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gatives, puis on obéit a la régle du n° 849 ; ou bien on prend p po-
sitif et on change de signe les deux racines.
I1I. Résoudre I'équ. nsin # |ccos o= h?

¢
Posons S e gl L B T, (1)

éliminant ¢, il vient

sin p cos & - sin z cos ¢
cos o

b=n(tanggzcosx—[—sinm)=n(

: b cos :
d'ow, sin (p-2) = — B osapid, (2)
I'équ. (1) fait connaitre Parc ¢, (2) donne V'arc ¢ - 7, et par suite
I'inconnue 2 *.

IV. Résoudre ** I'équ. sin (# -} £) = m sin (z -} {)?
Posons stk l)=y:

dou, Snly+:(R—17 tangy4 tang {’f —ﬁ) :
> sin[y—i(h—1] tang y — tang * (4 — )

d’aprés I'éqn. E. On en tire
1 m : y
tang y = 1—:!:7;; tang ; (I — k).

Cette équ. donne y, et l'on trouve ensuite z. Sil'on pose

14-m 14 tangp

1—m  T—tanggy

m =tang ¢, d'on, = tang (48° — o),

on a tang y = tang (45° — ¢) . tang % (T — ).

* Soit. proposée cetle question : construire un triangle 4B€ (fg. 193) avec les colés
donnés 4C= b, 4B = e, faisant un angle inconnu 4 — z, qui soit tel, que le segment
€D soit égal ala perpend. FE menée du point donné F, 4F—n, On a FE=nsin x=CD,
AD =c cos z, et 'équ. 4D <4 DC= b devient celle que nous venons de résoudre.

** Dans le triangle 4BC (fig. 20), on connait labase 4B = ¢, etle rapporta  b=m
des deux autres cdtés A€, BC; on demande de construire ce triangle sachant que si des
angles inconnus 4, B, on retranche les angles donnés 4D = k, CBD = {(, il en ré-
sulteraun triangle isoctle 4BD.L'inconnue est l'angle = DAB — DB.4 ; la proportion-
nalité des sinus des angles (4B = + £, et CBA = z + I, aux cdiés opposés b et a,
dont le rapport est connu = mz, donne I'équ. ci-dessus, d'oi il s'agit de tirer z.

EQUATION BE LA LIGNE DROITE.

CHAPITRE III.

EQUATIONS DE LA LIGNE DROITE ET DU CERCLE.
Equation de la ligne droite.

366. On nomme équ. d*une ligne BMZ (fig. 211) la relation qui a
liew entre les coordonnées x et y de chacun de ses poinis ; en sorte
que si I'on congoit que 'ordonnée PH se meut parallélement en
glissautle long de 4z, et que sa longueur varie en méme temps que
celle de I'abscisse, de maniére que cette €qu. entre z et y soit fou-
Jours satisfaite, Pextrémité M de I'ordonnée décrira la courbe.

On peut envisager I'équ. de la courbe comme renfermant deux
inconnues z et y; dont I'une est arbitraire., Qu'on prenne pour z
une valeur quelconque & ; s'il en résulte pour y le nombre réel b,
le point dont les coordonnées sont a et b, que nous désignerons par
le point (a, b), sera un de ceux de la courbe. De méme sj e f
donne y = I/, ete. Notre équ. indéterminée fera ainsi connaitre une
infinité de points dont le systéme est la courbe méme; et T'on peut
employer ce procédé pour en trouver divers points, s'assurer de la
figure qu’clle affecte et des particularités que présente son cours.
Clest ce qu'on verra souvent, par la suite.

Pur ex., y = b est visiblement I'équ. d’une droite MYV (Gg. 210),
paralléle i 'axe Az, 4Q étant =b; ¥ == 0 estl'équ. de axedes .
De méme, r=a est celle de PH, pavaliéle a Iaxe Ay, AP étant =a;
et # = 0 est I'équ. de cet axe méme.

367. Cherchons 'équ. d'une droite quelconque.

1° Si elle passe par Porigine, telle que .4V (fig. 212) ; de quelque
point D, V.. .., qu'on abaisse les ordonnées DG, PN. ..., onaura
tonjours — =fiv_~_—_ « ... Soit donc, a le rapport constant de

AC 4P !
chaque abscisse & son ordonnée, I'équ. de la droite 4V est

y:a"z,‘-

Lorsque les coordonnées sont rectangulaires, dans Pun quelcon-
que de ces triangles, on a (n° 854), PN = 4P tang 4. On voit que
a désigne la tangente de Pangle que la droite fait avec Paze des x.

Plus T'angle VAP croit, plus a augmente ; si la droite, telle que
MATHEM. PURES, T, I. 23




354 ! EQUATION

AN, fait un angle obtus avec les z positifs, @ devient négatif, et
_Téqu. prend la forme y = — a; ici a est la tangente de l'angle

N'AE. On voit en effet qu’alors les abscisses positives répondent a

des ordonnées négafives, et réciproquement.

Mais si langle yA42 n'est pas droit, le triangle VAP donne
,——::: g;\!’i = Z — a; donc alors, aest le rapport des sinus des angles
que la droite fait avec les x et les y : rapport qui-doit étre affecté du
signe —, quand la droite est située comme A’

2° Sila droite, telle que BM, ne passe pas par l'origine, en faisant
AB = b = Pordonnée & Porigine, et menant AN paralléle & BM,
Tordounée PM, ou y, se compose de MN = b et de PN = az;
donc on a

y=az-+|b;
b serait négatif, si la droite était telle que B'M'".

368. Les quantités = et y, qui entrent dans 'équ. d'une droite,
sont appelées Fariables; a et b sont des Consiantes ; mais on sent
que a et b pourraient varier eux-mémes, et c'est ce qui arrive lors-
qu'on fait prendre & la droite BM une autre position. y = az + b
appartient & toutes les droites, qui se distinguent entre elles par les
valeursde a et b.

L'équ. la plus générale du 1 degré, Ay - Bz - C=10, équi-
vant A y = ,_% z — %’ qu'on peut écrire y = az - b. Prenons
AB = b (fig. 212), et menons BM de sorte que @ = tang BE A,

sin NAP
o= Sn 4NP’
rectangles ; la ligne B aura y = az -}~ b pour éqn. ; on voit donc
que toute équ. du 1¢r degré appartient d une droite quwon sait décrire.

On peut aussi la tracer en déterminant deux de ses points.

Puisqu’en B l'abscisse est nulle, en faisant x = 0, on doit trouver
Pordonnée & Porigine; de méme, y = 0 donne le point E 0w la ligne
coupe l’aze des x. Geci est général, quelle que soit la ligne, droite ou

courbe. On peut done se servir de ce théoréme pour tracer facile-
ment la droite. & =— 0 donney = b= 4B; de méme, y =0 donne

selon que les coordonncées sont ou ne sont pas

b : L cv
2z — — —=— AE. Par les points £ et B, ainsi détermines, on
a

meénera B qui sera la ligne cherchée.
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Cependant si la ligne passait par V'origine; ou y = az, ce procédé
ne donnerait que ce seul point ; mais on ferait # = 1 — (.4, et on
en conclurait § = a = CD. 1l sera bon de s’exercér a décrire les
droites qui répondent a des équ. données, telles que =2,
y=—38-t =2,y = —a — 1, ete...., afin de reconnaitre la
disposition d’une droite, d’aprés I'équ. qui lui appartient.

869. Trouver Péqu. d’une droite qui passe par deus points donnés.
Soient (2, y') le 1°* point, et (z”, y”) le 2° point; 'équ. de la ligne
est y = az b, a eth sont inconnus ; or, puisque la droite passe
par le point (2/, y/), si 'on fait # = 2/ on devra trouver y—y;
partant

yzgm—]— deViBﬂt y,=a$r+b;

retranchant , pour éliminer b, on trouve

y—y'=a(z—2y . . . . . (1)

CGest T'équ. qui appartient a toutes les droites qui passent par le

- AT : e,
point (¢, y/), et qui ne sont distinguées entre elles que par lavaleur
de a, c’est-a-dire par lenr direction.

Mais si notre droite passe aussi par le point (2, 1-”); on trouve
de méme y” — y' =ua (2" — '), d’ott on tire

R 5. e yr y y'( ety 14 !
M e O

870. Trouver Panmgle que . forment deux droites entre elles, ces
droites étant données par leurs équ. y = az - b, y =a's |- ¥
Soient BC la 17 (fig. 218), z Pangle B qu’elle faitavec 4z; DCla 2°,
LA &
« Vangle qu’elle, ou sa paralléle BE, fait avec 4z, EBr =4’ ;
ainst, @ = tang «, o' = tang o'; l'angle cherché est ¥ —=a —
Or, on a (359)

tang a — tang &’ 6 —a'
1-}-tang ztang &~ 1 --ad
Si a= d/, les deux droites sont paralléles, puisque / = 0, ce qui
est d’ailleurs visible. Siaa’ -}~ 1 =0, tang ¥ = o, ainsi 'angle 7

est droit : donc la condition , pour que deux droites soient paral-
léles ou perpendiculaires, est

tang ¥V = - (2

.o (3), ou ga’-}1=0. . . (&
23*
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371, Par un point donné, mener wne droite qui soit paralléle ow
pérpendiculaire o une autre droite, ow qui fasse avec elle un angle
connu. Soient y = qz — b I'équ. de ladroite donnée, y—a'z -5
celle de la droite inconnue ; il faut déterminer o’ et . D'abord ,
puisque celle-ci passe par le point donné (2’, y) on a I'équation
y —y =a (z— a); il reste a trouver a'.

1° 51 la droite est paralléle 3 la 17, on a a = a’; I'équ. (1) est
celle qu'on demande,
20 Si elle doit étre perpendiculaire, aa’ 1= 0; d'ou

[ 1 r 1 ’ I
@ E—;jy——-—y:-—ﬁz(.’ﬂ—.’ﬁ') .....{O)

3¢ Si les droites font entre elles un angle 7 dont la tang. soit
donnée = m, on fait m = tang ¥, dans I'équ. (2), et Uon a

; a— m a— i

= X ety e T A A e
am -+ 17 Y v am-{—l(x £) (6

Parex., sim=1, on a 'équ. d’une droite inclinée de 45° sur la
proposée,

@+1) (g—y)=@—1) @— ).

372. Trouverle point de rencontre de deuz droites données. Soient
y=ar--b, y= a'z - I leurs équ. L'z peut bien étre le méme
pour ces lignes dans tonte leur étendue ; mais 'y différe. Le point
ou elles se coupent est le seul pour lequel z et y soient les mémes.
Si donc on éliniine ces variables, on aura les coordonnées du point
de rencontre : ce calcul est facile ; il donne

iy ab'— a'b
BTE s A

En général , si Pon élimine 2 et y entre les équ. de deux lignes
courbes, on obtiendra - les coordonnées de leurs points d’intersec-
tion: c’est méme pour cela qu'en faisant y =10, ou # =0, on
trouve les points oit la ligne coupe les axes des z ou des y, car ces
équ. sont celles de ces axes.

373. Trouver la distance enire deuz points donnés. Soient (2, i),
(=", y") ces deux points sitnés en M et V(fig. 214), menons MR paral-
Ielea 4z, et le triangle rectangle NMR donnera MN*= MR*-}-RN*:
or, on a :
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NR=NQ—MP—y" — o, MR— AQ — AP — o'

LR 5;;"-
ainsi, la distance cherchée MV — » est

b e S e o i i 4 (7)
Ladistance 4 M du point M a l'origine est & — V (&4 y7).
Si les deux points devaient étre situds sur une droite B donnde
par son équ. y ==az b, 2, y, 2", 4" devraient satisfaire a cette
équation, d'out y' = aa’ 4 b, y’ = az” |- b, et par conséquent

d= (o' — 7))/ (1 L+ &)

374, Trouver la distance d’un point ¢ une ligne donnée. Soient
y = az + b l'equ. de la droite BC (fig. 215), M ou I’ (2, ¥) le
point. Il faut 1° abaisser la perpendiculaire MM’ sur BC; 2° cher-
cher le point V de rencontre de ces lignes ; 8° mesurer la distance
MN ou M'N= 4. Pratiquons ces opérations en analyse. 19 L’équ.
dela droite indéfinie MM’ qui passe par le point (z/, ¥'), et qui est
perpend. & BC, est (5), n° 871; 2° on éliminera z et y entre les
équ. des deux droites, et on aura les coordonnées du point V d'in-
tersection ; 3° enfin, on mettra ces valeurs pour 27, 4", daus la for-
mule (7).

Mais puisqu'on cherche » — 2’ et y — o/, le calcul se simplifie
en préparant ainsi U'équ. y = az -} b :

y—y=a@@—a)tbtar —y, y—y=—-(z—d);

a(y —ar’ —b) Yy —ar—b

ol L L

doiz — 2 =

i e ' —az' —b\*
somme des carrés de ces quantités est (u—) (1 4 a7,

14+ @

donc on a P= Yorriad b
V(ldae) '’

pour la distance cherchée, ou la longueur MN ou M'N de la per
pendiculaire *,

* V' (14-a*) comporte ==; mais il faut préférer le signe qui rend & positif (n° 108).
Or, Tordonnée du point & ou &' de BC, qui az’ pour abscisse étant y = az' b, suivant
que le point donné sera en M ou en M', ¢.-4-d., endessus ou endessous de la ligne, on

ar' b —y
aura y' > ou < ax'+b: done, dansle 2¢ cas, on prendra J = V’:—T;’T A
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875. En général, les problémes relatifs a la ligne droite sont de
deux sortes :

1° On, une droite élant donnée, on cherche celui de ses points
(#', y') qui satisfait a une eondition exigée. & et b sont connus dans
y = az’ - b; de plus, la condition a laquelle le point doit satisfaire
étant traduite algébriquement, on a une seconde relation entre 2/,
et y. L’élimination fait donc connaitre ces coordonnées. On pourrait
avoir plusieurs droites et plusieurs conditions données; mais les
choses auraient encore lien d’une maniére analogue.

20 Ou l'on cherche une droite qui satisfasse, par sa position , a de
certaines conditions; alors a et b sont inconnus dans y = az - b
et le probléme consiste a les déterminer. Or, les conditions don-
nées, tradvites en analyse, conduiront & des équ. qui feront con-
naitre @ et b ; elles ne pourront étre qu’au nombre de deux, a moins
qu'elles ne comportent elles-mémes de nouvelles inconnues,

876. Voici plusieurs exemples ot ces principes sont appliqués :

L. Partager en deus pariies égales Uangle que forment entre elles
deuz droites données AB, AC (fig. 216). Tragons deux axes rectan-
gulaires 4, Ay, par le pvint 4 de concours des lignes ; leurs équ.
sont y = az, y = bz, a et b étant donnés. Soit y = kz celle de la
droite cherchée 4D ; il s'agit de trouver k

L’angle DAB a pour tangente ———— (n° 871); celle de l'angle

T + 1,
— b a—k b
: d’o
DAC est T doncl—{—ak ]—l—b"’
o 2(eb=1)
T —+b
On tire de 1 la valeur de &, et on la substitue dans y — Az. Comme
il y a deux racines réelles, & et &, le dernier terme — 1 est leur
produit, ou ¥A” - 1 =0 ce qui apprend que les deux lignes 4D,
AE, ainsi obtenues, sont & angle droit (n® 370).
Si les axes ne passaient pas par Vorigine 4, I'équ. cherchée se-
rait y — y = k (r — &), k ayant la valeur ci-dessus, et 2/, ¥’ étant
les coordonnées du point de concours.
Quand I'une dr:s droites 4C est axe des z, b= 0, et on a sim-

plement. #* —1~ F =N
11. Etant données les droites 4B , Az (fig. 217), quel est le point

E—=1=0.
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D (& y) tel, que, CD étant paraliéle & Az, on ait AC=CD?
Prenons 4 pour origine, £z pour axe des z ; soient 47 = m, Y= az
l'équ. de 4B ; enfin menons .4D, et supposons que y = kz en soit
l'équ. ; a est donné, et il faut trouver m, 2/ et ¢, ou, si I'on veut,
7 et k.

Ona 0D = AE — AI = &' — m, et, par condition,
AC = m -y = (2’ — m)*; done y? = 2> — ma'.

Or, le pomt C est sur 4B, et D sur 4D ; donc y = am et
y = ka'. Eliminant m ety/, il vient ak* -+ 2k = a, équ. qui prouve
(probl. I) que 4D coupe par moitié Pangle BAE : 2 ne restant pas
dans le caleul, est arbitraire; ainsi, tous les points de 4D satisfont
a la question, qui a une infinité de solutions,

HI. Trouver les équ. des perpendiculaires 4F, CE, BD (fig, 218)
mences de chaque angle du triangle 4BC sur le cité opposé, la
base 4C = b étant prise pour axe des « et lorigine est en 4 ; le
sommet B (2/, y') détermine le triangle.

’ il

La droite 4B a pour équ. y = az, a étant % ,parce qu'elle passe

en B, 1l est aisé d’avoir de méme celle de la droite BC, menée par
B (¢, y), et G (b, 0); on adone, pourles équ. de 4B et BC,

y=%a y=-Y _@—»)
De plus CE passe en (b, 0); AF par Porigine ; leurs équ. sont
donc de laformey — 4 (¢ — b), y= Bz ;la condition d’étre per-
pendiculaires aux précédentes donne (n° 370)

Ay By
Ht1=0 =L 41=0;

done les équ. des perpendiculaires sont

3

&z
='_'*_p($_b)a
o ¥

Pour trouver le point O ou elles se coupent, il faut éliminer
et y; on trouve & — 2’ = Vabscisse 4D du sommet ; ainsi ce point
O est sur lordonnée BD. Donc les perpendiculaires abaissées des
trois angles d’un triangle sur les cbtbs opposés se coupent en un méme
point. En décrivant sur 4C la demi-circonf. 4EFC, et par les
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points F, £ d’intersection, menant AF et CE ; puis enfin, par fe

point O de concours, tracant BD, on aura les trois perpendiculaires.
IV. Trouver un cercle langent quz trois colés d’un triangle ABC

(fig. 68). Cherchons d’abord un point O (a, B), qui soit & égale dis-"

tance de 4B et 4C; en conservant la notation précédente, 1'équ.

de 4C esty — g—,x, donc les longueurs OF, OF des perpendicu-

laires sont (n° 874)

OE — 2y — B’ —
(Rt g
Ona AC=h, et I'on met =, parce que le point inconnu O (a, 8)
peut étre en dessus ou en dessous de 4C. « et B sont déterminés
par OE = OF, ouay’ =3 (2’ = b), équ. unique; ce qui prouve
qu'il y a une infinité de points 0, & égale distance de AR et AC,

lesquels, étant sur la ligne dont Péqu. esty = ( - Y ) z, sont
At

situés sur deux droites, qui passent par le sommet 4, et font, avec
#ade
duit de ces tang. se réduit i — L, cause de 22 |- y» = ¢ ces
deux droites sont perp. entre elles : il s'agit de tronver Ia position
de I'une, 40 (fig. 68).

la base 4B, des angles dont les tang, sont . Comme le pro-

o #, .
Comme tang BAC — ‘f_“, maclsd=—__—_ __ '1_,—
@ Vo (a” 4-y") ¢

g et c— g’ ' g
d'ot tang L 4 — Lty (M, n® 359, et en mnl-
vedRia gt e

tipliant haut et bas par ¢ + ) : dolnc OAB = > BAG;ce quon
sait d'ailleurs (n° 210, I). Si I'on-méne 0. et sa perp., coupant par
moitié I'angle B.AC et son supplément , le centre cherché sera sur
ces lignes. En tragant CO, qui divise par moitié l'angle C, et sa
perpend. , puis faisant la méme chose pour B, les intersections de
ces six droites, combindes deux 3 deux , donneront quatre points
qui seront les centres des cercles tangents cherchés : Pun est
inscrit au triangle, les trois autres sont tracés extérieurement.

Au lieu de faire les trois perpend. OD, OE, OF égales entre
elles, on pourrait se proposer de trouver le point O par la condi-
tion que: les rapports de ces longueurs fussent donnés.

V. Par le point M7 (fig. 219), fracer NQ : qui coupe Pangle
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NBz, et forme le triangle BNQ dont Vaire soit donnée. By et By

étant les axes, les données sont tang NBr — g et lo point M {«, B);

Pinconnue est BQ = z. L'équ.- de NQ, qui passe en Q (z, 0),

est y =4 (z — z); cette droite passe aussi en M (a, B); d'ou

4= é . L'équ. de BN est y = gz, Elininant z pour avoir
a— 2

I'y du point commun 4, il vient (4 — a) y = Adaz; d'on

Aaz i faz
A—a__ﬁ-—ax{—a;'

y:

Or, menons 4N paralléle a BN, et faisons 4B — m. L'équ. de
AM, qui passe en M (z, §), esty — =g (# — &) : pour le point
A,y =0; d’ou am = ga — B. Introduisant ci-dessus am pour

Bz
s —

Cela posé, quelle que soit Iaire donnée, on pourra toujours la
transformer en un rectangle , dont la hautear serait PW — B et
dont % serait la base. On devra donc avoir k3 = L zy, ou
%' — 2z - 2km = 0; ce qui donne deux solutions faciles  con-
struire (n° 330) : la seconde a licu quand la droite NQ coupe le
supplément de 'angle VBQ (voy. n° 334).

On pourra s'exercer sur les problémes suivants :

VI. Etant données les équ. de deux droites 4B, AC (fig. 216) ;
prendre des parties égales 4B, AC, calculer la longueur BD de la
moitié de la corde BC, et en conclure Pangle BAC. La formule
doit s'accorder avec (2), n° 870.

VIL. Dans la méwme circonstance. chercher I'équ. de la corde
BC, et celle de sa perpend. 4D, dont la direction doit s'accorder
avec le probleme 1. s

VIIL Les perpend. DO, FO, EQ (fig. 220), élevées sur le milieu
des cotés d’un triangle 4BC, concourent en un méme point O.
En général, si D et F sontsitués d’'une maniére quelconque surles
cotés 4 Bet BC, mais divisent ces cotés proportionnellement (iadroite
DF est paralléle a 4C), toutes les perpend. DO, FO se coupent en
des points O situés sur une méme droite qui passe parle sommet B,

IX. Trouver les équ. des lignes €D, AF, BE (fig. 220), menées
des milieux des ¢ités du triangle 4BC aux angles opposés; prou-
ver qu'elles concourent en méme point G, qui est aux * de cha-
cune, & partiv dusommet de Pangle.

az — B, il vient y = ND —




