i SECTIONS CONIQUES.
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Telles sont les coordonnées de la nouvelle origine, qui est un des
points delacourbe * : la transformée est ay’>-|- 62’ = 0, qui, com-
parée & y = 2pa’, est 'équ. n'une PARABOLE rapportée a son axe *¥,
et tournée dans un sens, ou dans le sens contraire, selon que e est
positif ou négatif,

Soit 'équ, 2y* |- By — do=1; on trouve b = —£, h=—1;
on prendra 4B = — 1, BC = — { (fig. 249); V'origine est portée
de 4 en C, et I'équ. devient 5> = 24, La parabole a son sommet
en 0, et le paramétre est 2.

L'équ. y» — 2y -+ & = 0, donne y» = — 2, AB=BC=1 .

(fig. 250), I'origine passe de .4 en C, et la parabole est ouverte dans
le sens des # négatifs. '

Reprenons enfin I'exemple de la page 411, déja réduit a
8y — 22" )/ B4 10 = 0, les axes étant Ax', Ay’ (fig. 248); nous
trouvons £ =0, k = |/ 5; le sommet, ou-la nouvelle origine est
en ', prenant 4M' = /' § : I'équ. devient 4> — 24’ |/ *; le pa-
ramétre est )/ 1, .

442. 1l est un cas ot notre calcul ne peut se faire, celui oi e =10 5
car h n'entre plus dans le calcul, et demeure arbitraire ; en sorte
qu'on a deux équ. pour déterminer la seule quantité &, Posant alors
seulement 2uk -} d = 0, nous avons, dans cette circonstance,

ay?—-ak* |- dk | F=0, ou kay"” =@ aF.

La nouvelle origine est 'un quelconque des points de la paralléle
aux 2, qui a pour équ. y' = £.

1°Si d* — 4aF >0, ona 2ay’ — =+ |/(d’— 4aF), équation qui
donne deux droites paralléles aux o, et placées a égales distances de
cet axe. Telle est, par ex., I'équ, " |- 4y’ - 8 = 0,

2°Sid* — haF =0, onay =0, équ, de Paxe des #'; 'équa-
tion (b) est donc celle d’une droite paralléle aux &', L’équation
y* =4y’ - 4 =0 est dans ce cas.

* Dans les fig. suivantes, A4 désigne la 1< origine des coordonnées, € la nouvelle.

** Observez que si I'équ. (b) était la proposée, et que les axes n’y fussent pas rectangu-
laires, il ne serait pas nécessaire de les amener 2 cet état par une 17 transformation, et

" queles équ. (b) pourraient étre appliquées pour transporter lorigine ; la parabole serait

seulement rapportée a 'un de ses diamétres, comme n° 437 ; on pourrait alors aussi ais¢é-

ment la construire que si elle I'était & son axe.
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8°Si d* — 4aF < 0, la proposée ne représente rien, puisqu'on la
raméne & " ~ n?==0, qui est visiblement absurde. C'est ce qui
arrive pour I'équ. 4 - 4y" - 5 = 0.

L'équ. (b) devient ay” - dy’ |- F = 0, dans le cas dee = 0;
on peut lui donner la forme

(2ay’ - d)* — d* - haF = 0,

Ainsi, le 1 membre est plus grand ou plus petit qu'un carré,
ou méme est un carré exact, selon que 4aF est >, < ou=4d* On -
peut aisément voir que I'équ. (¢) offre la méme particularité, et a,
dans ce cas, la forme (ky =~ Iz -}- ¢)> | Q = 0, qui est absurde si
O est positif, du 1¢r degré si O = 0, et enfin qui donne deux droites
paralleles si  est négatif (voy. p. 431).

443,11 est donc prouvé que si m =0, Péqu. du 2 degré est celle
d’une parabole; mais que des cas particuliers donnent une droite,
deuz paralléles, ou méme rien.

Quant a 'équ. 02 -} dy - ex |- F=0,

comme elle revient a (b), oi 2 est changé en y, et y en #, la courbe

_estla méme, rapportée a l'axe des y : on peut au reste transporter

lorigine comme ci-dessus. Par exemple, I'équ. 2* |- 8y = 27 —1,
en prenant 4C = 1="h (fig. 251), et portant I'origine de 4 en C,
devient 2™ - 8y’ = 0. La parabole est ouverte du coté des y néga-
tifs, et 'axe des ' est celui de la courbe.

On trouve que, 1° 'équ. 2> — 62 4= 10 = 0 ne représente rien;
2°2” — 6z - 9 = 0 est I"équ, d'une paralléle aux y; elle revient
a4’ === 3; 8° pour #* — 6z |- 7 =10 o0n a deux paralléles aux .

2¢ cas, B* — hAC = m néqatif,
44%. La courbe a un centre, auquel nous commencerons par
transporter 'origine ; car on ne peut plus ici réduire la proposée &

la forme (b). Faisons done le calcul du n° 425, et 'équ. (a) sera ra-
meneée a la forme

Ay - Bry - Cr4-0=0. . .. . . (f)

Cherchons a la dégager du terme 2y, c'est-d-dire a la transformer en

gt pe’ - 0=0" . """ " (0

Substituons done, dans cette derniére, les valeurs (c) de 5’ et o/, gt
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comparons, terme & terme, le résultat & 'équ. (f), pour exprimer
Tidentité ; il viendra

¢ cos* 6 -1~ p sin’ 4 A « ()
g sin® 4 ~- p cos?d .« (2)
2 sind, cosé, (p—q) = 3 coeoa (8

Ces trois équ. servent a déterminer les trois inconnues 4, p et ¢. La
somme des deux 1 devient p -|- ¢ = A4 -}~ C; formant ensuite
B> — 4.4C, ou m, en carrant la 3¢ et retranchant quatre fois le pro-
duit des deux autres, il vient

m==—Jpqg (sin% 0 --2sin*¢ . cos* 6-}-cost f)=— Jpg (sin*6-}- cos*¢)?,

oum = — Jpqg. Les inconnues p et g, ayant 4 -}~ € pour somme
et — 3 m pour preduit, sont les racines de I'équ. du 2¢ degré,

B2—(d+Oz=3m; v, 0 ¢ o.. (@
d'oir ’
petg=: (44 C)EIy B - (4 — On.

Ces racines p et g sont visiblement réelles dans Ie cas actuel.

La différence entre les équ. (1) et (2) est

(g —p) (cos* 8 —sin*0) = (g — p) cos 28 = — (;

en recourant a I'équ. (8), on trouve done

— C, tang 20 = —:E-.
q—p A —
Cette derniére valeur, facile a construire, donne 24, et, par suite,
Pangle ¢ d'inclinaison de I'axe des 2’ sur celui des z : le signe de
tang 29 apprendra si 26 est >-ou < 90°; mais, dans tous les cas,
8 est < 90°, et 'axe des 2’ tombe en dessus de celui des 2. D’ailleurs,
sin 20 est toujours positif; ainsi P — q doit étre de méme signe que
B : donc.g est la plus grande des deus racines de 7, si B est négatif,
et la plus petite, si B est positif. On saura ainsi distinguer entre elles
les racines quiil faut préférer pour g et p.

Soit, par ex., l'équ. 8y* L 2oy | 822 | 9 — 95 — i: en
transportant Uorigine au centre (n° 425), point dont les coordonnées
sont h =1, k= — 7, la proposée devient 5y -+ 22y -} B2 = 2
on a ensuite, pour T'équ. (7), 2 — 10z 24 =0 ; dot s=5 41
ainsi, B étant positif, g = 4, p = 6, puis 4y + 62" =2, équ. qui

— B
sin 20 =———, o052 =
Y=
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reste a construire, les axes des &’ et g dtant déterminés par
tang 20= e, d'ott 20 = 90°, c’est-a-dire que P'axe des &' fait un
angle de 45° avec celui des # en dessus duquel il est placé. Ces
constructions sont sans difficulté,

448. Ce caleul ne peut présenter aucun cas d’exception. Il est a
observer que m étant négatif dansle cas actuel, sav., BP=4AC—m,
le radical des valeurs de z se réduit & [/(.4 ~+ Cf — m, qui est.
< 4+ C. Ces valeurs de p et g sont donc de méme signe que
A4, en sorte qu'on peut regarder comme positifs p et ¢ dans
Péqu. (g), qu'il S'agit maintenant de discuter. Nous examinerons
successivement trois cas, selon que O est nul, positif ou négatif,

1°Si 0 =0, on a gy” - pa”2=0; équ. qui ne peut subsister
que si, a la fois, 2’ = 0, 3’ = 0. On a donc un point, qui est I'ori-
gine des o’ et y'. L'équ. 3> — 4o y |- B2 4- 22 |- 1 = 0 estdans
ce cas; le point est (— 1, —2), ainsi qu’on le reconnait par le cal-
cul, qui transforme d'abord la proposée en y* — hay -+ Ba2 = 0,
puisdonne z =38 =+ 2 /2, tang 20 = — 1, 29 = 185¢, enfin
(82 2) g4 (8—2 )/ 3) 2> 0.

257 Q est positif, la proposée ne représente rien, puisque Péqu.
(g) est absurde, trois quantités posilives ne pouvant sentre-dé-
truire. C'est ce qui arrive dans I'ex. précédent, quand on met, aun
lieu du dernier terme 1, une valeur > 1.

80 8i Q est mégatif, la transformée (g) devient gy - pa” = 0,
En faisant tour a tour 2’ et y' nuls, pour obtenir les points ot la
courbe coupe les nouveaux axes, on obtient

0 : \/o
== ==b ¥ = —_—=a;
¥ \/q : P

d’ou g _—_-‘gJ p= g-, puis a%y'* - b2" = a *b*. La courbe est

donc uNE ELLIPSE , Tapportée & son centre et & ses axes %a et 2b,

Si, dans l'ex. précédent, on met — 1 au dernier terme, on
trouve d'abord y* — oy -}~ ba* =2, les mémes valeurs de z et de
6, puis I'équ.

G2y +B—2) a2 =2,

qui appartient a une ellipse dontles axessont }/ 8 (3 o= 2 |/ 2).
446: Concluons de la que I'équ. générale du 2° degré appartient
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& Uellipse, toutes les fois que m est mégatif'; mais qu'on trouve deux
cas particuliers, qui donnent I'un rien, 'autre un point. Lorsque

m <0, les valeurs de = sont de méme signe : elles deviennent -

€gales dans le cas du cercle, car p = q. Poy. n® 454.
8¢ cas. B2 — AC = m positif.

447. Tous les calculs du n° 444 conviennent encore ici, en sorte
qu'il faut reproduire la méme transformation et les mémes valeurs
de § et z; seulement, comme B> — m —+ 44C, m étant positif, le
radical est > 4 ~|- C, et les deux racines de z sont de signes con-
traires, en sorte que, dans la transformée (g), on peut donner le
signe -~ a g, et le —a p ; savoir :

Wi a0 = 0 SN LSS

Analysons les cas de O nul, positif et négatif,

1°5iQ=0,0n agy” =p2?, dou y =2 \/ﬁ; il est
q

évident qu'on obtient deuz droites, CD, CE (fig. 252), qui se croi-
sent a la nouvelle origine C, I'axe des 2’ coupant par moitié I'angle

DCE qu'elles font entre elles. L’ordonnée == \/2, qui répond
q

4 2’ = 1, sert a construire ces droites; elle est la tangente des
angles DCx’, ECx'. ;

Parex., I'équ. y* — 62y |- 2> |- 2y — 67 1 1 = 0, en trans-
portant Torigine au point (0, — 1), qui est le cenfre, devient
»*— bzy 4-22=0: on trouve 5? — 25— 8§ ; donz—1=+3;
savoir, =4, p=—2 et y* — 1 ?=0;dony =7 :
enfin, § = 45°, Ces constructions n’offrent aucune difficulté (voy.
fig. 252).

2° 8 Q est positif, équ. (I) devient gy» — pa> — — Q : posant

x’=0,.0nay'=\/§.[/—-—I;onfait\/2= b; puis
q

on posey’ = 0, et 'on a

5:\/221,, —=b;
? g

ce sont les demi-axes »'use nvpERBOLE, ainsi qu'il snit dn caleul de la
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substitution des valeurs p = 2, g= 3‘2 , qui donne
az 2

a'z,y’z s ab>.

On a un exemple de ce cas en remplacant -}~ 1, dans le dernier
terme de 'équ. précédente, par 5 ; les valeurs de =, 4sont les mémes,
etlonay” —Ia%=—1;lesaxessont b=1,¢ =1/ 2

80 87 Q est négatif, on a qy’* — pz* = O ; un caleul semblable,
ou seulement le changement de 2 en y, et y en z, prouve qu'on a
une hyperbole dont les axes sont Uinverse des précédents. Qu'on
change - 1 en — 8, dans le dernier terme de I'exemple ci-dessus,
etl'on trouvera 4 — I 22 — 1; lesaxes sonta — 1, b — V 2;la
courbe coupe le second des axes coordonnés (celui des ).

448. Faisons varier O dans 'équ. (/). O étant positif, on a I'hy-
perbole MAN, LOI (fig. 253); et il suit des valeurs des axes a ot

b, qu'en prenant 4D = 4D — \/ %, et labscisse €4 = 1
(ou 4D = b et AC = a), les droites CD et CD’ sont les asymptotes
de toutes les hyperboles, qu’on obtient 4 mesure que 0 s’accroit ;
seulement le sommet 4 s'éloigne de plus en plus, et Ia courbe
s'ouvre sans cesse davantage. Si 0 =10, 0n a les asymptotes mémes,
qy* — pa™ = 0. Enfin, si O devient négatif, on obtient I'hyper-
bole M'A'N', I'O'L’, tracée entre les mémes asymptotes, mais dans
les autres angles, les sommets ', O’ s'éloignant a mesure que Q
augmente

449. Ainsi Péqu. générale du 2 degré appartient a Phyperbole,
toules les fois que m est positif; mais, dans un cas particulier, on
trouve deuw droites qui se croisent. Les valeurs de z sont alors de
signes différents; et lorsque, abstraction faite de ce'signe, elles
sont égales, C— — 4, 'hyperbole est équilatére. Comme B*— 4 _4C
est toujours positif dés que 4 et C ont des signes différents, on est
alors dans le cas de I'hyperbole, quelles que soient les grandeurs de
A, B, C....La méme chose alieu si 4 ou C estnul , ¢’est-a-dire si
la proposée est privée de 'un des carrés 22 et y?, et méme si ces
carrés manquent 'un et 'autre. Dans ces divers cas, la marche des
calculs est toujours la méme : mais comme dans le dernier elle de-
vient trés-simple, nous 'exposerons ici. Soit proposée I'équ.,

Byy - Dy - Ez+ F=0;

MATHEM, PURES, T, I,
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on ftransporte l'origine au centre, en faisant Bk -~ £ =
Bh 4 D =0; d'on

b= —

E e g0
B b= — "B“s A B’
en posant @ = DE — BF. Ces expressions ne sont sujettes a aucune
exception. Ainsi I'équ. proposée est celle d'une hyperbole rapporiée
a des ages paralléles aux ﬂSJf}?PfOiES. L’hyperbole est équilatére
quand les zy sont rect’mguhwm (n° 416). Si CD' (fig. 258) est 'axe
des z', CD celui des 4/, la courbe est tracée dans les angles DCDY,
ECE'; st Q est positif, elle est AN, LOI; enfin elle est M'J'N’,
T'OL’ quand O est négatif. Si Q = 0, I'équ. proposée appartient
aux asymptotes mémes.

Ainsi, pour I'équ. 2y — 22 -}~ y - m = 4, les axes étant Az,
Ay,on ak=2, h—=—1; on fera 4B =1 (fig. 254), BC=2; Cz/,

Cy' seront les asymptotes de I'hyperbole 2'y’ = 2 — m, qui sera

MN, OP, sim < 2; M'N', O'P', si m > 2; enfin, m = 2 donne
les drmtes Cv', Cy'.

450. 1 convient de remarquer que, dansles casde m > ou < 0,
si la proposée est privée du {erme en 2y, le caleul de la discussion
est treés-simple, et se réduit a transporter Porigine au centre ; il n'est
pas méme nécessaire de rendre les coordonnées rectangulaires
quand elles ne le sont pas, et I'équ. est alors rapportée aux diamé-
tres conjugués, au lieu de I'étre aux axes. En effet, soit la proposée

Ay* - Ca* |- Dy - Ex -+ F=0;
E

2G’
20h -} £ =0, 24k D=0, Ay*-} Cz*4-0=0,

AE* - CD?
4C "

le centre estan point ( —

D e
— 57) , C'est-a-direqu’on a *
£

en faisant Q= Ak*~}- Ch*-}- Dk -} Eh |- F=F —

Voici divers exemples de ces calculs :
Les équ. ;JE+8$2—~3£—9J——'~2=0 hy —l—-Qx*—Sr—Lﬂ—O
ne représentent rien; la 1 a pour centre (n y 2), et se réduita

* Les coordonnées du centre sobtiennent aisément 2 'aide du théoréme (506), qui

* apprend A chasser e 2¢ terme d’un polynome. Si Yon multiplie respectivement les équ.

qui suivent par 4 et %, et qu'on ajoute, on trouve A4 4 Cht = — &(Dk -+ Eh), qui
serl & réduire la valeur de @, ainsi qwon lindique plus bas,
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2y - 824" - 2 =0; la 2° a l¢ centre au point (3, 0), et donne

by 4222 L 1 —-0

Léqn. g 22 — 2y - -’m:—-!— 8 = - 0 appartmnt au pumt
(41— 1).

L'équ, 4 - 82> — 122 + 8= 0 donne b — 2 k=0, pms
2y 82" 2—9 les demi-axes del'ellipse sont a=1|/ 8, b= |/6 :
on prend 4C = 2 (fig. 255), et Von trace lellipse DFEO, en for-
mant DC= }/ 8, CO = |/ B. Si les coordonnées étaient obliques,
ces longueurs seraient celles des demi-diamétres conjugués,

Pour > -}- 22> — 2y =0, on a une ellipse tangente & I'axe
des 7, dont le centre est sur I'axe des y au point (0, 1); on a
Gamlili=4 3

L'équ, y* — 4a* + 4y - 120 — 5 = 0 devient y' ==+ 22,
en transportmtlorugmc de /1 en C (fig. 2562), 4B =%, BO=—2;
on prend'y’ =2 et 3* == 1, et 'on trace CD et CE.

Pour2y? —8a* — 2y — S.r;-T— +==0,1e centre est au point (—3, 3},

“etl'ona 2y — 82 = — 3, On prendra JIB_H_;m BG (fig, 256),

et 'on décrira-I'hyperbole, dant a = %, b= }/ 2 sont les axes
ou les diamétres conjugués, selon que l(:a u;ordunnees sont rec-
tangles ou obliques. ;

L'équ. 4> — QJ,-_-QJ——{—-Q— Oummey —sz—J—- 8 =0, l’hy—
perbole pourlaquelle k=1, h=0,6 =2, b =2

Enfin 8y* — 2% |- 20 -8y =1 [hmnc i (ﬁg 257)
BC=k="—1; d'ou 8y — 2¢"= 3, équ. qu'il est aisé de lap—
pracher de celle dela fig. 256 ; senlement la courbe est placée dif-
féremment, :
. 451, Il résulte, de cette exposition; que I’équation générale du
2¢ degré présente trois cas : le 1°" ot m = 0, qui donne une para-
bole, outre les cas particuliers d’une droite, de deus paralléles, et de
rien ; e 3° on m est négatif, qui donne une ellipse, outre les cas par-
ticuliers d'un point et de rien ; le 8¢ enfin ou m est positif, qui ré-
pond & Phyperbole, rapportée soit au 1%, soit au 2° axe, outre un
cas qui donne deux droites nion paralléles. Comme les sections d’un
cone par un plan sont, précisément une parabole, une ellipse on
une hyperbole; et qie lorsquie la section se fait par le sommet, on
a une droite, un point ‘ou deux droites croisées ; de nos huit cas ,
six sont des sections coniques : ce qui fait dire que foufes les équ. du
second degré appartiennent auz seclions d’un cone par un plan, Pax-

tout ot un plan et-un cum, existent ; il ne pent pas arriver qu'iln’y
27*
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ait pas intersection , ou qu’on ait deux paralléles ; d’ou T'on voit
que ce théorémesouffre deux exceptions.

En faisant mouvoir le plan goupant parallélement a lni-méme,
lorsqu'il passe par le sommet , I'ellipse devient un point, la para-
bole une droite, I'hyperbole deux droites croisées; c'est ce qui a
fait considérer le point comme une sorte d’ellipse dont les axes
sont nuls ; uné droite, comme une sorte de parabole ; deux droites
cll'oisées, comme une hyperbole (n° 400) : ces cunsidérations n'in-
teressent en rien la théorie.

452. On obtient la grandeur et la direction des axes principaux
par le procédé suivant. Supposons d’abord que les axes soient rec-

tangulaires, et que l'origine soit au centre ; 'équ. de la courbe pro-
posée est ’

AP —+Bry -+ Cr»-0=0. . . . . ()
Concevons que du centre 4, avec un rayon r, on ait tracé un cercle
(fig. 258 ‘Ens); 'équ. est 22 4 4> —#2 il v aura, en général,
quatre points de section ; pour les obtenir, menons par lorigine
une droite 4K a l'un de ces points, et soit y = M son équ.; en
¢éliminant z et y entre ces équ., on trouve

(4r 4 Q) M+ BrM - Cr+0=0. . . (9

Si lerayon r est donné, cette équ. fera connaitre deux valeurs
de M, ce qui prouve qu'iln’y a que deux droites allant du centre
aux quatre points d'intersection, c'est-a-dire gue ces points sont
deux & deux sur un méme diameétre. Ces lignes s'obtiennent en con-
struisant les deux valeurs deé M, qui est la tangente de leur angle
d'inclinaison sur I'axe des 2. Quand les racines sont imaginaires,
le rayon r est trop grand ou trop petit pour que le cercle ren-
contre la courbe ; et si les racines sent égales, les points de section
coincident deux & deux, et Je cercle est tangent a la courbe. La
tangente commune a 'on et & l'autre en ce point, est perpendicu-
laire au rayon du cercle, propriété qui ne convient qu'aux axes
principaux. Ainsi les valeurs de M qui répondent au cas des racines
€gales sont propres a ces axes. Alorson a (n° 138)

Bré — 4 (4r 1 0) (Cr + 0)=0,
(B — 4 C) rd — 40r (4+- )= 40
(4P -0y M- % Br=0,

DISCUSS. DES EQU. DU SEC. DEGRE. 421

en extrayant la racine de 'équ. (2) qui est un carré; on en tire

W "

,.z=_.iwz_agm=1, B

en posant, pour abréger, 4 — C=Bz; donc M =a £}/ (14-a).
Ainsi prenez sur.l'axe Az, 4D =1, élevez l'ordonnée DI —a,
Al sera |/ (1 -~ 2?) : du eentre Z, tracez le cercle KAK', avec
lerayon 41, et les points de section K, K’ donneront les direc-
tions 4K, 4K’ des axes principanx, puisque les valeurs de /M sont
les tangentes des angles K4D, K'4D. Ces lignes sont a angle
droit , dapreés la construction ; et en effet le produit des deux va-
lenrs de M est — 1 (n° 187). On en tire ensuite les deux valeurs de »
qui sont les longueurs des axes :

A+ CYB—ICFUAFCF W

r=20X B — 4AC

Si B* — 4AC = m est négatif, le radical est < 4 C; les deux
valeurs de 7 sont, ou positives, et on a une ellipse ; ou négatives,
et on n'a rien, ou enfin nulles, @ =0, et on a un point A. Quand m
est positif, on a une hyperbole ; les valeurs de 7 sont de signes con-
traires ; on change le — en -}~ pour avoir le 2¢ axe. Gependant lors-
que Q=0, on ales deux droites AK, AR, Ce calcul n'est plus
possible quand B*— 14C = 0.

Soit, par ex., Péqu. y* — 2oy 4 22°=2; d'od a = 3, elc.
M=:x) 3;DI="1 AT= /2, et le cercle KAK' donne les
directions 4K, AK des deux axes. Enfin »» =3 == /' 5 sont les
longueurs de ces axes, rayons des deux cercles tangents a lellipse.

On pourra s’exercer encore au calcul sur I'équation
y* — 6ay |22 -2y — 6z |1 =0, déja traitée page 416.

Gette méthodé s'applique pareillement au cas ou les coordonnées
font un angle 9. L'équ. du cercle est alors (n° 377)

2? - y* -} 22y cos g =1";
éliminant 2 et y a I'aide de I'équ. y = Mz, ona
(dr* - 0) M2 -} (Br» -+ 2Q cos o) M- Cr* - 0 =0;
pour que cette équation soit un carré, il faut que

(£ Br2 -0 cos o) — (4r* + Q) (Or*—+-0) =0,

s P

- ” == P s - - - ~ -
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ou (B — 4AC)rs — 4Qr* (4 4 C — B cosy) =407 sin*y; . .. (%)
puis - (4*-0) M ; PO cosy =0; . . . . (6)
Péqu. (5) qu’on résout ala manier’é'dl_l 2° degré donne 7°; on.peut
eliminer 7 entre les équ. (5) _'et‘ (6), Enfin ’équation (6) donne M,
et on. peut construire I'équ. § =M. i ‘

453, Souvent on a plutdt pour objet de connaitre la nature et la
forme de la courbe dont on a Véqu., que de la construire rigoureu-
sement; le procédé suivant a l'avantage de donner avec rapidité
ces circonstances, et n'a pas, comme 1é prééédent, Pinconvénient
d'introduire des irrationnelles dans les coefficients. - °

- Comme il suit de ce qui précede, que les lignes comprises dans
I'équ. générale (a) p.” 409 sont connues d’avance, il ne faut, pour
les distinguer entre elles , que trouver un cardctére propre.a cha-
cune : ce caractére est tiré: des limitesde 1a courbe , qui 8ont trés-

" différentes dans les eas de Uellipse, de la parabole ct de I'hyperbole.

Pour obtenir ces Iimites, résolvons I'équ. (a) par rapport a y ; nous
aurons une expression de cette forme,

y=cw—-[—‘8i]/(m.ﬁ +nr-tp); . .. . (1)
ay Bym, m et p sont des constantes connues (voy: p. 183). Chaque
valeur de « répond & deux points de la caurbe, tant que le radical
est réel ; s'il est imaginaire , la courbe n’a aucun point _cbi‘respcm-.
dant a T'abscisse dont il s’agit; enfin, si le radical est nul, on n’a
qu’un point de la courbe. Les limites sont done relatives & P'étendue
ou le radical passe de I'état réel a I'imaginaire. Comme en prenant
pour z des valeurs suffisamment grandes, positives ou négatives,
le trinome ma? -~ nz -~ p recoit le signe (189 , 9°) du plus grand
terme ma; si m est négalifl, pour ces valeurs, le radical devient
imaginaire, de sorte que la coutbe est alors limitde dans les deux
sens. Elle serait illimitée, si m était positif ; enfin , m ral rédaifait
Ie radical & )/ (nz-1- p), et 'on voit que la courbe sérait limitée
seulement dans un sens , puisque le signe de nz change avec z.

La nature de nos courbes dépend done da signe de m, ce qui
nous force encore de distinguer trois cas dans notre analyse géné-
rale, suivant que m, ou B* — 4.4, est négatif, positif ou nul. -

Mais, avant tout , remarquons que, -pour construire les ordon-
nées PM, PH' (fig. 258 et 259), qui répondent & une ahscisse
AP = &', il faut d'abord porter parallélement  I'axe des y (dont la
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direction est donnée et quelconque) PN =uz’ -}~ 8 ; puis, pout"ajou-
ter et soustraire la partie radicale YN=M'N =}/ (ma'* - na’+{-p),
on en portera la valeur, de part ef d’autre de N, en ¥ et‘er’l’ﬂf’,
et IV est le milien de /' Tous les points JV qui satisfont a P'équ.

y=ar £ . . R (2)

coupent done les cordes paralléles & £y en deux parties égales; ainsi,
on tracera la droite BN, qui est un Diamétre de la courbe (n° 426).

Aux points D et D' d'intersection de la courbe avec son diamétre,
les équ. (1) et (2) ont lien ensemble (n® 372), et ces points sont
doniiés par les racines de P'équs

ma* fne Jp=0. . . . . .-(3)

On voit de plus que les ordonnées ED, E'D' correspondantes

sont tangentes & la courbe, puisque, le radical étant nul, la pro-

posée est le carré des y — az — B==10; ainsi les points d'intersec-
ol . T 9J
tion sont réunisen un seul, aux points D et D’ (n° 424).

1¢* cas. Courbes limitées en fous sens, m négatif,

45%. 1° 8t les racines de I'équ. (3) sont réelles, en les désignant
para et b, et prenant AZ =a, 4E" = b (fig. 238), on aura les
tang. et les points d'intersection cherchés D, I » le I‘fldlCil} de(1)
prendra la furmel/[— m (z — a) (z — b)]+ il n’est 1.'eel qu'autant
que les facteurs # — a, z—— b sont de signes contraires, de‘ sorte
que z est compris enire aet b. La courbe ne s'étend donc qu efm'e
les limites EF, E'F' ; elle forme uncontour ferme; c‘.est une Ellipse.

Remarquons que, pour obtenir £, E’, ona tiré de (3) des
racines de la forme 2 =% ==}/ f; on a donc porté 4K =r,
puis KE'= KE — i/ f- Donc C est le milieu du diamétrelDD',r ou
le centre de Lellipse (n° 427) : ainsi l'on ubtiendm le conjugué en
cherchant Uordonnée centrale CO', a partir du diam., c'est-a-dire la
valeur quegprend )/ (ma*~-nz - p) lorsqu’on fait s —h. La c'ou‘rhe
étant rapportée 3 ses diam. conjugudés; il sera facile fle la déecrire.

Par exemple , 3y> — 6zy = 92> — 2y — 6z ~|- § = 0 donne
y=a-it ) (—2w -} 2r—3);onprend 4B= ;‘{ﬁg. 258),
et Pon méne le diamétre BN, dont 'équ. esty =2 - 73 lors'que
I'angle y4x est droit, BN fait avec Az un angle de 43°. En éga-

: ; B ppitasral LosDons o Ao DOL K
lant le radical & zéro, onaa® — 2 z=—;jdod 2 =33

-

-
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done 4K — 2. KE =KE’=§ donnent le centre C et les points D,
D’ d'intersection de la courbe avec le diamétre BNV, De plus, EF,
E'F sont tangentes et limites, puisque le radical peut étre mis sous
Ia forme 1/[—- 2@ —1)(z— 3J]; d’'oulon voit que 9 n'est réel
qu'autant que z est > S EEHl

En faisant 2 — 2 sous le radical, il devient |/ 2= CO’; clest
I'in des demi-diamétres conjugnés ; 'autre est CD : il est donc
facile de tracer la courbe (n° 431, 2°). On trouvey = 1 == /' £ pour

la plus grande et Ia plus petite ordonnée, ne 423.

Pareillement e R e -+ £ = 0 donne Pellipse

DOD' O (fig. 261); AK =2, EK — F'K — V2 CK=1;Cest
le centre. Yy=0donne 2> — 9, ~+-1=0, carréde v —1 : done, si
T'on prend 47=1, Ia courbe est tang.en f'a 42; 00' =20 =}/ 2,
la plus grande et la plus petite ordonnée sont 2 et 0.

Il est inutile de dire que, dans les constructions , il faut surtout
avoir égard aux signes ; ainsi, pour

by +8ys 1822 1122 1 851 1 =0,
R i e e

on construit le diamétre BD (fig. 262 ), dont I'équation est

=—F—lides’}2=21 on tirew =— 141, on prend
AK =1 et KE — KD’ — 1, ce qui donne les limites tangen-
tes D, E'D' deVellipse : Cen est le centre, et 'on trouve b'=1.

2° 8 les racines de I’équation (3) sont égales, a étant leur valeur,
le radical équivaut & " — m (& — a); ainsi, (1) devient
Yy=ar-Bt (r—a))/— m:onne peut donc rendre y réel
qu'en prenant 2 = a, d'oni Y = aa -} L.

Ainsi , on n'a qu'un point ; ses coordonnées sont connues,

Il est aisé de voir qu'en effet la proposée équivaut iei a
(y— a2 — Py (2 — @) m =0 et comme la somme de deux
quantités positives ne peut étre nulle, 3 moins que chacune ne le
soit en particulier, la proposée se partage d’elle-mémg en deux
autres (n° 112). L'équ. y* — ay-}- 502 — 29 = 1=0 donnele
point dont les coordonnéessont 2 =1, et 4 =1 Léq.o?-}y2=0
donne I'origine,

3° i les racines de équation (8) sont imaginaires, pour aucune

valeur de 2, le trinome — ma 2z ~|-p ne peut changer de signe
(n° 139, 9°) ; ce signe demeure toujours le méme que celui de son
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plus grand terme — ma*; |/ (— ma* -]—- nz |- p) étant i g
imaginaire, la proposée ne représente rien. En effet, cette équ. re-
vient alors a (y — az — B - (m2? — ny —p) = 0, dontles deux
parties sont positives et ne peuvent s'entre-détruire; par conséquent
il est absurde de supposer leur somme = 0, puisque la seconde ne
peut étre rendue nulle, comme onT'a fait précédemment.

Cest ce qui arrive pour y*> — 2zy 22" — 2r - 4 =0, '

Pour que m, ou B* — 4AC, soit négatif, il faut que les trois
1°* termes de la proposée (3), 4y* -}~ Bay - Ca forment une
quantité plus grande qu'un carré parfait. Dans le 1°" exemple ci-
dessus, page 423, ces termes sont

8 (y* — 22y +- 32°) = 8[(y — 2] - 22°].

Cherchons dans quels cas 'équ. genérale du 2¢ degré est celle
d'un cercle, les coordonnées étant rectangles. Cette équ. est

Ay -+ Bzy 4 Cz* | Dy -+ Ez -} F= 0;

équ. la plus générale du cercle est (z — z)* 4 (y — 8)* =*, ou

Yyt a2 — 208y — e+ o2 - —rr=0.

La 17, dégagée du coefficient 4 de 3> doit étre comparable terme
i terme ala 2¢. On en tire dabord 4 =C, B=0: d?nc quand
les x ety sont @ angle droit, Péqu. du 2¢ degré est .celle d’un cercfe;
lorsqw’elle est privée du terme en xy et que les coefficients dex* et de y

sont égaux. Mais de plusil faut que D = — 248, £ = — 24a,
F = A (& - p* —r), doulon tire

E g._._.f?_ W:Eﬂ—{-ﬂi—lmﬁ‘,
S P E TR T ha?

[ —

”
ce sont les coordonnées du centre et le rayon du cercle, qu'il est

<
ainsi facile de construire. Remarquez cependant qu’il y a denx ex

ceptions, savoir, quand le numérateur de ]_a valeur de 72 est- m&f ou
négatif : dans le 1 cas, on a un point unique; dans le 2¢,il n’y a
as de courbe.
5 On trouve, par ex., quel'équ. 2"} 22> — by — b |- 1= 0 est
celle d’'un cercle dont le rayon est |/ 2, et le centre an point (1: 1).
Lorsque les coordonnées sont obliques, on raisonne de méme
en partant de I'équ. (3) n° 377.




