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1° Si la courbe a un centre, portons-y 'origine; et 'équ. étant
ainsi rapportée a des diamétres conjugués, recevra la forme (n° 427)
Y= I/(Q - C#°) : il suffit done de chasser les termes 8 et nka’,

Posons y' = ¢" 18, o — 2" — ; ces 2¢ termes sont les 2

n
e
et 3" du centre, et I'on trouve

/7. Ha nﬂ
Yy — mka" = g
Telle est I'équ. de la courbe proposée, réduite a ses diamétres con-
jugués. Rien n’est donc plus facile que de construire cette ligne
(n= 431, 20),

Pour Péquation y = = G+ 1% ) (— 22 - 62 — 4), ona
a1, k=== l/ﬂ, m = — 2...., et I'on obtient, pour transfor-
mée, y”2 -|- 2”2 = L; ainsi, aprés avoir tracé le diamétre BN,
y=a - 1(fig. 258), porté l'origine au centre €, comme on I'a
va (n°® 454),1l restera a décrire une ellipse, dont les demi-diamétres
CO, CD, sont égaux a J/ L,

2° S'il 0’y a pas de centre, m = 0, et le radical devient
V' (nks' - p) : chassant les termes constants 3 et p, Vorigine sera
portée au point ot la courbe est coupée par son diamétre j savoir,

Y=y'+B o’ =0a" — ;%; d’ou y"* = nka”. Aprés avoir décrit
le diamétre y = az |- B, I'origine sera prise an point oi il coupe
la parabole ; I'axe des y” étant paralléle aux v, et Iaxe des 2 le
diamétre, la courbe sera facile a tracer (n° 438).

Poury =3io+} 14/ (2v—4),0ona (fg.248) a =1, k =)/ 4,
DN et DF étant les axes, on a I'équation g = 4o’ V %, qui est
celle de la parabole MDM'; et comme, page 431-482, on a

AB:],AE:DE:Q.

CHAPITRE V.
PROBLEMES D'ANALYSE GEOMETRIQUE.

De la Génération des Courbes.

462. 1. Quelle est Ja courbe qui résulte de I'intersection conti-
nuelle de deux droites #M, B (fg. 68) qui tournent autour de
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A et B, et sont toujours & angle droit en H ? Prenons les Généra-
trices dans une de leurs positions A4M, MB : Porigine étant au-mi-
lieu C de 4B, et AC = r; les lignes AM'et MB qui passent, I'ung
en 4 (—r, 0), etl'autre en B (r, 0), ont pour équ.

Yy=a(x -1,y =d@E—1, . .
de plus, ona adl el =m0, 000 0 W G ()

puisque ces droites sont perpend. : les valeurs de g et &, qui ne
satisfont pas a cette condition, répondent a des droites .4V et BN,

. i . 1 ;
qui ne sont pas géneératrices. Sil'on met — — pour o/, les équa-
@

tions (1), qui sont celles de toutes les droites passant en A et B, appar-
tiendront i deux génératrices, dont les directions dépendront de la
valeur de a qu'on voudra prendre : la_coexistence de ces équ. fera
que z et y seront les coordonnées CP, PM, du point de section de
ces droites. En éliminant a de ces équations, z et y seront donc les
coordonnées du point d’intersection de deux génératrices quelcon-
ques, puisqu'elles ne sont distinguées entre elles que par a, quin’y
entrera plus.

Ainsi, I'élimination de @ et @’ entre les équations 1 et2, donne

Yoo S¥
@ - & — r
changent (2) en y*-|- 2 = 7°: ona un cercle dontle diamétre
est 4B.

11. Si les deux génératrices 4M, MB (fig. 269) étaient assujet=
ties a formerun angle donné 4MB, dont la tangente fit #; Véqu. (2)

I'équation de la courbe cherchée : ¢ =

ad —a

serait remplacée par {— ——— :onaurait (2 42 — ) = ry.
erai p p 1 _'_ aa ( +.} ) J
En discatant (n® 450) cette équ., o 4C = CB =, on verra que

a
Ia courbe est un cercle dont le rayon est 0B = \/ ( »2 —i;-) 2

Co = —:—donne le centre O,

En général , au lieu de supposer la courbe décrite par un point
qui se meut d'une maniére déterminée, on peut la considérer comme
engendrée par l'intersection continuelle de deux lignes (droites ou
courbes) données, mais variables dans leurs positions oun leurs

formes, suivant une loi connue. On prendra ces génératrices dans
28*
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T'une des positions convenables, et I'on aura leurs équ., telles que
M =0, N=10:de plus, le changement que ces deux lignes éprou-
vent tient dcelui de deux constantes qui y entrent; mais sont assu-
Jetties, dans leurs variations , 4 une condition donnée P = 0. En
faisant de nouveau le raisonnement ci-dessus, on prouvera que, si
I'on élimine ces deux constantes entre ces trois équ., on aura pour
résultat I'équ. de la courbe engendrée.

S’il y avait Lrois constantes variables, ontre P = 0, on devrait
avoir une autre équation de condition @ = 0; il faudrait éliminer
ces trois constantes entre les quatre équ. ¥ =0, N=0,P=0,
Q = 0. Etainsi de suite.,.., de maniére & avoir toujours une
équ. de plus qu'il n'y a de guantités a éliminer.

S'il y avait moins d'équations qu'il n’en faut, I'équation finale
serait encore celle de la courbe cherchée; mais il y aurait un ou
plusieurs paramétres variables : le probléme serait indéterminé, et
l'on y satisferait par une série de courbes. Lorsqu'il v a autant
d’équ. que de constantes, il en résulte des valeurs de z et y en
nombre fini : on n'a plus que divers points; et s'il y a plus d’équ.
encore, le probléme est absurde. Tout ceci sera éclairci par des
exemples.

II1. Etant données les droites DN, Dz (fig. 270) et un point fixe
A sur T'une, cherchons la courbe dont chaque point  est tel, que
la distance M.A est égale a la perpend. P sur Dz. Concevons cette
courbe comme engendrée par I'intersection continuelle d’une droite
mobile PN, perpend. & Dz, par un cercle KL, dont le centre est
fixe en 4, le rayon et la droite variant d’ailleurs, de sorte que la
condition donnée 4M — PN soit toujours remplie.

L'origine étanten 4, AM —u, AP =, AD=p, ¢ = tang NDA;
les équ. du cercle LK et de la droite PXV sont

Pek P =P, . . . oD
L'équation de la droite DN, qui passe en D (— p, 0), est
y =t (z - p); Péquation de condition M4 = NP devient
&=t (B -- p). Lorsque I'on fait varier la droite et le cercle, « et 8

changent seuls ; il faut donc les éliminer a laide des équ. (1), ce
qui donne

y* - 22 (1 — ) — 2pr—tp* = 0,
1° Si t=1, Tangle dooné E'DA = 45°, et Péqu, devient
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4= 2pr |- p*, qui est celle d'une parabole 'S, dont Vorigine est
au foyer 4, le sommet en §, 245 = AE' — p,

2°Si¢ < 1, Pangle NDA est < 45°, on a une ellipse dont le
centre C et les axes ¢ et b sont tels, que

o gillh caaio sk pt
T i TR AR T
Si DN est paralléle a D4, on a un cercle, ce qui résulte aussi de ce
que, par la génération, PNV est constant,

8° Enfin, si¢ > 1, on EDA, changé en ID.4, > 450, on a une
hyperbole.

Cetle propriété pourrait donner un moyen facile de tracer nos
trois courbes; elles touchent toutes la droite donnée DE, DE'.. ..
en son point de section avec 4E (n® 424).

IV. Imaginons que la ligne 4B (fig. 271) d’une longueur donnée
se meuve dans I'angle BC4, de maniére que ses extrémités 4 et B
restent toujours sur les cotés de cet angle : trouver la courbe dé-
crile par un point / donné sur cette ligne 4B? Soient b — AM,
a = MB, 4C, OB les axes coordonnés quelconques, et ¢ le cosinus
de I'angle 4GB qu'ils forment entre eux ; la courbe peut étre con-
sidérée comme produite par la section continuelle des deux droites
mobiles 4B, PM, dont les équ. sont y = az -} B8, ¥ = ¢; d'out
PM = ay + B, CP = 9. i fagit de trouver I'équ. de condition
entre z, 0 et 3. Or, le triangle PB donne (D, n° 355), en faisant
PB — z, @w =12 | PM* — 2¢z . PM; d’ailleurs les paralléles
AC, PM donnent bz — e X CP :donc on a

bz = ay, @ =25} (ap B — 205 (ap1-B).

Il reste a éliminer z, z, Bet p. Mettons y pour ay -+ B, nous
aurons bz = az, > = 5* - y» — 2eys; enfin, chassant z,
a*b* = bry* -1 a*2> — 2abery est'équ. demandée, qui appartient &
une ellipse (n° 454) dont C estle centre.

Lorsque I'angle 4CB est droit, tout le caleul se simplifie beau-
coup : on a I'équ. by 4 a%2> = a’b?, qui est celle de l'ellipse rap-
portée & son centre et  ses axes 2¢, 2b. 1l 'en résulte un nouvean
moyen trés-facile de tracer une ellipse. Aprés avoir décrit denx
lignes indéfinies Cy, Cz, a angle droit, on portera, sur une régle
M'B, des parties égales aux demi-axes 4 M = b, BM = a, puis on
présentera cette régle sur I'angle droit yCz, de maniere que les
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points A et B soient sur les cotés de cet angle. Dans cette pésition,
et toutes celles de méme nature, le point M sera I'un de ceux de
Vellipse ; on marquera ces divers points, et I'on tracera la courbe
qui les joint.

Si le point décrivant est situé en " sur le prolongement de .4B
la méme analyse conduit au méme résultat, au signe prés du term(;
— 2abezy. Ainsi, en prenant BM' — a, AM =b, AB est la diffé-
rence des demi-axes, au lieu d’en étre la somme, et la construction
demeure la méme.

V. Si, du foyer F’ d'une ellipse (fig. 238), on abaisse une per-
pendiculaire sur chaque tangente, quelle est la courbe qui passe
par tous les points 7 de rencontre de ces tangentes et de leurs per-
pendiculaires? a’yy’ +- bzi’ = @’b* est I'équ. de la tangente au
point (', ) (n° 408). La droite, qui passe par le foyer (— , 0),
a pour équ. y = B (|- «); pour qu'elle soit perp. ala tangente, il
faut (n° 870) que j satisfasse & Péquation b°2’8 — %" = 0 : les équ.
des génératrices sont done

@y b =ab, boy=ay (s a).

Lorsque le point de tangence varie, ces lignes changent de position
avee &' et y'; 'équ. de condition est celle qui exprime que ce point
est sur Pellipse, 0%y - b*2"> = @?b>. 1] reste a éliminer &’ et y’ entre
nos trois équ. On tire des 1 &’ et ¢/, et V'on substitue dans la 8%
on trouve

by (o -k o =y -o (o -
En développant, on a
vty 2e(eta) — b] - (2 f2) (22 —0”) = 0;

or, — b* = a* — @ (n° 386) : le second terme devient donc

y* [(# 4 «)* 4 3* — @’]; de sorte qu'en réunissant les termes affec-
tés de 2> — a?, ona

0+ — ) [y + @+ 9T =0.

Le second facteur est visiblement étranger 4 la question, puisqu'il
donne le foyer; Vautre donne le cercle circonserit d Pellipse ; c'est la
courbe cherchée.

1° b n’entrant pas ici, le cercle inserit dans T'hyperbole résout la
(uestion proposce pour cette courbe (n° 397).
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90 Ce cercle est commun & toutes les ellipses décrites sur le grand
axe, et méme au cercle qui se reproduit ainsi lui-méme.
8o Comme y* -}~ 2% = a? est indépendant de &, on trouve le méme
cercle en opérant sur l'an et I'auntre foyer.
VI. Pour résoudre le méme probléme pour la parabole (fig. 234),
on verra aisément qu’il faut éliminer 2/ et y' entre

yw=pe+42), py=—yE—3p y2=27
1l vient 0 = (— 2zy* -+ 22> — p2) (p — 2), ou en réduisant,
@ [4y° - (22 — p)’] = 0. Le 2¢ facteur donne le foyer; il faat le
supprimer : le 1, # = 0, donne I'axe des y ; C'estle lieu des pieds
des perpend. (z, fig. 234, p. 382).
VIL. La parabole NAK (fig. 272) étant donnée, trouver le lien
de tous les points , tels qu’en menant les deux tangentes NI et

"KM, I'angle qu'elles formeront soit toujours égal a un angle donné M.

Les tang. & la parabole aux-points (7, '), (#”, y"), ont pour équ.
(n° 40%) fig. 272,

y=p@+ta), y'=p@+)

L’angle KMN, que forment entre elles ces droites (n® 870),a, pour
Py —Y)
vy +r
tact, cet angle doit rester le méme; £ est constant ; mais &, i, %, 4",
varient ; il faut les éliminer, et 'on a pour cela, outreles trois équ.
précédentes, y* = 2pa’, y"* = 2pa”’. o et 27, tirées de celles-ci,
changent les deux premieéres en

tang, { = . Lorsqu’on change les points K et IV de con-

y* — 2y + 2pr =0, y"—2y" +pr=0.

Ainsi, des deux racines de la premiére de ces équ., I'une est 1y, et

" ’r ot AR y” E y' 2

Pautre y”; donc y'y" = 2pz, d'on t = PR de plus,
o =y £/ (" — 2pz) donne y’ —y' = 2 fois le radical; ainsi,
I'équ. cherchée est ;

g — b —po @ #) =417 =0

cest celle d’une hyperbole; et comme ¢ n'entre qu'au carré, 'nne
des branches est décrite par le sommet " de U'angle obtus K"M'NN,
et U'autre par celui / de-son supplément NHK. On trouvera aisé-
ment le centre C et les axes de la courbe.
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Si I'angle donné M était droit, ou ¢ = ¢z, on aurait (n° 398)
2z - p = 0; en sorte que si de chaque point de la directrice on
meéne deux tangentes 4 la parabole , elles font toujours entre elles
un angle droit.

VIIL 11 arrive souvent que I'équ. méme de la courbe est don-
née, ou presque exprimée dans sa définition, plutdt que par sa gé-
nération : ceci mérite 4 peine de nous arréter. En voici un exem-
ple : Quelle est 1a courbe dont chaque ordonnée est la moyenne
proportionnelle-entre celles de deux droites données, correspon-
dant a la méme abscisse? Il est clair quey =as +-b, y=d'z | b
étant les équ. des droites données, celle de la courbe est

¥=@+b@z+b), ou y —ada®— o (@h-ab)=P.

I1° Si Y'une des droites est paralléle aux 2, o’ = 0 donne
y* = ab'z - bI', qui appartient a une parabole qu’on décrira aisé-
ment. Quand ¢ = 0, y*= bb’ donne deux droites paralléles , une
droite ou rien, suivant les grandeurs et les signes de b et b’, Lors-
quon fait abstraction du signe des ordonnées des droites, outre
notre parabole, on en a encore une deuxiéme égale et opposée, et
qui a méme sommet. :

2° Si @ et a' sont de signes contraires, on a une ellipse ; lorsque
aa’ = — 1, les lignes données sont perpend., et 'on a un cercle
(on a aussi un point, ou rien).

8¢ Enfin, si a et a’ sont de méme signe, on a une hyperbole :
quand ¢ = &', 'une des asymptotes est paralléle aux droites don-
nées, d’out I'on peut conclure Pautre (n® 450 et 457). On peut aussi
avoir deux droites qui se croisent.

Dans ces deux derniers cas, en faisant abstraction de

s signes des
ordonnées, on a a |

a fois I'ellipse et ’hyperbole décrites sur les
mémes axes, comme fig. 247.

On pourrait varier beaucoup ees problémes. M. Puissant en a
mis plusieurs dans son Recueil de diverses propositions de Géométrie,
En voici quelques autres : . :

IX., Deux angles de 45°, B.4C, BDC (fig. 272) étant donnés de
position, les faire tourner autour de leurs sommets fixes AetD,de
sorte que deux cotés 4B, BD se coupent toujonrs sur BE paralléle
a 4D. Quelle est la courbe déerite par le point € d'intersection des
deux autres cotés A4C, DC?
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On peut prendre les angles mobiles quelconques, ainsi que la
droite BE. _ :
X. Soit un point M (fig. 274) tel, que ses distances 4M, BM, &
deux pointsfixes 4 et B, soient entre elles dans un rapport donné ;
quelle est la courbe dont tous les points jouissent de cette pro-
riéte ?
A En quel lieu de cette courbe 4 sera-t-elle tangente? Comment
déterminer le point M, tels que les distances MA, MB, MD A trois
points fixes A4, B et D aient entre elles des rapports con}'lus.?

XI. Un cercle et une droite étant donnés, trouver le lieu de tous
les centres des cercles tangents & I'un et a l’autr"e.

Le méme probléme pour deux cercles donnés. '

XII. Les cotés d’'an angle droit glissent sur une ellipse ou une
hyperbole, a laquelle ils demeurent sans cesse tangents ; quelle est
la courbe décrite par le sommet (fig. 272)?

On peut prendre aussi Iangle quelconque, comine au pro-
bléme VII. :

XII1. Deux droites 4F, CD (fig. 220) tournent autour des extré-
mités 4 et C de la base d’un triangle donné ABC; trouver le lieu
BE de tous leurs points G d’intersection, en supposant que D et F
sont, dans leur mouvement , 4 Ja méme distance de la base (voyez

]
n° 376, VIII).

Problimes qui passent le second degré.

463. Nous avons constrait page 314, les racines c.Ies équati?ns du
2¢ degré. L’exemple suivant montre ce qu‘i{l faut_fafrt? ]0[‘5[[1;l on es.t
conduit par la résolution d’'un probléme dete.rmme 4 une eéqu. ou
Iinconnue est élevée au dela du 2° degré. Soit

oh — qul _l__szw + PJ‘)HZ — 0.

— L e
Si Pon fait 2* = py, on a y* — qy -+ vz - m HI_J,O, Ia prop.os]e
provenant de I'élimination de y entre celles-ci, si I'on cm}strmt’. es
sections coniques qui s’y rapportent, les abscisses des points d’in-

tersection seront les racines cherchées : ce sont ici deux paraboles.

La proposée aura ses quatre racines réelles, quand les di.aux cE.a‘urhes
sc couperont en quatre points : il n'y aura que deux points dmu:r—
section 8'il 0’y a que deux racines réclles : elles seront loutes quatre

L i e o

e o R = L e e
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imaginaires, §'il n'y a
cas qu'il y edt quelqu
cheraient, etc.

ducun point commun entre les courbes, Ay
es racines égales , les deux courbes se ton-

Mais comme I'une des denx courbes est
towjours de préférer le cercle comme plos
avoir tracé les denx axes Tectang
crira Phyperbole 7y = pm entr
proposée devient I'équ.

arbitraire, il convient

aisé a déerire. Aprés
ulaires Az, Ay (fig. 275), on dé-
€ ses asymplotes; éliminant pm, la
d'un cerele facile & décrire,

e U L

m

Prenez 4C — L~ ; du centre C,
2m

avec le rayon (F? -I-'%}:—g) )
"

ra coupée en des points M, o, N,
A4Q, AQ, seront les 4 racines z
ans la fig., les deux autres néga-
point d’intersection, ou seulément

tracez un cerele ; 'hyperbole se
V', dont les abscisses AP, AP,
cherchées ; deux sont positives d
tives. Il pourrait 'y avoir aucun
deux.

De méme, pour #4 — pet -+ pqe

T =py; doiy* — py L gy
il vient'

—- P =0, on prendra
+ pre=0; ajoutant #* — py = 0,

Yta— Gyt gl pre=0, o = py

€qu. d'un cercle et d'une parabole
Pour 8 + a7 — a’q
dotiy*+ay — gz — 0;

faciles & décrire.

== 0, multipliez par z; faites 2* = ay;
ajoutez la précédente, il vient

¥ +-2"=g2, ou Y2 = 2ay +-qz,
suivant que la proposée contient + @

cercle que cette équ. représente; les-abs
avee la p

ot — g2, On constroit le
cisses des points communs

arabole, 2 — ay, sont Jes racines cherchées; z = 0

répond a la racine introduite,

Poura? — $g25 — 24% le méme calcul donne

Z? =— ay, y"'- + F -"4(!}/ + 2&&2:-

Soit décrite la parabole M.z (fig. 276) dont le paramétre est a, etle
cercle C4M, dont le centre est C(a, 2a), etlerayon 4C =a V'5;
le point M d'intersection a pour abseisse & = 4P c'est la seule
racine réelle,
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3

On peut, par cette construction , obtenir la valeur de |/ a.

Etant données deux droites a et b, trouver entre elles .deux
moyennes proportionuelles z et y, ~-a { 2 | y | b. Pms[{ug
2? = ay, y* = bz, en constraisant fleux paraboles , dont a et
soient les paramétres, qui aient I'origine pour sommet commun, et
dont les axes respectifs soient ceux des y ef des z; on aura, pour
abscisse z et Pordonnée y de leur point commun , les lignes de-
mandées.

Mais les constructions sent plus simples en empioyanf: le c?rcle
au lien de l'une des deux paraboles. Ajoutons nos equatmrs,
il vient 22 -}~ 4* — ay — bz = 0, et I'on retombe sur la fig. 276,
ot BC = La, AB=; b.

%0 i g
Lorsque b = 2a, on a 2* = 2¢*; ce qui résout le célébre pro

4 e
bléme de la duplication dw cube. Si I'on fait h = - @ comme on

v

: 3 T
a 23 L @ : on peut donc aussi former un cube 23, qui soita un
n

cube donné @?, 1% m . n. : - ot
En général, ces constructions peuvent étre varices de bien des
ie i 4 e de dont on a
maniéres ; car, puisqu’elles rdeendent d-c (h:ux cr'nur:hes 20
les équ., en multipliant ces égu. par des mdetel'mmees.et es aj
tant, on obtient différentes courbes propres a la résolution du pro-
o 3
bléme. . . :
464, Aureste, il peut arriver qu'une question proposée comme
; 9 A L] .
déterminée ne le soit pas (voy. n® 876, II), ou méme qt}ﬂn puzs'e
i : iné la faisant dé-
iliter lution, lorsqu’elle est déterminée, en
en faciliter la so ; lorsquelle : B
pendre d’une autre question qui ne le soit pas. yse
d’elle-méme ces modifications ; c'est ce qui va étre celairci par les
uestions suivantes. ' g :
2 I. Etant donnés deux points 4 et B (fig. 277), trouver un
8¢ point A, tel, qu'en menant 47 et MB, l'angle MAB soit la
moitié de MB.A. Faisons 4B — m; les équations de .4M, MB sont
y = az, y = — d' (x — m), Porigine étant en A :or,aeta sont
= az, . ’
des tangentes d'angles doubles I'un de lautre; donc. . . ..
- 59). Elimi ! entre ces trois équations
a— s (L, 859). Eliminons @ et &’ en q y
et faisons abstraction de ¥ = 0, qui n’apprend rien; il vient

¥ — 822 L 2mz = 0.
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