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PRÉFACE. 

Mettre un lecteur attentifet intelligent en étal de lire 
tous les ouvrages qui traitent des sciences exactes, sans 
lui supposer d'abord aucune instruction préliminaire en 
Mathématiques, tel est le Lut que je me suis proposé dans 
la composition de ce Traité. Pour y parvenir, j'ai dû ex-
poser toutes les doctrines qui constituent les Mathémati-
ques pures, depuis les parties les plus élémentaires , l 'A-
rithmétique et la Géométrie, jusqu'au Calcul intégral le 
plus composé, sans omettre aucune des théories généra-
les qui entrent dans l'ensemble de ce plan. 

Une aussi grande multitude d'objets se trouve renfer-
mée dans deux volumes, et l'on se tromperait si l'on 
jugeait que j'aie omis des doctrines utiles, ou même des 
détails intéressants. La lecture de l'Ouvrage pourra con-
vaincre qu'il est aussi complet qu'on peut l'espérer, et 
qu'on y trouve même plus d'applications que n'en pro-
mette cadre étroit où je me suis resserré. Mais le système 
de concision que j'ai adopté m'a permis de diminuer l'es-
pace, sans rien oublier qui soit véritablement utile, et, je 
l'espère, sans nuire à la clarté. 
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vj PRÉFACE. 

Dès longtemps je me suis convaincu qite rien n'est 
plus contraire au but que doit atteindre celui qui écrit 
sur les sciences, que d'entrer, sur chaque objet, dans 
des développements longs et fastidieux. L'auteur, en di-
sant tout ce qu'il pense, empêche le lecteur de penser 
lui-même : l'élève devient incapable de se passer des se-
cours de son maître j il prend l'habitude d'une pesanteur 
et d'une prolixité très-nuisibles aux succès ; enfin, 1 em-
barras des détails l'empêche de suivre le fil des idées es-
sentielles , et il saisit mal l'ensemble des propositions ; les 
accessoires tiennent dans son esprit la place des choses 
importantes. C'est au professeur à proportionner l'éten-
due des développements à la nature d'esprit de chaque 
étudiant. « Pour bien instruire, il ne faut pas dire tout 
ce qu'on sait, mais seulement ce qui convient à ceux qu'on 
instruit.» ( L A H A I I P E , COUT'S de littérature, 2e part., 
l iv . I I , chap. 1 « , 2 . ) 

Le public paraît avoir adopté ce système d'instruction ; 
et le succès qu'ont obtenu les trois premières éditions 
me confirme dans l'opinion que j'avais des avantages de 
la concision. Il m'eut été sans doute bien plus facile de 
multiplier les volumes, et les personnes exercées à écrire 
sur les mêmes matières pourront apprécier les soins qu'il 
m'a fallu prendre pour réduire ainsi chaque chose aux di-
mensions nécessaires. 

Je conviens qu'il y a peu d'élèves capables de com-
prendre cet ouvrage sans le secours d'un maître ; mais 
dans le long exercice que j'ai fait de renseignement, j'ai 
reconnu que tous les livres de mathématiques sont dans 
le même cas : les avantages de la concision du style pour 
former l'esprit des étudiants sont incontestables, et si des 
diilicultés en sont inséparables, c'est au professeur à les 
lever. 

PRÉFACE. v j j 

fen prenant la peine de comparer cette édition aux pré-
cédentes, on reconnaîtra que je n'ai épargné aucun soin, 
néglige aucun conseil, pour rendre ce Traité digne de 
1 approbation des savants et des professeurs. 

t r 7 a U X r é c e m m e n t P ^ i é s par Fourier , 
MM. Cauchy, Sturm , et les ouvrages de MM. Le-
febure de Fourcy, Mayer et Choquet, m'ont conduit à 
etendre beaucoup la partie algébrique ; et pour la mettre 
au niveau des connaissances actuelles, j'ai été obligé de 
retaire presque en entier le second volume. J'ose espérer 
que 1 on trouvera que je ne suis pas resté au-dessous de la 
tache qui m'était imposée. 
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DES S O M B R E S E N T I E R S . 
-

Notions préliminaires. Système de Numération. 

1. Concevons une réunion de choses semblables : pour en dis-
tinguer la grandeur, et la faire apprécier par le discours aux hommes 
qui n'en ont aucune connaissance, on en prend une portion défi-
nie et bien connue, mais arbitraire ; cette portion se nomme B U I T É ; 

ii faut ensuite indiquer combien de fois cette unité est contenue 
dans l'assemblage dont il s'agit, c'est-à-dire combien il faudrait 
réunir de ces unités pour produire un tout égal à cet assemblage. 
Cette quotité est ce qu'on nomme un « O M B R E , O U une Q C A S T I T É . Ainsi, 
pour avoir la connaissance précise de la grandeur d'une chose, au-
trement que par la perception des sens, il faut 4'abord acquérir, 
parles sens, celle d'une portion ou unité, puis celle da nombre de 
fois que la chose contient cette unité. 

Pour dénommer les différents nombres, on a inventé les mots 
suivants : un désigne l'unité; deux représente la réunion d'une unité 
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avec une autre unité ; trois, la réunion de deux unités avec une 
autre, ou celle d'une unité, plus une, plus encore une; trois plus 
une donne quatre, et ainsi de suite ; l'augmentation successive d'une 
unité chaque fois engendre les nombres 

zéro, un, deux, trois, quatre, cinq, six, sept, huit, neuf, 

qu'on représente par 1 chiffres ou caractères 

0 , 1 , 2 , 8 , 4 , 6 , 7 , 8 , 0. 

L'idée qu'on doit se faire, par exemple, du nombre sept, est six plus 

un, q u i , d'après ce qu'on a dit, revient à cinq plus deux, ou à 
quatre plus trois, etc. 

2. Cette opération par laquelle on réunit plusieurs assemblages 
en un seul , se nomme ADDITION ; on l'indique par le mot plus, ou par 
le signe - f - , qu'on nomme positif, et qui se place enlre les nombres 
qu'on veut ajouter. Le résultat est appelé /« somme des nombres. 

Ajouter plusieurs nombres, ce n'est donc que les réunir en un 
seul dont on demande la grandeur, ou exprimer combien l'assem-
blage de plusieurs groupes d'objets identiques contient de fois une 
portion prise pour unité, et qui a servi de mesure à chaque groupe 
particulier. Ajouter 2 avec 3 et avec 4, ou trouver la somme 2 plus 3 
plus 4, c'est réunir, en un seul, trois systèmes composés l'un de 2 , 
l'autre de 3, et le dernier de 4 choses. 

Le signe = mis entre deux grandeurs indique qu'elles sont éga-
les ; 2 - f - 3 - f - -4 = 9, se lit : 2 plus 3 plus 4 égalent 9 ; cette égalité, 
ou équation, exprime l'addition précédente ; 2 -J- 3 - f - 4 est le pre-
mier membre, 9 est le second. L'inégalité entre deux quantités se 
désigne par le signe < ou > ; on place la plus grande du côté de l'ou-
verture : 4 < 7 , 9 > 3 s'énoncent 4 p lus petit que 7 , 9 plus grand que 3. 

Il suit des notions précédentes, que si l'on augmente ou diminue 
l'un des nombres à ajouter, le résultat sera précisément plus grand 
ou plus petit de la même quantité : la somme ne serait nullement 
changée, si l'on augmentait l'un de ces nombres ajoutés, pourvu 
qu'on diminuât un autre d'autant d'unités. Par exemple : 4 - j - 7 
surpasse 4 5 de 2, parce que 7 surpasse 5 de 2 ; mais 

4 _|_7 = 6 4 - o = 2 - f 9 = 3 - t - 8 . 

3 . Il arrive souvent que les nombres qu'on veut ajouter sont 
égaux entre eux , tels q u e 2 - { - 2 4 - 2 4 - 2 = 8 : c e t t e espèce d'ad-
dition prend le nom de MULTIPLICATION, et s'énonce ainsi : 2 répété 

NCMÉKATION. 

4 fois, ou 4 fois 2, ou enfin 2 multiplié par 4 ; on l'écrit 2 . 4 , ou 
2 X 4 : les nombres 2 et 4 se nomment les ' fafiteurs; 2 est le multi-

plicande, 4 le multiplicateur, et Iç résultat 8 le produit. 

4. L'addition et la' nwU^ilicatiun ont leurs opérations inverses. 
Dans l'addition , 5 4 - 4 = 9, on demande la somme 9 des deux 
nombres donnés 5 et 4 . Dans la SOCSTRACTION, ce résultat 9 est donné 
ainsi que l'un des nombres, tel que 8, et l'on demande l'autre 4 ; 
c'est-à-dire qu'il faut trouver quel est le nombre 4, qu i , ajouté à S, 
donne la somme 9. Cette opération, qui consiste à recomposer les 
deux systèmes 5 et 4, qui avaient été réunis en un seul 9, revient 
visiblement à retrancher 0 de 9, ce qu'on marque par le signe — , 
qu'on énonce moins, et qu'on place entre les nombres, devant celui 
qu'on veut soustraire : 9 — 0= 4. Le signe — s'appelle aussi négatif. 

Concluons de ce qu'on a vu pour l'addition, que, 1° si l'on aug-
mente seulement le nombre à soustraire d'une ou plusieurs unités, 
le résultat sera diminué d'autant ; 2° si l'on augmente ou diminue 
les deux nombres donnés de la même quantité, le résultat demeu-
rera le même ; 3° enfin, le résultat de la soustraction de deux nombres 

marque la quantité dont l'un surpasse l'autre, et c'est ce qui a fait 
donner à ce résultat le nom de différence, excès ou reste. 

5. Dans la multiplication, les deux facteurs sont donnés, et l'on 
cherche leur produit ; mais si , connaissant ce produit et l'un des 

facteurs, on se propose de trourer Vautre facteur, cette opération est 
une DIVISION. On a 2 X 4 = 8 ; 8 est le résultat cherché de la mul-
tiplication de 2 par 4. Dans la division , au contraire, on donne 
8 et 4, et l'on cherche 2 , c'est-à-dire qu'on demande quel est le 
nombre qui , répété 4 fois, produit 8. On écrit ainsi cette divi-

Q 
sion, -j ou 8 ; 4 = 2, qu'on énonce 8 divisé par 4 ; 8 est le divi-

dende, 4 le diviseur; le résultat cherché 2 est le quotient : en sorte 
que produit et dividende sont des mots qui désignent le même nom-
bre, ainsi que diviseur et multiplicateur, et que quotient et multipli-

cande; seulement l'emploi de ces mots dépend du calcul que l'on a 
en vue. 

6. Avant d'enseigner les moyens d'exécuter ces quatre opérations 
sur des grandeurs données, il faut former un langage propre à énon-
cer tous les nombres, et imaginer des caractères pour les désigner : 
c'est ce qu'on nomme le système de la numération. 

Au premier abord il semble nécessaire de créer une multitude 



infinie de mots pour dénommer tous les nombres, et autant de ca-
ractères ou signes pour les représenter par l'écriture. Mais les inven-
teurs eurent une idée ingénieuse qui les dispensa de recourir à une 
aussi grande quantité de mots et de chiffres : cette idée consiste à 
grouper les nombres par dix, et à dénommer et écrire ces groupes 
à part. Ainsi, ils sont convenus qu'un assemblage de dix unités serait 
appelé dix, ou une dizaine, et de nombrer les dizaines comme ils 
avaient fait les unités; en sorte qu'une'dizaine, deux dizaines, trois 
dizaines.... neuf dizaines, ou ce qui équivaut, dix, vingt, trente, 

quarante, cinquante, soixante, septante, octante et nouante, joints 
successivement aux neuf unités simples, permirent de compter jus-
qu'à nonante-neuf unités. 

De même, ils ont fait un groupe de dix dizaines qu'ils ont appelé 
cent,ou une centaine, et ils ont compté une, deux, trois.... cen-
taines, comme ils comptaient les unités-et les dizaines, savoir : une 
centaine ou cent, deux centaines ou deux cents, trois centaines ou 
trois cents.... neuf cents. Ces dénominations permirent donc de comp-
ter jusqu'à neuf cent nonante-neuf unités, en joignant ensemble les 
nombres formés de centaines, de dizaines et d'unités. 

Dix centaines furent ensuite appelées un mille, et l'on forma les 
énonciations deux mille, trois mille.... neuf mille, selon la même mé-
thode d'analogie. 

Pour transporter cette heureuse invention dans l'écriture, on con-

vint qu' un chiffre placé à la gauche d'un autre, vaudrait dix fois plus 

que s'il occupait la place de ce dernier. De là on conclut qu'on met-
trait au premier rang à droite les unités simples; au rang suivant à 
gauche, les dizaines ; à la troisième place, les centaines; à la qua-
trième, les mille, etc. Ainsi, l 'expression23 représente deux dizaines 
et trois unités, ou vingt-trois; de même 423 équivaut à l'énoncé 
quatre cent vingt-trois. Et comme le nombre peut n'avoir pas d 'u-
nités ou de dizaines, etc., on emploie le chiffre 0 , qui n'a par lui -
même aucune valeur, mais qu'on écrit à la place des chiiTrcs qui 
manquent, pour conserver aux autres leur rang. Par exemple , 20 , 
400, 507, valent vingt, quatre cents, cinq centsepl. 

Il convient d'ajouter que l'usage a prévalu, pour énoncer les 
nombres représentés par 11, 12, 13, 1-4, 15, 16, dedire douze, 

treize, quatorze, quinze et seize, au lieu de dire dix-un, dix-deux.. . . 
dix-six, comme on devrait le faire d'après la convention générale, 
ainsi qu'on dit dix-huit, vingt-un , trente-deux, etc. . . . Au lieu de 

septante, octante et nouante, on dit plus ordinairement soixante-

dix, quatre-vingt et quatre-vingt-dix, énoncés moins conformes aux 
règles que nous avons indiquées, et cependant plus usités. 

Gela posé, lorsqu'on aura écrit un nombre quelconque, tel que 
537, pour l'augmenter de 1, il suffit visiblement d'ajouter 1 au 
chiffre à droite ; on a 537 - f - 1 = 538 : de même 538 - f l = 539. 
Si ce chiffre à droite est un 9, on le remplacera par un zéro, en fai-
sant frapper l'augmentation de 1 sur le chiffre du second rang : 
539 - f 1 = 5 4 0 ; car 530 - f 9 - f 1 = 530 + 10 = 5 4 0 ; et si le 
chiff re du second ordre est lui-même un 9, alors on remplacera ces 
deux chiffres 9 par des zéros, en augmentant de 1 le chiffre du troi-
sième rang : 2 5 9 9 + 1 = 2 6 0 0 ; car 2 5 0 0 - } - 9 9 - j - 1 = 2 5 0 0 + 100, 
et ainsi de suite : 12999 - f 1 = 13000 ; 509 + 1 = 510 ; 
10999 - f - 1 = 11000. Tout nombre étant engendré par l'addition 
réitérée de l'unité, il résulte de là qu'on peut écrire tous les nombres 

à l'aide de dix caractères *. 

7. Que la numération parlée ait précédé la numération écrite , 

" Le même principe peut servir à écrire tous les nombres avec plus ou moins île dix 
caractères; par exemple, si l'on n'a que les quatre chiffres o , i , 3 et 3, il faudra qu'un 
chiffre placé à la gauche d'un autre vaille quatre fois plus que s'il occupait la place 
île ce dernier: alors 10 exprimera quatre, u cinq, 11 six, i3 sept, 20 huit, 21 neuf, 
200 trênte-deux, etc . 

Lorsqu'un nombre est écrit dans cette hypothèse, on éprouve, pour l'énoncer, plus de 
difficulté que dans le système décimal, parce qu'il n'y a plus de concordance avec le lan-
gage ; par exemple, pour lire (3120), on observera que le a vaut 4 X 2 ou 8 ; le 1 vaut 
1 X 4 X 4 o u 16 ; le 3 vaut 3 X 4 X 4 X 4 ou 192; ainsi (3i2o) base 4, vaut 8 H - i 6 - t - 1 9 2 , 

ou 216. De même si la base est 5, c'est-à-dire si l'on ne se sert que des cinq chiffres, 0, 1, 
» , 3 et 4, chaque chiffre vaudra cinq fois plus que s'il occupait la place à sa droite ; par 
exemple (4>23), exprimé dans ce système à cinq chiffres, vaut 3 + J X 5 + i X >5 
- t - 4 X 125. ou 3 -+• 10 -+- 25 - I - 5oo, ou enfin 538. 

Donc il faut, en général, former les puissances successives de la base, et multiplier le 
chiffre du second rang par la base, celui du troisième par le carré de la base, celui du 
quatrième par le cube , etc. ; en ajoutant ces produits, on a la valeur de la quantité pro -
posée. Ainsi (ao3i3) base 4 = 567, (4oio) base 5 = 5o5, (35i5i^ base 6 = 5o35 = (68i4) 
base 9. 

Si l'on fait attention au calcul ci-dessus, on verra qu'on peut aussi le faire comme il 
suit : prenons pour exemple ( 4 u 3 ) base 5 ; multiplions le chiffre 4 par 5, et ajoutons le 
1 qui est à droite, nous aurons 21 ; multiplions 21 par 5; et ajoutons le 2 du second rang, 
nous aurons 107 ; enfin multiplions par 5, et ajoutons 3, il viendra 538 pour la valeur 
cherchée. Il est en effet évident que par là le chiffre 4 a élé multiplié trois fois consécu-
tives par 5, que le 1 l'a été deux fois, et le 2 une fois : l'ordre des opérations est ici dif-
férent; mais elles sont au fond les mêmes que ci-dessus, et elles conduisent plus facile-
ment au résultat. 

Réciproquement cherchons les chiffres qui expriment le nombre 538 dans le système 



c'est ce qui n'est point douteux , du moins pour les petits nombres. 
Mais dans cel le-ci , il était si facile de s'élever à des nombres im-
menses par la seule juxta-position des chiffres les 11ns près des autres, 
et les opérations de l'arithmétique ont dû produire ces résultats 
considérables, qu'on n'a pas tardé à reconnaître que l'écriture des 
nombres n'avait besoin d'aucune modification pour s'appliquer â 
tous les besoins, tandis que le langage adopté p . â ne suffisait pas 
pour énoncer les quantités quand leur grandeur était exprimée par 
plus de quatre chiffres. Et observez que si l'on eût continué de 
donner à chaque place occupée par un chiffre une dénomination 
particulière, ainsi qu'on l'a fait jusqu'à quatre chiffres, unités, 
dizaines, centaines et raille, on serait retombé dans l'inconvénient 

ijui a cinq caractères : pour cela, supposons ce résultat counu et tel que (4ia3) ; il suit 
ite ce qu'on a dit ci-dessus, qu'en formant, 

4 X 5 + i = s i , puis ai X 5 - 1 - a = 107, enfin, 107 X 5 -+• 3 = 538, 

ce calcul doit reproduire le nombre proposé. Donc, si l'on divise 538 par 5, le reste 3 sera 
le chiffre du premier rang, et le quotient 107 sera la .valeur des autres chiffres. De même, 
divisant 107 par 5, le reste a sera le chiffre du second rang, et le quotient ai la valeur 
des autres chiffres, et ainsi de suite. Il est clair qu'ici ou ne fait que décomposer les opé -
rations qu'on avait faites. 

Donc, en général, pour traduire un nombre donné d'un système de numération dans 
un autre, il faut diviser ce nombre par la nouvelle base, puis diviser le quotient parce l le 
base, puis ce second quotient encore par la base, etc . , jusqu'à ce qu'on tombe sur un 
quotient moindre que cette base. La série des restes écrits successivement à partir de la 
droite, dans l 'ordre où on les a obtenus, formera l'expression cherchée ; le dernier quo-
tient sera le chiffre de l'ordre le plus élevé. Ainsi, pour écrire 56 ; avec 4 caractères, j e 
divise 567 par 4, et j'obtiens le quotient i4> et le reste 3 : j e divise encore 14 < pai"4 ; 'I 

35 8 
vient 35 au quotient, et le reste 1 ; — donne 8 et le reste 3 ; enfin, - = a, le reste est o. 

4 4 
Rassemblons les restes successifs 3, 1, 3, 0, et le dernier quolient, écrits en ordre ren-
versé, et nous aurons (ao3i3) base 4 = 567 base 10. 

On verra de même que, dans les systèmes à 6, 9 et j a caractères, le nombre 5o35 est 
exprimé par (35J5I), (6814) et (a ab 7) ; on désigne ici par a et b les nombres dix et onze 
dans le système duodécimal. Ce dernier système présente des avantages marqués sur le 
décimal, à cause du grand nombre de diviseurs de 12 ; mais il serait trop difficile de l 'é -
tablir maintenant, parce qu'il faudrait changer entièrement nos usages, et même les 
dénominations auxquelles nous sommes familiers dès l'enfance. V. VJrilh. polit, de 
Buffon, chap. XXVII. 

Tout ce qu'on vient de dire peut être exprimé plus simplement en caractères algébri-
ques. Soicul i, U, g,... c, b, a, les chiffres consécutifs, en nombre n, qui expriment un 
nombre N, dans un système de numération dont la base est x, c 'est-à-dire que chaque 
chiffre vaut x fois plus que s'il occupait la place qui est à sa droite ; on a 

N = ixn—' -+- /ix"-' -+-.. .. •+• c a ' -+- bx -+• a ; 

équation il ou i un lire tous les théorèmes euonccs dans celle noie. 

d'employer une multitude infinie de mots, puisqu'il pouvait y avoir 
une multitude infinie de chiffres contigus. Voici le parti auquel on 
s'arrêta pour éviter cet inconvénient. 

On convint de séparer les chiffres par groupes de trois en trois * r 

en commençant par la droite , puis d'énoncer chaque tranche à 
part, comme si elle était seule, eu ajoutant seulement à chacune 
un mot propre à la dénommer. Ces tranches successives sont appe-
lées unités, mille, millions, billions ou milliards, trillions, etc. Ainsi, 
pour énoncer le nombre suivant, 

t r i l l i o n s , b i l l ioDs , m i l l i o n s , m i l l e , uni tés . 

12, 453, 227, 539, 80-1, 
on appellera chaque tranche respective des noms trillions, bil-
lions, etc., après avoir énoncé la valeur numérique de chacune ; 
ainsi, on lira 12 trillions, 453 billions, 227 millions, 539 mille, 
804 unités. 

Connue il pourrait y avoir une infinité de tranches, il est clair 
qu'on aurait encore besoin, pour l'énonciation, d'une infinité de 
mots, et que la difficulté n'est que reculée. Mais ce langage per-
mettant d'appeler des quantités d'une grandeur immense, et qui dé-
passent tous ceux qu'on peut employer, la convention satisfait à tous 
les besoins.D'ailleurs,quand un nombre excède une certaine limite, 
l'énoncer ne sert à rien, et n'en peut foire concevoir la grandeur. 

Celte idée admirable d'attribuer aux chiffres des valeurs de posi-

tion, indépendamment de leur valeur propre, est si simple, qu'il ne 
faut pas s'étonner qu'elle soit venue à l'esprit des Indiens, qui nous 
l'ont transmise par le secours des Arabes; mais bien plutôt qu'il y 
ait eu des nations puissantes et éclairées qui ne les aient pas eues, 
ou du moins adoptées des peuples voisins. Les Romains, dont le 
système de numération parlée était conforme au nôtre , avaient un 
mode d'écriture très-différent. Les Grecs avaient aussi leur système 
de chiffres tout à fait distinct **. 

• On aurait également pu composer les tranches de a ou de 4 chiffres ; mais, dans un 
nombre donne, il y aurait eu plus de tranches dans uncas et moins dans l'autre, qu'en les 
formant de 3 chiffres. En examinant les limites des nombres qui sont d'un usage plus fré-
quent, il est aisé de voir qu'on a pris un milieu convenable entre ces partis. 

" Les Romains représentaient ainsi les nombres : 
| un. L cinquante. C cent. 
II d e u x . x dix. D ou 13 cinq cents. 
III trois, etc. V cinq. M ou CI3 mille. 

Ces caractères suffisaient pour exprimer les nombres ; on ajoutait les valeurs propres a 



De l'Addition. 
8. Pour ajouter deux nombres, tels que 5 et 4, nous avons vu (2) 

qu'il faut ôter à l'un de ces nombres successivement chacune des 
unités dont il est composé pour les joindre à l 'autre, opération qui 
revient à ceci : 

§ - ¡ - 4 = 6 + 3 = 7 + 2 = 8 + 1 = 9. 

Mais on sent que , pour des nombres un peu grands, ce procédé 
serait impraticable; nous ne les prescrirons donc que pour des 
nombres d'un seul chiffre, et nous supposerons même que l'habi-
tude a appris à connaître de suite le résultat, 5 + 4 = 9 , 3 + 8 
= 1 1 , et tous les autres de même sorte. 

Pour trouver la somme des deux nombres 24 et 37, décomposons-
les d'abord en 20 + 4 et 30 + 7 ; la somme cherchée est 20 + 30 
+ 4 + 7. O r , les deux premières parties reviennent visiblement 
à 2 dizaines plus 3 dizaines, ou 5 dizaines; ainsi la somme est 
5 0 + 11, ou 5 0 + 10 + 1, ou enfin 6 0 + 1 = 6 1 . 

chaque chiffre, quand ces valeurs allaient en décroissant de graudeur numérique de 
gauche à droite : mais si un chiffre était précédé d'un autre qui fût moindre, la valeur de 
celui-ci devait au contraire être soustraite. En voici quelques exemples : 

VI six. XIV seize. LX soixante. CX cent dix . DC six cents. 
IV quatre. XIV quatorze. XL quarante. XC nouante. CD quatre cents. 

On changeait aussi les unités en mille en mettant un Irait au-dessus des chiffres ; on 
écrivait ainsi 10000, X ou CCI33 ; iooooo, C ou CCCIDD3 ; aoooooo MM. 

Le système de la numération écrite des Grecs était aussi mal imaginé )|uc celui des 
Romains; les unités, dizaines, centaines étaient désignées par les lettres consécutives de 
l'alphabet ; savoir : 

a vaut I î vaut ¡0 p vaut 100 

t a X ao a 200 

y 3 A 3o T 3oo 
<p 4 y- 4o u 400 

t 5 V 5o ? 5oo 
6 ? 60 X 600 

7 » 7 0 * 700 

8 K 80 10 800 

s , s 9 i 90 900 

Les mille se dénotent par un accent ' sous les lettres. Pour donner un exemple de ces 
chiffres : «fipxp signifiait I + J + IOO - t - I - f - 4o, ou 144 • De m ê m e , tç/.Ç = 1607, 

fivd — 2JÎ.9. V. Delambre, Astronomie ancienne, T. 11. 

On voit qu'i/ faut réunir séparément les dizaines et les unités des 

nombres proposés ; ce raisonnement est général. 
Par exemple, prenons 3731 + 349 + 12487 + 54 ; en faisant 

séparément la somme des unités , puis des dizaines, des cen-
taines , e t c . , on aura 15 mille + 14 centaines + 20 dizaines 
+ 2 1 unités, ou 1 5 0 0 0 + 1 4 0 0 + 2 0 0 + 21 ; mais, opérant de même 
sur ces derniers nombres, on a 16 mille + 6 centaines 

3 731 
+ 2 dizaines + 1, ou 16621. Ce calcul se fait plus coin- - 4 9 

modéiuent en écrivant, comme on le voit c i -contre, les 12 487 
nombres les uns au-dessous des autres, et faisant corres- ^ ^ ^ 
pondre, dans une même colonne verticale, les chiffres du 
même ordre. La somme des nombres de chaque colonne doit être 
écrite au bas, si elle ne passe- pas 9 ; autrement on n'en pose que les 

unités, et on réserve les dizaines pour les ajouter, comme simples 
unités , avec les nombres de la colonne qui suit à gauche , ce qui 
détermine à commencer le calcul par la colonne adroite. 

Voici plusieurs exemples d'addition : 
Pour le premier, on fera ainsi le calcul : 3 + 8 font 11,11 + 7 

valent 18, 1 8 + 7 égalent 25 , somme des unités 3 + 8 + 7 + 7 : on 
posera 5 sous le trait, au premier rang à droite, et on joindra les 
2 dizaines à la colonne suivante : puis on dira 2 plus 8 font 10, plus 
1 font 11, plus 8 valent 19, plus 2 font 21 ; on pose 1, et on retient 

2 pour joindre aux centaines. 2 + 7 = 9, 9 + 3 = 12.. . ; on a 
26 centaines, on pose 6 et on retient 2 ; enfin 011 trouve 24 à la 
4 e colonne : on pose le 4 et on avance le 2 , c'est-à-dire qu'on écrit 
24 mille. La somme est 24 615. 

5 785 ' 77 756 10 576 786 5 734 201 

4 518 3 388 7 8 9 632 749 832 

5 987 9 765 589 14 378 539 

8 527 90 257 73 20 912 572 

21 615 181 164 11 167 080 
> 

De la Soustraction. 

9. L'habilude d'additionner suffit pour trouver la différence entre 
les nombres simples; par exemple, le nombre q u i , ajouté à 3 , 
donne 7 pour somme, est 4 : ainsi 7 — 3 = 4 . On peut aussi par-
venir au résultat, en ôtant de 7 autant d'unités que 3 en coiUient ; 



7 — 8 = 6 — 2 = 5 — 1 = 4. Accordons par conséquent qu'on 
sache faire la soustraction des petits nombres. 

Prenons cet exemple plus composé , 695 — 248. 11 est 6 9 3 

visible que , si l'on connaissait le nombre qui ajouté à 243 245 
donne 695 pour somme, 8 - ¡ - l e s unités de ce nombre, 4 5 2 

4 - j - ses dizaines; 2 - [ -ses centaines devraient reproduire 695; on 
écrira donc lès nombres proposés comme pour l'addition , le plus 
petit en-dessous; puis on retranchera chaque chiffre inférieur de 
celui qui est au-dessus : on dira 5 — 8 = 2, 9 — 4 = 5, 6 — 2 
= 4. et 452 sera la différence cherchée. 

Mais il peut arriver que le chiffre inférieur surpasse le ( 4 7 

supérieur. Dans l'exemple ci-contre, on ne peut ôter 8 de l ! ) 5-28 
7. Il est clair qu'alors 86 147 devant être la somme de 10 8 1 9 

19 828 le nombre cherché, en faisant la somme de la l r e c o -
lonne, 8 —j— les unités inconnues, ont donné , non pas 7, mais 17 
pour somme; et qu'on a retenu la dizaine pour la joindre à la co -
lonne suivante. On doit donc dire , non pas 7 — 8, mais 17 — 8 
= 9, et écrire ce chiffre 9 au rang des unités. Mais, en continuant 
l'addition , la colonne suivante est formée de la dizaine retenue, 
des chiffres 4, 2, et des dizaines cherchées ; et ajoutant celles-ci 
à 2 et a la retenue I , on doit produire 4 : il ne faut donc pas dire 
4 — 2, mais 4 — 8 = 1, qu'on posera aux dizaines. De même pour 
les centaines, au lieu de 1 — 8 , on dira 11 — 8 reste 8 , qu'on 
posera ; mais on retiendra 1 pour l'ajouter au 9 suivant; ainsi, 
6 — 1 0 , ou plutôt 16 — 10 = 6, et on retiendra 1 ; 8 — 2 = 1. 

En général, lorsque le chiffre supérieur sera le plus faible, on 

l'augmentera de dix , puis on retiendra un pour le joindre au chiffre 

inférieur qui est à la gauche. On remarquera qu'en effet le nombre 
supérieur est augmenté par là de 10, mais qu'on augmente pareille-
ment l'inférieur de 10, ce qui n:altère nullement la différence (n° 4). 

Pareillement, dans l'exemple ci-contre , on dira : 5 00q 429 
9 — § = 6 ; 2 — 7 ne se peut; 1 2 — 7 = 5 ,et j e retiens 1 ; 2 578 575 
4 — 6 (au lieu de 4 — 5) ne se peut, 14 - 6 = 8 , et j e 4 2 1 85( i 

retiens 1 ; 0 — 9 (au lieu de 0 — 8 ) ne se peut, 10 — 0 = 1 ; 
0 - 8 ne se peut; 10 — 8 = 2 , etc. 

Yoici quelques autres exemples de soustraction : 

5 000 
1 2 9 6 

1 7 0 1 

C 0 0 0 

4 0 0 0 

2 0 0 0 

6 000 
5 9 9 9 

1 

1 5 0 0 0 1 

7 6 5 8 5 

7 5 6 1 6 

5 5 7 5 8 5 1 

1 8 6 9 4 5 

5 188 8 8 S 

• -

10. Lorsqu'on veut retrancher un nombre de l'unité suivie d'autant 

de zéros que ce nombre a de chiffres, c'est-à-dire de 1000.. . . il faut 

retrancher le chiffre des unités de 10, et les autres chiffres de 9. Ainsi 
1000 — 259, se trouve en disant 10 — 9 = 1 ; puis 9 — 5 = 4 ; 
9 _ -2 = 7, et on a 1000 — 259 = 741. De même 
1 000 000 — 279 9o3 = 720 047. Ce calcul est si facile qu'il 
mérite à peine d'être compté p o u r une opération ; on s'en sert pour 
réduire toute soustraction à une addition ; voici comment : 

Soit demandée la différence 8487 - 259. 11 e.1 clair qu'en dé-
composant 8487 en 2487 + 1000, la différence avec 259 n'est pas 
changée , et un aura 2487 + 1000 - 259, ou 2487 - f 741 = 3228. 
Ainsi, au lieu de soustraire 259 , on a réellement ajouté 741. On 
voit donc qu'on peut retrancher un nombre d'un autre, en sous-
trayant le 1 " de 1 suivi d'autant de zéros qu'il a de chiffres, et 
ajoutant le résultat au 2 e nombre donné , pourvu qu'on retranche 
ensuite une unité de l'ordre immédiatement supérieur à celui du 
nombre à soustraire. On indique cette dernière soustraction par 1 
placé à l'ordre de chiffres dont on vient de parler; ainsi l'opération 
ci-dessus revient à 3487 — 259 = 3487 + 1741 , calcul 

r\ i o4o7 
qu'on effectue comme on le voit ci-contre. Ob>ervez que ~ 1 U 

T741, ajouté au nombre 259, donne zéro, ou 1741 - { - 2 5 9 gïïôg 
= 0. La quantité 1741 est ce qu'on nomme le complé-

ment arithmétique de 259. En général, pour former le complément 

arithmétique d'un nombre, il faut retrancher tous ses chiffres de 
9, et celui des unités de 10, puis placer I à gauche. Le complément 

d'un nombre ajouté à ce nombre donne zéro pour somme. Au lieu 

de retrancher un nombre, on peut ajouter son complément arithmé-

tique. 

Lorsqu'il y a plusieurs additions et sous-
tractions successives, l'usage des compléments 
peut présenter des avantages; par exemple , 
32731 - } - 5729 — 871 — 4834, prend la 
forme ci-contre, attendu que les compléments 
de 371 et 4834 sont Î 6 2 9 e t l 5 1 6 6 . Nous re-
commandons toutefois d'éviter l'emploi du complément, et de 
s'exercer à faire les additions et soustractions colonne par colonne. 
C'est ainsi que , dans noire exemple, après avoir dit 9 - j - 1 = 10 , 
4 - 1 - 1 = 5 , on retranchera 5 de 10 et on posera 5 au rang des 
unités du reste ; puis 3 - f 2 = 5, 7 + 3 = 10 ; o - 10 ne se peut ; 

52 751 52 751 

5 729 5 729 

T 629 - — 571 

15 166 — 4 834 

55 255 Reste 35 255 



donc 15 — 10 = 5, qu'on pose aux dizaines, en retenant 1 pour 
joindre aux centaines soustractives, etc. 

De la Multiplication. 
11. Nous écrirons le multiplicande le premier; ainsi 4 X § X 2 

signifie qu'on répétera 4 cinq fois, et que le produit 20 devra être 
pris 2 fois. 

Puisque 4 X S n'est autre que 1 —|— 1 -J- 1 -J- 1 répété 5 fois, il 
suffit de prendre chaque unité 5 fois, ou b —}— 5 — 5 —[— S ; expres-
sion qui revient à o répété 4 fois : ainsi, . . . . 
4 fois 5 est égal à 5 fois 4, ou 4 X 5 = 3 X . . . . 
Ce raisonnement peut être présenté sous la A . . . . 

forme d'un tableau A, composé de 5 ligues, . . . . 
dont chacune contient 4 unités. 11 est clair . . . . 
que le nombre des unités est 4 répété 5 fois. 
Mais , en renversant lé tableau, comme on 
le voit en B, on trouve 5 répété 4 fois, le B 

nombre des uuités étant nécessairement le 
même dans les deux cas, le produit de 4 X 3 
est le même que celui de 5 X 

Soit aussi 5 X ^ X ^ 5 comme 5 répété 
4 fois est b - f - o 5 4 - S , 
il reste à prendre 2 fois ce résultat, ou . 1 0 - j - 1 0 - } - 1 0 - | - 1 0 , 
ou 10 répété 4 fois. Donc 5 X 4 X 2 
= 5 X 2 X ^ • On peut donc changer de place les deux derniers fac-

teurs, comme on a vu qu'on pouvait échanger les deux premiers 
entre eux. Ainsi, 

5 X 1 X 2 = 4 X 5 X 2 = 5 X 2 X 4 = Î X 5 X 4 = 2 X 4 X 5 = 4 X 2 X 5 . 

On voit donc qu'on peut intervertir de toutes les manières possibles 

l'ordre des facteurs sans altérer le produit. 

Démontrons ce théorème pour plus de trois facteurs : par exem-
pie, p o u r 4 X 3 X ^ X 2 X 9 -

Le facteur 9 ayant la dernière place dans le premier produit, 
prouvons qu'on peut le placer où l'on veut, et d'abord à l'avant-
dernier rang, savoir 4 X 3 X 3 X 2 X 9 = 4 X 3 X 3 X 9 X 2 . 
En effet, les trois premiers facteurs i X ^ X ^ donnent 60 , et il 
faut prouver que 60 X 2 X 9 — 60 X 9 X 2, et c'est c'e qui vient 
d'être démontré. De même dans le produit •! X S X 3 X 9 , on 

peut faire passer le 9 avant le 3 , savoir 4 X 5 X 9 X et ainsi 
de suite. D'où l'on voit que, sans changer le produit, on peut faire 
occuper successivement toutes les places au dernier facteur 9 , les 
autres facteurs restant dans le même ordre. 

Mais à son tour le nouveau facteur terminal 2 peut être mis à tel 
rang qu'on veut dans chacun de ces résultats, savoir, 
4 X 5 X 9 X 8 X 2 = 4 X 8 X 9 X 2 X 3 = 4 X 5 X 2 X 9 X 3 = etc. Donc, 
en définitive, la place de chaque facteur est arbitraire. 

12. Lorsqu'il arrive qu'un nombre se multiplie lui-même plu-
sieurs fois consécutives, comme 3 X 3 ' X 3 X 3, o n dit qu'il est 
élevé à une Puissance, dont le degré est marqué parle nombre de fac-

teurs, qu'on appelle Exposant. Ici 3estélevéà la quatrième puissance, 
ce qu'on indique par 34 = 81 ; 4 est l'exposant ou le degré. De 
n i ê m e 2 3 = 2 X 2 X 2 = 8 . On donne aussi à la deuxième puissance 
le nom de (farrè, et à la troisième le nom de Cube. T- ou 7 X 7 = 4 9 
est le carré de 7 ; 73 = 7 X ? X ' = 343 est le cube de 7 . 

Le nombre qui se multiplie ainsi lui-même, ou qui est affecté 
d'un exposant, se nomme Racine : ainsi 7 est la racine carrée, ou 
seconde de 49, la racine cubique ou troisième de 343, la quatrième de 

2401, etc. Ces racines s'indiquent par l e S I G U E R A D I C A L y , et on place, 
dans les branches, le nombre qui en marque le degré. 

73 = 343. d'où 7 = j / 3 4 3 ; 54 = 625, d'où 5 = 625. 

Lorsqu'il s'agit de la racine 2% on se dispense ordinairement d'en 
indiquer le degré, et d'écrire le chiffre 2 sur le radical; en sorte 

que y et ] / sont la même chose ; 8- = 64, donc 8 = \ / 6 4 , 8 est 
dit la racine, ou la racine carrée de 64 . 

13. Puisque pour multiplier un nombre (n°3), il suffit de l'ajou-
ter autant de fois qu'il y a d'unités dans le multiplicateur, on voit 
que, 1° si l'on multiplie l'un des facteurs par 2, 3 , 4 . . . , leproduitest 
lui-même multiplié par 2 , 3, 4 . . . . En effet , s i , au lieu de 3 X 5, 
j e prends 12 X 5, chaque fois que j'ajouterai 12 au lieu de 3, j e 
prendrai le quadruple de 3, c'est-à-dire que j'aurai pris de trop le 
triple de 3 ; le résultat sera donc composé du produit 3 X 5 quadru-
plé : ainsi, 12 X 5 est quadruple de 3 X 3, parce que 12 est qua-
druple de 3. Et aussi pour multiplier 12 par 5, on peut, si l'on 
veut, multiplier 3 par 5, et ensuite le produit 15 par 4, parce que 
12 = 3 X 4. 



De même si l'on divise l'un des fadeurs par 2, 8, - i . . . , le produit 
sera divisé aussi par 2, 8, 4. 

2° Si l'on multiplie l'un des facteurs, et qu'on divise l'autre par un 

même nombre, le produit n'est pas changé: 1 4 X 8 = 7 X ' 6 ; 14 est 
double de 7, et 16 l'est de 8. 

8° Lorsque les facteurs sont terminés à droite par des zéros, on peut 

les supprimer, pourvu qu'à la suite du produit on en mette un pareil 

nombre. Ainsi 300 X 20 devient 3 X en ôtant les trois zéros , 
qu'on restituerai la suite du produit 6 ; on aura 300 X 2 0 = 6 0 0 0 . 
En effet, 300 X 20 = 3000 X car 300 est décuplé (n° 6), et 20 
est divisé par 10. Or , dans l'addition de 3000 à lui-même, on voit 
que les trois zéros demeurent dans la somme, comme provenant des 
trois premières colonnes; la suivante donne 3 X 2 = 6 ; donc 
6000 est le produit demandé. 

14. Il s';igit maintenant de pratiquer la multiplication de deux 
nombres donnés; il se présente trois cas. 

1er CAS. Les deux facteurs n'ayant qu'un seul chiffre chacun. La 
table suivante, qui est due à Pythagorc, se forme en écrivant sur 
une ligne horizontale les 9 premiers nombres, puis ajoutant chacun 
d eux 9 fois successives, on écrit ces produits dans une même co -
lonne verticale. Par exemple, 4 - f - 4 = 8, 8 + 4 = 1 2 , 1 2 - f - 4 = 1 6 , 
16 4 - 4 = 20, 20 - f 4 = 24, etc. 

Table de Pythagore. 

1 2 3 . ! 4 5 6 7 | 8 9 

2 4 6 8 10 12 14 16 18 

1 3 6 9 12 15 18 21 24 27 

4 8 12 16 20 24 28 52 56 

5 10 15 20 25 50 55 40 45 

6 12 18 24 50 56 42 48 54 

7 14 21 28 55 42 4!) 56 65 

8 16 24 52 40 48 56 64 72 

9 18 27 56 45 54 65 72 81 

Veut-on trouver le produit 7 X S, il suit de la génération des 
divers nombres de ce tableau qu'on cherchera 7 dans la première 
ligne, et qu'on descendra dans la colonne verticale correspondante, 
jusqu'à la case qui est dans la ligne horizontale dont 5 est le chiffre 
initial ; cette case porte 35, et on a 7 X 5 = 35. Il importe de se 
rendre familiers les produits des nombres simples, afin de ne pas 
être forcé, chaque fois qu'on veut les obtenir, de recourir à celte 
table, qui n'est elle-même formée que par des additions succes-
sives. 

S'il fallait, ainsi que l'exige la définition (3). ajouter le multipli-
cande autant de fois qu'il y a d'unités dans le multiplicateur, l'opéra-
tion deviendrait presque impraticable pour les grands nombres. 
Voyons comment on peut la réduire à la multiplication des nom-
bres simples. 

2 e CAS. Le multiplicateur n'ayant qu'un seul chiffre. Pour multiplier 
2967 par 4, j'imagine, pour un moment, qu'on veuille en effet exé-
cuter l'addition de 2967 pris 4 fois, ainsi qu'elle est faite ci-après. 
La colonne des unités ne contiendra que le chiffre 7 écrit vertica-
lement 4 fois; ainsi celte somme sera 7 X 4 ou 28 ; on 
posera 8, et on retiendra 2 pour joindre à la colonne des 2 ^ 
dizaines, formée du chiffre 6 écrit 4 fois. Il faut donc dire 2 967 
6 X * = 24, et ajoutant la retenue 2, on a 26 ; ainsi on 2 9 6 7 

I l 868 
posera 6 et on retiendra 2 , etc. Cette opération revient 
donc à multiplier chacun des chiffres du multiplicande par 2 967 
le multiplicateur, en commençant par la droite : on écrit les 

unités de chaque produit au-dessous du chiffre qui l'a donné, 

et on retient les dizaines pour les joindre au produit suivant. 

Ce procédé n'est, à proprement parler, que l'addition même, 
excepté qu'on se dispense d'écrire plusieurs fois le nombre à ajouter. 

3 ' CAS. Les deux facteurs étant composés de plusieurs chiffres. 

Multiplier 2327 par 532, c'est répéter 2327, 2 fois. 
30 fois, 500 fois, et ajouter le tout. 1° On mulli- 2 fJ* 
pliera d'abord 2327 par 2 , comme on vient de le 4 654..par2 
dire ; 2° pour former le produit par 30, on multi- ^ ^9 J ' - P ^ j j 
pliera 2327 par 3 , et on ajoutera un zéro à droite x ^ % ' 4 ' 
du produit, d'après ce qu'on a vu (13, 3°) ; enfin , 
pour répéter 500 fois 2327 , on multipliera par 5, et on ajoutera 
deux zéros. L'opération prend donc la disposition ci-dessus, dans 
laquelle on observe que, comme les zéros n'influent en rien sur l'ad-



dilion , on s'est dispensé de les écrire : alors le produit par 3 a été 
simplement reculé d'un rang vers la gauche, et le produit par 5 de 
deux rangs. On voit donc qu'tï faut multiplier l'un des facteurs 

tour à tour par chacun des chiffres de l'autre. Chaque produit partiel 

doit être écrit de manière que ses unités soient placées au même ordre 

que te chiffre du multiplicateur qui les a données : on ajoute ensuite 

le tout. 

La multiplication des nombres composés dépend ainsi du cas où 
le multiplicateur n'a qu'un chiffre, et celle-ci dépend à son tour du 
cas où chaque facteur n'a qu'un seul chiffre, c'est-à-dire de la table 
de Pythagore. Comme il convient d'être très-exercé à la pratique de 
cette opération , nous en mettrons ici quelques exemples. 

8 8 6 6 3 3 5 3 6 8 7 5 5 5 4 4 I 4 

7 7 7 9 0 8 7 9 7 6 5 

LI - 2 0 S 4 3 1 I M 4 9 6 2 7 7 7 2 2 2 0 

6 2 0 6 I 3 1 4 8 3 1 8 5 3 3 3 2 6 6 6 4 

6 43 I 4 8 747 78( i 3 888 110 8 
6 8 8 9 1 3 8 4 1 « 9 8 9 9 9 6 

3 8 8 8 1 1 0 8 

4 4 5 0 5 0 2 2 5 6 6 0 

Quant au nombre de chiffres qui composent le produit, suppo-
sons qu'on ait à multiplier 3687 par 968 ; le facteur 968 est > 100 
et < 1000; ainsi le produit est entre 368700 et 3687000, c'est-à-
dire qu'il a 6 ou 7 chiffres. En général, le produit de deux nombres 

est formé d'autant déchiffrés qu'il y en a dans les deux facteurs, ou un 

chiffre de moins. Quand on a 3 ,4 , . . . facteurs, le même raisonnement 
donne des limites de la grandeur du produit et du nombre de chif-
fres qui le composent *. 

De la Division. 

15. De même que la multiplication n'est que l'addition réitérée 

* Soient x, fi, y.... la quotité des chiffres de divers facteurs, a, b, c..., dont le nombre 

e s t » ; il est clair que a , b < io / J , c < [ i o / ' . . . . ; le produit est i o a + 

ou abc.... iom, en posant + ^ + y D'ailleurs,a io5* i o ' ' ' , 

C > l o y _ , . . . . : d'où abc....~p- ou abc... ^ I O " 1 - " .-donc le produit 
abc... est compris entre i o m — " et i o m : il ne peut avoir au delà tic m chiffres, mais il en 
a plus de m—n. Ainsi le produit ne peut avoir plus de chiffres que les facteurs proposés 
écrits successivement comme s'ils ne formaient qu'un seul nombre ; mais il en a plus que 
celle quoli/è moins le nombre des facteurs. 

du même nombre, on peut considérer la division comme une sous-
traction répétée, le quotient marquant combien de fois on peut ôter 
le diviseur du dividende. Si on veut diviser 8 par 2, et qu'on re-
tranche d'abord 2 de 8 , puis 2 du reste 6 , 2 du reste 4, et enfin 
2 de 2, on arrive au reste zéro ; 2 ayant pu être soustrait 4 fois de 8 , 
on peut regarder 8 comme composé de 4 fois 2 ; et par conséquent 
4 est le quotient. Il suit de là que le quotient qui marque combien do 

fois un nombre est répété pour former un produit, indique aussi le 

nombre de fois que le diviseur est contenu dans le dividende ; ou , ce 
qui équivaut, le dividende contient le diviseur autant de fois qu'il y 

a d'unité» dans le quotient. Donc , si l'on veut former deux parts égales 
dans 8 unités, il faut diviser 8 par 2 ; le quotient 4 exprime la gran-
deur de chaque part. 

Le dividende n'étant autre chose que le produit d'une multipli-
cation dont le diviseur et le quotient sont les deux facteurs, il suit 
de la définition et des propriétés connues (n° 13) que, 1° on ne 

change pas le quotient lorsqu'on multiplie ou qu'on divise par un même 

nombre le dividende et le diviseur: 36 : 9 donne le même quotient 
que 72 : 18 et que 1 2 : 3 . 

2° Si le dividende et le diviseur sont terminés à droite par des 
zéros, on peut en supprimer à chacun un égal nombre sans altérer 
le quotient : 6 0 0 0 : 200, et 60 : 2 donnent le même quotient 30 
(voy. p. 14). 

3U Si l'on multiplie seulement le dividende, le quotient sera mul-
tiplié par le même nombre ; si l'on multiplie le diviseur, le quotient 
sera divisé. Qu'il s'agisse, par exemple, de diviser 24 par 3, le quo-
tient sera 8, ou 24 : 3 = 8 ; mais si l 'on double 2 4 , ce quotient 
sera doublé, 48 ; 3 = 16; et si l'on double 3, le quotient sera ré-
duit à moitié,.24 : 6 = 4 . Enfin 48 : 6 = 8, c'est-à-dire que le quo-
tient reste le même quand on double le dividende et le diviseur. 

4° Lorsqu'on veut exécuter plusieurs divisions successives, l'ordre 

dans lequel on les doit effectuer est arbitraire ; on peut même n'en faire 

qu'une seule, en prenant pour diviseur le produit de tous les diviseurs. 

Si l'on veut, par exemple, diviser 24 par 2, et ensuite le quotient 
12 par 3 , on obtient 4 pour résultat ; mais si l'on eût divisé par 3 
d 'abord, et ensuite par 2 , ou bien si l'on eût divisé 24par 2 X 3 

ou 6, on aurait obtenu de même 4. Cela résulte de ce que la divi-
sion par 2 et par 3 revient à supprimer tour à tour les facteurs 2 et 
3 dans 24, qui est le produit de 2 X § X d e 3 X 2 X P f l r 

a i T H É a . T C R E S . T . I . * 
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la même raison, ( 6 X 4 ) : ( % X 2 ) = ( 6 : 8 ) X ( * : 2 ) = 6 : ( 2 X 3 ) X 4 . 
16. Le quotient de 35 ; 7 est 5, puisque 35 = 7 X m a ' s s i 

l'on veut diviser 38 par 7, on décomposera 38 en 85 - ¡ - 8 , ou 
3 8 = 7 X & ~h 8 ; la division ne se fait plus exactement : 35 est 
seulement le plus grand produit de 7 contenu dans 38v et 3 est le 
reste de cette division. 

Si l'on forme tous les produits consécutifs d'un nombre par 
1, 2, 3 , . . . les résultats sont tous divisibles par ce nombre , ou en 
sont les multiples. C'est ainsi que 35 est multiple de 7, ou divisible 
par 7, tandis que 38 ne l'est point. 

En prenant pour dividende et diviseur deux nombres quelcon-
ques, on doit donc dire que le quotient, multiplié par le diviseur, 

donne un produit qui, ajouté au reste, forme le dividende. Le reste 
est d'ailleurs moindre que le diviseur, puisque , si celui-ci y était 
encore contenu, le produit du diviseur par le quotient ne donnerait 
pas le plus grand multiple du diviseur contenu dans le dividende. 

En multipliant toute l'équation 38 = 7 X 3 " f 3, par un nombre 
tel que 4 , on a 152 = 28 X 5 + 12 : le quotient de la division 
de 152 par 28, et celui de 38 par 7, est également 5 ; niais le reste 3 
est devenu quadruple. En multipliant le diviseur et le dividende par 

un même facteur, le quotient n'est pas changé, et le reste est multiplié 

par ce facteur. 

Soient 34 et 2 4 , deux nombres qui, divisés par 5 , donnent le 

même reste 4 , leur différence 10 doit être multiple de 5 , car 
§4 = 6 X S - f - 45 24 = 4 X ^ + 4, et retranchant ces deux équa-
tions, on a 10 = 2 X 

17. La table de Pythagore sert à trouver le quotient, lorsquil 
n'est exprimé que par un seul chiffre, aussi bien que le diviseur. 
Veut-on diviser 35 par 7, par exemple, on descendra, dans la co -
lonne verticale du nombre 7, jusqu'à la case qui contient 3 5 ; elle 
répond à la ligne horizontale qui commence par 5 , en sorte que 
35 = 7 X s 5 d o n c 3 e s t l e f a c t e u r l e q u o l i e n t cherché. 

Pour diviser 65 par 9, connue on ne trouve pas 65 dans la 
9* colonne, mais 63 et 72 , on a 65 = 7 X 9 + 2 : on voit que 7 
est le quotient, et 21e reste. Il faut se rendre ces divisions tres-
familières, afin de ne pas être obligé de consulter la table de 
Pythagore pour les exécuter. 

18 V e n o n s - e n aux d i v i s i o n s composées. 
ler'CAS. Le diviseur n'ayant qu'un seul chiffre. Soit propose de 

D I V I S I O N . 19 

diviser 40 761 par 7 , c'est-à-dire de trouver un nombre qui, mul-
tiplié par 7, reproduise 40 761. Si ce nombre était connu, on le 
vérifierait en le multipliant par 7 ; les unités devraient donner le 
produit 1 ; en retenant les dizaines pour les joindre au produit 
suivant, on trouverait de même 6 aux dizaines ; ^ 
le produit des centaines donnerait 7 ; enfin celui 55'' j 
des mille, 40. Le quotient n'a point de dizaines de 57 
mille, puisque 10 000 X 7 donne 70 000, qui sur-
passe 40 761. Concluons de là que 40 contient le 14 
produit de 7 par le chiffre des mille du quotient, al 
et en outre la retenue faite sur les centaines. Le — 
plus grand multiple de 7 contenu dans 40 est 85 
on 7 fois 5, et 40 est compris entre les produits de 7 par 5 et par 6 ; 
si l'on multiplie 7 par 5000 et par 6000, l'un des produits sera donc 
moindre, et l'autre plus grand que 40 761 ; ainsi le quotient est 
entre 5000 et 6000, c'est-à-dire que le chiffre des mille est 5, donné 

par le plus grand multiple de 7 contenu dans 40. En retranchant 
de 40 ce multiple 35, le reste 5 est la retenue faite, dans la multipli-
cation par 7 , sur les centaines du quotient. Si donc on joint à ce 
reste 5 les autres chiffres 761 du dividende, 5761 sera le produit 
par 7 des parties inconnues du quotient; et pour trouver celles-ci, 
il ne s'agira que de diviser 5761 par 7, question semblable à la pro-
posée, et qui permet le même raisonnement. 

On divisera donc par 7 les centaines 57, ou plutôt le plus grand 
multiple de 7 renfermé dans 57 : le quotient 8 sera le chiffre des cen-
taines du quotient, qu'on posera à droite du 5 qui en est les mille. 
Observez qu'il est inutile de descendre, près du reste 5 , toute la 
partie 761 du dividende, et que, pour former le dividende partiel 57, 
il suffisait de descendre près du 5 le chiffre 7 des centaines. En 
multipliant 8 par 7 , et ôtant le produit 56 de 57, le reste 1 est la 
retenue qui provient des dizaines, en sorte que, si l'on joint 61 à ce 
reste, 161 est le produit par 7 des dizaines et des unités du quo-
tient : pour les oblenir, il faut donc diviser 161 par 7 , et ainsi de 
suite. Le quotient demandé est 5823. 

On voit qu'on trouve tour à tour chaque chiffre du quotient, en 

commençant par l'ordre le plus élevé, et qu'il faut sans cesse descendre 

près du reste le chiffre qui suit clans le dividende, puis prendre le plus 

grand multiple du diviseur qui est contenu dans le nombre ainsi formé. 

Lorsqu'on s'est exercé à ce calcul, on ne tarde pas à reconnaître 
2* 



que, dans une opération aussi simple, il est inutile d'écrire chaque 
produit à soustraire, parce que la soustraction se fait de suite. Ainsi, 
après avoir trouvé que 40 ; 7 donne le chiffre 5 des mille du quo-
tient, on prend 8 fois 7 , et on retranche le produit 35 de 40 ; le 
reste 5 s'écrit sous le 0 du dividende; on y joint le 7 des centaines, 
et on divise 57 par 7, etc. L'opération se réduit alors à la forme que 
nous lui avons donnée ci-contre. Il est même remar-
quable qu'on peut encore l'abreger, en n'écrivant pas j 
chaque reste pour le joindre au chiffre qui suit dans ~Ï6 
le dividende : par exemple , 40 7 donne 5 , qu'on 2J 
écrit sous 40 ; le produit 7 fois 5 ou 85, se retranche 
de 4 0 , et l'on conserve dans la mémoire le reste 5> ^ ^ y 

pour le joindre au 7 des centaines ; 57 ; 7 donne 8 ' 5 823 | 
qu'on écrit sous les 7 centaines : 7 X $ = 56, qui , 
ôté de 5 7 , donne le reste 1 ; cet 1, joint au 6 dizaines , donne 
16; 16 : 7 = 2 , etc. Ce calcul a la forme très-simple que nous avons 
indiquée ici. 

Voici d'autres exemples de ces divisions: 

12 558 j 2 8 765 t 5 97 587 j 
6 269 « — 1 755 « — 15 941 ' 

2 e CAS. Le diviseur ayant plusieurs chiffres. Proposons-nous de 
diviser 1916 par 329. Puisque 329 X 10 = 3 2 9 0 , qui surpasse le 
dividende 1916, le quotient est moindre que 10 : ainsi le quotient 

n'a qu'un seul chiffre; supposons-le connu, et 011 le trouvera faci-
lement en faisant les produits successifs de 329 par 1, 2 , 3 , . . . jus-
qu'à ce que ce produit soit 1916, ou que la différence avec 1916 
soit moindre que 329. Soit 5 ce quotient. 

1916 étant = 329 X S - f le reste, si l'on mul- 3 2 9 

tiple par 5 les unités 9, les dizaines 2 et les centai- 5_ 
n é s 3 et q u ' o n a j o u t e l e r e s t e , o n d e v r a r e p r o d u i r e Produit. . .1645 

' , , . , . , . . 1 Reste... 271 
1 9 1 6 . L e c a l c u l i n d i q u e c i - c o n t r e p r o u v e q u e les 
centaines 19 du dividende sont formées, 1° du pro-
duit 15 des centaines 3 du diviseur par le quotient supposé 5 ; 
2° delà retenue 1 faite sur les dizaines; 3° de la partie 3 qui pro-
vient de l'addition du reste 271. 

Il suit de là que, si l'on pouvait ôter de 19 ces deux retenues, 
le reste 15 serait le produit exact des centaines 3 du diviseur par 
le chiffre du quotient; et la division de 15 par 3 ferait connaître ce 
chiffre. Mais comme on ne peut ôter de 19 la double retenue qu'on 

ne connaît pas d'abord, on divise 19 par 3 , prenant ainsi pour divi-
dende un nombre trop grand : le quotient qu'on trouve peut être 
fautif; mais il ne peut pécher que par excès. Dans notre exemple, 
1 9 : 3 donne 6 ; mais comme on trouve que 6 X 3 2 9 = 1 9 7 4 > 1 9 1 6 , 
011 reconnaît que le quotientsupposé est trop fort : on essayeS ; et le 
produit 5 X est 1645 < 1916 ; ce qui prouve que 5 n'est pas 
trop fort, et que par conséquent 5 est le quotient cherché. Otant 
1645 de 1916, on trouve le reste 271. 

Concluons delà que si le quotient e s t < 10,c'est-à-dire n'a qu'un 
seul chiffre , il faut supprimer, à droite du dividende et du diviseur, 

un égal nombre de chiffres, et diviser les parties qui restent; le quotient 

sera celui qu'on cherche, ou le surpassera; la multiplication servira 

ensuite à le vérifier *. Voici quelques exemples de ce calcul. Dans 
le 1er , on divise 72 par 8, mais on trouve, par la multiplication, que 
le quotient 9 est trop fort, et on le réduit à 8. 

72 320 ( 8 569 386 782 ( 99 887 823 915 (82 476 
Produit. .66 952 j 299 661 j g 742 284 j 9 

Reste 5 368 ( Quotient. 87 121 ' 81 661 t 

Proposons-nous maintenant de diviser 191 687 par 329. Je sé-
pare vers la gauche du dividende la partie 1916, qui soit assez 
grande pour contenir le diviseur 3 2 9 ; j e fais la division de 1916 
par 329, en suivantla règle précédente : le quotient est 5, donnant 
le produit 1645 et le reste 271 ; j 'écris ces 
nombres ainsi qu'on le voit ci-contre : ce 16458' j 
nombre 5 est le premier chiffre du quotient, i r e s t e . ~27Ï8 
et désigne les centaines, ou 500, attendu que 2 6 5 2 

1916 exprime aussi des centaines. En effet, 2 c Res te- JJ* 
puisque 1916 est compris entre 5 et 6 fois le 3„ R e s t e 2Ô9" 
diviseur 329, cette partie 1916 étant descen-

• C'est surtout lorsque le deuxième chiffre vers la gauche du diviseur surpasse 5, que 
la tentative conduit à poser un quotient trop fort ; car, dans la multiplication du diviseur 
par le quolientpour reproduire le dividende, le produit du premier chiffre à gauche du 
diviseur doit être ajouté aux dizaines qui ont été retenues. Pour i435: 287, par exemple, 
si l'on dil 14 : 1 donne 7 j ce 7 sera trop grand, attendu qu'en multipliant 287 par 7, le 
produit j X 7 des centaines devrait être accru de la retenue 6, provenant de 87 X 7. 

Mais si l'on suppose 5 pour quotient, comme 87 X 5 donne 4 à retenir, et que 14 — 4 di-
visé par a donne en effet 5, il est clair que 5 est le quotient cherché. 

i435 
Observer que, si l'on remplace »87 par3oo,le quotient sera trop faible, puisque, 

ayant augmente le diviseur, il est contenu moins de fois dans le dividende i435 Si l'on veut 



taines, le dividende proposé est lui-même compris entre 500 et 
600 fois 329 (n° 13. 3°); donc le quotient cherché est composé de 
500 - j - des dizaines et des unités, qu'il s'agit maintenant de trouver. 

En retranchant du dividende le produit de 329 par 500, partie 
connue du quotient, c'est-à-dire en ôtant 1645 de 1916, et joignant 
au reste 271 la partie 87 qu'on avait séparée, il est clair que le 
reste 27187 est le produit de 239 par les dizaines et les unités in-
connues du quotient, plus le reste : d'où il suit que, si l'on divise 
27187 par 329, on devra obtenir au quotient ces dizaines et ces 
unités. 

A cette question, semblable à la proposée, le même raisonnement 
s'applique, et l'on est conduit à la même conséquence. Séparons 
donc le premier chiffre à droite 7 , c'est-à-dire descendons seule-
ment le 8 à la droite du premier reste 271, ce qui donnera 2718 à 
diviser par 329 : le quotient 8 est, par la même raison que ci-dessus, 
le chiffre des dizaines; du dividende partiel 2718 , ôtant le pro-
duit 329 X 8 = 2632 , le reste 86 provient du produit de 329 par 
les unités, plus l'excès du dividende total sur un multiple exact. 
Enfin, si l'on divise 867 par 329, on obtient les unités 2, et le 
reste 209. C'est le même calcul qui se reproduit sans cesse, et qui 
donne tour à tour les divers chiffres du quotient, en vertu d'un 
raisonnement qui diffère peu de celui qu'on a fait dans le cas où le 
quotient n'a qu'un seul chiffre. 

Donc . pour faire une division , il faut séparer, vers la gauche du 

dividende, les chiffres nécessaires pour contenir le diviseur, diviser 

cette partie par le diviseur ; le quotient n'aura qu'un seul chiffre, qui 

sera le premier des chiffres à gauche du quotient cherché, et son ordre 

sera le même que celui des unités du dividende partiel. On multipliera 

ce quotient par le diviseur ; on retranchera le produit du dividende 

partiel; à la droite du reste, on descendra le chiffre suivant dans le 

dividende proposé, et on recommencera la même opération, qui don-

éviter de longues tentatives, quand le deuxième chiffre vers la gauche du diviseur sur-
passera 5, on ajoutera i au premier chiffre, pour obtenir le quotient supposé ; mais 
lorsque ensuite on voudra vérifier ce quotient par la multiplication, il faudra rétablir le 
diviseur tel qu'il était. L'erreur, s'il y en a, consiste alors à donner un cliiffre trop faible 
pour quotient ; et cette erreur est manifestée par un reste qui surpasse le diviseur. Dans 
le cas que nous considérons dans cette note, il y a quelquefois de l'avantage à doubler, 
ou tripler,... le dividende et le diviseur, afin d'amener le deuxième chiffre de celui-ci à 
cire 5. Le quotient n'est point altéré par ce calcul (n" i5, i°). 

nera le second chiffre du quotient, de même ordre que le chiffre des-

cendu. On continuera ce calcul jusqu'à ce que tous les chiffres du 

dividende soient épuisés. 

Si l'un des dividendes partiels ne contient pas le diviseur , il ne 
faudra pas oublier de mettre un zéro au quotient ; puis on descendra 
un second chiffre du dividende. 

Au lieu d'écrire chaque produit et de soustraire, il est plus court 
d'effectuer à la fois la multiplication et la soustraction. Par exemple, 
lorsqu'il a fallu multiplier 329 par 5 et ôter de 1916, voici com-
ment on a pu opérer : 5 X 9 = 45 unités, qu'on ne peut ôter des 
6 unités du dividende 1916 ; mais ajoutez 4 dizaines à ce 6, et dites 
46 — 4 5 = 1, que vous poserez sous 6. Comme 1916 aura par la 
été augmenté de 40, pour ne pas altérer la différence cherchée, il 
faudra de même ajouter 40 au nombre à soustraire, c'est-a-d.re 
retenir 4 dizaines, qu'on joindra au produit suivant 2 X 8 = 10 ; 
on a donc 14 à ôter de 1 dizaine ; on dit, de 21 ôtez 14, il reste 7 , 
qu'on écrit sous 1, et on retient les deux dizaines ajoutées ; enfin 
>} x g - j - 2 = 17, 19 — 17 = 2 ; et on a le premier reste271. 

De même, pour ôter de 2718 le produit 829 X 8 , on dira 
8 X 9 = 7 2 ; ajoutant 70 aux unités 8, on a 78 — 72 = 6 , qu'on 
pose aux unités, et on retient 7. Ensuite 2 X 8 + 7 = 2 3 ' ô t e s 

de 1, ou plutôt de 31, il reste 8, qu'on écrit sous 1, 
en retenant 3 ; enfin, 8 X » + * = 2 7 > ° t é s d e 2 7 ' ^ { f j 

il reste 0, qu'il est inutile d'écrire, etc. L'opération " 8 6 7 j b -
prend alors la forme abrégée que nous lui avons 2 09 Reste, 
donnée ic i* . 

• Ce genre de calcul sert aussi à vérifier chaque chiffre du quotient : on fait alors l 'o-
pération ci-dessus, en procédant en sens contraire, c'est-à-dire de gauche à droite ; et s. 
quelque soustraction est impossible, à plus forte raison le sera-t-elte en commençant par 
la droite, puisque les produits à retrancher sont augmentés des retenues. Ainsi, pour 

' 9 ' 6 o n a 12 et il s'agit d'éprouver le 6 qu'on obtient, c'est-à-dire de s'assurer si le 
3a8 ' 3 ' „ „ , . . . 

produit 3a8 X 6 est < .916, cas où le chiffre 6 n'est pas trop fort. Commençons la multi-
plication par les centaines, on dira 3 X 6 = '8 ; de .9 , il reste . , qui, joint au chiffre sui-
vant, 1, donne n dizaines; d'où l'on ne peut ôter le produ.t des dizaines 6 X a ou ia ; 
ainsi le 6 est trop fort, et on doit essayer 5. 

Observons que, dans toute multiplication, chacune des retenues ne peut exceder le 
multiplicateur qu'on éprouve : s'il est 5, il faudrait.que l'autre facteur fût au moms 10, 
pour que le produit surpassât So. Donc, si en faisant l'épreuve, comme on vient de le 
dire on trouve quelqu'un des restes a « moins égal au quotient éprouvé, on est assure 
que, lorsqu'on fera l'opération de droite à gauche, et qu'on arrivera à ce meme reste, ta 
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Voici quelques exemples de division : 

Reste 

72512.146 
5560 1 

558 74 
5 986 

. . . 5 986 

Í 8569 
I 8640 

Reste 

586782.67 
87121 6 

7212 07 
. . 219 98 

99887 
587 

Reste 

82394568708.9 
81K5597669 9 

742480566 0 

8247685671 
99 

Reste 

721.542 
159 3 

22 94 
2 572 

244 

291 
2478 

Resle 

700200 
16521 

2847 451 
. 112 755 

.031 ( 
05 \ 

685679 
1024 

Reste 

.25677.875 
2565 8 
254 67 

25 555 
445 

2568 
9999 

19. Nous ferons observer que, 1° la division est la seule des quatre 
règles qui commence parla gauche. 

2° Lorsqu'on a trouvé combien de fois un dividende partiel con-
tient le diviseur, ce chiffre est toujours précisément celui qu'on 
doit mettre au quotient. Cependant comme pour trouver ce nombre 
de fois, le procédé indiqué, p. 20, consiste à réduire le diviseur à 
son premier chiffre à gauche, il se peut que cette opération donne 
en effet un chiffre trop fort : mais l'erreur est dans ce procédé et 
non dans le principe; car une fois qu'on a obtenu le quotient de 
cette division partielle, on est assuré que ce chiffre est juste celui 
du quotient cherché. 

3° Chaque chiffre qu'on descend en donne un au quotient; l'un 
et l'autre sont de même ordre, en sorte qu'on peut toujours dési-
gner à priori la quantité de chiffres du quotient, et indiquer l'ordre 
de chacun. 

•4° Tout quotient partiel ne peut excéder 9, qui est le plus grand 

a5643 
soustraction sera possible, ainsi que toutes les suivantes. Par exemple , pour , on 3572 

25 
(lira — donne 8, qu'on reconnaîtra être trop fort : il faudra donc éprouver 7 ; ce qu'on 

3 
fera ainsi qu'il suit : 3 X 7 «= 21 ; de 25, il reste 4, qu'on joint au 6 des centaines de 25643 ; 
on a 46 ; puis 7 X 5 = 35 ; 46 — 35 donne un reste 7 ; ainsi 7 est le quotient cherché. 
En général, l'épreuve doit être poussée jusqu'à une soustraction impossible, ou jusqu'à un 
reste au moins égal au chiffre éprouvé. Si le 1 " cas arrive, ce chiffre est trop fort ; dans 
le 2 f , au contraire, il ne l'est pas. Il est rare qu'on soit forcé, pour vérifier un chiffre, de 
pousser le calcul jusqu'aux unités, et le plus souvent, on reconnaît s'il est bon dès la se-
conde soustraction. 

nombre d'un seul chiffre. Ainsi, pour , on dira, il est vrai, en 

17, combien de fois 1? mais, loin de mettre 17 au produit, il ne 
faut éprouver que 9, encore ce chiffre est-il trop fort ici ; le quotient 

n'est que 8 , qu'on aurait obtenu de suite en disant — , au lieu de 

17 
— ; c'est ce que prescrit la note, page 21. 

5° Pour éviter les erreurs , il conviendra de marquer d'un point 
chaque chiffre du dividende , à mesure qu'on l'aura descendu. 

/ 

Décomposition en facteurs premiers. Propriétés des diviseurs 
communs à plusieurs nombres. 

20. On dit qu'un nombre est premier, lorsqu'il n'est exactement 
divisible que par lui-même et l'unité : tels sont 7 , 1 1 , 2 , 1 . Deux 
nombresqui, tels que 21 et 40, n'ont d'autre diviseur commun que 
l 'unité, sont dits premiers entre eux. 

21. Lorsqu'un nombre est divisible par un autre, tous les multiples 

du premier sont aussi divisibles par le second. Si 18 est multiple 
de 2, 3 X 18, qui revient à 18 - j - 18 - j - 18, est divisible par 2, puis-
que chaque partie est multiple de 2. 

22. Supposons qu'après avoir obtenu le produit de 32 par 157 , 
on divise ces trois nombres par un autre quelconque, tel que 9 , 
examinons ce qui arrivera * : 32 étant décomposé en 9 X 3 + 5 , 
si l'on multiplie par 157, la première partie sera un multiple de 9 ; 
et le produit proposé étant divisé par 9, doit donner le même resle 
que 5 X 157. Mais de même 157 se décompose en 9 X l ' - J 1 - 4 ; 
multipliant par 5 et divisant par 9, le reste dont il s'agit est le même 
que celui de 4 X a i n s i reste division d'un P™duit est le 

même que celui que donne le produit des restes des deux facteurs. 

• Si l'on divise deux facteur» entiers F et F' par un nombre quel-
conque n, ils recevront la forme ci-contre, q et q' étant les quotients j, _ q n 

entiers, r et r' les restes. En examinant les termes du produit FF', F'=q'n-\-r' 
011 reconnaît qu'ils contiennent tous le facteur n, rr' excepté. Donc, ppi _ qq' n> - t - q' nr 

FF' et rr' -H qmJ - j - r r ' 
en divisant le produit par n, on voit que — doivent don-

ncr le même reste. 



23. Avant île nous occuper de la recherche des diviseurs des 
nombres, problème d'une grande importance, proposons-nous de 
trouver le plus grand nombre qui puisse diviser exactement deux 
nombres donnés, tels que 312 et 132; c'est ce qu'on appelle leur 
plus grand commun diviseur. 

Observons que si 132 divisait exactement 312, 132 serait le plus 
grand commun diviseur de ces nombres, puisque 132 ne peut être 
divisible par un nombre plus grand que lui-même. On essayera 
donc cette division, 312 ; 132; mais on trouve le quotient 2 , et le 
reste -48, savoir, 

312 = 2 X 132 - f - 48. 

Divisons toute celte équation par un nombre quelconque 3 qui di-
vise exactement 812 et 132; ce nombre 3 divisera aussi 2 X 132 
(n° 21) ; -48 doit donc être aussi divisible par 3 , puisque le quotient 
48 ; 3, ajouté à celui de 2 X '32 , doit donner pour somme le quo-
tient de 312 1 3 , et que ces deux derniers quotients sont entiers. 
Concluons de là que tout diviseur commun à deux nombres divise 

aussi le reste de la division de l'un par Vautre. 

Maintenant, supposons que 12 soit le plus grand diviseur com-
mun ci-dessus cherché, et divisons toute l'équation par 12; nous 
aurons 26 = 2 X 11 + 4. Or les quotients 26 et 11 doivent être 
premiers entre eux , puisque, sans cela, 12 ne serait pas le plus 
grand diviseur de 312 et 132. De même 11 et 4 ne peuvent avoir 
de diviseur commun, puisque ce nombre devrait aussi diviser 26 , 
savoir, 26 et 11, contre ce qu'on vient d e dire. Ainsi 12 est à la fois 
le plus grand diviseur commun de 312 et 132, et aussi de 132 et 48. 
D'où l'on voit que la question se réduit à chercher le plus grand 
diviseur commun de 132 et 48, problème plus simple, puisque 
48 < 312. 

En raisonnant de même sur 48 et 132, on prouvera qu'il faut d i -
viser 182 par 48 ; que si la division se faisait exactement, 48 serait 
le plus grand diviseur commun cherché ; et que, comme on trouve 
36 pour reste, ce diviseur est le même que celui de 48 et 36. 
Divisant 48 par 36, on verra que le plus 
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grand commun diviseur demandé est celui 

1 152 48 I 
1 2 2 1 

>6 I 12 
1 3 

de 36 et 12 (reste de la division de 48 par 36) ; 
enfin, 12 divisant 36 , c'est 12 qui est le plus grand diviseur com-
mun de 812 et 132. On donne au calcul la disposition ci-contre; 

* 

i* 

où chaque reste est écrit à la droite du diviseur, pour qu'il occupe 
la place convenable à la division subséquente. 

Donc, pour trouver le plus grand diviseur commun de deux nom-

bres, divisez l'un par l'autre ; divisez ensuite le diviseur par le reste, 

et continuez de même à prendre chaque reste pour diviseur du reste 

précèdent, jusqu'à ce que vous trouviez un quotient exact ; ce quo-

tient sera le plus grand diviseur commun cherché. 

Voici encore deux opérations de ce genre, l'une pour 2961 et 
7 9 9 ; l'autre pour 115 et 69; les plus grands diviseurs communs 
sont 47 el 23. 

296117991564 
5 I I 

-235 94 | 47 115 I 69 I 46 23 
1 1 

2-4. Remarquez que , 1° les restes étant sans cesse décroissants , 
on doit arriver à un diviseur exact, ne fût-ce que l'unité : quand le 
plus grand commun diviseur est I , les deux nombres proposés 
sont premiers entre eux. C'est ce qui arrive pour 50 et 21. Il est 
fâcheux de ne pouvoir reconnaître ce cas à priori, puisqu'on a fait 
t o u s les f r a i s d ' u n c a l c u l i n u t i l e . v 

2° Le plus grand commun diviseur de deux nombres devant di-
viser tous les restes successifs qu'on trouve dans l'opération , si l'un 
de ces restes est un nombre premier qui ne divise pas le reste pré-
cédent, on est assuré que le calcul doit se terminer par l'unité, 
seul diviseur des nombres proposés. Par exemple, pour 824 et 319 , 
ou arrive au nombre premier 53 qui ne divise pas 133 : il est inu-
tile de pousser [.lus loin le calcul pour conclure que l'unité est le 
seul diviseur commun. 

519 I 186 I i 1 3 3 1 
— 1 h i i * i 

3" Le raisonnement précédent prouve aussi que tout diviseur 
de 312 et 132, tel que 3, divise aussi 48, puis 36 et 12, c'est-à-dire 
tous les restes successifs de l'opération : en sorte que tous les divi-
seurs de 12 doivent aussi diviser 312 et 132, et sont les seuls qui 
jouissent de cette propriété, savoir, 1, 2, 3, 4, 6 et 12. Donc tout 

diviseur de deux nombres divise leur plus grand commun diviseur; et 
pour obtenir tous les facteurs communs à deux nombres, il ne faut que 

chercher les facteurs de leur plus grand commun diviseur. 

4« S i , dans le cours des calculs, on reconnaît qu'un nombre di -
vise deux restes successifs, on supprimera ce facteur dans le divi 



dende et le diviseur, et on continuera l 'opération; lorsqu'on 
aura trouvé le diviseur commun , il faudra le multiplier par le 
facteur supprimé. C'est ainsi que 4830 et 8570 sont multiples 
de 10 ; prenant donc 483 et 357, on fait la division , et on a le reste 
126, qu i , ainsi que 357, est divisible par 3 : ôtant ce facteur 3 , 
on opère sur 119 et 42, dont le commun diviseur est 7 ; ainsi celui 
de 4830 et 3570 est 10 X § X 7 = 210. 

Mais si l'on reconnaît que l'un des restes a un facteur premier 
qui ne divise pas le reste précédent, on peut le supprimer, sans 
que le diviseur commun soit changé. En cherchant ( p . 2 7 ) le plus 
grand commun diviseur de 2961 et 799, on voit que le reste 564 est 
multiple de 12 = 3 X 4 : d'ailleurs le diviseur 799 n'est divisible 
ni par 3, ni par 2 ; supprimant ce facteur 12, 564 est remplacé 
par 47 ; on trouve le quotient exact 17, ainsi 47 est le plus grand 
commun diviseur cherché. Cela résulte de ce qui a été dit (3°). 

25. Si le produit de deux facteurs est divisible par un nombre qui 

soit premier avec l'un d'eux, ce nombre doit diviser l'autre facteur. 

Par exemple, 56 X 45, ou 2520 , est divisible par 15 qui est pre-
mier avec 56 ; j e dis que 15 doit diviser 4 5 ; car 15 divise visible-
ment 15 X 45, et aussi 56 X 45 (par hypothèse) ; d o n c , 15 doit 
diviser le plus grand commun diviseur (24, 3°) qui est 45 , puisque 
56 et 15 n'ont que 1 pour facteur commun. 

1° Deux facteurs moindres qu'un nombre premier ne peuvent don-

ner un produit divisible par ce nombre. 

2° Le produit de deux nombres premiers ne peut admettre d'au-
tres diviseurs que ces mêmes nombres, outre l'unité et le produit 
même. 

3" Plusieurs facteurs 5 X 8 X 9 X H ne peuvent former un 
produit divisible par un nombre premier 3, qu'autant que l'un des 
facteurs au moins est divisible par 3. 

4° Si un produit est divisible par un nombre non premier, il faut 

qu'on retrouve tous les facteurs de ce dernier parmi ceux qui consti-

tuent les nombres multipliés. Ainsi 10 X 70 est divisible par 2 8 , at-
tendu que 2 8 = 2 X 2 X 7 ; que le premier facteur 2 se trouve 
dans I 0 = 2 X o ; et le second 2 , ainsi que 7, dans 7 0 = 2 X 7 X 5 : 
le quotient est 5 X s - Mais si quelqu'un des facteurs du diviseur 
manquait, la division du produit serait impossible exactement. 
D o n c , si plusieurs facteurs sont premiers avec un nombre quelconque, 

le produit l'est aussi ; et si ces facteurs sont premiers entre eux, et 

/ 

qu'un nombre soit divisible par chacun d'eux, il le sera aussi par 
leur produit, et par les produits qu'on forme en combinant ces fac-
teurs 2 à 2 , 3à 3 . . . . 

26. Il n'y a qu'un seul système de facteurs premiers, capable de 

produire un nombre donné. Par exemple, 360 = 23 X X 
peutêtre produit par d'autres facteurs premiers, tels que 7 X 1 1 X 2 ; 
car on aurait 2 ' X ^ X ^ = 7 X H X et il s'ensuivrait que 
le premier membre serait multiple de 7 , contre ce qu'on a vu (4»). 
On ne peut donc admettre pour 360, que les facteurs premiers 2, 3, 
et 5, et il reste à faire voir qu'on ne peut leur donner qu'un sys-
tème d'exposants ; qu'on n'a pas, par exemple, 3 8 0 = 2 X 3 3 X ^ . 
En effet, il en résulterait 2* .3> .5 = 2 . 8 3 . 5 % ou , en supprimant 
les facteurs communs, 2= = 3 X 5, ce qui est absurde (4°). 

Si deux nombres, tels que 7 et 11 , sont prem.ers entre eux, 
deux puissances quelconques de 7 et 11, telles que V et 11'', sont 
aussi premières entre elles; puisque, si elles avaient un facteur 
commun , il le serait aussi de 7 et de 11. 

Soit un cube exact, tel que 8000 = 20* : si l'on décompose 20 
en 4 X 'B, 8000 sera le cube de 4 X 5 ; «nais, comme la multiplica-
tion p e r m e t d'intervertir l'ordre des facteurs, on a 8000 = 43 X B\ 
On voit donc que chaque facteur se trouve élevé au cube. Ou peut 
en dire autant de toute puissance, quels que soient les facteurs. 
Donc , si un nombre est une puissance exacte, en le décomposant en 

facteurs premiers, chacun doit être affecté d'un exposant multiple de la 

puissance. 

27. Pour décomposer un nombre en ses facteurs premiers, on le di-
visera d'abord par 2 , autant de fois successives que cela sera pos-
sible, et le nombre proposé sera le produit d'une puissance de 2 
par un quotient connu, non divisible par 2. On essayera de même 
la division de ce quotient par 3 , autant de fois qu'il se pourra , et 
il sera le produit d'une puissance de 3 par un nouveau quotient 
connu, non d i v i s i b l e par 3. On continuera de même à éprouver si la 
division est possible par tous les nombres premiers consécutifs 
5, 7, 11, 13. . . . Le nombre proposé sera le produit de ces divers 
nombres premiers, chacun élevé à une puissance marquée par le 
nombre des divisions qu'il a effectuées. 

Par exemple, pour 360, on divisera par 2 , puis le quotient 
180 par 2 , enfin 90 par 2 ; connue le troisième quotient 45 n'est 
plus div isible par 2, on a 3 6 0 = 23 X 0 n d i v i s e r a 4 5 P a r 8 > o n 



* Soient « , ,3, • / . . . , les nombres de fois qu'on a pu diviser un nombre JVpar les nom-

res premiers a, b.c....on a N = a X S' X ¿ ' X . . . N n'est divisible (n° 25) que 
par les divers termes du produit 

(i + a + a » . x ( i + é + i » - - H 6 > . . . - 4 - x ( n - c + c + . . . - * - e > ) x 

le nombre des termes du produit, ou la quotité des diviseurs de N, est 

i H- *) (l-h/3) (!-+-•/;.... 

le plus grand commun diviseur est 2 ' X § = 12, comme p. 26. 
28. Il arrive quelquefois que les essais qu'on tente ne réussissent 

point, et qu'on ne trouve aucun diviseur exact, soit du nombre 
proposé, soit de l'un des quotients auxquels on est conduit ; alors ce 
nombre, ou ce quotient, est premier, et on ne peut en opérer l*> 
décomposition en facteurs. Mais on doit remarquer que ces tenta-
tives inutiles de division ne doivent être poussées que jusqu'à la 

racine carrée du nombre qu'on veut diviser. En effet, puisque ce 
nombre est le produit <le sa racine par elle-même, et qu'on ne peut 
faire croître 1' un des facteurs sans que l'autre décroisse, pour que le 
produit reste le même (18), on voit que si ce dividende a l'un de ses 
facteurs plus grand que la racine, l'autre facteur doit être moindre ; 
en sorte qu'un nombre ne peut être divisible par une quantité qui 
surpasse sa racinecarrée, à moins qu'il ne le soit aussi par une quan-

aura 4 5 = 3 , X * > ; d'où 8 6 0 = 2 ? X 3 ' X 5, La dé- „ a 
•. • . . , ooll 2. 210 

composition est ici terminee, parce que 5 est un iso 2 105 
nombre premier. On donne ordinairement au ; 3 5 

calcul la disposition ci-contre, afin de mieux 15 3 
voir la série des facteurs. 5 * 

On trouve de même que 210 = 2 X 3 X S X 7 * ' 
Ce procédé conduit au but par un nombre limité d'essais. On sait 

d'ailleurs que la résolution en facteurs ne peut produire qu'un seul 
résultat (26). 

La table qu'on trouve à la fin de l'Arithmétique peut faciliter 
cette opération. 

Ce procédé donne aussi le plus grand commun diviseur de deux 
nombres ; car en décomposant ces nombres en leurs facteurs pre-
miers, ce diviseur est le produit de tous ceux de ces facteurs qui 
sont communs, chacun avec le plus petit exposant dont il se trouve 
affecté dans l'un et l'autre. Ainsi 

tité moindre que cette racine. Or, quoiqu'on n'ait essayé que des di-
v i s e u r s p r e m i e r s , on est sûr que d'autres nombres non premiers ne 
pourraient diviser ( n - 2 5 , -4°) ; ainsi l'on a par là reconnu qu'il 
n'existe pas de diviseur moindre que la racine du dividende : il n'y 
en a donc pas non plus qui surpasse celte racine. 

Par exemple, 127 n'est divisible ni par 2 , 3 , 5 , 7 , ni 11 , à plus 
forte raison par 4 , 6 , 8, 9 et 10; et comme ] / 127 est entre 11 et 12, 
on est assuré que 127 est un nombre premier. 

1524 est divisible par 3 et 4, et on a 1524 = 2 ' X 3 X 127 : on 
voit ensuite que 5 , 7 , 11, ne divisent pas 127. Sans pousser plus 
loin les tentatives, on reconnaît que 127 est premier, et la décom-
position de 1524 est terminée. 

29. Cherchons maintenant tous les diviseurs d'un nombre donné. 
On le décomposera en facteurs premiers, et l'on sait (n" 27) que si 
l'on affecte quelques-uns de ces facteurs d'un exposant quelconque, 
égal au plus à ceux dont ils sont affectés dans le nombre proposé, 
on aura un diviseur de ce nombre; et qu'il faut effectuer toutes les 
combinaisons p o s s i b l e s de cette espèce pour être assuré de n'avoir 
omis aucun diviseur. Voici un moyen de n'oublier aucune de ces 
combinaisons : reprenons l'équation 360 = 23 X 3 ' X $ , avec V 

on formera la suite 1, 2, 2% 2*; avec 3> on formera 1, 3, 3>; enfin, 
5 donnera 1, 5. D'abord chacun de ces termes est diviseur de 360 : 
en outre si l'on multiplie tous les nombres de la première suite par 
tous ceux de la deuxième, et le résultat par tous ceux de la troi-
sième, on aura visiblement toutes les combinaisons ; on sera donc 
assuré d'avoir tous les diviseurs cherchés, qui sont 

1, 2, 5 , 4, 5, 6 , 8 , 9, 10, 12, 15, 18, 20, 2 i , 50 , 56, 40, 
45, 60, 72, 90 , 120, 180, 560. 

Pour 210 = 2 X 3 X 3 X 1 o n Armera le produit de 1 et 2 , 
par 1 et 3, par 1 et 5, et par 1 et 7 ; et on aura 

1 , 2, 5 , 5, 6 , 7, 10, 14, 15, 21, 50 , 55, 42, 70, 105, 210. 

Pour 675 = 33. 5% formez ( 1 + 3 + 9 + 27 ) X ( 1 + S + 2 5 ) , 
d'où 

1, 5, 5, 9, 15, 25, 27, 45, 75, 135, 225, 675. 

30. Puisque le plus grand commun diviseur de deux nombres 
doit diviser tousles restes donnés par l'opération indiquée, cher-



Ce calcul, auquel nous trouverons par la suite (n° 595) une grande 
utilité, peut ici nous servir à composer deux nombres pour lesquels 
on donne le commun diviseur, le nombre de divisions nécessaires 
pour le trouver, et les quotients successifs. Après avoir écrit ces 
quotients formant la deuxième ligne, on en déduira la troisième 
ligne par le calcul ci-dessus ; enfin, prenant les deux plus grands 
résultats, on les multipliera par le facteur commun proposé. 

Voici encore deux exemples, l'un pour 115 et 6 9 , dont le 
commun diviseur est 23 qu'ils contiennent 5 et 3 fois ; l'autre pour 
3085 et 910, qui contiennent 617 et 182 fois le diviseur 5. 

115 .69,46,25 5085 >910,355(200,155,45.20.5 
I T < T 1 T i 3 I 2 1 1 ' 1 ' 3 < 2 U 

5 3 2 1 617 182 71 40 31 9 4 1 

31. Pour obtenir le plus grand commun diviseur entre les quatre 
nombres 150, 90, -40 et200, on trouvera d'abord celui de 150 et 90, 
qui est 30 ; le nombre cherché est donc déjà un des facteurs de 3 0 ; 
puis on trouvera le plus grand commun diviseur de 30 et 4 0 , qui 
est 10 ; enfin celui de 10 et 2 0 0 , qui est 1 0 , c'est le nombre 
cherché. Les quatre nombres proposés n'ont donc d'autres diviseurs 

52 NOMBRES ENTIERS. 

chons les quotients successifs de ces divisions. Reprenons l'exemple 
de 2961 et 799, p. 27 ;e tcher -
chons combien -47 est contenu 2961 _799 . 564 255 94 47 
de fois dans la série des divi- ¡ 5 1 1 1 2 ) 2 1 2 
seurs. Il est d'abord visible 63 17 12 5 2 l 
qu'il est 1 fois dans -47, et 2 fois 
dans 9-4 ; on posera 1 sous 47 et 2 sous 94. On a 2 3 5 = 2 X 9 - 4 + 4 7 , 

d',,ù + ? = ou 5 , qu'on écrira 
4 7 4 / 4 / 

sous 235. Ce chiffre 5 a été obtenu en multipliant entre eux les deux 
chiffres écrits sous 94, et ajoutant au produit le 1 qui est à droite 
dans la dernière ligne. De même, pour obtenir le quotient de 564 
par 47, on a 564 i = 2 X 235 + 94, d'où — = 2 X 5 + 2 = 1 2 , 

qu'on posera sous 564. On continuera à multiplier entre eux les 
deux chiffres écrits sous 564, et à ajouter le chiffre à droite. 

Voici la série des calculs à partir du chiffre 5 : 
N 

2 x 2 + 1 = 5, 2 X 5 - t - 2 = 12, 
1 X 12 -1- 5 = 17, 5 X 17 M- 12 = 63. 

communs que 1 , 2 , 5 et 10. Ce procédé s'applique à tant de nom-
bres qu'on voudra. 

32. Etant donnés plusieurs nombres, tels que 2, 3, 4, 6, 8 et 12, 
cherchons le plus petit nombre divisible par chacun. Il est d'abord clair 
que, puisque 2, 3, 4 et 6 sont contenus exactement dans 8 ou 12, 
tout nombre divisible par ces deux derniers, le sera nécessairement 
par les autres, auxquels il est par conséquent inutile d'avoir égard. 
En composant un nombre qui renferme tous les facteurs de 8 et 12, 
on est assuré qu'il est divisible par tous les nombres donnés; et si , 
eu outre, il ne contient que les facteurs de 8 et 12, il est le plus pe-
tit dividende demandé. Ainsi, on a 23 X ou 24 , pour le nombre 
cherché. 

On voit donc que , pour obtenir le plus petit nombre divisible 

par des quantités données, après avoir supprimé celles qui divisent 

exactement les autres, on ne s'occupera que de celles-ci, qu'on décom-

posera en leurs facteurs premiers. Le nombre cherché sera formé du 

produit de tous ces facteurs, chacun élevé à la puissance la plus haute 

qui l'affecte dans ces divers résultats. 

De même.pour 2, 3 , 5 , 10, 15, 8, 24, 12 et 6, comme 2, 3, 6, 8 
et 12 divisent 24, et que 5 divise 10, on n'aura égard qu'à 10 , 15 
et 24, ou 2 X 5, 3 X 5 et 23 X 3 ; le plus petit dividende cherché 
est donc 23 X 3 X 5 = 120. 

Des Conditions pour qu'un nombre soit divisible par 
% 5, 5, 7 

33. On dit qu'un nombre est pair, quand il est divisible par 2. 
Soit un nombre quelconque, tel que 476 ; on le décompose en 
dizaines et unités, savoir, 470 + 6 = 47 X 10 + 6 : la première 
partie 47 X 10 est divisible par 2 ; il faut donc que la seconde le 
soit, pour que le nombre proposé soit un multiple de 2, Ainsi, tout 

nombre terminé par un chiffre pair jouit seul de la propriété d'être pair, 

ou divisible par 2. 

En décomposant le nombre en deux parties , dont l'une soit for -
mée des 2, 3 , . . . derniers chiffres, on voit de même que , p o u r qu'il 

soit divisible par 4, il faut que les deux derniers chiffres fassent un 

multiple de 4 ; pour qu'il le soit par 8, que les trois derniers fassent un 

multiple de 8, etc. 
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De même , un nombre n'est multiple de 8 qu'autant qu'il est ter-

miné par 0 ou 5. Il n'est divisible par 10, que lorsqu'il l'est par 2 et 
par 5 , c'est-à-dire lorsqu'il est terminé par un zéro. On trouverait 
aussi les conditions de la divisibilité par 25, 50, etc. 

84. Un nombre, tel que 27542 , revient à 
2 l + ^ . l O - f - S . l O ' - J - : P o u r trouver le reste de la 
division par un autre nombre, tel que 7 , divisons 1, 10, 10% 103 . . . , 
par 7. Le reste de 1 est 1, celui de 10 est 3 ; celui de 100, ou 10% 
est le carré de 8 (toy. n° 22), ou plutôt 9 - 7 = 2. De même celui 
de 10\ ou 10' X 10- e s t 2 X S, ou 6 ; celui de 104 est 6 X 3 = 
o u 18 — 14 = 4, etc. En multipliant chaque reste par 8, et étant 7, 
s'il est possible, on aura donc ainsi les restes successifs 1 , 3 , 2 , 6 , 4 , 5 , 
de là division par 7. des nombres 1, 10, 10% 10\ 104 e t 10>; mais 
arrivé à 10<% le reste est 5 X § = 1S> o u P l u t ô t 15 — 14 = 1. Une 
fois qu'on retrouve le reste 1, c'est une conséquence du calcul même 
qui conduit à ces résultats consécutifs, qu'on les verra se reproduire 
périodiquement, en sorte qu'en poussant indéfiniment les divisions 
par 7 des puissances successives de 10 , on retrouvera toujours ces 
restes dans le même ordre. Les nombres (1, 3, 2, 6, 4, 5) qui se 
reproduisent continuellement, sont ce qu'on nomme la Période. Le 
reste de 10>6 est le même que celui de 1 0 - , de 10'4, 103, 10% en 
étant les multiples de 6 compris dans 26, attendu que la période 
a 6 termes; ce reste est 2. Celui de 10* est le même que pour 10% 
ou 8. , - • i 

On pouvait d'avance être assuré de l'existence de cette penode ; 
car les restes de ces divisions par 7 étant < 7 , il ne doit au plus y 
avoir que ces six restes 1, 2 , 3 , 4, 5, 6, qui viennent seulement 
dans un ordre différent de celui-ci : on est certain de ne pas trouver 
zéro (n° 25), la division ne pouvant être exacte. 11 s'ensmt donc 
qu'on doit , après sis divisions an plus, retomber sur l'un des restes 
obtenus ; alors la période recommence, puisqu'il faut reproduire les 
mêmes multiplications. Or, si 10"» et 10'= donnent le même reste a 
différence 10'» - 10» ou 1 0 - (10« - 1) est multiple de 7 (b- 16) ; 
et comme 10 ,a n'a aucun facteur commun avec 7, il faut (n° 2D , 4°) 
que 1 0 ^ - 1 soit divisible par 7, c'est-à-dire que 10« : 7 donne 1 pour 
reste l " terme de la période. Et puisque tout autre diviseur que , 
qui serait premier avec 10, conduit à la même conséquence, on voit 
que quel que soit le diviseur premier avec 10 de la suite indéfini* 

1 10 10' \0\... les restes successifs formeront toujours uneprriode, 

aont les termes seront en nombre moindre que ce diviseur n'a d'unités; 

la période commence au premier reste un *. 

1° Prenons 9 pour diviseur, le reste de 10 • 9 est 1 ; donc la 
période est le seul chiffre 1 ; c'est-à-dire que toute puissance de 10 , 
divisée par 9, donne le reste 1. On peut en conclure (n° 22) que 20, 
200.. . , divisés par 9, donnent le reste 2 ; que 8 0 , 300 . . . . , don-
nent 3 ; que 40, 400 donnent 4, etc. Or, un nombre tel que 8753 
peut être décomposé en unités, dizaines...., ou 8000-j-700-|-50-j-3 ; 
en divisant par 9 , les restes sont 8 - f - 7 - j - 5 - | - 3 = 2 3 ; ainsi le 

reste de la division d'un nombre par 9 est le même que le reste que don-

nerait la somme de ses chiffres considérés comme exprimant de simples 

unités. Rien n'est donc plus aisé que de trouver le reste de la division 
d'un nombre par 9 : pour 8753, par exemple, ce reste est le même 
que pour 23 , ou 2 3 = 5. Si la somme des chiffres est un multiple 

de 9, le nombre est divisible par 9. 
Lorsque deux nombres sont exprimés par les mêmes chiffres, 

mais dans un ordre différent, ils donnent donc les mêmes restes de 
la division par 9 : leur différence est donc (n° 16) un multiple de 9. 
Ainsi, 74029 — 9742 = 64287 = 9 X 7143. 

2° On verra aisément que ces propriétés appartiennent aussi au 
nombre 3. 

3° Si le diviseur est 7 , la période est 
1, 8, 2, 6, 4 et 5. Soit le dividende 13527542; £ ¡ % 
en le décomposant en 2 -f-i 40 - f - 500 i x a = 2 
-J-7000 ; les restes de ces nombres, d i - o X 5 — 
visés par 7 , sont respectivement les mêmes 6 x 7 = 42 
que ceux de la période, répétés, 2 , 4, 5, 7. . . somme—105 
fois; on écrira en sens inverse les nombres de 15 527 542 
la période sous les chiffres consécutifs de la 51 251 251 
quantité proposée, comme on le voit ci -
contre; on multipliera ensuite chaque chiffre 
par celui qui est au-dessous. La somme 105 
des produits a le même reste de la division 
par 7 , que le nombre proposé divisé par 7 ; 
et comme celui de 105 est 0, l'un et l'autre sont des multiples de 7 . 

1 . 2 = 2 
5 . 4 = 1 2 
2 . 5 = 1 0 1.7 = 
1 . 5 = 5 5 .2 = 
5 . 1 = 5 2.5 = 

" l u 

* Quand la quotité des terme» de la période d'un diviseur premier n'est pas précisé-
ment ce diviseur moins un, elle est partie aliquote de ce nombre. C'est ainsi que, pour i3, 
la période n'a pas 12 termes, mais seulement 6, et6 divise 1a. De même,pour le diviseur 



Observei qu'au lieu d'évaluer les quotients par défaut, on peut 
les prendre par excès; c'est-à-dire qu'il est indifférent de poser 
104 égal à 7 X U 2 8 + 4 , ou à 7 X 1 4 2 9 — 3 . Des nombres l , 3, 
2, 6, 4 et 5, qui forment la période, on peut donc remplacer les 
trois derniers par leur supplément à 7, ou 1, 3 et 2, qui seront les 
restes soustraits des multiples de 7 , c'est-à-dire les restes négatifs 

(n° 4). La période est réduite aux trois nombres 1, 3, 2 ; seulement 
les produits sont tantôt additifs et tantôt soustractifs. Ainsi, l'on 
partagera les nombres en tranches de trois chiffres, et il faudra 
soustraire des autres les produits donnés par les tranches de rangs 
pairs. Le calcul se dispose comme on voit ci-dessus, où la barre est 
placée sur les facteurs dont les produits sont soustractifs. Ici le reste 
de la division de 13527542 par 7 est le même que celui de 30 — 23 
= 7, ou zéro. 

4° De même, pour le diviseur 11 , après avoir trouve que la 
période est 1, 10; on peut remplacer 10 par 1 1 - 1 0 , ou 1, dont 
le produit devra être soustrait, c'est-à-dire que la période est 

" ^ D o n c , si Von ajoute tous les chiffres de rangs impairs d'un nombre 

proposé ' qu'on en retranche la somme des chiffres de rangs pairs, le 

reste sera celui de la division de ce nombre par 11. Pour 732931, on 
a i 9 + 3 = 13, 3 + 2 + 7 = 1 2 , 1 3 - 1 2 , ou 1, est le reste de 
la division de 732 931 par 11. De même, pour 429 180, on aura 
0 J_ 1 + 2 = 3 ; 8 + 9 + 4 = 21, et, comme on ne peut ôter 21 
de 3 il faudra ajouter à 3 un multiple suffisant de 11, tel que 22 ; 
alors'on aura 22 + 3 - 21 = 4, qui est le reste cherché. 63 613 
est un multiple de 11, puisque 3 + 6 + 6 - 1 - 3 = U - 4 - 1 . 

On peut encore opérer ainsi qu'il suit : comme 100 ; 11 donne 1 
pour reste, 100% 1003 . . . . donnent aussi 1 : on décomposera le nombre 

vroposé, tel que 9387928, en tra nches de 2 chiffres à partir 28 

1 la droite,sous la forme 28 X l •+ * » • 10° + 3 8 ' 1 0 ° * " 
+ 9 . l'00\ et divisant chaque partie par 11, le reste sera 
28 + 79 + 38 + 9, ou la somme 154 des nombres qui — 

Imposent les tranches de 2 chiffres; ainsi 9387928 et 154 
ont le même reste de la division par 11. En traitant 154 par le 

„ la période n'a que » termes , et , est facteur de . i - i , ou , o : enfin pour 3 7 la pé-
riode est formée de 3 nombres seulement, et 36 admet .e facteur 3 (va,, les Recker-

ches arilk. deGauss.n» 3ia) . 

même procédé, on a 55 ou 5 X U , pour reste, ou plutôt zéro ; le 
nombre proposé est multiple de 11. 

5° Si le diviseur est 87, comme 1000 = 27 X 87 + 1, les restes 
de la division de 1, 1000 , 10003 , . . . sont donc tous l'unité : pour 
obtenir le reste de la division par 37 d'un nombre pro- g 6 8 

p o s é , tel que 99 | 732 | 458 | 963 , on opérera donc 458 
c o m m e dans l'exemple précédent, mais en formant des 'jjg 

tranches de trois chiffres; ainsi le reste cherché est le 2 2 5 7 

même que pour la somme 2 | 257 de ces tranches, ou 
plutôt pour 257 + 2. On reconnaît que ce dividende est un mul-
tiple de 37. 

6° Pour trouver tous les nombres premiers , moindres qu'une 
limite donnée, on écrira la suite des nombres impairs 3, 5, 7, 9, 
11. . . . jusqu'à cette limite : puis, partant de 8, on supprimera tous 
les nombres de 8 en 8 rangs, qui sont tous des multiples de 8 ; par-
tant de 5, on supprimera tous les termes de 5 en 5 (multiple 
de 5), etc. : on laissera subsister les nombres de départ ; et les 
termes non eflâcés seront tous les nombres premiers demandés *. 

Voyez la table donnée à la fin de l'Arithmétique. 

Preuves des quatre Règles. 

35. Comme on peut commettre des erreurs dans un calcul, il est 
utile de s'assurer de l'exactitude du résultat par une opération qui 
en est la preuve. Pour qu'elle conduise au but qu'on se propose, elle 
doit être plus facile à pratiquer que la règle même, car elle serait 
plus sujette à erreur. Ainsi, quoiqu'on puisse vérifier une multipli-
cation en divisant le produit par l'un des facteurs, et voyant si 
l'autre facteur vient au quotient, on sent que ce procédé est pro-
pre à faire croire que l'erreur serait moins dans la multiplication 
que dans la division. 

1° On vérifie l'addition par l'addition même. Si l'on a fait le calcul 
en opérant de haut en bas, on le recommencera de bas en haut, ou 

* Lorsqu'on divise un nombre impair par 6, le reste ne peut être que J, 3 ou 5, et si ce 
nombre n'est pas multiple de 3, il ne peut donner pour reste que -+- i ou — i (équivalent 
à 5 ) : ainsi tous les nombres non divisibles par a, ni 3, sont compris dans la forme6 z ^ z i , 
i étant un entier quelconque. Tous tes nombres premiers et leurs multiples, excepté ceux 
de t et 3, sont de eette espèce. 



bien on coupera l'addition en plusieurs autres ; ou l'on ajoutera aux 
divers nombres donnés des quantités qu'on ôtera ensuite. 

On peut aussi commencer ce calcul par la colonne de 
l'ordre le plus élevé. Ainsi, dans l'exemple ci-contre, la ? ^ o uiiy 
colonne des mille a 6 pour somme; et comme on en a 469 
trouvé 7, 7 — 6, ou 1, qu'on pose sous le 7 , annonce 1 ''~'J 

qu'on a reporté 1 a cette colonne, et que par conséquent j 230 
celle des centaines a donné, non pas 8 , mais 13. Cette 
colonne ne donne que 11, 13 — 11 = 2 est donc la retenue des 
dizaines, qui ont fourni 25 , etc. ; à la colonne des unités, on doit 
trouver 0 pour différence. 

2° La preuve de la soustraction se fait en ajoutant le reste au 
nombre soustrait; on doit retrouver le plus grand des deux nom-
bres donnés. 

3° Pour la multiplication, on échangera le multiplicateur et le 
multiplicande (n° 11) ; ou bien on multipliera ou 011 divisera les 
facteurs par des nombres arbitraires, et le produit aura éprouvé un 
changement déterminé par ce qu'on a dit n° 13 ; il sera aisé de vé-
rifier si cette condition est remplie. 

4° Si l'on multiplie le quotient par le diviseur, et si l'on ajoute 
le reste, on devra trouver, pour résultat, le dividende (n° 16). Il est 
aisé de vérifier ainsi toute division. On a encore une autre preuve de 
cette règle, en multipliant ou divisant le diviseur et le dividende 
par un même nombre; le quotient doit rester le même (n° 15, 1°). 

S0On pourra aussi vérifier la division et la multiplication, en divi-
sant, par un nombre quelconque, les deux facteurs et le produit, puis 
voyant si le produit des restes des facteurs est égal au reste du 
produit (n° 22) ; comme les restes sont faciles à trouver pour les 
diviseurs 9 et 11 (n° 34 ,1° et 4°), on les préfère ordinairement pour 
cet usage. Nous en donnerons ici un exemple. On a trouvé, page 16, 
que 53 687 X 908 = 4 8 747 796. Pour vérifier ce calcul, ajoutons 
tous les chiffres de ces trois nombres et supprimons 9 chaque fois 
qu'il se rencontre ; les restes seront 2 , 8 et 7. Or, 2 X 8 = 16 , 

16 
et 7 est le reste de — , puisque 6 - { - 1 = 7 ; donc l'opération n'est pas 

J 
fautif; à moins cependant qu'il n'y ait quelque compensation dans 
les erreurs, ou des chiffres déplacés, etc. 

Si l'on veut prendre 11 pour diviseur, il faut retrancher les chif -
fres de rangs pairs de ceux de rangs impairs dans les trois nombres 

(a» 34, 4o ) ; on a 18 - 11 = 7 ; 17 - 0 = 17, ou 6 ; 25 - 27 
L _ 2 ou 9 (supplément de 2 à 11). Pour que la multiphcat.on so.t 
exacte, il faut que 7 X 6 , ou 42, divisé par 11, donne le reste 9 ; ce 

qui a lieu en effet. 
En divisant 700 200 031 par 683 6 7 9 , on a 1024 pour quot.ent, 

et 112 735 pour reste (p. 24) : ajoutons les chiffres qui composent 
ees nombres, pour trouver les restes de leur division par 9 : ces 
restes sont4 pour le dividende, 3 pour le diviseur, 7 pour le quo-
tient , et 1 pour le reste ; le produit 7 X * , «u 2 1 , ajoute a un, 
donne 22, ou 4 : ainsi 4 doit être le reste de la division du dividende 
par 9 ; ce qui se vérifie. On dispose le calcul de ces deux preuves 
comme il suit : 

Mult* 2 ) 4 I Divis^ 21 + 1 ou 4 
[ 16 ou 7 Reste. . . 1 Quoi. 7 

Mullr 8 ) 
Prod. 7 

C H A P I T R E II. 

DES SOMBRES FR ACTIONNAIRES. 

Nature et transformation des Fractions. 

36. Mesurer une chose, c'est donner l'idée précise de sa grandeur, 
en la comparant à celle d'une autre de même espèce, qui est deja 
connue, et qu'on prend pour unité. Si l'unité est contenue un nom-
bre de fois exact, cette quotité est la mesure; sinon, on peut prendre 
une autre unité qui remplisse cette condition ; car sa grandeur est 
absolument arbitraire et indépendante de la chose qu'on veut me-
surer ; en sorte qu'on peut exprimer la grandeur de celle-ci par des 
nombres très-différents, suivant qu'on prend telle ou telle unité. 

Pour acquérir la connaissance préalable de plusieurs grandeurs 
ou unités de chaque espèce , on divise l'unité primitive en portions 
égales, dont le nombre soit tel, que l'une des divisions soit contenue 
exactement dans la chose à mesurer; et c'est cette partie quon 
prend pour nouvelle unité. La mesure est alors ce qu'on appelle 
une Fraction, c'est-à-dire une ou plusieurs parties de l'unité. Lors-



bien on coupera l'addition en plusieurs autres ; ou l'on ajoutera aux 
divers nombres donnés des quantités qu'on ôtera ensuite. 

On peut aussi commencer ce calcul par la colonne de 
l'ordre le plus élevé. Ainsi, dans l'exemple ci-eonlre, la ? ^ o uiiy 
colonne des mille a 6 pour somme; et comme on en a 469 
trouvé 7, 7 — 6, ou 1, qu'on pose sous le 7 , annonce 1 ''~'J 

qu'on a reporté 1 a cette colonne, et que par conséquent j 230 
celle des centaines a donné, non pas 8 , mais 13. Cette 
colonne ne donne que 11, 13 — 11 = 2 est donc la retenue des 
dizaines, qui ont fourni 25 , etc. ; à la colonne des unités, on doit 
trouver 0 pour différence. 

2° La preuve de la soustraction se fait en ajoutant le reste au 
nombre soustrait; on doit retrouver le plus grand des deux nom-
bres donnés. 

3° Pour la multiplication, on échangera le multiplicateur et le 
multiplicande (n° 11) ; ou bien on multipliera ou on divisera les 
facteurs par des nombres arbitraires, et le produit aura éprouvé un 
changement déterminé par ce qu'on a dit n° 18 ; il sera aisé de vé-
rifier si cette condition est remplie. 

4° Si l'on multiplie le quotient par le diviseur, et si l'on ajoute 
le reste, on devra trouver, pour résultat, le dividende (n° 16). Il est 
aisé de vérifier ainsi toute division. On a encore une autre preuve de 
cette règle, en multipliant ou divisant le diviseur et le dividende 
par un même nombre; le quotient doit rester le même (n° 15, 1°). 

S0On pourra aussi vérifier la division et la multiplication, en divi-
sant, par un nombre quelconque, les deux facteurs et le produit, puis 
voyant si le produit des restes des facteurs est égal au reste du 
produit (n° 22) ; comme les restes sont faciles à trouver pour les 
diviseurs 9 et 11 (n° 34 ,1° et 4°), on les préfère ordinairement pour 
cet usage. Nous en donnerons ici un exemple. On a trouvé, page 16, 
que 53 687 X 908 = 4 8 747 796. Pour vérifier ce calcul, ajoutons 
tous les chiffres de ces trois nombres et supprimons 9 chaque fois 
qu'il se rencontre ; les restes seront 2 , 8 et 7. Or, 2 X 8 = 16 , 

16 et 7 est le reste de — , puisque 6 —{— 1 = 7 ; donc l'opération n'est pas 

fautif; à moins cependant qu'il n'y ait quelque compensation dans 
les erreurs, ou des chiffres déplacés, etc. 

Si l'on veut prendre 11 pour diviseur, il faut retrancher les chif -
fres de rangs pairs de ceux de rangs impairs dans les trois nombres 

( n o 34, 4o ) ; on a 18 - 11 = 7 ; 17 - 0 = 17, ou 6 ; 25 - 27 
L _ 2 ou 9 (supplément de 2 à 11). Pour que la multiphcat.on so.t 
exacte, il faut que 7 X 6 , ou 42, divisé par 11, donne le reste 9 ; ce 

qui a lieu en effet. 
En divisant 700 200 031 par 683 6 7 9 , on a 1024 pour quot.ent, 

et 112 735 pour reste (p. 24) : ajoutons les chiffres qui composent 
ces nombres, pour trouver les restes de leur division par 9 : ces 
restes sont4 pour le dividende, 3 pour le diviseur, 7 pour le quo-
tient , et 1 pour le reste ; le produit 7 X * , «u 2 1 , ajoute a un, 
donne 22, ou 4 : ainsi 4 doit être le reste de la division du dividende 
par 9 ; ce qui se vérifie. On dispose le calcul de ces deux preuves 
comme il suit : 

M«U* 2 ) 4 I Divis^ 21 + 1 ou 4 
[ 16 ou 7 Reste. . . 1 Quoi. 7 

Multr 8 ) 
Prod. 7 

C H A P I T R E II. 

DES SOMBRES FR ACTIONNAIRES. 

Nature et transformation des Fractions. 

36. Mesurer une chose, c'est donner l'idée précise de sa grandeur, 
en la comparant à celle d'une autre de même espèce, qui est deja 
connue, et qu'on prend pour unité. Si l'unité est contenue un nom-
bre de fois exact, cette quotité est la mesure; sinon, on peut prendre 
une autre unité qui remplisse cette condition ; car sa grandeur est 
absolument arbitraire et indépendante de la chose qu'on veut me-
surer ; en sorte qu'on peut exprimer la grandeur de celle-ci par des 
nombres très-différents, suivant qu'on prend telle ou telle unité. 

Pour acquérir la connaissance préalable de plusieurs grandeurs 
ou unités de chaque espèce , on divise l'unité primitive en portions 
égales, dont le nombre soit tel, que l'une des divisions soit contenue 
exactement dans la chose à mesurer; et c'est cette partie quon 
prend pour nouvelle unité. La mesure est alors ce qu'on appelle 
une Fraction, c'est-à-dire une ou plusieurs parties de l'unité. Lors-



4 0 NOMBRES FRACTIONNAIRES. 

qu'on dit d'une chose qu'elle est les cinq-septièmes de l'unité, il faut 
entendre qu après avoir partagé l'unité en sept parties égales, cinq 
de ces part.es ont formé un assemblage égal à cette chose. 

11 suit de la que toute fraction doit être énoncée à l'aide de deux 
nombres: l'un, qu'on nomme Dénominateur, marque en combien de 
parties l'unité est divisée; l'autre, qui est le Numérateur, indique 
combien on prend de ces parties : dans cinq septièmes, o est le nu-
mérateur, 7 le dénominateur. On écrit ces deux nombres en les 
séparant d'un trait, le numérateur placé en-dessus, le dénominateur 
en-dessous, f Les fractions i ± ¿, s'énoncent une demie, un tiers, 
un quart. Pour toutes les autres, on lit les deux chiffres, en ajou-
tant la finale ième au dénominateur; f , ± s e lisent S huitièmes, 
/ onzièmes. 

37. Pour multiplier f p a r 7, comme chaque septième pris 7 fois 
donne Iunité, nos f produisent o unités, ou f X 7 = o ; donc 
toute fraction multipliée par son dénominateur produit le numérateur. 

Il suit de là que f est le quotient de o divisé par 7, d'après la dé -
finition (n° S), c'est-à-dire que toute fraction est le quotient de la 

division du numérateur par le dénominateur; et c'est pour cette rai-
son qu'on a écrit de même une fraction et une division. Le quotient 
de 47, divisé par 7 , est donc 6 + f , puisqu'en multipliant cette 
quantité par 7, on a 42 - f S, ou 47. Donc, si au quotient entier d'une 

division, on ajoute une fraction qui ait le reste pour numérateur, et 

le diviseur pour dénominateur, on aura le quotient exact. 

72312146 : 8369 donne 8640 pour quotient, et 3986 pour reste ; 
le quotient exact est donc 8640 4 -

. r 836 a' 
' 1 0 s i , e numérateur et le dénominateur sont égaux, la 

fraction vaut 1 ; ce qui est d'ailleurs visible de soi-même. 

2° Si le numérateur surpasse le dénominateur, la fraction est plus 
grande que l'unité; on l'appelle un Nombre fractionnaire, le mot 
fraction Rappliquant plus ordinairement aux nombres qui s o n t < l . 
On extrait les entiers contenus dans une fraction, en divisant le nu-

mérateur par le dénominateur: f ou 37 divisé par o, est = 7 + f . 
Il est en effet évident que, notre unité étant partagée en 5 parties, 
la fraction contient autant d'unités qu'on prend de fois o parties, 
ou autant que 37 contient 5. 

Réciproquement, pour convertir les entiers en fractions, il faut 

les multiplier par le dénominateur : pour réduire 7 en cinquièmes, on 

FRACTIONS. 41 

multipliera 7 par 5, et on aura 7 de même 8 - f - f = - y - { - j 
.59 

3° Diviser un nombre par 2, 7, 9, 1 1 . . . , c'est en prendre la 
moitié, le 7 e , le 9% le 11 e . . . . 

4° Prendre les f d'un nombre, c'est le couper en 7 parts égales, 
et prendre cinq de ces parts. Il faudra donc diviser ce nombre par 7, 
et multiplier le quotient par 5. De ces deux opérations, on peut 
faire celle qu'on veut la première (p. 17, 4°). Ainsi, les f de 84 sont 

5 fois y - = o X 12 = 6 0 , ou = ; les de 40 valent 

3 X 40 _ , , 8 = 1 0 

38. Lorsqu'on augmente le numérateur seul , la fraction croit , 
parce qu'on prend un plus grand nombre des mêmes parties de 
l'unité. Si l'on augmente le dénominateur sans changer le numéra-
teur, la fraction diminue ; car l'unité étant divisée en plus de parties, 
elles sont plus petites, et on en prend un même nombre. Ainsi, on 
peut, dans certains cas, reconnaître de suite quelle est la plus grande 
de deux fractions : f > y, } > f , 7 > f • 

Il est aisé de voir qu'en doublant les deux termes d'une fraction, 
sa valeur demeure la même ; car si l'on double le dénominateur 7 
d e f , chacune des parties sera partagée en deux, puisque l'unité en 
contiendra 14 au lieu de 7. Pour avoir la même grandeur, il faudra 
donc prendre deux parties au lieu d'une, 4 au lieu de 2 . . . . , enfin, 
10 au lieu de 5 ; et ^ sera = j . En triplant 7 et on aurait de 
même 17 = 7, etc. Donc, la valeur d'une fraction ne change pas lors-

qu'on en multiplie, et par conséquent lorsqu'on en divise les deux termes 
. 1 1 6 9 1 » 3 0 0 , 9 0 9 3 

par un meme nombre : — j = — == Tê, — ïot j — ~rz 4 • 

Nous conclurons de là que, 1° pour amener les fractions f et { à 
être affectées d'un même dénominateur, multiplions les deux ter-
mes 5 et 7 de la première par 4, et les deux termes 3 et 4 de la 

S X 4 3 X 7 seconde par 7 , nous aurons i. ^ , et , ou et 4-j ; il est clair 
» X x ' 

que ce calcul, qui ne change pas la valeur des fractions, leur donne 
le même dénominateur 4 X 7 = 7 X Doiic, on réduira deux 

fractions au même dénominateur, en multipliant les deux termes de 

chacune par le dénominateur de Vautre fraction. Il est donc bien 
facile de distinguer quelle est la plus grande de deux fractions 
données ; par exemple, ~ < f , puisque 77 > 



Le même raisonnement prouve que , si l'on a plus de deux frac-

tions, en multipliant les deux termes de chacune par le produit des 

dénominateurs de toutes les autres, on les réduira au même dénomina-

teur, qui sera le produit de tous ces dénominateurs. Soient f , f et 
on multipliera les deux termes de | par 4 X 7 = 2 8 , c e u x de f par 
3 X 4 = 12, enfin ceux de f par 3 X 7 = 2 1 ; il viendra §-§, I f , et f | ; 
d o ! < c } > i > f . 

La réduction au même numérateur se fait aussi facilement, et 
pourrait également servir à distinguer quelle est la plus grande de 
plusieurs fractions. 

2° On amène aisément toute fraction à recevoir pour dénomina-
teur un nombre donné , qui est un multiple exact de son dénomi-
nateur actuel. Ainsi, -¿rpeut prendre 60 pour dénominateur : car 
60 = 5 fois 12; et en multipliant les deux termes par 5 on a 

Lorsque les dénominateurs ne sont pas premiers entre eux, la 
réduction au même dénominateur peut donc beaucoup se simplifier. 
Pour ^ et -f , on voit de suite qu'en multipliant par 2 les deux ter-
mes de -j, on a qui a même dénominateur que De même , 
f et f , deviennent f et f . Pour £ et f , on multipliera 7 et 12 par 2 , 
puis 5 et 8, par 3, et il viendra ^ et { f . E n général, on cher-
chera (n°32) le plus petit nombre divisible par tous les dénominateurs 

proposés, et on pourra faire servir ce nombre de dénominateur commun. 

Par exemple, soient ^ 7 4 j s — 
Après avoir trouvé que 2-4 est le plus petit 
nombre divisible par 2, 3, -4, 6, 8 et 12, on 
divisera 2-4 par ces divers nombres, et l'on 
aura pour quotients 12 8 6 4 3 2 
Multipliant les deux termes de chaque 
fraction par le quotient qui lui correspond 11 16 L i J L i L — 
on a M M 

La réduction au même dénominateur est ainsi faite sous la forme 
la moins composée. 

3° Toute fraction dont les deux termes contiennent le même fac-
teur, prend une expression plus simple par la suppression de ce fac-
teur, et elle conserve la même valeur. Si l'on amène la fraction à 
ne plus avoir de diviseur commun à ses deux termes, il sera désor-
mais impossible de lui faire prendre une forme plus simple; car si 7 
et 11 étant premiers entre eux, on admettait par exemple , que -f, 
put être réduit à la valeur moins composée f , on aurait, en rédui-

7 X * 3 X 1 1 7 V . 4 — 3 X 1 1 
sant au même d é n o m i n a t e u r — = — A ' 

Ce qui est absurde (»• 25, 4"), puisque 3 X 11 devrait être divisible 

par 7. t - i 
Ainsi,pour réduire une fraction à une valeur égale plus simple et 

irréductible, il suffit de supprimer tous les facteurs communs à ses 

deux termes. 

Pour cela; 011 décompose ces nombres en leurs facteurs pre-
miers (n° 27), et on ne laisse subsister que ceux qui ne sont pas 
communs. 11 est plus simple .de chercher le plus grand commun di-

viseur des deux termes (n° 23), et de diviser ces termes par ce diviseur. 

Ainsi, p o u r ^ f , , on a trouvé (p. 27) que 47 est le plus grand com-
mun diviseur de 799 et 2961 : divisant ces nombres par 47, on a ¿3 
pour la plus simple expression de Nous avons même indiqué 
(n° 80) un procédé facile pour déduire les termes cherchés de la 
série des quotients qui conduisent au commun diviseur. Voici le 
calcul pour les deux f r a c t i o n s e t , qu'on réduit à ¿ V e t , 
les plus grands communs diviseurs étant 27 et 59 ( f . n° 30). 

5 4 2 9 . 8 9 1 , 7 5 8 , 1 8 5 , 8 1 , 5 4 . 8 7 1 0 6 2 , 6 J 9 4 1 5 2 3 6 , 1 7 7 , 5 9 
l - r i T i T ' T i 1 < 1 1 1 ! 1 I 1 I 1 13 

1 2 7 5 3 2 8 5 5 2 1 1 8 1 1 7 4 5 1 

Une fraction peut se mettre sous une infinité de formes , et , sans 
changer de valeur, on peut l'exprimer par des nombres très-diffé-
rents ; mais il est plus aiséde se faire une idée juste de sa grandeur, 
lorsqu'elle est-mise sous la forme la plus simple. 

•4° Lorsque deux fractions sont égales, la fraction qu'on forme avec 

la somme ou la différence des numérateurs et celle des dénominateurs, 

leur est encore égale. En effet , § , car ces fractions équivalent 
à i ; les numérateurs sont des multiplesde 7 , et les dénominateurs, 
les mêmes multiples de 11 : or, il est clair que 35 - f 14 est égale-
ment un multiple de 7, et que 55 - f 22 est le même multiple de 11 ; 
donc f j = t ï -

La soustraction réitérée, terme à terme, simplifie de plus en plus 
la fraction composée, sans changer de valeur: si l'une est irréduc-
tible, les termes de l'autre fraction sont les produits des deux termes 
de la première par un même facteur * . 

• Cherchons les nombres * et y qu'on peut ajouter ou ôter aux deux termes d'une 

fraction ± sans en changer la valeur, ou E " d i s a n t au même dénomma-
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89. Rien n'est plus aisé que d'ajouter ou de soustraire des frac-
tions qui ont mêiue dénominateur; on ajoute ou l'on retranche les 
numérateurs, et le dénominateur reste le même. 
7 I * 9 , .„ 3 . 7 ' 3 ± m . I . _2_ -L. J L i l , 

— | — = 77 0 U 4" j T ï 77 Ta 7 5 I a 1 l u T ^ 

Si les dénominateurs ne sont pas les mêmes, on commencera à 
ramener les. fractions à cet état (n° 88, 1° et 2°). Ainsi, 

i + f ouH + H = + 3 ; 
f + f + f valent { j + g + & W = 2 + "H-

P o u r ! + î + { + 

trouvera 120 pour le plus simple dénominateur (n° 82) : les numé-
rateurs deviendront 60 - L 80 + 72 - j - 84 + 8 8 + 1 0 0 — 4 3 

— 30 — 80 ou 327 : ainsi, le résultat cherché est f ^ ou 2 
Lorsque les fractions sont accompagnées d'entiers, on opère sépa-

rément sur les unes et sur les autres. Pour ajouter 3 - J - j avec 
4 - f | , o n p r e n d i - [ - | = f ou 1 - f f ; 
on pose | et on retient 1, qui, ajouté avec 
8 et 4, donne, pour la somme cherchée, 

De même pour ajouter 11 -J-|, 4 - j - f , 
2 —j— r̂, et 8 —j—-j, on trouve ou 3-j—"-j 23 ^ . . . . 40 
pour somme des fractions; on pose j , et 
on prend 3 - j - 11 - f 4 - j - 2 - f - 3 = 23 ; donc la somme est 2 3 - j - f 

Pour ôter 1 - { - | de 3 -J- f , on ôtç | de f , et 1 de 3 ; on a pour 
reste 2 - f - De 13 - } - ^ si l'on veut ôter 7 - ¡ - c o m m e on ne peut 
ôter | de j , on ajoute 1 à et on cherche 
| — | : on trouve | : puis on ajoute de 
même 1 au nombre 7 à soustraire (p. 10), 
et on dit 13 — 8 = 8 ; ainsi S - j - f est la 
différence cherchée. 

40. Multiplier f par 3, c'est ajouter 3 fois f , ou § -|-f - j - f ; ce qui 

- 1 ï 

(l X 
teur, il vient ay = bx, et divisant par by, — = - : donc, les nombres qu'on peut ajouter 

b y 
ou ôler aux deux termes d'une fraction, sans en changer la valeur, doivent former 
une fraction égale à la proposée. On voit que x ne peut être = y qu'autant que a = b ; 
c'est-à-dire qu'on ne peut ajouter ou ôter le même nombre aux deux termes d'une frac-
tion que lorsqu'elle est = i . 

se réduit à répéter 8 fois le numérateur 2 ; \ X 3 = f • P o " r m u l ~ 
tiplier une fraction par un entier, il faut multiplier le numérateur par 

l'entier; on pourrait aussi diviser le dénominateur, s'il était un mul-
tiple de l'entier; car f X 2 donne 3 * en supprimant le facteur 

2 commun aux deux termes , on a | ; l'opération s'est réduite à di-
viser par.2 le dénominateur de On trouve, de même, 

H X S 6 = ^ X 2 = 2 2 ; i i X l 2 = ^ . 
Réciproquement, pour diviser une fraction par un entier, tl faut 

multiplier le dénominateur, ou diviser le numérateur par cet entier. 

Car, si le numérateur est un multiple du diviseur, comme pour 
: 8, le quotient est visiblement puisque, si l'on multiplie 

par le diviseur 3, on retrouve le dividende. Mais si le numérateur 
n'est pas un multiple du diviseur, comme pour f : 8, on peut aisé-
ment le rendre divisible par 8, en multipliant les deux termes 

r,a r 5 . o u a 6 * 5 , la division par 8 donne donc f 5 , calcul qui a 
1 ' 7 X s 

consisté à multiplier le dénominateur 7 par 8. 
41. Yenons-en aux cas où le multiplicateur et le diviseur sont 

fractionnaires; prenons, par exemple, 3 X i - D'après défini-
tion (n° 3) de la multiplication, on veut donc répeter le multipli-
cande 3, autant de fois que l'indique le nombre d'unités du mul-
tiplicateur f ; mais puisque ce dernier facteur n'est que les -f de 
l'unité, il est clair qu'on ne veut ici prendre que les f de ce que 
donnerait 1 fois 3, savoir les f de 3. Donc , en général, multiplier 

par ~, c'est prendre les\ du multiplicande *. 

Nous avons vu (n° 87, 4») que , pour prendre les f de 3, il faut 
multiplier 2 par 3 et diviser p a r 8 : f X = § X f De même, 
multiplier | par f , c'est prendre les f de i ; il faut donc former 

• Ces considérations équivalent à donner, avec M. Cauchy, cette définition de la mul-
tiplication : multiplier A par B, c ' « < opérer sur le nombre A préasement comme on 
opère sur l'unité pour obtenir le nombre B. Ainsi, 5 est l'un,te ajou.ee c.nq fo.s ; donc, 
pour multiplier 3 par 5, il faut aussiajouter 3 cinq fois, f est l'unité d.v.see en 7 parues 
L i e s , dont on prend l'une cinq fois ; de même, pour multiplier 3 par f , d faut d.v.ser 
3 en 7 parties égales, et répéter 5 fois le résultat le produit est ^ , ou, ce qui rev.en 
au même, les f du nombre 3. C'est ce que M. Lacroix exprime eu d.sant que leprodu 
est composé avec le multiplicande comme te multiplicateur l'est avecCwute.M.» cette 
énonciaion manque de clarté, parce que le mot c ^ é doit y être pr.s a v e c ^ u n i -
fication active ou passive, selon que le multiplicateur est un nombre entier ou une fr«c 
tion. 
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7 parts dans la grandeur f , et en prendre 5 , ou multiplier } par 5 et 
diviser le résultat par 7 : la première de ces opérations donne ^ , 
et la seconde f f . 

D o n c , 1° pour multiplier deux fractions, il faut multiplier terme à 

terme, c'est-à-dire, diviser le produit des numérateurs par celui des 

dénominateurs. 

2° Le produit est plus petit que le multiplicande, quand le multi-
plicateur est une fraction moindre que 1. 

8uOn peut intervertir l'ordre des facteurs, comme dans la multi-
plication des nombres entiers (n° 11). 

4° Lorsqu'il y a des facteurs communs, il convient de les suppri-
mer avant d'effectuer les multiplications ; par exemple, pour avoir 
les f des f des f des f de l'unité, c'est ce qu'on nomme une Fraction 

de fraction, il faut effectuer le produit } X | X I X o u 

a x g X 5 X 4 = 2 = 2 supprimant lesfacteurs 3, 4et 8. 
3 X 4 X 6 X 5 6 3 

5° Le carré, le cube, et en général toute puissance d'une fraction 
se forme en élevant les deux termes à celte puissance : par exemple, 
le carré de \ est 7 X 7 = ? ; , e c u b e e s t ï X î = ^ e l c ' i d o n c ' s i l a 

fraction proposéeest irréductible, la puissance l'est pareillement (n°26) . 
6° Pour multiplier 5348 par f § , on pour-

rait multiplier 5348 par 13, et diviser le pro- Mulldc . . 5348 
duit par 16; mais comme le multiplicande est i . . . 2674 
un nombre assez fort , il est plus court de dé- i • • • 1^37 
composer en parties aliquotes, c'est-à-dire ~ • • » ^ 4 
en fractions qui , réduites, aient 1 au numé- Produit . . 4345 | 
râleur, savoir : 

4 ) = + H = + A -

On prendra donc d'abord la moitié de 5348, 856 
puis le quart, qui est la moitié du résultat ë 
qu'on vient de trouver , puis le seizième 20 . . . . 1068 

* q 7120 
(quart du produit précédent). & . . . . 

On voit ci-contre le produit de 856 par \ 118 i 
t , 1 1 , ' S 3 ' „ . ' 3 • • • ' I 23 f ; où l'on a décomposé £ en f ou , et | 3 ' —8484~^ 

ou f . 

Pour diviser f par f , multipliez les deux termes de { par 5 X 7, 
. 3 3 X 5 X 7 _ § X 7 5 . d j . 

s a v o , r : 4 = 4 X 5 X 7 r x ~ 5 X 7 ' ° r ' r ° U r 

FRACTIONS. 4 7 

par ^ , il suffit de supprimer ici le facteur f ce qui donne pour 

quotient o u f X 4 ainsi, il faut multiplier le dividende 

par la fraction diviseur renversée. 

8 : | = 8 X f = H- = 1 8 T ; T : £ = i X ¥ = H -

Le quotient est d'ailleurs plus grand que le dividende, quand le 
diviseur est moindre que l'unité. 

Si les fractions renferment des facteurs communs, il ne faut pas 
attendre que la multiplication soit effectuée pour les supprimer, 
j ; | est la même chose que 

19 

2 4 = ou T : 

i_8 . 9_ ' V / 
1 9 • 1 ! 1 G ^ 1 1 x 1 

4 l » 
71 57-

7 X 4 
45 X 7 
17 X ! 

45 { 

H i 
315 
45 

42. Lorsqu'il y a des entiers joints aux fractions, on les convertit 

en nombres fractionnaires (n° 87, 2°). Ainsi, 

4 S » X 1 7 f = ^ X ¥ • = " | ^ = 8 0 8 i ; 

Observez qu'il est souvent plus court 
d'exécuter séparément la multiplication 
de chaque partie, et d'ajouter. Pour 
3 \ X 8 , o n multipliera par 8, d'abord 
et ensuite 3 ; on aura f ou 2 , et 24 ; le 
produit est donc 26. L'exemple ci-contre 
montre le développement du calcul de 
4 5 | X 1 7 7 : o n multiplie 45 par 17, { par 

J,5 par j , et 17 par | : la somme de ces résultats est 808 \ , pro-
duit cherché. 

On abrège souvent le calcul en décomposant la fraction qui mul-
tiplie, en ses parties aliquotes, c'est-à-dire en d'autres fractions qui , 
réduites, ont Vunité pour numérateur, et opérantpnur chacun sépa-
rément. Ainsi, pour prendre les £ de 756, on pose 
pour 77, on prend la moitié de 756 qui est 378 ; pour le tiers 
qui est 2 5 2 ; enfin, pour ^ , le quart de 252 qui est 6 3 ; les H-de 
756 sont = 378 - f 252 + 63 = 693. 

Dans la division , on peut chasser le dénominateur du diviseur, 
en multipliant les deux quantités proposées par ce même dénomi-
nateur, ce qui n'altère pas le quotient (n° 15, 1°). Pour diviser 2 ; 

30 
12 {• 

808 { 
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par 8 | je multiplie ces deux nombres par 6 ; j'ai 14 à diviser-
par 23 ou i|. De m ê m e , 1 2 5 } : 18 f = 501 } : 75 = ¡ f r - f ^ 
= 6 + i | | ; l : 2 } = 3 : 7 = f . 

Des Fractions décimales. 

43. L'embarras qu'entraînent , dans les calculs, les deux termes 
des fractions, a inspiré l'idée de fixer d'avance le dénominateur et 
de lesous-entendre, ce qui donne lieu à deux sortes de dispositions, 
les fractions décimales et les nombres complexes ; mais les unes et 
les autres sont assujetties aux règles données précédemment, qui 
seulement deviennent plus simples. Occupons-nous d'abord des 
fractions décimales. 

On a vu (n° 6) qu'un chiffre vaut dix fois moins que s'il occupait 
la place qui est à sa gauche ; si l'on continue la même convention 
à la droite des unités dont le rang sera marqué par une virgule, 
on verra que le premier chiffre après les unités représentera des 
dixièmes, le deuxième des centièmes, le troisième des milliè-
mes ; etc. . . 3,3 désignera 8 entiers et ^ ; 42,05 vaudra 42 et -¡-f̂ - ; 
0 , 4 0 3 = £ + T h r = T7k-

Ainsi, la partie qui suit la virgule est le numérateur, et il est inu-
tile d'écrire le dénominateur, qui est toujours 1 suivi d'autant de 
zéros qu'il y a de chiffres après la virgule. Il est donc bien facile de 
lire une fraction décimale écrite, ou réciproquement d'écrire une 
fraction décimale proposée, puisque l 'énoncé même est le numéra-
teur ou la partie qui suit la virgule, et que le dénominateur est 
marqué par le rang de la dernière décimale, qui indique combien 
on doit écrire de zéros à la droite de 1. Par exemple, 8,700201 = 8 
et700201 millionièmes; parce que 1 étant au sixième rang, le dé-
nominateur est 1000000 : de même 354,0063 = 354 - f 63 dix-
millièmes. Réciproquement, 3 dix-millièmes s'écrit 0,0003, parce 
que dix mille porte 4 zéros, et que la dernière décimale doit être 
au quatrième rang. 

Mille entiers et 4 centièmes = 1000,04. 
18 mille cent-millionièmes = 0 , 0 0 0 1 3 0 0 0 . 

44. On remarquera que, 1° en déplaçant la virgule, suivant 
qu'elle recule vers la droite ou vers la gauche, le nombre est mul-
tiplié'ou divisé par 10 pour un rang, par 100 pour deux rangs, par 
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1000 pour trois rangs, etc., parce que chaque chiffre a pris une place 
qui lui donne une valeur multipliée ou divisée par 10, 100, 1000; 
ainsi, 342,53 est dix fois 34,253. 

2° On peut, sans changer la valeur d'une fraction décimale, 

mettre ou éter un ou plusieurs zéros à sa droite; car on multiplie 
alors les deux termes de la fraction par 10, 100, 1000. 

0,3 = 0,30 = 0,300. . . revient à ^ = = 
3° Deux fractions décimales, formées d'autant de chiffres, ont 

même dénominateur. Pour réduire au même dénominateur, il suffit 
de rendre égal le nombre des chiffres des fractions décimales, en 
ajoutant des zéros à la droite de l'une d'elles. 

4° Pour distinguer la plus grande de deux fractions décimales , 
ce n'est pas le nombre de chiffres qu'il faut consulter, mais la gran-
deurdes chiffres, à partir delà virgule. 0,4 < 0,51, 0,7 > 0,54321; 
parce que 7 > 5 ; 0 , 0 0 4 > 0,00078; 0 , 0 9 < 0 , 1 ; 0,687 > 0,6839. 

45. Voyons maintenant ce que deviennent les règles de l 'ad-
dition, la soustraction..., lorsqu'il s'agit de fractions décimales. 

Pour ajouter ou soustraire, complétez les nombres de décimales 
en ajoutant des zéros à la droite (n° 44, 3°) ; puis faites le calcul à 
l'ordinaire , comme s'il n'y avait pas de vir-

, F - , I . I L 3 . 0 2 4 8 5 2 , 7 9 1 gule, sauf a la placer au même rang dans le 2,70 - 4,00745 
résultat. Observez qu'à proprement parler, 8,00 2,7 

. . . • . . . . 4.69 0,049 
les zéros qu on ajoute sont inutiles, et q u i ! J8 . ̂  4»5<j 54745 
suffit de donner à chaque chiffre la place qui 
convient, eu égard à son rang compté de la virgule. 

Voici quelques exemples de soustraction : 

57,02 4,8274 6,00455 3,842 
48,1 2,0159 0.17 1.004554 

8,92 2,8155 5,85455 2,837446 

46. Pour multiplier les deux quantités 43,7 et 8 ,91, observons 
qu'elles équivalent à ^ e l f f r ' Le produit des numérateurs (n° 41) 

. . • , 437 X 391 doit être divise par celui des denonnnateurs, ou — = 

170867 = 170,867. D o n c , pour obtenir le produit de deux nombres 

1000 ' 1 r 

décimaux, il faut multiplier sans avoir égard à la virgule, et séparer, à 

droite du produit, autant de chiffres décimaux qu'il y en a dans les 

deux facteurs. 

M A T H É X . P O R E S . T . I . "1 



Voici divers autres exemples de multiplication : 

2,4542 
0,0055 

75626 
122710 

0,01300726 

On pourrait exécuter la multiplication en commençant par le 
chiffre de l'ordre le plus élevé ; alors chacun des produits partiels 
devrait être avancé d'un rang vers la droite ; la première ligne serait 
celle qu'on a coutume d'écrire la dernière; l'avant-dernière devien-
drait la deuxième, etc. C'est ce qu'on peut remarquer dans l 'opé-
ration ci-contre ; on a même cet avantage, 
qu'on trouve d'abord les chiffres de plus haute 
valeur et leur ordre, ce qui suffit quelquefois. 
Par exemple, le premier produit ayant donné 
7 chiffres, et les quatre autres multiplicateurs 
partiels exigeant qu'on recule les produits de 
quatre rangs, il y aura en tout 7 —{— -4 chiffres 
au produit. Le nombre 28 qui commence la première ligne est 
donc suivi de 9 chiffres, ou 28 suivi de 9 zéros (voy. p. 16). 

On peut donc arrêter chaque multiplication à tel rang qu'on veut, 
et par conséquent obtenir au produit tant de chiffres qu'on juge 
à p r o p o s . Parexemple, pour obtenir le produit 15,78482X822,1179, 
je déplace les virgules et je fais en sorte que dans l'un des nombres, 
il n'y ait qu'un seul chiffre entier : le produit sera donc 
= 1573,432 X 8,221179, puisque j'aurai déplacé la virgule d'au-
tant de rangs vers la droite dans l 'un, que vers la gauche dans -
l'autre. Je fais d'abord la multiplication par 
l'entier 3 , et la place de la virgule se con-
serve visiblement la même que dans le mul-
tiplicande. Supposons qu'on veuille quatre 
décimales au produit. Je multiplie par le 
2 des dixièmes, et je recule d'un rang à 
droite, ce qui me donne 314,6864. La mul-
tiplication par les 2 des centièmes ne doit, 
commencer qu'au deuxième chiffre, 3 , du 
multiplicande, dont on supprime le dernier chiffre , 2 , à droite, 
en le marquant d'un point. On voit en effet que si l'on voulait con-

3,7 21,32 0,04 
4,12 0 ,100105 0,007 

74 6596 0,00028 
37 2152 

14 8 2 132 
15,244 2,15419596 

934525 
54276 

3. 2805575 
4. . 3758100 
2 . . . 1869050 
7. . . . 6541675 
6 5607150 

32051778900 

1573,432 
5,221179 

4720,296 . . . 5 
514,6864 . . . 2 

31,4686 . . . 2 
1,5734 . . . 1 

1575 . . . 1 
1101 . . . 7 

141 . . . 9 

server le produit en totalité, il faudrait encore le reculer d'un rang 
à droite, et que le produit 4, se trouvant dans la colonne des cin-
quièmes décimales, devrait ensuite être négligé. Le facteur 1 des 
millièmes exige qu'on supprime un second chiffre du multipli-
cande, on n'a donc pas égard au 3, et le multiplicande est 15784 : 
pour le 1 suivant, il est de même 1573. Le facteur 7 donne 1101 ; 
le 9, 141. 

Pour plus d'exactitude, il est convenable d'ajouter au produit du 
premier chiffre les dizaines contenues dans le produit du chiffre 
négligé à droite. Par exemple, pour le facteur 7, le multiplicande 
est réduit à 157; mais à 7 X 7 on doit ajouter 2 , provenant du 
produit supprimé de 7 par 3. De même 9 X 1S est accru de 6, qui 
est la retenue du produit 9 X Dans notre exemple , le produit 
demandé est 5068,306 , ainsi qu'on peut s'en assurer en exécutant 
la multiplication en totalité, et réduisant le résultat aux seuls mil-
lièmes. 

Voici un autre exemple où l'on a multiplié deux nombres de sept 
chiffres décimaux, et où l'on n'a voulu conserver que sept décimales 
au produit. 

17,5243527 
3,5428519 

51,9750581 produit par 3 
8,6621764 5 augmenté de 4 

6929741 4 1 
346487 2 1 
158594 8 2 

5197 3 1 
175 1 0 
156 9 3 

61,5772695 produit 61,377269 

Lorsque les facteurs ne sont qu'approchés, cette règle est surtout 
utile; car le procédé général aurait l'inconvénient d'allonger le 
calcul pour donner au produit plus de chiffres qu'il ne faut, attendu 
qu'on n'y doit conserver au plus que des parties décimales de même 
ordre que dans les deux facteurs *. 

La dernière décimale qu'on obtient par ce procédé est un peu 

* Lorsqu'on multiplie deux nombres a et b, qui ne sont qu'approchés, les erreurs étant 
•r et y, le vrai produit est 

(a -+- x) [b - f - y) = ab - f - bx -+- ay -+- xy; 

négligeons xy qui est une fort petite quantité. L'erreur du produit ab est donc bx-i- ay, 
et s'affaiblit quand l'un des facteurs est approché par défaut et l'autre par excès; c i 

4* 



fautive, à cause de la retenue qui provient des colonnes négligées. 
On remédie à cet inconvénient en calculant une figure décimale, 
outre celles qu'on veut conserver, sauf à la négliger ensuite. 

47. Pour diviser des quantités accompagnées de chiffres déci-
maux , on en complète le nombre ( par des zéros) pour qu'elles en 
aient autant l'une que l'autre, et l'on supprime la virgule; par là le 
quotient reste le même, puisque le dividende et le diviseur sont 
multipliés par la même puissance de 10 (n° l a , 1°). Soit 8,4-47 à 
diviser par 3 ,22 ; j'écris 3,220, et j 'ai 8447 à diviser par 3220 , le 
quotient est 2, et le reste 2007. Ainsi, 

8,447 _ . 2007 . 
= 2 - 4 - : dememe 

3,22 ' 3220 ' 
49.1 49,100 49100 _ , 89-52 

7=7 oul>nn^ = 2 + 2 0 , 0 7 4 — 20,074 20074 1 20074' 

Cette règle se simplifie * lorsque le diviseur n'a pas de fraction», 

a: et y ayant des signes contraires, la somme bx +ay devient une différence. Il convient 
donc de choisir des facteurs a et b qui soient dans ce cas. 

Mais s'il en est autrement, ou si l'on ignore dans quel sens chaque nombre est approché-, 
le terme ay, le plus influent de l 'erreur, s'affaiblit quand y décroît, c 'est-à-dire quand b 
est très-approché. Ainsi l'erreur du produit ab est d'autant moindre que le plus petit 
facteur b est plus approché. 

En général x et y sont toujours \ dans une multiplication de deux fractions déci -
males, parce qu'il faut supposer qu'on a supprimé la virgule pour rendre entiers les fac -
teurs a et b, et que si la première décimale négligée est au moins 5, on a dû augmenter 
de i le chiffre des unités. Faisons donc x = y = \ , la limite de l'erreur est 5 (a -+- b) : 
ainsi il sera facile, dans chaque cas particulier, de distinguer les chiffres du produit afr 
qui sont certains, de ceux qui ne le sont pas. Par exemple, 53, 71 X 1,02 = 54,7842 ; si 
les facteurs nesont qu'approchés,en supprimant la virgule, leur demi-somme ayant4 figu-
res les4 derniers chiffres peuvent être fautifs ; les 4 décimales du produit n'étàient donc 
pas utiles à trouver, puisqu'on est incertain s'ils sont exacts. De là résulte qu'il est avan-
tageux de simplifier le calcul de la multiplication, pourvu qu'on n'altère que ces chiffres 
défectueux, qu'on serait d'ailleurs obligé de rejeter ensuite. Dans l'exemple cité p . 5 i , la 
demi-somme des facteurs a 9 chiffres, et le produit complet 14 décimales; il n'y a donc 
que les 5 premières décimales dont on soit sur : on n'en doit chercher que 6 (ou 7 au plus), 
et en négliger ensuite une. Le produit est 61,377269. 

• La division éprouve une simplification analogue à celle de 
la multiplication : parexemple, 3ÎO,3I 768 à diviser Ç a r 93,4525, { 
si l'on ne veut que 4 chiffres décimaux, après avoir trouvé les 25791 8 î ' 
deux premiers chiffres 3,4 à l'ordinaire, on supprimera le der - | 
nier ch i f f r e5du diviseur; de là lejquotient partiel 2,et l'on aura 
à multiplier 93452 par 2, et à soustraire de 267918; il restera 71013. On supprimera de 
nouveau un chiffre au diviseur, et l'on aura le quotient 7 et le reste 5597, etc. On aura 
soin, chaque fois qu'on négligera un ch i f f re , d'accroître le produit suivant des dizaines 
quedonnerait ce même chiffre. Du reste,les derniers chiffres du quotient sont défectueux. 
Tout cela s'explique facilement. 

car on peut diviser à part les entiers; * - • = 2,3115. S'il y a 

plus de décimales dans le dividende que dans le diviseur, on est 
ramené à ce dernier cas , en déplaçant la virgule d'autant de rangs 
des deux parts, de manière que le diviseur devienne un nombre 

entier; 8,447 : 0,09 = 844,7 : 9 = 93,8 + 

Des Approximations et des Périodes. 

48. L'erreur que l'on commet en négligeant le dernier chiffre 
d'une fraction décimale, est d'autant moindre que cette fraction a 
plus de figures. Ainsi, lorsqu'on prend 0,4, au lieu de 0,43, on fait 
une erreur de 3 centièmes; elle n'est que de 3 millièmes quand on 
pose 0,04, au lieu de 0,043. Lorsqu'on se contente de deux ou trois 
décimales, etqu'on néglige les autres, c'est qu'on suppose qu'il n'en 
résulte que des erreurs trop petites pour mériter qu'on y ait égard; 
il est rare qu'on emploie plus de six ou sept figures décimales. 

Le résultat d'uu calcul étant 4 ,837123, on peut prendre 4 , 8 
ou 4,83, ou 4,837. . . . pour valeur de cette quantité ; et comme elle 
est^> 4,8 et < 4 ,9 , on voit que ces deux expressions sont appro-
chées à moins de l'une par défaut, l'autre par excès. De même, 
4,83 et 4,84 le sont à moins de 7^-, et même on préférera 4 ,84 , 
attendu que le chiffre suivant est 7 , et que 4,84 approche plus 
que 4 ,83. En général, si le premier des chiffres qu'on supprime est 

5 ou plus, on doit augmenter d'une unité le dernier chiffre conservé. 

49. Il arrive souvent que le résultat d'un calcul est une fraction 
irréductible compliquée; on se contente alors d'une approximation 
dont le degré dépend de la nature de la question. Ainsi, au lieu 
de supposons qu'on demande uneautre fraction plus simple, et 
qui en diffère de moins de 11 est clair que si l'on connaissait deux 
fractions, telles que f et f , dont le dénominateur fût 8, et dont les 
numérateurs ne différassent que de 1, elles rempliraient l'une et 
l'autre la condition exigée, si f r é t a i t compris entre elles ; il s'agit 
de trouver ces numérateurs 5 et 6. Multipliant ces trois fractions 
par 8, celles qu'on cherche seront réduites à leurs numérateurs in-
connus dont 1 est la différence, et la proposée, qui devient 8 X T T ? 

o u ¿Ji± t sera encore comprise entre ces numérateurs : mais, en ex-
trayant les entiers, on trouve que V r r e s t e u t r e 3 e t 6 5 c e s o n t d o n c 



les numérateurs demandés. En effet, on vérifie aisément que f 
ne diffère de que de j j ^ , bien moindre que j . De là cette 
règle * : 

Multipliez la fraction proposée par le dénominateur donné; l'entier 

approché du produit (par excès ou par défaut ) est le numérateur de-

mandé. Pour approcher de f j à moins de 77, on multiplie par 11, 
et on a = 6 ou 7 en nombre entier ; donc et ^ sont les frac-
tions cherchées. Pour approcher de -y à moins de on a y = 4 f ; 
or ® à moins de | est entre y et 1 ; donc 4 f et 5 sont les nombres d e -
mandés. 

Appliquons cette règle aux fractions décimales. Proposons-nous 
d'approcher d e | à moins de 77; et multiplions | par 10 , il vien-
dra y , qui est entre 5 et 6 5 donc 0,5 et 0,6 sont les fractions de-
mandées. Pour approchera moins de 0,01 , il faut multiplier par 
100, et on entre 57 et 58 ; donc, 0,57 et 0,58 ne diffèrent pas 
de 0,01 de y. En général, divisez le numérateur par le dénomina-

teur, et ajoutez au reste de chaque division un zéro, jusqu'à ce que 

vous ayez obtenu au quotient un chiffre de l'ordre de l'approximation 

demandée. 

Ainsi -y- soumis à cette méthode d'approximation, donne 8,5 
ou 8 ,57, ou 8,571, ou 8,5714, suivant qu'on veut que la valeur 
soit approchée à moins d e - 7 7 , T T S V - De même, ' " " ? , après 
avoir donné le quotient entier 407 , en continuant la division à 
l'aide d'un zéro placé après chaque reste, donne 407,889. . . . 

50. Lorsque, après avoir ajouté un nombre suffisant de zéros, la 
division amène le reste zéro , la fraction est exprimée exactement 
en décimales. On a exactement { = 0,5, f = 0,75, f = 0,625, 
-ii = 0,65. Il est aisé de prévoir dans quel cas cela arrivera; car la 
division ne pouvant s'effectuer; qu'après avoir multiplié le numéra-
teur par 10, 100, 1000 il faut, si la fraction est irréductible, que 
cette puissance de 10 soit divisible par le dénominateur (n° 25, 4°), 
ce qui suppose qu'il n'a d'autres diviseurs premiers que 2 et 5, et 
que le plus haut exposant de 2 et 5 est la puissance de 10 qu'on e m -

* Pour approcher d'une fraction - - à moins de - ; il faut déterminer x par la condi-

tion que multipliant tout p a r q , il faut que x <C~r<Cx"1- 1 • c'cst"à" 

q 6 q 0 
dire que les numérateurs inconnus de nos fractions sont les quotients entiers x et x - f - 1 r 

par défaut et par excès, de aq divisé par b. 

ploie *. Donc, pour qu'une fraction irréductible puisse être convertie 

exactement en décimales, il est nécessaire et il suffoque le dénomina-

teur ne contienne que des puissances de 2 et de o, quel que soit d'ail-

leurs le numérateur; le nombre de figures décimales est égal a la plus 

haute puissance deîetde 5. Si ce dénominateur est2^ X ^ ou . 0 0 , 
il y a 8 figures ; par exemple, = 0,735. 

51. Dans tout autre cas, une fraction ne peut être expnmeeen 
décimales que par approximation ; mais, comme les restes des dtvt-
sions successives sont nécessairement moindres que le diviseur, et 
que le nombre de ces restes est indéfini, on ne tarde pas a retrouver 
l'un d'entre eux. On a alors une seconde fois le même dividende , 
qui conduit au quotient et au reste subséquent qu'on a obtenus alors, 
et ainsi de suite. On retrouve donc au quotient périodiquement les 
mêmes chiffres dans le même ordre ; et puisque cette période s éta-
blit lorsqu'on retrouve le même reste, et que ces restes sont n.o.n-
dres que le dénominateur, la quotité de restes différents qu on peut 
trouver est au plus ce diviseur moins un ; donc la pénode est com-

posée de moins de chiffres que le dénominateur n'a d unités. Nous 
indiquerons à l'avenir la période, en la plaçant entre deux crochets. 

Par exemple, i = 0 ,666. . . = 0, [ 6 ] ; 0, 27 27 2 / 
= 0 [ S ï 0, [842] . . . y = 0, [571428] . . . f = 0, 83833 
= 0 8[81- — = 0, 58 [3 ] . . . . : la période est tantôt de 1, tantôt 
de 2 , 'de 3... chiffres; là elle ôommence dès la virgule ; ici elle ne 
prend qu'un, deux. . . . rangs au delà. 

52. le dénominateur n'a ni 2 , ni 5 pour fadeur, la période 

commencera dès la virgule. Car en réduisant f en fraction décimale, 
supposons que les restes 5 et 2 , donnant les dividendes oO et 20 
aient pu conduire à deux restes égaux ; la différence 50-20 serait 
divisible par 7 (p. 18 ) , ce qui est impossible, puisque les restes 5 
et 2 sont < 7, et que 7 n'a 2, ni 5 pour facteurs. Ainsi deux restes 
inégaux 5 et 2 ne peuvent donner le même reste, et s. 1 on obtient 
deux restes égaux, les restes précédents l'étaient eux-memes; et 
ainsi en remontant jusqu'au 1er reste 3 **. 

• La forme générale des f r a y o n s réductibles exactement en décimales est le 

„omhredes figures est.e plus grand des deux exposauUmet n ; e t s i l ' u s u r p a s s e faut re 

de la partie décimale est a X 5*, ou a X selon que m est > ou < « ; * > * - » . 

partie décimale est a . 
" Pour réduire une frac.ion ? en décimales, il faut ajouter un zéro près de chaque 



Mais si le dénominateur de la fraction a pour facteurs des puis-

sances de 2 et de S, avec d'autres nombres, la période est précédée d'au-

tant de chiffres qu'il y a d'unités dans l'exposant le plus élevé de 1 et 

de 5. Car soit proposée la fraction comme 140 = 2*. -5 . 7. , 
si l'on multiplie par 100, on a 

, n . 83 S X 83 415 2 
1 0 0 X Ï 4 Ô = - T — = T L = S 9 Ç = 59, [ 285714 ] ; 

cette période commence dès la virgule : donc ; en divisant par 100, 
83 

y^j- = 0,59[285714] , dont la partie périodique est précédée de 

deux figures. 
Supposons qu une fraction , telle que y = 0,[714285], ait à sa 

période le plus grand nombre possible de chiffres, c'est-à-dire 
autant qu'il y a d'unités dans son dénominateur moins 1. On a dû 
obtenir dans les divisions successives tous les restes 1, 2 , 3 . . . . jus -
qu'à 6, mais dans un autre ordre : si donc on veut réduire } en dé-
cimales, il est inutile de recommencer le calcul ; il suffit de le 
reprendre à l'endroit où l'on a obtenu le reste 3 , et de faire com-
mencer la période au terme qu'on a déduit d e - y , qui est 4 ; on a de 
suite } = [428571]. On voit qu'on a seulement rejeté à la fin les 
deux premiers chiffres 71 de la première période. De même, 
^ = 0 ; [052631578947368421] , et pour j } on rejettera les trois 
premiers chiffres 0 ,52à la fin, et l'on aura [631. . .21052] . C'est ce 
qui se voit aisément, en commençant le calcul pour , puisqu'on 
trouve que les premiers chiffres sont 63 . . . 

reste : admettons que 10 D et 10 D' soient deux dividendes partiels conduisant au même 
reste r; les quotients étant q et q\ on a 

10 D = bq - f - r, ioD =bq'+r, 

d'où, retranchant, 

I O ( D - B ' ) = b ( q - q ' ) . 

Or, si b n'a pour facteur ni 2 ni 5, 10 et b sont premiers entre eux ; q — q' est 10, 

puisque chaque quotient partiel n'a qu'un chiffre ; le second membre ne peut donc être 
un multiple de 10, ce qui démontre que cette équation ne peut subsister que par q — q' 
= 0 ; d 'oui) = D1 : c'est-à-dire que le même r ne se reproduit qu'autant que le dividende 
partiel est lui-même revenu ; donc q fait partie de la période , puisqu'elle s'annonce au 
retour de l'un des restes déjà obtenus. Et comme le reste D doit aussi provenir d'un divi-
dende qui a déjà été employé, il s'ensuit qu'il faut remonter au premier dividende 
a, pour trouver l'origine de la période, laquelle commence par conséquent dès la virgule. 

On peut faire la même chose lorsque la fraction proposée n'a pas 
autant de chiffres que d'unités dans le dénominateur moins 1 * , 
pourvu que le numérateur de la deuxième fraction soit un des rentes 
obtenus pour la première. Ainsi ^ = 0 , [ 0 3 7 ] ; pour # on a 0 , [370] ; 
pour on a 0, [703] ; parce que 10 est le premier reste, et 19 le 
deuxième dans la division de 1 par 27. Pour il suffit de doubler 
les quotients et les restes : ainsi, ^ = 0, (074); ^ = 0, (740); $ 
ou plutôt ^ = 0,(407). On obtient de même, en multipliant par 5, 
£ = 0, (188) , î f = 0,(851); $ = 0,(518). 

Voici diverses périodes dans le cas où le numerateur est 1 ; on 
y a inscrit, pour chaque chiffre de la période, le reste qui l'a 
donné, afin d'en pouvoir tirer les périodes, quand le numérateur 
n'est pas 1. 

i = 0 , [3 ] . y = 0 , [ 1 4 2 8 5 7 ] . = 0, [ 0 9 ] 
Reste 1 ' 1 3 2 6 4 5 1 1 0 

^ = 0 , [ 0 7 6 9 2 8 ] , 
Restes. . . . 1 10 9 12 5 4 

J. = 0, [ 0 5 8 8 2 8 5 2 9 4 1 1 7 6 4 7 ] . 
Restes. . . . 1 10 15 14 4 6 9 5 16 7 2 3 13 11 8 12, 

-L = 0 , [ 0 2 7 ] r r = 0 , [ 0 2 4 3 9 ] . 
Restes 1 10 26 1 10 18 16 57 

Réduisons en décimales une fraction dont le numérateur soit 1 , 
et supposons qu'on obtienne un reste égal au dénominateur moins 

m»; par exemple, n , après trois divisions, donne le quotient 0,076 
et le reste 12. Pour continuer l 'opération, il faut réduire en déci-
males ou H _ = l i = 1 _ j l ; il faut donc retrancher 

de 1 la partie ,076 déjà obtenue au quotient,c'est-à-dire prendre 
les compléments de tous ses chiffres à 9 , savoir, 9 2 3 ; en sorte que 
j _ = o , [ 0 7 6 9 2 3 ] . La période est alors accomplie; car puisque 103 

divisé par 13 a donné le reste 12 , en ajoutant 1, 103 + 1 doit 

• On remarque que, lorsque le diviseur est un nombre premier, si la période n'a pas 
autant de chiffres que ce nombre a d'unités moins i, du moins elle en a une quotité, 

qui est facteur (partie atiquole) de cette différence. Ainsi - n'a que 6 chiffres à la 

période; mais 6 est facteur do i 3 - 1 {voy. la note page 35, et VArith. compt. de 

M. Berthevin.) 



NOMBRES FRACTIONNAIRES . 

donner le reste 13, ou plutôt zéro, 1 0 3 - j - 1 
entier : multi-

pliant par Î O ^ - I , on trouve que — = entier, c'est-à-dire 

1 0 6 

q ' i e ~ÏÏT d ° n n e l e r e s t e 1 » l a P é r i o d e a donc 6 termes. 
Ce qu'on vient de dire s'applique toujours au cas où la période 

est composée d'autant de chiffres qu'il y a d'unités dans le déno-
minateur moins un, car on est sûr d'obtenir (dans un ordre diffé-
rent) tous les restes 1, 2, 3, 4 , . . . . et par conséquent le dénomina-
teur moins un : le nombre des divisions qui donnent la période 
est réduit à moitié. Ainsi, pour —, neuf divisions donnent le quo-
tient 0,052631578 et le reste 18 ; prenant donc les compléments 
à 9, on joint à la suite le nombre 947368421, et on a . . . . 
H = 0, [052631578947368421]. Pour £ on a 0,0136 et le 
reste 72, donc f 3 = 0, [01869863]. 

Le procédé suivant permet de prolonger rapidement la partie 
décimale obtenue, par quelques divisions initiales. Pour ^ on 
trouve 0,05263 avec le reste 3 , et il reste à développer ou 
^ X 75 5 o n multipliera donc par 3 le quotient trouvé et on écrira 
ce produit à la suite ; savoir 15789 ; alors le reste est 9, et il faut 
multiplier par 9 le quotient total, ou plutôt par 8 le produit pré-
cédent, et ainsi de suite. On donne au calcul la disposition sui-
vante : 

= 0 , 05263 
15789 

47567 
1 421 01 

4 2 6 5 . . . 

- ' 5 = 0 , (05265 15789 47568 4 2 1 ) 0 5 2 6 3 . . . 

Chaque produit par 3 ajoute cinq figures au résultat, et quand ce 
produit a 6 chiffres, le 6 e s'ajoute aux unités du produit précédent. 
On trouve de même 

^ = 0 , 0 1 4 0 8 4 5 avec le reste 5 
produit par 5 0704225 

5521125 
1 7605625 

8 8 0 2 8 1 2 5 . . . 

- i - = 0 ,0140845 0704225 5521128 7605633 8 0 2 8 1 2 5 . . . 

* 

NOMBRES CONCRETS. »9 

53. Il est facile de remonter d'une fraction décimale à sa généra-
trice. 1° Si cette fraction est finie , comme 0,75, on l'écrira sous la 
forme - f a , qu'il s'agira ensuite de réduire (n° 8 8 , 3°) à la plus 
simple expression 

2° Si la fraction décimale n'est qu'approchée, et qu'on n'en con-
naisse pas la période en totalité, le problème admet une infinité de 
solutions. C'est ainsi que 0 ,75, 0,756, 0,755, 0,7512, etc., répon-
dent aux fractions f , f f|, etc., qu i , réduites en décimales, 
ont 0,75 pour premiers chiffres. 

3° Mais si la période est connue, et qu'elle commence dès la vir-
gule, comme pour 0,666 0 ,2727. . . etc on observera que 
-s. ~è\-> -rf-,,....réduitesen décimales, donnent 0 , [ 1 ] , 0 . [ 01 ] , 0 , [ 001 ] . . . 
On peut d o n c , par exemple, regarder 0,(27) comme le produit par 
27 de 0, [01] ou ¿g ; ainsi 0, [ 27 ] = §1 o u - ^ . De même, 0, [6] est 
le produit par 6 de 0, [ 1 ] ou ¿ : ainsi 0, [6 ] = f ou f Vonc,pour 

remonter d'une fraction décimale périodique à la fraction génératrice, 

il faut diviser la période par le nombre formé d'autant de 9 successifs 

que la période a déchiffrés. 
On trouvera ainsi que 0, [ 3 4 2 ] = f f f = ¿L ; 0, [571428] 

_ 5 7 » 4 ' 9 — i . n rogfiî = — =-A~. 
-7775-5-9 — 7 7 1 L U J U j 9a9 . . . • 

4° Si la période ne commence pas dès la virgule, on transportera 
la virgide à l'origine de la période , et on cherchera la fraction qui 
est égale à toute la partie périodique : réunissant cette fraction à 
l'entier, on en formera une fraction à deux termes dont on multi-
pliera le dénominateur par une puissance de 10 marquée par la 
quotité des figures de la partie non périodique. Ainsi, pour 0,5333. . . 
j e multiplie par 10, et j'ai 5,333. . . = 5 f = ^ ; divisant par 10 , il 
vient 0 ,5333. . . = 7 ! = Pour 0, 88 [ 5 1 8 ] , on prend 88, [513] 
= 88 d i v i s a n t P a r 1 0 0 > o n t r o u v e 0 , 8 8 [ 5 1 3 ] = f f B = = T 7 a -

Des Nombres concrets et complexes. 

54. Jusqu'ici les nombres que nous avons introduits dans nos 
calculs sont abstraits, c'est-à-dire que l'unité n'a pas été définie. 
Mais ces nombres ne peuvent faire acquérir la notion de la gran-
deur des objets que quand l'unité est connue. Par le nombre 2 4 , 
on marque bien que la grandeur à mesurer est formée de 24 lois 
l'unité : mais lorsqu'on dit, par exemple, que le jour est compose 
de 24 heures, on énonce 1° que l'unité de temps est la durée à!une 



heure; 2° que 24 de ces unités durent autant qu 'un jour. Ces sortes 
de nombres, composés d'une'unité particulière, qu'on répète autant 
de fois que l'indique une quantité abstraite, sont ce qu'on nomme 
des Nombres concrets : ce sont de véritables produits, dont le multi-
plicande est l'unité, et le multiplicateur un nombre abstrait: l 'é-
noncé 24 francs revient à 24 fois un franc. 

Nous devons, avant tout, faire connaître les dénominations qui 
servent à désigner les diverses unités. 

1° L'unité de longueur se nomme Mètre; c'est la dix-millionième 
partie de l'arc du méridien de Paris, qui s'étend du pôle à l'équa-
teur. 

2° Un carré dont le côté a dix mètres est l'unité de surface; on le 
nomme Are. 

S0 Le cube qui a pour côté la dixième partie du mètre est l'unité 
de volume ; c'est le Litre. On se sert aussi du mètre cube, ou stère, 

pour mesurer le bois d e chauffage. 
4° Le poids d'un cube d'eau qui a pour côté le centième du mètre 

est l'unité de poids ; c'est le Gramme. Comme le poids d'un volume 
croît avec la densité, il faut ajouter que l'eau doit être pure, et au 
maximum de densité, qui est vers 4 degrés du thermomètre centi-
grade. 

5° L'or et l'argent monnayés doivent contenir d'alliage , c'est-
à-dire être à 0,9 de fin. L'unité monétaire est le Franc, pièce d'argent 
du poids de S grammes. 

Mais ces unités sont, pour divers usages , ou trop grandes , ou 
trop petites : par exemple, la distance de deux villes et l'épaisseur 
d'un livre, exprimées en mètres, seraient d'une part un trop grand 
nombre, et de l'autre une fraction gênante : on a réuni plusieurs 
de nos unités de chaque espèce en une seule pour mesurer les 
grandeurs considérables, et sous-divisé chacune en parties propres 
à mesurer les petites quantités. La longueur de dix mètres forme 
le Décamètre; la capacité de dix litres, le Décalitre; le poids de dix 
grammes, le Dècagramme, etc. La longueur de cent mètres est 
Y Hectomètre; le volume de cent litres, Y Hectolitre ; cent grammes , 
Y Hectogramme ; cent ares, Y Hectare, etc.; mille mètres font le Ki-

lomètre; mille litres, 1 eKilolitre ; mille grammes, le Kilogramme, etc.; 
dix mille mètres valent un Myriamètre, etc. , ces nouvelles unités 
devenantainsi de dix en dix fois plus grandes. 

On partage de même le mètre, le litre,.. . . en dix parties; on 

nomme Décimètre, le dixième du mètre ; Décilitre, le dixième du 
litre ; Décime, le dixième du franc , etc. Chacun de ces dixièmes se 
partage de même en dix ; le Centimètre est le centième du mètre ; 
le Centime, le centième du franc. . . . ; le Millimètre est le millième 
du mètre, etc. 

Ainsi, en se réglant toujours sur l 'ordre décimal, la nomencla-
ture s'est trouvée comprise dans nos six noms d'unités principales, 
devant lesquels on place des additifs empruntés à la langue grecque 
pour désigner des mesures de dix en dix fois plus grandes : déca, 

d ix ; hecto, cent; kilo, mille ; myria, dix mi l le ; et les adjectifs dé-
rivés du latin: dèci, d ix ; centi, cent ; milli, mille, ponr indiqner 
des unités de dix en dix fois plus petites. Par exemple, un kilo-
gramme vaut mille grammes; un centimètre, le centième du 
mètre, etc. De même, 3827,5 grammes valent 3 kilogrammes, 
8 hectogrammes, 2 décagrammes, 7 grammes et 5 décigrammes; 
o u , si l'on veut, 38,275 hectogrammes, ou 3,8275 kilogrammes. 
On énonce ces grandeurs de la manière accoutumée aux fractions 

décimales ; la seconde, par exemple, se lit ainsi : 38 hectogrammes 
e t — ' 

11 s'en faut de beaucoup qu'on ait besoin de toutes les espèces 
d'unités comprises dans cette exposition ; mais on rejette celles qui 
n'ont pas d'usage. Nous dirons donc que le mètre est la dix-millio-

nième partie de l'arc du méridien qui va du pôle à l'équateur ; l'are 

est le décamètre carré ; le litre, un décimètre cube ; le stère, un mètre 

cube ; le gramme est le poids d'un centimètre cube d'eau distillée au 

maximum de densité; le franc est le poids de 5 grammes d'argent 

à±. de fin*. La conception simple et grande qui a donné naissance 
à ce système repose sur cette idée, qu'il faut prendre dans la nature 

* Les pièces d e 5 francs pèsent Î5 grammes; 4 de ces pièces pèsent un hectogramme ; 
loo francs pèsent un demi-kilogramme. On accorde, sur le poids et le titre des pièces de 
5 francs, une tolérance de o,oo3 en plus et en moins. Le kilogramme d'argent pur vaut 
environ 222 francs. Les pièces de 5 francs ont 3 ; millimètres de largeur diamétrale; 27 de 
ces pièces, placées sur une même ligne, bout à bout , donnent la longueur du mètre; 
8 pièces forment à peu près 3 décimètres. 

Les pièces de 4o fr. pèsent 12,90322 grammes ; celles de 20 f r . , 6 , 4 5 i 6 i grammes, ou 
i55 pièces de 20 francs pèsent un kilogramme, valant 3 ioo francs. On accorde une tolé-
rance de o,do2 sur le titre et sur le poids, soit en plus, soit en moins. 34 pièces de 20 f r . 
et 11 de 4o f r . , placées bout à bout sur une ligne, forment la longueur du mètre. Le ki-
logramme d'or pur vaut environ 3444 f f - La valeur de l'or monnayé est i5 fois et demie 
celle de l'argent. 
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un terme invariable, le mètre, et déduire ensuite de cette mesure 
toutes les autres : si quelque catastrophe venait à détruire tous nos 
étalons, ils seraient faciles à retrouver. 

Cet admirable système a rencontré une opposition devant la-
quelle on a cru devoir fléchir ; on permit l'usage des anciens noms : 
ainsi on traduit le mot hectare par arpent, décalitre par velte , 
litre par pinte, hectolitre par septier, décalitre par boisseau, kilo-
gramme par l i vre , etc. Ce ne fut pas une idée heureuse que de 
céder ainsi sur la nomenclature : ce ne sont pas les noms dont 
l'usage est gênant; c'est une habitude, contractée dès l'enfance, qui 
a mis nos besoins en relation avec des mesures qu'il faut changer. 
Ainsi l'on ne remédia qu'à un mal imaginaire, et l'opposition de-
meura dans toute sa force. 

55. Le plus bel éloge qu'on puisse faire des nouvelles mesures 
est l'exposition des anciennes. Nous présentons ici le tableau de 
celles qui etaient en usage a Paris ; car elles changeaient avec les 
provinces, et même avec les villes d'un même État *. 

L'unité de longueur se nommait Toise; elle se divisait en 6 Pieds, 

chacun de 12 Pouces, et chaque pouce de 12 Lignes. 

L'unité de poids était \aLivrefb, partagée en 16 Onces g , chacune 
de 8 Gros ou Dragmes 5, divisés chacun en 72 Grains g , ou en 
3 Scrupules 9 (de 24 grains). La livre était encore partagée en 
2 Marcs, de 8 onces chacun, etc. Le signe $ désigne une demie ; 
ainsi 5 iiQ veut dire 2 gros et demi. 

La livre-monnaie, dite Tournois, était composée de 20 Sous, 

chacun de 12 Deniers. 

L'unité pour peser les diamants était le Karat, poids de 3,876 
grains poids de marc, ou 2 décigrammes ; il se divise en 4 grains **. 

* Ces irrégularités tiennent, soit aux besoins, soit aux usages des pays. Tantôt on préfé-
rait la sous-division par ia, tantôt par 20 : on choisissait des mesures en relation ici avec 
les travaux de l'agriculture, là avec les consommations. Par exemple, le boisseau ras de 
blé en grain pesait 2 0 ; un septier de farine pesait 220 , etc. ; la livre de Lyon avait 
14 onces; ailleurs elle n'en contenait que 12, etc. 

En faisant disparaître toutes ces Variations, le nouveau système a rendu un service in-
contestable aux hommes ; mais il a malheureusement l'inconvénient de ne pas être 
devenu, par l'usage, en relation avec nos besoins. 

" La valeur d'un diamant dépend de son poids, de sa taille, de sa figure, de son eau 
(son éclat et sa transparence)... Pour l'évaluer, d'après la règle de Jefferies, on exprime 
d'abord le prix du poids d'un karat, et l'on multiplie ce prix par le carré du nombre de 
tarais. Par exemple, si le karat vaut 5o francs, un diamant de i33 karats vaut 5 o X (i33)', 
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Le Jour se partage en 24 Heures, l'heure en 60 Minutes', cha-

cune de 60 Secondes ".... 

Les étoffes étaient mesurées avec une longueur nommée Aune 
d'environ 44 pouces (48/">, 9028 = 43/*» 10'', 8333). 

Le Boisseau, capacité de 655,78 pouces cubes, contenait 16 li-
trons (de 40,986 pouces cubes chaque). Le Septier valait 12 bois-
seaux, c'est-à-dire 7869,36 pouces cubes ; la Mine, 6 boisseaux • le 
Minot, 3 ; 1 e Muid, 144, c'est-à-dire 12septiers. 

La Pinte, qu i , selon l'ordonnance des Échevins, devait contenir 
48 pouces cubes, n'en avait réellement que 46,95. La Velte valait 
8 pintes; le Muid 288 ; il se divisait en 2 Feuillettes ou 4 Quartauts. 

Le Tonneau valait 2 muids ou 5 / 6 pintes. A Bordeaux, le tonneau 
contenait 8 muids ou 864 pintes ; la Queue d'Orléans valait 432 
pintes. 

Piécapitulons les mesures ci-dessus énoncées. 

Toise. Pieds. Pouces. Lignes. 
1 = 6 = 7 2 = 8 6 4 

1 = 1 2 = 1 4 4 
1 = 12 

Jour. Heures. Minutes. Secondes 
1 = 2 4 = 1 4 4 0 = 8 6 4 0 0 

1 = 6 0 = 3 6 0 0 
1 = 60 

Livre. Marcs. Onces. Gros. Scrupules. Grains. 
1 = 2 = 16 = 128 = 

1 = 8 = 6 4 = 
1 = 8 = 

1 = 

3 8 4 = 9 2 1 6 
1 9 2 = 4 6 0 8 

2 4 = 5 7 6 

3 = 7 2 
1 = 2 4 

Muid. Septiers. Boisseaux. Litrons, 
X 1 = 1 2 = 1 4 4 = 2 5 0 4 

S 1 = 1 2 = 1 9 2 
1 = 16 

Livre. Sous. Deniers. 
1 = 2 0 = 2 4 0 

1 = 12 

Quant aux rapports entre les anciennes et les nouvelles mesu-
res , voyez à la fin de l'Arithmétique. 

Il nous reste à parler des moyens de faire les quatre règles sur 
des nombres complexes : on nomme ainsi ceux qui sont formés 
d'unités principales et de sous-divisions. Nous n'avons rien à dire 

ou 884 45o francs. Le Pitre, diamant de la couronne, du poids de i36 karats - f u t 
4 

payé 2 millions et demi, ce qui revient & 134 francs le premier karat. Le Sancy, autre 

diamant de la couronne, pèse 53 - karats. Au reste, la règle de Jefferies ne subsiste 

que jusqu'à uncertain poids, passé lequel le diamant n'a qu'un prix d'affection. 



pour les nouvelles mesures q u i , n'admettant que des fractions dé-
cimales, rentrent dans ce qu'on a enseigné (n05 48, 46 et 47). 

86. Pour ajouter ou soustraire les quantités complexes, on écrit, 
au-dessus les unes des autres, les parties qui ont une même déno-
mination, et l'on opère successivement sur chacune, en commen-
çant par les plus petites. Si la somme d'une colonne surpasse le 
nombre d'unités nécessaires pour former une ou plusieurs unités 
de l'ordre supérieur, on les retient, et l'on ne pose que l'excé-
dant. 

Exemples d'addition : 

Toises. Pieds. Pouces. Lignes. Marcs. Onces. Gros. Grains. 

184 3 7 9 } 18 3 6 42 
23 2 8 .11 7 217 7 . . 7 60 

132 5 10 8 s 
6 41 6 8 17 

0 2 7 1 4 8 6 10 

311 2 10 1 7 280 0 1 87 

Livres. Sous. Deniers. Jours. Heures. Minutes. Secondes. 

822 17 8 2 10 42 84 
43 11 7 5 9 17 19 

7- 8 4 0 21 3 48 
18 2 7 8 17 4 1 
43 16 6 

438 16 8 

Dans le premier de ces exemples, la colonne des lignes donne 
28 lignes } , ou 2 pouces 1 ligne } , parce que 12 lignes valent 
1 pouce ; on pose donc seulement 1 } , et l'on reporte 2 à la co -
lonne des pouces, qui donne 34, ou 2 pieds 10 pouces; posez 10 et 
retenez 2 , etc. 

Voici quelques soustractions : 

Livres. Onces. Gros. Grains. Toises. Pieds. Pouces. Lignes. 

32 9 2 44 487 0 0 0 
12 12 8 12 319 4 8 10 

19 12 8 32 167 1 8 2 
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Livres. Sous. Deniers. Jours. Heures. Minutes. Secondes. ' 

349 17 4 17 11 47 5 
127 8 7 13 18 88 40 
222 8 9 3 16 51 28 

On voit qu'après avoir souslrait 12 grains de 44 , on passe aux 
gros ; mais comme 2 — S ne se peut, on ajoute 1 once ou 8 gros, et 
l'on a 10 — 8 = 8 ; p u i s on ajoute pareillement une once aux 12 qu'il 
faut ôter de 9 ; de sorte qu'on dira 9 — 13 ne se peut; ajoutant une 
livre ou 16 onces, on a 28 — 13 = 12 , etc.. . . Cette opération est 
fondée sur le même principe que pour les nombres entiers. 

Descartes, né le 3 avril 1596, est mort le 11 février 1680; 
Pascal, né le 19 juin 1623, est mort le 10 août 1662; Newton, 
né le 15 décembre 1642, est mort le 18 mars 1727. On demande 
la durée de la vie de ces grands géomètres. 

57. Pour la multiplication des nombres complexes, d'après les 
principes donnés (n° 42), on opérera séparément sur les entiers et 
sur les fractions. On remarquera que le multiplicateur doit tou-
jours être un nombre abstrait (n° 84) , destiné à marquer combien 
de fois on répète le multiplicande. Multiplier 12 francs par 3 aunes, 
ce ne peut être répéter 12 francs 3 aunes de fois , mais bien ré-
péter 12 francs autant de fois que l'unité est comprise dans trois 
aunes, c'est-à-diret8 fois. Ainsi, lorsque les deux facteurs parais-
sent concrets, c'est que la question est mal interprétée. Au reste, 
ceci s'éclaircira par la suite. 

11 se présente deux cas, suivant que le multiplicateur est ou n'est 
pas complexe. 

1er CAS. On voudrait savoir le prix de 17 aunes F d'une étoffe qui 
coûte 48 livres 12 sous 6 deniers l 'aune; il est clair qu'il faut ré-
péter ce dernier nombre 17 fois e t } , de sorte que le multiplica-
teur 17 } cesse de représenter des aunes , et devient un nombre 
abstrait (n° 84). On multiplie d'abord 48 livres, puis 12sous, puis 
enfin 6 deniers par 17. Le premier de ces calculs n'offre pas de 
difficultés. Décomposons 12 sous en 10 2 : puisque 1 livre ré-
pétée 17 fois donne 17 livres, 10 sous ou } livre doit donner la 
moitié de 17 livres; 2 sous en donne le dixième , ou le cinquième 
du produit de 10 sous. On a pour 6 deniers le quart du produit 
que donne 2 sous. On prend ensuite les deux tiers du multiplicande, 
et l'on ajoute le tout. 
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Voici l'ordre qu'on suit dans ce calcul : 

45fr 12* 

1 7 T 

? î 5 # ~ i l 7 f o i s 4 5 / / -
4o \ 

8... 10* pour 10i, la moitié de 17ff". 
1... 14 pour 2*, le 10e de l ' i f - , ou le 5° de 8#• 10*. 
0. . . 3 . . . . . . pour le { du produit qu'a donné 2*. 

l a . . . 4. . . 2 pour f , le tiers du multiplicande. 
15... 4 . . . 2 pour f . 

806#" 0J 10A 

Dans ce genre d'opérations tout se réduit à décomposer chaque 
fraction en ses aliquotes, comme n° 42. Ainsi 19 sous ou de livre, 
se décompose en £ = 7 , £ = ± , et £-== § ; il faudrait donc, pour 
19 sous, prendre la 7 , le i et le } de l'entier multiplicateur,consi-
déré comme des livres. On pourrait aussi prendre j f = î , e t 

deux fois = De même, pour ~ on prendra ¿ = f et-g. 
On voit donc que, pour multiplier une fraction complexe , après 

l'avoir exprimée en fractions à deux termes, il faut décomposer son 
numérateur en parties qui divisent le dénominateur ; les fractions 
composantes seront donc réduites à d'autres dont le numérateur 
est 1. Par exemple, pour 10pouces , ou-^° de p ied , on coupera 10 
en 6 + 2 + c e ^ e r a ' e n réduisant, 7 , j et | ; ou bien 
e n .4 - j - 4 - f 2, qui font j , f et f ; ou en 6 8 - f 1 , qui donnent 

i , i e t ï T , etc... 
O b s e r v o n s q u e si l e m u l t i p l i c a t e u r n ' a 

q u ' u n s e u l c h i f f r e , i l e s t p l u s s i m p l e d ' o p é - Liv . One. Gros. Grains, 

r e r c o m m e p o u r l ' a d d i t i o n . D a n s l ' e x e m p l e 7 

c i - c o n t r e , o n d i r a : 7 f o i s 1 8 g r a i n s = 1 2 6 401 ë 5 54 

g r a i n s = 1 g r o s 8 4 g r a i n s . O n p o s e 5 4 et o n 

retient 1. Passant au produit de 4 gros par 7 , on a 4 X ? + 1 
= 29 gros, ou 8 onces 5 gros ; on pose 5 gros et l'on retient 8 on-
ces, etc. 

Pour multiplier 14 s. par 488, il faut prendre les f f ouïes i de 
488 livres ; on a ou 888,1, ou enfin 838 liv. 2 s. Cet exemple 
prouve que , pour multiplier un nombre pair de sous, il faut en 
prendre la moitié, faire le produit de cette moitié, en mettant au rang 

NOMBRES COMPLEXES. 67 

des sous le double des unités de ce produit. Pour 18 s. X 56 , comme 
5 6 X 9 = 504, on a 50 liv. 8 s. ; 80 pièces de 12 s. font 8 X 6 = 48 liv. 

2e CAS. Cherchons la valeur de 36 marcs 6 onces 4 gros d'argent 
à 51 liv. 15 s. 5 den. le marc. On répétera d'abord 51 liv. 15 s. 
5 den. 86 fois ; et ensuite autant de fois que 6 onces 4 gros sont 
contenus dans le marc : le multiplicateur est abstrait et cesse de 
représenter des marcs. Ainsi, on ne multipliera d'abord 51 liv. 15 s. 
5 den. que par 36, ainsi qu'on le voit ci-contre, d'après la règle 
exposée ci-dessus. Il reste ensuite à multiplier par la fraction 
6 onces 4 gros ; en prenant d'abord pour 4 onces la moitié du mul-
tiplicande total 5 l liv. 15 s. 5 den., 
parce que 4 onces équivaut à f , ou 
la moitié d'un marc; pour 2 onces, 
on prend ensuite la moitié de ce 
produit, etc. 

Il arrive souvent que , pour faci-
liter les calculs, on fait nn faux 

produit : par exemple, si l'on avait 
eu 14 s. au lieu de 15 s., il aurait 
fallu de même faire le produit de 
1 s., qu'on aurait effacé après avoir 
trouvé le produit des 5 den. 

Voici deux autres exemples : 

1 2 i t 18* 

51/f 15j 5 A 

42' 5P 4P° 
24 H-

48 
p r 18*. . . 37 16* F 
de l i . . . i M 
Pr . 0 14 

. 0 14 
8 P . . . 6 9 4ch 
2P. . . 4 6 2 f 
4P» . . 0 14 4 1 

5 5 4 13 11^ 

36"' 6° 4e* 
306«" 

153 
Pour 141. . . 2 5 4J 

1*. . . 1 16 
• i à i . . 0 12 

l c\ . . 0 3 1 
4°. . . 25 17 « 7 
2». . . 12 18 1 0 i 4sr . . 8 4 

1905 16 

27if 15* 
9' Sp 111» 

840//" 1* o<*. 

eo
 » 

00
 

17 10 
, pr. de 1P 0 $ / / Î 

pr 4P° 2 1 1 1 1 
4P° 2 1 11 \ 
3P° 1 11 « I 

364 14 
*h 

58. Puisque le quotient, multiplié par le diviseur, produit le 
dividende, la division doit offrir aussi deux cas, suivant que le quo-
tient ou le diviseur représente le multiplicateur, et doit être consi-
déré comme abstrait. 



1er CAS. Si le diviseur est le multiplicateur, le quotient est le mul-
tiplicande et doit être de la même espèce d'unités que le dividende, 
qui représente le produit. 

Lorsque le diviseur n'est pas complexe, 011 opère tour à tour sur 
chaque espèce d'unités du dividende, en commençant par la plus 
grande. Ainsi, pour diviser 23-4 liv. 15 s. 7 den. par -4; on prendra 
le quart de 234 liv., qui est 38 liv., avec le reste 2 liv., qu'on ré-
duira en sous pour les joindre aux l o s . du dividende, 40- j -15 = 55, 
dont le quart est 13 s. avec le reste 3 s. ou 36 den.; 36-{-7 = 43 den. } 

dont le quart est 10 f den., le quo- ^ 
tient est donc 58 liv. 13 s. 10 4 den. 25ff-

5004 
14 

5145 
94 
10 

•120c5S. 
6 

126 
0 

{I 42 
5 # " 124 3<h 

Un ouvrier a reçu 151 liv. 14 s. 
6 den. pour 42 jours de travail ; 
pour savoir ce qu'il gagnait chaque 
j our , on divisera 151 liv. 14 s. 
6 den. par le nombre abstrait 42. 
On voit ci-contre le détail du 
calcul. 

Quand le diviseur n'a qu'un seul chiffre, comme dans le premier 
exemple, au lieu de suivre tous les détails de ce type de calcul, il 
n'est besoin d'écrire que le quotient , attendu que la mémoire 
suffit pour retracer les restes successifs. C'est ainsi qu'on en a usé 
(p. 20), et même dans les exemples de multiplications complexes, 
lorsqu'il a fallu prendre la moitié , le tiers, le quart. . . . 

Si le diviseur est complexe , mais qu'on doive encore le regarder 
comme abstrait, il faut d'abord faire disparaître les fractions qui 
l'affectent : pour cela, on multipliera le dividende et le diviseur 
par le nombre qui exprime combien la plus petite espèce d'unités de 
celui-ci est contenue dans la plus grande. Cette opération n'altérera 
pas le quotient (n° l o , Io) ; et comme chaque espèce d'unités du di-
viseur produira des unités entières, il sera rendu entier. Ainsi, 
42 toises 5 pieds4 pouces ontcoûté 554 liv. 13 s. 11 den. on de-
mande le prix de la toise? 11 faut diviser ce dernier nombre par le 
premier, considéré comme nombre abstrait. Comme 4 pouces, 
ou } de pied, est contenu 18 fois dans la toise, on doit multiplier 
les deux nombres proposés par 18. La question devient : 772 toises 
ont coûté 9984 liv. 10 s. 8 den. ; quel est le prix de la toise? La di-
vision de 9984 liv. 10 s. 8 den. par le nombre abstrait 772 donne 
pour quotient 12 liv. 18 s. 8 den. 

De même, pour diviser 806 liv. 0 s. 10 den. par 17 f , il faut mul-
tiplier par 8 , et l'on a 2418 liv. 2 s. 6 den. à diviser par 53. Si le 
diviseur est 3m 7° 4e*, on multipliera par 16, parce que 4 gros ou la 
moitié de l'once, est contenu 16 fois dans le marc. 

2e CAS. Si le diviseur est le multiplicande, il doit être de la même 
espèce que le dividende ; le quotient est abstrait, et indique com-
bien de fois l'un contient l'autre. On fera disparaître les fractions 
du dividende et du diviseur, ainsi qu'il vient d'être dit , puis on les 
regardera l'un et l'autre comme des nombres abstraits : en effet, 
12 liv. contiennent 3 liv. autant de fois que 12 contient 3. 

Par exemple, pour diviser 364 liv. 14 s. 3 den. par 37 liv. 
15 s. 8 den., on multipliera ces deux nombres par 20 X 12 X 18 
ou 4320, parce que le dix-huitième de denier est contenu 4320 fois 
dans la livre. Il faudra donc diviser 1 575 565 par 163 224, ce qui 
donne 9 Pour faire la preuve par la multiplication, p. 67 , 
il faut évaluer la fraction \Hlll en parties de la toise, comme on va 
le dire. 

Combien de fois 143 liv. 17 s. 6 den. contient-il 11 liv.? Il faut 
multiplier par 40, et diviser entre eux les produits 5755 et 440; on 
trouve 13 fois et 

59. Les fractions à deux termes, les décimales et les complexes 
sont les trois sortes de fractions en usage. Nous savons déjà con-
vertir les deux premières l'une en l'autre (p. 54 et 59) ; voyons à les 
changer en la troisième, et réciproquement. 

On réduit une fraction en nombre complexe, en divisant le nu-
mérateur par le dénominateur. Ainsi, pour avoir les f de la livre, 
on divisera 5 livres par 7, et l'on aura 14 sous 3 deniers f . 

Réciproquement, pour convertir un nombre complexe en frac-
tion à deux termes, il faut le réduire à sa plus petite espèce. Ainsi, 
14 s. 3 den. f vaut 171 den. - , 0 1 1 d e den. : comme la livre 
vaut 240 den., on divisera par 240, et l'on aura o u f de liv. 

Pour évaluer en sous et deniers la fraction 0,715 liv., il faut 
multiplier par 2 0 , et l'on a 14,3 s. ; de même, multipliant 0.3 s. 
par 12, on a 3,6 den.; donc 0ff", 715 = 14 i 3<\ 6. 

On réduit une fraction complexe en décimales, en la conver-
tissant d'abord en fraction à deux termes, puis celle-ci en déci-
males (n° 50). 



CHAPITRE III. 

PUISSANCES ET RACINES. 

Formation des Puissances. 

60.En multipliant un nombre par lui-même, l 2, 3 , . . . . fois suc-
cessives, on en obtient les puissances 2, 3, -4,.,.. comme on le voit 
dans le tableau ci-contre. 

Ire 2o 3e 4c 5e 6e 7e 8e • 9e | 

2 4 S 16 32 64 128 256 512 | 
5 9 27 81 2 4 3 ' 729 2187 6561 19683 

1 4 10 61 256 1021 4096 16384 65536 262144 
5 25 125 625 3125 15625 78125 390625 1953125 
6 36 216 1296 7776 46656 279936 1679616 10077696 
7 49 343 2401 16807 117619 823543 5764801 40353607 
8 64 512 4096 32768 262144 2097152 16777216 134217728 
9 81 729 6561 59049 531441 4782969 4304672Z 387420489 

Le carré (n° 41, 5°) de f est f X f = T?i le cube est . . . 
Lorsqu'on veut former une puissance é levée , on peut éviter de 

passer successivement du carré au cube, du cube à la quatrième 
puissance.... Soit demandé 3 " ; comme il s'agit de rendre 3 onze 
fois facteur, j e décompose 11 e n 3 - f 4 - ] - 4 ; il v i e n t 3 » = 3 3 X 3 4 X 8 4 -
On voit donc qu'il faut décomposer la puissance proposée en d'autres 

dont elle soit la somme, et multiplier ces résultats entre eux ; en sorte 
que, dans la multiplication, les exposants s'ajoutent. Ici, 33 = 27 , 
34 = 8 1 ; en multipliant, on a 3' = 2187 ; multipliant de nouveau 
par 81, on trouve 3 I l = 177 147. 

Observez que 34 X 34 n'est autre chose que le carré de 3*, ou 
81* = 6561; ainsi, multipliant (34)», o u 6361 par 33 = 2 7 , on 
obtient de même 3 " . La puissance 12 est 84 X 3 4 X 34 = le cube 
de 34 OU (34)3 ; on trouve 3'2 = 813 = 531 441 ; divisant par 3 , 
il vient 3 " = 177 147. En général, décomposez la puissance proposée 

en deux facteurs, formez la puissance indiquée par l'un, et élevez le 

résultat à la puissance marquée par l'autre; ou autrement, pour 

élever à une puissance, multipliez l'exposant par le degré de la puis-

sance (vog. n° 124). Par exemple, pour 5r?, faisons ~ X S'8. O r , 

18 = 2 X ^ X 8 ; S'8 = 3J"3 '3 : o n ^ e r a <*onc c a r r ® o n 

l'élèvera au cube, puis le résultat encore au cube, et l'on aura la 
dix-huitième puissance ; après quoi on divisera par 5 pour avoir la 
dix-septième. Voici le calcul : 5 ' = 25 , 233 = 5« = 15 625, dont 
le cube est S ' 8 = 3 814 697265625 ; enfin 8'7 = 762939453125. 
On remarquera avec quelle rapidité les puissances croissent. La 
soixante-quatrième de 2 est 18 446744 073709 551 616. 

Extraction des Racines carrées. 
jk. 

61 Le carré d'un nombre de 2 chiffres, tel que 35, se forme par 
la multiplication de 35 par 35, opération qui exige quatre produits 
partiels; 1" 5 X ou le carré des unités ; 2» 30 X S, ou le produit 
des dizaines par les unités ; 3° une seconde fois 3 0 X 3 ; 4° 3 0 X 3 0 , 
ou le carré des dizaines. Donc le carré d'un nombre de 2 chiffres est 
formé du carré des dizaines, deux fois le produit des dizaines par 

les unités, plus enfin le carré desunités. Ainsi, 
35* = 900 - f 300 - f 25 = 1225. 

Pour multiplier 7 + 8 par 7 + 5 , on multiplie 7 et 5 d'abord 
par 7, puis par 5, et l'on ajoute; ce qui donne 7 ' + . 7 X S d 

part et 7 X 5 + 3 ' de l'autre. Donc 12' est = 49 + 23 + 2 X 38 
= 144. Donc, pourfaire le carré de 7 + 5, il ne suffit pas de carrer 
7 et 5 , il faut encore ajouter le double du produit de 7 par 5. Le 

carré d'un nombre composé de deux parties se forme des carrés de cha-

cune, augmentés dudouble de leur produit {coy. n" 97, 1°). 
62. Les carrés de 10, 100, 1000. . . . sont 100, 10000, 1000 000 

ou 1 suivi de deux fois autant de zéros qu'il y en a à la racine : a i n s i , 

tout nombre d'un seul chiffre, ou compris entre 1 et J0, a son carré 
entre 1 et 100, c'est-à-dire composé de 1 ou 2 chiffres : dememe, 
tout nombre de 2 chiffres en a 3 ou 4 à son carré, etc.En général, 
lecarré a le double, ou le double moins 1 , des chiffres de la racine (p. 16.) 

Procédons au calcul de l'extraction des racines carrées. Celles 
des nombres de 1 ou 2 chiffres sont compris dans les tables n0 ' 14 
et 60 : quant aux autres, il faut distinguer deux cas. 

1er CAS. Si le nombre proposé, tel que 784, a 3 ou 4 chiffres, sa 
racine en a deux; et 784 est composé du carré des dizaines de la 
racine, de celui des unités, et du double du produit des dizaines 
par les'unités. Or, la première de ces parties se forme en ajoutant 
deux zéros au carré du chiffre des dizaines („• 13, 3») ; d'où il suit 



que ce carré n'entre dans l'addition de ces trois parties qu'au rang des 
centaines. En séparant les deux chiffres 84 , on voit que 7 contientle 
carré du chiffre des dizaines, considérées comme des unités simples, 
et en outre les centaines produites par les autres parties du carré. 

On prendra la racine du plus grand carré 4 contenu dans 7 , elle 
sera le chiffre des dizaines cherché: car 7 étant compris entre les 
carrés de 2 et de 3, le nombre proposé 784 l'est entre 201 et 302-
ainsi,la racine estentre 20 et 80, et l'on a 2 pour le chiffre des dizaines! 

En retranchant 4 de 7 , le reste 3 est la retenue ; ainsi 384 est 
composé du carré des unités, plus du double des dizaines multiplié 
par les unités. 

On forme le produit du double des dizaines par les unités, en 
multipliant le double du chiffre des dizaines par les unités, et met-
tant un zéro à droite. Ainsi, dans l'addition , ce produit est compris 
au rang des dizaines, et contenu par conséquent dans 38, en sépa-
rant de 884 le chiffre -4 des unités : 38 contient en outre les dizaines 
produites par le carré des unités, et celles qui proviennent de ce 
que 784 peut n'être pas un carré exact. Si ces dizaines étaient con-
nues, en les ôtant de 38, le reste serait le double produit dont il est 
ici question ; donc, en le divisant par 4, double du chiffre des di -
zaines, le quotient serait les unités. Divisons donc 30 par 4, le divi-
dende sera plus grand que celui qu'on doit employer, et le quotient 

pourra être trop grand; mais il sera facile de le rectifier. 
Car si le quotient j , o u 9 en nombre 

entier, représente en effet les imités, en 
plaçant 9 à coté du double 4 du chiffre 
des dizaines, 49 sera le double des dizai-
nes ajouté aux unités; et 49 X 9 sera le 
double du produit des dizaines parles uni-
tés, plus le carré des unités. Or, 49 X 9 
= 441 > 384; donc 9 est trop grand. 
On éprouvera le chiffre 8 de la même ma-
nière ; et , comme 48 X 8 = 384 ; qui, re -
tranché du reste, donne 0, on voit que 784 
est le carré exact de 28. On a mis ici le 
type du calcul, ainsi que celui de j / 2735 
qui est 52, avec le reste 81 , de sorte que 52 est la racine du plus 
grand carré contenu dans 2735, c'est-à-dire celle de 2735 — 31 ; 
ou 2704. On trouve ainsi j / 121 = 11. 

7 . 8 4 
5 8 . 4 
5 8 4 

2 8 7 . 8 4 
5 8 . 4 
5 8 4 

4 9 4 8 

9 8 
0 4 4 1 5 8 4 

2 7 . 5 5 
2 5 . 5 
2 0 4 

5 2 

1 0 2 
2 

3 1 
2 0 4 

1 . 2 1 

2 . 1 

2 1 

A 

1 1 1 . 2 1 

2 . 1 

2 1 

A 

2 1 
1 

27 .3 5 .2 9 
2 3 5 
2 0 4 

523 27 .3 5 .2 9 
2 3 5 
2 0 4 

102 1043 
2 3 

5 1 2 .9 
• 3 1 2 9 

204 3129 

0 

204 3129 

2' CAS. On raisonnera de même si le carré a plus de quatre chif-
f r e s ; car alors, bien que la racine en ait plus de deux, on peut e n -
core la regarder comme composée de dizaines et d'unités ; par 
exemple, 523 a 52 dizaines et 3 unités. 

Ainsi, pour 273529 , on verra, par la 
même raison, que le carré des dizaines, 
considérées comme simples unités, est con-
tenu dans 2785 (en séparant les deux chif-
fres à droite, 29) , et que la racine du plus 
grand carré contenu dans 2735 donne les 
dizaines. On a trouvé ci-dessus 52 pour cette racine, et31 pourreste; 
de sorte que descendant 29 à côté do 31, 3129 est le double pro-
duit des dizaines 52 par les unités inconnues, plus le carré de ces 
unités ; supprimant le chiffre 9 , on divisera 812 par 104, double 
des dizaines 52 ; on aura le quotient 3, qui est les unités de la ra-
cine, ou un nombre plus grand. 

Enfin , plaçant ce quotient à droite de 104, et multipliant 1043 
par 3, on retranchera le produit 8129 du reste 3129; ainsi 523 est 
exactement la racine cherchée. 

Ce raisonnement s'applique à tout nombre; on voit qu'il faut le 
partager en tranches de deux chiffres, en commençant par la droite, 
ce qui ne laissera qu'un seul chiffre dans la dernière tranche, lors-
que le nombre des chiffres sera impair. Chaque tranche donne un 
chiffre à la racine, en opérant sur chacune comme il vient d'être dit. 
H est donc bien facile de juger à priori du nombre de chiffres de la 
racine d'un nombre donné. Quand cette racine n'est pas exacte, le 
calcul conduit à un reste; nous allons montrer l'usage de ce reste 
pour approcher de la racine. 

Observez aussi qu'il est inutile d'écrire les divers produits à sous-
traire, et qu'on peut, comme pour la division (p. 23) faire à là fois 
chaque multiplication et la soustraction. 

11 .1 1 .0 8 .8 8 .8 9 
2 1 .1 
1 8 9 

iTb.8 
1 9 8 9 

" 2 1 9 8 .8 
1 9 9 8 9 

35 555 

65 663 
5 5 

TS9~ 1989 

6 665 66 663 
3 

Reste 
1 9 9 9 8 .9 19 989 199 989 

. . . 0 ~ 

54 .0 0 .0 0.0 0 
5 0 .0 

7 1 0.0 
1 2 4 4 0 .0 

Reste . . . .6 8 9 6 

7348 

1 4 5 X 5 
1 4 6 4 x 4 
1 4 6 8 8 X 8 
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On peut aussi s'exercer sur les exemples suivants : 

\/ 7 283 291 = 2 6 9 8 , reste 4087; et j / 8 1 7 9 089 = 1 7 8 3 . 

63. On appelle Commcnsurahles ou Rationnels les nombres qui ont 
une commune mesure avec l'unité : tel est \ , parce que le cin-
quième de l'unité est contenu cinq fois dans 1, et deux fois dans f . 
Mais, tout nombre entier, qui n'est pas le carré exact d'un entier, ne 

saurait l'être non plus d'un nombre fractionnaire, et par conséquent 

sa racine est incommensurable avec l'unité. Car s'il y avait une com-
mune mesure, contenue, par exemple, cinq fois dans l'unité et 
treize fois dans \ / 1 , en sorte que (36) la racine de 7 fût repré-
sentée exactement par '•£•= [ / 7 , en élevant au carré on aurait 
¿«2 — 7 ; ce qui est absurde, ces deux fractions étant irréducti-
bles (n° 41, 5°). 

Puisqu'en divisant l'unité en parties égales, on ne peut jamais 
prendre celles-ci assez petites pour que l'une d'elles soit contenue 
exactement dans [ / 7, et qu'aucune fraction ne peut être la valeur 
juste de ] / 7, si l'on veut la mesure exacte, il faut prendre une autre 
unité (36) ; à moins qu'on ne se contente d'une approximation , en 
rendant les parties de l'unité assez petites pour que la différence 
entre | / 7 et un certain nombre de ces parties puisse être négligée 
comme de peu d'importance. Par exemple, si l'unité contient 100 
parties, et qu'on trouve que 2 unités-f- 64 de ces parties sont < ] / 7, 
tandis que 6o surpassent ] / 7, c'est-à-dire que 7 soit entre les carrés 
de 2,64 et 2,65, on dit que / 7 est entre ces nombres, et qu'on a 
cette racine à moins de un centième. C'est ce qui explique ce para-
doxe, qu'on peut approcher autant qu'on veut de [ / l , quoique y 7 
n'existe pas numériquement. 

Si l'on veut négliger les quantités moindres que le cinquième de 
l'unité, il faudra donc trouver combien contient de ces cin-
quièmes, c'est-à-dire chercher deux fractions, telles que ^ et ^ 
ayant S pour dénominateur, dont les numérateurs ne diffèrent que 
de 1, et qui comprennent / 7 entre elles , ou plutôt 7 entre leurs 
carrés. Pour obtenir ces numérateurs 13 et 14, concevons les carrés 
de nos fractions et celui de \ / 1 multipliés par 25 ; 23 X 7 s e r a 

compris entre les carrés des numérateurs inconnus , et par consé-
quent / (25 X 7) o u / 1 7 5 sera compris entre ces numérateurs. 
Or, ] / 175 tombe entre 13 et 14 : donc ^ e t s o n t les fractions 

cherchées, ou les valeurs approchées de [ / l , à moins de l'une 

par défaut, l'autre par excès * . 
De même, pour avoir / (3 f ) à moins de i , on multipliera 3 y 

par 113 ou 121 ; on aura 449 f , dont il faudra extraire la racine en 
nombre entier : elle est 21, en sorte q u e / 3 f est comprise entre f l , 
et ^ o u 2. Observez qu'on supprime dans 449 f non-seulement la 
fraction f , mais même toute la partie de 449 qui excède le carré 
de i l . Pour extraire la racine d'un nombre avec une approximation 

déterminée, on le multiplie par le carré du dénominateur donné, et 

l'on extrait en nombre entier la racine du produit : elle est le numéro-

(sur cJicr£Jic • 

64. Si l'on veut approcher à l'aide des décimales, c'est-à-dire à 
moins de 0,1, 0,01. . . . , il faut multiplier le nombre par le carré 
de 10, de 100.. . . , ce qui revient à reculer la virgule vers la droite 

d'autant de fois deux rangs qu'on veut obtenir de décimales, en ajou-
tant un nombre convenable de zéros, si cela est nécessaire. / 0,8 à 
moins de 0,01 est / 3 0 0 0 , en reculant la virgule de quatre 
rangs, ou X 54 = 0 ,54. De même, |/ 5,7, à moins de 
est ^ j / 57000, ou 2 ,38. 

A u l i e u d e p l a c e r u n e l o n g u e s u i t e _ ^ ^ ^ 

d e z é r o s a p r è s l e n o m b r e p r o p o s é , A j — ^ 
on peut se contenter d'adjoindre ces 3 20.0 5 4 9 

I . 5 9 0 . 0 I M I 
zéros par couple, après chaque reste. 2 3 , 9 0 0 _582(J 

C'est ce qu'on observera dans les ca l - ' 10 9 1 4 e l c -
culs ci-contre de { / 3 2 1 et y 2. On 
v o i t q u e p o u r a v o i r u n e d é c i m a l e , o n 2 ^ 1.11421556 

s e c o n t e n t e d e p l a c e r u n e t r a n c h e d e 1 0 JQ Q { 28t 

d e u x z é r o s p r è s d u p r e m i e r r e s t e . n 90.0 2821 

P o u r u n e d e u x i è m e d é c i m a l e , o n p l a c e Q 282841 

d e m ê m e d e u x z é r o s a p r è s l e s e c o n d 1 00 75 9 etc . 

r e s t e , e t c . . . . O n m a r q u e d e s u i t e l a 

• L'unité étant divisée en q parties égales, pour connaître le plus grand nombre « d e 

ces parties contenu dans J/N, c'est-à-dire pour obtenir une fraction — approchée de J / î i 

à moins d'un qc de l'unité, il faut déterminer x, de sorte qu'on ait - j /JV — - — ; 

or , y X = - | / i ï = ; donc, x < | / (iV7') 1, c'est-à-dire que x est 

lo plus ¡jrand entier contenu dans (¿Y-/'). 



place de la virgule dans la racine, et l'on pousse le calcul de l'ap-
proximation jusqu'au degré nécessaire, en mettant deux zéros après 
chaque reste successif. 

La racine d'un produit est le produit des racines des facteurs : 

ainsi de 144 = 9 X 16, on tire j / 1 4 4 = / 9 x / l 6 = l x ^ 
= 12. Celte règle , qui est fondée sur ce qu'on a dit (n° 60), peut 
servir à simplifier les extractions des racines : 

8 = y ( 2 X 4 ) = 2 ^ / 2 = 2 X 1,4142."... = 2,82842712. 

65. La racine d'une fraction s'obtient en extrayant la racine de 

chacun de ses deux termes. Ceci résulte de la manière dont on forme 
le carré (n° 41, 5°). / | = f ; [ / 

La racine est irrationnelle lorsque les deux termes ne sont pas 
des carrés exacts. Si , par exemple, [ / y pouvait être une autre 
fraction, telle que — ; il en résulterait y = , ce qui est impos-
sible (n° 38, 4°). On ne peut donc avoir la racine qu'en approchant 
à un degré donné par la nature de la question ; on procède alors 
comme il a été dit (n° 63). Par exemple, ( / y à moins de — se 
trouve en multipliant f par 121 = 113, et l'on a = j / g ] 
et ne prenant la racine de 81 qu'à moins d'une unité, o n a j / y 
comprise entre et 

Observez que ]/ f peut bien être pris = ^7-1=5 puisque , si l'on 

multiplie cette expression par elle-même, on trouve y pour pro-
duit. Mais outre que cette double extraction exigerait deux valeurs 
approchées, le degré d'approximation du résultat serait incertain. Il 
arrive souvent que ce degré n'est déterminé qu'à la fin du calcul; 
cette partie de l'opération doit donc être dirigée de manière à per-
mettre une approximation illimitée. Pour cela, on multiplie les 
deux termes de la fraction par son dénominateur, afin de rendre 
celui-ci un carré; y devient en multipliant haut et bas par 7, 
et y = y j / 21 ; on poussera ] / 21 jusqu'au degré exigé. Par 
exemple, si [ / 21 est prise = 4 ,882, c'est-à-dire à moins de 0,001, 
le septième est [ / y = 0,684, valeur qui ne diffère pas d'un sept-
millième. 

Si l'on eût demandé ] / | à moins de y , le calcul eût de même 
conduit à y [ / 21, entre y et f . 

Pour J/ (3 f ) , on écrira / ^ = 1 j / 26 X 7 ; or [ / 182 
= 13,4907.. . . , dont le septième est \ / (3 f ) = 1,9272. . . . 

66. Les équations suivantes se démontrent en élevant tout au 
carré : 

4 X / 7 = / 7 X ^ / ( 1 6 X 7 ) ; / 3 X / 2 = / 2 X / 3 = / 6 . 
/ S y o W 5 | / (5.3) / , , , . / , . 

Ainsi, on peut intervertir l'ordre des facteurs irrationnels, et 
multiplier par le même facteur les deux termes d'une fraction irra-
tionnelle. 

Nous terminerons par plusieurs remarques. 
I o On doit toujours préparer les nombres de manière à ne sou-

mettre que des entiers au calcul de l'extraction. 
2° Le nombre des décimales d'un carré est toujours pair et dou-

ble de celui de la racine : on doit ajouter des zéros ou supprimer 
des décimales , pour que cette condition soit remplie dans tous les 
cas. 

3° Chaque tranche ne devant donner qu'un seul chiffre, on ne 
peut mettre à la fois plus de 9 à la racine. 

4° Le carré d'un entier, tel que 18, étant donné , pour avoir 
celui du nombre suivant 19 , comme 19 = 1 8 - f 1 , le carré est 
1 8 ' - f - 2 X Í8 - j - 1 (n° 61) ; on ajoutera donc 37 à 3 2 4 , carré 
de 18 , et l'on aura 361 = 19'. En général, quand on a le carré 

d'un entier, en ajoutant un, plus le double de ce nombre, on a le carré 

de l'entier suivant. II suit de là que dans l'extraction de racines 
carrées, chaque reste doit être moindre que le double de la racine 
qui s'y rapporte; car si l'on trouvait un reste plus grand que ce 
double, il faudrait mettre une unité de plus à cette racine. 

Su La preuve de l'extraction se fait par l'élévation de la racine 
au carré; il faut qu'eu multipliant la racine par el le-même, et y 
ajoutant le reste, on retrouve le nombre proposé; ce reste doit 
d'ailleurs être moindre que deux fois la racine. On peut aussi appli-
quer ici la preuve par 9, par 11, . . . exposées n° 38, 8°. 

Extraction des Racines cubiques. 

67. Avant d'extraire la racine cubique , il convient d'analyser la 
loi suivant laquelle se forme le cube, qui est le produit d'un nombre 
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par son carré. En imaginant ce nombre décomposé en deux-
parties, on a vu ( n ° 6 1 ) que le carré est composé du carré de la 
première, du carré de la seconde, et du double de leur produit : 
c'est le système de ces trois quantités qu'il faut multiplier par les 
deux parties du nombre donné. Or, en les multipliant d'abord par 
la première, on obtient 

( 7 + 5 ) * = 7 » + 2 X X 5 + S ' 

7 + 3 -
l o Le Cube de la l " 5 partie 7 3 

2« 2 fois le/earré de la W X la 2c. 2 X X 5 
3° La l " x le carré de la 2c. 7 X 5 2 

De même,en multipliant les trois par-
ties du carré par la 2e du nombre 
donné , il vient : 

l o Le carré de la 1 « X la 2e. . . . 7» X 5 
2° 2 fois le carré de la 2» X la 2« . . 2 x 7 x 5 * 
3" Enfin le cube de la 2e 5 3 

e n r é u n i s s a n t c e s s i x r é s u l t a t s , 7^ + 3 X X 5 X 7 X + S 3 

o n v o i t q u e l e c u b e d e t o u t n o m -

b r e f o r m é d e d e u x p a r t i e s , s e c o m p o s e d e q u a t r e p a r t i e s , s a v o i r : 

1° le cube de la première-, 2° trois fois le carré de la première multiplié 

par la seconde; 3° trois fois le carré de la seconde multiplié par la 

première; 4" le cube de la seconde. 

Concluons de là que le cube de tout nombre composé de dizaines 
et d'unités est formé du cube des dizaines, trois fois le carré des 

dizaines multiplié par les unités, trois fois le carré des unités par les 

dizaines, enfin le cube des unités. 

63. Le cube de 10, 100, 1000. . . . est formé de l'unité suivie de 
trois fois autant de zéros; ainsi un nombre de deux chiffres, c'est-à-
dire entre 10 et 100, a son cube entre 1000 et 1000 0 0 0 ; il est 
donc composé de quatre, c inq ou six chiffres. En général le cube 
d'un nombre a le triple de chiffres de sa racine, ou le triple moins 1, 
ou moins 2. 

Les racines des nombres < 1000 , n'ayant qu'un chiffre, le ta-
bleau (p. 70) les a fait connaître. Nous partagerons l'extraction des 
autres nombres en deux cas. 

1er CAS. Si la racine n'a que deux chiffres, comme l'est celle 
de 21 952, j e remarque que le cube des dizaines cherchées se forme 
en cubant le chiffre des dizaines, et plaçant trois zéros à droite 

(p. 14). Donc en séparant les trois chiffres 952 du nombre proposé, 
21 contient le cube du chiffre des dizaines considérées comme des 
unités simples, et en outre les mille qui proviennent des autres 
parties. Le plus grand cube contenu dans 21 est 8, dont la racine 
est 2 ; c'est le chiffre des dizaines : car puisque 21 est compris entre 
les cubes de 2 et de 3, 21952 l'est entre les cubes de 20 et de 80. 

Otons 23 ou 8 de 21, il reste 13952, qui représente les trois autres 
parties du cube : or, le produit de trois fois le carré des dizaines par 
les unités se forme en multipliant par les unités le triple du carré 
de 2 , c'est-à-dire 12, et plaçant en outre deux zéros à droite : ainsi, 
séparant les deux chiffres 52, le nombre 139 contiendra douze fois 
les unités , et les centaines produites par les deux autres parties du 
cube. En divisant 139 par 1 2 , le quotient sera donc les unités, 
ou un nombre plus grand ; et comme ce chiffre ne peut excéder 9, on 
prendra 9 pour le quotient de ¿¿r . 

Il s'agit de vérifier si 9 est plus grand que les unités. Pour 
cela, sous 1200, qui est le triple du carré des dizaines, plaçons 
le triple du produit des dizaines par 9, ou 3 . 2 0 . 9 = 540 ; puis 
le carré de 9 ou 8 1 , et multiplions la 
somme 1821 par 9. Si 9 est le chiffre 
des unités , le produit devra être égal 
au reste, puisqu'on forme ainsi les trois 
parties que ce reste contient. Ce pro-
duit excède 13952, d 'où il suit que les 
unités sont < 9 . On essayera donc 8 ; et 
comme en faisant la môme épreuve , on trouve précisément 13952, 
on reconnaît que 28 est la racine cubique exacte de 21952. Ce rai-
sonnement est analogue à celui qu'on a fait pour la division et la 
racine carrée (n05 18, 62) ; on tirera facilement la règle qu'il faut 
suivre clans ces sortes de calculs. 

2 e CAS. Si la racine a plus de deux chiffres, comme pour le nom-
bre 12 305 472 001, on raisonnera comme précédemment (n" 62,2°) . 
On verra qu'il faut, I o couper le nombre en tranches de trois chiffres, 

à partir de la droite. 

2° Extraire la racine cubique de la dernière tranche 12, qui est 2 ; 
c'est le chiffre des mille de la racine : retranchant de 12 le cube 8 
des mille, il reste 4. 

3° Descendre à côté de ce reste 4 la tranche suivante 305, dont on 

séparera deux chiffres Oo; et diviser 43 par 12 , triple du carré du 

21952 / 28 Racine. 
S 12 12 

13 9.52 ( 54 48 
15 9 52 81 64 

0 1821 1744 
9 8 

16589 13952 



chiffre obtenu. Le quotient 3 doit être éprouvé comme on vient de le 
dire. On reconnaît qu'il y a 3 centaines, le reste est 138. 

•4° Descetidre près de ce reste la tranche 472, dont on séparera de 
même 72, et diviser 1384 par 1587, triple du carré de 23 ; on po-
sera à la racine le quotient 0. 

50 Descendre près du reste la tranche 0 0 1 , et diviser 1384720 
par 158700. 

Et ainsi de suite. Voici le type du calcul: 

12.3 05 . 472 .001 
4 3.05 
4 1 67 

2308 Racine. 

Reste... 

1 38 4.72 
1 38 4 72 0.01 
1 27 4 02 1 12 

11 0 69 8 89 

12 
18 

9 
1389 

5 

15 870 0 
55 20 

64 
15 925 264 

4167 127 402 112 

69. On démontrera comme au n° 63, que , 1° lorsqu'un nombre 
entier, tel que 3, n'a point de racine cubique entière, il n'en a pas 
non plus de fractionnaire; mais on peut approcher indéfiniment 

de cette racine. Pour obtenir ] / 3 à moins de f , on multipliera 3 
par le cube de 4, et l'on aura 3 X 64, ou 192 , dont la racine cu-
bique est 5 en nombre entier : donc f est le nombre demandé , 

et ¡ y 3 tombe entre { et £. De même, pour j / (3 f ) à moins de , 
on a 3 f X 113 = 4 9 4 3 f , la racine cubique est 17 ; donc 77 est 

approché de | / (3 f ) à moins de 
2° Pour approcher à Vaide des décimales, on reculera la virgule 

d'autant de fois trois rangs à droite qu'on veut de chiffres décimaux : on 

ajoutera pour cela un nombre convenable de zéros, si cela est néces-

saire. Ainsi, pour avoir { / 0 , 3 à moins de 7^7, on prendra {XsOO 000 

qui est 67, d'où \ / 0 , 3 = 0,67. 
De même, j / 5,7 à moins d e s e trouve en prenant ^ 5 7 0 0 , qui 

est 18, et l 'on a 1,8. 

Enfin, \ /3 ,2178 à moins de est = ] / 3 2 1 7 = 1,5. 
3U Si le nombre proposé est entier, 011 se contentera de placer, 

près de chaque reste, une tranche de trois zéros, jusqu'à ce qu'on 
ait obtenu le nombre de chiffres décimaux qu'on désire *. 

Le calcul devient irès-Ionç lorsque la racine est un grand nombre : mais on peut en 

RACINES CUBIQUES. 8 1 

Voici le calcul pour 1^477 : 
477 t 7,81339 
543 147 18252 
1340.00 ( 168 234 
1315 52 64 1 

24 480.00 16444 1827541 
18 275 41 8 1 

6 204 590.00 
etc. 

On trouve ^ 2 = 1,259921, j / s = 1,442249. 
4° La racine cubique d'une fraction se trouve en prenant celle 

de chacun de ses deux termes : { / t ? = 7- Mais si ces termes ne 
6ont pas l'un et l'autre des cubes exacts, on prouve, comme n° 65, 
que la racine est incommensurable, et qu'on n'en peut avoir qu'une 
valeur approchée. Si le degré d'approximation est donné d'avance, 
on opérera comme il vient d'être dit 1" ; 

à moins de y est = -j X 27) = i ^ ( 1 0 , 

valeur comprise entre 7 et 1, qui sont les résultats demandés. 
Mais si l'approximation doit demeurer arbitraire, on rendra le 

dénominateur un cube exact, et l'on approchera de la racine du 

numérateur. Pour j / f , on prendra y ( / ( 5 X 49 ) = y | / 2 4 5 

= f X 6,2573 = 0,8939. De même, j / ( 1 7 f ) ou \ / e s t 1 477 

= f X 7,81339 = 2,604463 
Nous ne dirons rien ici sur l'extraction des racines quatrièmes, 

cinquièmes pour lesquelles on trouverait des méthodes analo-

abréger la partie la plus pénible, qui esl la recherche des diviseurs destinés à donner 
pour quotients les chiffres consécutifs de cette racine : appliquons le procédé à la racine 
de 477. Supposons qu'on ait déjà trouvé la partie 7,8 de celte racine, et qu'on veuille 
pousser l'approximation plus loin : il faudra faire 3 X 78' ! m a i s o n a formé la quan-
tité (3a1 -+- 3ab -4- bx) b, en faisant a = 7 dizaines, 6 = 8 unités, et l'on veut trouver 
3a'' = 3 (a-H by = 3 (a2 2ab -+- 6 ' ) , quantité qui surpasse 3aJ -+- 3ab - f - b' de 
3ab -+• 26'. Ainsi, à 16444 qui représente le 1 " trinôme, il faut ajouter 3ab, ou 168 dizai-
nes, et 261 ou deux fois 64. Ce calcul est indiqué ci-après. Une fois le diviseur trouvé, on 
obtient aisément le chiffre des centièmes et le reste, puis le diviseur subséquent par le 
même procédé, etc. 

477 ! 7.8 
343 1 HT 16414 

"ÏÎ4ÔOO 1 1G8 16S0 
1315 52 ( Ci • '28 

" 24 480.00 10444 X 8 '8 2 5 2 = 3 X 78« 
MATHÉM. PURES. T . I . 



gues aux précédentes; mais nous ferons observer q u e , d'après ce 
qu'on a dit, n° 60, lorsque le degré de la racine est le produit de 
plusieurs facteurs, elle peut se décomposer en racines successives 
de degrés moindres. Ainsi de 12 = 2 X 2 X o n conclut que la 
racine douzième revient à deux racines carrées et une racine cu-

X 2 

bique. Pour y 244 140 625, on prendra d'abord la racine cubique 
qui est 625, puis j / 625 qui est 25, enfin |/ 25 = 5, qui est la 
racine douzième cherchée.L'extraction des racines est une opération 
très-pénible, mais qui sera bientôt rendue facile, par les belles pro-
priétés des logarithmes (n° 87). 

CHAPITRE I V . 

DES RAPPORTS. 

Des E qui différence s et Proportions. 

70. On compare les grandeurs sons deux points de vue, en cher-
chant, ou l'excès de l'une sur l'autre, ou le nombre de fois qu'elles 
se contiennent mutuellement. Le résultat de cette comparaison 
s'obtient par une soustraction dans le premier cas, et par une division 
dans le second. On nomme Raison nu Rapport de deux nombres le 
quotient qu'on trouve en divisant l'un par l'autre. C'est ainsi que 8 
est le rapport de 12 à 4, puisque 8 est le quotient de 12 ; 4. On 
pourrait également dire que le rapport de 12 à 4 est ^ ou j , puis-
qu'il est indifférent de dire que le premier des nombres est triple 
du second, ou que celui-ci est le tiers de l'autre. Nous conviendrons 
à l'avenir de diviser le premier nombre énoncé par le second. 

Le premier terme d'un rapport est Y Antécédent, le second est le 
Conséquent. 

On sait (n° 4) que la différence de deux nombres demeure la 
même lorsqu'on les augmente ou diminue de la même quantité, et 
qu'on ne change pas un rapport (n° 15) en multipliant ou divisant 
ses deux termes par un même nombre : 

Î2 — 5 = 1 8 — 6 = 11 - 4 ; i| = i l = l . 

Il est aisé d'attacher un sens net au rapport des quantités irra-

tionnelles, puisqu'elles n'entrent dans le calcul que comme repré-
sentant leurs valeurs approchées (n° 63). Du reste, ce rapport peut 
quelquefois être commensurable : ainsi, 

{ / 1 2 _ / 1 2 _ | / 4 _ 2 

i / s ~ v s — i ~ r 

71. Lorsque la différence entre deux nombres, tels que 10 et 8, 
est la même qu'entre deux autres 7 et 5 , ces quatre quantités for -
ment une Êquidifférence ; 10 — 8 = 7 — 5. Quand le rapport de 
deux nombres est le même que celui de deux autres, ces quatre 
quantités forment une Proportion; elle résulte de Yégalité de deux 

rapports : 20 et 10, aussi bien que 14 et 7, ont 2 pour rapport; on 
a donc une proportion entre 2 0 , 10, 14 et 7 , qu'on écrit ainsi, 
20 ; 10 14 : 7 , etqu'on énonce 20 est à 10 comme 14 estai. On peut 
aussi l'indiquer ainsi, = Lorsque nous préférerons cette der-
nière notation , ce qui arrivera le plus souvent, nous lui conserve-
rons l'énoncé reçu : 20 est à 10 comme 14 est à 7 ; et non pas 20 
divisé par 10 égale 14 divisé par 7 , quoique ces locutions soient 
équivalentes. 

Les termes 20 et 7 sont les Extrêmes, 10 et 14 les Moyens de la 
proportion. 

Lorsque les deux moyens sont égaux entre eux , on dit que la 
Proportion est Continue : telle est la suivante : 16 ; 24 : : 24 : 36 , 
qu'on écritainsi : -77 16 : 24 :36. , Le second terme se nomme Moyen 

proportionnel. 

Il est visible que l'idée la plus générale qu'on puisse se faire de 
la mesure des grandeurs ( n° 3 6 ) consiste à avoir leur rapport avec 

f unité de leur espèce. Ainsi, lorsqu'on dit qu'une chose est = |, ou 
est cinq fois le septième de l'unité, cela revient à dire que le rap-
port de cette grandeur à l'unité est le même que celui de 5 à 7. De 
même (n° 63) on mesure l'incommensurable y 7, en remplaçant 
son rapport avec l'unité par celui de deux nombres, tels que 18 et 5 , 
qui donnent la proportion inexacte, mais approchée, 

7 : î : : 13 : 5. 

72. Suivant que les restes de deux soustractions 10 — 8 et 7 — 5 
sont égaux ou inégaux, ils le seront cncorc après leur avoir ajouté 
la somme 8 - ] - 5 des quantités soustractives; ce qui donne 10 - f - 5 
e t7 4 - 8. Donc, lorsqu'on a l'éqnidifférenco 10 — 8 = 7 — 5 , la 



gues aux précédentes; mais nous ferons observer q u e , d'après ce 
qu'on a dit, n° 60, lorsque le degré de la racine est le produit de 
plusieurs facteurs, elle peut se décomposer en racines successives 
de degrés moindres. Ainsi de 12 = 2 X 2 X o n conclut que la 
racine douzième revient à deux racines carrées et une racine cu-

X 2 

bique. Pour y 244 140 625, on prendra d'abord la racine cubique 
qui est 625, puis j / 625 qui est 25, enfin |/ 25 = 5, qui est la 
racine douzième cherchée.L'extraction des racines est une opération 
très-pénible, mais qui sera bientôt rendue facile, par les belles pro-
priétés des logarithmes (a0 87). 

CHAPITRE I V . 

DES RAPPORTS. 

Des E qui différence s et Proportions. 

70. On compare les grandeurs sons deux points de vue, en cher-
chant, ou l'excès de l'une sur l'autre, ou le nombre de fois qu'elles 
se contiennent mutuellement. Le résultat de cette comparaison 
s'obtient par une soustraction dans le premier cas, et par une division 
dans le second. On nomme Raison ou Rapport de deux nombres le 
quotient qu'on trouve en divisant l'un par l'autre. C'est ainsi que 8 
est le rapport de 12 à 4, puisque 3 est le quotient de 12 ; 4. On 
pourrait également dire que le rapport de 12 à 4 est ^ ou j , puis-
qu'il est indifférent de dire que le premier des nombres est triple 
du second, ou que celui-ci est le tiers de l'autre. Nous conviendrons 
à l'avenir de diviser le premier nombre énoncé par le second. 

Le premier terme d'un rapport est Y Antécédent, le second est le 
Conséquent. 

On sait (n° 4) que la différence de deux nombres demeure la 
même lorsqu'on les augmente ou diminue de la même quantité, et 
qu'on ne change pas un rapport (n° 15) en multipliant ou divisant 
ses deux termes par un même nombre : 

Î2 — 5 = 1 8 — 6 = 11 - 4 ; i| = i l = l . 

Il est aisé d'attacher un sens net au rapport des quantités irra-

tionnelles, puisqu'elles n'entrent dans le calcul que comme repré-
sentant leurs valeurs approchées (n° 63). Du reste, ce rapport peut 
quelquefois être commensurable : ainsi, 

{ / 1 2 _ / 1 2 _ | / 4 _ 2 

i / s ~ v s — i ~ r 

71. Lorsque la différence entre deux nombres, tels que 10 et 8, 
est la même qu'entre deux autres 7 et 5 , ces quatre quantités for -
ment une Êquidiffèrence ; 10 — 8 = 7 — 5. Quand le rapport de 
deux nombres est le même que celui de deux autres, ces quatre 
quantités forment une Proportion; elle résulte de Yégalité de deux 

rapports : 20 et 10, aussi bien que 14 et 7, ont 2 pour rapport; on 
a donc une proportion entre 2 0 , 10, 14 et 7 , qu'on écrit ainsi, 
20 ; 10 14 : 7 , etqu'on énonce 20 est à 10 comme 14 estai. On peut 
aussi l'indiquer ainsi, ^ = Lorsque nous préférerons cette der-
nière notation , ce qui arrivera le plus souvent, nous lui conserve-
rons l'énoncé reçu : 20 est à 10 comme 14 est à 7 ; et non pas 20 
divisé par 10 égale 14 divisé par 7 , quoique ces locutions soient 
équivalentes. 

Les termes 20 et 7 sont les Extrêmes, 10 et 14 les Moyens de la 
proportion. 

Lorsque les deux moyens sont égaux entre eux , on dit que la 
Proportion est Continue : telle est la suivante : 16 ; 24 : : 24 : 36 , 
qu'on écritainsi : -77 16 : 24 :36. , Le second terme se nomme Moyen 

proportionnel. 

Il est visible que l'idée la plus générale qu'on puisse se faire de 
la mesure des grandeurs ( n° 3 6 ) consiste à avoir leur rapport avec 

f unité de leur espèce. Ainsi, lorsqu'on dit qu'une chose est = |, ou 
est cinq fois le septième de l'unité, cela revient à dire que le rap-
port de cette grandeur à l'unité est le même que celui de 5 à 7. De 
même (n° 63) on mesure l'incommensurable y 7, en remplaçant 
son rapport avec l'unité par celui de deux nombres, tels que 18 et 5 , 
qui donnent la proportion inexacte, mais approchée, 

7 : î : : 13 : 5. 

72. Suivant que les restes de deux soustractions 10 — 8 et 7 — 5 
sont égaux ou inégaux, ils le seront encore après leur avoir ajouté 
la somme 8 5 des quantités soustractives; ce qui donne 10 - f - 5 
e t7 8. Donc, lorsqu'on a l'éqnidiffcrence 10 — 8 = 7 — 5 , la 



somme des extrêmes est égale à celle des moyens; et réciproquement 

si 10 - f - 3 = 7 - j - 8, on a l'équidifférence 10 — 8 = 7 — 8. 
Il est donc bien aisé de trouver un terme d'une équidifférence 

connaissant les trois autres ternies ; car soit demandé le qua-
trième terme x, les trois premiers étant 10, 8 et 7 ; puisque l'in-
connue x , augmentée de 10, doit être = 8 -j— 7, il faut (n° 4) que 
x = 8 - f - 7 — 10 = 5 ; on a donc l'équidifférence 

1 0 - 8 = 7 - 8 . 

Soient pareillement deux rapports f et : pour juger s'ils sont 
égaux ou inégaux, il faut les multiplier par 8 X 7, produit des dé-
nominateurs, on a 6 X 7 d'une part, et 1-4 X 8 de l'autre. Donc, 
si l'on a quatre nombres en proportion, 6 : 8 : : 14 : 7, le produit 

des extrêmes est égal à celui des moyens. 

Réciproquement, si l'on a quatre nombres 6, 8, 14 et 7, tels que 
les produits 6 X 7 e t 3 X 1 4 s e trouvent égaux , on en conclura 
l'égalité de leurs rapports, ou la proportion 6 : 8 :t 14 : 7 , 
ou = f = -y- : donc on peut toujours former une proportion avec 
les facteurs de deux produits égaux. 

1° Le produit des moyens devient un carré, s'ils sont égaux. Donc 
le moyen proportionnel entre deux nombres est la racine carrée de 

leur produit. Entre 8 et 12, le moyen proportionnel est ( / ( 3 X 1 2 ) = 6 , 
savoir -H 8 6 ; 12. Réciproquement, si l'on a 62 = 8 X , on 
pourra former la proportion continue : 

-H- 8 : 6 : 12. 

2° Si une proportion renferme un terme inconnu, telle que 
6 : 8 : : 14 : x ; comme trois fois 14 doit être égal à six fois l 'in-
connue, elle est (n ° 8 ) le quotient de 8 X 1-* divisé par 6, 
o u i± = 7 : donc 6 ; 8 14 ; 7. En général, l'un des extrêmes se 

trouve en divisant le produit des moyens par l'extrême connu. Si 
l'inconnue était un moyen, on diviserait le produit des extrêmes 
par le moyen connu. 

8° On peut, sans détruire une proportion, faire subir aux divers 
termes qui la composent tous les changements qui conduisent en-
core à donner le produit des extrêmes égal à celui des moyens. 

Ainsi pour 6 ; 8 : : 14 : 7, qui donne 6 X 7 = 8 X ï*4, on peut 
I. Déplacer les extrêmes entre eux, ou les moyens entre eux (ce 

qu'on désigne par Alternando) ; ainsi, 

G : 14 : : s : 7 
ou 7 : 8 : : 14 : 6 
ou 7 : 14 : : 3 : 6. 

II. Mettre les extrêmes à la place des moyens (ce qu'on nomme 
Invertendo) : • 

s : 6 : : 7 : 14. 

III. Enfin, multiplier ou diviser les deux antécédents, ou les deux 
conséquents, par le même nombre (n° 70). 

78. En appliquant le théorème du n° 8 8 , 4°, à la proportion 
80 : 6 : : ÎS : 8, ou ^ on trouve 

80 db 18 _ _ 1 5 80 - j - 18 _ 80 — 15 
6 ± 3 — 8 ' C t 6 - f 3 6 — 8 -

Si l'on fait le produit des extrêmes et celui des moyens, les pro -
duits communs à l'un et; à l'autre peuvent être supprimés, et il reste 
les quantités 80 X 8 et 15 X 6, égales d'après la proportion donnée. 

Donc , 1° la somme ou la différence des antécédents est à celle des 

conséquents, comme un antécédent est à son conséquent. 

2° La somme des antécédents est à leur différence, comme la somme 

des conséquents est à leur différence. 
3° Soit une suite de rapports égaux f = - ^ = ^ = r | , o n aura 

6 -1- 10 4 - 14 4 - 80 14 30 , , . . .. , i ' ' = — = — ; d o n c , dans toute suite de rap-
3 4_ 5 4 - 7 + 15 7 1 5 ' 
ports égaux, la somme des antécédents est à celle des conséquents, 

comme un antécédent està son conséquent. 

4° Si l'on renverse la proportion donnée, on a 80 ; 15 6 ; 3 , 
3 0 j 0 ^ d'où — - {Componendo, Dividendo). l o ± 8 3 

74. On peut multiplier deux proportions terme à terme. En effet , 
30 : 15 : : 6 : 3 , et 2 : 8 : : 4 : 6 donnent les fractions égales 
i l s = s | , et j = | ; 011 trouve, en les multipliant, 

30 X 2 : 1 5 X § 6 X 4 - . 3 X 6 . 

D o n c , on peut élever les termes d'une proportion au carré, an 

cube, et par conséquent on peut aussi en extraire la racine carrée, 

cubique.... 



RAPPORTS, 

Des Règles de Trois. 
75. Lorsque les éléments d'un problème peuvent former une 

proportion dont l'inconnue est le dernier terme, un calcul simple 
(n° 72, 2°) donne la valeur de ce terme i c'est ce qu'on nomme une 
Règle de trois. Ainsi 30 ouvriers ont fait 20 mètres d'ouvrage ; com-
bien 21 ouvriers en feraient-ils dans le même temps? Accordons, 
pour un moment, que les conditions de cette question soient expri-
mées par la proportion 30 : 20 : : 21 ; x , en désignant p a r o l e 
nombre de mètres demandé; on en conclut que cette inconnue 

20 X 21 

Lorsqu'on veut résoudre, à l'aide d'une règle de trois, une ques-
tion proposée, il est nécessaire de s'assurer si la solution peut dé-
pendre des proportions; après quoi il ne reste d'autre difficulté 
qua placer les nombres contenus dans la question, aux rangs qui 
leur conviennent dans la proportion. 

On reconnaît que la solution d'une question dépend des règles de 
trois, lorsque l'énoncé est formé de deux périodes : les deux termes 
de la première étant Homogènes respectivement à ceux de la se-
c o n d e , c'est-à-dire, de même nature deux à deux; et que de plus 
ces deux] termes peuvent être multipliés ou divisés par le même nombre 

sans altérer la solution. 

Ainsi , dans notre problème, 30 ouvriers et 
21 ouvriers sont homogènes, et l'on pourrait mul- ^ ouv" 2 0 m è t ' , I j&L *C 

tipher ces deux nombres par 4 ou par 3. . . . , sans 
y rien changer. Si l'on disait, par exemple, 60 ouvriers ont fait 
20 mètres, combien 42 en feraient-ils ? cette question aurait visi-
blement la même solution que la première. 

Au contraire, le temps qu'une pierre emploie à tomber n'étant 
pas double lorsque la hauteur est double ; un tonneau n'employant 
pas à se vider un temps triple, lorsque sa capacité est triple, ces 
éléments ne peuvent faire partie d'une règle de trois. 

76. Après avoir reconnu que la solution d'un problème peut être 
donnée par une proportion , il s'agit d'assigner à choque terme le 
rang qu'il y doit occuper. Le quatrième et le troisième sont d'abord 
l'inconnue et .«on homogène, qui seul peut lui être comparé. Le 
second rapport étant aitisi une fois établi, il reste à former le pre-

mier, lequel est composé des deux autres nombres compris dans le 
problème, et homogènes entre eux. Or, la question fait connaître 
lequel doit être le plus grand des deux termes déjà posés, c'est-à-
dire de l'inconnue et de son homogène ; et,comme les antécédents doi-
vent être ensemble plus grands l'un et l'autre, ou moindres que leurs 
conséquents, il est facile de déçider lequel de ces deux termes homo-
gènes qui restent à placer doit occuper le premier ou le second rang. 

Ainsi, dans la question précédente, après avoir posé 20 mè-
tres ; x mètres, on voit que 21 ouvriers doivent faire moins d'ou-
vrage que 3 0 , et que le conséquent x est < 2 0 ; donc , des deux 
nombres 30 et 21 qui restent à placer, 30 est le premier, et l'on 
a 3 0 : 2 1 ; : 20 : x. 

Les deux exemples suivants éclairciront ceci . 
Un ouvraee a été fait en 5 jours par 57 o u -

. m 57 ouvr. 5 joui-3. 
v r i e r s ; c o m b i e n f a u d r a i t - i l d e j o u r s a 1 9 o u - 1 f ) x 

vriers pour faire le même ouvrage? Puisqu'on 
pourrait prendre deux ou trois fois plus do jours et autant de fois 
moins d'ouvriers, la question dépend des proportions. On placera 
d'abord 5 jours ; x jours ; et comme il faut plus de jours à 19 ou-
vriers qu'à 57 pour accomplir la même tâche, le conséquent x est 
> q u e 5 ; 57 est donc le conséquent du premier rapport, et l'on a 

' 5.57 
19 ouv. ; 57 ouv. :*. 5 jours : a; jours. * = - j g - = 15 jours. 

Il a fallu 6 mètres d'une étoffe large de f pour couvrir un meu-
ble ; combien en faudra-t-il d'une étoffe large de \f Quoiqu'ici les 
quatre termes soient des mètres, on reconnaît que 
les uns expriment des longueurs et les autres des f 6 mèt. 
largeurs, et que 6 mètres et l'inconnue sont les deux } x 

homogènes. Ainsi, la proportion est terminée par 
6_mètres ; x mètres. Or, il faut moins de longueur à l'étoffe qui est 
la plus large ; comme \ > | , on a s > 6 ; ainsi ± est l'antécédent 
du premier rapport, et l'on trouve f ; | : : 6 : x, d'où 

, = 6 X 1 X 1 = 6 1 -

77. Quoiqu'il soit toujours facile de faire ce raisonnement, en 
l'évitant on donne plus de rapidité au calcul. On distingue deux 
sortes de rapports : le Direct, formé de nombres qui croissent ou dé-
croissent ensemble ; l'un décroit au contraire quand l'autre croit, 
dans le rapport Inverse. Les 30 ouvriers et 20 mètres de la premiero 



question sont en rapport direct, parce que plus il y a d'ouvriers, 
et plus ils font d'ouvrage. Dans la seconde , au contraire, 57 ou-
vriers et 5 jours sont en rapport inverse, parce que plus il y a d'ou-
vriers, et moins on doit les employer de jours pour faire un ouvrage. 

Lorsque les ternies d'une question sont en rapport direct, et que, 
dans l'énoncé , les ternies homogènes se présentent dans le même 
ordre dans les deux périodes de la phrase , ces termes conservent 
leurs rangs dans la proportion. Ainsi 30 ouvriers ont fait 20 mè-
tres d 'ouvrage, combien 21 ouvriers en feraient-ils? On pose 
30 20 : : 21 \ x. Si l'on eût énoncé ainsi la question : 20 mètres 
ont été faits par 30 ouvriers, combien 21 ouvriers en feraient-ils? 
les termes homogènes ne seraient plus dans l'ordre voulu ; ils ne 
s'y présentent dans les mêmes rangs qu'ils doivent occuper dans la 
proportion, qu'autant qu'en posant la question, on donne le même 
ordre aux termes homogènes dans les deux périodes de l'énoncé. 

Mais si le problème a ses rapports inverses, les termes doivent 
procéder en sens opposés dans la proportion , de sorte que le der-
nier des nombres énoncés soit écrit le premier, l'avant-dernier le 
second, etc ; l'inconnue étant toujours à la quatrième place *. 

* On peut éviter l'emploi des proportions, dans tous ces problèmes, en réduisant à 
l'unité fun des deux termes de ta première période de Vénoncé : c'est ce qu'on fait en 
multipliant les deux termes de cetle période, quand ils sont en rapport inverse, et divi-
sant l'un par l'autre quand ce rapport est direct. En voici des exemples --

1ER CAS. Règles directes. On divise l'un des termes de la première période par l'autre, 
et l'on remplace ce dernier par i. Dans la première question, 3o ouvriers font 20 mè-
tres, etc., comme moins on a d'ouvriers et moins ils font d'ouvrage, on posera : si un 

20 

ouvrier fait — mètres, combien si ouvriers en feront-ils? Evidemment n fois davantage, 

ao ou x = — X 21 = i4-
3o 

a' CAS. Règles directes. On multiplie l'un par l'autre les deux termes de ia première 
période, et I on remplace par 1 celui des deux qu'on veut. Dans le 2* problème, 5 jours 
ont suffi à 57 ouvriers, etc. , comme moins on emploie d'ouvriers et plus il faut de jours 
pour faire le travail, on peut prendre 57 fois plus de temps et un seul ouvrier, savoir: un 
seul homme a employé 57 X 5 jours, combien 19 ouvriers mettraient-ils de temps? 19 fois 

5 ; X 5 285 moins, ou x = = = i5 jours. 
' 9 "9 

Dâns tous les cas , le terme qu'on doit réduire à l'unité dans la première période est 
celui qui est homogène, 011 de même espèce que le terme donné dans la deuxième pé -
riode. On fera bien de beaucoup s'exercer à cette sorte de raisonnement : les questions 
énoncées dans le texte seront résolues par ce procédé. On en trouvera un grand nombre 
d'applicalions dans le Recueil des problèmes de M. Grémilliet, ainsi que de toutes les règles 
d'arilhmétique : cet estimable ouvrage est (rès-utile pour former les jeunes gens au 
calcul numérique. 

Un homme a fait une route en 8 jours , marchant HeureS i J o u r s . 
7heures par j o u r ; combien eût-il mis de temps 7 8 
s'il eût marché 10 heures par jour ? Règle inverse, 
parce qu'en marchant plus d'heures par jour, il faut moins de jours 
pour parcourir la même distance : ainsi, 10 \ 7 *.'. 8 ; ar=a 5 j . 

Voici quelques exemples des règles de trois : 
I . Si 17 marcs 5 onces -4 gros d'argent ont MapcSi L i v r e s 

coûté 869 livres 15 sous 6 deniers, combien 17 869 
coûteraient 1-4 marcs 3 onces 2 gros { ? Règle di-
recte; donc 

1 7 m go 4gr. 869 liv. 15 s. 6 den. ; ; 1-4™ 3° 2®r ^ : .r l iv. 

On simplifie le calcul (n0* 58 , 2°, et 70) en multipliant les deux 
antécédents par 16 ; et l'on a 2 8 3 - : 869' 15' 6* 2 3 0 - 5° ; On 
trouve x— 708' 169 l d rrh' 

II. 6 escadrons ont consommé un magasin de E s c a d r J o u r s -

fourrages en 5-4 jours ; en combien de jours 9 esca- 6 54 
drons l'eussent-ils consommé? Règle inverse, 
d ' où , 9 : 54 : : 6 = 36. 

III. Un vaisseau a encore pour 10 jours de vi- Jours< Raij0n. 
vres ; mais on veut tenir la mer encore 15 jours : ™ * 
à quoi doit être réduite chaque ration? On ne 
trouve pas ici quatre termes ; mais il est évident 
que l'un est sous-entendu, et que le problème doit être conçu de 
cette manière. On donnerait la ration 1 à chaque homme, s'il fallait 
tenir la mer 10 jours ; on doit la tenir 15 jours, que donnera-t-on ? 
Règle inverse : ainsi, 15 ; 10 1 x 

IV . Une fontaine emplit un réservoir en 6 heures, une autre en 
5 heures une troisième enfin en 4 heures f ; en combien de temps 
ces trois fontaines , coulant ensemble, empliront-elles ce bassin ? 
Cherchons quelle portion la 1"fontaine emplit en l h . Sien 61' un ré-
servoir est rempli, quelle portion le sera en l h ; d'où 6 : 1 '. '. 1 > = f 
De même, pour les deux autres fontaines on a 1 1 '. x 

_ _ ] . 4 1 . i •• i • x — Ainsi ces trois fontaines cou-
lant ensemble, empliront, par heure, cette fraction du bassin, 
i + JL -L , ou £ + £ + £ = f Donc , si les f d'un réservoir 

t sont remplies en l«», combien faudra-t-il d'heures pour emplir 1 ? La 
* solution est 11 y ou | = 1 f . Il faudra 1 heure f pour que les trois fon-

taines emplissent le même bassin. En général, on divisera l'unité par 



la somme des fractions du réservoir qu'emplit chaque fontaine en l1 '. 
78. Règles de trois composées. On ramène souvent aux proportions 

des questions qui renferment plus de trois termes donnés. Il faut 
alors qu'elles soient formées de deux périodes qui contiennent des 
nombres homogènes, deux à deux , e t variables proportionnellement. 

En voici un exemple. 
Si 20 hommes ont fait 160 mètres d'ou-

vrage en 15 j ours , combien 30 hommes en Hommes. Mètres. Jours, 

feraient-ils en 12 jours? f 0 « 
Il se présentera deux cas , suivant que 

les termes qui ne répondent pas à l'inconnue sont en rapport direct 
ou inverse. Ic i , 20 hommes et 15 jours sont en rapport inverse ; 
car plus on emploie d'ouvriers, et moins il est nécessaire de les 
occuper de temps pour accomplir une même tâche; en sorte qu'on 
peut doubler, tripler.... l'un des nombres, pourvu qu'on divise 
1 autre par 2 , 3 . . . . et la question reste la même. Multiplions 
20 hommes par 15, et div isons 15 jours par 15; il viendra 300 hom-
mes et 1 jour : de même, multiplions 30 hommes par 12 , et nous 
aurons 360 hommes et 1 jour . La question 
devient donc , si 300 hommes ont fait Hommes. Mètres. Jour. 

160 mètres en un jour, combien 360 h o m - H°0 \ 

mes en feront-ils en un j o u r ? Le temps 

étant le même de part et d'autre, il est inutile d'y avoir égard, e t * 
on a la règle directe 300 : 160 : : 360 : x = 192 mètres. 

Lorsque le rapport est direct, on procède 
différemment. Par exemple, si 20 hommes Hommes. Mètres. Jours, 

ont fait 160 mètres en 15 jours , combien H J92 ^ 
faudra-t-il de jours à 30 hommes pour faire 
192 mètres? 

Plus il y a d'hommes, et plus ils font de mètres; 20 hommes et 
160 mètres sont en rapport direct. Ainsi, après avoir multiplié 
l'une de ces quantités par 2 , 3 . . . . , il faudra aussi multiplier l'au-
tre par le même nombre. Prenons 192 pour facteur de 20 hom-
mes et 160 mètres, puis 160 pour facteur de.30 hommes et 192 
mètres, il est clair que le nombre des mètres sera, dans les deux 

* C'est même à la réduction de ces deux nombres à l'égalité que l'on doit tendre. On 
aurait pu se contenicr de multiplier 20 et diviser i5 par 5 ; et de même, multiplier 
•3o et diviser 12 par 4 ; ce qui aurait réduit les jours au même nombre 3 dans les deux cas. 

cas 192 X 160. On a donc cette question : si 20 X 192 hommes 
ont fait un ouvrage en 15 jours, combien de jours seraient 30 X 160 
hommes à faire ce même ouvrage. Cette règle est inverse, et l'on a 

30 X 160 : 15 :: 2 o X i 9 2 : , = ! ^ l i ! , 

_ 2 . 1 9 2 . 5 192 _ 
0U 1.160 ~~ 16 ~~ ' 

On raisonnera de même dans tout autre cas : le 2e de ces problè-
mes peut servir de preuve à l'exactitude du 1 " calcul ; et, en gé-
néral, en renversant le problème, on fera la preuve de l'opération. 
Voici encore un exemple assez compliqué : 

S i 4 0 o u v r i e r s o n t f a i t 8 0 0 m è t r e s e n 8 j o u r s , e n t r a v a i l l a n t 

7 h e u r e s p a r j o u r , , c o m b i e n 5 1 o u -

v r i e r s s e r a i e n t - i l s d e j o u r s à f a i r e Hommes. Mètres. Jours. Heures. 
, „ , 40 300 8 7 

459 métrés en travaillant b heures 51 459 x 6 
p a r j o u r ? 

On verra d'abord que les ouvriers et les heures sont en rapport 
inverse; on mettra donc 40 X 7 heures d'une part, et 51 X 6 heu-
res de l 'autre, durant une heure , ce qui 
d o n n e r a l i e u à la q u e s t i o n i n d i q u é e c i - c o n t r e , Hommes. Mètres. Jours. 

n 1 40 X 7 300 8 
e t q u ' i l e s t i u u t i l e d é n o n c e r . 51 x 6 459 x 

Les heures et les mètres sont en rapport 
direct; on fera donc 459 multiplicateur des termes de la première 
période, et 800 celui de la seconde ; ce qui 
réduira le nombre des mètres à être le H°iiim*. Jouars-

, 40 X < X 4oa a 
m e m e d e p a r t e t d a u t r e . O n a u r a u n e r é g l é 51 x 6 x 300 x 

d e t r o i s i n v e r s e , q u ' o n p o s e r a a i n s i : 

- ' 4 0 . 7 . 4 5 9 . 8 
51 X 6 X 300 ; 8 :: 40 X 7 x 459 : * = st.6.300 • 

On peut même, avant d'effectuer le calcul, supprimer le fac-
teur 3, dans 300 et 6 , puis 9 dans 459 ; d'où 

_ 4 0 X 7 X 5 1 X » _ 4 X 7 X * = n 2 

51 X 2 X 100 10 

• On aurait rempli le même but avec un facteur plus simple que 191; voyez ce qu'on 
a dit pour la réduction au même dénominateur (p. 4») i nous avons pris ici 192, pour mieux 
faire concevoir la conséquence qui suit. 
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On peut encore éviter ces divers raisonnements ; ca r , en les re-
produisant sur chaque terme, comparé à l ' inconnue, on voit que , 
lorsque le rapport sera direct, le terme devra changer de place avec son 

homogène; tandis que s'il forme un rapport inverse, on le laissera où 

il est. Enfin, on multipliera tous les nombres contenus dans chaque 

ligne, et l'on égalera les produits entre eux. Ainsi , dans la dernière 
q u e s t i o n , l e s o u v r i e r s e t l e s j o u r s s o n t e n r a p p o r t i n v e r s e , ainsi 

q u e l e s h e u r e s et les j o u r s ; m a i s l e s m è t r e s e t l e s 

j o u r s f o r m e n t u n r a p p o r t d i r e c t : o n c h a n g e r a 40 x 459 x 8 x 7 

A I . I o n n . f » n r , 5 1 X 5 0 0 X 37 X 6 

de place seulement 300 et 4o9 ; on formera le 
produit des nombres contenus dans chaque l igne, et égalant il 
viendra 40 X ^ X 8 X "< = 51 X §00 X 6 X ce qui donne 
la même valeur que ci-devant : en effet, l'inconnue sera le quo-
tient (n° 5) de 40 X 459 X 8 X 7 divisé par 51 X 800 X 6. 

Cette opération peut même s'appliquer aux règles de trois sim-
ples. 

79. Règle de Société. Trois associés ont mis dans le commerce, 
l'un 12000 fr., l'autre 8000 fr., le troisième 4000 fr. Ils ont gagné 
5480 fr. ; on demande de partager ce gain à raison de leurs mises. 

La somme totale 24000 fr. a rapporté 5480 fr. On fera donc ces 
trois proportions : 

24000 ; 5480 ou 2400 : 548 12000 : x = 2715 f r . 
2400 : 548 : : 8 0 0 0 : X = 1810 
2 4 0 0 : 5 4 8 : : 4 0 0 0 : # = 9 0 5 

On voit que la totalité des mises est à celle des bénéfices, comme 

chaque mise particulière est au bénéfice qui lui est échu. La somme des 
bénéfices doit reproduire 5480. 

Soit encore proposé le problème suivant : 
Trois négociants ont mis dans le commerce, savoir, l'un 10 000 fr. 

pendant 7 mois, 1 autre 8000 fr. pendant 5 mois , le troisième 
4000 fr. pendant 20 mois; on demande quelle est la part de chacun 
dans le bénéfice de 1500 fr. 

On remarquera que les mises et les temps sont « n rapport 
inverse : en les multipliant respectivement, on retombe sur une 
règle de la première espèce. L'un des associés est supposé avoir 
mis 70000 fr., le second 40000 fr. ; le dernier 8 0 0 0 0 ; les temps 
sont égaux. On trouvera, par la règle précédente, 552 fr . ,63. . . . 
815 f r . ,79 . . . . 631 fr . ,58 . . . . pour les gains respectifs. 

RÈGLE D'INTÉRÊT. 93 

Si l'on cherche d'abord le bénéfice que rapporterait une mise de 
100 fr., on pourra poser aussi, pour chacune, cette proportion : 
si 100 fr. rapportent un tel bénéfice, quel est celui qui est dû à une 
telle mise? Le 1er terme, ou diviseur, est 100 dans cette règle de 
trois. Ainsi, toutes ces proportions .seront plus faciles à résoudre, 
ce qui sera surtout utile lorsqu'il y aura on grand nombre de socié-
taires, puisqu'on est conduit à autant de règles de trois qu'il y a de 
parts à faire. 

80. Règle d'Intérêt. On a pour but de trouver la somme due pour 
de l'argent prêté, sous certaines conditions. Cette intérêt se stipule 
de deux manières : ou en indiquant celui que porte la somme de 
100 fr., ce qu'on désigne par les mots tant pour cent{5 pour cent 
s'écrit ainsi : 5 p. ; ou en fixant la somme qui doit rapporter un 
franc d'intérêt; le Denier 14 signifie que 14 francs rapportent 
1 franc. 

La relation qui lie ces deux manières de stipuler l'intérêt se 
trouve par une proportion. Ainsi le denier 25 équivaut à 4 p. £ , 
puisque, si l'on pose cette règle de trois, 25 fr. rapportent 1 f r . , 
quel est l'intérêt de 100 fr .? on trouve 4 fr. De même, le denier 2 
revient à 50 p. £ ; le denier 20 , à 5 p. 

Pour trouver l'intérêt de 54000 fr. à 5 p. £ par an, on pose cette 
règle de trois : si 100 rapporte 5, combien rapporteront 54000 fr .? 
Le 4 e terme est 540 X 5 = 2700 fr. ; l'intérêt est , à ce taux, 
le 20e du capital. 

Souvent l'intérêt, au lieu d'être pris pour un an, l'est pour un 
nombre de jours. L'usage du commerce est de faire l'année de 
860 jours , ce qui simplifie beaucoup le calcul : car pour trouver 
l'intérêt de 54000 fr. , à 5 p. £ par an, pendant 210 jours, on pose 
cette 2 e proportion : si 860 jours donnent 2700 fr. , combien 
210 jours? Le 4e terme est l'intérêt cherché. L'opération se réduit, 

5 210 
comme on voit, à * = 54000 X ¿ ¿ q q = 1 3 7 3 ( v • n ° 1 3 0 ) -

On tire de là cette règle : Pour trouver l'intérêt d'un capital, 

multipliez ce capital par le nombre de jours et par le P E R C E K T A G B , OU 

tant pour cent, et divisez par 8 6 0 0 0 . 
On abrège ce calcul en observant qu'il revient à multiplier le 

capital par deux fractions, l'une qui est le nombre de jours divisé 

par 6000 , et l'autre le 6e du percentage, ce qu'on fait aisément à 
l'aide des parties aliquotes de 6000 et de 6, comme n° 42. Ainsi, on 



supposera «l'abord que l'intérêt est à 6 p. £ , ce qui réduit la 
2 e fraction à 1 : puis , prenant 80 jours pour la durée d'un mois, 
pour 2 mois ou 60 jours, il suffira de prendre le 100e du capital, 
eu reculant la virgule de deox rangs à gauche ; pour un mois , on 
ne prend que la moitié de ce résultat, pour 10 jours le tiers de 
celui-ci , etc. 

Par exemple, quel est l'intérêt à 6 p . £ de 5843 f . ,24 du S février 
au 9 septembre? retranchant 5 de 9 on a 4 jours ; en outre il y a 
7 mois intermédiaires de 80 jours ; mais en ayant égard aux mois 
de 28 et de 81 jours, on reconnaît qu'il faut ajouter 2 jours, ce qui 
fait 7 mois et 6 jours, ou 216 jours. 

Pour 6 mois (3 fois 58,43) 175,29 
Pour 1 mois (moitié de 58,43) 29,22 
Pour 6 - j ours (cinquième de 29,22) . . . 5,84 
Intérêt à 6 p . - I 210,55 

Mais si l'intérêt est à 4 ~ p. £ par an, il faut multiplier ce résultat 
parle 6« de 4 1 = 2 + ' 2 + 

Pour f (le tiers de 210,35) 70,12 
Pour | 70,12 
Pour t (le quart de 70,12) 17,55 
Intérêt à 4 i p . Ï 157,77 

On aurait encore pu remarquer que le 6e de 4 7 est o u f , et 
prendre les f de 210,85. 

81. Règle d'Escompte. Lorsqu'une somme n'est due qu'à une épo-
que encore éloignée, et qu'on en obtient sur-le-champ le payement, 
on nomme Escompte l'intérêt qu'on doit payer pour cela. Si donc 
on a 10 000 fr. à recevoir dans 7 mois, en retenant l'intérêt de cette 
somme à p. ~ par mois , on devra déduire 175 fr. , et il restera 
9825. Cette manière d'opérer s'appelle prendre l'escompte en dehors; 

elle est la plus usitée, quoiqu'on retienne l'intérêt de 10000 fr., 
et qu'on ne paye en effet que 9825 fr. 

Pour l'escompte en dedans, il 11e faut retrancher que l'intérêt de 
la somme qu'on paye. Yoici ce qu'on doit faire. Chaque mois, on 
devra retenir ^ fr. par 100 fr. ; donc après 7 mois 100 - j - j fr. se-
ront réduits à 100 fr. ; on posera donc cette proportion : Si 101 f 
sont réduits à 100 fr . , à combien 10 000 fr. seront-ils réduits. On 
trouve 9828 fr. ,01. En effet, si l'on ajoute à cette somme son in-
térêt à \ p. 100 par mois durant 7 mois, on retrouvera 10000 fr. 

82. La Règle Conjointe tient lieu des règles de trois directes, et 
sert principalement quand la solution d'une question dépend de 
plusieurs de ces règles, liées de manière à donner un rapport com-
posé. 

16 pieds anglais valent 15 pieds français, combien 88 des pre-
miers valent-ils des seconds? On a 

i 6 : i 5 : : 8 8 : ® = ^ i i S = 7 7 , 8 1 . 

On peut aussi poser les deux équations 

15 pieds français = . 1 6 pieds anglais, 
88 pieds anglais = x pieds français. 

Multipliant la 1 " par 83, et la 2 e par 16, il vient 

83 X 1S pieds français = 83 X 16 pieds anglais, 
16 X 83 pieds anglais = 16 X x pieds français; 

donc, 88 X 15 = 16 X x t x = 8 3 * l j -
lb 

Le produit commun 16 X 83 conduit ainsi à la même valeur que 
ci-dessus. 

Prenons une question plus compliquée. Combien 27 pieds an-
glais valent-ils de mètres, sachant que 1,3 mètres valent 4 pieds 
français, dont 15 valent 16 pied^anglais. On pose 

1,3 mètres = 4 pieds français, 
15 pieds français = 16 pieds anglais, 
27 pieds anglais = x mètres. 

D'après ce qu'on a vu ci-dessus, les deux premières équations peu-
vent être remplacées par leur produit, le 1er membre étant de l'es-

pèce du 1er terme, et le 2° membre de celle du dernier terme, savoir ' 

15 X 1>8 mètres = 4 X pieds anglais, 
27 pieds anglais = x mètres. 

1 

De même, faisant encore le produit, on a 

27 X 13 X 1,8 mètres = 4 X 16 X « mètres. 

Ainsi 526,5 = 64 X d 'où, en divisant par 64, * = 8» ,2266. . . 
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En remarquant l'ordre des équations successives, et le raisonne-
ment qui autorise à les multiplier, on voit que cette règle s'applique 
quelque soit le nombre des équations, et qu'il faut les écrire de 
manière que le second membre de chacune soit de la même espèce 

d'unités que le premier membre de l'équation suivante. La règle est 

posée quand on est arrivé à un second membre de même espèce que le 

terme initial; on égale le produit de la première colonne à celui de la 

deuxième. 

Les exemples suivants montreront l'emploi de la règle conjointe, 
et feront concevoir toute son utilité. Il est commode de commencer 
toujours la règle par le terme inconnu x. 

On demande le rapport de l'arpent parisien à l'hectare. On sait 
que cet arpent est composé de 900 toises carrées : le rapport de la 
toise au mètre nous apprend que la toise carrée vaut 3,8 mètres 
carrés. Ces rapports seront donc enchaînés ainsi : 

» 

x arpents = 1 hectare. 
1 hectare = 100 ares. 
1 are = 100 m. car. 

5,8 m. car. = 1 toise car. 
900 toises car. = 1 arpent. 

La règle est posée, puisque ce dernier terme est exprimé en ar-
pents, ainsi que le terme initial. Egalant les produits , 

900 X 3,8 X 100 X 100, ou 9 X 3,8 X 100, 

en divisant les deux membres par 100; donc 100 = 34,2 . x, 

x — = 2,924 ; un hectare vaut donc 2 arpents de Paris, et 
34 2 

ou à peu près 3 arpents. 
83. Quand on compare des sommes exprimées en monnaies de 

divers pays, la règle conjointe prend le nom d'Arbitrage ou règle de 

Changes. En voici des exemples. 
La livre sterling vaut 25 f r ,30, on demande combien il faut donner 

de francs pour payer à Londres 120 livres sterling. On pose 

x fr. = 120 liv. sterl., 
1 liv. st. = 25,50 francs, 

d'où te = 120 X 25,50 = 8060 fr. 

On demande le prix de 100 pistoles d'Espagne, le change étant 
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de 108 sous de France pour 1 piastre, sachant d'ailleurs que la 
pistole vaut 4 piastres. On a 

x fr. = 100 pistoles d'or, 
1 pist. = 4 piastres, 

1 piast. = 108 sous, 
20 sous = 1 fr. 

Donc 20 X ^ = 100 X ^ X 108, or = 5 X 4 X 108 = 2160 fr. 

Voici une dernière question. Combien 100 pistoles d'Espagne 
valent-t-elles de francs, sachant que 
1 ducat d'Espagne vaut 95 deniers de f f r\ = " 0 pist. 

r f _ . , 1 pist- = 1088 marav. 
gros d Amsterdam ; que 34 sous de 375 marav. = 1 ducat. 
gros valent 1 livre sterling de Lon- ^ den 'gr= ^ Î V ' 
dres, et que 32 deniers sterling valent 54s.gr. = 1 liv. st. 
8 francs? On sait d'ailleurs que la pis- ' !îV' ~ 2 4 0 d e n - st> 

* * oz den. st.= 5 fr. 
tole d'Espagne vaut 1088 maravédis 
dont il faut 375 pour 1 ducat; la livre de gros et la livre sterling sont 
divisées en 20 sous de 12 deniers chaque. L'opération s'écrit comme 

, . . . , , - 100 . 1088 . 9 5 . 240 . 3 on le voit ci -contre, et 1 on trouve x = —— 
375 . 12 . 34 . 32 ' 

qui se réduit à x = 4 X 19 X 20; ainsi 100 pistoles valent 1520 fr. 
84. Pour convertir une quantité donnée, en sa valeur exprimée 

en une autre unité, il faut avoir le rapport de ces deux unités , et 
recourir aux proportions, ou aux règles conjointes. La multitude de 
ces mesures nous empêche de donner leurs rapports; nous nous 
bornerons à établir ceux des mesures anciennes et nouvelles, tels 
qu'on les trouve à la page 111. Voyons quel est l'usage de cette 
table pour convertir les toises, boisseaux, arpents.... en mètres, 
litres, hectares.... 

On demande combien 57T 5P 8P° valent de mètres? Je vois, 
page 111, que la toise = l m , 9 4 9 ; j e pose 

i T : i m , 949 : : 5 7 T 5 P 8P° : x = 1 1 ^ , 9 3 3 7 . 

Combien 13m 5° 7sr, valent-ils de kilogrammes? Je trouve qu'une 
l ivre, ou 2 marcs = 0k ,4895 ; d'où 

2 m : 0\4895 : : 13» 5° 7** : x — 3 l ,3615. 

Pour convertir 44m ,669 en toises, on pose 

lra : 0 T ,513074 ; : 44" ,669 : or = 2 2 T , 9 I 9 ; 
XtTlTÎ*. PURES. T. I. 7 



ou (page 69 ) , multipliant la fraction par 6, et celle du produit par 
1 2 , * = 2 2 T S ? 6 P ° , 1 7 . 

Dans ces calculs, il convient d'exprimer les parties complexes 
en décimales pour faciliter les multiplications. Nous avons donné, 
dans la table, page 111, outre les rapports exacts , d'autres valeurs 
approchées, dont l'usage est plus facile, et qui sont suffisamment 
exactes {voy. n° 895). La table contient aussi les logarithmes des 
rapports, afin d'abréger les calculs , ainsi qu'on va l 'exposer p . 101. 

Combien un litre ou décimètre cube vaut-il de pintes, sachant 
que la pinte contient 46,95 pouces cubes 
et que le pouce cube vaut 19,8864 cen- * g te. ^ ¡ ^ 
timètres cubes? Ces rapports s enchai- 1 9 ; 8 3 6 4 = i pouce cub. 
n e n t , a ins i q u ' o n l e v o i t c i - c o n t r e . É g a l a n t 46,95 p o . c . = 1 pinte. 

les produits des deux colonnes, il vient 
x X 19,8364 X 46,93 = 1000, d'où s = 1,073747 pinte, capa-
cité égale à celle du litre. 

C'est par de semblables règles conjointes qu'on a déduit la plu-
part des nombres du tableau, de ce que le quart du méridien 
a 5130740 ,74 . . . . toises (voy. p. 60). 

Des Progressions. 

85. Une suite de termes dont chacun surpasse celui qui le pré-
cède ou en est surpassé , de là même quantité, est ce qu'on appelle 
une Progression arithmétique ou par différence : tels s o n t les nombres 
1, 4, 7, 10.. . . On l'indique ainsi : ; 1 . 4 . 7 . 10 . 13 . 16 

La raison ou différence est ici 3 . 
Il est clair que le second terme est égal au premier plus la rat-

son; le troisième au second plus la raison, c'est-à-dire au premier 
plus' 2 fois la raison ; le quatrième est de même composé du premier 
plus 3 fois la raison, etc. En général, un ternie quelconque d'une 

progression par différence est composé du premier plus la raison répetee 

autant de fois qu'il y a de termes qui précèdent. D o n c 
lo On peut trouver nn terme quelconque d'une progression sans 

calculer tous les intermédiaires. C'est ainsi que le 100« terme est 

ici = 1 - f " 8 X 99 ou 298. 
2° Pour insérer, entre 4 et 3 2 , six moyens proportionnels par 

différence, c'est-à-dire pour lier ces deux nombres par 6 intermé-

diaires, qui forment une progression composée de 8 terme*, j e remarque 

que le dernier terme 82 de la progression étant égal au premier 4 
augmenté de la raison prise 7 fois, 32 — 4 ou 28, est 7 fois la rai-
son inconnue; donc la raison = i î = 4 ; et l'on a la progression 
v 4 . 8 . 12 . 16 . 20 . 24 . 28 . 32. 

Pour insérer, entre deux nombres donnés, des moyens propor-
tionnels arithmétiques ou par différence, on divisera la différence de 

ces quantités par le nombre de moyens plus un ; le quotient sera la rai-

son. 

De même, pour insérer 8 moyens entre 4 et 11 , on trouve la 
11 — 4 7 , 

raison = - — = _ ; l a progression est 

T 4 . 4 | . 5 | . 6 i . 7 i . 7 f . 8 | . » f . l O * . 1 1 . 

86. Une progression géométrique, ou par quotient, est une 
suite de termes dont chacun contient celui qui le précède , ou 
s'y trouve contenu, le même nombre de fois. Telle est la s'uile 
— 3 : 6 ; 12 : 2 4 ; 48 ; 96 ; . . . . la raison ou le quotient est 2. 

Le second terme est égal au premier multiplié par la raison • le 
troisième est égal au second multiplié par la raison, et par consé-
quent au premier multiplié par le carré de la raison ; de même, le 
quatrième est le produit du premier par le cube de la raison , etc. 
En général, un terme quelconque d'une progression par quotient est 

le produit du premier, par la raison élevée à une puissatice marquée 

par le nombre des termes qui précèdent. On peut donc 
1" Calculer la valeur d'un terme, sans être obligé de passer par 

tous ceux qui le précèdent. Le dixième terme de notre progression 
ci-dessus est 8 X 29 = 3 X 312 = 1536. 

2° Pour insérer 8 moyens proportionnels géométriques entre 3 
et 1536, j e remarque que la progression doit avoir 10 termes, et 
que le dernier terme 1586 étant égal au premier 3, multiplié par 
la raison élevée à la puissance 9 : si l'on divise 1536 par 3 , le quo 
tient 512 est la neuvième puissance de la raison, d'où la rai-
son = 512 = 2 (p. 81). D o n c , pour insérer entre deux nombres 

donnés des moyens proportionnels géométriques, il faut prendre leur 

quotient, et en extraire une racine d'un degré égal au nombre des 

moyens plus un : cette racine sera la raison. 

Pour insérer quatre moyens entre 8 et 6 4 , il faudrait extraire 
5 

la racine cinquième de ^ ou ¿ / 8 , quantité irrationnelle(n° 63) ; 

7* 
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on ne peut donc assigner exactement ces moyens, mais on en ap-

proche autant qu'on veut. La raison est | / 8 = 1 ,5157; ainsi la 

progression cherchée est 

f i - 8 : 12,1257 : 18,3792 : 27,8576 : 42,2243 ; 64 . 

Des Logarithmes. 

87. Remarquons que les théorèmes relatifs aux progressions par 
différence deviennent ceux qui se rapportent aux progressions par 
quotient, en changeant l'addition en multiplication, la soustraction 
en division, la multiplication en élévation de puissances, et la divi-
sion en extraction de racines. C'est sur cette observation qu'est 
fondée la théorie des Logarithmes. 

Concevons deux progressions, l'une par quotient, l'autre par 
différence, dont les termes se répondent deux à deux , telles que 

•H" 1 : 3 : 9 : 27 : 81 : 243 : 729 : 2 1 8 7 . . . . Nombres. 
- r . O . 2 . 4 . 6 . 8 . 10 . 12 . 14 ....Logarithmes. 

Chaque terme de la seconde est appelé le Logarithme du nombre 

correspondant de la première; 0 est le logarithme de 1, 2 l'est-
de 3, 4 de 9 ; 6 est le logarithme de 27, etc. Les logarithmes sont 

donc des nombres en progression par différence, qui répondent, terme 

à terme, à d'autres nombres en progression par quotient. 

Comme les logarithmes n'offrent d'utilité qu'en vertu de propriétés 
qui supposent que ces progressions commencent, l'une par 1, l'autre 
par 0 , nous ne nous occuperons que de celles qui remplissent cette 
condition. 

Il suit de ce qu'on a dit (n0J 85 et 86), et de ce que nos progres-
sions commencent, l'une par un, l'autre par zéro, qu'un terme 
quelconque est formé de la raison, autant de fois facteur pour la 
première, et autant de fois ajoutée , pour la seconde, qu'il y a de 
termes avant lui. Les sixièmes termes, par exemple, sont 2 4 3 , 
5 e puissance de la raison 3, et 10 qui est 5 fois la raison 2. Ainsi, la 

raison est autant de fois facteur dans un nombre qu'elle est de fois 

ajoutée dans son logarithme. 

Si l'on multiplie entre eux deux termes de la progression par 
quotient, tels que 9 et 243 ; la raison 3 sera 7 fois facteur dans le 

produit (page 70), parce qu'elle l'est 2 fois dans 9, et 5 fois dans 243 : 
le produit 9 X 2 4 8 , ou 2187, sera donc le huitième terme de la 
première progression. Mais si l'on ajoute les termes 4 et 10 corres-
pondants dans la progression par différence, la raison 2 sera aussi 
7 fois ajoutée dans la somme 14, donc le produit 2187 et la 
somme 14 seront des termes correspondants; ainsi 14 est le loga-
rithme de 2187; donc la somme des logarithmes de deux nombres est 

le logarithme de leur produit. Pour multiplier 9 par 27, par exemple, 
il suffit d'ajouter les logarithmes 4 et 6 qui répondent à ces facteurs, 
et de chercher le nombre 243 , qui répond à la somme 10 prise 
parmi les logarithmes; 243 est le produit cherché. 

Il suit de là que le double du logarithme d'un nombre est le 
logarithme du carré de ce nombre ; le triple est le logarithme du 
cube ; e t , en général, en multipliant le logarithme d'un nombre par 

un facteur quelconque, on aura le logarithme d'une puissance de ce 

nombre marquée par ce facteur. Pour 93, on triple le 4, qui répond 
au nombre 9 et en est le logarithme; 3 X 4 = 12 répond à 729 = 95 . 

Les inverses de ces opérations sont faciles à démontrer ; car le 
logarithme du quotient plus celui du diviseur devant donner celui 
du dividende , il s'ensuit que le logarithme du quotient de deux nom-

bres est la différence des logarithmes de ces nombres. Pour diviser 243 
par 27, retranchez 6 de 10, la diflërence 4 est le logarithme de 9 ; 
ainsi 9 est le quotient demandé. 

De même aussi, le logarithme de la racine quelconque d'un nom-

bre, est le quotient du logarithme de ce nombre divisé par le degré de 

cette racine. | / 7 2 9 s'obtient en prenant le tiers de 12, et cherchant 
4 parmi les logarithmes. Le nombre correspondant 9 est la racine 
cherchée. 

88. S i , au lieu de prendre 3 pour raison de la progression par 
quotient, on eût choisi une quantité beaucoup plus petite , ces pro-
priétés auraient encore subsisté : les quantités dont cette progres-
sion serait composée auraient été plus près les unes des autrc°s, et 
l'on y aurait trouvé, par approximation, les nombres 1, 2, 3 ,4 , 5 , . . . . 
Concevons donc qu'on ait formé une progression, dont le quotient 
eût été assez petit pour qu'on y ait trouvé, à très-peu près, tous les 
nombres entiers , et qu'on en ait composé une table, dans laquelle 
on aurait inscrit ces nombres et leurs logarithmes, en supprimant 
d'ailleurs tous les autres termes intermédiaires : les principes qu'on 

/ 
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vient de démontrer auraient également été vrais. Supposons cette 
table formée : on voit que 

1° Pour multiplier des nombres entiers donnés, il suffit de prendre 
dans la table leurs logarithmes, de les ajouter et de chercher la 
somme parmi les logarithmes; le nombre correspondant est le pro-
duit cherché *. 

2° Pour diviser deux nombres , on retranchera le logarithme du 
diviseur de celui du dividende; on cherchera le reste parmi 
les logarithmes : le nombre correspondant sera le quotient de-
mandé **. 

8» Pour faire une règle de trois , on ajoutera les logarithmes des 
moyens ; on en retranchera celui de l'extrême connu : le nombre 
répondant au résultat sera l'inconnue ***. 

•4° Pour obtenir le logarithme d'une fraction , on retranchera le 
logarithme du dénominateur de celui du numérateur : le reste sera 
le logarithme demandé. Les tables ne contiennentqueles logarithmes 
des nombres entiers ; c e théorème en étend l'usage aux fractions 
(n°91, I )****. 

S0 Pour élever un nombre à une puissance , on multipliera son 
logarithme par le degré de la puissance, on cherchera le produit 

• Ou demande, par exemple , le produit 47 X 863 ; la table ^ _ 1 6 7 2 o g 7 9 

donne les logarithmes de ces nombres ; on les ajoute, comme / o | g 6 3 _ 2',0360108 
on le voit ci-contre ; 011 cherche la somme parmi les logarith- S o m m c _ 4 ^ 8 1 0 8 7 
mes, et la table donne 40 56i p o u r le nombre correspondant, 
qui est le produit demandé. 

" Si l'on veut diviser 4 o 5 6 i par 863, la table fera connaître les logarithmes de ces 
deux nombres ; et, les retranchant , on cherchera la différence parmi les logarithmes des 
tables : le nombre 47 qui y correspond sera le quotient. 

* " Pour la proportion i53 t 459 : : '7 x> a P r ô s a v o i r 

pris les logarithmes de ces trois nombres, on retranchera 
celui du premier terme i53 d e la sommedesdeux autres ; 
et observez que cet te -double opération peut ê tre faite 
d'un seul trait. Ou peut aussi ajouter le complément arith-
métique du logarithme de i53 {voyez n° 10), au lieu de retrancher c e l o g . Le résultat 
cherché dans la table parmi les log . répond à 5 i , qui est le quatrième terme inconnu. 

•"* Pour avoir le log de 3 - ou — , on retranchera le 

7 5 a 
l og? du log a6. Pour obtenir l e produit de 3 - par a — , eu 

de — par il faudra a jouter les logarithmes de ces 

deux fractions, ou log a6 - log 7 + ' ° 8 ^ - log >3. On voit ce calcul effectué ici d'un 
seul coup. Le résultat est log 8 : donc 8 est le produit demandé, ce qui est d ailleurs visible. 

log 17 = 1,2304489 
log 459 = 2,6618127 

— log 153 = 2,1846914 
1,7075702 

hg 26 = 1,4149734 
log 28 = 1,4471580 

— loi 7 = 0,8450980 
— log 13 » 1.1139434 

0,9030900 
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parmi les logarithmes; il répondra à la puissance demandée *. 
6° Pour extraire une racine d'un nombre, on divisera le loga-

rithme de ce nombre par le degré de la racine, et l'on cherchera le 
quotient parmi les logarithmes ; le nombre qui s'y rapporte sera la 

racine cherchée **. , , . 
On voit donc que les calculs les plus compliques sont rendus très-

simples : les multiplications et divisions sont remplacées par des 
additions et soustractions ; les élévations de puissances et les extrac-
tions de racines sont réduites à des multiplications et des dmsions. 
Ces admirables propriétés des logarithmes en rendent l'usage s. 
important, que c'est un devoir de consacrer la memotre du celebre 
géomètre écossais NÉPER, qui Ç N est l'inventeur. 

89 Formation des tables. Il s'agit maintenant d expliquer com-
ment on peut obtenir les logarithmes de tous les nombres eut,ers. 
Jusqu'ici, nos progressions par différence et par quotient sont quel-
conques l'une et l'autre ; ainsi, même nombre a une tnfimte de 
logarithmes. Nous verrons bientôt la raison qui a fait preferer les 
séries suivantes : 

- 1 - 1 0 - 1 0 0 : 1000 ; 10000 : Nombres. 
1' 0 . 1 ' * • 3 ' A Logarithmes. 

0" 1 2 . . . sont les logarithmes de 1, 10, 1 0 0 . . . . , il s'agit de 
trouver' ceux de 2 , 3, 4 . . •. , qui sont visiblement compris entre 
0 et 1 • ceux de 11, 1 2 . . . . 99, sont entre 1 et 2 , etc. On ne peut 
obtenir ces logarithmes que par approximation ; on se contente 

ordinairement de 7 décimales. 
O b s e r v o n s q u e s i , d a n s u n e p r o g r e s s i o n , t e l l e q u e 

Ji 0 2 4 6 . 8 . 10 on omet un terme sur 2 consécutifs , ou 

2 sur 8 , . . . . on formera d'autres progressions. . . . 0 . 4 . 8 . 1 2 , . . . . 
ou 0 6 1 2 . . . . On peut de même imaginer que les progressions 
nuô nous' avons prises font seulement partie de deux autres dont 
les termes étaient beaucoup plus voisins , et dont on avait omis un 
certain nombre d'entre eux. 

• La puissance cinquième de .7 se trouve en répétant U e 17 = 1,-304,89 
5 fois log 17, et cherchant le produit dans la colonne des "6^Î52Ï4«" 

logarithmes; il répond au nombre cherche . 7 S = « 4 . 9 85 7 . 

» La 1 / 1419857 s'obtient en divisant par 5 le log du nombre p r o p o s é et cherchan, le 
quotient parmi les log. de la table. Le nombre correspondant est .7 , racine cbcrchéc . 



Ainsi, concevons qu'on ait inséré entre 1 et 10 un très-grand 
nombre de moyens proportionnels par quotient; comme on monte 
alors de 1 à 10 par des degrés très-serrés, il arrivera que , parmi 
ces moyens, on rencontrera les nombres 2, 3, -4,.... à un dix-mil-
lionième près. Cela posé, si l'on insère un pareil nombre de moyens 
par différence entre 0 et 1, ceux de ces moyens qui occuperont le 
même rang que 2, 3, 4 , . . . . seront les logarithmes de ces nombres. 
On raisonnera de même de 10 à 100, etc. 

Il est vrai que, pour insérer un grand nombre de moyens par 
quotient, il faudrait extraire une racine d'un degré très-élevé (86) ; 
mais on évite cette difficulté à l'aide de diverses racines carrées 
successives. Par exemple , cherchons le logarithme de 3 ; le moyen 
par quotient entre 1 et 10 est 8 ,18227766, et par différence 
entre 0 et 1 est 0,5 ; 0,5 est donc le logarithme de 3,1622 , 
nombre déjà voisin de 8. Une pareille opération pour 1 e t 3 , l 6 2 2 , . . . 
d'une part, et pour 0 et 0,5 de l'autre, donne 0,25 pour le loga-
rithme de 1,77827941. De même, entre 1 , 7 7 8 2 . . . . , et 3,1622 
d'une part, et entre 0,25 et 0,5 de l'autre, on trouve pour moyens 
2,37137370 et 0,375. En continuant de resserrer ainsi ces limites, 
on trouvera 0,80102999 et 0,47712125 pour logarithmes de 2 et 3. 

Ces calculs sont très-pénibles; il est vrai qu'on n'est obligé de les 
pratiquer que pour les nombres premiers, puisque les autres loga-
rithmes s'en déduisent. Mais, malgré cela, il en reste assez pour 
lasser la patience. Aussi n'avons-nous présenté ce procédé que 
comme un moyen de concevoir la formation des tables, nous réser-
vant d'en donner de plus expéditifs (626). 

90. Il est aisé maintenant d'expliquer pourquoi on a attribué la 
préférence aux deux progressions adoptées. Tout logarithme est 
formé d'une partie entière, qu'on nomme Caractéristique, et d'une 
fraction décimale : or, 

1° Les nombres compris entre 1, 10 , 1 0 0 , . . . . ont leurs loga-
rithmes respectivement compris entre 0, 1 , 2 , . . . . c'est-à-dire que 
le logarithme de tout nombre a pour caractéristique autant d'unités que 

le nombre a de chiffres entiers moins un ; cc qui permet de fixer ce 
nombre de chiffres, lorsque la caractéristique est donnée, et réci-
proquement. Le nombre 543,21 a deux unités entières à son loga-
rithme : et 3,477121125 est le logarithme d'un nombre dont la 
partie entière a quatre chiffres. On évite souvent de charger les 
tables de cette caractéristique qui y est inutile. 

2° Lorsqu'on veut multiplier ou diviser un nombre par 10, 100, 
1000,. . . . il faut ajouter ou ôter à son logarithme 1, 2, 3 , . . . . unîtes; 
d'où il suit qu'augmenter ou diminuer la caractéristique de 1 , 2 , 
3 , . . . . c'est multiplier ou diviser le nombre correspondant par 10, 
100,. . . . c'est reculer la virgule du nombre de 1, 2, 3 , . . . . rangs a 
droite ou à gauche. Les logarithmes des nombres 3,4578, 3 4 , 5 / 8 , 
345,78, ont la même partie décimale; seulement les caractéristiques 

sont respectivement 0, 1, 2 
Tels sont les avantages que présente le système de logarithmes 

de Briggs, qui l'ont fait préférer dans la composition des tables. 
Nous l'indiquerons à l'avenir par le signe log ; ainsi log 5 désignera 
le logarithme tabulaire de 5, c'est-à-dire le logarithme pris dans 
l'hv|)Othèse de deux progressions du n° 89. 

91. Usage des tables. Il faut avoir des tables de logarithmes entre 
les mains pour en concevoir l 'usage; celles de Callet, de Rorda et 
Delambre, sont les plus usitées. Nous n'entreprendrons pas ici 
d'expliquer leur usage ; mais il est quelques points qui tiennent a la 
doctrine môme, et qu'il est bon d'éclaircir. 

I. Les log. des nombres < 1 présentent une difficulté : en ge- . 
néral (n° 88, 4°) il faut retrancher le log du dénominateur de celui 
du numérateur pour avoir le log d'une fraction : mais, lorsque 
celle-ci est moindre que 1, la soustraction devient impossible. Par 
exemple, pour multiplier 5 par i , comme cela équivaut à diviser 
5 par il est indifférent d'ajouter log f à log 5, ou de retrancher 
log i de log 5 ; c'est alors cette dernière opération qu'on préféré. 
On voit donc qu'il faut soustraire le log du numérateur de celui du 
dénominateur, mais qu'on doit employer ce log en sens inverse; 
c'est-à-dire le soustraire s'il fallait l 'ajouter, ou réciproquement. 
On donne le nom de Logarithmes négatifs à ces valeurs; on les 
distingue par le signe - qu'on place devant. Un peu d'attention 

suffit pour éviter les erreurs. 
Voici divers exemples propres à faciliter l'intelligence de ces 

calculs : 

log 1 0 0 = 2,0000000 
— log 4 = 0,6020600 

log 0 , 0 4 = — 1 , 5 9 7 9 4 U 0 
1,4055872 

log X = 2,S015272 
X = 633,18. 

4 2 , 2 1 2 X | log 5 = 0,6989700 
Q u 4 ' - log 5 = 0-4771215 

log 4 = — 0 , 2 2 1 8 4 8 7 
log 42,212 = 1,6254559 

1,4035872 
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2° ar = | / i ; „il ôte log o de log 7 , 
et on prend la moitié. Pour trouver le 
nombre qui répond à ce résultat qui 
est un logarithme négatif, on le re-
tranche de 1, ce qui rend le nombre 
10 fois trop grand ; on a - f 0,9269360, 
qui répond à 8,45154 ; donc 

x = 0,845154. 

log 7 = 
- log 5 = 

log j = • 

log X = 

compl. = 

0,8450980 

0,6989700 

0,1461280 

0,0750640 

0,9269560 

log 100000 = 5,0000000 

log 27 = 1 ,4515658 

log 0,00027 = — 5,5686562 

Je tiers = — 1,1895454 
log 52,41 = — 1,5106790 

log x = — 2,7002244 
compl. = 0,2997756 

4 - log 5 = 1,6989700 
log 7 = 0,8450980 

log f • = 1 ,8558720 

OU — 2 -4- 1,8558720 

log x = 1,9269560 

¥ 0 , 0 0 0 2 7 
: — g ^ 4 i — ' o n Prend le tiers 

de log 100000 — log 27 , etc. On re-
tranche log x de 3 , ce qui rend le 
nombre 1000 fois trop grand; il vient 
+ 0,2997756 , qui répond à 1,9942 : 
donc x — 0,0019942. 

II. Il est préférable d'employer les 
logarithmes dont la caractéristique seule 
est négative. Ainsi, dans le deuxième 
calcul I o g f = log 5 - log 7 ; on 
rendra la soustraction possible, en 
ajoutant 1 à la caractéristique de log 5 : 
mais il faudra ôter de la différence 
cette unité ajoutée, et l'on aura log f = — 1 - f 0,8538720, qu'on 
écrit 1,8538720. La caractéristique est alors seule négative, et il 
faudra, comme ci-dessus, y avoir égard dans les calculs subsé-
quents. Ici, où l'on doit prendre la moitié, pour éviter les fractions 
à la caractéristique, on y ajoute 1, et elle devient — 2, et aussi 1 au 
chiffre 8 des dixièmes, qui devient 18 : ces deux additions de l'unité 
positive et négative n'altèrent pas le logarithme ; la moitié est 
comme ci-dessus, log® = 1,9269360. 

Observez donc, lorsqu'il faudra diviser un log à caractéristique 
négative, d'y ajouter assez d'unités pour qu'elle devienne un mul-
tiple du diviseur, et d'ajouter autant d'unités de dizaines au chiffre 
suivant, qui est la première des figures décimales. La première et 
la troisième opération sont exécutées ici d'après ces principes, et 
l 'on peut reconnaître que les calculs sont devenus plus faciles et 
plus prompts. 

LOGAUlTHMfeë. Un 
log 5 = 0 ,4771215 log 0,00027 = 4,4313638 

log 42,212 = 1 ,6254359 On ajoute 2 à la caract . 

— log 5 = 0,6989700 pour prendre le tiers J,8104546 

— log 0,04 = 2,6020600 - log 52,41 = — 1,5106790 

log x = 2,8015272 log x = 3,2997756 

4° On peut, au lieu de soustraire des l o -
garithmes (10), ajouter leurs compléments 
arithmétiques. Dans la première opération, '°S 3 = 7,4771213 
pour log f , on ajoute au log 3 le complé- C<log5 = 1,3010300 

est a peu près nul, attendu qu on peut faire, log x = 2,8015272 
d'un seul trait, toutes ces additions et sous-
tractions. 

Lorsqu'on veut exécuter un calcul par log. , il convient de sim-
plifier avant tout les expressions; ainsi le premier exemple se r é -
duit à i = i X i X 422,12 = 1,5 X 422,12. 

III. Pour obtenir les log. des entiers compris entre deux nombres 
quelconques, tels que 10 et 20, il faut concevoir qu'on a inséré un 
assez grand nombre de moyens par quotient, pour que parmi ces 
moyens, très-peu différents les uns des autres, il y en ait qu'on 
puisse regarder, par approximation, comme égaux à 11, 12, 13, . . . . 
c'est-à-dire que ces moyens ne doivent différer de 11, 12, 13.... que 
dans l'ordre des décimales négligées. 

Dans une progression géométrique, telle que 8 ; 32 ; 128. . . . 
dont la raison est 4 ; on a 32 = 8 8 . 3 , 128 = 3 2 - { - 3 2 . 8 . . . . 
Ainsi, l'excès d'un terme sur celui qui le précède est le produit de 
celui-ci multiplié par la raison moins un : l'un de ces facteurs croît 
avec le rang du terme , l'autre est constant : cet excès croit donc 
sans cesse, et il y a moins d'entiers compris entre 8 et 32, qu'entre 
32 et 128. . . , Pour obtenir les log. de ces entiers intermédiaires, il 
faudrait y insérer des moyens géométriques en quantités suffisantes, 
et aussi des moyens arithmétiques en égal nombre entre les deux 
termes correspondants de la progression des log. La différence 
constante de celle-ci sera donc partagée entre un plus grand nom-
bre de termes à mesure que l'entier croîtra ; ce qui démontre que 
plus un nombre est grand, et moins son logarithme diffère de celui 

qui le suit dans la table. Aussi v oyons-nous queleslog.de 1,10, 100.. . . 
étant 0, 1, 2 , . . . . les neuf nombres de 1 à 10 se partagent entre 
eux, quoique inégalement, une unité entre leurs log . ; et que les 



90 nombres de 10 à 100, les 900 de 100 à 1000.. . . se partagent aussi 
une seule unité. 

La différence entre les log. ne tarde même pas à devenir assez 
petite pour n'affecter que les deux ou trois dernières décimales , et 
à être la même dans une certaine étendue de la table. Par exemple, 
en se bornant à sept figures seulement, 79 est l'excès de tous les 
log. des nombres , depuis 54700 jusqu'à 53300 environ. La diffé-
rence n'est pourtant pas constante, et si l'on conservait un plus 
grand nombre de décimales, on la verrait varier sans cesse. 

Ainsi, quoiqu'il soit faux de dire que les nombres croissent pro-

portionnellement à leurs logarithmes, on voit qu'on peut le supposer 
sans erreur, du moins pour de grands nombres, et dans uue petite 
étendue. Cela posé, soit demandé le log d'un nombre qui excède les 

limites des tables, tel que 3487343, par exemple, dans celles de 
CaUet, qui ne vont que jusqu'à 108 mille. En négligeant 43, on 
cherche le log de 34873, qu'on trouve cire 7393387, et qui ne dif-
fère de celui de 34874 que de 79. Puisque une unité de différence 
entre les nombres, répond à 79 de différence entre les log. , on p o -
sera cette proportion : 

Si\, diff. entre les nombres, donne 79, diff. entre les log., combien 

0 , 4 3 , diff. entre les nombres, donnera-t-il de diff. entre les loga-

rithmes? ou i : 79 : : 0,43 : x = u . 

Ainsi, 34 est l'excès du log de 34873,43 sur celui de 34873 : en 
ajoutant 34 à ce dernier, 011 a 7393621, et il ne s'agit plus , pour 
avoir le log cherché, que de mettre la caractéristique, d'après la 
place que la virgule occupe dans le nombre proposé : ainsi (n° 90) 

log 34,87343 = 1,7393621, log 0,3487343 = 1,7393621 , etc. 

Il est inutile de remarquer que, dans notre proportion,79 et 34 tien-
nent lieu de 0,0000079 et 0,0000034. D'ailleurs, les tables de Callet 
offrent à chaque différence logarithmique la valeur de 1, 2 , 3 , . . . . 
9 dixièmes de cette différence, en sorte que le quatrième terme dp 
la proportion est de suite calculé. 

I V . Pour trouver le nombre qui répond à 1,7393621 , on voit 
d'abord que ce logarithme, abstraction de la caractéristique, tombe 
entre les nombres 3487300 et 3487400, et que la différence entre 
le log proposé et celui de 3487300 est 34 ; ainsi on fera la propor-
tion suivante, 79 : 1 ; : 34 : x = f f , inverse de celle qu'on vient 

d'employer : on trouve x = 0,43 ; ainsi le log proposé est celui du 
nombre 0,3487343. 

Voici des règles conjointes où les log. simplifient le calcul : 
I . La toise ou le pied anglais vaut 0,938293 toise ou pied fran-

çais, en trouver la valeur en mètres? 

x mètres = 1 toise angl 

1 toise angl . = 0,938293 toise franç log = 7 , 9 7 2 3 3 8 5 

1 toise f ranç . = 1 ,949036 mètre log = 0,2898199 

x = lm,828767 = l toise angl log = 0,2621584 

On trouve de m ê m e 1 pied angl . = 0">,3047946 log = 7,4840072 

IL Un centimètre cube d'eau pèse un gramme; combien de 
livres pèse un pied cube d'eau ? 

a: livres = 1 pied c u b e . 

29,17386 pieds c u b . = 1000 déc. cubes , log = — 1 ,4649939 

1 décim. cube = 1000 cent, cubes log = -»- 3,0000000 

1 centim. cube = 1 g r a m m . p. 60. 

1000 grammes = 2 f t , 0 4 2 8 8 log = - f - 0,3102421 

29,17386 X X = 1000 X 2,042S8 log x — - f - 1 ,8452482 

x = 70tt",0242 = poids d'un pied cube d'eau pure. 

III. Dans un pays où la longueur du pied est de 13 pouces de 
Paris, et où la perche vaut 20 pieds, on demande combien cette 
perche vaut de centiares, et combien l'arpent de ce pays vaut 
d'ares? 

1 are = 26,3245 toises carrées 1 6 9 2,2278867 

1 = 36 pieds carrés 400 2,6020600 

1 = 1 2 X 1 2 pouces carrés 26,3245 — 1,4203600 

1 3 x 1 3 = 1 pied carré 36 — 1 , 5 5 6 3 0 2 5 

20 X 2 0 = 1 perche carrée 144 — 2 ,1583625 

1 = x ares 

1 3 ' . 2 0 ' = 26,3245 X 3 6 x 1 2 * . x x l",6949217 

1 6 9 . 4 0 0 = 2 6 , 3 2 4 5 x 3 6 x 1 4 4 . x x = 0,4954 ares. 

Ainsi, la perche vaut 49,54 centiares ; l 'arpent, 49,54 ares. 

IV. Pour montrer comment on a pu calculer les nombres qui 
composent le tableau suivant, nous choisirons cet exemple. En par-
tant de la longueur du mètre légal, qui est de 443' ' ,296 de la toise 
du Pérou, et sachant que l'ancien boisseau était une capacité de 



6So,78 pouce s cubes, on demande combien le boisseau vaut de 
décalitres. 

x déca l . = 1 boisseau 1 0 0 2 

1 = 655,78 pouces c u b . 1 7 2 8 5 , 2 3 7 5 4 5 7 

1 = 1728 lignes cubes 655,78 2 , 8 1 6 7 5 8 2 

(445,296)3 = 1 mètre c u b e (445,296)3 . . . — 7 ,9400814 

1 = 1000 d é c i m . cubes x 0 , 1 1 4 2 2 0 5 

1 = 1 lilre x = 1 , 5 0 0 8 5 

1 0 = 1 décalitre lin boisseau v a u t 1 , 3 0 0 8 5 décal. 

( 4 4 5 , 2 9 6 ) 3 . x = 1C0 . 1 7 2 8 . 6 5 5 , 7 8 

Rapports des mesures anciennes et nouvelles. 

U n m è t r e = 0 , 5 1 5 0 7 4 0 7 4 toise = a l o g a = 1 , 7 1 0 1 8 0 0 7 

Un m è t r e = 5 pi. 0 po. 1 1 l i . , 2 9 6 = 5 p i . , 0 7 8 4 4 4 = b. log b = 0 , 4 8 8 5 5 1 5 2 

Une toise = 1 , 9 4 9 0 5 6 5 m è t r e = l o g C = 0 ,28981993 

U n pied = 0 ,5248594 m è t r e = d log d = 1 , 5 1 1 6 6 8 6 8 

Un pouce = 2 , 7 0 6 9 9 5 cent imètres . . log = 0 ,43248745 

U n e aune = 45 p o u c . 10 l i g n . , 5 = 1 , 1 8 7 6 9 4 m è l r e . . log = 0 , 0 7 4 7 0 4 5 

M mètres va lent (a X M) toises o u (b x M) p ieds. 

T toises valent (c x T) m è t r e s ; P pieds va lent (d X P)mètre». 

Un a r e = 2 6 , 3 2 4 5 toises c a r r é e s log = 1 , 4 2 0 5 6 0 1 4 

U n a r p e n t de 900 t . c a r r . (100 perches de 1 8 pi .) = 34 ,18867 a r e s . 

U n h e c t a r e = 2 , 9 2 4 9 4 4 arpents log = 0 , 4 6 6 1 1 7 6 3 

Une toise c a r r . = 5 , 7 9 8 7 4 5 m è t r e s carrés l o g = 0 ,57963986 

Un pied carré = 1 0 , 5 5 2 d é c i m è t r e s c a r r é s ; 1 po. c a r r é = 7 , 5 2 7 8 2 cent . c a r r . 

Un stère = 0 , 1 3 5 0 6 4 toise c u b e = 2 9 , 1 7 5 8 6 pieds cubes . 

U n stère = 0 , 5 2 1 voie = 0 ,261 c o r d e ; 1 vo ie = 1 , 9 2 0 stère. 

U n e loise c u b . = 7 , 4 0 5 8 8 7 m è t r e s cubes l o g = 0 ,86945979 

Un l i lre = 1 , 2 5 0 0 litron l o g = 0,0899051 

= ( 5 0 , 4 1 2 4 p o u c . c u b . ) = 1 , 0 7 5 7 6 p inte , l o g = 0,0509020 

Un litron = 0 , 8 1 5 0 2 l i t r e ; une pinte = 0 , 9 3 1 5 l i t re . 

Un boisseau = 1 , 5 0 0 8 d é c a l i t . ; 1 h e c t o l . = 7 , 6 8 7 4 boiss . 

Une l ivre = 4 ,89506 h e c t o g r . = h log /t = 0 , 6 8 9 7 5 7 8 8 

Un k i l o g r a m m . = 2 , 0 4 2 8 7 6 5 l ivres = / l o g l = 0 , 5 1 0 2 4 2 1 2 

L l ivres valent (A x L) h e c l o g r . ; K k i logr . va lent (/ X K) l ivres. 

80 f rancs = 8 1 livres t o u r n o i s . P o u r t r a d u i r e des f rancs en l i v r e s , a j o u t e z 

le 80« (ou le 8« du 10®, c 'est-à-dire u n l iard p a r f r a n c ) . P o u r c h a n g e r des livres en 

f r a n c s , ô l e z le 8 1 e , o u le 9<= du 9". 

D 'après les réduct ions des anciennes m o n n a i e s , 5 pièces de 6 livres va lent 

29 f r . ; 4 de 3 livres valent 1 1 f r . ; le louis v a u t 2 5 f r . , 5 5 , et le double louis 47 f r . , 2 0 . 

7 6 mètres = S9 toises. 

1 9 m è l r e s = 1 6 aunes . 

40 h e c t a r . = 1 1 7 a r p c n t s . 

5 7 stères . = 5 toi . eu. 

1 3 l i tres = 1 6 l i trons. 

70 k i l o g r . = 1 4 5 l ivres. 

Rapports approchés. 

1 5 d é c i m è t r . = 4 pieds. 

3 d é c i m è t r . = 1 1 p o u c . 

1 9 m è t . c a r r . = 5 t. c a r r . 

5 d é c i m . e u . = 2 5 2 p o . c u 

13 déca l i t res = 10 boiss. 

1 1 h e c t o g r . = 5 6 onces. 

81 c e n l i m è l r . = S ; pieds. 

97 mi l l imètr . = 4 3 l ignes. 

21 d é c i m . c a r . = 2 p i . c a r . 

2 2 c e n l i m . c a r . = ô p o . c a r . 

27 l itres = 2 9 pintes. 

8 d é c i g r a m . = 1 5 gra ins . 

4 m y r i a m è t r e s valent 9 l ieues de 25 au d e g r é , o u de 2283 toises 



Table des nombres M < 2461 qui sont multiples des nombres 
premiers autres que 2, 5 et 5, avec leur plus petit diviseur d. 

M d M d M d M 

l d 
M d M d M d M d 

49 
7 7 

7 469 7 7 9 1 9 1073 29 1549 1 9 1 6 5 1 1 5 1909 23 2183 57 
49 
7 7 7 4 7 5 11 781 1 1 7 9 1 5 51 7 61 1 1 1 9 1 9 89 11 
91 7 481 1 3 7 9 1 7 81 25 57 25 7 3 7 21 1 7 97 1 5 

1 1 9 7 493 1 7 7 9 5 1 5 99 7 65 29 79 25 27 41 2201 31 
1 2 Î 1 1 497 799 1 7 1 1 1 1 11 69 5 7 81 41 5 7 1 5 09 47 
1 3 3 7 5 1 1 803 11 21 1 9 79 7 87 7 59 7 1 9 7 
1 4 3 1 1 5 1 7 11 817 1 9 27 7 87 1 9 91 1 9 43 29 27 17 
1 6 1 7 5 2 7 1 7 833 7 35 11 91 1 5 1 7 0 3 1 5 57 1 9 51 23 
1 6 9 1 3 5 2 9 23 841 29 59 1 7 95 7 1 1 29 6 1 57 35 7 
1 8 7 1 1 5 5 3 1 3 847 7 4 1 7 97 1 1 1 7 17 65 1 5 49 1 3 
203 7 539 7 851 23 47 31 1403 23 27 11 67 7 5 7 57 
209 11 5 5 1 19 869 1 1 5 7 1 5 11 1 7 29 7 69 1 1 6 1 7 
2 1 7 7 5 5 5 7 871 1 5 59 19 17 1 5 59 37 81 7 65 51 
2 2 1 1 5 559 1 3 889 7 69 7 21 7 5 1 1 7 9 1 11 7 9 43 
247 1 5 581 7 895 1 9 7 7 1 1 41 11 57 7 2009 7 9 1 29 
253 11 5 8 5 11 899 29 8 3 7 57 51 65 41 2 1 45 99 11 
2 5 9 7 589 1 9 901 1 7 89 29 63 7 69 29 5 3 19 2303 7 
287 7 6 1 1 1 5 9 1 3 11 99 1 1 69 1 3 7 1 7 41 1 5 1 7 7 
289 17 625 7 9 1 7 7 1207 1 7 77 7 81 1 3 47 23 2 1 11 
299 1 3 629 1 7 925 1 5 1 1 7 1501 1 9 93 11 5 1 7 25 23 
301 7 637 7 951 7 1 9 2 3 07 1 1 99 7 5 7 1 1 27 15 
3 1 9 11 649 11 945 25 4 1 1 7 1 5 1 7 1807 1 5 59 29 29 17 
5 2 3 1 7 667 25 949 1 3 43 1 1 1 7 57 1 3 7 71 1 9 5 5 1 5 
529 7 6 7 1 1 1 959 7 47 2 9 1 9 7 1 7 25 7 7 51 59 7 
5 4 1 11 6 7 9 7 961 31 5 5 7 29 11 1 9 1 7 95 7 65 17 
5 4 5 7 689 1 5 9 7 5 7 6 1 1 3 57 29 29 51 2101 1 1 69 25 
361 1 9 697 1 7 979 1 1 67 7 41 25 57 11 07 7 87 7 
3 7 1 7 705 1 9 989 25 7 1 5 1 i 47 7 41 7 1 7 2 9 2401 7 
5 7 7 1 5 707 7 1001 7 7 3 1 9 61 7 43 1 9 1 9 15 07 29 
591 1 7 7 1 5 25 05 1 7 1 5 0 9 7 75 1 1 49 43 23 11 1 3 19 
403 1 3 7 2 1 7 07 1 9 1 3 1 5 77 1 9 5 5 17 47 1 9 1 9 

29 

41 
407 1 1 7 5 1 17 27 1 5 51 li 89 7 59 1 1 59 1 7 

1 9 

29 7 
4 1 5 7 7 5 7 1 1 37 1 7 5 3 5 1 91 5 7 83 7 67 11 3 1 II 
427 7 749 7 43 7 5 7 7 1 6 0 5 7 91 51 7 1 1 5 43 7 
437 19 7 6 5 7 57 7 59 1 5 51 7 97 7 7 3 41 49 31 
451 11 767 1 5 67 11 43 1 7 49 1 7 1 9 0 3 1 1 7 7 7 2455 11 

On demande s. les nombres .843, ,907 e t Î9O55 sont premiers , ou quels en sont les 

diviseurs? .0 la table indique que Ï843 est multiple de 19, e t = 19 x 97» a» 1907 EH 

un nombre prem.er, pu.squ'ii n'est pas dans la t a b l e , et que 2 , 3 ni 5 ne le divisent; 

S» J 9 o55 est divisible par 3 et 5, et le quot ient est I 9 3 7 , multiple de i 3 ; donc 29o55 = 

3 X 5 X i3 X i49- / » ! • > » 

» 

L I V R E S E C O N D . 

A L G È B R E É L É M E N T A I R E . 

CHAPITRE PREMIER. 

CALCULS ALGÎBRIQIES. 

Notions générales. 

92. En arithmétique on a pour but de combiner entre eux des 
nombres, selon de certaines règles : en Algèbre, ce n'est pas un ré-
sultat numérique qu'on veut obtenir, mais on cherche la manière 
dont chaque nombre entre dans le calcul. La solution de tous les 
problèmes de même nature, qui ont seulement des données diffé-
rentes, exige des calculs semblables pratiqués sur ces données. Par 
exemple, l'intérêt d'un capital se trouve en multipliant ce capital 
par le temps écoulé et par le 100e de l'intérêt que rapportent 
100 francs dans l'unité de temps (n° 150). L'algèbre s'occupe de la 
recherche des calculs à faire dans chaque problème, et pour y par-
venir, on y représente les données par des lettres a, b, c,.... propres 
à désigner tous les nombres, afin de reconnaître dans le résultat, à 
travers toutes les réductions et les modifications, la manière dont 
chacune s'y comporte. 

Cherchons, par exemple, le nombre dont le triple eet égal à 100, 
plus la moitié de ce nombre; nous raisonnerons ainsi : 

$ fois l'inconnue égale 100 plus la moitié 

de l'inconnue 

Retranchant de part et d'autre la moitié de 
l'inconnue, on.a 

3 fois l'inconnue moins sa moitié ¿gale 100, 
o u f fois l'inconnue égale 100 

Enfin (b), divisant des deux côtés par - , 
l'inconnue égale j de 100 ou égale 40 . . . . 

J U T U É S . P C N E S . T . 1. 

I* = 100 - { - ±x 

Zx — ~x — 100 
far = 100 

* = ! 100 = -40 



Table des nombres M < 2461 qui sont multiples des nombres 
premiers autres que 2, 5 et 5, avec leur plus petit diviseur d. 

M d M M d M 

l d 
M d M d M d M d 

49 
7 7 

7 469 7 7 9 1 9 1 0 7 3 29 1349 1 9 1 6 5 1 1 5 1909 25 2 1 8 5 37 
49 
7 7 7 4 7 5 11 781 1 1 7 9 1 5 51 7 61 1 1 1 9 19 89 11 
91 7 481 1 3 7 9 1 7 81 25 57 25 7 5 7 21 1 7 97 13 

1 1 9 7 4 9 5 1 7 7 9 5 1 5 99 7 63 29 79 23 27 41 2201 31 
1 2 1 1 1 497 7 799 1 7 1 1 1 1 11 69 5 7 81 41 5 7 1 5 09 47 
1 3 3 7 5 1 1 7 805 11 21 19 79 7 87 7 59 7 1 9 7 
1 4 3 1 1 5 1 7 I I 817 1 9 27 7 87 1 9 91 19 43 29 27 17 
1 6 1 7 5 2 7 1 7 855 7 5 5 11 91 1 5 1 7 0 3 1 3 57 1 9 51 23 
1 6 9 1 3 5 2 9 25 841 29 59 1 7 93 7 1 1 29 6 1 57 5 5 7 
1 8 7 1 1 5 5 5 1 3 847 7 4 1 7 97 1 1 1 7 17 65 1 5 49 1 3 
203 7 559 7 851 25 47 31 1403 25 27 11 67 7 5 7 57 
209 11 5 5 1 19 869 1 1 5 7 1 5 11 1 7 29 7 69 1 1 6 1 7 
2 1 7 7 5 5 5 7 871 1 5 59 19 17 1 5 59 57 81 7 65 51 
2 2 1 1 3 559 1 5 889 7 69 7 21 7 5 1 1 7 9 1 11 7 9 43 
247 1 3 581 7 895 1 9 7 7 1 1 41 11 57 7 2009 7 9 1 29 
253 11 5 8 5 11 899 29 8 5 7 57 51 65 41 2 1 45 99 11 
2 5 9 7 589 1 9 901 1 7 89 29 63 7 69 29 5 5 19 2505 7 
287 7 6 1 1 1 5 9 1 3 1 1 99 1 1 69 1 5 7 1 7 41 1 5 1 7 7 
289 17 625 7 9 1 7 7 1207 1 7 77 7 81 1 5 47 23 2 1 11 
299 1 5 629 1 7 923 1 5 1 1 7 1501 1 9 93 11 5 1 7 25 23 
5 0 1 7 657 7 931 7 1 9 2 5 07 1 1 99 7 5 7 1 1 27 1 5 
5 1 9 11 649 11 945 23 4 1 1 7 1 3 1 7 1807 1 5 59 29 29 17 
5 2 5 1 7 667 25 949 1 3 45 1 1 1 7 57 1 3 7 71 1 9 5 5 1 5 
529 7 6 7 1 1 1 959 7 47 2 9 1 9 7 1 7 25 7 7 51 59 7 
5 4 1 11 6 7 9 7 961 31 5 5 7 29 11 1 9 1 7 95 7 65 17 
5 4 5 7 689 1 5 9 7 5 7 6 1 1 5 57 29 29 51 2101 1 1 69 25 
361 1 9 697 1 7 979 1 1 67 7 41 25 57 11 07 7 87 7 
3 7 1 7 705 1 9 989 25 7 1 5 1 i 47 7 41 7 1 7 2 9 2401 7 
5 7 7 1 5 707 7 1001 7 7 3 1 9 61 7 43 1 9 1 9 15 07 29 
591 1 7 7 1 5 25 05 1 7 1 5 0 9 7 75 1 1 49 43 25 11 1 5 19 
405 1 3 7 2 1 7 07 1 9 1 5 1 5 77 1 9 5 5 17 47 1 9 1 9 

29 

41 
407 1 1 7 5 1 17 27 1 5 51 li 89 7 59 1 1 59 1 7 

1 9 

29 7 
4 1 5 7 7 5 7 1 1 57 1 7 5 5 5 1 91 5 7 85 7 67 11 5 1 II 
427 7 749 7 45 7 5 7 7 1 6 0 5 7 91 51 7 1 1 5 45 7 
437 19 7 6 5 7 57 7 59 1 5 51 7 97 7 7 5 41 49 51 
451 11 767 1 3 67 11 45 1 7 49 1 7 1 9 0 5 1 1 7 7 7 2455 11 

On demande s. les nombres .843, ,907 e t i 9 o 5 5 sont premiers , ou quels en sont les 

diviseurs? .0 la table indique que ï843 est multiple de 19 , e t = 19 x 97» a» 1907 e H 

un nombre prem.er, pu.squ'il n'est pas dans la t a b l e , et que 2 , 3 ni 5 ne le divisent; 

S» 29O55 est divisible par 3 et 5, et le quot ient est I 9 3 7 , multiple de I 3 ; donc 29o55 = 

3 X 5 X I3 X i49- / » ! • > » 

» 

L I V R E S E C O N D . 

A L G È B R E É L É M E N T A I R E . 

CHAPITRE PREMIER. 

C A L C U L S A L G Î B R I Q I E S . 

Notions générales. 

92. En arithmétique on a pour but de combiner entre eux des 
nombres, selon de certaines règles : en Algèbre, ce n'est pas un ré-
sultat numérique qu'on veut obtenir, mais on cherche la manière 
dont chaque nombre entre dans le calcul. La solution de tous les 
problèmes de même nature, qui ont seulement des données diffé-
rentes, exige des calculs semblables pratiqués sur ces données. Par 
exemple, l'intérêt d'un capital se trouve en multipliant ce capital 
par le temps écoulé et par le 100e de l'intérêt que rapportent 
100 francs dans l'unité de temps (n° 150). L'algèbre s'occupe de la 
recherche des calculs à faire dans chaque problème, et pour y par-
venir, on y représente les données par des lettres a, b, c,.... propres 
à désigner tous les nombres, afin de reconnaître dans le résultat, à 
travers toutes les réductions et les modifications, la manière dont 
chacune s'y comporte. 

Cherchons, par exemple, le nombre dont le triple est égal à 100, 
plus la moitié de ce nombre; nous raisonnerons ainsi : 

$ fois l'inconnue égale 100 plus la moitié 

de l'inconnue 

Retranchant de part et d'autre la moitié de 
l'inconnue, on.a 

3 fois l'inconnue moins sa moitié ¿gale 100, 
o u f fois l'inconnue égale 100 

Enfin (b), divisant des deux côtés par - , 
l'inconnue égale j de 100 ou égale 40 . . . . 

J U T U É S . R C N E S . T . 1. 

= 100 + ±x 

3 x — ± x = 100 
far = 100 

x = -j 100 = 40 



L'algébriste représente l'inconnue par x, et, à l'aide des signes, ex-
prime les parties de ce raisonnement, comme on le voit ci-dessus. 
Et s'il met a au lieu du nombre 100, il aura 

i-x = a, ou -x = a, x ='ra. = a + 3a; 

Ainsi, l 'inconnue dont le triple est égal à sa moitié, plus une 
quantité donnée, est les { de cette quantité, quelle qu'elle soit 

[voyez page 130). 
La manière de démontrer les théorèmes peut encore différer 

beaucoup en algèbre et en arithmétique. Veut-on prouver une 
proposition? On prendra en arithmétique un exemple numérique 
quelconque, et l'on procédera de manière à conclure la proposition, 
non-seulement pour l'exemple individuel sur lequel on a opéré, 
mais encore pour tout autre. On fera donc un raisonnement général 

sur un exemple particulier. En algèbre, au contraire, on prendra 
un exemple formé de symboles assez généraux pour représenter 
tous les nombres; on pourra raisonner d'une manière qui soit par-
ticulière, et souvent les combinaisons seront purement mécaniques. 
C'est ce que la suite expliquera mieux (n° 106). 

93 Convenons donc de représenter les quantités connues par 
des lettres a, b, c...; ce sont les nombres donnés qui servent de 
base aux raisonnements, et de la grandeur desquels nous voulons 
rester maîtres de disposer ensuite. Si s est la somme des quatre 
nombres a, b, c et d, nous écrirons » = 0 + 4 + 0 + « / . 

s _ a _ | _ a + a + a , se réduit à s = 4 X a> ( )U simplement 
= 4 a en ôtani le signe de là multiplication qui devient inutile. 
Le chiffre 4 se nomme Coefficient *. Si le nombre a doit être répété 
2 5 7 . . . . « f ° i s » o n écrira 2 a, 5a, 7 a,....na. De même, on désigne 
par a2, a 5 , a1,....a" que a est 2 , .5 , 7,....n fois facteur, savoir, au, 

aaaaa,e te . 
On nomme Terme toute quantité séparée d'une autre par les si-

gnes + ou— ; le binôme a deux termes, tels sont a + b, ac — 4ab ; 

Je trinôme trois , tels que a + b - c, ad - kab - Uc; 1 epolynome 

enfin a plusieurs termes. 

• On doit bien se garder de confondre les exposants avec les coefficients, «4, par exem-

p'e avec 4a : les exposants indiquent la multiplication réitérée d'une quantité par elle-

même; les coefficients en marquent l'addition : a i = a . a . a . a; 4« = a -4- a - 4 - a -+- a . 

Si a représente le nombre 5, a* = 6z5, et 4a = 20. 

Le trinôme a — b — c désigne qu'après avoir ôté b de a, il faudra 
encore retrancher c du reste; ce qui revient à a — ( i + c ) ; 
a — b — b est visiblement égal à o — 2 b ; de même 

De la Réduction, l'Addition et la Soustraction. 

94. On appelle Réduction l'opération algébrique qui tend à réu-
nir plusieurs termes en un seul ; mais il faut pour cela que ces 
termes ne diffèrent que par les coefficients , et qu'ils soient formés 
des mêmes lettres affectées des mêmes exposants, 3a — 2ab — b, 

3a? — 2a, oa3i5 + 2a2fc3 — 36% sont des quantités irréductibles. 
On verra aisément que 

3abc* — abc* — bc* -4-2bc3 -h .= 2abc1 -4- 6c3 h- a*d*; 

2a — 5b -4- a — c - 4 - 3 b = ôa — c; 
3b -+- 2 a c — Hb — 3 a c -4- ac -4- d = d — 2 b . 

En général , on ne prend d'abord que deux termes semblables; et la 

réduction ne frappe que sur leurs coefficients, c'est-à-dire qu'on ajoute 

ces coefficients lorsque leurs signes sont les mêmes, et qu'on les retranche 

s'ils sont différents : on donne ensuite au résultat le signe commun 

dans le premier cas, et le signe du plus grand coefficient dans le se-

cond. Les lettres et leurs exposants demeurent d'ailleurs les mêmes. 
On doit attribuer le facteur 1 aux termes qui n'ont pas de coeffi-

cient (n° 54) ; b et ac équivalent à 1 b et lac . 
A proprement parler, il n'y a en algèbre ni addition , ni sous-

traction , mais bien une réduction lorsqu'elle est possible ; l 'addi-
tion et la soustraction restent encore à exécuter dans a + 6 et a — b. 

Ainsi,- pour faire l'addition c i - contre , 
on n'éprouvera d'autre embarras que ce- + 5 b c ~ 2 c j 

r . , - .. i > 7 a ' — obe -4- id 

lui de la réduction , après avoir attribue fla _ ^ ^ 
le signe + au premier terme de chaque tri- _ 2bc -4- id 

nome. 
95. Proposons-nous de soustraire b— c de a ; il est certain qu'on 

ne changera pas la différence cherchée, en ajoutant c à ces deux 
nombres ; ainsi b — c deviendra b, a sera changé en a + c; sous-
trayant b de a + c, on a 

a — (b — c ) = a + c b. 



On voit en effet (n° -4) que si l'on ajoute a - j - c — b à b — c, on 
retrouve« . Donc , pour soustraire un polynome, il faut en changer 

tous les signes, et réduire, s'il y a lieu. Par exemple , 

iab — 5bc iab — 5c 3 -+- bc oa3 — 5ac 
— ( 2 ab — ebc ) — ( ab — c' — ibc ) — (2 a» — Sac) 

4ab — Zbc iab — 5c3 -+- bc 5a2 — Sac 
— 2ab -+- 6bc — ab -+- c 2 -+- 26c — 2a= -+- 3ac 

2rtè -+- 36c 5 e 6 — 2 c 2 -+- 56c 5 a 2 

On remarquera que, si le premier ternie ne porte aucun signe , 
il faut lui attribuer le signe - f - , f f i " de rendre applicable la règle 
ci-dessus à ce terme comme aux autres. C'est ce qu'on fera aussi 
dans la multiplication et la division, d'après le même motif. 

De la Multiplication. 

96. La multiplication des monomes ne donne lieu à aucune dif-
ficulté : car soit 4 aè X e n changeant l'ordre des facteurs, on 
a 4 . S .ab.cd oii 20 abcd. S'il y a des exposants, comme a2 X «3> 
en revenant aux principes, on trouve aa X o u aaaaa = a 5 , de 
sorte qu'on a ajouté les exposants 2 et S. De même, 8a'ò3 X 4a5£ 
— 32a"M. En général, pour multiplier des monomes, on multipliera 

leurs coefficients, on ajoutera les exposants qui affectent les mêmes let-

tres; enfin, on écrira à la suite les unes desautres les lettres différentes. 

On attribue l'exposant 1 aux lettres qui n'en ont pas. 

Multiplions maintenant a -{- b par c - [ - d, ce 
a -t- b qu'on indique par ( a - f - h) X ( c - j - d ) . Il est évi-
0 d dent que pour répéter a —{— Z) autant de fois qu'il y 

-t- "ad + bd a d'unités dans c - j - d, il faut prendre a - f - b, c fois, 
puis d fois, et ajouter. Mais pour prendre c fois 

a -\-b, il faut multiplier séparément a et b par c , de sorte que 
b) X c = ac-\-bc, (a - f - Z») X d= ad-\-bd, ce qui donne le 

produit a c b c a d b d . 

Multiplions a>— b par c. En prenant le produit ac 
a — b de a par c, on est supposé avoir ajouté c fois a ; mais 

— 77 il fallait multiplier, non pas a, mais a — b par c ; cha-
ac •— oc , . , . . , 

que fois qti on a ajoute a, on a pris une quantité trop 
grande de b unités, de sorte que le produit ac doit être diminué 

de b pris autant de fois qu'on a répété a, ou c fois. Otous donc bc 

de ac, et nous aurons (o — b) X c = ac — bc. 

Pour multiplier a — b par c — d, on fait d'a-
rt — i» bord le calcul précédent ; mais au lieu de répéter 
0 ~ d a — b, c fois, il ne fallait prendre a — b que 

— ad + bd (c — d) fois : on a donc pris d fois de tfop (a — b) ; 

ainsi, du produit préeédent'ac — bc, il faut retran-
cher celui d e a — b par d, ou ad—bd, ce qui donne (n° 93) 

(a _ b) X {c — d) = ac — bc — ad -f bd. 

La multiplication de tout polynome peut toujours être ramenée 
à ce dernier cas, en représentant par a et c les sommes des termes 
positifs de chaque facteur, et par b et d celle des négatifs: on re-
tombe ensuite sur le premier cas, quand il s'agit d'assigner les va-
leurs de ae, de bc En observant ce qui vient d'être développé, 
on voit que chaque terme du multiplicande a été multiplié sépa 
rément par chacun de ceux du multiplicateur: en outre, quand les 
deux facteurs partiels monomes ont eu des signes différents, leur 
produit a reçu le signe — , tandis que dans le cas contraire on a 
mis le signe 

Concluons de là que le produit de deuxpolynomes se trouve en mul-

tipliant chaque terme de l'un par tous ceux de l'autre, d'après la règle 

donnée pour les monomes ; puis on prend chaque produit partiel néga-

tivement lorsque ses facteurs ont des signes contraires, et positivement 

lorsqu'ils sont de même signe (tous deux - f , ou tous deux — ) *. On 
doit affecter du signe + le premier terme, lorsqu'il n'en porte au-
cun , comme n° 93 . 

• On a coutume de dire que la multiplication comporte quatre règles, pour les coeffi-

cients, les lettres, les exposants et les signes. Les premières ont été données pour les 

mouomes ; la quatrième s'exprime ainsi : 

- t - x - t - = -+-> - = - X - X - = - t -

Il semble alors étrange aux oreilles peu faites au langage algébrique d'entendre dire que 

- X - donne - t - ; l'espèce de doute qu'on éprouve tient au vice du langage; car il est 

absurde de prétendre multiplier un signe par un autre: il ne faut pas attacher un sens 

rigoureux aux expressions dont on se sert, qui ne sont obscures que parce qu on sacr.be 

la correction de l'énoncé au besoin de l 'abréger, pour en faciliter l'application. Ce n est 

donc pas - qu'on multiplie par - , pas même - b par - d, mais b.en a - b par c - d. 
et la logique la plus exacte conduit au théorème que nous avons donné. En un mot, on 

ne doit pas appeler le principe dont il s'agit, ta Règle des signes, mais bien la Règle de 
la multiplication despolynomes. 
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97. Voici quelques exemples de la multiplication des polynômes : 

a -+- 3c — <1 
2 a — d 

2 a ' -+• Gac — 2ad 
ad — ocd -+- d' 

2a2 Hoc — 5ad 
Zcd -4- d' 

-4- bc — 26' 
— bc -4- 2 6 ' 

4 a 2 -+- 2 a 6 c — 4 a 6 ' 

2 a 6 e — 6 ' C -+- 2 6 ' c 

4 a 6» 263c — 464 

4 a ' — 6 J C -+- 46 3 c — 464 

+ s j a 3 -+- 2 a ' 6 -4- ab' a ' -4- a 6 

+ a b 6 1 -4- a '6-4- 2 a 6 ' - 4 - 6 3 — a 6 — 62 

a ' -4- 2 a 6 - 4 - 6 ' a 3 -4- 5 a ' 6 -+- 5 a 6 ' - + - 6 3 a ' — 6 J 

Ces exemples nous fournissent des remarques intéressantes. 
I. Le carré de (a - f - b) est a2 - f - 2a6 - j - 62 (ïoyes n° 61). 
I I . Le cube est a3 - f - 3a26 - j - 3a62 - j - 63 (coyes n° 67). 
III. De (a - } -6 ) (a — b) = a2 — 6 2 , on conclut que la somme de 

deux quantités multipliée par leur différence, donne pour produit la 

différence de leurs carrés : 

(7 5) X (7 — S) = 7 ' — 5% ou 12 X 2 = 49 — 2o — 24. 

Coupons a en deux parties quelconques ; si -j a — x désigne l'une, 
l'autre est | a -\-x, et le produit est | a2 — xcette quantité est 

i a2, tant que x n'est pas nul. D o n c , si Von fait croître depuis 

zéro l'une des parties d'un nombre a, l'autre diminue et le produit 

augmente ; mais dès que la première partie devient \ a, le produit est 

le carré de cette moitié, et atteint sa plus grande valeur, en sorte qu'il 

décroît lorsque la première partie continue décroître. 

Ces théorèmes servent surtout à abréger les calculs : ainsi , dans 
le second exemple du n° 97, on reconnaît aisément qu'on cherche 
le produit de 2a (bc — 262) par 2a — (bc — 2b°) : ainsi l'on doit 
trouver la différence des carrés de 2a et (bc—2 b"), ou 4a2— (bc—262)2: 
or, la première de nos règles donne (bc —262 )2 = 62c2—463c-j-46'<; 
je produit cherché est donc 4a2 — 62c2 - j - 4 P c — 464. 

I V . On trouve q u e ( a ' - f 62) (c2 - f -d 2 ) = a2c2 - f - 62c2 a?d? -J- 6'd2; 
ajoutant et retranchant 2abcd, le produit revient à 

(ac ± bd)2 -j- (ad =f bc )2 : 

propriété curieuse qui prouve que le produit est decomposable de 

deux manières en deux carrés. Ainsi (72 + 2') (10' + 42) = 6 1 48, 
nombre qui équivaut à (70 ± 8)2 + (28 ^ 20)2 ; donc 6148 est 
décomposable en 782 - f - 82 et 62» - f - 48\ 

V. 11 est facile d'obtenir la forme du produit de m facteurs bi-
nômes (s + a) (s + b) (* + c) . . . . ; en effet, pour deux ou trois fec-
leurs, on obtient les produits 

x^ _]_ ax -j- ab 

-f bx 

xi + ax* -f abx -j- abc 

-j- bx* acx 

-j- ex2 bcx 

Or il suit du procédé même de la multiplication , que, 
lo Les divers termes du produit ne peuvent éprouver de réduc-

tion entre eux ; en sorte que les lettres « , b, c.... n'ont m coefficients 

numériques, ni exposants. 

2° Le premier terme est le produit de tous les premiers termes , 
et le dernier est le produit de tous les seconds termes des facteurs : 
entre ces extrêmes,les exposants de s vont en décroissant d une unité 
de terme en ternie, et le produit a, en général , la forme 

+ A x — 1 + + C*—* . . . . + a b c d -

3» Tous les termes doivent être composés du même nombre m 
de facteurs, en sorte que le coefficient A d e ® - ' ne doit pas con-
tenir les lettres a, b, c...., multipliées entre elles; que celui B de 

doit être formé de produits 2 à 2 d e ces lettres, ou ab ac, bc. 

40 Si la lettre a entre d'une manière quelconque dans 1 un des 
coefficients A, B...., toutes les autres lettres b,c.... doivent y entrer 
de la même manière, puisque le produit ne doit pas changer en met-
tant a pour h et b pour a, etc.; donc 

A est la somme de tous les seconds termes des binômes; 

B est celle de tous leurs produits différents 2 à 2 ; 
C celle de leurs produits différents 3 à 3, etc. 
Le dernier, terme est le produit de tous les seconds termes. 

On ne doit pas négliger les simplifications lorsqu'elles sont pos-
sibles. Ainsi, pour (4a6 - 2ac) (0a6 - 3ac), on voit que le premier 
facteur équivaut à 2« ( 26 - c ) , et le second à 3a (26 - c) : le pro-
duit est donc 6a2 (26 - c)2 ou 6a2 (462 - 46c + c2 . 

Il Y a quelquefois de l'avantagea décomposer les produits en 
facteurs (la division nous apprendra bientôt à faire ces sortes de 
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décompositions) : ainsi, pour 8 ^ * - f - 3yz' + pij, - f pz, on recon-
naît que les deux premiers termes équivalent à 3yz (y - f a ) , et les 
deux autres à j > ( y + s ) ; donc on a ($yz - f p) X 

De la Division. 

98. Soit a le dividende, m le diviseur, q le quotient et r le reste, 
r étant < m, toute division donne l equ . (n° 16) 

a — mq -]- r. 

Pour diviser un monome par un autre, comme on peut , sans 
changer le quotient, diviser par un même nombre le dividende et 
le diviseur (n°> la et 13), on supprimera les lettres communes à ces 

deux monomes, on soustraira les exposants qui affectent les mêmes 

lettres, enfin on divisera les coefficients entre eux. On voit d'ailleurs 
que cette règle est l'inverse de celle delà multiplication (n° 96). 

12 gifrc 
3ab 

= -ba'bc; 
loa3b5 ' Qa'b'c 

4ab' 
2ac ; 

i ' disparaît dans le troisième exemple, parce que les deux ternies 
ont fc pour facteur commun. 

4acVe3 a c V Sabc 

¿abc = i ; 
t$bdse 

ac"e5 

: 2 bd> ' 

on ne peut pousser le calcul plus loin, et il restera à diviser a c V 
par 26«/', quand on connaîtra les valeurs numériques de a, b, c, d,e. 

Soit pmposé de diviser 

20ab5 - f 4a6 — 25a*Z»4 _ U6 par 263 - f 2a3 — 5ab\ 

Le quotient, multiplié par le diviseur, devra reproduire le divi-
dende : si l'on connaissait un terme du produit 20a65 4a6 — . . . 
qui résultât sans réduction de la multiplication d'un terme donné 
du diviseur par un terme du quotient, une simple division donne-
rait celui-ci. Or, on sait que les ternies où une lettre quelconque , 
telle que a, a le plus haut exposant dans les deux facteurs, donnent 
au produit un terme qui ne se réduit avec aucun autre, puisque 
cette même lettre a y porte également le plus haut exposant. Les 
termes 4a6 d'une part, et 2«3 de l'autre étant dans ce cas, ia6 est 

le produit exact du terme 2«3 par le terme du quotient où a est 

affecté du plus haut exposant: ainsi ce terme est ou 2a3. Si l'on 
2a3 

multiplie tout le diviseur par 2o3, et qu'on retranche du dividende, 
le reste sera le produit du diviseur parles autres parties du quotient. 
On est donc conduit à diviser ce reste par le diviseur, afin d'obtenir 
cesparties, ce qui exige qu'on reproduise le même raisonnement, et 
qu'on divise encore par 2a3 le terme du reste où la lettre a porta le 
plus haut exposant. 

Pour éviter l'embarras de démêler parmi les termes du divi-
dende, celui où a porte le plus haut exposant, ainsi que dans les 
restes successifs, il est convenable d'ordonner le dividende et le 
diviseur ; c'est-à-dire de placer, comme on le voit ici , au premier 
rang, le terme où a porte le plus haut exposant; au second rang, le 
terineoù a porte l'exposant immédiatement moindre, et ainsi de suite. 

4«s — 25a'b* -+- 20abs — 4b6 r 2a3 — 5ab> -+- y,3 

— ia6 -+- iOa^b* — 4a3b3 ' —; r-r- — 
( 2<r3 + 5a/,* _ 2/,3 

1 « reste . . -f- 10a*b* — 25a*b* — ia*b3 -+- 20àbs — 466 

— 10„«/,* -j- 0 5 - - iq„65 
2 e reste — 4a }b3 -+- 10ab5 — 4b6 

-+• 4a3b3 — 10(7¿>5 -1- 4b6 

5e reste q 

On voit qu'après avoir divisé 4a6 par 2a3, on a multiplié tout, le 
diviseur par le quotient partiel 2o3 , et retranché le produit du di-
vidende, ce qui a donné un premier reste. On a divisé de nouveau 
par 2a3 le terme I0a''i% où la lettre a porte, dans le reste, le ¡dus 
fort exposant, ce qui donne;-)- oaZ»2 pour second terme du quotient. 
On a ensuite multiplié le diviseur par ce ternie - j - on a re-
tranché du premier reste, ce qui a donné un second reste. Enfin ,• 
— 4o3i3 ; 2a3 = — 263 a complété le quotient parce qu'on n'a plus 
trouvé de reste. 

Lorsqù on est conduit , comme ci-dessus, à diviser des termes 
qui ont pour signes, l'un - j - , l'autre — , on donne au quotient le 
signe — , afin que, dans la multiplication , on reproduise le premier 
terme du dividende avec son signe. Si les termes à diviser eussent 
été négatifs l'un et l'autre, le quotient aurait eu le signe Il 
faut prendre ceci simplement comme un fait de calcul, sans cher-
cher à expliquer ce que peut signifier la division de deux termes 
qui ne sont pas positifs ensemble; en effet, il ne s'agit ici que de 



trouver un système de termes q u i , multiplié par le diviseur , d'a-
près les règles connues, reproduise le dividende. 

Concluons de là que, _po«r diviser deux pohjnomes, on les ordon-

nera par rapport à une même lettre ; on divisera le premier terme du 

dividende par le premier du diviseur, et l'on aura un terme du quo-

tient; on multipliera ce terme par le diviseur, et on retranchera du 

dividende : puis Von traitera le reste de la même manière. On prati-

quera , pour les divisions partielles, la règle des signes de la multipli-

cation. Enfin , on poussera l'opération jusqu'à ce q-ie la lettre 
suivant laquelle on a ordonné,"ait dans le reste un exposant moindre 
que dans le diviseur. 

Il est bien entendu qu'on pourrait ordonner par rapport à b, 

ou toute autre lettre commune aux deux facteurs, et même dire du 
plus petit exposant d'une lettre tout ce que nous avons dit du plus 
granfi. 

99. Nous mettrons ici deux autres exemples de division. 

6a4 -4- 4a3b — 9a'b' — ôab3 -4- 264 j 2a1 -4- 2ab — b2 

-M-Ga'b+ôa'b* I 3«'- ab - iù> 
1 « reste. . . — la3b — 6a*b* — 3ab3 -4- 264 

-+- 2a3b -4- 2a'b* — ab3 

2c reste. — 4a*b* — 4ab3 -4- 2b" 
-+- ia'b1 -+- iab3 — 2b" 

j e reste 0 

a5 — bs t a — b 

~ fl5 a*b Í a« -4- a3b •+- a'b> + ab3 -+- b* 
1er reste, a 4 b — b5 

— a 4 ¿ -4- a3b* 

2« reste . . . . a3b2 — b¡ 

— a3b3 -4-a'b3 

3" reste a'b3 — b5 

— a*b3 -4-ab* 
4« reste ab4 — b5 

— ab* -4- b5 

5c reste 0 

En suivant avec attention la marche de la dernière division , on 
voit que si l'on divise a'" — bm par a — b, les exposants de a do i -
vent diminuer, et ceux de b croître d'une unité dans chaque reste 
et dans chaque quotient; les restes sont donc des binômes dont 
le 1 " terme est successivement am~'b, am 2i>2.... Lorsqu'on arrive 
au reste abm~l — bm, la division par (a — b) donne le quotient 

exact bm—en sorte que am — est divisible sans reste par (a—b), 

et l'on a 
a'<> lyn 

— = «"— -|-a™-Jb 4 - a"'-3*)2 4 - 4 -
a — b 1 1 1 1 

Si b= 1 , ~ 1 = a"— - f a ' " - 2 4 - a m - 3 4 - 4 - « 4 - l . 
fl 1 1 

Au reste, il est facile de prouver la vérité de ces équations en 
multipliant les seconds membres par les dénominateurs a —b, 

a — 1 , parce qu'on reproduit identiquement les numérateurs 
am — bm, am — 1. 

Quand on divise a par 1 — x, l'opération n'a pas de fin, et l'on 
trouve ce quotient indéfini 

= a ( 1 + ® 4 - ® 2 4 - ® 3 4 - ). 1 — x 

On peut donc regarder le 1er membre comme la somme des termes 
du 2 e ; cette fraction est la somme d'une progression par quotient, 
qui s'étend à l'infini, douta est le 1er terme et x la raison. Si l'on a, 
par exemple,-H- 2 : f ; f ; . . . savoir, a = 2 et x = y , 1 — ® = f , 

on trouve 2 } ou 3, pour la somme de cette suite prolongée à l'in-
fini. De même, ï ( 1 4 " 7 + ( f ) a - — ) = = l > parce que o = | , ® = 
Enfin, j ( l — — ?••••) = 4 > e n faisant a = } , x = — \. 

La fraction décimale périodique 0 , [ 5 4 ] revient à 

^ + 7 ^ 4 - o u ^ L l + ^ - H r ^ ) 2 . ] « • H , 

en faisant a = x = En général, si p est la période com-
posée de n chiffres, cette fraction est, comme n° 53, 

P • — 4 -1Í1» I 10" 1 102" 1 

Faisons a = 1 et x = f ; il vient — 2 = 1 _J_ | -J_ 
On ne conçoit pas d'abord comment, en ajoutant des termes sans 
cesse croissants et positifs , on pourra trouver — 2 pour somme. 
Mais en poussant la division de a par 1 — x, jusqu'à -4 termes seule-
ment, on a le reste ax4, en sorte que le quotient exact est 

a ^ 1 4 - ^ 4 - ^ 4 - ^ 4 - J — — ~ ^ » c e l t e dernière fraction re-

présentant la somme de tous les autres termes jusqu'à l'infini. Mais 

cette fraction devient — en faisant a = 1 et® = f ; ainsi, lors-



qu'on n'a égard qu'aux premiers termes, ceux qu'on néglige forment 
une somme négative plus grande que la partie qu'on prend : Jes 
deux parties réunies sont ici 1 - f \ - f - 2 + n . _ ^ q u i s e r é d l l i t 

au 1er membre — 2. 
Ce paradoxe vient donc de ce qu'on ne peut regarder les « p r e -

miers termes comme une partie plus ou moins grande de la somme, 
9 (AXn 

qu autant que y — — va sans cesse en diminuant, à mesure que 

le nombre n des termes conservés s'accroît ; il faut donc que * < 1. 
On dit qu'une série est convergente quand les termes vont ainsi en 
décroissant de plus en plus (voy. n° 618). 

100. On~ rencontre une difficulté de laquelle il est bon d'être 
prévenu : lorsqu'il y a plusieurs termes où la lettre suivant laquelle 
on a ordonné porte le même exposant, quel est celui qui doit être 
écrit le premier, et que devient alors la démonstration que nous 
avons donnée? Avec une légère attention, on verra qu'il suffit de 
mettre dans les termes dont il s'agit, la lettre avec son exposant en 
facteur commun, e t , entre des parenthèses, la quantité qu'elle 
multiplie. On doit regarder alors cet assemblage comme ne formant 
qu'un seul terme. Si l'on a , par exemple, 4a4£' — 4a4£c - f a<>c% 

on écrira «4 - Me - { - c 2 ) , qu'on regardera comme n'étant 
qu'un seul terme. 

Un exemple fera voir plus clairement la marche qu'on doit 
suivre. 

-(46*-46c-f-ç V + ( 2 6 - c (6+c) aib -(2¿»—ci a*bï j (—~Tl , , , 

—(•2b —c)(6+c)g36+( b'-h2bc-t-c*)a*b'-( 6-t-c) abi 

—(26—c )a*6'+( 6-f-c) a64—b* 
-H(26—c )aa63—( 6-t-c) «61-4-66 

Ô 

Des Fractions et Communs Diviseurs. 

101. Tout ce qui a été dit (pages 39,40) sur les fractions numéri-
ques, doit se dire aussi des algébriques. Ainsi 

1° ^ désigne que l'unité est. partagée en h parties, et qu'on en 

prend a ; en sorte que le produit ^ X b est le numérateur a (n° 87) ; 

2° Quel que soit m, on a ^ (n° 38) ; 

3 0 î ± 7 ~ ± 1 = b d bd " m m 

Le s i g n e ± s ' é n o n c e p l u s o u moins; il indique qu'on doit prendre 
le signe supérieur dans les deux membres, ou, si l'on veut, l'infé-
rieur dans l'un et l'autre. 

" î * " - ï - = 

Ho a . o am # a a c ud 

b b¿' T ' m = = V b ' d = b c ' 

102. Cherchons le plus grand commun diviseur D de deux polyno-
mes A et B : on nomme ainsi une expression qui divise exactement 
ces polynomes, et telle, que les deux quotients n'admettent plus 
aucun diviseur commun. 

I. Si A et B sont divisibles par D, ils sont de la forme A =Dx, 

B =DlJi or> c n divisant A par B, et désignant le quotient par q et 
le reste par II, on a l'équation 

A = B q - R , d'où Dx = Dyq + R, x = yq - f 

en divisant l'équation par D ? ainsi R doit aussi être divisible par D, 

et de la forme R = Dz, ce qui donne x = yq -\-z. Tous les divi-

seurs communs à A et B le sont aussidu reste R de la division de A par B . 

Maintenant supposons que D soit le plus grand diviseur commun* 
de A et B, c'est-à-dire que x et y n'aient aucun facteur commun , 
il s'ensuit que y et z n'en auront pas non plus; car s'ils en avaient 
un, on prouverait de même que ce facteur diviserait x, et que x et y ne 
seraient pas premiers entre eux. Donc le plus grand commun diviseur 

de A et B, est aussi celui de B et du reste R de leur division. C'est ce 
qu'on a vu n° 23. 



II. Si l'on multiplie ou divise A par une quantité qui soit première 

avec B, le plus grand commun diviseur demeurera le même. Car soient 
A et B de la forme A = D.r, B =Dy, xely étant premiers entre eux ; 
il est visible que Dsera encore le plus grand diviseur commun, si l'on 
supprime x, ou y, ou seulement quelqu'un de leurs facteurs, comme 
aussi si l'on multiplie A par une quantité 'z qui soit première 
avec B. 

III. Si un polynome A , ordonné par rapport à a , est divisible par 

une quantité F indépendante de a , les coefficients de chaque puissance 

de cette lettre a doivent en particulier être divisibles par F. En effet, 
soit Mam - j - Ha'' - } - . . . . , le quotient de A divisé par F, on à donc 
A — FMam - j - FHah - f - ; <>r F ne contenant pas a , il ne peut 
s'opérer de réduction d'un terme à l'autre. Donc chaque coefficient 
conserve le facteur F. 

Voici l'usage de ces théorèmes. Si, par la méthode que nous allons 
exposer, on cherche le plus grand commun diviseur entre deux 
quelconques des coefficients de A, puis entre ce diviseur et quelque 
autre coefficient de A, et ainsi de suite pour tous les coefficients, il 
est clair que si A a un facteur F indépendant de a , comme il devra 
l'être de chaque terme en particulier, on obtiendra ainsi ce diviseur 
commun F indépendant de a , et l'on aura A = FA', A' étant un 
polynome connu, qui n'admettra plus de facteur sans a. Le même 
calcul mettra en évidence dans £ le facteur F' indépendant de a, 

s'il en existe un , et l'on aura B = F F. 

Or, le plus grand diviseur K, entre F et F, est le facteur indépen-

dant de a, qui est commun entre A et B : c'est-à-dire que si le plus 
grand commun diviseur cherché entre A et B, est le produit QK de 
deux facteurs, l'un Q contenant a, l'antre K sans a, on sera parvenu à 
connaître ce der nier, et il ne restera plus qu'à trouver O, qui ne 
peut être divisible par un facteur indépendant de a. Uné fois K 

connu, on aura donc F =Ka, F = K&, d'où A = KA'a, B = KF(i; 

ôtant le facteur K, O sera le plus grand commun diviseur entre 
A'a. et B'/3, ou plutôt entre A' et B', puisqu'on peut supprimer 
« e t ¿3 ( I I ) . 

Concluons de là, qu'après avoir trouvé les facteurs F et F indé-
pendants de a, ou communs à tous les termes, l'un de A , l'autre 
de B, on supprimera ces facteurs, ce qui rendra les polynomes plus 
simples, tels que A' et B' ; mais on mettra à part le facteur K, 

commun à F et F ; on cherchera le plus grand commun diviseur 

Q entre A' et F, et on le multipliera par K ; KO sera eelui qu'on 
demande. 

Procédons maintenant à la recherche du facteur Q dépendant 
de a. 

Comme le quotient q de A' divisé par F doit nécessairement être 
entier, il ne suffit pas ici de procéder comme on l'a fait sur les nom-
bres. Après avoir ordonné les polynomes, ils deviendront 

A' . . . . Mam -j- M' am' -j- . . . . 

' F A'a" -f A" a»' 

On divisera le premier terme Mam par le premier Na"; or, si JV 

contient quelque facteur « qui ne divise pas M, le quotient n'e'st pas 
entier. Pour éviter celte difficulté, comme on admet qu'on a délivré 
B' de tous les facteurs communs indépendants de a, « n'est pas di-
viseur de B', et l'on a le droit de multiplier A' en totalité par « 
alors M deviendra Mz, divisible par N. Ainsi, les deux premiers 
termes seront toujours réduits à l'état convenable pour que la divi-
sion soit possible , parce qu'on aura ôté de N, ou introduit dans M, 

les facteurs qui s'opposaient à la division exacte. On aura soin de faire 
une semblable opération sur chacune des divisions subséquentes 
qu'exige le théorème, afin de rendre tous les quotients entiers. 

Soient, par exemple, les polynomes 

36a'cd — 120abcd - f 100 frcd, et 36a3c —6a>6c — 90a6'c. 

Le commun diviseur entre 120abcd et 1006'cd est 20bcd; entre 
20bcd et 36a*cd, il est hcd. On obtient de même 6ac pour facteur 
commun de tous les ternies du second polynome. Supprimant ces 
facteurs, les proposés se réduisent à 

9 a* SOab - { - 2 o b \ et 6a5 — ab — 156'. 

Mais comme Acd et 6ac ont 2c pour diviseur, on réservera 2c pour 
multiplier le commun diviseur entre les polynomes réduits : 2c est 
le facteur indépendant de a. Voici la fln du calcul : 

9 a ' 
1 8 a ' 

— 30 ab 
— 60 ab 

- f - 2 5 6 ' 
-+- 506 ' 1 

r 6a* — ab — 1 5 6 ' j [ 3 a — 5 6 9 a ' 
1 8 a ' 

— 30 ab 
— 60 ab 

- f - 2 5 6 ' 
-+- 506 ' 1 

I 1 " quoi . 3 J 
| 2« reste 9a6 — 1 5 6 ' j 

0 \ 

1 2a -+- 5 6 
Reste 

ou 
— 57 ab 
— 19b (5a 

-1- 9 5 6 ' ] 
— 56) ( 

I 1 " quoi . 3 J 
| 2« reste 9a6 — 1 5 6 ' j 

0 \ 

1 2a -+- 5 6 

On voit que la division de 9a' par 6aJ ne pouvant se faire exacte-



ment, il a fallu multiplier la totalité du dividende par 2 ; après quoi 
le quotient 3 a conduit au reste — 57a6 - f - 9a62, et la question est 
réduite à trouver le plus grand facteur commun entre ce binôme et 
le diviseur; il faut donc réitérer les calculs de préparation sur l'un 
et l'autre. Or, on trouve que le binôme a — 196 pour facteur, qu'il 
faut supprimer; et, comme la division par (3a — Sb) réussit, le plus 
grand diviseur commun cherché est 2c (Sa — oh) ou 6ac — 106c. 

Soit proposé de réduire à sa plus simple expression la fraction 
6a3 — 6a2 y 4 - 2a«2 — 2w3 , v 

l i > a , _ — ^ : ces polynomes ont respectivement 

2 et S pour facteurs qu 'on peut ôter sans changer le plus grand 
facteur commun des deux termes : le diviseur sera réduit à 
4a2 — 5ay-|- y2) et le premier terme du dividende à Sa3. Pour 
rendre la division exacte , il faudra multiplier par 4, c'est-à-dire 
doubler le numérateur; ainsi, il faut cheiclier le plus grand commun 
diviseur de 12a3 — 12a2i/-|- Aaïf — 4y3 et 4a2 — Say-]- y2 . 

Une première division donne le quotient 3a et le reste 
3a'y -[- ay* — -4y3. Pour rendre de nouveau la division possible, on 
multipliera ce reste par 4 ; on pourra aussi supprimer le facteur y ; et 
le dividende deviendra 12a2 - j - 4 a y — 16y2. 

Une seconde division conduit au reste 1 9 a y — 1 % ' , qui doit 
être pris pour diviseur de 4a2 — oay - j - y-. On supprimera les 
facteurs 19 et y dans c e diviseur, qui devient a — y , et qui 
divise exactement; a — y est donc le plus grand commun divi-
seur cherché. La fraction proposée se réduit à ^ . 

12a — ¿y 

Voici le calcul : 

-f- 5 a 2 / -4- a y — 4y 3 I T V oc , 5a -+- 5 
12a2 -4-4ay — 16/2 _ , 2 

19«/ —19/* J J 

19a/ — 19/ ' 
a — / comm.divis. 

4 a — / ' 

En cherchant le plus grand diviseur des deux termes, qui est 
2a2 - j - 2ab — b2, on verra de même que la fraction 

¿¿4 — 4ab3 — 64 _ 2a2 — 2ab 62 

6a4 + 4a3b — 9a'b* — 3a63 - f 264 ~ § a 2 — ab — 262" 

, , . S4a26 — 2463 , „ 
Pour la fraction + , U r h , _ 9 f l & , 6 A 4 - l e 'acteur com-

mnn indépendant de a est Si ; en le supprimant dans les deux ter-
mes, ainsi que 2 au numérateur, on est conduit à chercher le plus 
grand commun diviseur entre 9a2 — 462 et 1 Sa3-|- a26 — 3a62 -J- 263. 
On trouve qu'il est 3a - f - 2 b ; ainsi 3b (3a - f 26) est celui qu'on 

G M * 

cherche, et la fraction se réduit à } . 
Sa2 — 3ab - f 62 

On ne doit pas oublier qu'ici, comme au n° 100, il faut regarder 
les termes qui contiennent une même puissance de la lettre par 
rapport à laquelle on ordonne, comme ne faisant qu'un seul terme. 
C'est ce qui a lieu pour la fraction 

a2 (fr _ c2) _ a b ( 262 - f - bc - c2) 4 - b3 (b 4 - ç) 

a 3 (62 4- 26c + c2) - a'6 (262 4 - 36c + c2) - j - ab3 (b 4 - c ) ' 

La considération des coefficients (6 4 - c ) , (262 4 - 6c c2), 
(62 — c2), etc., fait bientôt reconnaître que (6 - f c) est un facteur 
commun indépendant de a. En le supprimant, on cherche le plus 
grand diviseur entre 

a2 (b — c) — ab (26 — c) 4 - 63 

et a3 (6 4- c) — a26 (26 4 - c) -f ab\ 

qu'on trouve, par le calcul, être a — 6,- ainsi, celui des deux 
termes de la fraction proposée est a (6 4 . c) — 6 (6 4 - c) ; elle se 

-1 • a {b — c) — 62 
réduit a — ^ — ; — — . 

a2 (6 4 - c) — a62 

103. Cherchons le plus petit nombre n divisible par deux nombres 

donnés a et b. Ce nombre serait a X b, si a et 6 étaient premiers 
entre eux ; mais soit D un diviseur quelconque de a et de 6, 
a = Da', b = Db'; comme Da'b' = ab'= a'b, Da'b' est divisible 
par a et par 6. Mais a - est d'autant plus petit que D est plus grand ; 

donc la quantité n=Da'b' est le plus petit nombre divisible par a 

et par 6 , quand D est leur plus grand commun diviseur. Ainsi 
312 et 132 ont 12 pour plus grand diviseur; les quotients sont 26 
et 11 ; donc, 1 2 . 2 6 . 1 1 = 3532 est le plus petit multiple de 8 1 2 
et 132. 

XATDÉM. PURE». T. 1. 



CHAPITRE II. 

EQUATIONS DU F&EMIEB DEGRÉ. 

Premier Degré à une seule inconnue. 

104. Le degré d'une équation est marqué par la plus haute 
puissance de l'inconnue qu'elle renferme : s , y, s, . . . . . . 

désigneront les inconnues; a, b, c, les données. Ainsi, 
ax - f b = ex e§t du premier degré; qx> 4 . dx = c est du second; 

" f qx2 == r est du troisième, etc. 
Pour résoudre un problème proposé, il faut d'abord exprimer, 

par une équation , les conditions qui lient les données aux incon-
nues: cette traduction du problème en langage algébrique une fois 
laite, il faut résoudre 1 équation, c'est-à-dire dégager l'inconnue 
de tout ce qui l'affecte, et l'amener à la forme s = A; A est la va-
leur cherchée. 

Par exemple, un père a 4 fois l'âge de son fils, la somme des deux 
âges est 45 ans : quel est l'âge de chacun? Soit x l'âge du fils, 
4s sera celui du père; ainsi, x-\-Ax doit faire 45 ans, d'où 5s = 45, 
Telle est l'équation qui, dans notre problème, exprime la liaison 
de l'inconnue aux quantités données 5 et 45. 11 faut maintenant 
résoudre cette équation, ce qui se fait en divisant le produit 45 par 5; 
le quotient 9 est l'autre facteur (n° 5); x = 9 donne 9 ans pour l'âge 
du fils, et §6 ans pour celui du père. 

On voit ici bien distinctement les deux difficultés qu'offre tout 
problème : 1° poser l'équation, 2° la résoudre. Nous traiterons ces 
deux sujets, en commençant par le second. 

105. L'inconnue ne peut être engagée dans une équation du 
premier degré, que par addition, soustraction, multiplication et 
division. Voici les règles qu'il faut pratiquer pour la dégager: 

I. Si l'inconnue a quelques coefficients fractionnaires, multipliez 

toute l'équation par le nombre qui serait dénominateur commun 

(nu 88, l'D et 2°). Cette opération, sans altérer l 'équation, fera dis-
paraître les diviseurs. Cela revient à réduire tout au même déno-
minateur, puis à le supprimer. Soit, par exemple, 

jx -f _ 20 - = \x - - 8. 

A UNE SEULE INCONNUE. ' JSJ 

En multipliant tout par 12, cette équation devient 

Qx + 6s — 240 — 2* a 9s — 9 — 9 6 , 

qui se réduit à 12s — 240 = 8s — 96. 

II. On réunira tous les termes inconnus dans l'un des membres, et 

les quantités connues dans l'autre, en donnant un signe contraire aux 

termes qui changent de membre; c'est ce qu'on appelle transposer. 

Ainsi, notre exemple deviendra 1 2 s — 8 s = 2 4 0 — 9 6 , ou 4x = 144. 
On voit en effet qu'en effaçant 240 du premier membre 12s — 240, 
ce qui le réduit à 12s, on l'augmento de 240; pour no point trou-
bler l'égalité, il faut donc ajouter 240 au second membre. Pareille-
ment, en supprimant 8s, on diminue de 8s le second membre; i| 
faut donc aussi retrancher 8s du premier. 

III. L'équation, d'après ces deux'règles, sera amenée à la forme 
ax = b; b est le produit de a multiplié par s (n° 5) : en divisant b 

par a, le quotient donneradonc s ; ainsi, s = - . 
a 

Donc, pour dégager l'inconnue de son coefficient, il faut diviser 
toute l'équation par ce coefficient. 

C'est ainsi que l'équ. 4 s = 144, donne x = ~ =a 88 ce nom-
bre résout l'équ. que nous nous étions proposée ci-dessus, c'est-à-
dire que les deux membres seront égaux, si l 'on met partout 86 
pour s ; c'est ce qu'on vérifie aisément, car on a 

24 - j - 18 — 20 — 6 = 27 - 3 — 8 = 16. 

IV . Une équation du premier degré n'admet qu'une solution ; car on 
peut toujours la mettre sous la forme (n° 107) as - f - b = es - j - d : 

or , si s pouvait avoir deux valeurs a et fi. 011 aurait les équations 

ax - f - b = eu - j - d, a/3 4 - b = c& 4~ d, 

et retranchant, on trouverait a (a. — /3) = c (a — /3), équ. qui re-
vient à (a — c) (« — 0) = 0, et ne peut être satisfaite à moins qu'on 
ait a= (i, puisque a etc sont donnés et inégaux. 

Voici plusieurs exemples de ces diverses règles : 



1» cf. m = p X - } - y . - f " n> supprimant la fraction 

— commune aux deux membres, on a y + m ~ Px "t" n > mu'~ 

tipliant tout par b, il vient ax bm = bpx + bn; 

transposant bm et bpx, on a or — bpx = bn —bm, 

ou a; (a — bp) = b (n — m); en divisant par a — bp, il vient 
enfin 

b (n — m) 
x = r— • 

a — bp 

2» l x — 90 - f f x *=• | x — 82 ; transposant, on trouve 
| x _J_ ix _ ï x = 90 — 82, qui se réduit à ~x — \x = 8 ; 
multipliant l'équation par 15, on obtient 18.r — 10a; = 8 X 
ou 8^ = 8 . 15, et enfin x = . 1 5 . 

go i ar_j-9 = \x — 10 donne 9 + 10 = \x — y x, et multi-
pliant par 21, il vient 1 9 X 2 1 = 7 * - 6s, d'où x = 1 9 . 2 1 = 899. 

4° Enfin, l'équation far — 40 — far = 60 — \x donne . . . . 
i x _ i x - f - \ x = 100 ; on multiplie par 9 X 4 X 5 , on 180, et 
l'on obtient 40* - 45* - f 252a; = 180 X 100, ou 247 x = 18000 : 
donc, a; = ^ = 7 2 , 8 7 4 5 . 

106. Yenons-en maintenant à la principale difficulté, qui consiste 
à poser le problème en équ . Pour cela, on examinera attentivement 
l ' é t a t de la question pour en bien comprendre le sens; et donnant, au 
hasard, une valeur à l ' inconnue, on soumettra ce nombre à tous les 
calculs nécessaires pour s'assurer s'il convient ou non. On connaîtra 
ainsi la suite des opérations numériques qu'il faut faire subir au 
nombre cherché, lorsqu'il est trouvé, pour vérifier s'il convient en 
effet au problème. Enfin on fera , à l'aide des signes algébriques, 
sur x représentant l ' inconnue, toutes ces mêmes opérations, et 
l'équ. sera posée. 

I. Soit, par exemple, demandé quelle était la dette d'un homme 
qui, après en avoir acquitté la moitié une première fois, le tiers une 
seconde, le douzième une autre fois, se trouve ne plus devoir que 
680 fr . 

Supposons que cet homme devait 1200 f r . ; la moitié est 600; 
ie tiers 400 ; le douzième, 100 : il a donc payé 1100 fr . ; mais il 
redoit encore 680 ; donc il devait en tout 1100 + 630, ou 1730 fr. , 
et non pas 1200 fr., c omme on l'a supposé. Ainsi, cette hypothèse 

est fausse ; mais il en résulte une suite de calculs qu'on pratiquera 
aisément sur x, et qui donnera 

* = Î + F + B + 6 S 0 -

Le reste n'a plus de difficulté; en multipliant par 1 2 , on 
a 12ar = 6ar - f 4a? - f * + 7560 = 1 Lr + 7560 ; d'où s = 7560 fr. ; 
c'est le nombre cherché, ainsi qu'on peut s'en assurer. 

Notre règle, pour poser un problème en équation, consiste donc 
à faire subir à x toutes les opérations qu'on fera sur le nombre cher-

ché, lorsque après l'avoir trouvé, on voudra vérifier s'il répond en effet 

à la question. 

La valeur arbitraire attribuée à l'inconnue ne sert qu'à mettre 
ces calculs en évidence, et l'usage apprend bientôt à s'en passer. 
Voici divers autres problèmes: 

II. Quel est le nombre dont le tiers et le quart ajoutés ensemble 
font 6 3 ? Soit x ce nombre , \x en sera le tiers, le quart ; 

donc, j x - } - far = ^ - J - ^ = 6 3 } cette équation se réduit à 

7ar = 12 . 63 , d'où ar = = 12 . 9 = 108. 
/ 

Remarquons que, pour obtenir le nombre dont le cinquième et 
le sixième ajoutés forment 2 2 , il faut recommencer de nouveau 
K , , X X 
a poser l'équation, puis la résoudre; on a ainsi — - { - — = 2 2 ; 

d'où lia; = 3 0 . 2 2 et a; = 3 0 . 2 = 60. 
Si donc 

on veut résoudre à la fois ces deux problèmes, et tous 
ceux qui n'en diffèrent que par des valeurs numériques, il faut rem-
placer ces nombres par des signes a, b, c. . . . propres à représenter 
toutes valeurs, puis résoudre cette question : Quel est le nombre 
qui, divisé par a et b, donne s pour somme des quotients? On 
trouve 

x . x ,, , abs 
- - f - T = s, d ou a; = =—r. 
a b a -f- b 

Cette expression n'est pas, à proprement parler, la valeur de 
l'inconnue dans nos problèmes; mais elle offre le tableau des calculs 
qui les résolvent tous. On donne le nom de formule à cette expres-
sion. Cette formule montre qu'on a l'inconnue en multipliant les 



trois nombres que rehferuie la question, et divisant ce produit abs 

par la somme a -\-b des deux diviseurs; ou plutôt notre formule 
n'est qu'une manière abrégée d'écrire cet énoncé. L'algèbre n'est 
donc qu'une langue destinée à exprimer les raisonnements, et qu'il 
faut savoir lire et écrire. 

Tel est l'avantage qu'offre cette formule, que l'algébriste le plus 
expert, et l'arithméticien le moins intelligent, peuvent maintenant 
résoudre l'un et l'autre le problème. Mais ce dernier n'y parviendra 
qu'en s'abandonnant à une routine aveugle ; d'ailleurs les diverses 
questions exigent des formules différentes, et l'algébriste a seul le 
secret de les obtenir. On voit par là pourquoi quelques personnes 
calculent souvent avec une facilité surprenante sans comprendre ce 
qu'elles font, quoiqu'elles sachent trouver exactement les résultats. 

III. La somme des âges de deux frères est 57 ans, l'aîné a 7 ans 
de plus que l'autre : on demande l'âge de chacun. Soit s l'âge du 
plus jeune, x - f - 7 est celui de l'aîné; il faut donc que x ajouté à 
x - f - 7 donne 57 ; d'où 2 s -J- 7 = 57 et x — 25 : le plus jeune a 
25 ans,l 'aîné 32 ans. 

En examinant l'énoncé de cette question, il sera facile de recon-
naître qu'elle renferme des circonstances inutiles : elle se réduit 
visiblement à la recherche de deux nombres dont la somme est 57 
et la différence 7. En général, il convient de dépouiller les ques-
tions de tout appareil étranger, qui ne peut qu'obscurcir les idées, 
et faire perdre la liaison des quantités. C'est un tact particulier 
qu'on doit à l'exercice ; ni maîtres, ni livres, ne peuvent donner la 
sagacité nécessaire pour démêler, dans l'énoncé, ce qui est indis-
pensable ou inutile. 

Pour généraliser le problème précédent ; cherchons les deux 

nombres qui ont s pour somme, et d pour différence. Soit x le plus 
petit; x —J— d est le plus grand; donc, ajoutants - f - ( s -J- d) =s; 

d'où 2s = s — d, et s = { (s — d). C'est le plus petit des nombres 
cherchés; le plus grand est s - j - d, ou { ( s — d ) - f d={ (».-{- dj .Donc, 

s = s - f - d = -I 0 + <*) 
sont les nombres qui répondent à la question. On prendra la moitié 

de la somme, et la moitié de la différence données; on aura le plus 

grand en ajoutant ces deux moitiés, et le plus petit en les retranchant 

Tune de l'autre. 

Une maison composée de deux étages a 15 mètres de haut : le 

9 

f 

• 

» 

premier est plus élevé que le second de 1 mètre ; on demande la 
hauteur de chaque étage. 7 et | sont lés moitiés des nombres don-
nés : ainsi, 7 \ - f - ou 8 mètres, est la hauteur du premier étage; 
7 7 — ^ ou 7 métt-ës, est celle du second. 

IV. Partager un nombre a en deux parties qui soient entre elles 
cbmifiewiest à n? x étatit l'une des parties, pour avoir l'autre, on 

nx pose la proportion m \ n \\ x \ — ; la somme de ces parties 
m 

étant a, Ori a x -4 = a; d ou s = 
m 

ma 

i - [ - n 

Pour partager a en trois parties qui soient entre elles m \n\p, 

x étant l'une , — et — seront les deux autres : donc , 
m m 

. nx : px 
s —j f - — = a, 

' m ' m 
d'où s = 

ma 

m -{- n-\-p 

(voyez la règle de société, n° 79). 
V . Un père a 40 ans, son fils en a 12 ; o n demande dans quel 

temps le père aura le triple de l'âge du fils. Dans s années, le 
père aura 40 - f - s ans, et le fils 12 - f - s ; o r , 40 - j - s doit être le 
triple de 1 2 - } - s ; ainsi, 

40 - f x = 36 - f 3 s ; d'où s = 2. 

VI. Plusieurs associés, que j e nommerai A , B , C , font un 
bénéfice ; et conformément à leurs conventions, A prend sur la 
masse commune 10 louis, et le 6° du reste; B prend à son tour 
20 louis, et le 6° du reste; C en prend 80, et le 6e du reste... , 
ainsi de suite jusqu'au dernier, qui prend ce qui reste. Le partage 
fait, chacun a une somme égale ; on demande la masse, le nombre 
des associés et la part de chacun. 

Quoiqu'il y ait ici trois inconnues, un peu d'attention fait recon-
naître que si la masse s était trouvée, eh effectuant le partage, on 
aurait bientôt les deux autres ; ainsi, le problème peut être traité 
comme s'il n'y avait qu'une inconnue s . 

Puisque A prend 10 louis, il reste s — 10, dont le 6 e est — - — ; 

sa part est donc 10 • 
s — 10 s —{— 50 

6 
B prend 20 ; le reste est s 

ou 6 
s - f 50 

6 
•20: 

5s — 170 
6 

, dont 

Sii 



le 6« e s t ' 8 * ~ 1 7 0 ; la p a r i d e B est donc 20 + ~ 6 1 / 0 , ou 

5* - f 550 . 
gg •. Puisque ces deux parts doivent être égales, on a 

x - f 50 5* + 550 
— Q = Jg ; ou 6 * - ¡ - 3 0 0 = 5 * + 5 5 0 ; d'où x = 2 5 0 . 

1 gQ 
La masse étant formée de 250 louis, la part de chacun est — ^ 

ou 50 ; divisant 250 par 50,on trouve 5 pour le nombre des associés. 
VII . Avec un nombre a de cartes, on forme b tas, composés cha-

cun de c points : la première des cartes de chaque tas est comptée 
pour 11 points , si elle est un as ; 10 si elle est une figure ou un 
dix. . . . etc. Les autres cartes du même tas ne valent qu'un point. 
Ces tas formés, on vous remet d cartes qui restent, et l'on demande 
la somme* des points formés par les seules cartes qui commencent 
chacun des tas. 

Le nombre des points de chaque tas, multiplié par celui des tas , 
ou 6c, est le nombre total des points ; si d e c e nombre on retranche 
les cartes qui ne comptent que pour un point, le reste sera = * . Or, 
le nombre de ces cartes est a — d — le nombre b des cartes qui 
comptent pour plus d'un point. Ainsi , x — bc — (a —d —b), 

o u * = 6 ( c + l ) + d — a. 

Si l'on a 32 cartes, qu'on fasse trois tas de 12 points, on aura 
x = d + 7 . 

VIII. Lorsqu'on a obtenu une formule qui exprime en lettres 
l'inconnue d'un problème, en regardant à son tour celte inconnue 
comme donnée, et quelqu'une des données comme inconnue, il 
suffit de résoudre la même équation par rapport à cette dernière, 
pour obtenir la solution du nouveau problème auquel ce change-
ment d'inconnue donne lieu. En général, dans toute équation, on 

peut prendre pour inconnue celle qu'on veut des lettres qui y entrent. 

Il n'est donc plus nécessaire de distinguer les éléments d'un pro-
blème en données et inconnues : on exprime par une équation la 
relation de ces diverses quantités, et l'on regarde ensuite comme 
inconnue celle de ces lettres qu'on juge à propos. Cette remarque 
tend à faciliter la résolution des problèmes où l'inconnue est en-
gagée d'une manière embarrassante. Voici un exemple assez c o m -
pliqué auquel ces considérations peuvent s'appliquer : 

La mécanique enseigne que les temps t, t', des oscillations de 

deux pendules sonteomme les racines carrées de leurs longueurs l, f , 

comptées du point de suspension au centre d'oscillation , ou 
1 1 f [ / 1 ; [ / / ' ,• connaissant trois de ces quantités, on tire la -4e 

de l'équation ÏP= lt'2. Mais un pendule fait d'autant plus de vibra-
tions qu'il va plus vite ; les nombres n et ri d'oscillations faites 
dans la même durée quelconque, par les deux pendules l et / ' , sont 
donc en raison inverse des temps de chacune, t ; t' \\ ri \ n; donc 

Or, l'expérience apprend qu'à Paris, dans le vide, le pendule à 
secondes (celui qui bat 60 coups par minute, ou 86400 coups par 
24 heures moyennes), a pour longueur 

l = 0,9938267 mètres, log / = 7 ,9978106, 
ou / = 36,713285 pouces, log / = 1,5648232. 

Il est donc bien facile d'évaluer la quotité ri d'oscillations faites 
dans un temps donné par un pendule connu , ou réciproquement 
de trouver ln longueur / 'd'un pendule, connaissant le nombre ri de 
ses vibrations dans une durée déterminée. Car le second membre 
de notre équation est connu , et il ne s'agit que de trouver l'un des 
nombres/ ' ou ri. Le calcul des log. facilite l'opération. 

Par exemple, quelle est la longueur d'un 
pendule qui bat 100 000 oscillations en 24 

log n = 4,9565157 

heures ? On a l'équation /' = — , où double = 9,8750274 
11 ' log / = T ,9 9 7 5 1 0 6 

w = 8 6 4 0 0 , « ' = 100000 ; le calcul ci-contre — 10 
donne/ 'en mètres; c'est la longueur du pendule log l = T8705580 
quibatlessecondes,quandondiviselejour en l ' = 7418875 

dix heures,l'heure en 100', la minute on 100". 

IX. A et 2?se sont rais au j eu chacun avec une somme égale : la perte 
de A est 12 fr. ; celle de B, 57 fr. ; par là, B n'a plus que le quart de 
ce qui reste à ^.Combien chacun avait-il avant le jeu? Réponse, 72 fr. 

X. Si l'on doublait le nombre de mes écus, dit un homme, j 'en 
donnerais 8 ; on accomplit ce souhait trois fois consécutives, et il 
ne lui reste 

rien c combien cet homme avait-il d'écus? Réponse, 7. 

XL Quel est le nombre qui , divisé par a et b, donne deux quo-

tients qui ont d pour différence? On trouve * = . b — a XII. Trouver un nombre dont le produit de si s m p.irties égales 



soit Je même que celui de ses m - f 1 parties égales (le produit des 
3 tiers égal , par exemple, à celui des -4 quarts). Ou a 

* = (* + 

inm 

XIII. Un chasseur promet à un autre de lui donner b fr. toutes 
les fois qu'il manquera une pièce de gibier, pourvu que celui-ci 
donne c fr. chaque fois qu'il l'atteindra. Après n coups de fusil, ou 
les deux chasseurs ne se doivent rien , ou le premier doit d au se-
cond, ou le contraire a lieu : on demande une formule propre à 
ces trois cas, et qui fasse connaître le nombre x de coups manqués. 
Le gain est c fois le nombre n — x des coups heureux, la perte est 
b fois s ; d'où bx — c(n — x) = ± d. 

On trouve x est nul dans le l « c a s ; on prend le 

signe supérieur dans le 2 e , et l'inférieur dans le 3 e . 
XIV. Une fontaine emplit un réservoir en un nombre d'heures 

désigné par h ; une autre peut le remplir en h' heures ; on demande 
combien ces fontaines mettraient de temps en coulant ensemble ? 
n - M ~ , 
xteponse, x = p—_. On résoudra facilement le problème pour 

plus de deux fontaines, même en admettant que le réservoir se vide. 
(voy. IV , p. 89 ) . 

Remarques sur les Équations du premier degré. 

107. Les formules algébriques ne peuvent offrir d'idée nette à 
l'esprit qu'autant qu'elles représentent une suite de calculs numé-
riques dont l'exécution est possible. Ainsi, la quantité isolée b —a 

ne peut signifier qu'une chose absurde lorsque a est > b. Il con-
vient donc de reprendre les calculs précédents, parce qu'ils offrent 
quelquefois cette difficulté. 

Toute équation du premier degré peut être ramenée à avoir ses 
signes tous positifs, telle que * 

ax -f- b = ex -j- d (1) 

J- i 

• On changera les termes négatifs de membre, ce qui sera toujours possible, puisque 

rien n'empêche d'ajouter aux deux membres une même quantité. On ne pourrait pas la 

soustraire dans tous les cas, puisqu'il faudrait que les deux membres fussent plus grands 

<Jiie celte quantité souslractive. 

Retranchons car - j - b départ et d'autre, il viendra ax —cx = d—b, 

i, , d — b a ou x = m 

a — c v ' 

Cela posé, il se présente trois cas : 1° ou d b et a c; 2° ou 
l'une de ces conditions a seule l ieu; 3° ou enfin b > d et c > a. 

Dans le premier cas, la valeur (2) résout le problème ; dans les deux 
derniers, on ne sait plus quel sens on doit attacher à la valeur de x, 

et c'est ce qu'il faut examiner. 
Dans le deuxième cas, l'une des soustractions d — b, a — c, est 

impossible : soit, par exemple, b > d et a > c; il est clair que la 
proposée (1) est absurde, puisque les deux termes ax et b du pre-
mier membre sont respectivement plus grands que ceux ex et d du 
second. Ainsi, lorsque cette difficulté se présentera, on sera assuré 
que le problème est absurde, puisque l'équ. n'en est que la traduc-
tion fidèle en langage algébrique« 

Le troisième cas a lieu lorsque b > d et c > a; alors on a deux 
soustractions impossibles : mais nous avons ôté ex - j - b des deux 
membres de l'équation (1) afin de la résoudre, ce qui était manifes-
tement impossible, puisque chacun est < c i -J- b. Ce calcul étant 
vicieux, nous ôterons ax - j - d de part et d'autre, et il viendra 

b — d = ex — axf d'où 

b — d 
* = (8) c — a w 

Cette valeur, comparée à (2), n'en diffère que parce que les signes 
sont changés haut et bas; elle ne présente plus d'obscurité. On voit 
donc que lorsque ce troisième cas se rencontre, il annonce qu'au 
lieu de passer tous les termes inconnus dans le premier membre, il 
aurait fallu les mettre dans le second : et il n'est pas nécessaire, 
pour rectifier cette erreur, de recommencer les calculs; il suffit de 
changer les signes haut et bas. 

Un des principaux avantages qu'on se propose en algèbre, est 
d'obtenir des formules propres à tous les cas d'une même question, 
quels que soient les nombres qu'elle renferme (p. 183 et 134). Or, 
nous remplirons ici ce but en convenant de pratiquer sur les quan-

tités négatives isolées les mêmes calculs que si elles étaient accompagnées 

d'autres grandeur!. Par exemple, si l'on avait m - f - d — b, et A > d, 



on écrirait m — (b — d) ; lorsque m n'existera pas, nous convenons 
d'écrire encore d — b = — (b — d), quand b sera d. 

b — d 
La valeur de .r, dans le second cas, devient x = , et 

' a — c 

nous dirons que toute solution négative dénote une absurdité. 

Pareillement, pour diviser le p o l y n o m e — a4 - } - 3a2b2 - j - etc., 
par —a2 - ¡ - e t c . , on divisera d'abord le premier terme — «4 
par — a2 , et l'on sait (n° 98) que le quotient a2 a le signe - { - . Nous 
en dirons autant de ces quantités isolées — «4, — a 2 ; de sorte que 
dans le troisième cas, la valeur (2) de x aura la forme ^ , 

— (c — fl) 

qui se réduit à — - , comme elle doit être (3). 
1 c — a 

108. Cette convention , qui n'entraîne aucun inconvénient, réu-
nit donc tous les cas dans la formule (2). Mais on ne doit pas ou-

. . . » — m 
blier que les quantités negatives isolées — _ _ - , ne sont que 

des êtres de convention ; des symboles, qui n'ont aucune existence 
par eux-mêmes, et qu'on ne les emploie comme s'ils en avaient une, 
que parce qu'on est assuré de remplir un but important, sans qu'il 
en puisse résulter d'inconvénient. En effet, de deux clioses l'une : 
ou le résultat aura le signe — , et l'on en conclura que le problème 
est absurde, le — n'étant qu'un symbole qui annonce cette absur-
dité; ou le résultat aura le signe - ¡ - , et il est prouvé qu'alors il est 
ce qu'il doit être, quoique provenu delà division de deux quantités 
négatives. Concluons de là que : 

1° On a le droit de changer tous les signes d'une équation, et de 

la multiplier par une quantité négative. En effet, si l'on est dans le 
premier de nos trois cas, l'équation deviendra, il est vrai, absurde 
d'exacte qu'elle était ; mais la division des quantités négatives réta-
blira les choses dans leur état primitif. Dans le deuxième cas, l 'ab-
surdité du problème sera encore manifestée par une valeur négative; 
et enfin, s'd s'agit du troisième, le changement de signes aura rec-
tifié le vice du calcul. 

2° Lorsque l'équation sera absurde, on pourra encore tirer 
parti d e l a s o l u t i o n négative obtenue dans le deuxième cas ; car, met-
tant — x pour l'équ. proposée devient — ax-j- 6 = — cx-\- d, 

x _ ^ £ . valeur égale à (2), mais positive. Si donc on mo-
a — c ' 

difie la question , de manière que cette équation lui convienne, ce 
second problème, qui aura avec le premier une ressemblance mar-
quée, ne sera pas absurde, e t , au signe près, il aura même solu-
tion. 

Présentons, par exemple, le problème V comme il suit : Un père 
a 42 ans, son fils en a 12 ; dans combiend'anneés 1 age du fils sera-t-il 
le quart de celui du père? On a 4 2 - ¡ - s = 4 (12 - } - * ) , d ' o ù * = — 2 ; 
ainsi, ce problème est absurde. Mais si l'on met — x pour x, l'équ. 
devient 42 — x = 4 (12 — x), et les conditions qui y correspon-
dent changent le problème en celui-ci : Un père a 42 ans, son fils 
en a 12, combien d'années se sont écoulées depuis l'époque où l'âge 
du fils était le quart de celui du père ? On a x = 2. 

Quel est le nombre x qui , divisé par a, donne.s pour somme du 
dividende x, du diviseur a, et du quotient ? 

n I I x J' « a ( s — a) rv • v. Un a a - { - * - j = s, d ou * = - ¡—y- . Or, si a > s, x est 
d & ~~t~~ x 

négatif, et la question est absurde; ce qui était d'ailleurs visible 
d'avance : par exemple, a = 11, s = 5 ; donnent x = — 5 Mais 
changeant x en — x dans l 'équ., on trouve 11 — x — ^ # = 5 ; de 
sorte que x = 5^ est le nombre qui, joint au 1 Ie de 5 j , et retranché 
de 11, donne o pour reste. Sous cet énoncé, le problème a cessé 
d'être absurde. 

Quel est le nombre dont le tiers et le cinquième ajoutés, diminués 
d e 7 , donnent ce même nombre? O n « i y * - { - | * — 7 = * , - d'où 
x — — 15. La question est absurde; mais remplaçant x par — x 

dans l'équ. (ou plutôt — 7 par - { - 7), on verra que 15 est le nombre 
dont le tiers et le cinquième ajoutés à 7, forment 15. 

109. L'équation (2) présente encore deux singularités. Si 

a = c, on a x = — - — m a i s la proposée devient dans ce cas 

ax b = a x d , d'où b= dainsi, tant que b est différent de d, 

le problème est absurde, et n'est plus de nature à être modifié 

comme ci-dessus. En faisant décroître n, la fraction — augmente ; 

p o u r » = j , TZT.TTÏÏ-) les résultats deviennent 2 , 100, 1000 fois 
plus grands. La limite est l'infini, qui répond à n = 0 ; on voit 
donc que le problème est absurde quand la solution est infinie ; ce 
qu'on désigne par le signe* = os . 

Mais si a= c et b =d, alors * = et la proposée devient 
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ax-\-b = ax - ¡ - 6 ; les deux membres sont égaux quel que soit x, 

qui e6t absolument arbitraire. Ainsi, le problème est indéterminé, ou 

reçoit une infinité de solutions, lorsqu'on trouve x = £ dans l'équ. (1), 

Voij. n° 114. 

Premier Degré à plusieurs inconnues. 

110. Lorsqu'on a un nombre égal d'inconnues et d'équations, 
pour obtenir les valeurs de ces inconnues, on peut-opérer de trois 
manières. 

I . On tirera de chaque équation la valeur d'une inconnue comme 
si le reste était connu ; on égalera ces valeurs deux à deux, et l'on 
formera ainsi autant d'équations moins une, qu'on en avait d'a-
bord ; en .répétant ce calcul, on éliminera chaque fois une inconnue ; 
puis, lorsqu'on aura obtenu la valeur de la dernière, on remontera 
de proche en proche pour avoir celles des autres inconnues. 

Ainsi, pour 5s — 3y = 1, ly — 4s = 18, on tirera 

i i •• • % + * de la premiere . . . . s = g 5 

lu — 13 
et de la seconde . . . . s = - — ^ ; 

égalant ces valeurs, on a " " 1 = " J ~ , équation qui ne 

renferme plus qu'une inconnue y, et d'oùl'on tire 12y-}-4 = 35y—65; 
puis, 35y — 12y = 63 - f 4 ; ou 23y = 69 ; enfin, y = 3 : remon-
tant à la première des valeurs d e s , il vient 

s = g ¿ . 

Pareillement, 2 s - f - 5y — Sa = 3 , 
8 s — 4y - f s = — 2, 
8s — y + 2s = 9, 

2s - j - 5y — 3 . q a 9 - f y — 5s 
donnent s = ^ = 4y — 8 s — - 2 = — | 

A PLUSIEURS INCONNUES. 143 

Chassant les dénominateurs (105, I), on trouve 

2 s - f 5y — 3 = 12y - 9s - 6 , 
8y — 6s - 4 = 9 - f y - 5 s , 

ou l y - I l s = 3, 7y — s = 13; 

on en tire ly = 3 + 1 l s = 13 - f s , d'où s = 1 ; et remontant 
aux valeurs de y et s ci-dessus, on trouve enfin 

. J = i i i i = 2 , + 

IL La méthode des substitutions consiste à tirer, comme ci-des-
sus, la valeur de l'une des inconnues; puisa la substituer dans les 
autres équ. : on a ainsi une équ. et une inconnue de moins, et l'on 
réitère le même procédé. 

Soient 3s - j - 2y = 12, 2s -J- y = 5, s + y + 3s = 8 ; la 
seconde donne y = 5 — 2z ; en substituant dans les deux autres, 
elles deviennent 3s — 4s = 2, s - J - s = 3. 

Celle-ci donne s = 8 — z, ce qui change la précédente en 
9 — 3s — 4s = 2 ; d'où s = 1 , et par suite, s = 3 — s = 2 
y = 5 - 2 s = 8. 

III. Le premier procédé, quoique plus simple que les autres, est 
rarement employé à cause de sa longueur ; le second ne sert guère 
que quand toutes les inconnues n'entrent pas dans les équ.; venons 
maintenant à celui qui est le plus usité. Prenons 

ax 4 • by = c, a s + b'y = c' (A) 

Supposons que a et a' soient égaux, en soustrayant l'une de ces 
équ. de l'autre, s disparaîtra ; si a et a' étaient de signes contraires, 
il faudrait ajouter les équ. Mais lorsque a et a' ne sont pas égaux, 
on multipliera la première par a', la seconde par a, et notre con -
dition sera remplie, puisqueaa' sera le coefficient commun de s * . 
On obtiendra donc, en retranchant ces produits l'un de l 'autre, 
aby — ab'y = a'c — ac'. De même, éliminons y, en multipliant 

Si a et a' ont «q facteur commun, il ne faut prendre pour multiplicateurs respectifs 

que les facteurs non communs à a et il a\ comme pour la réduction au même dénomina-

teur (n" 38, i ° e l 
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la première équation par b' et la seconde paré, puis retranchant les 
produits, d'où a'bx — ab'x — bc' — b'c. Donc enfin on a 

bc' — b'c a'c — ac' 
x = 7T=Vb" y = ¿b=âb' { B ) 

111. En traitant de la même manière les équations 

ax-\-b y -\-cz = d 

a'x + b'y + c'z = d' 

a"x + b"y + c"z = d" 
(C) 

qui sont les plus générales à trois inconnues, on trouverait les va-
leurs de x, y et z. Mais ce calcul ne permettrait pas de découvrir 
la loi des résultats sans recourir à l'induction ; c'est pourquoi nous 
le présenterons d'une manière un peu différente. Multiplions la 
première par k, la deuxième par k', et de la somme de ces produits 
retranchons la troisième, il viendra 

(ka 4- k'a' — a") x 4~ (kb 4- k'b' — b") y 

4- (kc 4- k'c' — c") z = kd + Vd' — d". 

Les nombres k et k' étant arbitraires, on peut leur attribuer des va-
leurs propres à chasser deux inconnues, y et z, par exemple. On 
posera pour cela leséqu. 

kb 4- k'b' = b", kc 4- k'c' =c", (D) 

qui serviront à faire connaître k et k'; et l'on aura 

kd+k'd'-d" 

* = ka-\-k'a' — «" {E) 

II faut ensuite déterminer k et k', et en substituer ici les valeurs; 
mais on peut abréger beaucoup ce calcul. En effet, le numérateur 
de x se déduit du dénominateur, en changeant a, a', a", en d, d',d"; 

et comme k et k' sont indépendants de ces quantités, la même chose 
aura lieu également après la substitution des valeurs de k et k'. 

11 s'agit donc d'évaluer le dénominateur, puisque le numérateur 
s'en déduit en changeant simplement les a en d ; les formules/? 
appliquées aux équ. D donnent 

b'c" - c'b" , __ cb" - bc" 
k = cb• _ bc' * ~ cb' - bc' 

d'où ka + k'a' - a" = a ^'c" - c'b") + a' (cb" - bc") 
^ cb' — bc' ~ 0 ' 

On réduira au même dénominateur, qu'on supprimera comme étant 
commun aux deux termes de la fraction E, et l'on aura, pour le dé-
nominateur cherché, 

K = a {b'c" - c'b") 4- a' (cb" - bc") 4 - a" (bc' - cb'). 

En faisant attention à la manière dont il faut exécuter ces mul -
tiplications, on observera que le calcul se réduit à l'opération sui-
vante. On prendra la différence bc — cb, entre les deux arrange-
ments des lettres b et c; puis on introduira la lettre a à toutes les 
places, en commençant par la première à gauche , et changeant de 
signe chaque fois que a changera de place ; - j - bc engendrera 
4-abc, —bac et -\-bca; —cb donnera — a c b , -\-cab et — c b a . 

Enfin, on réunira ces six termes, et l'on marquera d'un trait la se-
conde lettre de chacun, et de deux la dernière ; le dénominateur K 
est donc 

K = ab'c" — ba'c" 4. bc'a" - ac'b" -f ca'b" — cb'a". 

Pour trouver y , il faudrait égaler pareillement à zéro les coeffi-
cients de x et z dans l'équation ci-dessus; mais la symétrie des 
calculs prouve qu'il suffit de changer b en a, et réciproquement 
dans la valeur de x. On changerait c en a pour la valeur de z. Con-
cluons de là que , 1° le dënominuteur des valeurs de x , y et z , est le 

même; 2° le numérateur de chacune se déduit du dénominateur, en 

changeant les coefficients de l'inconnue en les termes connus. Ainsi, 

db'c" — bd'c" 4- bc'd" — dc'b" -f- cd'b" — cb'd" 

K } 

ad'c" — da'c" -f de'a" — ac'd" 4. ca'd" — cd'a" 

ab'd" — ba'd" -f bd'a" 
K 

ad'b" 

} 

+ da'b" - db'a" 

K 

La loi que nous avons démontrée suit de la nature même du 
calcul ; en sorte que si l'on a quatre inconnues et quatre é q u . , 

4 - hV + c* - f dt = f , a'x 4 - b'y - f c'a + d't = f , etc., 
aiTHÉa, runEs. T. 1. in 



il suffira de chercher le dénominateur commun, et.l'on en déduira 
chaque numérateur ; de plus, ce dénominateur sera formé suivant 
la même loi. 

On prend donc les six arrangements des lettres abc qui servent 
de dénominateur c i -dessus ( e n supprimant les a c cents ) , ou 
aie — bac -{- bca— etc. : on fait occuper à la lettre d, dans chacun 
de ces termes, toutes les places, à commencer par la première 
à gauche 5 puis on change de signe chaque fois que d passe d'une 
place à la suivante ; enfin on marque d'un trait la deuxième lettre, 
la troisième de deux et la dernière de trois : le dénominateur com-
mun est 

da!b"c"'— ad'b"c'"-f ab'd"c'"—ab'c"d"'— db'a"c"'-\- bd'a"c'"— etc . . . 

Voici quelques problèmes : 
I. Une personne a des jetons dans ses mains; si elle en porte un 

de la droite dans la gauche, il y en aura un nombre égal dans cha-
cune ; mais si elle en passe deux de la gauche dans la droite, celle-ci 
en contiendra le double de l'autre : on demande combien chaque 
main en contient. On trouve 

x — 1 = y - f l , et a ? + 2 = 2 ( y — 2 ) ; d'où x = 10, e t y = 8 . 

II . On a acheté trois bijoux dont on demande les prix ; on sait que 
celui du premier, plus la moitié du prix des deux autres, fait 
25 louis ; le prix du deuxième, plus le tiers du prix du premier et 
du troisième, fait 26 louis : enfin le prix du troisième, plus la moitié 
du prix des deux autres, fait 29 louis. On a 

• + + = y + + = + + * y 

d'où l'on tire x = 8, y = 18, s = 16. 

III. A, B et C ont un certain nombre d'écus ; A distribuant des 
siens à B et C, leur en donne autant qu'ils en avaient déjà ; B double 
à son tour ceux qui restent à A et ceux que C a entre les mains ; 
enfin C distribuant à A et B, double pareillement les nombres qu'ils 
se trouvent avoir ; tout cela fait, chacun en a 16 ; on demande com-
bien ils en avaient d'abord, x, y et s désignant les nombres d'écus 
respectifs de A, B et C, avant ces distributions, on trouve ces équ. 

x—y — z — k, 8 y — x—s=8, 7s — x — y = 1 6 , d'où l'on 
tire x = 26, y = 14, s = 8. 

112. Il arrive quelquefois qu'une équation ne peut exister à 
moins qu'elle ne se partage en deux autres ; ainsi x1 - j - y* — 0, 
suppose x — 0 et y = 0, puisque deux carrés étant positifs, l'un ne 
peut détruire l'autre, et rendre la somme nulle. De même . . . . 
(* — + (y — 2) ' = 0, donne s = 1, et y = 2 ; et quoiqu'il n'y 
ait qu'une seule équ. , c'est comme s'il y en avait deux. Il faut en 
dire autant de la question suivante, qui n'a qu'une seule condition. 
Trouver deux nombres tels, que si l 'on ajoute 9 au carré de l'un 
et à 5 fois le carré de l'autre, le résultat soit le produit du double 
du second nombre, par 8 plus le double du premier. On a 

+ t + 9 = 2s (2y + 8 ) , 

qui revient à 4s3 — 4sy - f - y1 - { - x* — 6x - { - 9 = 0 , 
ou (2s y)2 (x — 3)2 = 0 ; donc 2 s — y = 0, e t s - 8 = 0 ; 
partant s = 8, et y = 6. 

C'est par la même raison que l'équation s 2 - ] - y2 - { - 1 = 0 est 
absurde. 

118. Voici un cas bien remarquable dans lequel une équation se 
partage en deux. 

Supposons que les éléments d'une question soient liés par l'équation 

A - j - « = B - j - / 3 , - que plusieurs de ces éléments soient variables en-

semble, et que l'équation doive subsister dans tous leurs états possibles 

de grandeur; qu'enfin quelques termes A , B , demeurent CONSTANTS , 

tandis que les autres a, fi, seraient variables et susceptibles de décroître 

ensemble autant qu'on le veut; cette équation se partage en deux, l'une 

A = B entre les termes constants ; Vautre a — fi entre les termes va-

riables, laquelle aura lieu pour toutes les grandeurs que la question 

permet d'attribuer à la fois à a et fi. En effet, si l'on admet que 
les constantes A et B ne sont pas égales, leur différence étant K, 

ou A — B = ± K, on en tire fi — cc = ± K ; les variables fi et a 

conserveraient dont entre elles une différence fixe K, et ne seraient 
pas de nature à pouvoir être moindres que K , ce qui est contraire à 
l'hypothèse. 

C'est ce principe qui constitue ia MÉTHODE DES LIMITES , dont nous 
ferons un fréquent usage par la suite. Ouand on peut faire approcher 

une grandeur variable A — a. d'une autre A qui est fixe , de manière à 

rendre leur différence a. moindre que toute grandeur donnée, sans ce- -

pendant qu elles puissent jamais devenir rigoureusement égales la 

10* 



seconde A est dite LIMITE de la première A — a. Au reste, chaque fois 
que nous appliquerons ce théorème, on fera bien de s'exercer à 
reproduire le raisonnement ci-dessus, afin de répandre sur les ré-
sultats la clarté convenable; nous exhortons les étudiants à se sou-
mettre à ce conseil, dont ils reconnaîtront l'utilité. En voici deux 
applications, propres à montrer la marche du calcul et du raison-
nement : 

I . Soient [ / a et ( / b deux incommensurables, z et t leurs va-
leurs approchées, x et y les différences qui existent entre ces valeurs 
et les radicaux ; on a z = { / a — x, t = y b — y ; or, les produits 
rationnels ¿s X * e t * X s s o n t égaux : d o n c , 

[/a X |A ± « = V h X V a ± (Ì, 

en représentant par a et fi tous les termes où a; et y sont facteurs dans 
chaque membre. Observez que si l'on pousse davantage l 'approxi-
mation, les erreurs y et x décroîtront, et cela autant qu'on voudra, 
sans que cette équ. cesse d'avoir l ieu ; les facteurs j / a, ]/ b de- , 
meurant invariables,« et fi décroîtront indéfiniment; donc l'équation 
se partage en deux, [/a X V b = V b X \/a> eta= fi; c'est-
à-dire qu'on peut aussibien intervertir l'ordre des facteurs irrationnels 

que celui des rationnels. 

II. Soit demandée la valeur 5 de la fraction décimale périodi-
que 0,[54], d'après la notation du n° 51. En ne prenant que deux fois 
la période, et représentant par k la valeur des fractions négli-
gées , on a 5 — k = 0,5454 ; multiplions par 100 , nous aurons 
1005— 100* = 54,54 ; et retranchant, 995 — 99¿ = 54 — 7 J ¿ T . 
Mais si l'on eût pris trois ou quatre fois la période, ce dernier terme 

fût devenu , ou -^QT Î ainsi, l 'on voit qu'on peut faire décroître 

indéfiniment ce terme, en même temps que l'erreur k, en prenant 
la période un plus grand nombre de fois ; on peut donc donner à 
l'équation la forme 9 9 5 — a = 5 4 - / 3 ; d'où l'on tire 995 = 5 4 , 
e t 5 = comme on le sait déjà. On a en outre « = fi, quelque 
nombre de périodes qu'on ait considéré ; en effet, si l'on prend la 
période deux fois, par exemple k = 0 ,0000[54] , 

d 'où, 100'A = 0,[54] = f f , et 99* = ou « = fi. 

Soit 5 = 0 . [p] , la période p étant composée de n chiffres, on 
i 

a 10»5 = p,\_p\, et par le même raisonnement (10* — 1) S=p, 

d ' o ù 5 = m r = T Î = 999- • • • ' c o m m e n ° S 3 ' â ° -
114. Les formules d'élimination (B) présentent quelques particu-

larités qu'il convient d'examiner. Tant que ces valeurs de x et y 
sont positives, la solution résulte de ces formules, et il n'y a ni 
doute, ni difficulté. Mais il peut en être autrement, ce qui conduit 
à trois cas d'exception de nos équ. (B) : 

1° x ou y peut être négatif; alors le problème , tel qu'il est pro-
posé , est absurde, et on peut le rendre possible à l'aide d'une 
simple modification qu'on trouve en changeant cette inconnue de 
signe dans les équ. (A) : le calcul réduit en effet la question à 
n'avoir qu'une seule inconnue, et l'on est ramené à ce qui a été dit 
(n° 107). 

2° Lorsque les formules (B) sont infinies, les coefficients ont 
des valeurs numériques telles, qu'il en résulte a'b — ab' = 0 , 

ou = Pour connaître alors la nature de la question il faut 

introduire cette condition dans les équ. (A) ; mettons d o n c — 
b 

pour a', la seconde devient x - j - b'y = c': donc pour que le 

cas présent ait l ieu, il faut que les équations proposées soient 
ax-\-by = c, b'(ax-\-by) = bc'. Or , elles ne s'accordent en-

b' c' tre elles qu'autant que b'c = bc', ou — = —. Cette relation 
b c 

peut être satisfaite, ou ne pas l'être ; si elle n'a pas lieu, le problème est 

absurde, puisque les conditions de la question sont contradictoires : 
cette circonstance est annoncée par des valeurs de x et y infinies. 

Alors les coefficients forment une proportion a \ a' b ; b', à 
laquelle le rapport des termes connus c et c' ne peut faire suite. 

3" Mais s i , outre la relation qui rend le dénominateur nul , 
a' b' b' C' * A ' • 

ou — = —, on a encore — = ~ , les deux équations (A) u équi-
valent plus qu'à une seule, les deux conditions de la question ren-
trent l'une dans l'autre ; et comme on n'a qu'une équation et deux 
inconnues, le problème est indéterminé (n° 117). Cela arrive quand 
les coefficients de l'équation forment trois rapports égaux entre 
eux, a : a' b : b' :: c : c'; et attendu qu'on a aussi a'c = oc', 
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ce cas est mis en évidence par des valeurs dexety qui ont la forme-. 

A d B C k D D' G 

Prenons pour exemple ce problème : Deux courriers partent l'un 
de A, l'autre de B, et vont dans le même sens AC; le premier 
fait n kilomètres par beure, le second m; la distance initiale est 
AB = d; cherchons à quel instant les courriers se trouveront à la 
distance CD = k l'un de l'autre. A parcourt la distance AC = s 

dans une durée qu'on trouve par la proportion m \ 1 : : x ' — ; de 
m 

• y 
meme — est le temps que B met à parcourir BD = y. Si les m o -

biles sont en même temps, l'un en C, l'autre en D, ces fractions 

sont égales, d'où nx = my. Mais, d'un autre côté, 
AD = x -f k = y -f d : 

donc l'élimination donne 

^ _ m (d — k) = n(d — k) 

m — n ' y m — n 

C'est ce qui arrive dans le nombre d'heures — = ^ = d ~ 
m n m — n 

En faisant k = 0, on a le lieu et l'instant de la rencontre des 
deux courriers. 

Mais les mobiles seront encore distants de k, après que A aura 
dépassé B .-alors ils auront parcouru l'un AC' =x, l ' a u t r e B D ' = y , 

et on aura x — k = y -{- d ; il suffit donc de changer le signe de k 

dans nos équ. C'est une seconde solution du problème. 
Pour donner à cette analyse plus de généralité, il faut supposer 

que les courriers sont en route depuis quelque temps, et que 
A et B sont des points où ils se trouvent ensemble. Et si la valeur 
de y est négative, comme cela arrive quand m < n et d > k, cela 
annonce que le lieu du 2 e courrier est situé à gauche de B, quand 
sa distance au 1erest = k; l'instant est antérieur à l'arrivée en B. 

Quand les courriers marchent en sens contraire, il suffira de 
prendre n et y négatifs, ainsi qu'on peut s'en assurer directement. 
Voyez ce qui sera dit ci-après sur l'emploi des signes négatifs en 
géométrie. 

* 

INÉGALITÉS. 181 

Si m = n, x et y sont infinis, et le problème est absurde : ce qui 
vient de ce que les courriers, ayant la même vitesse, ne peuvent 
satisfaire à la condition prescrite. Cependant si d = k, x et y 

sont et il y a une infinité de points de rencontre ; en effet, les 
mobiles partent du même point sans que leur distance change. 

Des Inégalités. 

118. Les expressions où entre le signe > pour marquer quelle 
est la plus grande de deux quantités, sont des inégalités. La diffé-
rence demeurant la même lorsqu'on y ajoute ou qu'on en ôte le 
même nombre, on peut, sans troubler une inégalité, ajouter aux deux 

membres, ou en ôter des quantités égales, et par conséquent les sou-

mettre aux mêmes calculs que les équations (n° 105), c'est-à-dire en 
multiplier ou diviser tous les termes par un même nombre, et trans-
poser quelque terme en changeant son signe. Soit 8s — 7 > s - ] - l l ; 
ajoutons 7 aux deux membres, puis retranchons-en x, nous avons 
3s — x > 11 - } - 7. ou 2 s > 18 ; d'où s > 9. Cette question, Trou-
ver un nombre dont le triple, diminué de 7, donne un excès qui 
surpasse ce nombre plus 11, a une infinité de solutions, puisque 
toute quantité > 9 y satisfait. 

Plusieurs inégalités, renfermant s , donnent chacune une limite 
de cette inconnue ; or, 1° si ces limites sont dans le même sens, 
comme s > 9 et x > 7, alors il y a une des inégalités qui dispense 
d'avoir égard aux autres; 2° si les limites sont dans des sens oppo-
sés, comme s > 9 e t s < 1 5 , alors on ne peut prendre pour s que 
les valeurs intermédiaires. Il se peut même que ces limites s'excluent 
mutuellement, comme s > 4 et s < 3 , alors le problème est ab-
surde, et renferme des conditions contradictoires. 

Quel est le nombre, plus grand que 15, dont le triple, plus 1 , 
est moindre que le double plus 2 0 ; et tel en outre que, diminué 
de 1 et augmenté de 3 , le quotient de cette différence par cette 
somme surpasse f ? Ces conditions s'ccrivcnt ainsi : 

s > 1 8 , 3 s + l < 2 s + 2 0 , 

On en tire s > 15, s < 19 et s > 17. Il est clair que le nombre 
devant être compris entre 17 et 19, la 1 " condition donnée est inu-



on peut prendre p o u r * , 17 7, 17-j . . . . , et un nombre infini 
d autres valeurs. Mais si x doit être entier, le problème ne comporte 
que cette solution x = 18. 

Quand on a a b et a' < b', on en tire visiblement 

0 + «' < b + b', a — b' < b — o', aa! < bb', 

a n < K V » < V b ; 

donc, on peut ajouter, multiplier membre à membre, deux inégalités 

dont le signe est dans le même sens; former les puissances, extraire les 

racines, en conservant les mêmes signes d'inégalité : on peut soustraire 

ou diviser membre à membre deux inégalités dont les signes sont in-

verses, en conservant le signe de l'inégalité qui a fourni les divi-
dendes. 

L'expression a non b, qui désigne que o ne peut être plus 

grand que b, s'écrit souvent ainsi a elle est soumise aux mêmes 

calculs que les inégalités simples. Parexemple, quel est le nombre 
dont le triple diminué de 2 ne peut être moindre que 7 , et dont le 
décuple moins 1, 11e peut surpasser 11 plus 6 fois ce nombre? Ces 
conditions s'écrivent ainsi : 

Zx— 2 ^ 7 , l O a r — 1 = 11 4 - 6 * , 

d ' o ù 3* = 7 + 2 , 1 0 * - 6 x ~ 1 1 + 1 : 

- ainsi, x = ou 8, et x = ou 3, ou plutôt x — 8. 
116. Nous terminerons par une remarque importante. Faisons 

varier x dans a — x. A mesure que x croit pour s'approcher de 
a, a — x, qui est positif, diminue, et devient enfin nul lorsque x=a : 

si x continue de croître, a — x devient négatif. Nous exprimerons 
ces circonstances en écrivant a — x 0, tant que a — x est posi-
tif; et a — # < 0, dès que x surpasse o. Ce n'est pas qu'en effetil 
puisse y avoir des quantités moindres que zéro ; mais il est visible 
que si l'on convient qu 'on traitera à l'avenir ces inégalités à la ma-
nière des équations, l 'une donnera a x, et l'autre a x ; et ce ne 
sera qu'une façon d'écrire que a — x est positif dans un cas, et est 

négatif dans l'autre. Nous regarderons donc les quantités négatives 

comme moindres que zéro, et les positives comme plus grandes que 

zéro; ce qui n'est en effet qu'une convention commode pour faci-
liter les calculs. 

Comme a — x 0 donne — x a, et a x, on voit qu'on 
n'est pas en droit de changer les signes de tous les termes d'une 
inégalité, à moins qu'on ne change aussi en ou réciproque-
ment ; on ne peut non plus multiplier une inégalité par une valeur 
négative, sans le même changement: ce qui établit, dans les calculs, 
une différence importante entre le mécanisme propre aux inégalités 
et celui qui convient aux équations : 1 , 2 , 3 . . . . sont des quantités 
croissantes ; et — 1 , — 2 , — 8 . . . . sont décroissantes ; on a 

4 < o e t - 4 > — 5. 

Des Problèmes indéterminés. 

117. Lorsqu'on n'a pas un nombreégal d'équations et d'inconnues, 
il peut arriver deux cas : 

1ER CAS. S'il y a plus d'inconnues que d'équ., le problème estindêter-

miné, puisqu'on peut disposer arbitrairement de quelques incon-
nues, afin qu'il n'en reste plus qu'un nombre égal à celui des équ. : 
l'élimination fait alors connaître ces dernières inconnues. Les va-
leurs qui satisfont aux équ. , ou au problème dont ces équ. expri-
ment les conditions, sont donc en nombre infini. Cherchons, par 
exemple, deux nombres x et z, dont la somme soit 70 ; il faudra 
trouver deux quantités qui satisfassent à l'équ. unique x-\- z = 70 ; 
d'où x = 70 — z. On voit que x ne peut être connu qu'autant que 
z est douné ; et si l'on met tour à tour 1, 2 , 3 pour z, on trou-
vera 69, 68, 66^ . . . . ; donc 1 et 6 9 , 2, et 68, 3 ± et 66^ . . . . 
remplissent la condition exigée, ainsi qu'uue infinité de nombres 
tant entiers que fractionnaires. 

Soient demandés trois nombres x, y, z, dont la somme soit 105, et 
dont les différences deux à deux soient égales: o n a a r + y + a = 105, 
x — y = 1J—-, c ' e s t -à -d i re trois inconnues et seulement deux 
équ. Ce cas revient au précédent ; car, en retranchant ces équ. 
pour en éliminer x, il vient y = 35, d'où x + z = 70. On fera 
donc z ou x égal à telle grandeur qu'on voudra ; l'autre inconnue 



s'en déduira, et ces nombres, concurremment avec y = 3a, seront 
des solutions de la question. 

Soit encore l'équation x* — ax — y* — ay ; on en tire 

— ay — o s = 0 ; et comme s3 — y a = (x - { - y ) [m — y ) , il 
vient ( s - f - y ) (x—y) — a (x — y) = 0, ou(s — y ) ( s - j - y — a) = 0. 
Ce produit ne peut être nul , à moins que l'un des facteurs ne le 
soit ; on a donc , à volonté, l 'une des équ. x=y ou s = a — y. 
En attribuant à y toutes les valeurs possibles, il en résultera des 
valeurs de x qui seules satisfont au problème : il suffit que les deux 
inconnues soient égales, ou bien que leur somme soit = a, ce qui 
arrive d'une infinité de manières. 

La Règle d'alliage peut rentrer dans cette théorie. 
1° Supposons qu'on mêle ensemble deux substances qui n'éprou-

vent pas d'action chimique; soientp et q les prix de l'unité de me-
sure pour chacune ; le prix total du mélange est px - f - qy, en dési-
gnant par s et y les nombres d'unités mélangées. Mais le tout est 
composé de x - { - y unités ; donc le prix de chacune est 

s = pX f q'J- (F) s - j - y 

Ainsi 8 bouteilles, de vin à ISi le litre, et 12 à 10^, font 20 bou-
teilles , dont le prix est 8 X 18 - f - 12 X 10 = 240 ; donc le prix 
de chacune est ou 12^. 

On a un lingot d'or formé de 4 kil. à 0,95 de fin * , et de S kil . 
à 0,86 ; quel est le titre du mélange? La formule ci-dessus donne 

_ 4 X 0,95 - f 5 X 0,86 A n 

r + - g u , y -

2° Réciproquement, si l'on demande quelle doit être la compo-
sition du mélange, la valeur moyenne étant donnée, on cherche 

/ 

* Lorsque l'or ou l'argent contiennent o, i d'alliage, et que le reste est pur, on dit que 

le métal est à 0,9 de fin. Autrefois le degré de pureté s'estimait différemment : on parta-

geait par la pensée le lingot d'or en 24 parties, qu'on nommait karats, de sorte que l'or 

à 21 karats contenait 3 parties d'alliage et 21 d'or pur. Le karat se divisait en 32 parties 

20 13 
ou grains; ainsi l'on désignait par 18 karats 20 grains, 18 parties — d'or pur, et 5 —-

0 2 0 2 

d'alliage. L'argent se divisait en 12 parties ou deniers, chacune de 24 grains; ainsi un 

2 0 1 lingot d'argent à 10 deniers 20 grains contenait 10 parties — de métal pur et 1 -
24 6 

d'alliage. 

les quantités s et y, connaissant les prix/), q et z; alors l 'équa-
tion F contient deux inconnues, et le problème est indéterminé. 

On a x = y; ainsi l'on y satisfait en prenant 

x = z — q, y = p — z; 

z est d'ailleurs intermédiaire entre/? et q. On pourra, outre ces va-
leurs, en trouver une infinité d'autres, en les multipliant ou divisant 
par un même nombre quelconque : on aura par là toutes les solu-
tions entières de la question, si l'on veut que ce facteur, et z, p et q 

soient entiers (n° 118). 
Un boulanger, par exemple, veut faire du pain qui revienne 

à 8i le kilogramme; combien doit-il mêler de farine de blé à 10A, et 
de seigle à 74 le kilogramme ? Après 
avoir écrit ces 3 nombres, comme on Prix moyen 8 {^ '^." 'seigle . 
le voit ci-contre, on mettra 8 — 7 , 
ou 1, à côté de 10 ; puis 10 — 8 , ou 2 , près de 7. Ainsi, 1 kilo-
gramme de farine de blé sur 2 de seigle, répondent au problème. 
On peut aussi prendre 2 sur 4, ou 8 sur 6, etc. 

Si l'on donnait une seconde condition pour déterminer le pro-
blème, on la traduirait algébriquement, et l'on éliminerait s et y 
entre l'équ. (F) et cette dernière. Ainsi, lorsque la quantité s - j - %J 

du mélange est donnée = m, alors on a 
x - j - y = m, et px - f qy = zm ; 

J - * M t \ M , V 
d o u ' * = ( z — ?)> y = (P - si-

Après avoir obtenu les valeurs ci-dessus, on les multipliera donc 
tn 

par . Dans notre exemple, si l 'on veut que le mélange des 

farines pèse 21 ki l . , on multipliera les résultats obtenus 1 et 2 , 
21 par — — — j = 7 ; de sorte que 7 kilogr. de farine de blé à 10^, 

mêlés à 14 de seigle à 7^, forment 21 kil. de farine à 8J. 
De même, soit demandé de for-

mer 7,54 kil. d'argent à 0,9 de ( 0,97...0,06 x = 3,48 
fin avec de l'argent à 0,97 et 0,84. 0,9 J J'JJ 
L'opérationprouvequ'ilfaut8*,48 ( 0 , 8 4 . . . 0 , 0 7 x 4 , 0 6 

de la première, et 4*,06 de la se-
conde espèce. 



On appliquera facilement cette théorie au cas où l'on voudrait 
mêler ensemble plus de deux substances. 

2 e CAS. Si l'on a, au contraire, plus d'équ. que d'inconnues, le pro-

blème est plus que déterminé, c'est-à-dire que si l'on élimine toutes 
les inconnues, il restera, entre les données, un certain nombre 
d'équ. auxquelles elles devront satisfaire, et qu'on n o m m e , pour 
cette raison , équations de condition : si elles ne sont pas satisfaites, 
la question est absurde ; et si elles le sont, plusieurs conditions ren-
trent dans les autres ; les conditions sont en nombre égal à celui 
des inconnues, et sont exprimées par autant d'équ. distinctes, aux-
quelles les proposées se réduisent. 

Cherchons deux nombres x et y, dont la somme soit s , la diffé-
rence d et le produit p: ou x-\- y=s, x — y — detxy = p. 

Les deux premières équations donnent (n° 106, III) x = - (s-J- d), 

y — JL(s_-d); substituant dans la troisième, on trouve 4p = s*—d>. 

Si les données s, d et p ne satisfont pas à cette relation, le problème 
est impossible; et si elle subsiste, l'une deséqu. données est inutile, 
comme exprimant une condition qui a lieu d 'el le-même, et est 
comprise dans les deux autres. 

Quelle est la fraction q u i , lorsqu'on ajoute m à son numérateur, 

devient = p et qui est = y lorsqu'on ajoute iri à son dénomina-

teur? En désignant par x et y les deux termes, on a 

x m a x ri 
' y b ' y tri b'' 

L'élimination donne 

(ab' - a'b) x = a' (bm -f a>ri), (.ab' — a'b) y = 6 (b'm + a!m') ; 

mais * et y sont entiers ; donc, ou ab' — a'b = ± 1 , ou bien ce 
binôme divise les seconds membres. On a donc une condition, sans 
laquelle ce problème est impossible, quoiqu'on ait eu autant d'équ. 

que d'inconnues. 
118. Cherchons tous les systèmes de valeurs entières de x et y 

qui satisfont à l 'équ. indéterminée 
ax + by = A, (1) 

a, b, A, étant des nombres donnés , positifs ou négatifs, et qu'on 
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peut toujours rendre entiers. Du reste, a et b doivent être premiers 

entre eux; car s'ils avaient un facteur commun d, en divisant tout 

par d, on aurait — x = ; ainsi le second membre devrait 

être entier, puisque le premier l'est ; le problème est donc absurde 
quand A n'a pas aussi d pour diviseur ; et s'il l'a, on peut supprimer 
ce facteur dans tous les termes. 

Soit x = a, y — 13 une solution de l'équ. (1), ou ax - j - 6/3 = A ; 
retranchant de l'équ. (1), on trouve a(x — a) = — b (y — /3), et 
comme a et b sont premiers entre eux, y — /3 doit être un multiple 
de a (n° 23), tel que at ; d 'où 

x = a — bt, y = /3 - { - at . . . . 2) 

En substituant ces valeurs dans l'équ. (1), il est visible qu'elles y 
satisfont, quelque soit le nombre entier t , positif ou négatif. Mais 
ces expressions sont les seules qui jouissent de cette propriété; car 
soit x — a', y = , une autre solution, ou ax - j - 6 / 3 ' = A ; en 
retranchant de ax - f - 6/3 = A , on a a (« ' — a) = — 6 (/3' — 0) ; 
donc /3'— /3 est un multiple ai de a, /3' = /3 - f - a t , a! = a —bt, va-
leurs comprises dans la forme (2). 

Il suit de là que si l'on avait une des solutions (x et /3), on con-
naîtrait toutes les autres, en faisant/ = 0, 1, 2 . . . . ; et comme les 
résultats a, x — 6, x — 26.. . . , /3, /3 - f - a, b -{- la...., sont des équi-
différences , on voit que toutes les valeurs de x et dey forment des 

progressions arithmétiques, dont les coefficients réciproques b et a sont 

les raisons, l'un pris avec un signe contraire (elles sont croissantes 
toutes deux, si a et 6 ont des Signes différents ; l'une est croissante 
et l'autre décroissante, dans le cas contraire). 

119. La question est ramenée à trouver une solution x = x, 

y — P . Soit a > 6 : résolvant l'équ. (1) par rapport à y, et extrayant 
les entiers contenus dans la fraction, on a 

A — ax , . , R — ex 
y = _ T _ = * - / * + — — , 

k et l sont les quotients, B et c les restes, de A et a divisés par 6. 
Le problème consiste à trouver les valeurs de x qui rendent B — ex 

B — x 
divisible par b. Or, si c = 1 , en faisant ^ = e n t i e r on 

a x = B — 6a, et toute valeur entière de z rendra x et y en-



138 ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ, 

tiers; le problème sera donc résolu. Mais quandc > 1 , on p o -

sera ——^ CX = entiers, ou bz-\-cx = B , et il s'agira de 

résoudre en nombres entiers cette équ. où c b. On opérera donc 
comme ci-dessus, c'est-à-dire qu'on résoudra l'équ. par rapport 
à x , on extraira les entiers, et il viendra 

k' et l' sont les quotients, et C, d, les restes de la division de B et b 

par c ; il faudra que cette dernière fraction devienne un nombre 
entier u,; or si d = 1, on aura C — s = eu, z= C — eu, et toute 
valeur entière de u rendra z entier, et par suite aussi x et y. Mais 
quand d > 1, ou pose 

dz C — eu 
= u. z = : , etc. 

Les coefficients des inconnues successives z, u,v,.... sont visible-
ment les restes qu'on obtient par la méthode (n° 23) du commun 
diviseur entre a et et comme ces nombres sont premiers entre 
eux, on est assuré d'arriver, en dernière analyse, à un coefficient 
= 1, qui donnera une relation de la forme v -}- gs = G, entre les 
entiers v ets, d'où v = G — gs. Ainsi, tout nombre entier pris pour 
valeur de s rendra v entier, et par suite u, z, x et y : on obtiendra 
donc une solution du problème ; les équ. (2) seront alors appli-
cables. 

Un exemple éclaircira ceci. L'équ. 8s — 27y = 7 donne 

. 7 + 2 7 y 8y + 7 . * = g g ' 

% + 7 ,, . 8s — 7 2s — 1 
posons — = d o u y = ^ — = 2s — 2 - j - — : 

r . 2s - 1 ,, , 3 « - f - 1 . u - L 1 _ 
faisons | « , d ou s - — — u - j 1 — ; enGn , 

égalant celte fraction à v, il vient u = 1v — 1. Faisons, par exem-
ple , v = 1, nous aurons u— 1, s = 2, y— 3, x = 11 ;donc , les 
formules (2) deviennent 

s = 11 + 27f , y = 3 - f - 8t. 

Si l'on eût pris pour v toute autre valeur entière, on serait par-
venu aux mêmes valeurs, quoique différentes en apparence. Soit 
t> = _ 3 , il vient u = — 7, s = — 10, y = — 29, x = — 97, 
d ' o ù , x = — 97 - j - 27 f , y = — 29 —{— 8i mais on peut mettre 
t - } - 4 au lieu de t, ce qui ramène aux valeurs ci-dessus. En faisant 
t = . . . . — 2 , — 1 , 0, 1, 2, . . . . on trouve des équidifférences 
croissantes, infinies dans les deux sens, dont les raisons sont 27 et 8, 
et dont les termes, correspondants deux à deux, sont autant de solu-
tions de la question, et les seules qu'elle puisse comporter. 

* = . . . — 4 3 , — 1 6 , 11, 38, 65, 92. . . 
y = . . . — 1 3 , — 5 , 3, 11, 19, 27. . . 

120. Récapitulons tous les calculs, omettant les raisonnements 
sur lesquels ils sont fondés. Nous avons trouvé les fractions suc-
cessives, qui doivent se réduire à des nombres entiers : 

A — ax B — bz C — eu D — dv 
y = _ * = - T — , « = — — » . . ( M ) 

les facteurs c , d, e , . . . . sont des restes de divisions, ainsi que 
B , C , D , . . . . Nous donnerons à ces quantités la disposition sui-
vante , et nous en tirerons un algorithme, ou procédé de calcul 
rapide, qui conduira aux valeurs entières des inconnues y,x, 

s , u, »... . 

a b c d e f g etc. 
A B C D E F etc 0 \ . . . . (N) 

y X z u V s e tc . 

La l r e ligne est formée des diviseurs, dividendes et restes de 
l'opération du commun diviseur (n° 23) entre a et b , conduisant 
nécessairement à un dernier terme = 1. La 2e ligne se compose 
ainsi qu'il suit : après avoir écrit le second membre A de la proposée 
sous a, on divise A par b, et on écrit le reste B sous b : puis on 
divise B par c , et on écrit C sous c ; on divise C par d, et ainsi de 
suite, les diviseurs étant successivement les mêmes que dans la 
1 " ligne. On ne tient aucun compte des quotients, parce qu'ils sont 
sans usage. 

Quant à la 3 e l igne, elle est composée des valeurs entières 
y, x, z,.... qu'on calcule sur le type des équ. (M), en commençant 
par la droite. Ainsi, pour trouver s, il faut avoir d'abord calculé u, 



puis chercher le quotient entier qu'on écrira sous C, 

Toutes ces fractions de même forme doivent se réduire à des nom-
bres entiers, en ayant soin d'avoir égard aux signes des produits, 
des différences et des restes. 

On écrit la valeur /3 de y sous le coefficient a de * , et celle « 
de x sous celui b de y, et l'on obtient ainsi une solution de l'équ. (1) ; 
enfin on complète ces valeurs par des multiples — bt et at, confor -
mément aux équ. (2). 

Il faut observer que le dernier diviseur de la l r e ligne étant 1, le 
reste qui lui correspond au-dessous est zéro , nombre terminal de 
la 2e ligne, et que par conséquent le reste précédent est la valeur 
du dernier quotient entier. 

Soit par ex. l'équ. 828* - j - 229y = 1741 ; 

828 229 99 31 6 1 
1741 138 89 8 2 0 

105 — 6 8 30 — 9 2 0 
y x z u v . . i . . 

On cherche le commun diviseur entre les coefficients 328 et 229, 
et les restes successifs donnent les nombres de la l r e ligne. On écrit 
le 2° membre 1741 sous 328 , on divise par 229, et l'on écrit le 
reste 138 sous ce diviseur; on divise 138 par 99, et l'on écrit le reste 
89 sous 99 ; on divise 39 par 31, et l'on écrit le reste 8 sous 31, etc. 
Le reste 2 est la valeur de la dernière inconnue v ; puis on dit 
2 X 31 = 62 , qui retranché de 8, donne — 34 ; divisant — 34 
par 6, le quotient — 9 est la valeur de u; — 9 X 99 = — 891, ôtant 
de 39, le reste est - j - 930 ; divisant par 31, le quotient est 30, valeur 
de z; et ainsi des autres. On a ainsi y — 105, x = — 68 , d'où 

y = 105 — 328*, x = — 68 - f 229*. 

Pour l'équ. 370* - f - 153y = 2 0 0 1 , on a 

870 158 64 25 14 11 3 2 1 
2001 12 12 12 12 1 1 1 0 

—103 + 4 8 — 2 0 + 8 — 4 - H - 1 4 - 1 0 
y * z v • " . . . 

D o n c , y — — 108 870/, s = - f 48 — 158*. 

Ces calculs supposent que la proposée a tous ses termes positifs : 
s'il en était autrement, on prendrait en signe contraire la valeur de 
l'inconnue dont le coefficient a le signe — ; et on aurait la solu-
tion de l'équ. ax by — A, ou - ax + by = A, A étant positif. 
Par exemple, l'équ. 370* — 153y = 2001, donne 

y = 103 + 370*, * = 48 - j - 153*. 

Résolvons encore l'équ. 29* — 47y = 112 : 

47 29 18 11 7 4 8 1 
112 25 7 7 0 0 0 0 
— 1 + 3 — 1 + 1 0 0 0 0 

x y z u 

La dernière inconnue = 0, il en faut dire autant des précédentes , 
7 

jusqu'à v = — = - j - 1 , etc. ; ainsi, changeant le signe de y 

(à cause de — 47y), on a x = — 1 - { - 47*, y = — 3 - f - 29*. 
121. La proposée est quelquefois susceptible de simplifications. 
1° S'il y a un facteur commun m entre a et A, en divisant l'équ. (1) 

ax . by A bu , 
par m , on a = — ; — doit etre entier, puisque les au-

m m ni m 1 

très termes le sont; ainsi y est multiple de m. Posons y = my'9 il 
vient, en divisant la proposée par m, une équ. plus simple. 

Soit 1200 * — 67y = 1000; on fera y = 200y', et divisant 
l'équ. par 200 , on aura 6* — 67y' = 5 ; on en tire aisément 
y' = — 5, y = — 1000, * = — 5 5 ; ainsi, , 

y = — 1000 + 1200*, * = — 55 -J- 67*. 

Pour l'équ. 44* — 85y = 165, comme 44 et 165 ont le fac-
teur 11, et que 85 et 165 sont multiples de 5, on fera y = l l y ' , 
x = 5*', d'où 4*' — ly = 3 : on trouve de suite y' = — 1, 
* ' = — l , p u i s y = — 11 - f 44*, * = — 5 - f 3 5 * . 

2° Observez que dans toute équiditférence A, A - f - 6 , A-\- 26,. . . 
si l'on divise les a premiers termes par a, tous les restes sont diffé-

rents, quand a et b sont premiers entre eux ; en effet, si deux termes 
pouvaient conduire au même reste, leur différence serait divisible 
par a (n° 16), ce qui est absurde, puisque cette différence est de la 
forme kb, k étant a. Concluons de là que ces a restes inégaux 

« » T H É S . P I T R E S . T . I . U 



accomplissent tous les nombres 0, 1, 2, 8 (o — 1), niais 
rangés dans un ordre différent : ainsi, l'un de ces dividendes 
A - f Ib donne zéro pour reste, ou est multiple de a ; et y = / 

rend A h y un nombre entier. O r , il arrive souvent qu'en 

substituant 0, 1, 2, 3, pour y , on découvre la valeur / < a 
qui satisfait à cette condition. Ainsi, pour que (premier exemple) 

fy + 7 soit entier, on fait y = 0 , 1 , 2, 3 . . . . les restes de 3y + 7 

divisé par 8 sont 7, 2 , 5, 0 , . . . . Chaque terme de cette série se 
forme en ajoutant 3 au reste précédent, et supprimant 8 de la somme 
lorsqu'elle surpasse 8. II est visible que y = 8 est la valeur cher-
chée. Au reste, on ne peut regarder ceci que comme un tâtonne-
ment souvent plus long que la méthode générale. 

35 + 19s _ „ , _ , 11 + 
Pour rendre entier y = ^ i " 1 " 

faisons x — 0 , 1 , 2 . . . . ; cette dernière fraction conduit aux 
restes 1 1 , 6 , 1 , 8 , 3 , 10 , 5 , 0 , . . . . en ajoutant sans cesse 7, et 
ôtant 12 lorsque cela se peut; ainsi s = 7 donne le quotient 
exacte = 14 ; d'où y = 14 - f 191, s = 7 + 1 * . 

122. Il arrive quelquefois que la question ne peut admettre que 
des solutions positives ; alors on ne doit plus prendre dans les for-
mules (2) toutes les valeurs entières pour t ; mais on posera 
« _ ht > 0, H - f - ai > 0, d'après ce qu'on a dit p. 151 ; ces iné-
galités donneront les limites dei. 

1° Si ces limites sont dans le même sens, elles n'en donnent 
qu'une, et la question a une infinité de solutions croissantes ensem-
ble ; dans ce cas, a et b sont de signes contraires dans la proposée, 
car sans cela ax + by ne pourrait constamment être = c. Dans le 

problème o n a i > ~ 44 et > — f ; ainsi, on peut prendre 
t = 0, 1 , 2 , . . . . mais on ne peut donner à t aucune valeur néga-
tive. Dans le 2e problème p. 160 , on a t = ou > 0 , savoir, 
t = 0 , 1 , 2 , 8 , 4 . . . . 

2° Si ces limites sont, l'une par excès, l'autre par défaut, on 
trouve les valeurs intermédiaires que t peut recevoir, et il n'y a 
qu'un nombre fini de solutions ; s croît quand y décroît, ce qui 
exige que a et b aient mêmes signes. Il pourrait même se faire que 

ces limites s'exclussent mutuellement, et la question serait impos-
sible en nombres entiers et positifs. Dans le 1er exemple, p. 160, 
o n a i < ( — j et "> ainsi il n'y a aucune solution positive. 

Voici encore diverses applications de cette théorie : 
Partager 117 en deux parties, dont l'une soit un multiple de 19 

et l'autre de 7 ; on a 19s - } - 7y = 117 ; d'où y = ——y———> 

donc - — y — » 011 ^ ^ 7 — ~ e s t u n n o m l ) r e entier. Faisons s = 1, 

d'où y = 14, puis x = 1 — lt et y = 14 19f. 
Si l'on veut que les parties de 117 soient positives, il faut en 

outre qu'on ait 1 — It > 0 et 14 - f 19/ > 0 ; d'où t < f et 
> — ¿-5. On ne peut alors satisfaire au problème que d'une ma-
nière ; t = 0 donne x = 1 et y = 14 ; de sorte que 19 et 98 sont 
les parties demandées. 

Payer 2000 fr. en vases de deux espèces, les uns à 9 fr., les au-

tres à 13 fr. On trouve 9 s 4 - 1 3 y = 2000 : d'où x= 2000 ~ % . y 
, 2 — 4 u 1 — 2 y . 

il faut rendre — - , ou — ^ — - = un nombre entier : ainsi, y w 
y = — 4, d'où x = 228 ; puis enfin, 

s = 228 — 13*, y = — 4 - f 9/ . 

Les valeurs négatives de y indiquent combien on reçoit de vases 
de la 2 e espèce, en échange de ceux de la 1 " , pour acquitter 
2000 fr. dus. Mais si l 'on veut que s et y soient positifs, il faut que 
l'on ait 228 —13< > 0 et - 4 + 9 < > 0 ; d'où t < 18 et > 0. En fai-
sant t = 1, 2, 8 17, on a , pour les 17 solutions de la question, 
s = 2 1 5 , 202, 1 8 9 . . . . 7 ; y = 5, 14, 2 3 . . . . 149. Ainsi, on peut 
donner 215 vases à 9 fr . , et 5 à 13 fr.; ou , etc. 

Un négociant a changé des roubles estimés 4 fr. contre des ducats 
de 9 fr. ; il a donné 15 fr. en sus ; on demande combien de sortes 
de marchés il a pu faire. On a 9y = hx-\-15 ; d'où 

* = 9 J L Z 2 £ ; ainsi, = t; d'où y = ht+8, et s = 9i - f 3. 

Lorsqu'on veut que s et y soient positifs, les limites de t coïncident, 
et l'on a t > — 1 ; faisant t = 0, 1, 2 on a un nombre infini de 

1 1 * 



solutions renfermées dans les séries * = 3, 12,21. . . , y = 8 , 7 , l l . . . ; 
on a donc pu changer 3 roubles contre S ducats, ou 12 roubles 
contre 7 ducats, ou. . . . etc. 

L'équ. 6 * — 12y = 7 ne peut être résolue en nombres entiers, 
parce que 7 n'a pas le facteur 6, commun à 6 et 12. 

Il en est évidemment de même pour + 3y = — 10, quand 
* et y doivent être positifs ; au reste, le calcul le prouve, puisqu'il 
donne x = 3* — 5 et y = — 2*; et les limites * > f et < 0 sont 
incompatibles. 

H/ 

Partager en deux la fraction —, dont le dénominateur d — ab, 

est le produit de deux nombres a et b premiers entre eux, pour f!b 3F 1/ 

cela on fera — = - - f - - , et l'on devra résoudre en nombres en-

tiers l'équation ax - f - by = n. 

Ainsi, pour f f , comme 77 = 1 1 X 7, on a l l * + 7 y = 5 8 , 
d'où * = 7* — 3, y = 13.— 11 *; ily a un nombre infini de solu-
tions quand |f doit être la différence des deux fractions cherchées ; 
mais si f| en est la somme, il n'y a qu'une solution qui répond 
à * = 1 ; on a | 4 = f + - ¿ . . 

Faire 50 s. avec des pièces de 2 s. et de 18 d. Soient ¿rie nombre 
des pièces de 2 s., et y celui des pièces de | s. ; on a 2 * - } - } y = 30, 
ou 4* + 3y = 100 ; on en tire x = 1 — 3* et y = 32 + 4*; en 
faisant * = 0, — 1, — 2 , jusqu'à — 8 , on a x = 1 , 4 , 7 . . . . , 
y = 32, 28, 2 4 . . . . Si l'on prenait aussi les valeurs négatives de x 

ou de y, alors les pièces de 2 s. seraient données en échange de 
celles de 18 d., de manière à produire 50 s. de différence. 

123. La même méthode s'applique lorsqu'il y a 3, 4 . . . . incon-
nues et autant d'équ. moins une. Ën voici divers exemples : 

Quel est le nombre N qui , divisé par 5 et par 7, donne 4 et 2 
/y i 

pour restes, c'est-à-dire qui rend entières les quantités 
5 

N — 2 
et — ^ — ? Désignons par a; et y les quotients respectifs ; nous au-
rons N= 5 * + 4, N = 7y - { - 2 ; d 'où 7y — 5 * = 2 ; on résout 
cette équation par les moyens indiqués, et l'on a x = 7* + 1 et 
y = 3 * + 1, ce qui donne N = 3 5 * + 9. Le nombre demandé est 
l'un de ceux-ci : 9, 4 4 , 7 9 , . . . . On serait parvenu plus aisément au 
résultat, en remarquant que N = 4 rend visiblement la 1 " frac-
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tion un nombre entier, et que tous les nombres qui jouissent de 
cette propriété sont compris dans N = 4 + 5 c ; mais on ne doit 
prendre pour v que les valeurs qui rendent aussi entière la quan-
. . . , N — 2 5t>-{-2 . , . tite — - — ou — - — ; on voit de suite que v = 1 , et plus gene-

ralement v = 1 + 7* ,• donc, en substituant, N= 9 + 3 3 * . 
En comptant les feuillets d'un livre 7 à 7, il en reste 1 ; 10 à 10, 

il en reste 6 ; enfin 3 à 3, il ne reste rien ; combien le livre a-t-il de 
feuillets? On suppose que ce nombre N est entre 100 et 300. Il 
s'agit de trouver pour N un nombre qui rende entières les frac-

TV — 1 TV — 6 N T , .. . „ . , J uons — , ——— et —. La derniere donne IV = 33 ; les deux 
7 1U 3 

, . Sa — 1 82 — 6 „ . . 
autres deviennent— , — — — ; celle-ciexigeque a = 2 + 1 0 r ; 

ainsi , en substituant, l'autre se change en ^ , ou 

4 p + a T " " g ; donc 0 = 1 + 7 * , d'où 3 = 12 + 70*; et enfin, 

IV = 36 + 210*. Par conséquent, si l'on fait * = 0, 1 , 2 , . . . . on 
trouve 7 V = 36, 246, 456 Le livre a 246 feuillets. 

Trouver un nombre TV qui , divisé par 2 , 8 et 5, donne 1, 2 et 3 
pour restes. On trouve 

N = 30* + 23 ; ainsi, N = 23, 53, 83, 1 1 3 , . . . . 

121* — 41 On propose de rendre entières les trois quantités 
504 

9* + 1 27* — 1 1 . . . , . 1 . , 
— ^ — et — : voici comment on simplinera les calculs : 

êo lb 
Comme 504 = 23 . 8 a . 7 , 35 = 7 . 5 , 16 = 24, on décompose les 
trois fractions en 

121* — 41 121* - 4 1 121* - 41 9 * + 1 9 * + 1 11 ( *—1) 
23 ' S5 7 7 ' 5 ' 24 ' 

* — 1 4* — 5 2x + 1 2 * + 1 4* + 1 * — 1 
0 U 8 ' 9 ' 7 ' 7 ' 5 ' ~~Î6~* 

en extrayant les entiers. Ou supprime la 3e fraction qui est la même 
que la quatrième, et la l r0 qui est comprise dans la dernière, car 

t 
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x — 1 ne peut être divisible par 16, sans l'être aussi par 8. Il reste 
donc à rendre entières les quantités 

4 s - 5 2 s + l 4s - f 1 x — 1 
9 ' 7 ' 5 ' 16 ' 

jg^ j 
la l r o donne x — — 1 —J— 9i? ce qui change la 2 e en - , 

4t — 1 
o u — - — ; ainsi, t = 2 - j - I f , et x = 17 - f - 63i'. La 3 e devient 

d'où f = — 2 + 5 t" , et x = — 109 -J- 315f" . Enfin 

2 _L ] 11" 
la -4e donne — ^ , d ' o ù < " = 10 - { -16z ; et enfin, quel que soit 

l'entier z, x = 30-41 - f 5040z. 
Lorsqu'on n'a qu'une équ. et trois inconnues, on opère ainsi 

qu'il suit. Soit 5 s - } - 8 y 7 z = 50. En faisant 5 0 — I z = u, 

on a 5s - } -8y = u, d'où l'on tire, par notre méthode, en regardant« 
comme donné, x — 8i — âw et y = 2 « — 5 t ; remettant 50 — 7a 
pour u, il vient 

x = 21s - j - 8 i — 150, y = 100 — \hz — 5f. 

a et t sont des nombres entiers quelconques. 

CHAPITRE III. 

DES PUISSANCES, DES RACINES, ET DES ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ. 

Des Puissances et Racines des Motionnes. 

124. La règle (p. 70) simplifie l'élévation aux puissances, en 
évitant la multiplication réitérée ; car soit proposé d'élever a à la 
puissance m = n - f - p ; on a am = a" X <*p, de sorte qu'après avoir 
formé a" et ap, le produit donnera um. De même, on pourra décom-

poser m en trois parties « - f - p-j-q, d'où a" = a" X ^ X aî> 
comme n° 96, etc 

125. Il suit des règles de la multiplication (n° 96) , que pour éle-

ver. un monome à une puissance, il faut multiplier l'exposant de chaque 

lettre par le degré de la puissance. Ainsi, 

. , , / S a ' & V 8 V ° i * 5 
(2«*)> = 4 « ' M ; ( - ^ r j 

On tire encore de là un moyen facile de former certaines puis-
sances des nombres ; car am, lorsque m = np, revient à anP = (any. 

Si m = npq . . . . , on fêta la puissance n de a, la puissance p de a " , 
la puissance q de a"P.... 

De même.pour l'extraction des racines : a i n s i , c o m m e l 2 = 8 . 2 . 2 , 

on trouvera ']/ 531441 en prenant la racine carrée, qui est 7 2 9 ; 
puis celle de 729 qui est 27 ; puis enfin la racine cubique de 27 qui 

est 3 = { / 531441 (voy. n°60) . 
Réciproquement, pour extraire la racine m« d'un monome, on 

extraira celle de chaque facteur ; cette racine se trouve en divisant 

chaque exposant par m. En effet, pour que a ' i 3 soit [ / ( a6<&9 ) , il 
suffit que a1!»3, élevé au cube, reproduise a6Z>9 ; or, c'est ce qui a 
lieu d'après la règle qui précède, si l'on a divisé les exposants 
par 3. 

/ . „ , & / /243a , 0 t 5 \ 3a*b 
/ ( 4 « > M ) = 2 ^ , V ( - ^ F - j 

Lorsque le degré de la racine est pair, on doit affecter cette 
racine du signe ± ; [ / 9 = ± 3. Cela vient de ce qu'algébrique-
ment parlant, pour qu'un nombre m soit racine de 9, il suffit 
que wiJ = 9, ce qui a l ieu, que m ait le signe - } - ou — (p. 139). Si 
le degré de la racine est impair, le signe de la puissance est le même 
que celui de la racine : 

| / — 27 = — 3, 243 = - } - 3 . 

126. Les expressions radicales éprouvent souvent des simplifi-
cations. 
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x — 1 ne peut être divisible par 16, sans l'être aussi par 8. Il reste 
donc à rendre entières les quantités 

hx- 5 2*4-1 4*+ 1 x — 1 

9 ' 7 ' 5 ' 16 ' 

jg^ j 
la l r o donne x — — 1 - { - 9*, ce qui change la 2 e en - , 

4t — 1 
o u — - — ; ainsi, t = 2 - j - I f , et x = 17 4 - 63i'. La 3 e devient 

d'où f = — 2 - f 3 t" , et x = — 109 4 " SIS i " . Enfin 

2 - L II <" la 4 e donne — ^ , d ' o ù < " = 10-{-16z, - et enfin, quel que soit 

l'entier z, x = 3041 - f 3040z. 
Lorsqu'on n'a qu'une équ. et trois inconnues, on opère ainsi 

qu'il suit. Soit S x 8 y z = 30. En faisant 3 0 — I z = u, 

on a 5 * 4 " % = u, d'où l'on tire, par notre méthode, en regardant» 
comme donné, x = 8i — 3M et y = 2m — 31; remettant 30 — 7 z 

pour u, il vient 

x = 21s 4 " — 130, y = 100 — 14s — 5i. 

s et t sont des nombres entiers quelconques. 

CHAPITRE III. 

DES PUISSANCES, DES RACINES, ET DES ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ. 

Des Puissances et Racines des Motionnes. 

124. La règle (p. 70) simplifie l'élévation aux puissances, en 
évitant la multiplication réitérée ; car soit proposé d'élever a à la 
puissance m = n 4 - p ; on a am = a" X <*p, de sorte qu'après avoir 
formé a" et ap, le produit donnera am. De même, on pourra décom-

poser m en trois parties n p-\-q, d'où a" = o" X ^ X aî> 
comme n° 96, etc 

123. Il suit des règles de la multiplication (n° 96) , que pour éle-

ver. un monome à une puissance, il faut multiplier l'exposant de chaque 

lettre par le degré de la puissance. Ainsi, 

(2«*)> = 4 « ' M ; ( - ^ r j 

On tire encore de là un moyen facile de former certaines puis-
sances des nombres ; car am, lorsque m = np, revient à anP = (any. 
Si m = npq . . . . , on fêta la puissance n de a, la puissance p de a " , 
la puissance q de a"P.... 

De même.pour l'extraction des racines : a i n s i , c o m m e l 2 = 8 . 2 . 2 , 

on trouvera ']/ 331441 en prenant la racine carrée, qui est 7 2 9 ; 
puis celle de 729 qui est 27 ; puis enfin la racine cubique de 27 qui 

est 3 = { / 331441 (voy. n°60) . 
Réciproquement, pour extraire la racine m« d'un monome, on 

extraira celle de chaque facteur ; cette racine se trouve en divisant 

chaque exposant par m. En effet, pour que a'b3 soit [ / ( a6Z>9 ) , il 
suffit que a*b3, élevé au cube, reproduise a6bv ; or, c'est ce qui a 
lieu d'après la règle qui précède, si l'on a divisé les exposants 
par 3. 

/ . „ , & / /248a l °b s \ 3Wb y / 

Lorsque le degré de la racine est pair, on doit affecter cette 
racine du signe ± ; [ / 9 = ± 3. Cela vient de ce qu'algébrique-
ment parlant, pour qu'un nombre m soit racine de 9, il suffit 
que wiJ = 9, ce qui a l ieu, que m ait le signe - { - o » — (p- 139). Si 
le degré de la racine est impair, le signe de la puissance est le même 
que celui de la racine : 

| / — 27 = — 3, ^ + 2 4 3 = 4 - 3 . 

126. Les expressions radicales éprouvent souvent des simplifi-
cations. 
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Ainsi, 

1/452 = 2 . ¿/S4 = 3 . j/16 = 6 . |/2 ; J/(A'?3) = 9 VN : 

„ / /W8\ cd s, . , 

V I = T l ; * ~ G a b 5 è J ) = { a ~ b ) 

Va -+- j / è - h 2 j / a — 3 j / 6 = 5 [/a — 2 j / è , 

4 4 4 4 
J/a^ - f l yx'r + b = (1 — a -+- 6) j / s y ; ^ 7 5 — 4 ( / 5 = J/3 ; 

j/75a3ô3 - 4|/3a3ô> = a ô ^ 3 a ; J/27a36 _ J/3a4ft3 = a(5 - b*)[/5ab. 

» . » m 

- 1 / - + / \ / 0 
b \ d ^ g \ d - ~ b i ~ y d-

127. Nous avons vu ci-dessus que pour extraire la racine d'un 
produit, il faut extraire celle de chacun des facteurs; or, cela est 
vrai même lorsque les extractions ne se peuvent faire exactement : 

par exemple, ¿/(a3Z>) = a3 X ]/b, puisque le cube de celle 
dernière quantité se forme visiblement en élevant chaque facteur, 
ce qui donne a2b. En général, de ce que la racine d'une quantité 
est le produit des racines de chacun de ses facteurs (123), il suit 

m / m 

que |/ a X V b= ( / ( a i ) . D o n c , pour multiplier ou diviser deux 

quantités affectées du même radical, il faut faire le produit ou le quo-

tient de ces quantités, et l'affecter de ce radical. Par exemple, 

/ 6 X j / 8 = | / 4 8 = 4 | / 8 ; 

2 ^ 1 = V * * ? x î / 2 ( k 7 = ¡ / l O O a s y ; 

] / 11 _ 11 _ 1 « y » / 
4 j / 3 3 ~ 4 | / 3 . j / l l — 4 7 ~ I ; y P X y — 9 = V - P 1 Ï 

n / " / 5 / 1/ as / a . / b s / 

^ - V i ï ' - V : - ^ ' 
( j / a - f | / f c ) a = a + è 4 - 2 ( / a 6 ; 

(o + |/ Z>)3 = a 3 - { - S a 3 j / Z ) + 3 a ô - | - à j / è . 

En supprimant le radical, ( ( / a n 6 m ) ' = 

128. Comme il n'y a pas de nombre qui , multiplié par lui-même, 
puisse donner un résultat négat i f— m, — m représente une 
opération impossible : c'est ce qui lui a fait donner le nom d'Imagi-

naire; j / m est appelée Réelle. Nous aurons par la suite (n° 139,1°) 
occasion de remarquer que ces symboles, quoique vides de sens, 
n'en sont pas moins importants à considérer. Ajouter, multiplier.... 
de semblables symboles, sont des opérations dont il est difficile de 
se rendre raison ; cependant on convient de faire ces calculs sur les 
imaginaires, comme si elles étaient de véritables quantités, en les 
assujettissant aux mêmes règles; nous en reconnaîtrons l'utilité par 
la suite. 

La règle n° 127 doit éprouver quelques modifications; ainsi 
[/ — a X j / — a , n'étant autre chose que le carré de [ / — a , 

est visiblement — a : or, la règle ci-dessus semblerait donner pour 
produit j / - { - a 3 o u a . Mais observons que a5 est ± a ; l'incertitude 
du signe, en général, n'a lieu que lorsqu'on ignore si a3 provient 
du carré de - j - a, ou de celui de — a ; or, c'est ce qui ne peut exis-
ter i c i , et l'on a — a pour produit, à l'exclusion de -|-a. 

Concluons de là que j / — a X j / — a = — a -
De même, j / — a X V — b revient à 

¡/a.l/—l X l/b-l/ — 1 ' ou —y (ab). 

On verra que j / — a a pour puissances I e , 2 e , 8 e , 4e . . . . , 
[/ — a, — a, — a [/ — a, - } -a 3 , - f - a3 j / — a , — a3, etc 
Celles de — { / — a s o n t . — a , - f - a [ / — a , a2, — a 2 ] / — a . . . 
Le carré de 1 — 1 se réduit à 2 \ / — 1. Le cube de 

Le produit 
+ a + l ) X ( * + « - 6 K - t ) e s t = ( s + a ) H - * > % 

quantité Réelle (n° 97, III). 
129. Il suit de la règle (127) que pour élever à une puissance un 

monome déjà affecté d'un radical, il faut élever à cette puissance chaque 

facteur sous le radical. Ainsi, le cube de (3a2b) est 
/ (27a«Z>3) ; 

celui d e [ / 2 est ( / 8 = 2 | / 2 . 
Concluons de là que lorsqu'on veut extraire une racine d'un 

monome déjà affecté d'uu radical, il faut, s'il se peut, extraire la 
racine de la quantité radicale ; o u , dans le cas contraire, mul-
tiplier l'indice du radical par le degré de la racine à extraire. 
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3 9 , P 3 « . / - • mP 
Ainsi, la racine cubique de [/ a5 est y a5, (|/ a„) = y cm, 

130. On 
peut donc, sans changer la valeur d'une quantité radicale, 

multiplier ou diviser par un même nombre les exposants et l'indice du 

radical, puisque c'est d'une part élever à la puissance, et de l'autre 
extraire la racine; 

V / a = j / a % [ / a 3 = ¡ / a 9 , |/ (3a'i3) = J / ( 9 a W ) . 

P a r l a , il devient facile de multiplier et diviser les quantités 
affectées de radicaux différents ; car il suffit de les réduire à être de 
même degré: on multipliera pour cela les exposants et l'indice du 
radical par un même nombre qu'on choisira convenablement, 
comme pour la réduction des fractions au même dénominateur (38). 
Par exemple. 

\/a.i/b V W . 

m n a 1/ Œ / Cln 

{/aP.\/b = | / o P - f r » , V 7 - = \ / ¿7™' 
v b y 

m n / mn 

a\ / i'l \ /1 =—\ /'"*'" 
h y t ' d V s bc y t"y"1' 

Des Exposants négatifs et fractionnaires. 
1 v . - " " \ 

131. Nous avons démontré que le quotient de — est a" l~n , en 

supposant que m soit^> n ; sans ce la , m — n serait un nombre 
négatif, tel que — p; et comme on ignore encore le sens qu'on 
doit attacher à à~P, on ne pourrait multiplier o~? par a" ; ainsi on 
ne saurait prouver que a" X « ' " _ n doit reproduire am. 

Mais remarquons que l'expression a—p n'a aucun sens par elle-
même, puisqu'on ne peut y attacher l'idée propre aux exposants (12). 

On est donc le maître de désigner par a~P, ainsi que nous le 

ierons dorénavant. D'après cela, dans tous les cas, on pourra dire 

que — = am~n; car la chose est démontrée, si m > » , et elle 

résulte de notre hypothèse, lorsque m < » , puisqu'en divisant les 

deux termes par am, on a 
nm 

= = 0 - ( " - " ) = a~P. 
n—m a" a"-'" 

L'algèbre apprend à trouver des formules qui, par leur généra-
lité, conviennent à toutes les valeurs numériques qu'on peut imposer 
aux lettres : on doit donc regarder comme un grand avantage de 
n'avoir pas besoin de distinguer, dans une expression algébrique, 

qui renferme des quantités de la forme tous les cas qui peuvent 

résulter des suppositions de m > ou < » ; on mettra am~n an lieu 

de — et la formule sera vraie dans toutes les hypothèses (comme 
an 

au n° 108). 
Il faut aussi avoir égard au cas de m = » ; alors am~» devient a", 

symbole tout aussi insignifiant par lui-même que a~f. Nous con-
am 

viendrons donc de faire a°= 1, puisque alors — = 1. L'expres-

sion a0 est un symbole équivalent ci l'unité. 

Ainsi, lorsque nous rencontrerons dans une formule a" et a~p, 
ces expressions seront faciles à comprendre, en examinant leur am 

origine : a" et a~P n'ont pu provenir que d'une division — , dans 

laquelle on avait m — n dans le premier cas, et n = m -\-p dans 
le second. D'après cette convention, on peut faire passer un facteur 

du dénominateur au numérateur, en donnant à son exposant un signe 

négatif : ainsi 
O O = I O = ( 1 , + Î ) O = ( ~ Y = Ù 

= ( ¿ p 1 = ° - ' ' 

timhn c f~~1 

—- = ambnc-Pd-i, - = cf~l = , 
•cPdi f 0 



Voilà donc les puissances nulles et négatives introduites dans le 
calcul, par une suite de principes qui ne souffrent aucune difficulté. 
\ enons-en aux puissances fractionnaires. 

132. La règle donnée pour l'extraction des racines des raonoraes, 
m n 

prouve que y «« = < , - m a i s il f a u t pour cela que n soit un mul-

tiple de m, car on tomberait sur un exposant fractionnaire, dont la 

nature est encore ignorée , et on ne pourrait démontrer qu'en ren-

dant « - * fois facteur, le produit serait a». On est donc ici dans le 

même cas que pour les exposants négatifs , et il est visible que S 

n'ayant aucun sens par soi-même, on peut lui faire désigner 1 / a» • 
par la les formules pourront convenir à tous les cas, que « soit ou 
non multiple de m ; ce qui est conforme au génie de l'algèbre. • 

n 

Donc, lorsque nous rencontrerons a - d a n s une formule, il sera 
facile d'en avoir une idée nette, en observant que cette expression 
n'a pu provenir que de ce qu'on a voulu extraire la racine m' de o». 
La réglé donnée pour faire cette extraction est donc générale dans 
tous les cas. 

Ainsi, |/ (3a) = ( 3 a f , y / (*» _ = ^ _ 

9 = l / b , cL*î>=l/(cp), 

r m n 

n 

133. a", a~p, am sont les expressions de convention attribuées aux 
valeurs 1, - et ]/an. Mais 0, - p et t. ne doivent point être re-
gardées ici comme de véritables exposants, dans le sens attaché à 
cette dénomination , quoique ces quantités occupent la place réser-
vée aux exposants. Ce serait donc, abuser des termes que de se 
croire autorisé à dire , sans démonstration , que a'n X an = am+n, 

quand m et n ne sont pas tous deux entiers et positifs. Il en est de 
même de la division, de l'élévation aux puissances et de l'extraction 
des racines. Démontrons donc que ces symboles suivent les mêmes 
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règles que les vrais exposants entiers et positifs; qu'on a , quels que 
soient m et n, 

am : a- = am~n, ( O » ) P = = amP, ¡/ «•'• — J. 

I. S'il s'agit d'exposants négatifs : on a (m, n et p étant positifs) 

f.m 

1° ® n X « " n = « " X - = 7 = am-\ 

On voit de même que a~m X a~n = a~m~n. 
am 1 

2° — = am ; — = am X an = am+n. 
a~n a" 

Cl> 
De même, on trouve que - — = a 

a" 
a~m 

et que —— = a"~m; 

3° (a~n)p — (—^ P = — = a~"P : 
v ' \an / a"P ' 

m 
' V / I I « 

4° j / a - = \ / - = - ~ = r m. y a" 2. 

II. Pour les exposants fractionnaires , on peut d'abord en 
multiplier les deux termes par un même nombre p ; car 

mp — * , 

(n°130 ) am— [/a" = [/a"p = a'"P. On peut donc réduire au 
même dénominateur les exposants des quantités qu'on veut mul-
tiplier ou diviser entre elles. 

1° Soit am X = V a" X V aP = V = a~™~; 

1 P m , m . m , n—p 
2° am : am = [/ a" : y aP = y an~P = a - ; 

( n\p np 

a") = ((/ a")P =i/a"P = a"; 

p n p m. rnp _n_ 

4° y am = y (y a") = y an = amP. 

Remarquons en outre que ces calculs relatifs à l'exposant frac-
tionnaire permettent de le supposer aussi négatif. 

III. Prenons le cas des exposants irrationnels , et soit par 
ex. X j désignons par z et z' les valeurs approchées de 
ces exposants, ou z = | / 2 - f - h, z == { / 3 - f - h', h et h' étant des 



erreurs, qu'on peut diminuer à volonté, en poussant plus loin l'ap-
proximation. Or, si l 'on se contente des valeurs approchées z et z , 

le produit ne sera lui-même qu'approché : et en désignant par a. 
l'erreur qui en résultera, erreur qu'on peut rendre aussi petite qu'on 
voudra, on aura exactement 

a"* X ^ i ^ az+-J = = a"*-" X / 

mais plus h et A'seront petits, plus ah+h' approchera de 1 ; ainsi on 
peut donner à ce 2e membre la forme a P , P décroissant 
indéfiniment avec a, h et h'. Égalant les termes constants (113), on 
trouve a X o^3 = On prouverait de même que les 
exposants irrationnels sont soumis aux mêmes règles que les entiers, 
dans la division et l'extraction : c'est d'ailleurs une conséquence de 
ce qui vient d'être démontré. 

IV. Quant aux exposants imaginaires, d'après leur définition 
(128), les règles relatives aux quantités réelles s'appliquent à celles 
qui sont imaginaires lorsqu'on veut les livrer au calcul, quoique 
celles-ci ne soient que des êtres de raison ; ainsi il n'y a lieu à aucune 
démonstration. 

On facilite quelquefois les calculs par ces principes ; par exemple, 
5 7 - - - -

pour diviser j / a3M par [ / o'ft3, on écrira a ' i ' ; a b , et réduisant 
les exposants au même dénominateur, il vient 

— i l 1 1 Lk i i i l 35 3 5 , 3 5 . 3 5 , 3 5 3 5 , 3 5 „ / , * 
a b ' . a b = a b = [/ aub'3. 

Les polynômes qui contiennent des exposants négatifs ou frac-
tionnaires sont soumis aux règles ordinaires, et il convient d'ac-
quérir l'exercice de ces calculs. La division suivante indique la 
marche à observer. 

6 ^ — 2 3 a - | / — 1 — 1 3 a Z > — 2 0 - + - 2 2 a — » ¿ J / — 1 2 a ' — 5 [ / — 1 — Z a - ' b 
—6a«-M5aV—1->- 9a& 15a»—4|/—1—2a—b 

1er r e s t e , — S a 2 ( / — 1 — iab—20-t-22a—:'¿»J/—l-t-6a-=6= -
•+• S a * ] / — 1 | + 2 0 — 1 2 a — b [ / — 1 

2e reste, — iab -4-10a— 

3« reste, 0 
> 

Observez que le quotient peut admettre des exposants négatifs 
pour a, et cependant être exact ; or, si la division se fait exacte-
ment, il est clair que la somme des moindres exposants de a dans 
le quotient et le diviseur doit donner le moindre dans le dividende. 

t 

Ainsi, retranchez les plus petits exposants de a dans ces deux pre-
miers polynomes, et vous aurez le plus petit dans le quotient, si la 
division se fait exactement. On est donc assuré qu'on n'est pas 
dans ce cas , lorsque le quotient est poussé jusqu'à un exposant 
moindre que cette différence. 

Des racines carrées et cubiques des Polynomes. 

134. 1° Tout nombre composé de n chiffres est entre 10" et 10 ' ' ; 
son carré est donc compris entre 10 ,n et ÎO*" -1, qui sont les plus 
petits nombres de 2n - j - 1 et 2n — 1 chiffres; donc le carré a 2w 
ou 2M — 1 chiffres, ainsi qu'on l'a dit (62). 

2° Soient a et a 1 deux nombres consécutifs ; leurs carrés 
a3 et aa - f 2a - j - 1 diffèrent entre eux de 2a - } - 1 ; ce qui est d'ac-
cord avec ce qu'on sait (n° 66,4°) . 

Comme 2a - { - 1 représente tous les nombres impairs, on voit que 
tout nombfe impair est la différence des carrés de ses deux moitiés 

inégales et entières ; 77 = 39J — 38% 37 = 1 9 2 — 18% etc. Du reste, 
nous prouverons, en traitant des équ. indéterminées du 2 e degré, 
que lorsqu'un nombre impair n'est pas premier, il y a plusieurs 
manières de faire cette décomposition. Ainsi, 

27 = 14* — 13' = 6* — 8 ' ; 

1 0 5 = 58* — 5 2 ' = 19' — 1 6 5 = 1 8 J — 8 ' = 112 — 4 ' . 

3° Si k1 est le plus grand carré contenu dans N, k et k - f - 1 sont 
approchés de [/iS à moins d'une unité ; r étant le reste entier que 
donne k, ou N = k* - f - r, comme (A - { - = k2 - j - k - j - en re-
tranchant ces équ. on a 

7 V - ( * + 4)* = r - * - . i ; 

or si r > k, on a [/ N > k -J- { , et k 1 est plus voisin que k 

de ( / N ; c'est le contraire quand r k. Ainsi, selon que le reste 
r est > ou la racine entière k, on prendra k 1 ou k pour va-
leur approchée de ] / N . 

4° Lorsqu'on a poussé le calcul de l'extraction jusqu'à connaître 
plus de la moitié des chiffres de la racine , les autres se trouvent 



par une simple division , ce qui abrège surtout les calculs d'ap-
proximation. 

En effet, soit N le nombre dont on cherche la racine a - j - x, 

a étant la partie déjà calculée par le procédé ordinaire, et x celle 
qui est inconnue et doit compléter la racine, N = a -J- x. Bien 
entendu que pour donner-aux chiffres de a leur valeur propre, on 
a dû ajouter à la droite n zéros, c'est-à-dire autant que x a de chif-
fres, autant qu'il reste de tranches de N à descendre près des restes 

• r , r . o ! , 1 N —a3 , x* R successifs. N = a3 -]- 2ax - { - s 2 donne — - = x -4- g - = — , 
—U 2a la 

R étant le reste N — a* qu'a donné a, près duquel on a descendu 
toutes les tranches de deux chiffres non encore employées. Cela 
posé, x étant composé de n chiffres, x* en a au plus 2ra, tandis que, 
par hypothèse , a en a au moins n 1, lesquels sont suivis de n 

x3 zéros : on voit que a sera > x% et par conséquent — j ; on aura 
Ad 

¡y a1 
donc x — — , lorsqu'on ne voudra que la partie entière de 

[/ N ; ce qui arrive toujours, puisque dans les approximations, et 
même pour les racines des fractions, les nombres doivent être pré-
parés de manière à ce que l'extraction ne porte que sur des parties 
entières (n° 66, 1°). 

On divisera donc N — a3, ou le reste de l'opération qui a servi 
à trouver a, par le double de a; et pour ce la , on regardera la 
partie connue a de la racine comme des unités simples (en omettant 
les n zéros qui devraient être mis à sa droite), et l'on supprimera 
aussi n chiffres à la droite de N. 

Ainsi, pour j / 3.37.67.98.17, les trois l r e ' tranches donnent 
d'abord 183 pour racine, et 278 pour reste : si donc on divise 
27898 par 2 fois 183, ou 866, ou aura 76 pour les deux autres chiffres 
de la racine, qui est 18376. 

De même, 2 = 1,4142, en ne poussant l'approximation 
(n° 64) qu'aux 10000e5 : pour trouver 4 autres décimales , comme 
le reste est 3836, on divisera 38360000 par 2 X 14142 ou 28284 : 
le quotient est 1856; donc, etc. On trouve 

/ 2 = 1,4142135623782, j / 8 = 1,7320508076. 

185. Soit proposé d'extraire la racine de 

9a4 _ 12a3i - f 34a262 — 20aZ>3 - f - 2 5 M ; 

représentons ce polynome par A'. Nous dirons, pour abréger, que 
le terme où la lettre a porte le plus haut exposant, est le plus grand. 

Soient x le plus grand terme de la racine cherchée, y la somme des 
autres termes; d'où (n° 97, 1°), X= ( « + y)» = a" + 2 * y - f - y » ; 
x2 est visiblement le plus grand terme du carré X, ainsi x* = 9«4, 
ou x = 3a2 pour I e ' terme de la racine, et X = 9 « 4 - f 6a2y - f i/\ 
Otant 9a4 des deux membres, il vient 

— 12a36 - j - 34a2fc2 — 20ai3 - f - 25M _ 6a2y - f - y» ; 

y est en général un polynome, aussi bien que 6a3y ; or, y n'ayant 
que des termes où l'exposant de a est moindre que 2, il est clair que 
le plus grand terme de (6a2 - { - y) X y est le produit de 6a2 par le 
plus grand terme d e y ; ainsi ce dernier sera le quotient de — 12a3Z», 
divisé par 6a2, double de la racine trouvée. Il en résulte que — 2ab 

est le 2e terme de la racine. 
Pour achever le calcul , faisons 3a2 — 2a6, ou x— 2a6 = x', 

et désignons par y' les autres termes de la racine. On a 
X = x'3 - f - 2s'y' y ' 2 ; ôtons s '2 de part et d'autre; x'3 se compose 
de x'-, déjà ôlé, puis de — 2s X 2aZ> + (2ai)2 , ou — 2a6(2s — lab). 

Si donc 011 écrit le 2° terme — 2ab de la racine, à côté de 6a2, 
double du 1 e r , et si l'on multiplie par — 2a6, en retranchant le 
produit du reste ci-dessus, on aura 

30a2Z>2 — 20a63 - f - 25M = 2s 'y ' - j - y'». 

Si y ' est un polynome, il est aisé de voir que le plus grand terme 
80a2A2 est celui de 2x'y ' , c'est-à-dire est le produit du plus grand 
terme de 2s ' par celui de y . Si donc on divise 30a2ô2 par 6a2, le 
quotient 5b3 sera le 3e terme de la racine. 

Faisons 3 a 2 — 2ab - } - 5i2 ou s ' - j - 5b3 = x", et désignons 
par y" la somme des autres termes de la racine : on aura 
x ~ x"3 = 2 s " y " + r " 2 ; or, pour retrancher s " 2 de X, comme on 
a déjà ôté s'2 il faut, du dernier reste 80a2A2 — 20aZ>3 - j - 2564, ôter 
cncorc 2 s ' . 5è2 + (5A')% ou 562 (2s ' + 5 6 2 ) . On écrira d o n c - f o i 2 

à côté du double 6a2 — 4ab des deux I e " ternies de la racine, et 
l'on multipliera parle 3 e terme 5b 3 ; enfin , on retranchera le pro-
duit du 2° reste. Comme ce produit et ce reste sont égaux, on 
a X — x"3 = 0, d'où y" = 0 et s " = { / X. Ainsi la racine deman-
dée est 3a2 — 2ab - { - 5i2 . 

HATHÉH. PCRES. T. I. j-2 



8 PUISSANCES ET RACINES 

oici le type du calcul : 

9a 4 — 12a3b + 3 4 a ' i ' — 20ab3 - f - 256* / 

1 « reste, — 1 2 a 3 ô - f- 5 4 a ' ô ' — 20ab3 -+- 25ô4 7 (6a 3 — 2ab) X — 2 a b 

- + - 1 2 a3b — 4 a ' & ' \ 

2e reste" H- 3 0 a ' 6 ' — 20aô 3 25b* F 6a 2 — iab -+- 5 ô ' 

3« reste 0 ^ X 5 J 1 

On voit qu'après apotr ordonné, il faut prendre la racine dit 

1er terme, et continuer l'opération comme pour l'extraction numéri-

que (n° 62). Les exemples suivants montrent que la même marche 
de calculs donne la racine lorsqu'il y a des imaginaires ou des expo-
sants négatifs ou fractionnaires. 

9 a 4 — 1 2 a 3 J / — 1 — 2 a ' ( 2 — 3 ( / — 2 ) - 4 - 4 a j / 2 — 2 / 3 a ' - 2 a J / — 1 + ] / — 2 

— 9 a 4 l _ 

1er r e s t e , — 1 2 a 3 [ / — 1 — 2 a ' ( 2 — 3 { / — 2 ) + 4 a J / 2 — 2 ) ( 6 a ' - 2 g ^ / — 1 ) X — 2 a ] / — 1 

- t - 1 2 a 3 l / — l - t - 4 a ' 1 fia'-4fll/—1-4-1/—2 
6 a ' j / — 2 - t - 4 a j / 2 — 2 

4 a 3 — 1 2 « & M - 9 M - 1 2 — 1 8 a — 1 6 a - + - 9 a — ' I 2 a — S ô ' - t - S a - l 

4a' I 

1 e r r e s t e , — 1 2 a & * + 9 M - l 2 — 1 8 a - ' b * 4 - 9 a 

- t - 1 2 a ô 

1 2 — 1 8 a - 1 è 3 - 4 - 9 a 

1 " reste,—a' 1 2 s — a 2 * - ' — ^ 4 * - 3 

- b ' — j a t x - * [ x — i « 4 * - 3 8 

2e reste, 

3e reste^ —|aV~4 etc. 

Ce dernier exemple montre comment on doit se conduire lorsque 
l'extraction ne peut se faire exactement, ce qu'on reconnaît quand 
on trouve quelque terme de la racine où a porte un exposant moin-
dre que la moitié de son plus faible exposant dans le carré. Du 
reste, on a ici 

136. Le cube de x-j- y est x*-j- 3 x1 y - j - 3 x if - f - y3(n° 97, II), 
il sera facile d'appliquer les principes précédents «à la recherche 
de la racine cubique d'un polynôme. Nous nous bornerons à l 'exem-
ple suivant : 

8a 6 — 36a4ô ' -+- 54a'i>'< — 27&6 i 2 a ' — 3 6 ' racine. 

~ 8 n 6 12a4 — 1 8 a ' 6 * -+- 964 
1er r e s t e , — 36rt46' 54a '64 — 2766 f x — 3 6 ' 
2e reste 0 

Après avoir ordonné, cherché la racine 3 e du 1er terme 8a®, qui 
est 2a', et retranché 8a6 , on a un 1er reste. On en divise le 1e r terme 
— 86a46' par 12a4, triple du carré de 2a 1 ; le quotient — 36' est le 
2e terme de la racine. Près de 12a4, on écrira — 18a '6 ' - { - 964, 0 u 
le triple du produit de — 36' par le 1er terme 2a', et le carré de 
—86%- on multipliera ce trinôme par — 86', et l'on retranchera le 
produit du 1er reste. Le résultat étant zéro, on a de suite 2as — 86' 
pour racine cubique exacte : s'il y avait un second reste, on opére-
rait de même sur ce reste. 

Nous ne dirons rien ici des racines -4e, 5 « . . . 

Equations du second degré. 

137. En passant tous les ternies dans le 1er membre, réduisant 
en un seul tous ceux qui contiennent soit x, soit x e t opérant de 
même sur tous les termes connus, l'équ. du 2 e degré prend la forme 
Ax* - f - Bx - f - C = 0 , et faisant 

B C 

on a x* —J— px —j— q = 0, (1) 

équation qui peut représenter toutes celles du second degré à une in-

connue , et dans laquelle p et q sont des nombres connus positifs ou 
négatifs. 

Divisons x7 -J- px - } - g par x — a, a étant uu nombre quelcon-
que, il viendra le quotient x - j - a - j - p, et le reste a ' - j - pa -[- q. Ce 
reste est ou n'est pas nul, selon que a est ou n'est pas racine de 
l'équ. proposée (on nomme racines les valeurs qui satisfont à cette 
équ. , parce qu'on les obtient par une extraction). Donc, tout nom-

bre a qui est racine d'une équation du second degré, donne un diri-

12* 



seur binôme (x—a) du premier membre de cette équation, laquelle 
prend alors la forme 

(,s — a) (x -f- a -f"!3) = 0« 

Or, on demande toutes les valeurs propres à rendre ce produit nul; 
ainsi x — — a — p jouit aussi bien de celte propriété que x = a. 

Donc, I o toute équation du second degré qui a une racine a , en admet 

encore une seconde = — (a - [ - p). 
2° Cette équation ne peut avoir que deux racines : cette proposition 

sera démontrée plus tard. 
3° Les deux racines étant - f - a et — (a - f - p ) , leur somme est — p , 

et leur produit est — (a- - j - ap) = q, à cause de a3 - j-pa-{-<7 = 0 ; 
donc, le coefficient p du second terme en signe contraire est la somme 

de deux racines, et le terme connu q en est le produit. Par exemple, 
pour s 3 — 8s - j - 15 = 0 , s = 5 est une racine, ainsi qu'on le re-
connaît en substituant; on trouve que le premier membre est divi-
sible p a r s — 5 ; le quotient e s t s — 3 ; les deux racines sont 3 e t o , 
dont la somme est 8, et le produit 15. 

•4° Il est facile de former une équation du second degré dont les 
racines k et l soient données ; on en fera la somme k-\-l,et le pro-
duit kl, et l'on aura x1— [k l) x - f - kl = 0. On pourra encore for-
mer le produit (x — k) (x — l). Par exemple, si 5 et — 7 sont les 
racines, on multiplies — 5 p a r s - j - 7 ; ou bien on prend 5 — 7 = — 2 ; 
5 X — 7 = — 85etchangeantlesignede la somme, s 2 - f - 2 s — 35 = 0 
est l 'équ. cherchée. 

5° Résoudre l 'équ. (1) revienta chercher deux nombres dont — p 
soit la somme et - f - q le produit. 

6° Il peut arriver que les racines k et l soient égales; alors les 
facteurs s — k et s — l étant égaux, s 2 -\-px - f - q est le carré de l'un 
de ces facteurs. 

188. Pour résoudre l'équ. (1), remarquons que si s 2 - } - px -)- q 

était un carré, en extrayant la racine, on n'aurait plus qu'une éq. 
du 1er degré ; comparons ce trinôme à (s - j - n)2 ou s 2 - ] - 2xn - j - M2 ; 
n est arbitraire ; ainsi faisons ?i = \ p, pour que les deux 1er® termes 
soient égaux de part et d'autre. 

Donc, si n7, o u \ p 3 , se trouve = q, s 2 - j - p x q est le carré de 
s - j - T P ; ce trinôme n'est un carré que quand ^p2 = q. En rempla-

B C 
çant/ jet ç p a r — e t —, on trouve que pour que Ax2 - j - Bx - j - C 
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soit un carré, il faut qu'on ait entre les coefficients la relation 

B2 — -4 AC = 0. 
Dans le cas où$p3=q, la proposée revient à ( s - f -~ p ) 3 = 0, et 

les deux racines sont égales à — { p. 
Mais si cette condition n'a pas l ieu, ajoutons \p2 — q aux deux 

membres de l 'éq. (1), il viendra 

*lJrP*+ïp* = (* + L,pY =ìp' — q, 

extrayant la racine, x - j - = dh \/ (¿p3 — q), 

d'où x = — ip±i/ (jp3-q) (2) 

Nous avons donné (n° 125) la raison du signe ± . Ainsi, la valeur 

de x est formée de la moitié du coefficient du 2 e terme en signe con-

traire, plus ou moins la racine du carré de cette moitié, ajouté au terme 

connu passé dans le 2e membre. Dans chaque-exemple on aura de 
suite la racine, sans s'astreindre à refaire les calculs précédents sur 
le trinôme proposé. 

Pour s 2 — 8 s - j - 15 = 0, on trouve 
s = 4 ± |/ (16 — 15) = 4 ± 1, c'est-à-dire s = 5 et = 8. 

De même, s2 - ] - 2 s = 35 donne 

s = — l ± | / ( 3 5 - l - l ) = — 1 ± 6 , o u s = 5 e t = — 7 . 

139. Le résultat (2) offre plusieurs cas. Faisons, pour abréger, 
~p3 — q = m, d'où q = | p3 — m; ce qui change s 2 - j - p x q 

en s 2 - | - p x - \ - ^ p 3 — m, ou ( s - j - { p ) 1 — m ; 

c'est la quantité qu'on veut rendre nulle par la substitution de cer-
tains nombres pour s . 

1° Si m est négatif ; comme \p3 est toujours positif, ce cas n'ar-
rive que si q est positif dans le premier membre de la proposée(1), 

M a i s a ' o r s ' a proposée revient à {x - j - -^p)2 m = 0 ; on 
veut donc rendre nulle la somme de deux quantités positives, pro-
blème visiblement absurde : et comme on trouve alors 

• m. 

le symbole j / — m, absurde en lui-même, servira à distinguer ce 
cas. Donc, le problème est absurde lorsque les racines sont imaginai-

res, c'est-à-dire quand q est positif dans le 1er membre de l'équ. (Ij 

et que q surpasse le carré de la moitié du coefficient p du 2 e terme. 

r 



Cependant nous dirons encore, dans ce cas, que la proposée 
a deux racines, parce qu'en assujettissant ces valeurs 
x ~ — — m , aux mêmes calculs que si elles étaient 
réelles, c'est-à-dire les substituant pour * dans la proposée, elles y 
satisfont ; nous ne donnons ceci que comme un fait algébrique. 
C'est ainsi que les valeurs négatives, quoique vides de sens en 
elles-mêmes, peuvent servir de solution à une équation (n° 107) 
sans convenir au problème, à moins qu'on n'y fasse quelque modi-
fication. 

2° Si m est nul, ce qui exige que g soit = f e t positif dans 
le 1er membre de la proposée (1), alors x2 - } - p x + q revient au 
carré de * + ~p} et les racines sont égales ; c'est le passage des ra-
cines imaginaires aux réelles. 

3° Si m est positif, q doit être négatif dans le 1er membre, à moins 
que q ne soit positif, et dans ce cas (n°97, III) , 

(# + i p ) ' — m = ( s - K ^ + j / m ) X V m ) -

Tels sont les facteurs du 1er membre de la proposée (1) ; les racines 
sont — -p-f- et — \p — [/m, dont la somme est — p , et le 
produit — m, ou q. 

4° Si tn est un carré, les deux racines sont rationnelles. 
3° Si les racines sont réelles et de même signe, il faut q u e f p 

l'emporte sur le radical, qui a le signe ± ; ainsi \p > | / » t 
ou - p 1 > jp* — q} ou enfin q 0. Ainsi, quand q est négatif, les 
racines ont des signes contraires, et lorsque g est positif (et 
leur signe est le même, mais opposé à celui de p. 

Voy. n° 108, 2°, pour l'interprétation des racines négatives. 
6° Si q = 0, sans recourir à la formule (2), on a 

x*-\-px = x (x + p) = 0, d'où * = 0 et x=—p. 

7° Si p = 0, on a * a + q = 0, d'où x — ± j / — q, valeur 
réelle ou imaginaire, selon le signe de q. 

8° Quand la proposée a la forme Ax*-\-Bx-\-C = 0, le 1er terme 
ayant un coef f ic ients , nous avons dit qu'on le dégage, en divisant 
tout par A ; mais on peut aussi rendre ce 1er terme un carré, en 
multipliant l 'équ. par -4A : on a 

4A*x*-\- kABx + 4 A C = 0 ; 

on compare, comme ci-dessus, au carré de 2 S * + n, on voit qu'il 

faut prendre n = B, et ajouter B* pour compléter le carré; donc 
— B±v/(& - UC) 

(ÎAx + By = B> — AAC , et * = — . 

C'est ainsi qu'on trouve, en résolvant par rapport à y, l'équ. 

Jyi Bxy Cx' -+- Dy Ex -*- F = 0, 
_ Bx _ D±]/\(B' — bACjX1 -h 2(BD-2AE)x D'-iAF] 

•r= 12 

9» On a Ax1 -\-Bx-\- C = A [ ( * + \pY - « ] , m étant néga-
tif, nul ou positif, suivant que les racines sont imaginaires, égales 
ou'réelles. Dans les deux 1«= cas, quelque valeur qu'on substitue 
pour x, le multiplicateur de A étant positif, le produit, ou 
Axi Bx + C, doit avoir le même signe que A. Mais si m est 
positif, soient a et b les racines réelles, on a 

Axi _}_ Bx + C = A (x — a) (x — b), 

et l'on voit que si l'on donne à x des valeurs plus grandes ou moin-
dres que a et b, le signe du résultat sera le même que celui de A ; 

mais il sera différent si * est compris entre a et b. Le trinôme, qui 
conservait ci-dessus le même signe pour toutes les valeurs d e * , 
change donc maintenant deux fois de signe, lorsqu'on fait passer * 
d'un état compris entre a et b, à un autre qui soit on > ou < a et b. 

On pourra s'exercer sur les exemples suivants: 

1«' cas. 9 * 5 — 1 2 * - | ~ 8 = 0 . . . . x = : J z t T i / ~ 1» 
2« 9 * ' — 1 2 * 4 - 4 = 0 . . . . x = \, 

:9** — 1 2 * 4 - 3 = 0 . . . . * = f ± j , o u * = l , e t * = i , 
3e et 4°12* 3 -J -3* + 1 = 0 . . . . * = — o u * = — i , e t a = — 1 , 

( x _ 2 = 0 . . . . * = ^ ± | , ou * = 2 , e t * = — 1 , 
g. x > — 5a; = — 6 * = 3, et * = 2 , 

i ar»— 9 = 0 * = 3 , et * = — 8 , 
) * > + 9 = 0 * = ± 3 / — 1 . 

140. I . Trouver un n o m b r e * t e l , qu'en étant 2 de son carré, 
le reste soit 1. On a * ' — 2 = 1, d'où * = ± [ / 3. 

II. Partager a en deux parties telles, que m fois la 1">, multi-
pliée par n fois la 2 e . donne le produit p . On a 

7« 

mx . n ( a _ a ; ) = p , d ' o ù * = ^ « ± y / ( ? « ' - £ ) 



Si l'on veut partager a en deux parties, dont le produit p soit 
donne, il faut faire m = n = 1. Comme les racines sont imagi-
naires lorsque^ > I 0 % o n v o i t q u e l e p r o d a i t n e p e u t s u r p a s s e r , e 

carre de la moitié de a, c . -à -d . que le carré d e } a est le plus grand 
produit possible qu'on puisse former avec les deux parties de o 
(n° 97, III). 

III. Étant donnés le produit p de deux poids et leur différence, 
trouver chacun d'eux ? On a xy =p, x—y = d; d'où 

IV. Trouver deux nombres tels, que leur somme a, et celle b 

de leurs cubes soient données. De x + y = a, *3 - f - y3 = b, on 

tire a3 - fox - f 3a*' = b, et faisant b = af, on a 

e t 

V . Quel est le n o m b r e d o n t n fois la puissance p est égale à 
m fois la puissance p - } - 2 ? x = ± {/ (n \ m). 

VI. Plusieurs personnes sont tenues de payer les frais d'un 
procès, montant à 800 fr . ; mais trois sont insolvables, et les autres, 
suppléant à leur défaut, sont contraintes de donner chacune 60 fr. 
outre leur part: on demande le nombre x des payants. On a 

800 800 
= ~ ~ 6 0 ' d ' o ù + 

et * = ~ } ± | / ( f + 4 0 j = - ! ± L 3 ; 

ainsi, il y avait 5 payants, au lieu de 8. II est aisé d'interpréter la 
racine négative — 8. 

VII. On a deux points lumineux A et B (fig. 1), distants entre 
eux de AB = a ; l'intensité de la lumière répandue par A est m fois 
celle de B ; on demande le l ieu D qui reçoit la même clarté de part 
et d'autre, sachant que la lumière transmise par un point lumineux 
décroît en raison du carré de la distance. 

Soient « et /3 les intensités des lumières que communiquent 

les foyers A et Bk la distance I j p p ^ seront celles q u e 

reçoit le p o i n t ' / ) lorsqu'il s 'écarte d e A à la distance 1, 2 , 3 . . . j 

ainsi,— est celle qui répond à l'espace AD = x ; et comme 

BD = a — la lumière que B transmet à D est -7 - ; on 
(a - x)> 

1 a P j , - a / ® V a donc — = , d ou - = ( — m , en posant 
*1 (a — s ) * * /3 \a — x) ' 1 

a = m/3 ; extrayant la racine, on trouve enfin 

a y m a , . 
X = — — — , ou x = (m ^z y m). 

y m de. 1 m — 1 1 T ' ' 

En général, on doit éviter la double irrationnalité des deux 
termes d'une fraction (n° 6 0 ) , et surtout celle du dénominateur. 
I c i , on a multiplié haut et bas par [ / m zp 1, ce qui a donné 
(n° 97, III) pour dénominateur m — 1, et pour numérateur 
a [/m (y m± 1). On en dira autant des cas semblables. 

VII I . Soit donnée une fraction quel est le nombre * q u i , 

ajouté, soit au numérateur a, soit au dénominateur b, donne deux 
résultats dont le 1e r soit k fois le 2 e , ou 

donc * = — j (a -J- b) ± } j / [ ( a — by - f 4ai*] . 

C H A P I T R E IV. 

DES R A P P O R T S . 

Des Proportions. 

141.1° L'équidifférence a.b'.c .d, équivaut à a — b=c —d; 

d'où a-\-d=c-\-b. Si l'équidifférence est continue, on a —a.b.d, 

d'où 26 = a -}- d (voy. n° 72). 
Cl c 2° Soit la proportion a \ h \ \ c \ d, ou-r- = -y,' on a ad = bc, 



Si l'on veut partager a en deux parties, dont le produit p soit 
donne, il faut faire m = n = 1. Comme les racines sont imagi-
naires lorsque^ > i 0 % o n v o i t q u e l e p r o d a i t n e p e u t s u r p a s s e r , e 

carre de la moitié de a, c . -à -d . que le carré d e } a est le plus grand 
produit possible qu'on puisse former avec les deux parties de o 
(n° 97, III). 

III. Étant donnés le produit p de deux poids et leur différence, 
trouver chacun d'eux ? On a xxj =p, x—y = d; d'où 

IV. Trouver deux nombres tels, que leur somme a, et celle b 

de leurs cubes soient données. De x + y = a, s 3 - f - y3 = b, on 
tire a3 - 8a\r - f = b, et faisant b = af, on a 

x = \ a + l/[\f--ka?) 
et y=L>a-v'<hf--h*). . 

V . Quel est le n o m b r e d o n t n fois la puissance p est égale à 
m fois la puissance p - } - 2 ? x = ± {/ (n \ m). 

VI. Plusieurs personnes sont tenues de payer les frais d'un 
procès, montant à 800 fr . ; mais trois sont insolvables, et les autres, 
suppléant à leur défaut, sont contraintes de donner chacune 60 fr. 
outre leur part: on demande le nombre x des payants. On a 

800 800 
= ~ ~ 6 0 ' d ' o ù + 

et s = = ~ i ± | / ( f + 4 0 j = - ! ± L 3 ; 

ainsi, il y avait 5 payants, au lieu de 8. II est aisé d'interpréter la 
racine négative — 8. 

VU. On a deux points lumineux A et B (fig. 1), distants entre 
eux de AB = a ; l'intensité de la lumière répandue par A est m fois 
celle de B ; on demande le l ieu D qui reçoit la même clarté de part 
et d'autre, sachant que la lumière transmise par un point lumineux 
décroît en raison du carré de la distance. 

Soient « et 0 les intensités des lumières que communiquent 

les foyers A et 2? à la distance 1 ; y , ^ seront celles que 

reçoit le point / ) lorsqu'il s'écarte de A à la distance 1, 2, 8 . . .-, 

ainsi,— est celle qui répond à l'espace AD = x ; et comme 

BD = a — x, la lumière que B transmet à D est - ; on 
(a - x)> 

i a P j , - a / x V a donc — = , d ou - = ( — m , en posant 
x1 (a — x)3 0 \a — x) ' 1 

a = m/3 ; extrayant la racine, on trouve enfin 

a y m a , . 
x = —, -7—r, ou x = (m ^z y m). 

y m de. 1 m — 1 1 T ' ' 

En général, on doit éviter la double irrationnalité des deux 
termes d'une fraction (n° 6 o ) , et surtout celle du dénominateur. 
I c i , on a multiplié haut et bas par [ / m zp 1, ce qui a donné 
(n° 97, III) pour dénominateur m — 1, et pour numérateur 
a \/m (y m± 1). On en dira autant des cas semblables. 

VII I . Soit donnée une fraction ^ ; quel est le nombre x q u i , 

ajouté, soit au numérateur a, soit au dénominateur b, donne deux 
résultats dont le 1e r soit k fois le 2 e , ou 

donc x — — j (a -J- b) ± } j / [ ( a — by - f 4aM]. 

C H A P I T R E IV. 

DES R A P P O R T S . 

Des Proportions. 

141. 1° L'équidifférence a.b'.c .d, équivaut à a — b=c —d; 

d'où a-\-d=c-\-b. Si l'équidifférence est continue, on a —a.b.d, 

d'où 26 = a -}- d (voy. n° 72). 
Cl c 2° Soit la proportion a \ b c d, ou-r = -r," on a ad = bc, 



be d'où d = —. Si la proportion est continue - f f a ; b d, on a 

b = / (ad) (voyez n°72). 
8° a' — b> = m — m\ ou ( a - f6) (a — b) = m(\ — m), 

a - j - b 1 — m 

a — b 
donne la proportion 

De même, 1 — x' = a donne l i f = — . 
1 1 — x 

\ 

4° Ajoutons ± m aux deux membres de il vient 
b d 

a±mb cdztnd „ „ a±mb b , a±b b 
—h— = 7i— » d o u T U — j ~ 1 - Sl m — 1 * , , = o d c ± md d c ± d d 
(voy. n° 73). 

S0 Soient — = ^ = y. = . . . . une suite de rapports égaux , de 

sorte que — = q} 0 u a — bq, c = dq, e = f q . . . . 

En ajoutant toutes les équations, on a (n° 73, 3°) 

a + c - j - e . . . . = q(b-\-d +/•+....); 

d'où o - j - ç + e - f . . . g 
b+d+f-}-.... * b' 

6° Si a : b :: c : d, on a 

m / m m m 
am : bm cm : dm, y a : y b :: y c : y d. 

Des Progressions arithmétiques. 

142. Soit la progression 4 - a . b . c i.k.l, dont est ¿ l a rai-
son , n le nombre des termes ; on a les (n — 1) équ. 

b = a - f d, c = Z> - f d , / = k d; 

en ajoutant, il v ient l = a-\- d(n — 1), comme (n° 83). 
Cette expression de la valeur du nième terme de la progression 

est ce qu'on nomme le terme généralil représente tour à tour tous 
les termes, en faisant n = l , 2 , 3 

Soit s le terme sommatoire de la progression, c'est-à-dire la 
somme de ses ?» premiers termes ; l'on a 

s==a-{-b - f c - f - f » - } - * - } - / , 
ou s = a - j - (o 4 " d) - j - (a -J- 2 d ) . . . . -j— a -J- (n — 1) d, 

et aussi s = / - f (/ — d) 4 - ( / — 2d) + / — (n — 1) d, 

en écrivant le 2 e membre en sens inverse. Ajoutons ces équations; 
comme les termes correspondants produisent la même somme, 2s 
est visiblement égal à a - j - / pris autant de fois qu'il y a d'unités 
dans n; ainsi, s = \n (a - f - /). On remarquera qu'en général, la 

somme a - j - 1 des extrêmes est la même que celle de deux termes qui en 

sont également éloignés, et est le double du terme moyen lorsque le nom-

bre des termes est impair. 

143. Reprenons ces deux équations 

l = a -f d (n — 1) et s = } n (a - { - /). 

Nous pourrons en tirer deux quelconques des cinq quantités a,l,d, 

» et s, connaissant les trois autres. 
Voici divers problèmes relatifs à cette théorie : 
I. Trouver n, connaissant a, d et s? L élimination d e / d o n n e 

s = an - j - 7 dn (n — 1) ; d'où 

- i - i V B + M l . 
Par exemple, un corps qui descend du repos tombe de 4 mètres 

et r^dans la 1 " seconde de sa chute, du triple dans celle qui suit, 
du quintuple dans la suivante... . ; on demande combien il mettra 
de secondes à parcourir 400 mètres. (Voxj. ma Mécan., n° 137). La 
progression - f 4,9 4 " 4,9 . 3 - { - 4 ,9 . 3 4 " • • • - , donne s = 400 , 

a = 4,9, d = 2a = 9 ,8 ; on trouve n = 

d'où n = 9",03 et / = 83m ,6 environ. 
II. Combien une horloge frappe-t-elle de coups à chaque tour du 

cadran? Si elle ne sonne que les heures, on a 1-|- 2 4 ~ ® + . . . . 4 - 1 2 ; 
d'où s = 6 X 13 = 78. Si elle sonne les demies, on a 

2 4 - 3 4 - 4 . . . . 4 - 13, et s = 90. 

III. On a un amas de boulets de canon disposés en progression 

X / L - X / 
V a " V 



188 PROGRESSIONS PAR QUOTIENT, 

par différence , et composé de 18 rangs dont chacun contient 
2 boulets de plus que le précédent ; on demande combien il y en a 
dans le dernier rang et dans l'amas, sachant que le rang supérieur 
en contient 8. On a a = i , n = 18, d = 2 ; et l'on trouve / = 87, 
» = 860. 

IV . Entre deux nombres donnés a et / , insérer m moyens pro-
portionnels par différence. Comme m -J- 2 — n , on a 

I=za4-d(m4- 1), d'où d = - — r - ^ , comme (n° 85). 
' 1 » » - } - 1 v ' 

Des Progressions par quotient. 

1-44. Soit la progression ^ a \ h \ c \ d . . . . i la raison 
étant q, on a les n — 1 équations 

h = aq, c — hq, d = cq,.... l=iq; 

or, en les multipliant et supprimant les facteurs communs, il vient 
l — aq"~comme n° 8 6 ; c'est le terme général. On peut toujours 
donner à une progression la f o rme 

rr a aq aq* aq3. . . . aqn~l ; 

donc les puissances entières et successives d'une même quantité q sont 

en progression par quotient. Il en est de même de toute série de 
termes dont les exposants sont en progression par différence, telle 
que bxm - j - bxn'-+-h - f - bxm_HlA - j - . . . . Celle-ci revient à la l r e en fai-
sant a — bxm, q = xh. 

Ajoutant nos n — 1 équations, il vient 

(b c + d ... -j- /) = [a -f b c. . .. -f i) q. 

Or, en désignant par s le terme sommatoire, on a 

6 - f c - j - d —J— l== s a, a - j - i _ { - c - j - i = s — l ; 

, i\ Iq — a donc, s — a = (s — l) q, ou s = - . 
q — 1 

Si la progression est décroissante, tout ceci est également vrai, -
seulement q<^ 1. Mais à mesure que la série se prolonge, la somme s 

des termes que l'on considère s'approche déplus en plus de celle S 

de la progression entière : soit es la différence S — s, qui est indéfi-
niment décroissante ; de plus le dernier terme l devient en même 
temps aussi petit qu'on veut, posons (n° 118) ; 

a = d'où 5 — -A e t S = T ^ ~ . 
1 — q l — ? I — 9 

On a donc encore comme p. 128, la somme totale d'une progres-
sion infinie, dont le 1er terme est a, et la raison q 1.11 est visible 
que notre raisonnement revient à avoir posé / = 0, comme dési-
gnant une quantité infiniment petite. 

On rapporte qu'un souverain voulant récompenser Sessa, inven-
teur du jeu des échecs, lui accorda un présent que sa générosité 
trouvait trop modique : c'était autant de grains de blé qu'il y a 
d'unités dans la somme de la progression double 1 ; 2 - ; 4 ; 8 ; 16. . . 
étendue jusqu'au 64e terme, attendu que l'échiquier a 64 cases. 
Cherchons quelle est celte somme. On a a = 1 , q = 2 , n= 6 4 ; 
d'où / = 263 et s = 26* — 1. Cette puissance a été calculée p. 7 0 , 
et l'on trouve que s = 18446774 suivi de 12 autres chiffres. Or, 
un kilogramme de blé ordinaire contient à peu]près 26150 grains, 
et l'on sait qu'un hectare ne produit guère que 1750 kilogrammes 
de froment, savoir 45 762 500 grains. En divisant s par ce nombre, 
on trouve que Sessa demandait le produit en blé de 403 milliards 
d'hectares environ, c'est-à-dire 8 fois la surface entière du globe 
terrestre, en y comprenant les mers, les lacs, les déserts, etc. 

Les équ. / = aqn~', s — a — (s — l)q 

servent à résoudre tous les problèmes où, connaissant trois des cinq 
nombres a, l, 11, q et s, on demande les deux autres. Du reste, les 
calculs qu'il faut exécuter ne sont quelquefois praticables que par 
des méthodes qui ne sont exposées que dans ce qui suivra. Par exem-
ple , a, 11 et s étant donnés, on ne peut obtenir q qu'en résolvant 
l'équation aq" — sq - j - s = a, qui est du degré n . Lorsque 
l'exposant n est inconnu, l,aetq étant donnés, on doit recourir à la 
doctrine des log., n° 147,8° . 

Des Logarithmes. 

145. Faisons varier x dans l'équ. y = a1, et observons les varia-
tions correspondantes'de y. 



1° Si a^> l , e n faisant x = 0, o n a y = 1 ; a — 1, donc y = a. 

A mesure que x croîtra depuis 0 jusqu'à 1, et de là à l'infini, y 

croîtra de 1 vers a , et ensuite à l'infini; de sorte que quand x passe 
par toutes les valeurs intermédiaires, en suivant la loi de continuité, y 

croît aussi, quoique bien plus rapidement. Si l'on prend pour x des 

valeurs négatives , on a y = a~x, ou (n° 131) y — Ainsi, plus x 

croît, et plus cette fraction y décroît; de sorte qu'à mesure que x 

augmente négativement, y décroît de 1 vers 0 ; y = 0 répond à x 

infini. 

2° Si a < 1-, on fera a = b sera 1 , et l'on aura y = j~-

ou y — bx, suivant qu'on prendra x positif ou négatif. On retombe 
donc sur le même cas, avec cette différence que x est positif lors-
que y 1, et négatif pour y 1 . 

3» Si a = 1, on a y = 1 quel que soit x. 

Pourvu que a soit autre que l'unité , on peut donc dire qu'il y a 

toujours une valeur pour x qui rend a® égal à un nombre donné quel-

, conque y. L'usage perpétuel qu'on fait des belles propriétés de l'é-
quation y = a 1 exige qu'on fixe des dénominations à ses parties, 
afin d'éviter les circonlocutions. On nomme x le logarithme du 

nombre y ; la quantité arbitraire et invariable a est la base. Donc le 

logarithme d'un nombre est l'exposant de la puissance à laquelle il faut 

élever la base pour produire ce nombre. 

Lorsqu'on écrit x = Log y, pour désigner que x est le loga-
rithme du nombre y, ou que y = ax, la base a est sous-entendue , 
parce qu'une fois choisie, elle est supposée demeurer fixe. Mais si 
on la change, on doit indiquer la nouvelle base, c'est-à-dire de quel 
système de logarithmes il s'agit. C'est ainsi que 103 = 1000, 25 = 32, 
indiquent que 3 est le logarithme de 1000, et que S est celui de 32; 
mais la base est 10 dans le 1er cas ; elle est 2 dans le second. 

146. On tire de là plusieurs conséquences: 
1° Dans tout système de logarithmes, celui de 1 est zéro, et celui de 

la base a est un. 

2° Si la base a est 1, les logarithmes des nombres 1 sontposi-

tifs, les autres sont négatifs. Le contraire a lieu si a l . 
3° La base étant fixée, chaque nombre n'a qu'un seul logarithme 

réel ; mais ce nombre a visiblement un log différent pour chaque 
valeur de la base, en sorte que tout nombre a une infinité de loga-

rithmes réels. Par ex. , puisque 93 = 81 , 34 = 8 1 , 2 et 4 sont les log. 
du même nombre 81, suivant que la base est 9 ou 8. 

4° Les nombres négatifs n'ont point de logarithmes réels, puis-
qu'en parcourant la série de toutes les valeurs de x depuis — es 
jusqu'à - j - eo , on ne trouve pour y que des nombres positifs de-
puis 0 jusqu'à eo.. 

La composition d'une table de log. consiste à déterminer toutes 
les valeurs de x qui répondent à y = 1, 2, 3 . . • • dans l'équa-
tion y = a*. Si l'on suppose a* = m, en faisant 

# = 0 a 2 a. 3a ha 5« logarithmes, 
on trouve y = 1 m' ni1 m3 w4 m5 nombres; 

les log. croissent donc en progression par différence, tandis que les 
nombres croissent en progression par quotient; 0 et 1 sont les deux 
I e " termes : les raisons sont les nombres arbitraires a et m. On peut 
donc regarder les systèmes de valeurs de x et y qui satisfont 
l'équ. y = az, comme classés dans ces deux progressions, ce qui 
met d'accord les deux définitions que nous avons données des log. 
(n05 87 et 145). 

Le signe Log sera dorénavant employé à désigner le logarithme 
d'un nombre dans un système indéterminé; réservant le signe log 

pour les log. de Briggs, dont la base est 10. 
147. Démontrons par algèbre les propriétés des logarithmes. 
l u Soient x et x' les log. des nombres y et y', ou x = Log y, 

x = Log y : on a a* — y, a*" = y ; en multipliant et divisant ces 
deux équ. l'une par l'autre, on obtient 

J 

Mais il suit de la définition que les exposants x - f - x' et x — x' 

sont les log. de y y' et -
y 

donc Log y - f - Log y' = Log (yy'), 

Log y — Log y'= Log (KJ. 

2° Si l'on élève à la puissance m l'équation y = °T> e t ' 011 e n 
r m _ 

extrait la racine m', on a ym — a"1, / y = a" : l a définition 



on 

m X m 

donne mx = Log (y ), — = Log J / y ; donc 
m 

m r ""/ V 
Log y = m Log y, Log y y = —— ; 
« 

ces résultats sont conformes à ce qu'on a vu (n° 88). 
3° Pour résoudre l'éq. c = ax, dans laquelle c et a sont donnés 

et x inconnu, on égale les log. des deux membres et l'on en tire 
Log c = x Log a; une simple division donne donc 

Loq c 
x — 

Log a 

On peut donc trouver la valeur de l'exposant n dans l'équation 
l = aqn~', du n° 144, relative aux progressions par quotient : 

.. , ,, , Loq l — Loq a 
Logl=Loga + (n-l)Logq, d ou n = 1 + Log g ' 

L'inconnue étant x dans l 'équ. Aax - f - Bax~b - f - Cax~c... = P; 

écrit a* [A + 1 + Î . . . •) = P, ou Qa* = P; 

log P - log Q 
d 0 U ' 

Dans az = b, si s est dépendant de l'inconnue x, et qu'on 
loq b , 

a j t s = Axm 4 - Bxm~'. • • ; comme s = -¡-^— = un nombre connu 
• 10(1 Cl 

K, il reste à résoudre l'équ. du degré m, K= Axm-\-Bxm~l 

Soit, par ex. , 4 ( f )* a - 5*+4 = 9 ; on en tire (*•—8*- f4 ) log l o g f ; 
donc x2 — 8* + 4 = — 2 » cqu. du 2 e degré qui donne x = 2 , 
et = 3. 

4° Soient deux nombres?/ et y - \ - m ; la différence des log. pris 
dans un même système quelconque est 

Log (y + m) — Log y = Log = Lo9 ( 1 + » 
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tité qui s'approche de Log 1, ou zéro, à mesure que — décroît , et 
y 

qui est d'autant moindre que y est plus grand : donc les log. de deux 

nombres diffèrent moins quand ces nombres sont plus grands et plus 

voisins. C'est ce qu'on a va n° 91, III. 

1-48. Lorsqu'on a calculé une table de log. dans un système dont 
la base est a, il est facile d'en former une autre dont la base soit b ; 
car dans l'équ. a1 = y, x est le log de y dans le système qui a pour 
base a : or prenons les log. des deux membres dans le système b; 

nous aurons x Log a = Log y. Ainsi, pour trouver le log de y dans 
le 2 e système, il faut multiplier x, ou le log de y dans le 1 « système, 
par Log a : et si l'on multiplie par Log a tous les log. de la table, 
on en formera une nouvelle pour la base b. Ce facteur constant 
Log a, qui traduit ainsi tous les log. du système a dans le système b, 

est appelé module: c'est le log de la première base a calculé dans 
le système b ; et si l'on divise Log y par x, qui sont les logarithmes 
d'un même nombre quelconque dans les deux systèmes, le quotient 
sera le module Log a relatif à ces systèmes, et par conséquent sera 
constant pour toiis les nombres. 

Lorsqu'il arrive qu'on trouve moins d'avantage à prendre la 
b a s e = 10, qu'à préférer un autre système, il est donc aisé, à l'aide 
d'une seule table de log. , tels que ceux de Briggs, de calculer 
tout autre log dans ce nouveau système. Par exemple, le l o g f , 

dans le système dont la base est 4 , est ^ î — L ° 9 1 ~ Lo!> 3 

Log j Log S — Log 7 ' 
la base est ici ce qu'on veut, et si on la prend = 10, tout devient 

— 0,1760912o 

connu, et Ion a _ 0 } U 6 i a 8 0 4 = 1 * 0 4 7 6 pour le log 

cherché. 
Pareillement Log f , dans le système j . est = l o g 2 ~ l o g 3 

l o g f l og3 — log 2 
ou — 1 ; ce qui est d'ailleurs évident, puisque l'équ. y = ax de-
vient ici } = ( } ) , = ( } ) -* , et x est visiblement — 1. 

149. Il importe de s'exercer à l'usage des logarithmes dans les 
calculs algébriques; voici divers exemples : 

1° log (a .b .c .d....) = log a •+- log b log c -j- log d , 

2 ° ' ° e ( ^ Î ) = , 0 B -»" | 0 S 6 ! ° g c — log rf — l o g é , 

3« log ( a m . b " . c P . . . . ) = »? log a -+- ?Mog ¿> -+-p log c . . . 

(amb"\ 
8 l ~cT ) = m Iog a n , o g b ~ p loe c • • • •> 

5 . log (a> — x») = log[(a+-x) x ( « — * ) ] = l o g ( a + x ) - + - I o g ( a - x ) . 

« A T H É * . P I R E S . T . I . ' J 3 
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l 1 
6« log [/{a* — x>) = - l o g (a + s ) + - I o g (a — x ) , 

i , 3 1 5 
7» log ( a 3 J / a 3 ) = 5 log a + - l o g a= — log a , 

8o log | / ( a * — « » ) " — ~ " l o g (a-x) + ~ log (a» -+- a s •+• x'), (p. 123) . 

En ajoutant et ôtant as du trinôme, il devient (a -j - s)' — as ; 
si l'on posez2 = as, z sera facile à trouver par log., et l'on aura 
( f l xy _ z 7 ou ( a x z ) ( a x — z) ; donc 

log ¡/(a» = % [iog ( a - s ) •+-log (a-+• s + z) -H log ( a - t - s — z ) ] . 

Ce calcul résout a3 — s 3 en ses facteurs et permet l'emploi des log. 

9„ en posant 2 a x = z*, devient ( / [ ( a -t- s ) 2 — z 2 ] , 

log [/(a* -4- s 2 ) = ^ [log (® + i + 2) + log (a -t- s z ) ] . 

, 0 ° ' o g ^ ^ = ^ [ l o g ( a - s ) - 3 1 o g ( a - l - s ) ] . 

11° Pour insérer m moyens par quotient entre a et l, il faut 
faire n = m - f 2 dans l'équ. I = aq—* (n° 144), d'où l'on tire la 

raison q - p ' f y , et log q= Les divers ter-

mes aq, aq7,.... ont pour log., l o g a - f logg, log a - j - 2 l o g ? . . . . 
Ainsi , pour insérer 11 moyens entre 1 et 2, comme ici log a = 0 , 

on trouve log q = -h X log 2 = 0,0230838, e t j = 1,059463; les 
log. des termes consécutifs sont 2 log q, 3 l o g ç . . . . , et la progression 
est (c'est la génération harmonique de Rameau) 

14. 1 : 1,059463 :. 1,122461 : 1,189207 : . . . . : 1,887747 : 2. 

1 0 3 3 j . • 1 
12° La base du système étant a, on a a. = z ; car a après la 

définition des log. dans l'équ. ay =z, y est le log de z. 
h log z log (z") 

De même, a = a =z'. 

13° Soit s l'inconnue de l'équ. b"~f = cm». f ~ f ; on en tire 

^n — ^ log6 = mx . l o g c - j - (x —p) l og / - ; il reste donc à ré-
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soudre l'équ. du 2 e degré 

(m log c - j - log f ) s 2 — (n log b - j - p log/1) s - j - a log b = 0. 

14° cmx = a. donne s = / » S « - l o g * _ 
m log c — n log b 

15° La population d'une ville s'accroit chaque année de ~ ; 
combien y aura-t-il d'habitants au^bout d'un siècle, le nombre 
étant actuellement 100 000? Faisons n = 100 0 0 0 ; au bout 
d'un an, la population sera « -J- » = n . == n'. Après l'année 
suivante, n' deviendra de même n'. n (j~)* • . . . On trouve 
ainsi qu'au bout de 100 ans, le nombre des 
habitints spra 3 1 = 1, 49136169 naouants sera _ , o g _0 _ . 1 - 4 7 7 1 2 | 2 5 

« ( | i ) — = s = 2 6 5 4 8 7 4 , , n n fi. 0 1 4 2 4 0 « f 
U o ' ' 100 fois 1 , 424044 

comme le montre le calcul. Si l'accroisse- ' ° e " = 5 ' 0 0 0 0 0 0 
1 1 . 1 . J. log X = 6 ,42S044 

ment annuel de la population est d un r t, 
on trouve de même que le nombre primitif n des habitants devient, 

/ l _ L r \ î 
après q annees, s = n i — ± — J . On peut prendre pour inconnue 

l'une des quantités s , n, r ou q, les autres étant données; et l'on 
trouve 

log x = log n -+- q [log (1 4 - r) — l o g r ] , l o g « = log x — q [ î o g ( l - f - r )— log r], 

log s — l o g n / 1 \ l o g s — l o g « 

9 = log (1-f-r) — log r ' (/ + = ~q • 

Problèmes dépendants des Proportions. 

150. Règle d'intérêt. Ce qu'on a dit n° 80, prouve que le capital C 

placé à ¿pour cent par an , produit en j jours, l'intérêt simple 

r = y -
36000 A 6000 A 6 ' 

et comme j peut être décomposé en parties aliquotes ou diviseurs 
de 6000, et i en diviseurs de 6, on retrouve le procédé de calcul ex-
posée n° 80. 

Intérêt composé. Qtland chaque année on laisse le capital s'ac-
croitre des intérêts échus, voici ce qui arrive. Si r fr. rapportent 

1 3 * 



ir ~ 
Y Z R > 

1 % 

1 fr. après un mois ou un an, le capital a s'est accru de - , et est 

devenu ., 

aq, 

, - ! + r i i 1 
en faisant, pour abréger, q= — — = 1 -J-—. 

Mais ce nouveau capital a' placé durant le mois ou l'an qui suit, 
devient de même a'q, ou aq7. Ainsi, on a successivement aq*, aq1*,.... 

et après t fois l'unité de temps, le capital accumulé avec les intérêts 

échus, est 
/1 + r V 

x = aqt= a {—^-j • 

Cette équ. donnera l'un des quatre nombres a, t, x et r ou q, les 
trois autres étant connus. Si l'on veut que l'intérêt soit stipulé à tant 
pour cent, on fera ri = 100, 5 = 1 + 0,01 X ' -

Par ex . , un homme destine une somme de 10 000 fr. à payer 
un bien de 12000 fr . ; il place à cet effet son capital à 5 pour cent 
par an , et y joint chaque année les intérêts échus : on demande à 
quel instant son but sera rempl i ; on a i = 5, > = 2 0 , g = ^ - , p u i s 

12000 = 10000 X (H)1. ou 6 = 5 X H ) ' ; 

d'où l'on tire la valeur de l'exposant t, par le théorème n° 147, 8°, 
savoir, t = 8 ans et 9 mois environ. 

La table ci-jointe suppose qu'un capital de 1000 fr. est placé à 4, 
5 ou 6 p. f par an ; que l'intérêt est payé par semestre ; et que 
chaque intérêt est immédiatement joint au capital pour devenir 
productif d'intérêt. 

On y voit qu'une somme de 1000 fr. à 5 p. £ l 'an, produit 
1996 f , 50 au bout de 14 ans, en cumulant sans cesse les intérêts 
semestriels. 

C'est donc la même chose de payer actuellement 1000 fr. , ou 
de donner 1996 f ,50 dans 14 ans, quand le taux d'intérêt annuel 
estS p . f : celui qui est obligé de payer 1996 f ,50 dans 14 ans, 
sans intérêt, peut escompter, ou se libérer, en payant de suite seu-
lement 1000 fr. 

t 

A C C R O I S S E M E N T de 1 0 0 0 fr. par intérêts composés de 6 en 6 mois, 
aux taux de k, 5 et Q pour cent par an. 

ANS. 

1 

2 

S 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

1 0 

4 p . 0/0 

fr. 

1020 ,00 
1 0 4 0 , 4 0 

1061 ,21 
1 0 8 2 , 4 3 

1 1 0 4 . 0 8 

1126 ,16 
1 1 4 8 . 6 9 

1 1 7 1 , 6 6 

1 1 9 5 . 0 9 

1 2 1 8 . 9 9 

1 2 4 3 , 3 7 

1 2 6 8 , 2 4 

1 2 9 3 , 6 1 

1 3 1 9 , 4 8 

1 3 4 5 , 8 7 

1 3 7 2 , 7 9 

1 4 0 0 . 2 4 

1 4 2 8 . 2 5 

1 4 5 6 , 8 1 

1 4 8 5 , 9 5 

5 p . 0/0 

fr. 

1 0 2 5 , 0 0 

1 0 5 0 . 6 3 

1 0 7 6 , 8 9 

1 1 0 3 , 8 1 

1 1 3 1 , 4 1 

1 1 5 9 . 6 9 

1 1 8 8 , 6 9 

1 2 1 8 , 4 0 

1 2 4 8 , 8 6 

1280 ,08 
1 3 1 2 . 0 9 

1 3 4 4 , 8 9 

1 5 7 8 , 5 1 

1 4 1 2 , 9 7 

1 4 4 8 , 3 0 

1 4 8 4 , 5 1 

1 5 2 1 , 6 2 

1 5 5 9 , 5 6 

1 5 9 8 , 6 5 

1 6 3 8 , 6 2 

6 p. 0/0 

f r . 

1030,00 

1 0 6 0 , 9 0 

1 0 9 2 , 7 3 

1 1 2 5 , 5 1 

1 1 5 9 , 2 7 

1 1 9 4 , 0 5 

1 2 2 9 . 8 7 

1 2 6 6 , 7 7 

1 3 0 4 , 7 7 

1 3 4 3 . 9 2 

1 3 8 4 , 2 3 

1 4 2 5 , 7 6 

1 4 6 8 , 5 3 

1 5 1 2 , 5 9 

1 5 5 7 , 9 8 

1 6 0 4 , 7 1 

1 6 5 2 , 8 5 

1 7 0 2 . 4 2 

1 7 5 3 , 5 1 

1806,11 

11 

1 2 

1 3 

1 4 

1 5 

16 

1 7 

18 

1 9 

20 

4 p .010 

fr. 
1 5 1 5 . 6 7 
1 5 4 5 , 9 8 
1 5 7 6 , 9 0 
1 6 0 4 , 4 4 
1 6 4 0 . 6 1 
1 6 7 3 , 4 2 
1 7 0 6 . 8 9 
1 7 4 1 , 0 2 
1 7 7 5 , 8 4 
1 8 1 1 , 3 6 
1 8 4 7 . 5 9 
1 8 8 4 , 5 4 
1 9 2 2 , 2 3 

1 9 6 0 . 6 8 
1 9 9 9 , 8 9 
2 0 3 9 , 8 9 

2080.69 
2 1 2 2 , 3 0 
2 1 6 4 , 7 4 
2208,04 

5 p . 0/0 

fr. 
1 6 7 9 , 5 8 

1 7 2 1 , 5 7 

1 7 6 4 , 6 1 

1 8 0 8 , 7 3 

1 8 5 3 , 9 4 

1 9 0 0 , 2 9 

1 9 4 7 , 8 0 

1 9 9 6 , 5 0 

2 0 4 6 , 4 1 

2 0 9 7 , 5 7 

2 1 5 0 , 0 1 

2 2 0 3 , 7 6 

2 2 5 8 , 8 5 

2 3 1 5 , 3 2 

2 3 7 3 , 2 1 

2 4 3 2 . 5 4 

2 4 9 5 . 5 5 

2 5 5 5 , 6 8 

2 6 1 9 , 5 7 

2 6 8 5 , 0 6 

On voit aussi que le capital est doublé en moins deâ14ans et demi, 
à 5 p. £ l'an ; il serait triplé en 19 ans à 6 p. 

Quand le capital est 2 ou 3 raille francs, il faut doubler ou tripler 
les nombres ci-dessus, et ainsi proportionnellement pour tout autre 
capital. Par exemple, 2500 fr. capitalisés avec les intérêts pendant 
12 ans produiront 2,S X 1808 f ,73 = 4521 f , 82 ; et c'est la même 
chose de payer actuellement 2500 f , ou de donner 4521 f ,82 dans 
12 ans. 

Si l'on devait payer 30000 f dans 5 ans sans intérêt, on pourrait 
escompter actuellement, en donnant une somme qu'on trouve par 
cette proportion : si 1280 f,08 deviennent 30000 f , 1000f devien-
nent x= 23436 f ,04, somme à payer de suite, au lieu de 30000 f 

dans 5 ans, au taux de 5 p. ~ par an. 
151. Annuités. On nomme ainsi la rente d'un capital a, calculée 

de sorte qu'en payant chaque année une somme x, qui soit tou-
jours la même, cette somme soit formée des intérêts échus et d'un 



acompte sur le capital, lequel se réduisant ainsi peu à peu, soit 
rendu nul après un temps déterminé. 

Le capital vaut aq après la l r e année; on paye x, et l'on ne doit 
plus que a'= aq — x. Après le 2e payement x, a' se trouve de même 
réduit à a'q — x, ou aq5 — qx — x : continuant de même à mul-
tiplier par q et à retrancher x, pour avoir ce qui reste dû après 
chacune des années successives, on en vient enfin à trouver que 
l'emprunteur doit encore après t années, lorsqu'il vient d'effectuer 
son ? payement x (n0' 99, 144), 

m 

z = aqt — x q'~l — xq'~2..., — x 

î 1 - 1 ou 

ou 

= aq, - X(q'-' + q'~\... + 1 )===«g<-s g — ^ , 

/\ J_ r\t 
= (a — xr) (—¡—J 

à cause de qr = 1 -[- r. Si l'emprunteur s'est acquitté, z — 0, et 
l'on trouve 

aq' (g - 1) g (1 - j - r), 
g 1 — 1 r A ( l - t - r ) « — ^ ' 

Du reste, on peut prendre ici pour inconnue l'une quelconque 
(voy. p . 136) des quantités x, a, q, r e t t, les autres étant données. 
Les log. sont alors d'un usage très-commode, ou même indispen-
sable. S'il faut résoudre l 'équ.par rapport à l'exposant t, on trouve 
q '{x -[-a—aq) = x, d'où (n° 147, 3°) 

t log x — log (x - f - a — aq) log x - j - log r — log (rx — a) 

ïôgq log (1 + r) — log r 

De même, si l'on veut que l'inconnue soit x ou a, on posera 

rx — a 
y — — : — > 

d'où * = a = x(r-y), 

équ. qui donneront x ou a, lorsque y sera connu. Or, substituant 
ci-dessus pour x cette valeur, on trouve (1 - j - r)'y = »*+•*. 

C'est sur cette théorie que sont établies les rentes dont le capital 
et les intérêts s'éteignent à la mort du prêteur , et qu'on nomme 
viagères. On suppose que le prêteur doit encore vivre t années, 
lorsqu'il place le capital a, et l'on demande quelle somme x on doit 
lui payer chaque année, pour qu'à l'expiration de ces t années il 
n'ait plus droit à aucune somme : cette rente est donnée par la va-
leur ci-dessus de x. S i , par ex. , l'intérêt de 100 fr. en perpétuel 
est 5 (S pour cent, ou le denier 20) , on a r = 20 ; et si l'on prend 
a = 100 fr. pour capital, on obtient 

20 
y = 2 O 0 ) < = w 

Il est vrai qu'on ne sait pas d'avance combien d'années le prê-
teur doit encore vivre; mais on le suppose, d'après les tables de 
mortalité : et quoique cette présomption puisse être fautive, elle 
devient exacte pour un grand nombre d'individus pris ensemble, 
parce que les uns gagnent précisément en durée de la vie ce que 
les autres perdent. On sait, par expérience, quelle est la durée de 
vie probable d'un individu dont l'âge est connu. La l r e ligne est 
celle des âges, la 2 e le nombre t d'années qui restent probablement 
à vivre (voy. XAnnu. du Bur. des Long.). 

Ages. . 1 . 5 . 1 0 . 1 5 . 20. 25 . 50. 5 5 . 4 0 . 4 5 . 5 0 . 5 5 . 6 0 . 6 5 . 7 0 . 7 5 . 8 0 an». 

t. . . . 3 7 . 4 5 i . 4 3 . 5 9 . 5 5 i . 5 2 ^ . 2 9 ; . 2 6 . 2 5 . 20. 1 7 . 1 4 . l l . 8 f . 6 j 5 . 3 i ans. 

C'est sur cette probabilité qu'on établit l'intérêt des rentes viagè-
res. Ainsi, un homme de 40 ans pouvant encore espérer 28 ans 

20 
d'existence, t = 23, et l'on trouve y = 6,5 environ, d'où 

# = 7,4 : le capital doit être placé en viager à 7,4 pour cent par an. 
Les chances réservées aux membres des sociétés connues sous le 
nom de Tontines sont aussi réglées sur le même système. 

152. Escomptes. S o i t « le capital, t l'intérêt de 100 fr. par mois, 

r i e denier, t le nombre de mois, est l'intérêt; ainsi, pour I'M-

compte en dehors, la somme à payer pour le capital a est 

- O - ^ M 1 - ; ) -



m PROBLÊMES 
Pour l'escompte en dedans, il faut raisonner ainsi : puisque 100 -f - ti 

doit être réduit à 100, à combien a est-il réduit ? d'où 

IQOfl ar 

* ~ 1 0 0 - f 

Si la somme S n'est exigible que dans t mois, et qu'on veuille 
avoir égard aux intérêts des intérêts durant ce temps, il faut re-
courir à la formule de la p. 196; on trouve que le capital Sdoitêtre 
réduit à 

133. Règles de fausses positions. Soit ax = b l'équation qui lie 
entre elles les parties d 'une question ; si l'on suppose à x une valeur 
arbitraire s, et qu'on l'assujettisse à satisfaire aux conditions du 
problème, ce ne serait que par hasard qu'on trouverait as = b. 

Supposons donc qu'on ait as — c; en divisant terme à terme par 
S C ' ' * 

ax = b, on trouve = - = - : ainsi le résultat qu'on obtient est à ce-
x b 3 

lui qu'on doit obtenir, comme le nombre supposé est à l'inconnue. 

Cherchons un nombre dont la le | et le f réunis fassent 456. 
Supposons que 200 soit ce nombre ; sa moitié, son quart et son 

cinquième forment 1 9 0 , au lieu de 456; ainsi 200 n'est pas le 
nombre cherché : on posera la proportion 

190 : 456 : : 200 : x, d'où X = 480. 

Combien faudrait-il de temps pour remplir un bassin à l'aide de 
quatre robinets, dont l 'un le remplirait en 2 heures, le 2e en 3, le 
3e en 5, le 48 en 6. Supposons qu'il fallût une heure ; le premier 
robinet emplirait la moitié du bassin, le 2e le j , le 3 e le le 4e le 
^ ; et comme on trouve lieu de 1, il y avait 
erreur à supposer une heure ; on dira 

I : I :: 1 : X= = 50 minutes. 

Ce procédé, quoique applicable aux règles de société, d'inté-
rêt, etc., ne l'est pas à tous les problèmes du premier degré, puisque 
l'équation la plus générale est ax - f - b = ex -J- d. Si la supposition 
x= s ne rend pas <is-f- b égal à c s - j - d , il en résultera une erreur 
e, de sorte que us - j - h — (es - j - d) = e; retranchant de là 

ax b — (ex - j - d) = 0, on a (a—c) (s—ar) = e. Une autre suppo-
sition s'qui entraînerait l'erreur e', donnerait (a — c) (s—x)=e: 

divisant ces résultats terme à terme, on a 

s — x e ,, , es' — e' s 
- = - „ d ou x = T—• 
S —X 

Ainsi, multipliez la l r e erreur par la 2e supposition, et réciproque-

ment.; retranchez les produits, en ayant égard aux signes des erreurs ; 

divisez ensuite par la différence des erreurs, le quotient sera l'incon-

nue. C'est en cela que consiste la règle de double fausse position, 
applicable à tous les problèmes du premier degré. 

Dans notre dernière question ; la supposition 
n , ,, Suppos. Erreurs, 

de x — V', a donné f , et par conséquent 1 erreur t h è u r e + A 

- j - - E n faisant x = '-h, on a } pour résultat, et _ » 
— | d'erreur. J'écris ces nombres comme on le 
voit ci-contre, j e multiplie en croix, et j e retranche; j'ai ^ - j - f ou ; 
la différence des erreurs est £ - f - j ou } ; enfin je divise j par et 
j'ai x = \. 

Un père a 40 ans, son fils en a 12 ; quand l'âge 
du père sera-t-il triplede celui du fils (page 135)? ^ Erre^,rs-
Je suppose 5 ans : le père aura alors 45 ans, le j _ 2 
fils 17 ; le triple de 17, au lieu de produire 45, 6 ï 1? 
donne 6 ans de plus. En supposant 1 an, l'erreur 6 - 4 - 2 
est de — 2. Les produits réciproques des erreurs par les supposi-
tions donnent 16 pour différence ; divisant par la différence des er-
reurs, qui est 8, j'ai 2 : c'est dans 2 ans que l'âge du père sera 
triple_de celui du fils. 



L I V R E T R O I S I È M E . 

ÉLÉMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

La Géométrie est la science qui se propose de mesurer I ' E T E K D U E 

et d'en considérer les formes et les propriétés. Tout corps a trois 
dimensions, Longueur, Largeur et Epaisseur ou Profondeur : les l i -
mites qui le déterminent en sont la Surface. Mais l^s surfaces d'un 
corps, en se rencontrant deux à deux, sont elles-mêmes terminées 
par des Lignes; les limites qui bornent les lignes sont des Points. 

Ce sont ces diverses limites des corps qui nous servent à reconnaître 
leur Figure. 

Quoiqu'il n'y ait pas de corps sans trois dimensions, on fait sou-
vent abstraction de l'une d'elles ou de deux : par exemple, si l'on 
parle de la grandeur d'un champ, ou de la hauteur d'un édifice, 
on n'a égard qu'à une surface ou une ligne. Afin de procéder du 
simple au composé, par une gradation qui facilite l'étude, nous di-
viserons la Géométrie en trois parties : la première traitera des 
Lignes, la seconde des Surfaces, la troisième des Volumes. 

C H A P I T R E P R E M I E R . 

D E S L I G N E S . 

Des Droites, des Angles et des Triangles. 

154. On peut regarder une ligne comme la trace que laisse un 
point A (fig. 1) qui se meut vers un autre point B. On dit que la 
ligne est D R O I T * quand, en la faisant pirouetter autour de deux de 
ses points A et B (fig. 1), aucun des autres points de AB, n'éprouve 



de déplacement : s inon, la ligne est composée de lignes droites 
brisées AC,CD,DB (fig. 2) disposées bout à bout ; ou bien cette ligne 
n'a aucune partie rectiligne et est appelée COCBBE AMB (fig. 3 ) . 

Donc, 1° lorsqu'une ligne AB (fig. 1) est droite, et qu'on prend 
sur son cours deux points C , D , la droite CD qui joint ces points se 
confond dans toute sa longueur avec les points de AB; et si l'on 
imagine au delà des extrémités C et D d'une droite CD, deux autres 
points A et B, tels que la droite AB coïncide avec CD ; ces points 
A et B sont dits sur le prolongement de la droite CD. 

2° Toute droite CD doit être conçue prolongée indéfiniment par 
ses deux bouts. 

8° Deux droites qui ont deux points communs coïncident en-
semble. 

4° Deux droites ne peuvent se couper qu'en un seul point, puis-
que si elles avaient deux points communs, elles coïncideraient. 

Un P L A N est une surface sur laquelle est appliquée toute ligne 
droite joignant deux points quelconques de cette surface. Étant 
donnés trois points non en ligne droite, on peut toujours faire 
passer un plan par ces trois points, puisqu'en tournant autour de la 
droite qui joint deux de ces points, on pourra faire passer le plan 
par le 3e point : et il est évident que la position absolue du plan 
sera alors déterminée, c'est-à-dire fixée de manière qu'un autre plan 
ne pourrait contenir ces trois points sans coïncider avec le premier. 

155. Lorsqu'on veut ajouter deux lignes droites ou deux lon-
gueurs BC, CA (fig. 1), on porte l'une CÂ sur le prolongement de 
l'autre BC, et la somme est BA = BC - j - CA. Si les parties BC, CA 
sont égales, BA est double de CA : on peut de même tripler CA, etc. 

Pour soustraire CA de BA, on trouve BC = BA — CA ; ainsi, on 
sait retrancher une longueur d 'un autre.En général, l'addition ou la 
soustraction de tant de droites qu'on voudra, la multiplication, la 
division des longueurs sont des opérations faciles à concevoir. 

156. Deux droites CB, CA (fig. 4) n'ayant qu'un seul point C 
commun, ne peuvent enclore un espace ; l'étendue indéfinie com-
prise entre ces droites prolongées s;ins limites est ce qu'on appelle 
un A N G L E . Le point C de section des deux lignes est le sommet de 

l'angle. 

On désigne un angle par la lettre placée au sommet; et lorsque 
ce point est commun à plusieurs angles, comme fig. 10, 1 2 , . . . on 
distingue ces angles en énonçant les trois lettres écrites sur les côtés, 

celle du sommet entre celles des côtés. L'angle C (fig. 4) est aussi 

désigné par BCA ou ACB. 
157. Deux angles ACB, acb (fig. 4) sont égaux, quand en les po -

sant l'un sur l'autre, ils peuvent coïncider : appliquons le côté eb 

sur CB, les sommets c,C, se confondant, le côté ca se couchera 
sur CA. 

Les côtés d'un angle devant toujours être considérés comme in-
définiment prolongés, on voit que la grandeur d'un angle ne dépend 

pas de la longueur de ses côtés, longueur qui est censée illimitée, mais 
de l'écartement des deux lignes. Qu'on fasse tourner le côté BC 
autour du sommet C (fig. 5) pour lui faire prendre la position DC, 
l'angle BCA devenu DCA, aura augmenté de l'angle DCB ; DCA est 
la somme des deux autres, BCA la différence entre DCA et BCD ; 
DCA = BCA + BCD, BCA = DCA - BCD. Si BCD = BCA, DCA 
est le double de BCA : on comprend ce qu'on doit entendre par le 
triple d'un angle, sa moitié, son tiers, etc. 

158. Lorsqu'une droite BC (fig. 6 et 7) tombe sur une autre droite 
AE, elle fai* deux angles BCE, BCA qu'on appelle de suite ou adja-

cents. S'il arrive (fig. 7) que ces angles soient égaux, c'est-à-dire 
qu'en pliant la fig. selon CB, la droite CE s'applique sur CA, les 
deux angles sont appelés droits, et on dit que la ligne CB est per-

pendiculaire sur AE. 
159. Tous les angles droits sont égaux. Supposons BC (fig. 8) per-

pendiculaire sur AE, et bc sur ae, c'est-à-dire les angles BCA=BCE, 
hca = bce. Transportant l'une des fig. sur l'autre, appliquons le 
point c sur C, et la droite ae sur A E ; bc devra se coucher sur BC. 
Car si on suppose que bc prenne la position CF, on aurait 
BCA = BCE, FCA = FCE (hgpo.) , ce qui ne peut être; car BCA 
étant < FCA, BCE devrait aussi être < FCE. 

160. Deux angles de suite BCE, BCA (fig. 6) ont pour somme deux 

angles droits : c'est ce que met en évidence la perpendiculaire DC 
élevée en C sur AE. 

Réciproquement, si la somme de deux angles donnés vaut deux 
droits, et qu'on accole ces angles comme BCE, BCA (fig. 9), pour 
les ajouter (n° 157), les deux côtés extrêmes AC, CE seront en ligne 
droite. Car si cela n'était pas, que, par ex. , CH (au lieu de CA) fût le 
prolongement de CE , on aurait BCE - f BCA = 2 droits (hypo.), 

BCE BCH = 2 dr. (n° 160) ; dont en égalant les premiers mem-
bres, BCA = BCH, ce qui est absurde. 



L'angle BCE(fig. 6) qui est plus pelit que l'angle droit DCE est 
dit aigu; l'angle BGA qui est plus grand que l'angle droit DCA est 
dit obtus. Deux angles adjacents BCE, BCA, ou dont la somme vaut 
deux droits, sont appelés supplémentaires : deux angles sont dits 
complémentaires quand leur somme vaut un droit , comme BCE et 
DCB ( f i g . 6). 

Il est visible que tant de lignes qu'on voudra CB, CF, CD, dans 
le même plan (fig. 10), qui tombent en un point C de la droite AE, 
font des angles BCE, BCF, FCD, DCA, dont la somme vaut deux 

droits : c'est ce que montre la perpendiculaire CH. 
161. Lorsque deux droites BD, AE (fig. 11) se coupent, les angles 

BCE, ACD opposés au sommet sont égaux : car BCE BCA = 2 dr. 
(n° 160,. ACD - f BCA = 2 dr. Donc BCE = ACD. 

En prolongeant en D (fig. 7) la perpendiculaire BC à AE, comme 
l'angle droit BCE = ACD, on voit que l'angle ACB = ACD ; AE 
est donc réciproquement perpendiculaire sur B D , et les quatre 
angles de la fig. sont droits et égaux. 

Tant de lignes qu'on voudra AC, BC, DC (fig. 12) dans un 
même plan, qui concourent en un point C, forment des angles ACB, 
BCD, DCE, etc., dont la somme vaut quatre droits; car les deux 
perpendiculaires MN, PQ, menées par C , forment quatre angles 
droits qui embrassent toutes les surfaces angulaires du plan. 

162. Deux lignes droites ne suffisant pas pour enclore un espace 
(n° 156),il faut au moins une 3e ligne pour limiter l'étendue. La fig. 
ainsi formée, telle que ABC (fig. 16) est appelée un Triangle : elle 
a trois côtés AB, AC, BC, et trois angles A, B, C. Si les trois côtés 
sont égaux (fig. 14), le triangle est équilatéral; il est isocèle (fig. 15) 
quand deux côtés seulement sont égaux, AC = BC ; enfin il est 
scalène lorsque les (rois côtés sont inégaux, ABC (fig. 13). Quand il a 
un angle droit A (fig. 16), le triangle est rectangle; on donne le nom 
d 'hjpotênuse au côté BC qui est opposé à cet angle droit A. 

Le sommet C (fig. 13) de l'un quelconque des angles est le sommet 

du triangle, la base AB est le côté opposé ; la hauteur est la perpen-
diculaire CD abaissée du sommet C sur la base AB. 

163. Deux triangles ABC, abc (fig. 24) sont égaux lorsque deux de 

leurs côtés sont respectivement égaux chacun à chacun, comprenant un 

angle égal, AB =ab, AC = ac, A = a. En effet, transportons le 
triangle abc sur ABC, en faisant tomber le côté ah sur son égal AB, 
savoir, a sur A , ¿sur B ; comme l'angle a = A (hypo.), le côté ac 

prendra la direction AC : mais les longueurs ac, AC sont égales 
(hypo.), donc c tombera sur C, et par suite bc se confondra avec BC ; 
les surfaces abc, ABC coïncideront en toutes leurs parties,d'où B = b , 

C = c, BC = bc. 
164. Lorsqu'un triangle ABC(fig. 15) est isocèle, les angles A et B 

opposés aux côtés égaux AC, BCsont égaux, A= B. En effet, tirons 
la droite CD qui coupe en deux parties égales l'angle C du sommet, 
savoir, angle ACD = BCD ; en pliant la fig. selon CD, le côté CA 
prendra la direction CB ; les côtés CA , CB , étant égaux (hypo.), 

coïncideront; A tombera sur B, AD sur DB ; ainsi A = B. 
Donc, 1° les trois angles A, B, C (fig. 14) d'un triangle équilatéral 

sont égaux. 

2° L'angle ADC = BDC (fig. 15), c'est-à-dire que ces angles sont 
droits (n° 158), et AD = B D , ainsi la droite CD qui divise par 
moitiés l'angle C du sommet d'un triangle isocèle, est perpendicu-
laire à la base AB et passe par son milieu D . 

165. Réciproquement, dans un triangle ABC (fig. 17), si l'angle 

A =ABC, les côtés opposés AC, BC, sont égaux (le triangle est 
isocèle). Car si l'on n'a pas AC = BC, prenons sur le plus grand 
de ces côtés une longueur AD égale à l'autre côté BC, et lirons BD. 
Les deux triangles A B D , ABC ont le côté commun AB, le côté 
AD = BC (constr.) et l'angle A = ABC (hypo.) ; donc ces deux 
triangles devraient être égaux (n° 163), ce qui est évidemment 
absurde. 

Donc un triangle qui a ses trois angles égaux est équilatéral. 
166. Deux triangles ABC, abc (fig. 18) sont égaux lorsque leurs 

trois côtés sont égaux chacun à chacun, AB = ab, AC = ac, BC=bc. 

En effet, transportons l'un des triangles sur l'autre, en faisant 
coïncider des côtés égaux AB, ab, et des sommets A, a et B, b, sem-
blablement placés; il s'agit de prouver que les surfaces se confon-
dront ensemble. En effet, si cela n'a pas lieu , il ne pourra arriver 
que trois cas : 

1° Si les triangles tombent comme ACB, ACD (fig. 19), les som-
mets C et D étant au dehors des surfaces respectives ; comme le 
côté AC = AD (hypo.), le triangle ACD est isocèle, et l'angle 
ACD = ADC (n° 164) ; d'ailleurs, l'angle BCD < ACD ou ADC. 
D'un autre côté, BD = BC (hypo.), d'où l'angle BCD = BDC; ainsi 
l'angle ADC < BDC ou BCD. Ces deux conséquences contradic-
toires prouvent que ce cas est impossible. 



2° Si l'un des triangles ABD (fig. 20) est renfermé dans l'autre 
ACB, tirez DC et prolongez AC et AD vers E et F. Le côté A D = AC 
(hypo.); donc l'angle ACD = ADC (n° 164), et aussi les supplé-
ments sont égaux, ECD = FDC (n° 160). Or , ECD > BCD, d'où 
F D C > B C D . D'ailleurs BD = BC (hypo.), d 'où l'angle BCD = BDC; 
et comme FDC < BDC, on a FDC < BCD : conclusions encore 
contradictoires. 

8° Enfin, le sommet D (fig. 21) de l'un des triangles ABD, ne 
peut tomber sur le côté BC de l'autre A B C , puisqu'on aurait 
BD = BC, ce qui est impossible. 

167. Prolongeons l'un des côtés AC (fig. 22) du triangle ABC, l'an-

gle extérieur BCD est toujours plus grand que chacun des angles inté-

rieurs opposés B et A. Car, par le milieu I d e BC, et le sommet A , 
tirons une droite indéfinie AIF, prenons 1F = AI et tirons FC. Les 
triangles IFC, A1B sont égaux, à cause de AI = IF (constr.), 

BI = IC (hypo.) et les angles I opposés au sommet; donc l'angle 
B = ICF < ICD. 

En prolongeant le côté BC vers G , on prouve de même que 
l'angle ACG^> BAC; et comme l'angle BCD est opposé au sommet 
de ACG, on a BCD > BAC. 

Il en résulte que 1° la somme de deux angles quelconques d'un 

triangle est plus petite que deux droits : car BAC BCD; ajoutant 
des deux côtés BCA, on a BAC - f - BCA < BCD - f - BCA ou 2 droits. 

2° Un triangle a au moins deux angles aigus ; le 3e angle peut être 
aigu, droit ou obtus. 

8° Par un point A (fig. 28) pris sur le côté d'un angle aigu ACO, la 

perpendiculaire AD, menée sur l'autre côté CO, tombe dans la surface 

de cet angle: car si cette perpendiculaire pouvait tomber comme AB 
dans l'angle obtus ACE, le triangle ABC aurait un angle droit B , et 
un angle ACB obtus, dont la somme serait > 2 droits. 

4° La perpendiculaire menée du point A pris sur le côté d'un 
angle obtus ACE tombe au dehors de cet angle , c'est-à-dire sur le 
côté CE prolongé. 

g» perpendiculaire CD (fig. 18), menée du sommet C d'un 
triangle, tombe au dedans de la surface quand les angles intérieurs 
à la base sont tous deux aigus : elle tombe au dehors, quand l'un 
de ces angles est obtus. 

6° D'un point donné, on ne peut mener qu'une seule perpendiculaire 

à une droite ED (fig. 28) ; car cela est évident si le point est en D 

sur la ligne ED ; et s'il est an dehors, en A, en sorte qu'on ait deux 
perpendiculaires AC et AD sur EO, les angles en D et C sont droits, 
ce qui est démontré impossible. 

168. Deux triangles sont égaux, quand deux de leurs angles sont 

respectivement égaux chacun à chacun, et qu'ils ont en outre un côté 

égal placé de la même manière par rapport à ces deux angles. 

1er Cas. Si les angles sont adjacents au côté, soit AB = ab (fig. 18), 
A = a, B = b. En portant le triangle abc sur ABC, et faisant 
coïncider les côtés égaux ab, AB, comme l'angle A = a, le côté ac 

prendra la direction AC. De même, puisque l'angle B = ft, le côtébc 

prendra la direction BC : ainsi le point c tombera sur C, les surfaces 
abc, ABC coïncideront, d'où BC = be, AC = ac, C = c. 

2 e Cas. Si le côté est opposé à l'un des angles, soit A B — a b (fig. 24), 
l'angle A = a, et C = c : supposons que AC soit ac,- prenons 
AH = ac, et tirons BH. Le triangle ABH = abc, à cause de 
AB —ab (hypo) ; AH = ac (constr.), et l'angle A = a (hypo.) : donc 
l'angle AHB = c ; or, c = C (hypo.), donc AHB = C, ce qui est im-
possible, puisque l'angle AHB est extérieur au triangle BHC (n° 167). 
Donc AC = ac, et les triangles ABC, abc sont égaux (n° 163). 

Donc deux triangles rectangles sont égaux quand, outre les hypo-

ténuses égales, ils ont encore un angle aigu égal. 

Mesure des distances. 

169. Da?is tout triangle BAC ( fig. 27 ) , de deux côtés, le plus grand 

est opposé au plus grand angle. Si BC AC, prouvons que l'angle 
CAB > B. Prenons sur CB la partie CD = AC, et tirons AD : 
l'angle ADC, extérieur au triangle ADB , est B (n° 167); mais 
dans le triangle isocèle ACD , l'angle ADC = CAD ; donc l'angle 
CAD > B, et à fortiori CAB > B. 

Donc les trois angles A, B, C (fig. 13) d'un triangle scalène sont 
inégaux. 

Réciproquement (fig. 27), soit l'angle CAB B, il faut que BC 
soit > AC : car ces deux côtés ne peuvent être égaux, puisque alors 
l'angle CAB serait = B ( n° 164 ) ; on ne peut non plus avoir 
B C < A C , car l'angle CAB serait < B, contre l'hypothèse. 

170. La longueur d'une droite qui joint deux points en est la plus 

courte distance. 
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210 LIGNES. 

1° Un côté AB (fig. 28) de triangle ABC, est toujours plus petit 

que la somme des deux autres, AG -J- BC. Prolongeons AC , prenons 
CD = CB, et menons BD. Le triangle CED est isocèle, ainsi l 'an-
gle D = CBD (n® 164) et l'angle A B D > CBD est aussi > D ; donc 
(no 169) le coté AB < AD ou AC - f CB. 

2° Comparons la droite AB (fig. 2o) au contour AICHB formé 
de lignes droites brisées : menons du point A les droites AC,AH 
à tous les sommets; nous avons AC AI —j— IC (1°); de même, 
AH < AC - f CH ; d'où l'on tire à fortiori AH < AI - f - IC - f CH; 
enfin AB < AH - f IIB, d'où AB < AI - f IC - f CH + HB. 

8° Enfin s'il s'agit du contour courbe AICHB, on tirera des droites 
qui joignent les points deux à deux , et la somme de ces lignes 
sera AB : mais puisque le contour formé de lignes brisées peut 
approcher autant qu'on veut de la courbe, en rendant les côtés 
plus courts et plus nombreux, en même temps qu'on allonge de plus 
en plus le contour, il est clair que la droite AB est plus courte que 
le chemin courbe. 

171. Si d'un point D (fig. 2 6 ) intérieur au triangle BAC, on 

mène des droites DA, DB, aux extrémités de la base AB, le chemin 

extérieur A C CB est plus long que Vintérieur AD -]- DB, et l'an-

gle C est <^ADB. Prolongeons AD en F, nous avons AF<^AC -|-CF 
(n° 170, 1°) ; ajoutant FB des deux parts, comme CF - ) - F B = CB, 
on a A F - j - F B < A C - f C B . D e m ê m e , D B < D F - f - F B ; a j o u t a n t A D , 
on a AD - j - DB < A F - f FB : donc à fortiori AD - j - DB < AC - j -CB. 

D'un autre côté , l'angle ADB , extérieur au triangle DFB , 
est DFB (n° 167) : de même, l'angle DFB, extérieur au triangle 
AFC, est > C. Done ADB > C. 

172. Un contour ACDB (fig. 2) est convexe ou concave, lorsque 
toute droite IK ne peut le couper en plus de deux points : la con-
cavité est tournée du côté de cette droite IK ; la convexité regarde 
l'espace extérieur. 

De deux chemins convexes ACDB, AEFGB, qui mènent de A à B, 

celui qui entoure l'autre est le plus long. Car en prolongeant EF, on 
a visiblement ICDK > I K , d'où ACDB > AIKB : de même, 
AI 4 " El > AE, d'où AIKB > AEKB; et ainsi de suite; on arrive 
enfin à ACDB > AEFGB. 

La même chose a lieu pour deux contours curvilignes AEMB 
ACB (fig. 3) : car en menant une droite EF qui touche ACB en 

un point C, on a EF < EMF (n° 170) ; d'où AECFB < AEMFB. 

MESURE DES DISTANCES. 211 

D'autres tangentes ik, Im, donneront kiklm B AMB; et ainsi de 
suite, en diminuant de plus en plus le contour, à mesure que les 
côtés rectilignes deviennent plus courts, et approchent davantage de 
la courbe ACB : donc enfin AMB > ACB. 

173. Lorsque deux triangles ABC, abc (fig. 29) ont deux côtés res-

pectivement égaux, AB = ab, AC = ac, et que les angles compris 

entre ces lignes sont inégaux BAC bac, le 8e côté est le plus grand 

dans le triangle qui a l'angle opposé le plus grand, BC bc. En effet, 
faisons l'angle CAD = bac, prenons AD = AB =-ab, et menons CD; 
le triangle CAD = cab, car AC = ac (hypo.), AD = ab et angle 
C A D = a (constr.). Ainsi bc = CD qu'il faut prouver < BC. Tirons 
AI qui coupe par moitiés l'angle BAD ; AI tombe dans l'angle 
BAC CAD ; par le point I de section avec BC, tirons ID. Le trian-
gle AID = AIB, car AB = AD (constr.), le côté AI est commun, et 
lesanglesen A sont égaux (constr.); doncID = lB;enfin, CD<^CI-f-ID 
ouBC. 

174. Réciproquement, si deux triangles ABC, abc (fig. 29) ont deux 

côtés respectivement égaux AB = ab, AC = ac, et si les 3e* côtés sont 

inégaux BC bc, l'angle a opposé au moindre côté bc est BAC. 

Car si cela n'est pas, l'angle a est = ou BAC : or si a = BAC, on 
doit avoir BC = bc ; et si a > BAC, il faut que BC soit bc, con-
séquences contraires à la supposition. Donc a BAC. 

17o. Mesurer une droite A (fig. 30) , c'est chercher (n° 86) com-
bien sa longueur A en contient de fois une autre B connue et prise 
pour unité. Le plus souvent l'unité B n'est pas contenue un nombre 
exact de fois dans A, et en portant B plusieurs fois le long de A, on 
trouve un reste R B : la mesure de la distance A est alors le Rap-

port de A à B, qu'on trouve ainsi qu'il suit. On porte le reste R sur B 
pour trouver combien de fois B contient R ; et s'il y a un autre reste 
R ' , on le porte sur R ; puis le nouveau reste R " est porté sur R ' ; et 
ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on arrive à un reste r qui soit exacte-
ment contenu dans le reste précédent. Ce reste r est visiblement la 
commune mesure de A et de B , c 'est-à-dire est contenu un nombre 
exact m de fois dans A, et n de fois dans B, d 'où A = mr, B = nr. 

A mr m . m 

Le rapport — = — = —, et on a A = — 13. Lorsque , par exem-
ple, A est les | de B, cela signifie qu'en coupant B en 7 parties éga-
les, A contient juste 5 de ces parties; la mesure de la distance est 
A < = ! de l'unité B. 



L'analogie de cette opération avec celle du commun diviseur de 
deux nombres (p. 26 ) est facile à saisir, puisque porter B sur A au-
tant de fois qu'on peut, c'est chercher le quotient de la division de 
A par B, etc. 

Mais s'il y a toujours un reste à chaque division, l'opération n'a 
plus de bornes, et le rapport de A à B est incommensurable, et im-
possible à exprimer par le rapport de deux nombres entiers, parce 
qu'il n'y a aucune longueur, si petite qu'elle soit, qui puisse être 
exactement contenue à la fois dans A et B. On se contente ordinaire-
ment d'une approximation ; en négligeant celui des restes succes-
sifs qu'on juge assez petit pour ne pas intéresser le résultat (n° 63). 

En général, on peut toujours représenter des lignes par des 
nombres abstraits, en composer des formules, et les soumettre aux 
règles ordinaires des calculs numériques. Dans ces expressions, on 
entend par la ligne A, le nombre entier ou fractionnaire qui est le 
rapport de cette longueur A à celle de l'unité B. Réciproquement, 
les valeurs numériques peuvent être représentées par des lignes. 

Du Cercle, de la Mesure des Arcs et des Angles. 

176. La ligne circulaire est celle dont tous les points ABDEF 
(fig. 31) sont dans un plan (n° 1-54), et à égale distance d'un point 
intérieur C qu'on appelle centre. Le contour de cette courbe est une 
circonférence; la surface qui y est renfermée est un cercle; les 
droites égales CA, C B , . . . qui partent du centre et se terminent à la 
courbe sont des rayons; un diamètre AE est une droite qui passe 
par le centre et a ses deux extrémités à la circonférence; c'est un 
double rayon. Tous les diamètres d'un cercle sont égaux. 

Une partie AGB de la circonférence est un arc; la droite AHB 
qui joint les bouts de l'arc est sa corde; la surface ACBG comprise 
entre deux rayons et l'arc est un secteur; celle AGBH qui est enfer-
mée par l'arc et sa corde est un segment. 

De là on conclut que 1° tin diamètre est la plus grande des cordes, 

car BG - { - CA > BA (n° 170, 1°) ; or BC = CE, donc CE + CA, ou 
E A > B A . 

2° Tout diamètre AE coupe le cercle en deux parties égales ; en 
effet, en pliant la fig. suivant A E , les deux demi-cercles ABE, AFE 

doivent coïncider, car sans cela tous les points de la courbe ne se-
raient pas à égale distance du centre C. 

8° Par la même raison, deux cercles dont les rayons sont égaux, 
peuvent être appliqués l'un sur l'autre en coïncidence, en super-
posant les centres : deux arcs de ces cercles doivent aussi se cou-
cher l'un sur l'autre. 

4° Deux diamètres perpendiculaires EA, NF coupent la circon 
férence en quatre arcs égaux, qu'on appelle quadrans. 

177. Quand deux angles C, c (fig. 82) sont égaux, les arcs AB, ab, 

décrits de leurs sommets pour centre, avec le même rayon, sont égaux. 

C'est ce qu'on reconnaît en appliquant les deux fig. l'une sur l'autre, 
et cb sur CB ; car le rayon co couvre CA, et l'arc ca se couche sur 
CA : il y a coïncidence entière. 

Béciproquement, si deux angles C, c, comprennent des arcs 
égaux, ces angles sont égaux. Cela se voit de même. 

10 Les arcs égaux ont des cordes égales, quand les rayons sont égaux; 

car soit l'arc A H L = D I F (fig. 33); menons les rayons CD, CA, CL, CF; 
les triangles ACL, DCF sont égaux, comme ayant deux côtés égaux, 
comprenant un angle égal; donc-corde A L = DF. 

2° Réciproquement, les cordes égales sous-tendent des arcs égaux ; 

en effet si la corde AL = DF, en tirant les rayons, les triangles 
CAL, CDF sont égaux, comme ayant les trois côtés respectivement 
égaux (n° 166) ; ainsi l'angle ACL = DCF, et l'arc DIF = AHL. 

3° Construire un angle c (fig. 32) qui soit égal à un angle donné C? 

Tirez une ligne indéfinie cb, puis avec un rayon quelconque, et 
des sommets C, c pour centres, tracez les arcs AB, ab, celui-ci in-
défini. Portez de b en a, sur l'arc ab, la longueur de la corde AB ; 
comme les cordes AB et ab sont égales, les arcs sont égaux ; donc 
en tirant ca, les angles C et c sont égaux. Si l'on superpose les deux 
figures, elles seront en coïncidence l'une sur l'autre. 

178. Ajouter deux angles donnés. Faites d'abord l'angle DCA 
(fig. 84) égal à l'un des angles proposés, puis BCD égal à l'autre, 
en y plaçant des arcs np, nm respectivement égaux à ceux q u o n 
tracera du sommet des angles donnés : alors DCA = BCA - f - BCD ; 
et si ces derniers angles sont égaux, vous aurez le double de l'un 
d'eux : on en aurait de même le triple, etc. 

La soustraction est aussi facile à faire, car angle BCA=DCA—BCD. 
Enfin les opérations qu'on veut exécuter sur les angles se font sur 
les ares décrits de leurs sommets pour centres avec le même rayon. 



179. Mesurer un arc AGD (fig. 31), c'est chercher son rapport 
a un antre ABN, de même rayon, et pris pour unité connue 
(nos 36, 71). Si ces arcs étaient rectifiés, c'est-à-dire élendus en 
ligne droite, on les traiterait comme il a été dit n° 175 : mais la 
rectification n'est nullement nécessaire ici. On porte sur l'arc AD, 
autant de fois qu'on peut, une ouverture de compas égale à la corde 
de l'unité d'arc AN, et on obtient ainsi le nombre de fois que cette 
unité est contenue dans l'arc AB. S'il y a un reste R , on porte de 
même la corde de cet arc R sur l'arc AN pris pour unité, et ainsi 
de suite, pour trouver la commune mesure des arcs, si elle existe ; 
enfin tout se passe comme pour les droites, même dans le cas où les 
arcs seraient incommensurables. Cette construction résulte de ce 
que les arcs égaux répondent à des cordes égales. 

On peut, comme on voit, ajouter, soustraire, multiplier, diviser 
des arcs, enfin les représenter par des nombres, et en composer des 
formules. 

Quant à l'unité d'arc, elle est arbitraire ; on préfère ordinaire-
ment le quadrans AN, ou quart de la circonférence. 

Comme on prend le quadrans pour unité d'arcs, on prend pour 
umte d'angles l'angle droit que dans la suite nous désignerons 
par D. 

180. De deux arcs moindres que la demi-circonférence, le plus grand 

a une corde plus grande. Car si l'arc AHL > DIB (fig. 3 3 ) , prenant 
l'arc DIF = AHL, et menant la corde DF, cette corde DF = AL 
(n» 177, 1°) : or les deux triangles DCB, DCF ont deux côtés égaux 
qui sont des rayons, comprenant l'angle DCF > DCB; donc le 
3 « c ô t é D F > D B (n° 173). 

Réciproquement, la corde la plus grande sous-tend le plus grand 

arc; car si la corde AL > DB. les triangles ACL, DCB ont deux 
côtés égaux, et le 3« AL > DB, dont l'angle ACL > DCB, et l'arc 
AHL > DIB. 

181. Le rapport de deux angles BCA, DON (fig. 35) est le même que 

celui des arcs ba, dn compris entre leurs côtés, et décrits de leurs som-

mets comme centres, avec le même rayon. 

1° Si les arcs ¿a, ¿nsontcommensurables, leur commune mesure 
dx sera contenue m fois dans ba, p fois dans dn, de sorte que 
ba m 

dn ~~p aF ( l u e P o i n t de division x, y . . . , menons aux som-

mets 0, C, des lignes Ox, Oy . . . ; les angles proposés seront de 

même coupés en m et p angles égaux xOd, yOx . . . ; donc on a 
B C J = Ces deux relations donnent * 

DON p 

BCA ba , 
T 7 7 T T ; , / „ ' DON dn 

2° Si les arcs sont incommensurables, divisons l'un d'eux nd en 
un nombre quelconque p de parties égales dx, xy . . ., et portons-
les sur l'autre arc ba; soit i le point de division le plus voisin de 
a; menons CI. Cela posé, les arcs dn, bi étant commensurables, 

on a I C B = l'angle ICB = BCA+ICA, l'arc bi = ba-\-ia; 
DON dn' s 

donc 
BCA ICA _ ba .ta^ 
nn M I n/lftf rlii * dn DON ~ DON dn 1 dn 

Or, ICA et ia varient avec le nombre p des divisions de l'arc 
nd, et peuvent être rendus aussi petits qu'on voudra, tandis que 
les autres quantités restent constantes ; la et la fraction sont 
donc indéfiniment décroissantes, et l'on a , en passant aux limites 

, ^ BCA ba 
( n ° 1 1 3 ) , ~JJQÂ ~ ~dn 

182. Pour trouver le rapport de deux angles, il n'est pas néces-
saire de faire sur eux l'opération analogue à celle qui a été indiquée 
sur les lignes (n° 175), et qui serait ici fort embarrassante. On sub-
stitue au rapport cherché celui des arcs, qui est le même. Con-
cluons de là que , 1° le rapport des surfaces des secteurs est le 

même que celui des arcs. 
2° Si l'on prend pour unité d'arc dn (fig. 35), lare qui est com-

pris entre les côtés de l'unité d'angle DON, dn et DONé tantdia-
cun l'unité de leur espèce, notre proportion [A) donne BCA — ba. 

Ainsi (n0 ' 36 et 71) , tout angle a pour mesure l'arc compris entre ses 

côtés et décrit de son sommet comme centre **. On prend ordinaire-

• On ne doit pas oublier que l égalité de deux rapports constitue une proportion ( « • , . ) . 

En Géométrie, l 'usage a prévalu de lire a i n . i ees sortes d e x p r e s s e s ^ K est a DON 

comme ba es/ à dn, et de préférer eelte locution à l'equ.valente BCA divise par OOn 

: 7 U à ba divùé par dn. On doit en dire autant dans toute la G é o m e n e é emenU.re 

•• Ceci suppose une condition tacite, car l'angle BAC ne peut etre égal a 1 arc 6a -ma 

dans l'équation BCA = 6a, ce nest plus un angle et un arc qu, entrent, ce sont deux 



ment pour unités d'angle et d'arc l'angle droit et le quart de c ir -
conférence qu'on nomme quadrans. 

8° Si du sommet C{Gg. 86) des angles DCA, BCA on décrit deux 

arcsabd, a'b'd', le rapport est = £ ou = £ La gran-, 

deur du rayon Cb ou Cb'est indifférente dans la mesure des angles; 
• ab ad 

Vb' ~~ârd' ' s a r c s af) e t a b' s o n t e n t r e e u x c o m , " e leurs 
circonf. entières. On dit que ces arcs sont Semblables. 

188. Les angles tracés sur le papier se mesurent à l'aide du 
Rapporteur; c'est un demi-cercle divisé en une quantité quelcon-
que de parties égales, propres à donner le rapport des arcs au qua-

drans; ce nombre exprime la mesure des angles, ou leur rapport a 
l'angle droit. Un semblable demi-cercle, porté sur un pied et 
pourvu d'alidades mobiles autour du centre, pour pouvoir être di-
rigées aux objets éloignés, se nomme Graphomètre, et sert de même 
à mesurer les angles dans l'espace. Au reste, on a construit, dans 
ce but , des instruments de formes très-variées , et dont nous ne 
donnerons pas la description, pour ne pas nous écarter de notre 
sujet (voy. ma Géodésie). 

On a coutume de diviser le quadrans en 90 parties ou degrés, 

chaque degré en 60 minutes, et la minute en 60 secondes ; un 
angle, ou arc de 18 degrés 54 minutes 55 secondes, s'écrit ainsi : 
18° 54' 55". Comme les tables et les instruments ont été construits 
sur ce mode de division , nous le préférerons à celui qui est plus 
moderne et plus simple pour les calculs, qui consiste à partager le 
quart de cercle en 100 Grades, le grade en 100 minutes, la minute 
en 100 secondes. Dans ce système, 18° 54' 55" revient à 18s,5455 
ou 0,185455 quadrans. 

nombres abstraits qui indiquent combien de fois l'angle et l'arc contiennent l'unité de leur 

espèce DON et dn .-de sorte que BCA = ba signifie en effet la même chose que ~ 
n DON 

ba 
= — . C e s t ce qu, a également lieu dans toute formule; les lettres qui y entrent ne 

sont que des nombres abstraits qui représentent les rapports des choses mesurées à leur 
unité. 

C'est aussi improprement qu'on dit qu'un arc est la mesure d'un angle, puisqu'on ne 

peut établir de rapports entre deux choses hétérogènes : on doit entendre par là que les 

angles croissant dans le même rapport que les arcs, le nombre qui exprime la mesure 

de l'angle (n° 36), exprime aussi celle de l'arc. 

Des Perpendiculaires, des Obliques et des Parallèles. 

184. Par un point A (fig. 28) , menez la perpendiculaire AD 
sur EF, et les obliques AC, AF, AB. 1° La perpendiculaire AD est 

plus courte que toute oblique AC; 2° les obliques AC, AF qui s'écar-

tent également du pied D delà perpendiculaire sont égales, et font des 

angles intérieurs aigus et égaux ; 8° de deux obliques AC, AB, celle 

qui s'écarte le plus de ce pied D est la plus longue, et fait, du même 

côté AD, un angle aigu plus petit, ABD < ACD. 

1° Puisque le triangle ACD est rectangle en D , cet angle D 
est > ACD(n° 167, 1°), d'où AD < AC (n° 169) ; la plus courte dis-

tance d'un point A à une droite EO est sa perpendiculaire AD : tous 
les angles ACD, ABD sont aigus-

2U Si CD = DF, les triangles ACD, AFD, qui , outre le côté 
commun AD, et les angles droits D, ont le côté CD = DF, sont 
égaux ; d'où AC = AF, angle ACD = AFD. 

8° Lorsque BD > CD, l'angle ACB est obtus (n° 167, 4°), donc 
cet angle ACB > ABC ( n° 167, 2°) , et par suite AB > AC. L'angle 
ABE, extérieur au triangle ABC est^> ACB, et prenant les supplé-
ments, ABC ACD. Ainsi, à mesure que les obliques s'écartent de 
la perpendiculaire AD, elles deviennent plus longues, etfont avecEF 
des angles aigus du côté de AD, de plus en plus petits. 

Donc étant donné un point A sur une droite AD perpendiculaire 
à EO, de ce point , on ne peut mener plus de deux obliques égales 
entre elles. 

185. Réciproquement la ligne AD est perpendiculaire sur E F , 
lorsqu'elle est la plus courte distance de A à EF. Car si une autre 
ligne AC était la perpendiculaire, elle serait AD, contre l 'hy-
pothèse. 

De même, si AC = AF, il s'ensuit que CD = D F ; puisque si 
CD était ou DF, AC serait aussi ou AF. 

Enfin si AB ~> AC, on doit avoir BD CD, puisqu'en suppo-
sant BD = ou CD, il faudrait qu'on eût BA = ou < CA, contre 
l'hypothèse. 

186. Concluons de là que si AD (fig. 87) est perpendiculaire au 
milieu D de CF, tout point G, A, de AD est autant éloigné de C 
que de F, AC = AF, GC = GF : car ces droites sont des obliques 
qui s'écartent également du pied D. 



187. Tout point I situé hors de la perpendiculaire AD au milieu 
de CF, est plus voisin de celle des deux extrémités F qui est du 
même côté que ce point I ; car menant IC, IF et FG, l'angle 
GCF = GFC; donc l'angle IFC > ICF, et le côté IC > IF 
(n° 169). 

Puisque la propriété du n° 186 d'avoir ses points également 
distants des points C et F n'appartient qu'à la perpendiculaire sur 
le milieu de CF, elle la caractérise ; c'est-à-dire que lorsque deux 
points A et H (fig. 38) d'une droite AH sont chacun autant éloi-
gnés de C que de F, cette droite AH est perpendiculaire sur le 
milieu de CF. 

Pour mener une perpendiculaire AH au milieu d'une droite CF 

(fig. 38), des centres C et F, avec le même rayon quelconque , 
tracez deux arcs de cercle : si les rayons ont été pris plus grands 
que la moitié de CF, ces arcs se couperont en un point A , qui sera 
sur la perpendiculaire demandée. Refaites la même construction 
au-dessous de CF avec le même rayon ; les arcs se couperont en un 
point H de la perpendiculaire, qui sera AH. On peut aussi trouver 
cette ligne, en prenant d'autres rayons égaux, qui donnent des arcs 
se coupant en I, car I sera aussi l'un des points de la perpendicu-
laire. 

Cette construction donne aussi le milieu D d'une longueur CF. 

188. Par unpoint donné mener une perpendiculaire A # (fig. 39, 40) 
sur une droite indéfinie OB. 

1° Si ce point est en D sur la droite (fig. 39), prenez DC = DF 
à volonté, et des centres C et F avec le même rayon quelconque, 
tracez deux arcs qui se coupent en A, la droite AD sera la perpen-
diculaire sur DB. 

2° Si le point donné est en A (fig. 40) hors de la droite D B , du 
centre A avec un rayon quelconque suffisamment grand, tracez un 
arc CF, coupant DB aux points C et F ; de ces points comme cen-
tres et avec un même rayon arbitraire, tracez deux arcs qui se 
coupent soit en H, soit en I, La droite AI ou AH est la perpendicu-
laire demandée. 

La perpendiculaire AD (fig. 37) donne le point D qu'on appelle 
la projection de A sur CF : chaque point de CA a de même sa pro-
jection , et la longueur CD est la projection de AC, de C G . . . . sur 
la droite indefinie CF. 

189. Étant donnés deux points G et B (fig. 41) et une droite AK 

indéfinie, trouver sur cette ligne un point F, tel qu'en le joignant 
aux pointsdonnés G et B, les droites FG, FP» fassent des angles 
égaux avec AK, savoir, angle GFA = B F R . Menez du point B la 
perpendiculaire BD sur AK, prenez CD = CB, et tirez la droite D G ; 
cette droite coupera A R au point F demandé : car les triangles 
FCD, FCB sont égaux, d'où l'angle BFC = CFD = AFG. 

Dans l'angle NAC (fig. 42) on donne les points B et G, et on de-
mande de tirer les droites BF, FL, LG qui fassent des angles égaux 
deux à deux avec les côtés de l'angle A, savoir, BFC = LFA, 
et FLA = G L N . Reproduisez la construction précédente pour le 
point B et le côté AC, c'est-à-dire prenez C D = BC sur la perpen-
diculaire BD à AC. Tout point F de A C d o n n e deux droitesFD,FB, 
également inclinées sur AC : ainsi la droite cherchée l.F doit pas-
ser par le point D , qui remplace B dans la recherche proposée; 
en sorte qu'il ne s'agit plus que de savoir tirer du point D deux 
lignes DL, LG, également inclinées sur AN : il faut donc encore 
reproduirela construction précédente pour le point Detla droite AN. 
Ainsi, on tirera DH perpendiculaire sur NA p r o l o n g é e , on prendra 
ID = 1 H ; par le point H, on mènera HG qui donnera le point L , 
puis LD qui donnera le point F, enfin la droite FB : donc BF, FL 
et LG rempliront les conditions voidues. 

La même construction représentée fig. 43 donne le contour 
BFLMK, qui joint les points extrêmes Bet R p a r une suite de ligues 
brisées également inclinées deux à deux sur les côtés successifs de 
la fig. MNAC. On pourra opérer de même pour quatre droites for-
mant trois angles, etc, . . . Ce tracé résout complètement le problème 
des bricoles au jeu de billard. 

190. On dit que deux droites AB, CD (fig. 45) sont parallèles 

quand, situées dans un plan , elles ne se rencontrent pas, quelque 
loin qu'on les prolonge. La droite EF qui les coupe est appelée 
sécante; les angles EHB, HID, d'un même côté de la sécante, l'un 
en dehors, l'autre en dedans des parallèles, sont dits correspondants; 

les angles alternes sont situés des deux côtés de la sécante; les in-

ternes sont au dedans des parallèles, les externes sont en dehors; 
les alternes-internes sont , tels que AÎH, HID de part et d'autre de 
la sécante, et entre les parallèles ; les alternes-externes, tels que 
EHB, CIF, sont aussi des deux côtés de la sécante, m a i s en dehors 
des parallèles : dans ces deux derniers cas, les angles ont leurs 
ouvertures tournées en sens contraires, et leurs sommets sont 



situés sur les deux parallèles. Les angles internes IÎHI, HID, et les 
externes EHB, FIDsont d'un même côté de la sécante. 

Deux droites AB, CD (fig. AS) sont parallèles quand, étant dans un 

plan et coupées par une sécante EF, elles remplissent l'une des cinq 

conditions suivantes : 

1° Les angles correspondants égaux, EHB = HID ; 2° les angles 

alternes-internes égaux, AHI = IIID ; 3° les angles alternes-externes 

égaux, EHB = CIF ; 4° la somme des angles internes d'un même côté, 

BHI-)- HID = 2 droits ; 5° la somme des angles externes d'un même 

côté, EHB - f - DIF = 2 droits. 

1er Cas. EHB = HID ; car si les droites AB, CD, se rencontraient 
en 0( f ig . 44), on aurait un triangle HOI, où l'angle extérieur EIIB 
serait > HID (n° 167), contre l'hypothèse. 

2 e Cas. AHI = HID; si le triangle HOI était possible, on aurait 
l'angle extérieur AHI^> H I D , contre la supposition. 

Se Cas. EHB = C I F ; ces angles étant opposés au sommet avec 
les précédents, c'est comme si l 'on donnait AHI = HID. 

h"Cas. BHI - f - HID = 2droits ; on sait(n° 167, l°)queletriangle 
HOI est alors impossible. 

5e Cas. EIIB-j- DIF = 2 droits , comme HID - f DIF =2 droits; 
on en conclut EHB = HID, qui rentre dans le 1er cas. 

Deux droites AB, CD (fig. 45) perpendiculaires à une troisième LM 

sont parallèles, puisque la figure remplit les cinq conditions ci-des-
sus. Et en effet, si les droites AB, CD se rencontraient en un pointO 
(fig. 44), OH, 01 seraient deux perpendiculaires menées du point 0 
surEF, ce qui ne se peut (n° 167, 6°). 

191. Les réciproques de toutes ces propositions sont vraies. En 
effet, un angle BCA (fig. 46 ) , quelque petit qu'il soit, est toujours 

plus grand qu'une bande BCEF formée par deux perpendiculaires 
BC EF, menées à la droite C D . Car si l'on décrit du sommet C l'arc 
de cercle bd, avec un rayon quelconque, l'angle BCA sera contenu 
un nombre fini n de fois dans l'angle droit BCD, puisqu'il sera 
contenu autant que l'arc ba l'est dans le quadrans bad. Portons n 

parties égales CE, EG,. . . . le long de la droite indéfinie C D , jus-
qu'en un point M ; puis abaissons sur CD des perpendiculaires FE, 
H G , . . . . NM, en tous les points de division. Nous aurons ainsi 
n bandes BCEF, FEGII, etc . , toutes égales entre elles ; car en pliant 
la figure selon la droite FE, il est évident que les bandes BE, FG 
i,e superposeront en coïncidence parfaite. Ainsi, la surface de l'angle 

droit BCD est formée de n fois' l'angic BCA, tandis que n fois la 
bande CBEFest moindre que cette surlace, ou n X B C A > n XBCEF, 
ou BCA > BCEF. 

Ainsi, la droite CA suffisamment prolongée doit rencontrer EF 
quelque part et s'étendre au delà, puisque la bande BCEF ne peut 
contenir l'angle BCA, quelque petit qu'il soit. Toute droite CA qui fait 

avec CD un angle un droit doit donc couper la perpendiculaire FE 

sur CD. 

Donc , 1° Lorsque deux droites AB, CD (fig. 45) sont parallèles, 

la perpendiculaire LM menée à CD est aussi perpendiculaire à AB ; 

puisque sans cela AB devrait couper CD. Cela revient à dire que 
par un point L on ne peut mener qu'une seule parallèle à CD, savoir, 
AB perpendiculaire à LM. 

2° Toute sécante EF qui coupe deux parallèles AB, CD, fait les 

angles correspondants égaux, EHB = HID ; les angles alternes-in-

ternes égaux, AHI = HID ; les angles alternes-externes égaux, 

EHB = CIF. En effet , du milieu R de K l , soit abaissé LM per-
pendiculaire sur les deux parallèles (1°) ; les deux triangles KIM , 
LKH seront égaux, à cause des angles droits L et M, des angles K 
opposés au sommet ; et de R I = R H (constr.) ; donc l'angle 
LHK = KIM ; et comme ces angles sont opposés au sommet avec 
EHB, CIF, ces quatre angles sont égaux. 

3° La somme des angles internes, ou des externes, d'un même côté, 

vaut deux droits : car AHI -J- BHI = 2 droits, et AHI = HID (2°); 
donc BHI - j - HID = 2 droits. De même, EHB = H I D , 
HID - j - F1D = 2 droits, donc EHB - j - FID = 2 droits. 

4° Les angles que fait une sécante en coupant deux parallèles, sont 

égaux quand ils sont de même espèce , et supplémentaires quand l'un 

est aigu et l'autre obtus. 

192. Il suit de là que 1° pour mener, par un point donné C (fig. 47), 
une droite CD parallèle à AB, on pourra employer l'une quelconque 
des six propriétés précédentes. Par exemple, d'un rayon quelconque 
CB et du centre C, on décrira un arc BI ; puis du centre B l'arc 
CH : enfin, on prendra l'arc Bi = CH, et CI sera parallèle à AB. 

Car, en menant la sécante BC, les angles ABC, BCIseront égaux 
(n° 177, 3°). 

2° Deux droites AC, BD (fig. 48) parallèles à une troisième EF 
sont parallèles entre elles; car la perpendiculaire Kl à EF l'est aussi 
à ses parallèles A Cet BD; celles-ci ne se rencontrent donc pas (190). 



3° Deux angles CAB, DEF (fig. 49) dont les côtés sont parallèles, et 
l'ouverture tournée du même sens, sont égaux : car prolongeant 
EF en G, les parallèles AC, ED donnent l'angle DEF = CGF 
comme correspondants : à cause des parallèles AB, GF, on a l'angle 
CGF= CAB; donc CAB = DEF. Si l'on prolonge un côté EF, 
les angles DEI et BAC, dont l'ouverture n'est pas tournée du même 
côté, ne sont plus égaux; ces angles sont suppléments l'un de l'autre. 

4° Deux parallèles- AB, CD (fig. 47) sont partout équidistantes; 
car de deux points quelconques A et B, et du milieu E de AB, 
menons les perpendiculaires AC, BD, EF sur AB, elles le seront 
aussi sur CD; or, en pliant la figure suivant EF, EB se couchera 
sur son égal EA ; et à cause des angles droits, BD prendra la di-
rection AC, et FD se couchera sur FC. Ainsi, le point D tombera 
sur C; d'où AC = BD. 

193. Les parties de deux parallèles AB, CD (fig. 50) interceptées 
entre deux autres parallèles BD, AC, sont égales, car menant BC, on 
a deux triangles égaux ABC, DBC (le côté BC est commun et l'angle 
BCD = ABC, BCA = DBC, comme alternes-internes). D o n c A B = C D 
et BD = AC. Le théorème précédent (4°) est un cas particulier de 
celui-ci. 

Réciproquement, si AB = CD et AC = BD, les deux triangles 
sont encore égaux, comme ayant leurs trois côtés respectivement 
égaux; d'où l'on tire angle DCB = ABC, CDB = BAC : donc AB 
est parallèle à CD; AC l'est à BD. 

Enfin, si l'on suppose AB égal et parallèle à CD, AC est aussi 
égal et parallèle à BD, parce que les deux triangles sont encore 
égaux, etc. 

194. Sur le côté R I (fig. 51) d'un angle donné IRC, soit pris 
un point quelconque E , et mené ED parallèle à RC; prenons 
R E = KF, et tirons KF . Dans le triangle isocèle K E F , l'angle 
ERF = F ; mais F = FRC comme alternes-internes; ainsi, RF 
coupe par moitiés l'angle IRC. De même, prenant FK = FD, 
l'angle DKC est moitié de FRC, ou le quart de IRC, etc. Cette con-
struction sert à diviser l'angle IRC en 2, 4 , 8 . . . . 2n parties égales. 

Des Perpendiculaires et Parallèles considérées dans le cercle, et 
des Tangentes. 

195. Tout rayon CD perpendiculaire à une corde AB, ta coupe au 

milieu E, ainsi que l'arc sous-tendu ADB (fig. 52). En effet, les obli-
ques égales AC, CB, prouvent que E est le milieu de AB (n° 184); 
en pliant la figure suivant CD, le point A tombe en B; AD se cou-
che sur DB, ainsi D est le milieu de l'arc ADB. 

196. Le centre C, le milieu E de la corde et celui D de l'arc, étant 
en ligne droite, il s'ensuit que toute ligne CD qui passe par deux 
de ces points, passe aussi par le 3 e , et est perpendiculaire à la corde 
AB. De plus, puisque par un point C, E ou D, on ne peut mener 
qu'une seule perpendiculaire à A B , dès qu'une droite, passant par 
l'un de ces trois points, sera perpendiculaire à AB, on en conclura 
qu'elle passe par les deux autres. Donc, de ces quatre conditions, être 
perpendiculaire à une corde, passer son milieu, par le milieu de l'arc 
et par le centre, deux étant supposées, les deux autres s'ensuivent né-
cessairement. 

On peut, au reste, démontrer directement chacun des six cas 
compris dans ce théorème , en le traitant comme celui qui nous a 
servi de base. 

197. Pour diviser un arc ADB (fig. 52), ou un angle ACB en deux 
parties égales, il suffit d'abaisser la perpendiculaire CD sur la corde 
AB (n° 187). Comme par le même moyen on peut de nouveau faire 
la bissection de chaque moitié, etc., on sait diviser un arc ou un 
angle en 2, 4, 8 2" parties égales (voy. n° 194). 

198. Faire passer une circonférence de cercle par trois points don-
nés N, B et D (fig. 53). Menons NB et BD, puis les perpendicu-
laires HE, IF sur leurs milieux E et F. Chacun des points de HE 
est autant éloigné de TV que de B ; ces points jouissent seuls de cette 
propriété : ainsi, tous les cercles passant par les points N et B ont 
leurs centres sur la perpendiculaire HE : de même, pour FI relati-
vement à B et D. Donc le point C où se coupent HE et FI, est à la 
même distance de N, B et D, et remplit seul celte condition : ainsi 
C est le centre du cercle unique qui passe par les trois points. 

Les perpendiculaires FI et HE ne se rencontreraient pas si les 
trois points N, B et D étaient en ligne droite (n° 191, 1°), et le 
problème serait impossible. Mais dans tout autre cas , FI coupera 
HE, puisque si FI et HE étaient parallèles, les droites BN, BD qui 
leur sont respectivement perpendiculaires, ne feraient qu'une 
seule et même ligne ; car sans cela on aurait deux perpendiculaires 
à HE partant de B, savoir NB et le prolongement de BD. 

Observez que la perpendiculaire abaissée sur le milieu de la 



corde ND, passe aussi par le point C, puisqu'il est à la même dis-
tance de iVet de D; en sorte que les trois perpendiculaires doivent 

• concourir en C, et qu'on détermine ce centre en se servant de deux 
quelconques des trois cordes NB, BD, ND. 

Donc, 1° deux cercles ne peuvent avoir trois points communs 
sans se confondre. 

2° Il est facile de trouver le centre d'un cercle ou d'un arc donné : 
il suffit d'y marquer trois points N, B et D, et de faire la construc-
tion qu'on vient d'indiquer. 

199. Une droite ne peut couper un cercle en plus de deux points, 
puisque s'il y avait trois points communs, en y menant des rayons, 
on aurait trois obliques égales (n° 184, 3°). 

Une ligne TG (fig. 54) qui ne rencontre le cercle qu'en un point 
F s'appelle Tangente. 

Le rayon CF est perpendiculaire à la tangente en F : car tout au-
tre point G de cette tangente étant hors du cercle, CG esi^>CE=CF; 
donc CFest la plus courte distance de C à TG, c'est-à-dire que CF 
est perpendiculaire à TG (n° 184, 1°). 

Réciproquement, si TG est perpendiculaire au rayon CF, celte 
droite TG est tangente au cercle. Car tout oblique CG étant CF, 
tout autre point G de TG est hors du cercle. 

Ainsi, pour mener une tangente en F au cercle CA, il faut mener 
le rayon CFet sa perpend. TG (nos 188 et 212, I). 

200. Étant donnés deux points (fig. 85), l'un en A sur la droite AT, 
l'autreewB,cherchons le cercle ABI qui passeen A et B, et quitouchela 
droite AT. AB étant une corde, EF perpend, sur le milieu de AB 
contient le centre C; ce centre est aussi sur AG perpend, à AT, 
donc il est à l'intersection C. Ainsi, menant les perpend. GAk AT, 
et FE au milieu de AB, le point C de section sera le centre ; le 
rayon sera A C. 

201. Les arcs AD, BE (fig. 54) compris entre deux cordes paral-
lèles AB, DE, sont égaux. Car soit le rayon CF perpend, à ces deux 
cordes; on a(n°195) l'arc AF = BF et DF = FE ; en soustrayant, 
il vient AD — EB. Les deux cordes peuvent encore comprendre 
entre elles le centre C; telles sont AB et D E' ; on a alors AF= FB, 
D'F' = F'E' ; en soustrayant ces deux équations de la demi-con-
conférence FAF=FBF, il vient AD' = BE'. 

La même chose a encore lieu pour une corde AB et la tan-
gente TG qui lui est parallèle; car le rayon FC mené au point 

de contact F, étant perpendiculaire à la tangente, l'est aussi à AB ; 
donc AF = FB. 

Des Intersections de Cercles. 

202. Si deux circonférences C, C' (fig. 56) ont un point A commun 
sur la ligne CC' qui contient les centres, elles ne se rencontrent en 
aucun autre point : car en un point quelconque H de l'une, me-
nons CH et C'H, nous avons CC ou CA -¡- AC' CH -{- HC; 
étant les égales CA et CH, il reste AC' < HC' : le point H est donc 
hors de la circonf. C'. Si les centres sont en C et C" d'un même 
côté du point commun A, on a CH ou CA < CC" - f C'H, et re-
tranchant CC", il reste C"A < C"H : le point H est donc hors de 
la circonf. C". 

La perpend. AT sur CC' au point A, est tangente aux deux cir-
conférences qui se touchent en A. 

Mais si les deux cercles C et C' ont en M un point commun (fig. 57) 
hors de la ligne qui joint les centres, ces cercles se coupent. Menons 
MN perpend, sur CC ; et prenons NI = JM. Les obliques égales 
CM et CN prouvent que N est un point de la circonf. C; N est aussi 
sur la circonf. C', car C'M= CN. Donc ces circonférences ont un 
second point commun en N. Un troisième point commun serait 
impossible (n° 198). 

Donc , 1" si les circonférences n'ont qu'un seul point commun, il 
est situé sur la ligne qui joint les centres, et réciproquement : en ou-
tre, la distance des centres est égale ci la somme ou à la différence des 
rayons; car on a (fig. 56) CC' = CA - j - C'A, ou CC" = CA — C"A, 
suivant que l'un des cercles est extérieur ou intérieur à l'autre. 

2° Si les cercles se coupent, la ligne qui joint les centres est perpen-
diculaire sur le milieu de la corde commune. De plus, la distance des 
centres est moindre que la somme des rayons, et plus grande que leur 
différence; car on a visiblement (fig. 57) CC < CM - j - C'M et 
CC + CM > CM, ou CC > CM— CM. 

8° Enfin, si les cercles n'ont aucun point commun, la distance des 
centres est plus petite que la différence-des rayons ou plus grande que 
leur somme, suivant que les cercles sont ou ne sont pas compris l'un 
duns l'autre ; car on a (Gg. 58) 

CD =DO — CA _ AO, et CC" =CA-{-CB-j- AB. 
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On conclut de là que D étant la distance des centres, R et r les 
rayons, on a, lorsque les circonférences 

se coupent D<^R-\-r et D>R — r 
( extérieurement » . D — R r 

se touchent l . , . , n e 
) intérieurement = 11 — r 

n'ont aucun point commun et i extérieurs. . . . D R -j- r 
sont l'un à l'autre ( intérieurs. . . . D R — r 

203. La réciproque de chacune de ces propositions est égale-
ment vraie. Si, par ex., on a à la fois D < R - } - r et > R — r, les 
deux circonf. se coupent; car, 1° si elles se touchaient on aurait 
D — R - f - r, ou = R — r; et si elles n'avaient aucun point de sec-
tion, D serait R - j- r, ou R — r. 

De même , si D = R -}- r, les cercles se touchent extérieure-
ment; car si cela n'est pas, il faut admettre l'une des quatre autres 
dispositions. Or, s'ils se coupent, on a D < R -{- r, ce qui est con-
traire à la supposition ; 2° s'ils se touchent intérieurement, on a 
D — R — r, ce qui ne peut être, puisque D = R r, etc. *. 

204. Quand on connaît les centres et les rayons de deux cercles, 
pour s'assurer s'ils se coupent, ou se touchent, etc., il n'est donc 
pas nécessaire de décrire les circonf. ; il suffira d'ajouter et de 
soustraire les rayons , et de comparer les résultats à la distance des 
centres, pour décider auquel des cinq cas possibles la figure pro-
posée se doit rapporter. 

Étant donnés deux points, l'un en A (fig. 55), sdr un cercle C', 
et l'autre en B, pour décrire une circonférence qui passe par ces 
points A et B et touche ce cercle C' en A, on mènera la tangente 
AT, et le problème sera ramené à celui du n° 200. 

Des Triangles. 

205. La somme des trois angles de tout triangle ABC vaut deux 
droits (fig. 59). Prolongeons en CD l'un des côtés AC du triangle 

\ 

* En général, lorsqu'on a prévu tous les cas possibles d'un système, et que chacun c o m -
porte des conditions qui ne peuvent coexister avec celles que donnent les autres-cas, les 
réc iproques ont lieu, et se démontrent comme on vient d e le voir ; c'ëst ce qu 'on remarque 
dans la théorie desobl iques , n° i84, ainsi qu'au n° 209, etc. 

ABC, et menons CF parallèle à AB ; les trois angles en C sont ceux 
du triangle; car FCD == A comme correspondants; BCF = B comme 
alternes-internes : ajoutant ces équations, FCD - j - BCF, ou 
BCD = A -L B ; ainsi l'angle extérieur BCD d'un triangle ABC est 
la somme des deux intérieurs opposés A et B (ce qui généralise le 
théorème n° 167). On a donc A - f - B - j - C = 2 droits. 

Si l'on fait (fig. 60) l'angle MON = A, MOL = B, LOK = G, 
la ligne OK sera le prolongement de NO. Cette construction fait 
connaître l'un des trois angles d'un .triangle, quand les deux autres 
sont donnés. 

Concluons de là que, 1° deux triangles qui ont deux angles res-
pectivement égaux, sont équiangles. 

2° Un triangle peut avoir ses trois angles aigus, mais il ne peut 
avoir qu'un seul angle droit ou obtus (voy. n° 167, 2°). 

3° Les deux angles aigus d'un triangle rectangle ABC (fig. 61) 
sont complémentaires, B C = un droit D. 

4° Quand la ligne BC tourne sur le point B ponr s'écarter de la 
perpendiculaire BA, et devient BC', l'angle ABC croit," et l'angle G 
décroît, la somme de ces angles aigus restant toujours == D. 

Les trois angles d'un triangle équilatéral étant égaux (il0 164), 
chacun vaut les deux tiers d'un droit. 

6° Dans un triangle isocèle ABC (figure 1 5 ) , A = B et 
A - f B - j - C = 2 D ; d o n c 2 A - f C = 2D,A = D — ¿ C , C = 2(D — A): 
il suffit de connaître un seul des angles pour trouver les deux 
autres. 

7° Deux angles dont les côtés sont respectivement perpendiculaires 
sont égaux s'ils sont de même nature, comme BAC, B'A'C (fig. 62) ; 
ils sont supplémentaires si l'un est aigu et l'autre obtus, tels que 
BAC, C A' O'. Car en prolongeant A'B' et A'C' en D et D', jusqu'à 
leur rencontre avec AB, AC, qui leur sont perpendiculaires, les 
triangles rectangles A D F , A'D'F ont les angles A et A' égaux, 
comme compléments des angles égaux en F. 

8° Quand deux droites AB, CB (fig. 68) vont concourir en un 
point éloigné ou inaccessible B , on peut trouver l'angle B sans le 
mesurer actuellement, soit en menant DE parallèle à BC, qui donne 
B = ADE; soit en tirant une droite quelconque AC, mesurant les 
angles A et C, et prenant le supplément de leur somme A - j - C, 
ainsi qu'on l'a fait ci-dessus. 

206. Un triangle est déterminé lorsqu'on en connaît, 1° Deux côtés 
15* 



m et net l'angle k qu'ils forment (fig. 18); on fera (n° 177, 8°) un 
angle A = k, et sur les côtés indéfinis AG, AJI, onprendra AC =m, 
AB = n; enfin on tirera BC. 

2° Un côté n et deux angles k et l adjacents ; sur l'un des côtés 
indéfinis ha, hc d'un angle a = k, on prendra ab = n; on mènera 
bc faisant l'angle b = l, le triangle demandé sera abc. 

3° Un côté n, un angle\ adjacent, et un angle i opposé. On cherche 
d'abord le 8e angle (n° 205) qui est adjacent au côté n ; on connaît 
l'angle k, et on retombe sur le cas précédent. 

4° Trois côtés m, n, p ; on prendra (fig. 57) CC' =m, et des cen-
tres C, C', avec les rayons CM = n, C'M = p, on décrira deux cir-
conférences. Les intersections M,N déterminent les deux triangles 
égaux CMC', CNC', qui résolvent le problème. Les deux cercles ne 
se coupent qu'autant que m > n — p , et < n - { - ' p ; sans cette 
double condition, le triangle ne peut exister (n° 202). 

207. Construire un triangle ABC (fig. 64) dont on connaît deux 
côtés a, c , et l'angle K opposé à a? Faites l'angle BCA = K; sur 
l'un des côtés indéfinis, prenez CB — au côté adjacent donné a; 
le côté opposé c devra se placer comme BA pour fermer le triangle. 
Or, du centre B, avec le rayon BA = c, décrivez un cercle A A' ; 
les points A, A' de section avec le côté AC, détermineront les 
triangles ABC, A'BC, qui satisfont tous deux à la question ; on a 
donc, en général, deux solutions ABC, A'BC; mais il faut distin-
guer cinq cas : 

1° Si le rayon c du cercle est plus petit que la perpendiculaire 
BD, c BD, le cercle ne coupe pas AC, et le problème est im-
possible. 

2° Si ce rayon égale la perpendiculaire, c = BD, l'arc est tan-
gent en un point D, et le triangle rectangle CBD satisfait seul à la 
question. Donc un triangle rectangle est déterminé par deux de ses 
côtés ; et deux triangles rectangles sont égaux; quand l'hypoténuse et 
un côté sont respectivement égaux. 

3° Si le rayon c est > BD et < CB = a, les obliques BA = BA' 
sont BC, et par conséquent situées d'un même côté de BC 
(n° 184) ; les triangles ABC, A'BC sont l'un et l'autre conformes 
aux conditions du problème ; ce sont les deux solutions. Remar-
quons que A est supplément de l'angle CA'B, puisque le triangle 
isocèle ABA' a l'angle A = BA'A; ainsi, l'un de nos deux trian-
gles est acutangle, l'autre obtusangle. Si l'on savait d'avance que le 

\ 

triangle cherché a ou n'a pas d'angle obtus, l'une de ces solutions 
se trouverait exclue. 

4° Si c a, ou BA BC, les points A et A' tombent des deux 
côtés de BC (fig. 65) ; on n'a donc qu'une solution ABC. 

5° Nous avons jusqu'ici supposé que l'angle donné K = A est 
aigu ; s'il est obtus, tel que BA'C, la même construction sert encore 
à donner la solution A'BC (fig. 64), qui est unique, parce que le 
triangle ABC ne peut convenir à la question. Observez que le côté 
c opposé à l'angle obtus C doit être le plus grand, et que si l'on eût 
donnée a, le problème eût été absurde. 

Deux triangles qui ont deux côtés respectivement égaux, et un angle 
égal opposé à l'un de ces côtés, sont donc égaux quand ils sont de même 
nature (l'un et l'autre rectangles, ou acutangles ou obtusangles) *. 

208. Les cordes égales CD, AB (fig. 66) sont à égales distances du 
centre O. Menons les perpend. 01, OK; les triangles rectangles 
OCI, OAK sont égaux, à cause de CI et AK qui sont des moitiés 
de cordes égales ; donc OI = OK. 

Réciproquement, si IO = OK, les triangles sont encore égaux; 
d'où CD = AB. . 

Si par un point donné M ou d, intérieur ou extérieur au cercle, 
on veut mener une corde CD de longueur donnée, on la portera 
arbitrairement en AB sur la circonférence ; puis, menant la perpen-
diculaire OK, et traçant le cercle Kl, la corde cherchée sera tan-
gente à cette courbe. Ainsi, il restera à mener cette tangente par 
le point M (n° 212, II), et on aura les deux solutions du problème. 

209. De deux cordes inégales AB, CD (fig. 67), la plus grande AB 
est la plus proche du centre O. Car on a l'arc AEB > CFD (n° 180) : 
prenons l'arc AE = CD, la corde AE sera = CD, et à la même 
distance du centre O ; d'où OL = OI. Comme AE tombe en-des-
sous de AB, on a OI > OG, et par conséquent OK. 

Réciproquement, si OL OK, la corde CD est AB ; car au-
trement on aurait CD = ou AB, d'où l'on conclurait OL — ou 
<[ OK, par la proposition directe (note, n° 203). 

* En récapitulant tous les cas d'égalité des triangles, on peut dire que deux triangles 
sont égaux lorsqu'ils ont trois des parties qui les composent respectivement égales ; 
mais il faut, l ° exclure le cas de trois angles donnés; a" exiger que si l'on a deux angles 
donnés, ils soient placés de même à l 'égard du côté donné ; 3° enfin sous-entendre que 
s'ils ont deux côtés égaux e t un angle égal opposé à l'un, les triangles soient d e i r ême 
nature. 



210. Résolvons maintenant quelques problèmes. 
I. Inscrire un cercle (fig. 68) dans un triangle ABC, c'est-à-dire 

tracer une'circonférence de cercle qui soit tangente aux trois côtés. Ce 
problème revient à trouver un point 0 intérieur, qui soit à égale 
distance des trois côtés du triangle ABC ; car, si les perpendiculai-
res, OE, OD, OF sont égales, le cercle décrit du centre 0, avec 
le rayon OE, sera tangent aux trois côtés (n° 199). 

Cherchons d'abord un point o à égale distance des deux côtés 
AC, AB; m e n a n t e , les perpendiculaires égales oe, of donnent les 
triangles rectangles égaux Aeo, Aof (n° 207, 2°). Donc Ao divise 
l'angle A en deux parties égales. 

Réciproquement, si la droite Ao coupe l'angle A en deux parties 
égales, tout point ode cette ligne donne les deux perpendiculaires 
égales oe, of. 

Donc, tous les points de la ligne A O sont à même distance de 
AB que de AC, et les points de cette ligne jouissent seuls de cette 
propriété; en sorte que AO est le lieu de tous les centres des cer-
cles tangents à ces deux côtés, et que, par conséquent, le centre 
cherché est l'un des points de AO. Ce centre doit aussi, par la 
même raison, se trouver sur la droite OB, qui divise l'angle B en 
deux parties égales ; il sera donc à leur intersection O, qur non-
seulement sera à égale distance des trois côtés du triangle, mais en-
core qui jouira seul de cette propriété. Menons la droite OC ; elle 
divisera l'angle C en deux parties égales, puisque les deux triangles 
rectangles ECO, DCO ont l'hypoténuse commune et un côté égal, 
OD = OE. 

Concluons donc de là, 
1° Qu'on peut inscrire un cercle dans tout triangle ; 
2° Qu'on rien peut inscrire qu'un seul; 
S0 Que le centre est situé à l'intersection de deux lignes qui divisent 

en parties égales deux des angles du triangle ; 
4° Que la droite menée de ce centre au 8e angle, coupe pareillement 

cet angle en parties égales. 
Soitp le contour ou Périmètre du triangle (fig. 68) ; comme on a 

AF= AE, BF= BD, CE = CD, on en t i rep=2AF-\- 1BD - j - 2CD, 
ou p = 2 A F + 25(7 ; d'où 

¿F = \P — BC = AE = i (AB + AC — BC). 

Il est donc aisé de trouver les points F, E, et par suite D, puisque 

CE = CD; on pourra résoudre le problème en faisant passer une 
circonférence tangente aux trois côtés, en D, E, F. „ 

II. Décrire un cercle (fig. 52) dans lequel deux droites données 
AB = m, AD = n, sous-tendent des arcs doubles l'un de l'autre? 
Comme le triangle ADB doit être isocèle, après avoir tiré AB = m, 
on décrira des centres A et B, avec le rayon n, des arcs qui déter-
mineront le point D et le triangle ABD, auquel il ne s'agira plus 
que de circonscrire un cercle. 

III. Construire le triangle rectangle BAC (fig. 69), dont un côté 
AB de l'angle droit et le périmètre BE sont donnés? Puisque 
BC - f CA — AE, élevons en A la perpendiculaire AD = AE ; 
nous aurons BC = CD, et le triangle BCD sera isocèle; ainsi, 
CI perpendiculaire au milieu de BD donnera le point C. 

IV. Par un point / ( f ig . 59), mener dans l'angle BCA une droite 
AIB qui forme le triangle isocèle ABC, savoir AC = BC, et l'angle 
A = B. L'angle extérieur BCD étant = A + B (n° 205) = 2A, si 
l'on mène CF qui coupe par moitiés l'angle BCD, FCD sera — A, 
et CF parallèle à AB. Donc, il faut tracer CF, et par le point donne 
/ mener AIB parallèle à CF. 

V. Par un point donné M (fig. 66), mener CD telle, que la partie 
dD interceptée entre les deux circonférences concentr.ques DB, dh 
soit de longueur connue l? Si CD est la droite cherchée, toutecorde 
J B _ CD est à la même distance du centre, ou KO 01, 
KB = ID, Kb = Id, puis Bb = Dd = l. Qu'en un point quelcon-
que B on porte la longueur l de B en b, entre les deux circonféren-
ces ; qu'on mène la droite bB prolongée en A; enfin, qu'on trace le 
cercle OIK tangent à AB, il le sera aussi à la droite cherchee CD ; 
il ne s'agira plus que de mener par le point M une tangente CD a 
ce cercle IK; ce sera la droite demandée. 

VI. Construire un triangle rectangle BCD (fig. 64), dont on cou-
naît l'hypoténuse BC, et la somme ou la différence des côtés CD, BD 
de l'angle droit? Soit AD = BD = A'D; les triangles rectangles 
isocèles BAD, BA'D ont les angles A et A' égaux à la moitié d un 
droit (n" 205, 3°). Dans le triangle BAC ou BA'C, outre BC, on 
connaît donc l'angle A ou J , et lecôté AC ou A'C, et il est aisé de 
décrire ce triangle. Sur la base AC ou A'C, on tirera AB on A B 
sous la direction d'un demi-angle droit; du centre C, et avec le 
rayon CB, on tracera un cercle qui coupera AB ou A'B au sommet B 
(il y a en général deux points d'intersection, et par consequent deux 
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solutions no 207); il restera ensuite à abaisser la perpendiculaire 
BD qui terminera le triangle demandé BCD. 

Mesure des angles dans le cercle. 

211. Nous connaissons la mesure des angles dont le sommet est 
au centre (n° 181) ; cherchons cette mesure lorsque le sommet est 
situé d'une manière quelconque ; et d'abord examinons le cas où 
l'angle est formé par deux cordes, le sommet étant sur la circonf. ; 
on dit alors que l'angle est Inscrit : il a pour mesure la moitié de 
Tare compris entre les côtés. 

l°Si l'un des côtés AD de l'angle G AD (fig. 70) passe par le 
centre C, en menant EF parallèle à AG, on a GE = AF (n° 201) ; 
mais aussi ED = AF, à cause des angles égaux ACF et DCE ; 
ainsi, E est le milieu de l'arc GD, et l'angle ECD, ou son égal G AD 
(n° 182, 4°), a pour mesure ED ou la moitié de l'arc GD. 

2" Si le centre C est entre les côtés de l'angle BAG, en menant 
le diamètre AD, les angles BAD, DAG ayant pour mesure les 
moitiés de BD et de DG, la somme, ou la moitié de l'arc BDG, est 
la mesure de l'angle BAG. 

3° Si le centre C est hors de l'angle, comme pour HAB, on a de 
même ^ HD et ^ BD pour mesures des angles IIAD, BAD; en re-
tranchant, on trouve HB pour mesure de l'angle IIAB. 

4° Enfin, s'il s'agit de l'angle TAB, formé par une tangente AT 
et par une corde AB, le diamètre AD est perpend. sur AT, l'an-
gle TAD a donc pour mesure le quadrans ou la moitié de l'arc 
AHBD; celle de BAD est ^ BD ; la différence de ces arcs est 
^ AIIB, mesure de l'angle TAB. 

Réciproquement, si un angle BAG a pour mesure ~ BG, le som-
met A est sur la circonf. ; car si ^ BG pouvait mesurer l'angle BIG, 
on formerait l 'angle5^ G quiaurait même mesure,d'où BIG=BAG, 
ce qui ne se peut (n° 171). 

Prolongeons en K le côté HA de l'angle IIAG; la moitié de 
l'arc G AH est la mesure de l'angle KAG, puisque KAG est supplé-
ment de l'angle HAG. 

On verra aisément que 
3° L'angle BAD (fig. 71) inscrit dans le demi-cercle, est droit, car 

il a pour mesure la moitié de la demi-circonférence. 
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6° Tous les angles inscrits A, C,D,... (fig. 72), qui s'appuient 
sur le même arc BE, ayant même mesure, sont égaux. 

7° Si un angle BAE, de grandeur fixe, se meut de manière que 
ses côtés passent sans cesse l'un en B, l'autre en E, le sommet, pre-
nant successivement les positions A, C, D,.... décrira la circon-
férence. 

212. On résout divers problèmes à l'aide de ce théorème. 
I. Abaisser une perpendiculaire AD (fig. 71) à l'extrémité d'une 

ligne AB sans la prolonger. Puisque l'angle A doit être droit, toute 
ligne BD doit être le diamètre d'un cercle passant en A (3°). On 
décrira donc, du centre quelconque C, un cercle qui passe en A; 
puis par le point B où ce cercle coupe AB, on mènera le diamè-
tre B D, qui donnera le point D; DA sera la perpend. cherchée. 

II. Par un point extérieur D (fig. 73) mener une tangente AD au 
cercle CAB. Puisque l'angle CAD, formé par la tangente et le rayon, 
doit être droit, cet angle est inscrit dans le demi-cercle dont CD 
est le diamètre (5°). On décrira donc celte circonf. CADB; elle 
coupera le cercle proposé CAB au point de contact A. On aura, 
outre la tangente AD, une autre solution BDj et il est prouvé que 
ces deux lignes satisfont seules à la question. 

III. Partager l'angle quelconque ACB (fig. 74) en trois parties 
égales. Traçons du sommet C le cercle IFAB ; concevons la 
ligne AO tracée de manière à former l'angle 0 = i ACB. L'angle 
ACB est extérieur au triangle AOC, d'où 3 0 = 0 + OAC; 
e t qjq _ «j O. Mais menant le rayon FC, le triangle isocèle 
F AC donne OAC = AFC; or l'angle AFC, extérieur au triangle 
OFC, est = 0 - f FCO = OAC = 2 0 : il en résulte que l'angle 
FÇO = O, et que le triangle FCO est isocèle ; OF = le rayon 
CF du cercle. 

Le problème proposé consiste donc à savoir mener la droite AO 
telle, que la partie extérieure OF soit égale au rayon : l'angle O sera 
le tiers de l'angle ACB, l'arc BG ou FI le tiers de l'arc AB. Mais 
il n'appartient pas à la Géométrie élémentaire de donner des moyens 
de mener cette droite AO : comme on n'y traite que des propriétés 
de la ligne droite et du cercle, on n'y emploie aussi que la règle 
et le compas ; on verra d'ailleurs des moyens d'opérer la trisection 
de l'angle, ce qu'on ne peut faire ici que par tâtonnement. 

IV. Décrire un cercle qui passe en deux points donnés B, E 
(fig. 75), et qui soit tel, que les angles O inscrits soient égaux à un 



angle donné A ; c'est ce qu'on appelle décrire sur une droite BE, 
un segment capable de l'angle A. La tangente en E fera aussi l'angle 
BEK = A = 0 (n° 211, 4°) ; si donc on mène la droite KEI telle 
que l'angle BEKso\t = A, elle sera tangente. La question est donc 
réduite à faire passer en B un cercle tangent à Kl au point E 
(n° 204). On élèvera les perpend. CE à Kl, et CG sur le milieu 
Ae BE ; Cserale centre. 

Cette construction est souvent employée , surtout lorsqu'il s'agit 
de former un triangle4ans lequel on connaît, entre autres choses, 
un côté et l'angle opposé, comme dans les questions suivantes. 

V. Décrire un triangle BDE (fig. 76) dont on connaît la base b, 
la hauteur h et l'angle A du sommet. Après avoir tracé BE = bet 
sa parallèle DD', à la distance H G = h de BE, on décrira sur BE 
un segnient capable de l'angle donné A, et les points où DIT cou-
pera le cercle, donneront pour solutions les triangles demandés 
BDE, BD'E. 

VI. Soient trois points B, A, C (fig. 77) tracés sur une carte, 
fixer le lieu d'un quatrième point D, connaissant les angles BDC 
et BDA. On décrira sur BC le segment mi B capable de l'angle 
BDC, ainsi qu'on vient de le dire , et le point cherché D fera sur 
cette circonférence mni, qui est le lieu des sommets D de tous les 
angles égaux h BDC. De même, sur BA, le s e g m e n t ^ capable 
de BDA : le point D sera à l'intersection des deux circonf. Quand 
l'une de ces circonf. passe à la fois par les trois points AB C, selon 
que l'autre est ou n'est pas dans le même cas, le problème est indé-
terminé ou absurde. 

VII. Construire un triangle ABC (fig. 68) dont on connaît la base 
AB, l'angle opposé C et le rayon O-Fdu cercle inscrit? Puisque OA 
et OB divisent en deux parties égales les angles A et- B du triangle 
cherché ABC, dans le triangle AOB, l'angle' 0, supplément de 
OAF-{- OBF, ou de } [A - f B), est 0 = 2 D - '-{A B) ; et 
comme A - j - B = 22) - C, on a 0 = D + \ C. L'angle 0 étant 
connu, on déterminera le point 0 (probl. V), puis traçant le cercle 
EDF, qui touche AB en F, les tangentes AE, BD achèveront le 
triangle cherché. 

VIII. Étant donnés un triangle A'B'C' (fig. 78) et deux circonf. 
concentriques AO, CO, construire un triangle ABC qui ait deux 
sommets A et B sur la grande circonf., et l'autre C sur la petite, et 
qui soit équiangle avec le proposé A = A',B = B', C — C'. 

L'angle A ayant pour mesure | BD, si de A', comme centre, et 
du rayon AO on décrit l'arc HI, il sera moitié de BD. On prendra 
donc en un lieu quelconque l'arc BD = %. HI; les côtés AB et AC 
passeront par B et D. De plus,l'angle BCD étant supplément de C', on 
aura le lieu du sommet C, en décrivant sur la corde BD un segment 
BCcD capable de cet angle 2 D — G; la droite DCA donnera le 
pointé, et le triangle cherché ABC. 

Le point c donne le triangle aBc, autre solution du problème ; 
outre qu'on peut attribuer à la corde BD une infinité de situations, 
ce qui donne autant de solutions doubles. 

213. L'angle BAC , dont le sommet A est en un lieu quelconque du 
plan (fig. 79 et 80), a pour mesure la moitié de la somme ou de la 
différence des arcs BC, DE, compris entre les côtés, selon que le som-
met A est au dedans ou au dehors de la circonférence. 

Menez ¿/ 'parallèle à DC. 1° Si A est situé dans la circonférence 
(fig. 79), la mesure de l'angle E = BAC est 

i BF = k(BC + CF) = ±(BC + DE). 

2° Si A est situé hors du cercle (fig. 80), la mesure de l'angle 
A = BE F est | BF= \ (CB — CF) = { (CB - ED). 

Ainsi, la mesure de l'angle A est | (a ± b), en faisant a = BC, 
b = DE. Cette formule est même générale, car b = 0 répond au cas 
où le sommet est sur la circonf., et b = ak celui où il est au centre. 

Lignes proportionnelles. Triangles semblables. 
214. Soient deux droites quelconques AH, ah (fig. 81); si sur 

l'une on prend des parties égales AB, BC, CD...., et que par les 
points de division, on mène des parallèles Aa, Bb, Ce.... Hh, 
dans une direction arbitraire, les parties ab, bc, cd.... qu'elles in-
terceptent sur ah, sont égales entre elles. Car si l'on mène <n, bl, 
cm,.. . parallèles à AH, on aura des triangles aib, blc, cmd.... 
égaux entre eux, à cause de ai =bl = cm.... = AB — BC— ,... 

Il suit de là que AB sera contenu dans AH autant de fois que ab 

dansa/», etc., d'où, AE \ EH ae ; eh. 
215. Deux droites AH et ah (fig. 82) sont coupées en parties 

proportionnelles par trois parallèles quelconques Aa , Ee , Hh , sa-
. AE ae 

V O i r ' Ë H = = - i h ' C a r ' 



1° Si les parties AE, EH sont commensurables , en portant la 
commune mesure sur AH, elle sera contenue un nombre exact (le 
fois dans AE et EJI : on retombera donc dans le cas ci-dessus , 
parce que les parallèles à Aa, menées par les points de division, 
couperont ah en parties égales. 

2° Si AE et HE sont incommensurables, divisons AE en un 
nombre arbitraire de parties égales, et portons l'une d'elles de E 
vers H; soit I le point de division le plus près de H; menons Ii pa-
rallèle à Hh. Cela posé, AE et El étant commensurables, on a 
El ei 
•=- = — : et comme EI = EH — HI; ei = eli — hi, il vient £j SI ÇQ, 
EH HI eh hi „ , „ , 
-TT-7 — 77-} . Or, les distances HI et ht peuvent etre 
EA EA e a e a 1 

rendues aussi petites qu'on voudra , en prenant le nombre de divi-
sions de AE de plus en plus grand, les autres termes étant con-
stants : de sorte que les points H et h sont les limites de 1 et i. 
Puisque les 2CS termes des deux membres décroissent indéfiniment, 

E H eh le principe fondamental (n° 113) donne donc encore = ~ • 

De la proportion démontrée, on tire (n° 73) 

AE __ ae ^ , AH _ AE _ EH 
AH ah' ah ae eh 

216. Une parallèle EB« la base d'un triangle H AC (fig. 82) coupe 
les côtés en parties proportionnelles, puisque A B == ae, BC=eh; d'où 

AE AB _ EH 
AH AC BG' 

On peut répéter sur le triangle H AC ce qu'on a dit sur la fig. 81. 
AE EH 

Réciproquement, si l'on a 'jj$=xz~Jïq ? E R e s t parallèle à HC; 

car si cela n'était pas, menant HL parallèle à EB, on aurait 
AE EU . n r 

~ÂB~£L' = 

217. Il suit de là que, 1° lorsqu'on a trois lignes m, n,p (fig. 82), 
pour trouver une quatrième proportionnelle, c'est-à-dire une ligne x, 

telle qu'on ait — = —, on fera un angle quelconque H AC, on 
n x 

prendra sur ses côtés AE = m, AB = n, AH =p; puis menant 

EB et sa parallèle H C , AC sera la quatrième proportionnelle cher-

chée x. 
2° Les lignes quelconques AB, AC, AD, AE, AF, (fig. 83) 

partant d'un même point A, sont coupées en parties proportionnelles 
par les parallèles BF, bf ; car en n'ayant égard qu'à AB et AC, 
0 Q a ÉI = • de même 4 ^ = à cause des droites AC 

Ab Ac 7 Ac Aa 
et AD, etc. Réunissant ces proportions qui ont rapport commun, il 
vient 

AB AC AD __ AE ^ 
~Âb Ac * Ad ~ [Ae A f ' " ' 

3° Pour diviser une droite donnée AF (fig. 84) en plusieurs parties 
égales, par ex., en cinq, on mènera une ligne quelconque indé-" 
finie aF, sur laquelle on portera cinq fois l'ouverture de compas 
arbitraire Fe = ei = de = . . . p u i s menant Aa et les parallèles 
Bb, Ce, Dd, Ee, on aura AB = BC = CD = . . . . 

4° Pour partager une ligne donnée a'F (fig. 8o ) en parties propor-
tionnelles à celles d'une autre droite donnée a f , on tirera la ligne 
quelconque AF, sur laquelle on portera FE — fe, ED = ed, 
DC—dc....; puis menant Aa' et les parallèles Bb'...., on aura les 
points de division cherchés e', d', c'.... 

Si fa est l'une des dimensions d'une figure, et qu'on veuille que 
cette dimension devienne Fa', il faudra changer les parties fe, fd.... 
en Fe', Fd' L'échelle d'un plan étant, par ex., fa, elle est de-
venue Fa'. C'est à cette construction que se rapporte l'art de ré-
duire un plan à une échelle donnée. 

218. Deux triangles ABC, A'BC (fig. 86) dont les angles sont 
respectivement égaux, sont nommés Semblables ou Equiangles : les 
côtés de même dénomination sont appelés Homologues.Soient A= A', 
B = F, C = C' ; AB est homologue de A'B', BC de F C', ACàe 
A'C'. Les côtés homologues se distinguent en ce qu'ils sont opposés aux 
angles égaux. 

Deux triangles semblables ont les côtés homologues proportionnels. 
En effet, plaçons le t r i a n g l e ^ ' C sur ABC, de sorte quele côté A'C' 
tombe sur son homologue JC de A en E ; A'B' tombera sur AB 
de A en D, à cause de A = A'. Mais l'angle AED=C=C; donc 

AD AE . , AE _BF 
DE est parallèle à BC, et l'on a d e P l u s ' ^ ~ BC' 
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enmenant ¿ /paral lè le à AB; et comme BF=DE—B'G, on a enfin 

A'B' A'C' _ B'G 
AB AG~ BC' 

Réciproquement, deux triangles qui ont les côtés homologues 
t „ „ . A'B' A'C B'G 

proportionnels, sont semblables. En effet, si ^ •— — ¿ q — 

prenons AD= A'B', et menons DE parallèle à BC, nous avons 
é l = ^ L . et à cause que AD = A'B\ le 1« rap-

port est commun aux deux proportions ; les autres rapports sont 
donc égaux, savoir A!G = AE, B'G = DE. Les triangles ADE, 

A'B'G sont égaux, et par conséquent ABC, A'B'G sont équian-
gles. 

219. Deux triangles ABC, A'B'C' (fig. 86) qui ont un angle égal 

A */ • 7 , . . , A'B' A'C' , . 
A = A', compris entre des cotes proportionnels = sont sem-
blables. Gar en appliquant A'C' de A en E, A'B' tombera en AD, 
et A'B'G eh ADE. Or, par hypothèse, on a — d o n c » D E 

est parallèle à BC (n° 216), et les triangles ABC et ADE ou A'B'G 
sontéquiangles. 

220. Donc (fig. 86), 1° deux triangles dont les côtés sont respecti-
vement parallèles sont semblables. Cela est évident pour ABC 
et A'B'G (n° 192, 8°) ; quant à ABC et GIII, en prolongeant les 
côtés vers A' et B', puis menant A'B' parallèle à III ou AB, on 
a I = A',H=B' comme alternes-internes. Ainsi, C'ÏH étant 
équiangle à A'B!G, l'est à ABC. Les côtés parallèles sont homolo-
gues. 

2° Deux triangles ABC, A'B'C' (fig. 87), dont les côtés respectifs 
sont perpendiculaires, sont semblables ; car prolongeons les côtés 
A'C', B'G jusqu'à leur rencontre en Z et E avec AC, les angles C 
et E sont compléments, ainsi que G et E, à cause des triangles rec-
tangles ECG, EC'F: donc C = G. On prouve de même que A=A', 
B = B'. Les côtés perpendiculaires sont homologues, 

3° Les lignes AB, AC, AD . . . . (fig. 83) partant d'un même 
point A., coupent en parties proportionnelles deux parallèles quelcon-
ques BF, bf ; car les triangles ABC, abc, semblables donnent 

AC BC . , _ 4 AC CD 
•—•— -j—: de meme, A CD, acd, donnent - — = — - ainsi ac be ' Ac cd 

CD BC „ , . CD DE t on a — r = -j—. On a de m e m e — — = - r - . . . . 
cd bc ça de 

•4° Si les lignes Aa, Ee, Hh (fig. 82) sont des parallèles équidis-
tantes, E, e, sont les milieux de AH e t ah, et réciproquement. De 
plus, Ee est la moitié de (Aa -}- Hh), puisqu'en menant AC paral-
lèle à ah, la ligne EB = ~HC, et Be = A a = Ch (Aa - f Ch). 
Donc Ee= \(Aa-\- Hh). 

S0 C'est sur ces principes qu'est fondée la construction des 
Echelles. Après avoir porté un nombre quelconque de parties éga-
les sur une droite indéfinie CI (fig. 88), par ex., 8 de C en D, on 
élève par les points de division des perpend., puis on porte de 
même sur CA, 8 parties égales arbitraires Ca, ac....; par les 
points a, c, e.. on mène des parallèles indéfinies à CI; enfin , 
on tire les Transversales CB, 20 F, 15 G 11 suit de cette con-
struction, que puisque Ca, Ce, Ce, .... sont--, f . . . . de CA; ab, 
cd, ef, sont de meme -j, —, . . . . de AB ; eo est = fo ou 
( ! + T-) d e ou enfin i f de CD. 

On a donc ainsi partagé la ligne CD en 25e ', ce qu'on n'aurait pu 
faire autrement d'une manière aussi distincte, vu la petitesse des 
parties. On peut se servir de cette échelle pour diviser une lon-
gueur en parties égales : on cherche combien cette longueur con-
tient de parties de l'échelle, en portant une égale ouverture de 
compas sur une des parallèles indéfinies, et observant qu'elle ré-
ponde à des divisions à peu près exactes : si, par ex., elle tombe 
de L en o, la ligne contient 57 divisions. Pour couper Lo en 9, on 
calcule le 9° de 57, qui est 6 , et l'on prend une longueur de six 
parties de l'échelle. 

Cette échelle est surtout employée pour réduire les lignes d'un 
dessin dans un rapport donné : on a coutume de former CD et CA 
de dix parties, et de numéroter convenablement les transversales, 
afin d'en faciliter l'usage. C'est alors une échelle de dixmes (voues 
fig. 89). 

6° Voici un autre moyen remarquable de subdiviser une 
échelle eu fractions très-petites. Si les longueurs égales AB, CD 
(fig. 90) sont partagées , l'une en 5, l'autre en 6 parties égales aux 
points 1, 2, 3.. . . et 11, 12...., la longueur A\\,(\ue nous désigne-
rons par a, sera le 5° d e AB,a — \AB, et Cl — \AB; d'où 



A\\ — Cl — \AB— \AB = £ AB, ou - a. Donc , les règles 
étant appliquées C en A, D en B, le n° 11 dépassera le nu 1 de £ a, 
12 dépassera 2 de | a, 13 de f a . . . . 

D'après cela, si l'on a trouvé qu'une longueur portée sur l'é-
chelle AB s'étend du point zéro jusqu'en i, elle contient 13 parties, 
plus la fraction ¿13, qu'il faut évaluer. On applique la règle CD 
(qu'on appelle Vernier ou Nonius du nom des inventeurs) eu C'D' 
le long de AB, de manière que C' réponde en i; examinant la suite 
des divisions, on en reconnaît deux qui coïncident, H et 5 ; ainsi 
la division 17 dépasse 4 de f a, 16 dépasse 3 de f a . . . . ; enfin 13 
dépasse C' ou ¿ de f a — ¿13 ; c'est la fraction cherchée, et 13 f est 
la longueur proposée en parties de l'unité a. 

On a soin de faire les divisions serrées, afin que les fractions 
soient plus petites, et qu'on soit assuré que deux divisions coïnci-
deront toujours sensiblement. Si n — 1 parties de AB répondent 
à n divisions du vernier CD, celui-ci sert à évaluer le ne d'une divi-
sion de l'échelle, et si la coïncidence est établie à la graduation 

k , du vernier, la fraction est - . L'entier est donné par le chiffre de 

la ligne AB, et la fraction par celui clu vernier. 
L'échelle de la fig. 91 a 9 de ses divisions coupées en 10 sur le 

vernier AB, qui donne les 10" : les divisions en coïncidence sont 
aun° 6 du nonius, et la longueur de o à A est 57,6. 

Le même principe s'applique à la division des arcs de cercle, dans 
les instruments propres à mesurer les angles. Si l'on a divisé 
(p. 216) la circonférence en 360 parties égales ou degrés, et chaque 
degré en deux ; qu'une alidade mobile autour du centre porte à 
son extrémité un vernier dont 30 parties interceptent 29 de ces 
demi-degrés; ces subdivisions du nonius dépasseront de j-a , 
— — . . . . , les demi-degrés , et donneront ainsi, à la seule inspec-
tion , des 60e5 de degrés ou des minutes. Si le zéro de l'alidade est 
d'abord placé (fig. 36) en a, au n° 0 du cercle, et si elle est dirigée 
à un objet A, l'instrument restant ainsi fixé dans le plan des points 
A C B; qu'on fasse glisser l'alidade sur le limbe pour la diriger à 
l'objet B, le zéro de l'alidade sera porté sur un point b du cercle, et 
l'arc ab qui mesure l'angle proposé ACB sera formé, par ex., de 
53 degrés et d'une fraction que le vernier servira à faire estimer en 
m i n u t e s . I l suffira d'examiner quelle est la division du vernier qui 
coïncide avec une de celles du cercle, et de compter son rang à 

partir de zéro. A cet effet, on gra?e les chiffres des divisions du 
vernier de 5 en 5 ; on lit ainsi les degrés sur le cercle et les minutes 
sur le vernier. 

221. Soit un triangle ABC (fig. 92) rectangle en A ; si l'on 
abaisse sur l'hypoténuse BC la perpend. AD, les deux triangles 
partiels ABD, ADC seront semblables entre eux et à ABC. Car 
l'angle B est commun aux triangles ABD et ABC; outre l'angle 
droit, en D pour l'un , et en A pour l'autre : il suit donc de là que 
l'angle C est égal à BAD, C = a. De même, C est commun aux 
triangles ADC et ABC, outre l'angle droit ; ainsi fi = B. Les trian-
gles ABD et ADC ont d'ailleurs les côtés perpend. En formant des 
proportions avec les côtés homologues, on trouve que, 

1° La perpendiculaire AD est moyenne proportionnelle entre les 
deux segments de l'hypoténuse BC. Car les triangles ABD et ADC 

donnent ~ = d'où AD' = Z?Z> X DC. 

2° Chaque côté AB de Vangle droit est moyen proportionnel entre 
l'hypoténuse entière BC et le segment BD correspondant. Car les 

triangles ABD, ABC donnent ou AB3 = BD X BC ; 

ADC et ABC donnent AC3 —DC Y, BC. 
3° Le carré de l'hypoténuse BC est au carré d'un des côtés BA de 

l'angle droit, comme l'hypoténuse BC est au segment BD correspondant 
à ce côté. Cela suit de l'équation AB3 = BD X BC, divisée par BC, 

. , AB3 BD ptusquona — 

4° Le carré de l'hypoténuse est égal à la somme des carrés des deux 
autres côtés. En effet, ajoutant les équations AB- = BD X BC, 
AO = DC X BC, on trouve 

AB3 -f AC3 = BC {BD -{- DC) = BC\ 

Désignant par a, b, c les côtés opposés respectivement aux angles 
ArB, C, a étant l'hypoténuse, on a 

a? = b2 - f - c3. 

Cette proposition, la 47ed'Euclide, et la plus importante de toute 
la Géométrie, apprend à trouver la longueur de l'un des côtés de 

S A T R F . S . P U R E S . T . I . 1 6 



tout triangle' rectangle, connaissant les deux autres; on a, en effet, 

a— V (p* + c')> et 5 = j / (a2 — c2). 

Rapportant donc les côtés a,b,c à une unité, on en mesurera 
deux (n° 175), et l'on conclura par un calcul simple le nombre 
d'unités du troisième. Soit, par exemple, b = 2, c = 4, on trouve 
a* = 9 + 1 6 = 25, d'où a = 5. 

La réciproque de cette proposition résulte des deux suivantes. On 
peut, au reste, démontrer directement que si A O = AD2 - } - D O 
(fig. 15), le triangle ADG est rectangle : car, menons DB perpend, 
sur CD, et prenons DB = AD-, le triangle DCB est rectangle, et 
l'on a CB2 = DB2 - f - DCainsi, CB2 = AC2, et les deux triangles 
ACD, BCD sont égaux. Donc l'angle ADC = CDB = 1 droit. 

222. Le carré d'un côté de tout triangle quelconque est égal à la 
somme des carrés des deux autres côtés ± le double du produit de la pro-
jection de l'un de ces deux côtés suri'au tre, multipliée parce dernier côté.' 
On prend -j-quand le premier côté dont on cherche la valeur est op-
posé à un angle obtus, et — quand ce côté est opposé à un angleaigu. 

En effet, si l'angle A (fig. 64) du triangle ABC est aigu, en 
abaissant la perpend. BD sur AC, on a. deux triangles rectangles 
CBD, ABD qui donnent 

BC2 = BD2 - f DC-, BD2 = AB2 — AD>; 

d'où BC1 = DC - f - AB2 — AD\ a? = ci-\-Dfr — x', 

en désignant par a, b, c les trois côtés BC, AC, AB du triangle , et 
faisant AD = x. Or, DC= AC — AD = b — x; en substituant, 
il vient 

à1 = b- - { - c2 — 2 bx. 

Si le triangle proposé a son angle A obtus , comme cela arrive 
à A'BC, tout se passe de même , si ce n'est que 

DC = CA' - j - A'D =b x, d'où 

a2 = -J- c ' - } - %bx. 

Ici x désigne le segment adjacent à l'angle A qui est opposé au cité 
a dont on cherche la valeur. 

223. Ainsi, lorsque les trois côtés d'un triangle sont donnés, il 
est bien aisé de juger de la nature de chacun de ses angles ; on 
prendra les perpend. AB et AC (fig. 16) égales aux deux petits côtés 

b et c, et l'on mènera BC ; suivant que BC sera , > ou = «, 
l'angle opposé au grand côté a sera aigu, obtus ou droit : dans ce 
dernier cas, BAC serait le triangle même. 

Si les côtés sont donnés en nombres, après en avoir fait les 
carrés a2, b2 et c2, on comparera le plus grand à la somme des deux 
autres, et, suivant qu'il sera égal, plus petit ou plus grand que cette 
somme, l'angle opposé sera droit, aigu ou obtus. Le calcul peut 
même donner la longueur de la perpend. BD=h (fig. 64). Car on 
tire de notre formule, 

X = AD=^b- + 

x devient négatif, lorsque l'angle A auquel se rapporte le segment x 
est obtus, comme pour le triangle A'BC, pour lequel a2 b2 - } -c 2 . 
La fraction prend le signe - } - quand a c, comme fig. 65. 

Le second segment de la base est CD — y=b — x; enfin, la 
hauteur est * 

h = BD = ( c - f t f ) (c - x). 

Toutes ces formules se prêtent aux log. Soient, par exemple, 
a = 150, b= 66, c = 11 ô ; on voit que le triangle est possible 
(n° 206, 4«), car 150 < 110 - f - 6 6 , et > 110 — 66. De plus, 
1502^> 1102 - f - 662, dune l'angle A est obtus ; 011 trouve 

AD = x — 33 — 78 ,78 . . . = — 45,7878. . . . BD = h — 100,017. 

224. Si la ligne AC (fig. 93) divise en deux parties égales l'angle A 
au sommet du triangle BAD, les côtés AB et AD sont proportionnels 
aux segments BC et CD de la hase. En effet, en prolongeant DA en E, 

jusqu'à la rencontre de BE parallèle à AC,on a 7^77= : or 
DC BC 

l'angle BAC= ABE = DAC, de plus E = DAC; donc E = ABE. 

Le triangle EAB étant isocèle, on a AE — AB ; donc — 
DC BC 

225. Les parties de deux cordes BE, DC (fig. 94) qui se coupent 
en A, forment des produits égaux ** BA X AE — DA X AC. En 

* On peut donc trouver la surface d'un triangle dont on connaît les trois côtés, puis-
qu'on a sa base b et sa bauteur h. Dans notre exemple numérique, cette aire est 

= i 66 X 100,017 = 33oo,56. 

" On énonce ordinairement ainsi ce théorème et celui du n° a s8 : Les contes se cou• 
16* 



effet, menant BC et DE, nous avons les triangles BAC, DAE qui 
sont semblables à cause des angles (p. 233) inscrits au même arc, 
E — C, B = D. Comparant les côtés homologues , il vient 
BA AD 

d'où BAXAE = ADX AC. 

226. La perpend. AD (fig. 95) au diamètre BE se nomme une 
ordonnée. 

L'ordonnée AD est moyenne proportionnelle entre les segments, 
AB, AE du diamètre; car AD — AC dans la proportion qui précède. 
D'ailleurs, ceci revient au n° 221, 1°, puisque (fig. 92) le triangle 
rectangle ABC est inscriptible au demi-cercle. 

Si l'on veut donc une ligne x moyenne proportionnelle entre deux 
lignes données m etn (fig. 95), on prendra, sur une droite indéfinie, 
AB = m, AE = n; on élèvera une perpend. DC au point A, et 
sur le diamètre BE on tracera un cercle BDEC; AD sera x. 

227. Il résulte aussi de la proposition (n° 221, 2°) que (fig. 92) 
la corde AB est moyenne proportionnelle entre le diamètre BC et le 
segment BD correspondant. On a donc (fig. 96) BA2 = BC X BD 

B B D et BE2 — BC X BP, d'où —— = —— : ainsi, les carrés de deux 
Ut. - lit 

cordes qui partent d'un même point de la circonférence sont entre eux 
comme les segments du diamètre qui passe parce point. 

228. Toute sécante AE, AC (fig. 97) multipliée par sa partie exté-
rieure AB, AD, donne le même produit, AB X AE = AD X AC : 
en menant les lignes DE, BC, on a les triangles semblables ABC, 
ADE ; car outre l'angle commun A, ils ont C = E (p. 233). Ainsi, 
on a ~ = d'où AB X AE = AD X AC. 

La tangente AB (fig. 98) est moyenne proportionnelle entre une 

sécante quelconque AC et sa partie extérieure AD. En effet, en me-

nant BD, les triangles ABD, ABC sont semblables, car outre l'an-

gle A commun , on a C = ABD (n° 211, 4°) ; ainsi, ^ ^ = 

ou AB2 =AD X AC. 

pent en parties réciproquement proportionnelles ; les sécantes sont réciproquement 
proportionnelles à leurs parties extérieures. Nous avons préféré les cnoncialions ci-
dessus , comme comprises dans une phrase plus claire et plus facile à se présenter 
à l'esprit. 

Ces théorèmes peuvent être renfermés en un seul ; car, soient a 
et b les distances mesurées sur la droite AC (fig. 94, 97), d'un 
point A à la circonférence, ou AD = a,AC — b; soient de même 
a' et b' les parties analogues pour une autre ligne ABE, ou AB=a', 
AE = b'; on a ab = a'b', quel que soit l'angle sous lequel les lignes 
se coupent, et en quelque lieu que soit le point A. Si l'on fait 
tourner slE autour de A, les points d'intersection B et E chan-
geront, et lorsque la ligne AB (fig. 97) sera tangente, B et E coïn-
cideront ; ainsi a' = b', d'où ab =. a'2. 

229. Voici plusieurs problèmes qu'on résout par ces divers prin-
cipes: 

I. Mesurer la hauteur d'un édifice AB (fig. 99). On plante verti-
calement un piquet ou Jalon DE ; puis on dirige un rayon visuel 
DB au sommet B, et l'on marque le point C où il rencontre l'hori-

CE C A /on ; on a = — — ; tout est ici connu, excepte le 4e terme AB, 

qu'on détermine par le calcul (n° 72, 2°). 
On pratique cette opération plus commodément en se servant 

des longueurs AC et C'E' de l'ombre que projettent les hauteurs 
AB, DE' sur l'horizon. 

II. Mener une tangente à deux cercles (fig. 100). Soit AD'D cette 
tangente; joignons les centres par la ligne AC'C, et menons les 

siC' CD' 

rayons CD, CD' ; nous a v o n s - i - ^ - — M a i s pour une sé-

cante Al, en mettant Cl et Cl' au lieu de CD et CD', on 
A G C'1' 

aura donc CI est parallèle à C'1'. 
On mènera donc deux rayons parallèles quelconques CI, Cl' ; 

la droite II' ira couper C'C au point A, par lequel menant la tan-
gente à l'un des cercles, elle le sera aussi à l'autre. Lorsque les 
cercles ne se coupent pas, il y a une seconde solution en A', ce qui 
fait quatre tangentes. 

III. Par deux points donnés C et D (fig. 98), tracer une circonfé-
rence qtii louche la droite donnée AB? Cette droite ne passe pas entre 
C et D, puisqu'elle couperait la corde CD : en joignant Cet D par 
une droite prolongée en ^jusqu'à la rencontre avec AB, AD et AC 
sont connus, et il s'agit de trouver AB, car il ne restera plus qu'à 
faire passer un cercle par trois points donnés B, C, D (n° 198). 
Or, AB est tangente et ^ s é c a n t e (n°229), à'oùAB2 = ACX AD: 



on trouvera aisément (n° 226) la moyenne proportionnelle entre 
AC et AD. 

Le problème a deux solutions , attendu qu'on peut porter la lon-
gueur AB en sens opposé; voy. n° 829, III, et la fig. 197, où A et 
B sont les points donnés et DD' la tangente. 

Si la tangente était donnée parallèle à la corde, comme fig. 54, 
où A, B sont les points donnés, et TG la taog., le centre serait 
visiblement sur FF' perpend, au milieu de la corde AB, et le pied 
F serait le point de contact. Il faudrait ensuite tracer le cercle qui 
passe par A, B et F. 

1Y. Décrire un cercle CAB qui passe par un point donné m (fig.101), 
et touche deux droites données DA, BD. On a vu (n° 210, 1) que le 
centre de ce cercle est sur CD coupant par moitié l'angle ADB. 
D'ailleurs, la corde im perpend, sur CD est coupée'en o par le mi-
lieu : ainsi on mènera cette perpend, sur CD, on prendra om = oi, 
et il restera à faire passer un cercle par i et m, qui téuche DB 
ou DA. 

Si le point donné est en A sur l'une des droites, le centre est à 
la rencontre C de DC avec AC perpend, à DA. 

On sait donc tracer un cercle qui passe par trois points, ou par 
deux points et touche une droite, ou par un point et touche deux 
droites,ou enfin un cerclequi touche troisdroites données (n° 210,1). 

Y . Tracer un cercle Bi A (fig. 101) tangentàdeux droites DA,DB, et à 
un cercle Km donné. Le centre C est sur CD, qui coupeen deux parties 
égalesl'angle BDA : de ce centre inconnu C traçons un cercle HKG 
passant par le centre donné K; que ce centre K soit transporté en 
un point quelconque de HKG, le cercle CAm doit être tangent à ce 
cercle mobile. Considérons celui-ci dans sa position HA, où il tou-
che DA ; la tangente LH à l'arc HK est perpendiculaire au rayon 
CH, et par conséquent parallèle à DA. Donc la droite LH est 
connue, puisqu'elle est parallèle à DA, et distante de DA de la 
quantité donnée Km = HA. Il faut en dire autant de L'H' parallèle 
à DB. Ainsi le cercle HKGIÏ sera facile à décrire, puisqu'il est 
tangent aux droites tracées LH, L'H', et passe en K ; ce cercle KG 
a le même centre C que celui qu'on cherche ; il ne reste donc qu'à 
mener CK, et Cm sera le rayon demandé. 

Comme les parallèles LH, L'H' peuvent être menées dans l'an-
gle D, le problème comporte deux solutions, pourvu que la circonf. 
Km ne coupe DA, ni DB. 

On trouve, dans le 2° Supplément à la Géom. descript. de M. Ha-
chette, un grand nombre de problèmes de ce genre. 

YI. Trouver un point C (fig. 117) sur la circonférence ABD, tel 
que les cordes BC, CD, menées à deux points donnés A et D de cette 

courbe, soient entre elles dans un rapport donné = —. En suppo-

sant le problème résolu, la ligne CO qui coupe en parties égales 

l'angle BCD (n° 224), donne ^ = = o n prendra donc 

le milieu A de l'arc DAB, et l'on partagera en O la corde DB dans 
le rapport donné ; la droite AO prolongée donnera le point C. 

VII. Étant données la corde AB = k, et la hauteur DE — h d'un 
segmept ABDE de cercle (fig. 52), trouver, par le calcul, le rayon 
DC = r? Le triangle rectangle ADE donne AD2=^k2 h2; mais 
on tire du n° 227, AD2 = Ihr; ainsi, en égalant ces deux valeurs, 

k2 

on trouve r = \ h - j - On a coutume de donner le nom de flè-

che du segment à sa hauteur DE. 
Si k = 313 et h = 12,32, on trouve r = 1000. Cette formule 

peut servir à faire retrouver le centre C d'un arc tracé. 
VIII. Parle point B (fig. 102) d'intersection de deux cercles, 

mener une corde CD, qui ait une longueur donnée M. Supposons 
le problème résolu; menons par le point B une ligne quelconque 
EF, et joignons A avec E, C, F et D-, les triangles AEF, ACD ont 
l'angle E — C, comme appuyé sur le même arc BIA; de même, 

E F AE 
F = D : ainsi, — = — , , et AC est une quatrième proportion-
nelle à EF, M et AE ; on prendra donc FL = M ; on mènera LK 
parallèle à AF, AK sera = : il ne s'agira pins que de décrire du 
centre A, avec ce rayon AK, un cercle qui donnera , par son in-
tersection , le point C ou C' : on a ainsi les deux solutions du pro-
blème, qui serait absurde si l'arc décrit avec le rayon AK était en-
tièrement au dehors du cercle AE. 

IX. Proposons-nous de couper une ligne CA (fig. 103) en deux 
parties telles, que la plus grande BC soit moyenne proportionnelle 
entre l'autre partie AB et la ligne entière AC ; c'est ce qu'on appelle 
couper la ligne AC en moyenne et extrême raison. La proportion 
AB \ BC I". BC AC ne peut faire connaître EC, parce qu'elle 
contient une 2e inconnue AB; mais augmentant chaque antécédent 



de son conséquent (n° 78, 1»), comme AC = AB - f BC, on a 
AC \ BC : : BC-^AC \ ACouAC-=BC (BC-\- AC)-, il s'agit donc 
de déterminer sur AC un point B tel, que AC soit moyen propor-
tionnel entre BC et BC - f AC; c'est ce qui aura lieu si l'on con-
struit un cercle dont AC soit la tangente, BC - f AC la sécante en-
tière, et BC la partie extérieure ( par conséquent AC la partie 
interceptée dans le cercle). Élevons en A la perpendiculaire 
AD=\ AC, menons l'hypoténuse DC; nous avons 

AO = CEXCF=CEX [CE -f CA)\ 

donc CE est la longueur inconnue qu'on doit porter de C en B; 
B sera le point demandé *. 

X. Inscrire un triangle def dans un autre ABC (fig. 105), c'est-à-
dire le placer comme DEF, de sorte que d tombe en D sur le côté 
AC, etc. En supposant le problème résolu, et traçant par les points 
EFB une circonférence, ainsi que par ADF, on voit que le segment 
FOE est capable de l'angle donné B, et le segment FOD capable 
de l'angle A (n° 212, IV). Décrivons donc sur fe et fd des segments 
capables de B et A. La base AB est donnée, et forme une double 
corde dans les deux cercles. Si donc, d'après le problème VIII, on 
décrit en f la corde ab = AB, il ne restera plus qu'à mener les 
lignes ad, be prolongées en c, et l'on aura le triangle abc = ABC; 
par conséquent on connaîtra les points D, E, F, puisque 
BE = be, etc. Comme on peut mener la corde ab dé deux maniè-
res. le problème a deux solutions. 

Des Polygones. 

280. On nomme Polygone toute figure ABCDEF (fig. 106) ter-
minée par des droites. Le Quadrilatère a h côtés, le Pentagone 5, 

" On peut encore opérer comme il suit (fig. io4). On a trouvé 

AC' = BC1 -+- AC X BC= BC X ( B C - f - AC) = BC X BD, 

en prolongeant ¡aligne AC de CD = CA. £étantle milieu de DC, on aBC= BE— EC 
BD = BE -+- EC; le produit change noire équation en AC* = BE» — EC1 • ainsi 
AC, BE, EC sont les trois côtés d'un triangle rectangle EFC. On mènera done CF égal 
et perpendiculaire à AC; tirant l'hypoténuse EE et la portant de E en B, on aura le 
points. Cette construction s'applique avec élégance au théorème n° 240. 

rHexagone 6, l'Octogone 8, le Décagone 10, le Dodécagone 12, le 
Pentadécagone 13, etc. Le nombre des angles est le même que celui 
des côtés ; car tant que le polygone n'est pas fermé, chaque côté 
qu'on trace fait un angle de plus, et la figure reçoit un côté de plus 
qu'elle n'a d'angles ; enfin le côté qui ferme le polygone fait deux 
angles. 

Une Diagonale est une ligne AD (fig. 118) qui traverse le poly-
gone d'un angle à l'autre. La diagonale AC sépare le triangle ABC 
du polygone ABCD... de n côtés, et réduit la figure kACDEF de 
n 1 côtés. Chaque diagonale menée de A sépare de même un 
nouveau triangle, et réduit le polygone à avoir un côté de moins ; 
enfin, lorsqu'on n'a plus qu'un quadrilatère ADEF, la seule diago-
n a l e ^ le partage en deux triangles. Ainsi, il y avait d'abord au-
tant de diagonales que de triangles et de côtés supprimés; mais 
pour la figure de 4 côtés, une seule diagonale donne 2 triangles ; 
donc le nombre de diagonales qu'on peut mener d'un même angle A à 
tous les antres est 11 — 8 ; celui des triangles est n — 2. 

Tous les angles de l'hexagone ABCD sont Saillants; l'angle 
A (fig. 107) est Rentrant (n» 172). 

231. Pour construire un polygone dont toutes les parties soient 
données, après avoir pris sur une droite indéfinie (fig. 106), une 
longueur AB égale à l'un des côtés, on formera en A et B deux 
angles BAF, ABC égaux à ceux qu'on sait devoir être adjacents à 
AB; puis on prendra sur BC et AF |es longueurs données, et ainsi 
de suite. 

Après avoir ainsi tracé les côtés FA, AB, BC, CD et DE, le côté 
FE, destiné à fermer l'hexagone, est déterminé, ainsi que les angles 
E et F. Si donc n désigne le nombre des angles d'un polygone, 2« 
sera celui des parties qui le composent, 2 » — 3 est celui des quan-
tités qu'il suffit de connaître pour pouvoir le construire. Il y a donc 
des relations qui lient entre elles ces 2n parties, de sorte qu'on 
puisse déterminer 2 côtés et un angle, d'après la connaissance des 
autres parties. Ce problème de Polygonométrie ne peut maintenant 
être résolu ; mais il est facile d'assigner la relation qui existe entre 
les angles. 

232. Si n est le nombre de côtés et D l'angle droit, la somme des 
angles intérieurs est 2D (n — 2), ou 2 fois autant d'angles droits que 
le -polygone a de côtés moins deux. Car menons d'un point quelconque 
intérieur O (fig. 106), les lignes OA, OB, OC...; elles formeront 



autant de triangles OdB, OBC.... qu'il y a de côtés. La somme 
de tons les angles est donc deux droits, répétés autant de fois qu'il 
y a de côtés, ou %iD. Mais la somme des angles en O vaut quatre 
droits : donc on a %iD — 4 £ . C'est aussi ce qui résulte de ce que 
ces angles sont la somme de ceux des ( » — 2) triangles en lesquels 
le polygone est décomposé par ses diagonales (fig. 118). 

233. Les quatre angles d'un quadrilatère valent donc quatre 
droits. Si cette figure a deux de ses côtés parallèles Aa, Hh (fig.81), 
on la nomme Trapèze; c'est un Parallélogramme (fig. 108), si les 
quatre côtés sont parallèles deux à deux. On sait d'ailleurs (n°193), 
que la diagonale BD partage tout parallélogramme en deux trian-
g le^ égaux ABD, BCD; que les angles opposés sont égaux, 
A — C, B=D; que les côtés opposés sont égaux. Réciproque-
ment, si AB= DC et AD = BC, la figure ABCD est un parallé-
logramme. Les diagonales AC, BD se coupent mutuellement en 
deux parties égales; cela résulte de l'égalité des 'triangles AOD et 
BOC. 

Le Rhombe ou Losange est un parallélogramme (fig. 109) dont 
les quatre côtés sont égaux. Il est visible que les diagonales AC et 
BD sont à angle droit, parce que les quatre triangles AOD, A OB, 
DOC et BOC sont égaux. Réciproquement, si AO — OC et 
DO — OB, la figure ABCD est un parallélogramme, qui devient 
même un rhombe, lorsque AC et BD sont à angle droit. 

Enfin, si le parallélogramme ABCD (fig. 110) a l'un de ses angles 
A droit, l'angle opposé C, qui lui est égal, sera aussi droit; il en 
est de même des autres B et D, puisque réunis ils valent deux 
droits, et qu'ils sont égaux ; la figure a donc ses quatre angles 
droits. C'est pour cela qu'on nomme Rectangle le parallélogramme 
qui a ses angles droits. Les diagonales AC, BD sont égales. 

Si AB = AD, te rectangle s'appelle Carré; le carré a donc les 
quatre côtés égaux et les quatre angles droits. 

234. La somme des tingles extérieurs GAB, HBC. . . (fig. \U), for-
més en prolongeant dans un même sens les côtés d'un polygone, vaut 
toujours quatre angles droits. En effet, les angles extérieurs sont sup-
plements des intérieurs adjacents : mais l'angle AOB est supplé-
plement des angles OAB + OBA ; de même, BOC l'est de 
OBC-f- OCB, etc ; donc la somme des angles en O, ou qûatre droits, 
est la somme des suppléments des angles ABC, BCD... du poly-
gone. C. q. f. d. 

235. Les polygones qui ont les côtés égaux et les angles égaux 
sont appelés Réguliers. Un cercle qui touche tous les côtés d'un po-
lygone est appelé Inscrit ; le cercle est Circonscrit quand il passe 
par les sommets de tous les angles. 

On peut toujours inscrire et circonscrire un cercle à un polygone 
régulier ABCDEF (fig. 112). 1° En effet, divisons les angles A et B 
en deux parties égales, par les lignes AO et BO, et du point O de 
concours menons OC. Le triangle A'BO = BOC, car AB = BC; 
le côté OB est commun, et l'angle ABC a été divisé en deux parties 
égales : donc OA = OC = OB. On prouvera de même que 
OB = OD = OC, etc. 

On voit donc que le point O est le centre du cercle circonscrit au 
polygone; que les lignes menées de ce centre aux angles sont 
égales ; qu'elles divisent ces angles en deux parties égales; qu'elles 
forment des triangles isocèles AOB, BOC... Enfin que les angles 
au centre AOB, BOC sont égaux entre eux. 

2° Les cordes AB, BC étant à la même distance du centre O, 
les perpendiculaires OG, OI... sont égales (n° 208); si donc on 
décrit du centre 0 avec le rayon OG une circonfére'nce, elle touchera 
tous les côtés du polygone en leur milieu G, I.... 

236. Nous savons donc circonscrire et inscrire des circonférences 
a un polygone régulier donné. Le problème inverse consiste à in-
scrire ou circonscrire un polygone régulier d'un nombre de côtés 
déterminé à une circonférence donnée : or, il s'en faut de beaucoup 
qu'on sache résoudre ce problème en général. Nous allons exposer 
les cas dans lesquels on peut en trouver la solution. 

Avant, nous remarquerons que, lorsqu'un polygone est inscrit, il 
est aisé d'en circonscrire un d'un même nombre de côtés, et réci-
proquement. En effet, soit ABC (fig. 113), un polygone régulier 
inscrit donné; aux points A, B, C menons les tangentes aff ab, 
bc. .., leur système formera le polygone circonscrit demandé ; car, 
les triangles aAB, bBC.... sont égaux et isocèles, parce que leurs 
bases AB, BC.... sont égales, et que leurs angles adjacents ont la 
même mesure (n°211, 4e) : donc aB = Bb = bC = Ce..., l'angle 
a = b = c.... 

On pourrait aussi (fig. 112) mener des tangentes par les milieux 
g, i, k.. . des arcs AgB, BiC, CkD...; aôcrfe/formerait le polygone 
demandé : car les côtés étant parallèles à ceux du polygone in-
scrit, les angles sont égaux (n® 192, 3°) : de plus, l'angle GOI est 



divisé en deux parties égales par OB, puisque B est le milieu de l'arc 
gi. D'un autre côté, le triangle gOb =bOi, et Ob coupe le même 
angle gOi en deux parties égales : ainsi les trois points O, B, b sont 
en ligne droite. Il en est de même de O, C et c, de 0, D et d... On a 

donc, BC^ OB, 
ab Ob' bc Ob' 

d'où ab = bc, puisque AB = BC. Et ainsi des autres côtés. 
Cette double construction serait assez pénible : il est préférable 

de mener une seule de ces tangentes ab (fig. 112), de la conduire 
jusqu'aux rayons OA, OB prolongés, puis de décrire du rayon Oa 
une circonférence, sur laquelle on porte ab autant de fois qu'il y a 
de côtés. 

Réciproquement, si le polygone circonscrit abcdef est donné, 
on mènera du centre O les lignes aO,bO. . ., puis par les points 
A, B..., où elles coupent la circonférence, on décrira les cordes 
AB, BC...., et le polygone régulier sera inscrit. 

287. Puisque la somme des angles au centre est AD, chacun vaut 
AD • 

— lorsque le polygone est régulier, n désignant le nombre de côtés 

du polygone. 
L'angle au centre du triangle équilatéral est donc | D, 
Celui du carré est D, du pentagone régulier f D, 
De l'hexagone f D, du décagone f D, etc. . . 
La somme des angles à la circonférence (n° 232) est 2D (n — 2) ; 

chacun vaut donc ^ ^ —. Ainsi l'angle du carré est droit : 
n ° ' 

celui du pentagone régulier est f D, de l'hexagone f D, du déca-
gone | D.... Q 

Chaque côté AB, BC... sous-tend un arc = —, C désignant la cir-
n 

conférence. 
238. Le côté FE de l'hexagone régulier inscrit est égal au rayon OF 

(fig. 114) : car l'angle FOE est le 6e de quatre droits, ou 0 = \D; 
les angles égaux E et F du triangle isocèle OFE valent ensemble 
2D — | D ou | D : chacun vaut donc f D, et le triangle OFE a ses 
trois angles égaux ; d'où FE = OF. 

Si l'on joint les angles de deux en deux, on aura le triangle BDF 
équilatéral inscrit : comme EO = EF = le rayon R, ODEF est 

un rhombe, les diagonales sont à angle droit (n° 283), et 
JO = EI= B; ainsi (n° 221, 4°), 

F I ^ Y ( F O - l O
2

) = _ ± R
3

) = R / 3 . 

d'où FD = R ]/ 3. C'est le côté du triangle équilatéral inscrit. 
En divisant en 2, 4, 8 . . . parties égales les arcs A B , B C . . . , on 

aura les polygones inscrits de 12, 24, 4 8 . . . 8 X % côtés. 
239. Puisque (n° 237) l'angle au centre du carré (fig. 110) est 

droit, pour inscrire un carré dans uu cercle A B C D , on mènera 
deux diamètres perpendiculaires AC, BD, et l'on joindra leurs 
extrémités. On voit, en effet, que la figure A B D C a les quatre 
angles droits et les côtés égaux. On a 

A D
2

 = D O
2 - f A O

2 = 2 R
2

; d'où A D = / ? / 2 . 

Puisque -jr~= | / 2 on voit que la diagonale du carré est incommen-D • AD Puisque —— A 
surable avec son côté (n° 63). 

On sait donc inscrire les polygones de 4, 8, 16 . . . .2' côtés. 
2-iO. Soit AB (fig. 115) le côté du décagone régulier inscrit, 

l'angle O au centre est f D (un 237) ; les angles égaux OAB, OBA 

réunis valent 2D — f D ou f D ; donc chacun vaut f D, c'est-à-dire 
est double de O. Pour trouver le rapport de AB au rayon A O , 

divisons l'angle B en deux parties égales par la droite CB; l'angle 
ABC = O = CBO, indique que le triangle OBC est isocèle, d'où 
O C = C B . M a i s l e Irianglex/CZ?l'est aussi, à cause d q C = \ D = A ; 

ainsi C B = A B = O C . Or, on a (n° 224) - r - » ou — 
v

 ' O C O B ' A B A O ' 

ou le côté AB moyen proportionnel entre AC et AO ; d'ailleurs, 
CO ou AB < AO donne aussi AC < AB : donc (n° 229, IX) , 

En divisant le rayon en moyenne et extrême raison, la plus grande 
partie sera le côté du décagone régulier inscrit. 

AB = BF donne AF pour le côté du pentagone régulier inscrit. 
On pourra aussi inscrire les polygones réguliers de 20 ,40 . . . . 5 X 2' 
côtés. Et comme les côtés de l'hexagone et du décagone sous-tendent 
des arcs qui sont le 6e et le 10e de la circonférence C, la différence 
de ces arcs , ou f C — C= r j C, est sous-tendu par le côté du 
polygone régulier de 15 côtés , et de là ceux de 30, 60 . . . . 15 X % 
côtés. 

Tels sont les polygones réguliers qu'on sait inscrire, et qu'on 



peut comprendre dans la formule a X 3*', « étant l'un des quatre 
nombres 3^4, 5 et 15, et i = 0, ou nn nombre entier et positif quel-
conque. Quant aux autres polygones, on se contente, faute de 
mieux, de diviser, en tâtonnant, la circonférence en un nombre 
convenable de parties égales. On résout aussi le problème à l'aide 
du compas de proportion et du rapporteur ; mais comme ces instru-
ments sont eux-mêmes construits par tâtonnement, on ne peut 
regarder ces procédés comme géométriques. La division de la cir-
conférence en parties égales est surtout importante pour faire les 
instruments propres à la mesure des angles (voy. la Géométrie du 
Compas, par Mascheronï). Comme la trisection de l'angle compléte-
rait cette opération (n° 212, III), on s'est longtemps, mais en vain, 
efforcé de trouver la solution de cette question. Elle est maintenant 
démontrée impossible par le secours de la règle et du compas seuls 
(n° 464, I). 

2-41. Nous terminerons par l'exposition de quelques propriétés des 
quadrilatères inscriptibles au cercle. 

I. On a, dans le quadrilatère ABCO (fig. 116) , A - f C= 2 
droits, puisque les angles A et C embrassent la circonférence en-
tière (n° 211) ; de même, B -]- 0= 2 droits. Ainsi, dans tout qua-
drilatère inscriptible au cercle, les angles opposés sont supplémen-
taires. 

Réciproquement ,si A -^-C = B-\-0 = 2 droits, le quadrila-
tère ABCO est inscriptible au cercle, puisque si la circonférence 
passant par AOC, ne passait pas en B, l'angle B',ne serait pas le 
supplément de 0 (n° 213). 

Donc , on peut toujours circonscrire un cercle à tout rectangle 
ABCD (fig. 110); les diagonales BD, AC sont les diamètres. 

II. Dans tout quadrilatère inscrit ABCD (fig. 117), le produit des 
diagonales égale la somme des produits des côtés opposés. Car, menons 
ÇA qui fasse l'angle KCD = BCO; d'où BCK = OCD, en ajou-
tant OCKaux deux membres : or , l'angle BAC= BDC (n° 211) ; 
ainsi les triangles BAC et KCD sont semblables. De même, l'an-
gle CBK = CAD, et le triangle CBK est semblable à CAD. Donc 
on a 

KD _ AB BK _ AD 
CD ~ AC> BC~ AC' 

d'où KD X 4C = AB X CD, BKX ¿C ~ AD X M s ajou-

tant ceséqu., il vient enfin AC X BD=s ABy^CD-\- AD X BC. 
III. Si des points A et B (fig. 108), on abaisse sur la base DC 

du parallélogramme ABCD les perpendiculaires AE, BF, les trian-
gles ADC, BDC donneront (n° 222) 

AC2 = AD2 -f DO — 2£<7 X DE, 
BD2 = BC2 + DO -}- 2DC X CF. 

En ajoutant ces équ., comme DE = CF et AB = DC, on a 

BD2 -}- AC2 = AD2 -f BC2 -f DC2 -f AB2. 

Ainsi, dans tout parallélogramme , la somme des carrés des diagonales 
est égale à la somme des carrés des côtés. La proposition est d'ailleurs 
évidente pour un rectangle (n° 221, 4°). 

Des Figures semblables et delà Circonférence. 

242. On dit que deux polygones (fig. 118) ABCDEF, abcdefsont 
semblables, lorsqu'ils sont formés des triangles T et t , T' et t ' , 
T" et t" , respectivement semblables et disposés dans le même 
ordre. , 

Sur une droite donnée ab, homologue à AB, il est aisé de décrire 
un polygone abcd semblable à ABCD . . . . On fera d'abord t 
semblable à T, ce qui ne présente aucune difficulté (n° 218); puis 
t' semblable à T', sur ac homologue à AC, etc. 

Les polygones semblables ont les angles égaux et les côtés homo-
logues proportionnels. Car les triangles semblables T et t ont l'an-
gle B = b, ainsi que l'angle BCA = bca ; de plus (n° 218') 
AB BC AC 
— ~ h T = = ~^T' D e m e m e ' T e t 1 o n t l ' a n g ' e ACD = acd; d'où 

l'on voit que l'angle BCD = bed : en outre, — = — = 
ac de bc' 

On prouverait de même, à l'aide de Vet t", que l'angle CDE=cde 
CD DE ' et que — = _ , etc. 

Réciproquement, si les polygones ont les angles respectivement 
l „ , • J i A B BC CD égaux, et si de plus — = _ « , etc., ¡es polygones mit 



semblables ; car B = b, et les côtés qui comprennent ces angles sont 
proportionnels, par hypothèse; d'où il suit (n° 219) que Tetl sont 

BC C 
semblables, et de plus, — = — - , et l'angle BCA = bca. ReIran -

bc ac 
chant ces angles de BCD = bcd, il reste l'angle ACD = acd ; et 

BC CD AC CD comme on suppose que -r— = — r , on a = — r , a cause du 
' r ^ bc cd ac cd 

BC 

rapport commun ce qui prouve que T est semblable à t' ; et 

ainsi de suite. 
1° Les polygones réguliers d'un même nombre de côtés sont des 

figures semblables, puisque leurs angles sont respectivement égaux, 
ainsi que leurs côtés (n°235). 

2° Si après avoir conduit les diagonales des angles A et a 
(fig. 119), on a des triangles semblables chacun à chacun , les an-
gles sont égaux, et les côtés homologues proportionnels : donc , si 
l'on mène les diagonales d'un autre angle tel que E, e, les nouveaux 
triangles composants seront aussi semblables. 

3° Donc, deux diagonales homologues quelconques BE, bu 
(fig. 119)sont proportionnelles à deux côtés quelconques CD, cd, 

. BE CD savoir, —— = — - . 
be cd 

4° Soient deux polygones semblables ABC.. .. abc (fig. 119) : si 
l'on prend deux côtés homologues quelconques ED et ed, et s i , de 
leurs extrémités, on mène les diagonales à tous les autres angles, on 
formera des triangles respectivement semblables, EDFà edf, EDA 
à eda, EBD à ebd, e t c . . . . ; car les angles des polygones sont égaux, 
et les diagonales homologues sont proportionnelles aux côtés. 

S0 Lever un plan n'est autre chose que construire des polygones 
semblables à ceux que forment, sur le terrain , les droites qui joi -
gnent des points dont la situation respective est connue. Pour cela, 
on mesure sur le terrain un nombre suffisant de parties ; puis on 
décrit ensuite, sur le papier (n° 2 1 8 . . . . ) , d'autres triangles sem-
blables à ceux qui composent les polygones dont il s'agit. 

243. Si, dans deux polygones semblables (fig. 119), on mène deux 
droites Gh , gli, placées semblablement, c'est-à-dire coupant les 
côtés BC, bc en parties proportionnelles, ainsi que Feetfe, les Ion-

r-rr , , , , GH BC gueurs b i l , gh seront dans les rapports des cotes, ou —— = - j—, et 

POLYGONES. 

feront des angles égaux avec ces côtés. En effet, soit pris sur BC et bc 
HC CB CE des points H et h, tels qu'on ait = — — > et menons 

HE, lie. Les triangles H CE, Ace seront semblables (n° 219), puisque, 
l'angle HCE — lice. Il s'ensuit que l'angle EHC = elic et 

eh hc 

Maintenant, en considérant les polygones semblables ABI1EF, 
abhef, si les points G et g coupent les côtés FE et fe proportion-
nellement, la ligne GH jouira de la même propriété que IiE. 
Donc, etc. 

244. D'un point quelconque 0 (fig. 120), pris dans l'intérieur 
du polygone ABC...., menons des lignes OA, OB.... aux som-
mets AB C....; prenons sur ces lignes des longueurs qui leur soient 

OA OB OC 
proportionnelles, ou telles qu'on ait—— == L e s 

triangles OAB, Oab seront semblables, et AB parallèle à ab. En 
raisonnant de même pour OBC, Obc, etc., on verra que les poly-
gones ABC,... abc,... ont les côtés parallèles et proportionnels , 
et par conséquent sont semblables. 

De même, sur les lignes Ob, Oa, si l'on prend des parties OK, 
Ok proportionnelles aux côtés ae, AE; puis OF, »/proportion-
nelles à ab, A B, etc., les polygones KFG, ...kfg, .. .seront sem-
blables, comme formés de triangles OKI, Oki, OKF, okf, . . . . 
respectivement semblables. 

245. Les périmètres de polygones semblables sont comme leurs 
AB BC CD 

lignes homologues ; ear (fig. 118) on a = = ) 

et le théorème (n° 73, 3°) donne 

AB -f BC -f CD _AB _ BC 
ab -j- bc 4" C(L H- • • • • bc 

En appliquant ceci aux polygones réguliers d'un même nombre 
, ABCD.... AB OB 01 ,ft lsm de côtes, on a — — = — r = - r - = - 7 T r (fig. 121), parce 

abcd ab ob Oi 
que les triangles OBI, Obi sont semblables, comme ayant les 
angles au centre égaux (n° 235) ; ainsi, les périmètres des polygones 
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réguliers semblables sont entre eux comme les rayons des cercles inscrits 
et circonscrits. 

246. La circonférence est la limite des polygones réguliers inscrits 
et circonscrits [ n° 113). Chaque côté AB (fig. 122) d'un polygone-
régulier étant plus court que l'arc ACB qu'il sous-tend, on voit que 
la circonférence rectifiée est plus longue que le périmètre de tout 
polygone inscrit. De plus, prenant G au milieu de l'arc BGA, on a 
la corde AB < AG - f CB, ce qui fait voir qu'en doublant le nom-
bre des côtés d'un polygone inscrit, le périmètre approche de plus 
en plus de la circonférence, sans cesser d'être plus petit qu'elle. 

D'un autre côté, l'arc CAL <CE-{-EL (n° 172) fait voir que 
le périmètre de tout polygone circonscrit est plus grand que la cir-
conférence ; la tangente AKest le demi-côté du polygone circon-
scrit d'un nombre double de côtés (n° 236) ; et comme KA, perpen-
diculaire à AO, est < l'oblique KE, on a AK + KC < EC : en 
doublant le nombre des côtés d'un polygone circonscrit, le péri-
mètre approche donc davantage de la longueur de la circonférence 
sans cesser d'être plus grand qu'elle. 

P et p étant les périmètres de polygones réguliers semblables, 
l'un circonscrit, l'autre inscrit, et R et r les rayons OC, 01 des 

cercles inscrits, on a - = - , et P — p = (R-r) (n°73, 1°). p r it 
Or, P diminue en s'approcliant de la circonférence LCB . . . . , 
R est constant, et R — r ou CI décroît indéfiniment lorsqu'on 
double successivement les nombres de côtés de polygones P et p 
(n°209); ce qui prouve que la différence P — p entre leuis péri-
mètres approche autant qu'on veut de zéro , c'est-à-dire que ces 
périmètres approchent indéfiniment de la circonférence, qui est 
toujours comprise entre eux, et qui ne leur est jamais rigoureuse-
ment égale : donc, etc. 

247. Les circonférences sont entre elles comme leurs rayons ou leurs 
diamètres. En effet (fig. 121), désignons par Ce te les circonférences 
dont les rayons sont BO = R,bO=r; par P et p deux polygones 
réguliers inscrits ABC abc semblables, enfin par Z et s la 
différence entre chaque périmètre et la circonférence circonscrite, 
ou C— P= Z, c — p — s. On entire 
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or, R, C, ret c restent constants, Z et z varient avec le nombre des 
côtés, et peuvent devenir aussi petits qu'on voudra; donc (n° 113) 

• 

C e C R 1R 
R = ? 0 U 7 = 7 = 27-

248. Trouver une ligne droite égale à une circonférence d'un rayon 

donné, c'est-à-dire rectifier cette courbe. Concevons deux circonfé-

rences C, c de rayons R, r : nous avons — • = chaque circon-
2n Ir 

férence contient donc son diamètre le même nombre de fois, que 
nous désignons par z . Si l'on connaissait ce quotient constant x, on 
aurait donc 

circonférence R = 2xR. 

Pour déterminer le rapport constant r de toute circonférence à son 
diamètre, il faut trouver la longueur rectifiée d'une circonférence 
quelconque, ainsi que celle de son diamètre ; puis diviser la pre-
mière par la seconde; le quotient sera le nombres-. Pour cela, pre-
nons un polygone régulier quelconque dont nous connaissions le 
périmètre , et les rayons r et R des cercles inscrit et circonscrit ; 
puis concevons un autre poygone régulier isopérimètre, c'est-à-dire, 
d'un contour égal ; et calculons les rayons r' et R' des cercles inscrit 
et circonscrit à ce dernier. 

BE — a (fig. 123) est un côté de ce polygone, HD un diamètre 
perpendiculaire, C le centre du cercle BDE ; CA = r, CB = R 
sont les rayons donnés des circonf. inscrite et circonscrite. Me-
nons DB, DE, puis la perpendiculaire CG tombant au milieu G de 
la corde DE ; et par le point G, IG parallèle à BE ; 1G sera moi-
tié de BE (n° 218). Comme l'angle EDBest moitié de ECB, EDB 
sera l'angle au centre, et G / l e côté du polygone régulier d'un 
nombre double de côtés ; DF = DG — R seront les rayons de 
cercles inscrit et circonscrit à ce dernier. Or on a 

DF = ^DA=z'-(DC-\- CA),our'=^(RJtr)-, 

dans le triangle rectangle CGD, DG2 = DC X[DF (n° 221,2»), 
ou R'2 = R/ ; ainsi / et R' sont donnés par les équations 



Répétant ce calcul sur le polygone I G , on trouvera de même les 
rayons et R" des polygones réguliers isopérimètres d'un nombre 
double de côtés du précédent ; puis les rayons r", R'", etc.; on aura 
ainsi une série de résultats , 

r,R, R', r", R", r'", R'"... ., 

dont chaque r est la moyenne arithmétique, et chaque R la moyenne 
géométrique entre les deux termes précédents. Tels sont les rayons 
des cercles inscrits et circonscrits à cette suite de polygones régu-
liers isopérimètres d'un nombre de côtés continuellement doublé. 

Mais F étant au milieu de AD, AF ou DF AC, / r ; puis 
l'hypoténuse DC DG, ou R' < R : ainsi r, r', r".... croissent, 
et R, R', R".... décroissent continuellement. Ces quantités tendent 
sans cesse vers l'égalité à mesure que les côtés deviennent plus 
nombreux; car BC2 — CA2 = BA2, ou R2 — — \ a2, donne 

R - 1 
r — A (R _j_ r) ~ 8r" 

et a décroît autant qu'on veut, tandis que r' augmente. On voit donc 
que si l'on superpose tous ces polygones en faisant coïncider leurs 
centres G, D,... les circonf. inscrites s'en ecartent, et les circon-
scritess'en rapprochent de plus en plus. Elles finissent par ne laisser 
entre elles qu'un espace aussi petit qu'on veut, dans lequel se 
trouve tracé le polygone régulier. Que l'on ait poussé le calcul des 
ret R jusqu'à 10 chiffres décimaux, par exemple, et l'on trouvera 
enfin deux rayons dont ces dix chiffres seront les mêmes : la dis-
tance du polygone à ses deux circonf. sera nulle dans cet ordre 
d'approximation, et l'on pourra prendre le périmètre de ce polygone 
pour longueur de ces circonf. 

Soit donc a le côté du premier polygone de n côtés ; na sera 
son contour, et celui de chacun des autres polygones : et si x est 
le rayon des cercles inscrit et circonscrit dans l'ordre de décima-
les conservées au calcul, ou celui de la circonférence définitive 

«> n a 
n a = àttx, ?r = — . Si-

Par exemple, le côté de l'hexagone inscrit« = 1, le périmètre 
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= 6 ; i î = 1, = j / ( OB2 — IB2) (fig. 122), ou r = { [ / 8 : 
en tire successivement les résultats suivants : 

r = 0,86602 5404 0,95356 5731 0,95490 8355 
R = 1 0,95561 1769 0,95494 0311 
r* = 0,95501 2702 0,95458 8750 0,95493 4552 
R' — 0,96592 5826 0,95510 0122 0 ,95493 2522 
r" = 0,94946 9264 0,95484 4436 0,95492 8327 
R" = 0,95766 2197 0,95497 2270 0,95493 0325 

Dès qu'on arrive à deux rayons successifs égaux x, ce nombre est 
le rayon de la circonférence isopérimètre qui est = 6 = '¡¿xx; 
orx= 0,95492 9662; ainsi * = 8,14159 2654. On peut obtenir 
ainsi x avec telle approximation qu'on veut. Au reste, nous expo-
serons des procédés plus expéditifs. On obtient 

<c = 5,14159 26555 89795 25846 26435 85279, 
log. « = 0 ,49714 98726 94155 85455 12682 88291. 

Si dans l'équ. circ. R = 2zR, on fait R = i , et =s 1, il vient 
circ. = - , et i circ. = t : donc le rapport constant x de toute cir-
conférence à son diamètre exprime aussi la circonf. dont le diamètre 
est un, et la demi-circonf. quia un pour rayon. 

' Le calcul des rayons Jîest facile par log. ; mais on l'abrège encore par le procédé sui-
vant. Soit R — r1 -i-d, il étant la differ, des deux rayons entre lesquels on veut une 
moyenne géométrique. R!* = ¡/(r'' -+- r1 d) ; on a (n" : 3 5 ) en extrayant la racine 

Î W + ^ - ^ L , etc. 

Ces formules abrègent les opérations : mais on remarque que si d n'a au plus que la 
moitié des chiffres de r1, en considérant ces nombres comme entiers, d'est <^8 r1 parce 
que d2 n'a plus que la même quantité de chiffres que r'. Pour avoir une valeur de R' ap -
prochée à moins de $ , on peut donc se contenter de R' = r ' - H i d, qui est moyenne 
arithmétique entre R et r'. Ainsi dès qu'on est arrivé à deux valeurs consécutives de 
R et r', dont la moitié à gauche de leurs chiffres est une partie commune, on n'a plus a 
prendre que des moyennes arithmétiques. C'est ce qui arrive ci-dessus au nombre mar-
qué (*) et à tous les suivants. Alors il n'est plus nécessaire de calculer ces moyennes 
successives; car soit m un de ces nombres et m -h o' le suivant, leur moyenne est 
»» + £ J = m -H |cf — | o"; et continuant de prendre les moyennes, on trouve 

m + lf-h-L*, « H - Î ' + J L * . . . 

nombres dont la limite est m + f - i : telle est la valeur définitive des quantités r et R 
lorsqu'elles sont devenues égales. 
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Si on limite la valeur à r = 3 , 1 4 2 . . . . on trouve qu'on peut 
poser = Ce résultat très-simple, dû à Archimède, est 
adopté dans les arts. Adrien Métius, en prenant 8 ,141393 , a 
trouvé 7T = - H T , nombre remarquable en ce que les termes sont 
formés des trois premiers impairs', répétés 2 fois, 118, 355. Ce ré-
sultat ayant 6 décimales exactes, ne produit pas une erreur d'un 
centimètre sur une circ. de 18000 mètres de rayon (1 ligne sur 
4000 toises de rayon). 

Voici une rectification graphique approchée de la circonf. On a 
prouvé (nos 238, 239) que le côté du carré inscrit est R[/2 5 que 
celui du triangle équilaléral est R{/ 3 : la somme est R 2 - { - { / 3) 
ou R X 8 ,14627 . . . . , égale, à un demi-centième près , à la demi-
circonf. rectifiée. Ainsi, après avoir inscrit au cercle proposé, par 
les procédés connus, un carré et un triangle équilatéral, on ajou-
tera le côté de l'un au côté de l'autre, et l'on aura, à très-peu près, 
une droite égale à la demi-circonférence. 

Lorsque la circonférence C est donnée, et qu'on demande sou 
diamètre D, de C = x D, on tire 

D = ^-C=kCk = l = 0 , 8 1 8 3 1 . . . , log k = T.50285013. 

L'are ACB (fig. 122) étant le nâme de la circonférence, ou l'angle 
O le n'lmc de 4 droits, a. son nombre de degrés, on a la proportion 
180° : zR a : la longueur s de l'arc ACB; donc 

= Î R e c ' e t e n f a i s a n t I o g i = 2.24187787. 

C H A P I T R E I I . 
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Aires des Polygones et du Cercle. 

249. Une Aire est l'étendue comprise entre les lignes qui termi-
nent une figure fermée. Les aires Équivalentes sont celles qui sont 

d'égale étendue, sans qu'elles puissent coïncider par la superpo-
sition. 

Deux rectangles AEFD, aefd (fig. 124) sont égaux lorsque leurs 
bases sont égales et que leurs hauteurs le sont aussi, ou AD = ai 
et AE = ae : on voit en effet qu'on peut faire coïncider l'une de ces 
figures avec l'antre. Mais si l'on compare le parallélogramme ABCD 
au rectangle AEFD, on les trouvera simplement équivalents, parce 
que le triangle AEB = DFC. • 

Les parallélogrammes ABCD, abcd, qui ont des bases égales et des 
hauteurs égales sont équivalents, puisqu'ils équivalent aux rectangles 
égaux ADFE, adfe. 

Soit un triangle ABC (fig. 125) ; menons CD et BD parallèles à 
AB et AC ; les deux triangles ACB, BCD sont égaux : ainsi, tout 
triangle est la moitié d'un parallélogramme de même base et de même 
hauteur. De sorte que tous les triangles ACB, AEB, AFB 
qui ont même base AB et leurs sommets sur CF parallèle à AB, 
sont égaux. 

250. Comparons maintenant deux parallélogrammes quelcon-
ques. 

1° Les rectangles de même base sont cotnme les hauteurs. En effet, 
si les deux rectangles ABCD = R, abcd = r(fig. 126) ont les bases 
AB et ab égales, et que les hauteurs AD = H et ad = h soient 
commensurables, il y aura une longueur ax contenue m fois dans 

H et n fois dans h, et l'on aura (n° 156) ~ = En menant par les 

points de division x, x', y, y' des parallèles aux bases, les rec-
tangles R et r seront partagés, l'un en m, l'autre en n rectangles 
égaux, et l'on aura 

R m „ , R n — = —, d o u — = —. 
r n r h 

Si les hauteurs sont incommensurables, partageons de rnême^Z) 
en parties égales Ax', x'xf , et portons l'une sur ad en ta, 
xy.... ; soit i le point de division le plus voisin de d : en menant 

U parallèle à de, ~ = j j i à cause de la commensurabilité, ou 

r . dl h . id r h 

~ R ~ T " R = ~ H ~ T " Û ' 0 n a ~R = ~H' P m s ? u e d l e t i d «ont aussi 
petits qu'on veut, et que r,R, h, H sont constants (n° 118). 
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Si on limite la valeur à z = 3 , 1 4 2 . . . . on trouve qu'on peut 
poser = Ce résultat très-simple, dû à Archimède, est 
adopté dans les arts. Adrien Métius, en prenant 8 ,141393 , a 
trouvé 7T = - H T , nombre remarquable en ce que les termes sont 
formés des trois premiers impairs', répétés 2 fois, 118, 335. Ce ré-
sultat ayant 6 décimales exactes, ne produit pas une erreur d'un 
centimètre sur une circ. de 18000 mètres de rayon (1 ligne sur 
4000 toises de rayon). 

Voici une rectification graphique approchée de la circonf. On a 
prouvé (nos 238, 239) que le côté du carré inscrit est R[/2 5 que 
celui du triangle équilaléral est R{/ 3 : la somme est R 2 - { - { / 3) 
ou R X 8 ,14627 . . . . , égale, à un demi-centième près , à la demi-
circonf. rectifiée. Ainsi, après avoir inscrit au cercle proposé, par 
les procédés connus, un carré et un triangle équilatéral, on ajou-
tera le côté de l'un au côté de l'autre, et l'on aura, à très-peu près, 
une droite égale à la demi-circonférence. 

Lorsque la circonférence C est donnée, et qu'on demande sou 
diamètre D, de C = x D, on tire 

D = ^-C=kCk = l = 0 , 8 1 8 3 1 . . . , log k = T.50285013. 

L'are ACB (fig. 122) étant le nâme de la circonférence, ou l'angle 
O le n'lmc de 4 droits, a. son nombre de degrés, on a la proportion 
180° : zR a : la longueur s de l'arc ACB; donc 

= Î R e c ' e t e n f a i s a n t I o g i = 2.24187787. 

C H A P I T R E I I . 

D E S S U R F A C E S . 

Aires des Polygones et du Cercle. 

249. Une Aire est l'étendue comprise entre les lignes qui termi-
nent une figure fermée. Les aires Équivalentes sont celles qui sont 
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d'égale étendue, sans qu'elles puissent coïncider par la superpo-
sition. 

Deux rectangles AEFD, aefd (fig. 124) sont égaux lorsque leurs 
bases sont égales et que leurs hauteurs le sont aussi, ou AD = ai 
et AE = ae : on voit en effet qu'on peut faire coïncider l'une de ces 
figures avec l'antre. Mais si l'on compare le parallélogramme ABCD 
au rectangle AEFD, on les trouvera simplement équivalents, parce 
que le triangle AEB = DFC. • 

Les parallélogrammes ABCD, abcd, qui ont des bases égales et des 
hauteurs égales sont équivalents, puisqu'ils équivalent aux rectangles 
égaux ADFE, adfe. 

Soit un triangle ABC (fig. 125) ; menons CD et BD parallèles à 
AB et AC ; les deux triangles ACB, BCD sont égaux : ainsi, tout 
triangle est la moitié d'un parallélogramme de même base et de même 
hauteur. De sorte que tous les triangles ACB, AEB, AFB 
qui ont même base AB et leurs sommets sur CF parallèle à AB, 
sont égaux. 

250. Comparons maintenant deux parallélogrammes quelcon-
ques. 

1° Les rectangles de même base sont cotnme les hauteurs. En effet, 
si les deux rectangles ABCD = R, abcd = r(fig. 126) ont les bases 
AB et ab égales, et que les hauteurs AD = H et ad = h soient 
commensurables, il y aura une longueur ax contenue m fois dans 

H et n fois dans h, et l'on aura (n° 156) ~ = En menant par les 

points de division x, x', y, y' des parallèles aux bases, les rec-
tangles R et r seront partagés, l'un en m, l'autre en n rectangles 
égaux, et l'on aura 

R m „ , R n — = —, d o u — = —. 
r n r h 

Si les hauteurs sont incommensurables, partageons de rnême^Z) 
en parties égales Ax', x'xf , et portons l'une sur ad en ta, 
xy.... ; soit i le point de division le plus voisin de d : en menant 

il parallèle à de, ~ = j j i à cause de la commensurabilité, ou 

r . dl h . id r h 

~ R ~ T " R = ~ H ~ T " Û ' 0 n a ~R = ~H' P m s ? u e d l e t i d «ont aussi 
petits qu'on veut, et que r,R, h, H sont constants (n° 118). 



2° Les rectangles sont entre eux comme les produits des bases par les 
hauteurs. Car (fig. 127) soient des rectangles AC, ac dont les bases 
sont AB — B, ab = 2>.-portons l'une de ces figures sur l'autre, en fai-
sant coïncider l'un de leurs angles droits, ce qui déterminera les 
rectangles AK= r, et AH = R', de même hauteur AI; R' ayant 
même base AB que le rectangle AC = R, et même hauteur AI que 
r, on a donc 

R H R' B „ . R BH 
~R~T' T = J ' d o u 7 B T 

3° Les mêmes théorèmes ont également lieu pour les parallélo-
grammes, puisqu'ils sont équivalents aux rectangles de même base 
et de même hauteur. Donc les parallélogrammes sont entre eux 
comme les produits des bases par les hauteurs. 

251. Mesurer une aire, c'est chercher le nombre de fois qu'elle 
contient une autre aire donnée. Prenons pour unité de surface le 
rectangle abcd, pour mesurer le rectangle ABCD (fig. 128); puisque 
R B II 
— = X -fi» 0 D portera la base ab sur AB, afin de savoir com-
bien l'une est contenue dans l'autre : on en dira autant des hau-
teurs ad, AD; ensuite on multipliera ces nombres de fois ; puisque 
3 X 4 = 12, R contient ici 12 fois r. 

Comme les bases et les hauteurs pourraient ne pas se contenir 
exactement, on dit plus généralement que la mesure d'une aire 
ABCD (fig. 127) est son rapport avec une autre abcd prise pour 
unité (n°' 86, 71) ; cette mesure est le produit du rapport ^ des 

jj 

bases par celui y- des hauteurs. Il en est de même de tout parallé-
logramme. D'où il résulte que si l représente le nombre abstrait 
B H -r X y> parallélogramme est l fois celui qui est l'unité de D II 
la surface. 

Si l'on prend pour unité d'aire le carré abcd (fig. 128) dont le 
côté est l'unité linéaire, ou a b = h = 1, d'où R = BH. BH est le 
produit abstrait des nombres d'unités linéaires contenus dans B et 
H ; soit encore ce produit BH = l, l'équ. revient à R = / fois le 
carré pris pour unité d'aire. Ainsi, l'aire d'un parallélogramme est 
le produit des nombres de fois que l'unité linéaire est contenue dans sa 

base et dans sa hauteur, ce qu'on exprime d'une manière abrégée, 
quoique incorrecte, en disant que l'aire d'un parallélogramme est le 
produit de sa base par sa hauteur. 

La mesure de l'aire ABCD (fig. 110) du rectangle qui ases côtés 
égaux est BC X BC; l'aire du carré est donc la seconde puissance 
de son côtç. C'est pour cela que les mots carré et seconde puissance 
sont regardés comme synonymes. 

252. Tout ce qui a été dit précédemment du produit des lignes 
évaluées eu nombres, doit se dire aussi des rectangles qui ont leurs 
côtés pour facteurs. Par exemple, la proposition (n° 228) peut s'é-
noncer ainsi : Le carré construit sur la tangente est égal au rectangle 
qui a pour base la sécante entière, et pour hauteur sa partie extérieure; 
et ainsi des autres. 

Le caractère essentiel des démonstrations géométriques est de 
réunir la rigueur du raisonnement à une clarté comparable à celle 
des axiomes. On ne doit jamais y perdre de vue les objets comparés : 
ainsi ces théorèmes n'ayant été obtenus que par des calculs fondés 
sur la théorie des lignes proportionnelles, nous donnerons ici une 
démonstration directe des trois propositions fondamentales, relati-
ves au rapport des aires. Les autres en dérivent ensuite sans efforts, 
ainsi qu'on peut s'en convaincre en les reprenant tour à tour. 

253.1. Construisons (fig. 129) sur la ligne AC=AB -\-BC les car-
rés AF et AI : il est visible que l'aire Al = AF-\-FI-j- EH-{- CF, 
ou = AF -(- FI -{- 2CF, parce que les rectangles EH et CF sont 
égaux. Comme A F est le carré de AB, FI celui de BC, on retrouve 
ainsi la proposition, 

(,a -f- b)3 = a3 -f 2ab -f b\ 

aetb étant des lignes, et a3, b% ab des aires. 
Pareillement, AF=Al\- FI— 2EI, à cause deBD = BI— FI 

et de EI = BI : on retrouve donc aussi 

(a — by = a3 — 2ab + b\ 

254. II. Soit un triangle ABC (fig. 130) rectangle en A; décri-
vons des carrés BF, BG, AE sur ses trois côtés ; puis menons les 
obliques AF, BE et la perpendiculaire AL sur l'hypoténuse BC. 
Les triangles AC F, BCE sont égaux ; car leurs angles en C se com-
posent de l'angle commun BCA plus d'un angle droit BCF ou ACE; 
d'ailleurs, les côtés adjacents sont BC — CF, AC = CE, côtés des 



266 SURFACES. 

carrés. Mais ces triangles sont les moitiés des rectangles CD, AE, 
puisque les bases communes sont CF, EC, et que les sommets A et 
B sont sur les bases opposées DL, BA : donc rectangle CL — AE. 
On prouve de même que rectangle BL = BG, et ajoutant ces équa-
tions BF=AE - f- BG, ou a2 = b2 - f - c2 ; c'est-à-dire que le quarré 
construit sur l'hypoténuse est égal à la somme des carrés construits sur 
les côtés de l'angle droit (comme n° 221, 4°). 

Les rectangles CL et BF de même hauteur sont entre eux 
, , _ _ n „ . .CL ou CI CD comme les bases DC et BC : ainsi — = ——; on a encore 

BG _ BP AE _ CD 
BF~ BC' 61 BG — BD' 

Ces propositions reviennent à celles du n° 221, 2° et 3°. 
III. Si le triangle ABC n'est pas rectangle (fig. 131), et que l'an-

gle A soit aigu, faites la même construction que ci-dessus , et 
abaissez BK, CM perpend, sur les côtés opposés. Le même raison-
nement prouvera que les triangles ACF, BCE sont égaux, ainsi que 
les rectangles CL, CK, dont les aires sont doubles de celles des 
triangles. Ainsi, rectangle CL = CK = AE — AK; rectangle 
BL = BM= BG — AM. Or , les triangles rectangles BAI, AOC 
sont semblables, à cause des deux côtés perpendiculaires qui com-
prennent un angle égal (n° 205, 8°) ; d'où Al \ AO \\ AB \ AC, 
et Al X AC= AO X AB, rectangle AK = AM. Ajoutant donc 
les rectangles CL et BL, il vient BF = AE - f BG — 2 A K , 
ou a2 = ¿2 - f c2 — 2i X Al (comme n° 222). 

Si l'angleBACeslobtus (fig. 133), la mêmeconstructiondonneen-
corele tr iangleBCE=CAF, d'oùrectang. CL—CK—AE-\-AK: 
on trouve de même BL = BG - f - AK; ajoutant, il vient 

BF = AE - f BG - f 2 A K , ou o2 = b2 - f c2 - f 26 X ^ 

(comme n° 222). 
255. Le côté du carré équivalent à un parallélogramme est moyen 

proportionnel entre sa base et sa hauteur. Car soient B la base, H la 
hauteur d'un parallélogramme, et x le côté du carré équivalent, 
on a x2 = BH. D'après cela, pour carrer un parallélogramme , ou 
en avoir la quadrature (n° 251), portez-en la base et la hauteur 
(fig. 92), de B en C, et de B en D, sur une droite ; puis , sur le dia-
mètre BC, décrivez une demi-circonférence BAC qui coupera en A 

r 
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la perpendiculaire DA menée en D sur BC : la corde BA sera le 
côté du carré cherché (n° 227). Si la figure donnée est le rectangle 
CL (fig. 130), en prenant BC = DL, on a le carré CI = rect. CL. 

256. L'aire du triangle est la moitié du produit de sa base B par sa 
hauteur II, ou = { HB, d'après ce qu'on a dit(n° 249). 

1° Le carré équivalent à un triangle donné est x2 = ^ BH ; on a 
donc la quadrature d'un triangle, en cherchant une moyenne pro-
portionnelle entre la hauteur et la moitié de la base, c'est-à-dire 
en prenant (fig. 130) BD égal à la moitié de la base, et BC à la hau-
teur, et achevant la construction comme ci-dessus ; BG est équi-
valent au triangle proposé. 

2° Les triangles ABF, BIC (fig. 134) qui ont même hauteur, sont 
entre eux comme leurs bases AF, IC. 

Pour couper par une ligne BF un triangle ABC en deux parties 
qui aient entre elles un rapport donné, il suffit de partager 
(n° 217, 4°) la base AC en deux segments AF, FC qui soient dans 
ce rapport, et de tirer BF. 

257. Soit un polygone ABDE . . . . (fig. 135) ; menons AD et 
sa parallèle BC, qui rencontre en C le côté ED prolongé; enfin, ti-
rons AC. Le triangle ABD peut être remplacé par ACD, qui lui 
est équivalent; ainsi l'hexagone ABDEFG est équivalent au pen-
tagone ACEFG. 

En appliquant de nouveau cette construction à ce pentagone , on 
le changera en un quadrilatère, puis en un triangle, et enfin, si 
l'on veut, en un carré. On sait donc réduire tout polygone à un trian-
gle, ou à un carré équivalent. 

258. L'aire d'un polygone s'obtient en le décomposant en trian-
gles, et cherchant l'aire de chacun. Si le polygone est régulier, 
comme ABCD . . . . (fig. 112), l'aire est égale au périmètre, multiplié 
par la moitié du rayon OG du cercle inscrit, qu'on nomme Apothème. 
Car n étant le nombre des côtés, on prendra « fois l'air q AO B d'un 
des triangles au centre, savoir, 

« X ^ X i 0 G = périmètre X i OG. 

259. L'aire du trapèze Ailah (fig. 82) est le produit de sa hauteur 
par la moitié de la somme de ses bases parallèles, ou par la ligne menée 
à distance égale de chacune. En effet, menons AC parallèle à ah, 
puis Ee par les milieux de AH et ah; Ee sera parallèle à Hh 
(n° 220,4°). Or, l'aire du parallélogramme ACha est le produit de 



sa hauteur par Ch ou Be : celle du triangle AHC est le produit de 
cette même hauteur par | HC ou EB ; ainsi, l'aire AHah est le pro-
duit de la hauteur commune par Ee, ou par hC - j - j HC, ou enfin 
par - (Aa - j - Hli) ( -voyez, pour Y aire du quadrilatère, n08 818, Y ; 
et 364, VI). 

260. L'aire (fig. 112) du trapèze ABba = i G ? X ( ^ + ab). 
En multipliant AB et ab par le nombre des cotés des polygones 
réguliers ABCD . . . . , abcd. . . . , on obtient leurs périmètres 
P et p. Ainsi, la différence de leurs aires est = \ Gg (P -{- p). 
Comme Gg tend sans cesse vers zéro, lorsqu'on fait croître le nom-
bre des côtés, et que 7 (P - f- p) approche de plus en plus de la cir-
conférence, cette différence peut êtrerendue aussi petite qu'on veut. 
Ainsi, l'aire du cercle est la limite des aires des polygones réguliers 
inscrits et circonscrits (n° 118). 1 

L'aire C d'un cercle de rayon R est le produit de la moitié du rayon 
par sa circonférence, ou du carré du rayon par le rapport z de la cir-
conférence au diamètre. En effet, soient a. l'excès de l'aire du poly-
gone circonscrit sur celle du cercle, p la circonf., et /3 l'excès du 
périmètre du polygone sur la circonférence ; l'aire de ce polygone, 
ou C-\- a est donc (n° 258) = | R (p P). Comme les variables 
a et /3 décroissent indéfiniment * , on comparera les termes con-
stants (n° 113), et l'on aura, à cause de p = 2zR (n° 248), 

cercle C = ^ p R = circonf. X T R = 

= dx\D. 

Lorsque l'aire C du cercle est donnée, le rayon 

R = y / k = * = 0 , 3 1 8 3 1 , log.A 

* Observons qu'on aurait été conduit au même résultat, si, raisonnant d'une manière 
analogue, mais inexacte, on eût négligé les termes« et /3, qui doivent disparaître ensuite: 
c'est ce qui arrive dans la méthode des infiniment petits, où l'on considère la circonfé-
rence comme un polygone régulier d'une infinité de côtés ; car alors C est l'aire de ce 

polygone, atp le périmètre, et l'on trouve C = —. Ce procédé pourrait donc être re-
2 

gardé comme parfaitement rigoureux, si l'on s'assurait à priori que les termes ainsi 
négligés sont infiniment petits. Consultez, à ce sujet, les Réflexions sur la Métaphy-
sique du Calcul infinitésimal, par Carnot. 

Soit D le diamètre, on a cercle = ^ zD2, ou à peu près 

= 1.50285013. 

Un rectangle qui a pour base la demi-circonférence rectifiée, et 
pour hauteur le rayon, est égal au cercle ; on a ainsi la solution 
approchée du fameux problème de la quadrature du cercle. Pour le 
résoudre rigoureusement, ce qui est à peu près inutile, il faudrait 
trouver la valeur exacte de z. 

261. L'aire du secteur AOBI (fig. 136) est le produit delà moitié 
du rayon par l'arc AIB ; en effet on a 

AODI AID circonf. ~ ' 2 ^ 

La longueur de l'arc AIB est connue (page 262) : ainsi Sec-
teur = — = = hRl*> l oS h =8.9408-473. 

n 3bU 
l'arc AIB étant le rième de la circonférence, et a son nombre de 
degrés. 

L'aire du segment ALBI est égale à celle du secteur, moins le 
triangle AOBL (n° 364, VII). 

Aux arcs semblables et concentriques ABD, abd (fig. 168), cir-
conscrivons des portions de polygones réguliers ; le système de ces 
trapèzes formera une aire dont la limite sera ADBabd. 11 est aisé 
d'en conclure que l'aire ABDabd, comprise entre deux arcs concen-
triques, est égale au produit de la distancera entre ces arcs, mul-
tipliée par la moitié de leur somme , ou par l'arc a'b'd' décrit à 
distanceégale de l'un et de l'autre (n° 259). 

On peut toujours évaluer, par approximation, une aire curvi-
ligne, en la considérant comme un polygone dont les côtés sont fort 
petits, et la décomposant en triangles ou en trapèzes. Par exemple, 
traçons dans l'aire aADd(fig. 162) les parallèles équidistantes Aa, 
il, bB, kK.. ..dD, que nous désignerons par p pn... •, y W, et me-
nons une perpend. quelconque ad' sur Aa : l'aire sera ainsi coupée 
en trapèzes, dont les aires sont 7 (p' - j - p " ) k, ± (p" -p'") k. . . , 
k étant la distance de deux parallèles. La somme est aADd 
— k (^p p " p".... 7 p W ) ; ainsi, l'aire curviligne est le 
produit de la distance k entre les parallèles, par leur somme diminuée 
de la moitié des deux extrenies. 

Comparaison des Surfaces. 
262. Comparons les aires des polygones semblables. 
I. Les aires de deux triangles semblables ABC, abc (fig. 137) sont 



comme les carrés de leurs côtés homologues. Car la similitude donne 

m a ' s perpendiculaires BD et bd aux bases AC, ac, 
ac 

AB BD forment les triangles semblables ABD, àbd, d ' o ù — — = t-t. 
' ab hrl bd 

AC BD ' 
donc — = -j^j- (ce qui est conforme au théorème 243). Multi-

pliant les deux membres par on a 

AC X BD BD2 AB2 

ac X bd bd2 ab2 

II. Les aires de deux polygones semblables ABCD, abcd, sont comme 
les carrés de leurs lignes homologues (fig. 118). Car la similitude 

T AB1 
des triangles ABC, abc (n° 242) donne la proportion — — • 

, . T' AC2 AB2 , . on a de merae y = - — etc. ; réunissant ces rapports 

égaux, il vient 

T 
t 

L. 
i ' 

d'où (n° 73, 3°) T^-r + r . . . . ABCD 
t + f -}-1". . . . 

263. Concluons de là que, 1° si l'on construit trois polygones 
M, N e t P (fig. 138) semblables , de figures quelconques, dont les 
côtés homologues soient ceux d'un triangle rectangle ABC, on aura 

M _ N P ,, , _M_ _ ,N + P _ 
AC2' °U AB" BC*-\-A(?: 

or, AB2 = B&4- AC1-, donc M = N -{- P. Cette proposition étend 
celle du carré de l'hypoténuse (n° 254) à tous les polygones sem-
blables ; de sorte qu'on peut aisément construire une figure égale à la 
différence des deux autres, ou à leur somme, ou à la somme de tant 
4'autres qu'on voudra, pourvu qu'elles soient toutes semblables. 

2° Les aires des polygones réguliers d'un même nombre de côtés 
sont comme les carrés des rayons des cercles inscrits et circon-
scrits. 

3° Les cercles C, c sont comme les carrés de leurs rayons R, r, ou 

de leurs diamètres : car soient a. et /3 les excès des aires des polygones 
circonscrits sur celles des cercles C, c ; C -{- a, c'4~ fi seront les aires 
des polygones ; 

Cela résulterait aussi de ce que C = z R1, c == ¡rr2. 
4° Le cercle qui a pour diamètre l'hypoténuse d'un triangle rec-

tangle est donc égal à la somme de ceux qui ont pour diamètres les 
côlés de l'angle droit; de sorte qu'il est facile de former un cercle 
égal à la somme ou la différence de tant de cercles qu'on voudra. 

264. Deux triangles ABC,abc(fig. 137),gai ont un angle égal A = a , 
sont entre eux comme les rectangles des côtés qui comprennent cet angle. 
En effet, les perpendiculaires BD-, bd sur leurs bases donnent 
/ n «HON ABC BD X AC , . , ( n ° 256) — - = ^ ^ ^ : o r , les triangles semblables A B D , 

abd donnent ^ = 
bd ab 

donc ABC AB X AC 

abc ab X «c 

On peut à l'aide de ce théorème, résoudre les questions sui-
vantes : 

I. Diviser un triangle ABC (fig. 134) en trois parties égales, par des 
droites FD, FE qui se joignent en un point donné F sur la base AC. 
Divisons la base en trois également aux points H et 1 ; comme le 
triangle CBI est le tiers de CBA-(n° 256, 2°), l'aire inconnue 
CDF — CBI. Or, on"a, 

CDF CD X CF 
CBI ~ CB X CI "" 

donc CD X CF= CB X CI, 

ce qui prouve (n° 216) que DI est parallèle k BF, et que, par con-
séquent , il faut mener BF, puis ses parallèles HE, DI, et enfin 
DF, FE. 

II. La même construction sert à diviser l'aire ABC (fig. 139) 
en 4 , 5 , . . . parties égales par des ligues FE, FE', FD', FD : il 



faut couper la base AC en autant de parties égales. On sait donc 
diviser l'héritage triangulaire ABC, en parts égales, par des sen-
tiers qui aboutissent à un puits commun F. 

III. Décrire un triangle EIK qui soit équivalent à ABC (fig. 140), 
dont la base soit El et le sommet situé en un point K de la ligne 
donnée NK. 

Supposons d'abord que les deux triangles ABC, ADF soient 
équivalents : comme 

ABC _AB X AC 
ADF AD X AFy 

on a AB X AC — AD X AF, ou ^ = 

ainsi, BF est parallèle à DC (n° 216). D o n c si l'on veut construire 
un triangle EGH = ABC, dont le sommet E soit donné, la base 
GH étant dans la direction ATI de celle du triangle donné, on mè-
nera ED parallèle à AC, puis DC et sa parallèle BF, et l'on aura 
JDF= ABC : prenant ensuite dans la direction AC, GH = AF, 
le triangle GHE sera = ABC, et remplira la condition demandée. 
Observez que la même construction s'appliquerait encore au cas 
où, au lien de donner le sommet E, on donnerait la base GH ; on 
pourrait même donner aussi l'angle H : autant de problèmes dif-
férents qui sont résolus par le même procédé. 

En prenant EG pour base , on pourra de même transformer le 
triangle EGH en un autre EIL équivalent, qui aurait son sommet 
en I; on aurait changé le triangle ABC en EIL, le côté EL et 
l'angle JEL étant donnés. Enfin LK, parallèle* El, coupe la droite 
donnée NK au point K, et le triangle EIK = EIL = ABC résout 
le problème proposé. On pourrait déterminer le point K en se don-
nant la longueur IK, ou l'angle EKI (n° 212, IV), ou toute autre 
condition. 

Des Plans et des Angles dièdres. 

265. De la définition du Plan (n° 154), il suit que, 
1° Le plan est une surface infinie en longueur et largeur. 
2° Trois points, ou deux droites qui se coupent, sont toujours dans 

•un même plan, et en déterminent la position. Eu effet, on peut visible-

ment concevoir une infinité de plans qui passent par l'une des 
droites, ou par la ligne qui joint deux des points donnés, puisqu'on 
peut faire tourner l'un de ces plans autour de cette ligne comme 
sur une charnière. Mais ce plan s'arrêtera dans son mouvement, si 
l'on fixe hors de la ligne un point par lequel il doit passer. 

3° Un triangle est toujours dans »m plan. 
4° Deux parallèles déterminent un plan. 
5° Deux plans ne peuvent, sans se confondre, avoir trois points 

communs en ligne droite : ainsi Intersection de deux plans est une 
droite. 

266. Faisons tourner l'angle droit PAB (fig. 141) autour de AB, 
jusqu'à ce que AP fasse, avec une troisième ligne AC, un angle 
droit PAC; on dit alors que AP est perpendiculaire au plan des 
deux droites AB, AC. 

Si une droite AP est perpendiculaire à deux autres AB, AC, qui se 
croisent en A, elle l'est aussi à toute ligne Al tracée par ce point dans 
le plan BAC des deux dernières. En effet, évaluons l'angle PAl : 
pour cela, joignons les trois points P, C, B quelconques, mais tels 
néanmoins que AB = AC. Les lignes PB, PC seront égalés, à cause 
du triangle PAC = PAB. Au milieu O de la base BC des triangles 
isocèles PBC, ABC, menons PO, slO, qui seront perpendiculaires 
sur cette base BC (n° 163,2°) ; les triangles rectangles PCO, PAC, 
A CO donnent 

PC = PO2 -f CO2 = AP2 -f- AC2, AC2 = CO2 -f AO2, 

éliminant AC2, il vient PO' =AP2 - f - AO2; ce qui prouve que le 
triangle APO est rectangle (p. 241). 

Les triangles rectangles POI, APO, AOl donnent 

pp = PO2 + OI2, PO2 = AP2-{-AO2, 01' = AI2 — AO2; 
i 

d'où PI2 = AI2 - j - AP2; ainsi l'angle P li est droit ; PA est per-
pendiculaire à toute droite AI, tracée dans le plan MN. 

On conclut de là,que, 1» les obliques PC, PB(fig. 141), qui s'écar-
tent également delà perpendiculaire AP, sont égales, et réciproquement. 
Cela suit du triangle PAC— PAB. 

Les pieds B, E, D, C des obliques égales PB, PE (fig. 142) 
étant sur une circonférence dont le centre est en A, on voit que, 
pour abaisser d'un point P hors d'un plan MN une perpendiculaire à 
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ce plan, on marquera trois points E, B, C sur ce plan, à égales dis-
tances deP; le centre A du cercle passant par ces trois points sera 
le pied de la perpendiculaire. 

2° Si l'on fait tourner l'angle droit PAB (Qg. 142) autour de son 
côté AP, l'autre côté AE décrira un plan perpendiculaire à AP; car 
menant en A le plan MN perpendiculaire à AP, s'il ne contenait 
pas la droite AB dans toutes ses positions; que l'une fût, par ex., 
AD hors de MN, le plan DAP qui couperait MN selon CA perpen-
diculaire à AP, donnerait, dans ce plan DAP, deux perpendicu-
laires CA, DA à AP. 

8° Par un point C ou A (fig. 142), on peut toujours mener un plan 
MN perpendiculaire à une droite AP, et l'on n'en peut mener qu'un 
seul. Car, soit menée CA perpendiculaire sur AP; en faisant tourner 
l'angle droit PAC autour de AP, AC décrira le plan MN dont il 
s'agit. 

4° D'un point A ou P (fig. 142), on ne peut mener qu une seule 
perpendiculaire AP à un plan MN ; elle est la plus courte distance du 
point P au plan : plus une oblique s'écarte de AP, plus elle est longue. 
Comme les obliques égales s'écartent également de la perpendicu-
laire, on peut en effet ramener ces diverses lignes à être dans le 
même plan. Si l'on admet, par exemple, que AI A C, on prendra 
AE = AC dans le plan PAI, et puisque PI > PE = PC, on en 
tire PI y PC. 

S "Deux plans ME, mn (fig. 143 ) perpendiculaires à une même 
droite AP ne peuvent se rencontrer; car s'ils n'étaient pas parallèles, 
enjoignant un point quelconque O de leur ligne d'intersection avec 
les pieds A et P, les lignes AO, PO seraient deux perpendiculaires 
abaissées d'un point O sur la même ligne AP, ce qui est absurde 
(n» 167, 6°). 

6° Pour mener d'un point P (fig. 141) une ligne PO, perpendicu-
laire à une droite BC, située dans un plan quelconque MN, on mè-
nera PA perpendiculaire sur ce plan MN; puis du pied A de celle-
c i , on abaissera AO perpendiculaire sur BC; enfin, joignant les 
points O et P, PO sera la perpendiculaire demandée. H suffit, pour 
s'en convaincre, de prendre sur BC, OB = OC, de mener AB et 
AC, puis de répéter la démonstration ci-dessus. 

Remarquez que le plan PAO est perpendiculaire sur BC, ce qui 
donne aussi le moyen de mener, par un point donné P, un plan per-
pendiculaire à une droite BC. 

267. Lorsque deux droites PA, QO (fig. 144) sont parallèles, leplati 
MN perpendiculaire à l'une PA, l'est aussi à l'autre QO ; car, me-
nant dans le plan MN, la droite AO et sa perpendiculaire BO; ici, 
comme fig. 141, BO est perpendiculaire au plan PAO, et par con-
séquent à QO, qui est dans ce plan PAO (n° 266). Mais en outre , 
à cause des parallèles PA, QO, l'angle PAO étant droit, QOA l'est 
aussi ; en sorte que QO est perpendiculaire sur AO et BO, c'est-à-
dire, sur le plan AOB ou MN. 

Réciproquement, deux droites AP, QO, perpendiculaires au même 
plan MN, sont parallèles entre elles; car, sans cela, on pourrait me-
ner en A une parallèle à QO, autre que AP ; cette parallèle serait, 
aussi bien que AP , perpendiculaire au plan MN, ce qui serait 
absurde (n° 266,4°). 

Donc, deux lignes Aa et Bb (fig. 145), parallèles à une troisième 
Ce, sont parallèles entre elles; car, en menant un plan perpendiculaire 
à Ce, il le serait aussi à ses parallèles Aa et Bb, en vertu de notre 
proposition : il suit de sa réciproque, que Aa est parallèle à Bb. 

268. Les intersections RI, ki (fig. 143) de deux plans parallèles 
MN, mn par un même plan kKI sont parallèles ; car d'une part elles 
sont dans un même plan, et de l'autre elles ne peuvent se rencon-
trer. 

Donc, 1° la ligne AP, petpendiculaire au plan MN, l'est aussi à 
tout autre plan parallèle mn ; car, en menant par AP un plan quel-
conque BCcb, les intersections BC, bc étant parallèles, l'angle bPA 
est droit. Ainsi, ^Pest perpendiculaire à toute ligne bc tracée par le 
point P dans le plan mn. 

2° Les parallèles li, Rk , interceptées entre deux plans parallèles 
MN, mn, sont égales; car le plan IKki de ces lignes donne les pa-
rallèles IK, ik; ainsi la figure Ik est un parallélogramme, d'où 
Ii = Kk. 

Donc deux plans parallèles sont partout à égale distance l'un de 
l'autre. 

269. Si la droite Ce (fig. 145) est parallèle à la ligne Aa, elle l'est 
aussi à tout plan AabB qui passe par Aa : puisque Ce est entière-
ment comprise dans le plan Ac des deux parallèles, si Ce pouvait 
rencontrer le plan Ab, ce ne serait que dans l'un des points de Aa, 
qui ne serait pas parallèle à Ce. 

Étant données deux droites ab, Ce non parallèles, et qui ne se 
coupent pas, on peut toujours faire passer par l'une un plan paral-
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lèle à l'autre, et l'on n'en peut mener qu'un seul ; car, par un point 
quelconque a ou b, menons aA ou bB parallèle à cC, le plan Ab 
sera celui qu'on demande. 

270. L'inclinaison de deux plans Ab, Ac (fig. 1-45), qui se cou-
pent, ou la quantité plus ou moins grande dont ils sont écartés l'un 
de l'autre, est ce qu'on appelle un angle Dièdre : nous le désigne-
rons par baAc, en mettant les lettres aA, qui marquent l'intersec-
tion, entre celles b, c, qui se rapportent aux deux faces. 

Les angles rectilignes bac, BAC, qui résultent de l'intersection d'un 
angle dièdre par deux plans parallèles quelconques sont égaux. En 
effet, ab et AB sont parallèles (n° 268), ainsi que ac et AC; pre-
nons, sur ces droites, des parties égales ab = AB, ac = AC ; me-
nons Ce, Bb, cb et CB. La figure Ab donne (n° 193) Bb égale et pa-
rallèle à Aa : de même la figure Ac donne Ce égale et parallèle à 
Aa. Ainsi, Bb est égale et parallèle à Ce, et la fig. Cb est un paral-
lélogramme. On en conclut CB = cb, et par conséquent le triangle 
bac = BAC, et enfin, l'angle bac — BAC. 

Concluons de là, que, 1° si deux angles bac, BAC dans l'espace ont 
les côtés parallèles et l'ouverture tournée dans le même sens, ces angles 
sont égaux. Si l'ouverture est tournée en sens contraire, ces angles 
sont suppléments, comme n° 192, 3°. 

2° Les plans de ces angles sont parallèles. En effet, ayant abaissé 
au sommet a une perpendiculaire al sur le plan bac, et mené par 
le point / , où elle rencontre le plan BAC, et dans ce plan, les paral-
lèles IK, JL, à AB et AC, elles seront parallèles à ab et ac (n° 267). 
Or, les angles Iab, lac sont droits et égaux à alK, alL. Ainsi al est 
perpendiculaire au plan KIL (n° 266). Donc les deux plans bac, 
BAC sont perpendiculaires à une même droite (n° 266, 5°). 

3° Les triangles bac, BAC qui joignent les extrémités de trois 
droites égales et parallèles dans l'espace, sont égaux ; les plans de 
ces triangles sont parallèles. 

271. Soient deux angles dièdres BAPC, bape (fig. 1-46) coupés 
par des plans BAC, bac perpendiculaires à leurs arêtes, AP, ap; 
les angles dièdres sont dans le même rapport que les angles rectilignes 
BAC, bac, résultant de cette section, et dont les côtés sont des perpen-
diculaires menées,dans chaque face,en un point de leurs arêtes, AP, ap. 

En effet, 1° en quelque point A de l'arête AP que la section per-
pendiculaire soit faite, l'angle BAC sera le même (n° 270). 

2° Si les angles BAC, bac sont égaux, les angles dièdres le sont 

aussi, puisque ceux-ci coïncident, en appliquant l'un sur l'autre les 
angles BAC, bac. 

3° Si BAC et bac ont une commune mesure CAx, en la portant 
sur CAB et cab autant de fois qu'elle peut y être contenue, et me-
nant des plans par les arêtes AP, ap et les lignes de division Ax, 
Ax'...., chaque angle dièdre contiendra l'angle dièdre CAPx, au-
tant de fois que CAx est contenu dans CAB et cab. D'où il suit que 
les angles dièdres sont entre eux dans le rapport de CAB à cab. 

•4° Si les angles CAB, cab sont incommensurables , on prouvera 
aisément (comme n° 181, 2°) que cette proportion a encore lieu. 

Concluons donc (nos 36, 71) qu'?in angle dièdre a pour mesure 
l'angle recliligne qui résulte de l'intersection de cet angle dièdre par un 
plan perpendiculaire à son arête, puisqu'après avoir pris cab pour 
unité d'angle, on peut prendre l'angle dièdre epab qui lui corres-
pond pour unité des angles dièdres, comme n° 182; desortequ'en 
dernière analyse, les arcs de cercle servent aussi de mesure aux 
angles dièdres. 

Dans la rencontre des plans entre eux, on trouve les mêmes théo-
rèmes que pour celle des lignes. Ainsi, les angles adjacents de deux 
plans qui se coupent valent deux droits, et leurs angles opposés au 
sommet sont égaux. Deux plans parallèles, coupés par un plan sé-
cant, forment les angles correspondants, alternes-internes, alternes-
externes, égaux ; et réciproquement, e t c . . . . 

272. Les plans sont dits perpendiculaires, lorsque leur angle 
dièdre est mesuré par angle droit. 

La droite AB (fig. 1-47) étant perpendiculaire au plan MN, tout 
plan PQ qui passe par celte ligne est perpendiculaire à MN ; car, en 
menant dans le plan MN la droite AC perpendiculaire sur BP, 
l'angle BAC est droit (n° 266). Donc, 1°pour élever en A la perpend. 
AB au plan MN, appliquez sur ce plan le coté PR d'un angle droit 
PAB, et faites tourner cet angle autour de Pi? jusqu'à ce que le 
plan PQ devienne perpend. à MN. 

2° Par une droite, telle que PQ ou AB (fig. 1-48), on ne peut mener 
qu'un seul plan perpend. à MN ; ce plan ABQP est déterminé par 
une perpend. AP a MN. 

3° La Projection A d'un point P sur un plan MN est le pied de la 
perpend. AP, abaissée du point P sur ce plan. 

La projection AB d'une ligne PQ, est la suite des pieds de toutes 
les perpendiculaires abaissées des divers points de la ligne sur le 



plan. Si cette ligne est droite, le système de toutes ces perpend, 
formera un plan PABQ, perpend, k MN : l'intersection AB de ces 
deux plans est la projection de la ligne PQ, projection qui est une 
droite déterminée par celles A et B de deux points P et O. 

L'angle qu'une ligne droite fait avec sa projection sur un plan est 
ce qu'on appelle l'inclinaison de la droite sur le plan. Les lignes 
AB, AO.... (fig. 141) sont les projections sur le plan MN des 
droites PB, PO....; et les angles qu'elles forment avec ce plan 
sont PB A, PO A.... 

273. Si les plans PQ et MN (fig. 147) sont perpend, entre eux, et 
qu'on mène dans l'un PQ, la perpend. AB sur leur intersection PR, 
elle le sera à l'autre plan MN. Car, si l'on mène dans ce plan MN, 
AC perpendiculaire sur PB, l'angle BAC sera droit, puisqu'il me-
s u r e celui des plans : ainsi, AB sera perpendiculaire sur PB et sur 
AC (a' 286). 

Réciproquement, si les plans PO et MN sont perpend., et que, 
par un point A de leur intersection PB, on élève la perpend. AB 
au plan MN, elle sera dans le plan PQ; car, si elle n'y était pas, 
en menant, dans ce plan PQ, une perpend, à PR en A, elle serait 
une 2e perpend., en ce point, au plan MN. 

Donc, si deux plans PQ, i?5(fig. 149) sont perpend, à un 3e MN, 
leur intersection AB est perpend, à MN: car si par le point A on 
veut élever une perpend, à ce plan MN, elle doit être située à la 
fois dans les deux plans PO, RS. 

274. La plus courte distance Oo (fig. 143) de deux droites aob, AC, 
qui ne se coupent pas, est la ligne perpend, sur l'une et l'autre. Car 
faisons passer par ab un plan bac parallèle à AC, et par AC un plan 
BAC parallèle à ab (n° 269) : la plus courte distance cherchée sera 
visiblement celle des plans parallèles bac, BAC (n° 268, 2°). Par 
ab, on mènera un plan balK perpend, au plan BAC; l'intersection 
IK coupera AC en un point O; enfin, élevant Oo perpend, sur le 
planlMC, Oo sera la ligne cherchée. 

275. Deux droites AB, CD (fig. 150) sont coupées en parties pro-
portionnelles par trois plans parallèles RS, PQ, MN. En effet, menons 
AD, et tirons les droites BD, EF, FG, AC; EF sera parallèle à BD 
(n° 268), ainsi que AC à FG. On aura donc 

P t J F — CG a' • ¿E CG 
EB~FD} FD ' 0U ~ÊB ~ 1ÏD' 

ANGLES POLYÈDRES. 

Des Angles polyèdres. 

276. Lorsque divers plans (fig. 151) ont pour intersections suc-
cessives, deux à deux, des droites SA, SB, SC.. .qui se réunis-
sent en un même point S, l'espace indéfini renfermé entre ces plans 
est ce qu'on nomme Angle polyèdre ou Angle solide. Chacun des 
angles ASB, BSC... . qui le composent sont des Angles Plans. 

Et si cet espace est limité par un plan ABCDE, le corps SABCDE 
s'appelle une Pyramide. 

Si le polygone ABCDE, qui sert de base à une pyramide, est 
régulier, et de plus, si la perpendiculaire SH, abaissée du sommet 
S passe par le centre IIdu polygone, la pyramide est dite régulière. 

Du reste, on distingue les pyramides, ainsi que les angles po-
lyèdres, par le nombre de faces qui composent l'angle S : un angle 
Trièdre a trois faces; un angle Hexaèdre en a six, etc. 

277. Tant de lignes SA, S B . . . . qu'on voudra (fig. 151), partant 
d'un point S, sont coupées en parties proportionnelles par deux plans 
parallèles AC, ac; ou, les arêtes d'une pyramide SAC sont coupées 
proportionnellement par un plan ac parallèle à sa base. Car les paral-
lèles AB à ab, BC kbc... . donnent 

SA SB _ AB ^ _ 
Sb~ ab ' Sb ~ Se 6c ' 6 ' 

et comme ces proportions s'enchaînent par un rapport commun, on 
SA SB SC 

trouve ~Sâ=='Sb =~Sc = 

La réciproque se démontre aisément. 
278. Le polygone a b c . . . . , qui résulte de la section d'une pyra-

mide par un plan ac parallèle à sa base AC, est semblable à cette base. 
. AB BC CD , „ ... . 

Car on a aussi —¡ - = -y— = — r = . . . . ; et comme d ailleurs les 
ab be ca 

côtés des polygones ABC...., abc étant parallèles, les angles 
A et a, B et b.. .. sont égaux (n° 270), on en conclut que ces poly-
gones sont semblables. Ces polygones sont entre eux comme les carrés 
des distances au sommet; car, en menant la perpendiculaire SH sur 

, „ AB1 ABCD.... 
ABC...., eWecouyeriabc.... enh, et Ion aura — ^ ^ 

, • SB SH , (n° 262) ; mais = = d o n c . . . . 

279. Dans tout angle trièdre S (fig. 154) , l'un quelconque des an-



gles plans est plus petit que la somme des deux autres : il n'y a lieu à 
démontrer la proposition qu'à l'égard du plus grand angle plan 
ASE. Prenons done, dans cette face, l'angle DSE = FSE ; puis 
menant la droite quelconque AB, prenons sur l'arête SF urte partie 
SC = SD. Les triangles DSB, CSB sont égaux, et donnent 
BD = BC; et comme BA < BC - f CA, on en tire AD < AC. 
Ainsi, les triangles ASC, ASD ont l'angle ASD < ASC (n° 173), 
et par conséquent l'angle 

BSA < BSC + CSA. 

280. Un angle polyèdre S (fig. 183) a la somme des angles plans 
qui le composent moindre que quatre angles droits. En effet, puisque 
1 angle polyèdre S est convexe, on peut toujours le couper par un 
plan qui donne une base ABCDE, et forme la pyramide SAD. Des 
angles de cette base menons les lignes OA, OB, OC à un 
point 0 intérieur et arbitraire : elle aura autant de triangles qu'il 
y en a pour former l'angle S; et la,somme des angles de ces divers 
triangles sera depart et d'autre la même. 

Cela posé, on a l'angle plan ABC < ABSSBC ; on en doit 
dire autant des autres angles trièdres C,D....; d'où il suit que la 
somme des angles du polygone ABC.... est plus petite que la 
somme des angles à la base dans les triangles SAB, SBC. ... ; donc 
la somme des angles plans en S est, pour compenser, plus petite 
que la somme des angles en O. 

On ne peut donc former , avec des polygones réguliers égaux, plus 
de cinq polyèdres; car, 1° chaque angle de l'hexagone régulier va-
lant f d'un droit (n° 237), ou f D, trois de ces angles font AD, et 
ne peuvent être employés à former un angle polyèdre. A plus forte 
raison , ne pourrait-on pas employer quatre hexagones réguliers , 
ou des heptagones, etc. 

2" On ne peut, avec 4, 3 . . . pentagones réguliers , composer 
un angle polyèdre, non plus qu'avec 4 , 3 carrés, ou 6, 7 . . . . 
triangles équilatéraux; car chacun des angles vaut respectivement 
lD,\D,\D. 

3° Ainsi, le corps dont il s'agit ne peut avoir ses angles polyè-
dres formés que de trois pentagones réguliers, trois carrés , 3 , 4 , 
ou 3 triangles (voyez la Géométrie de M. Legendre, app. aux li-
vres VI et VII : on y démontre qu'on peut en effet former ainsi les 
polyèdres réguliers à 12, 6, 20, 8 et 4 faces ). 

281. Deux angles trièdres S et s (fig. 182 et 184), formés d'angles 
plans respectivement égaux ESF = esf, ESG = esg , FSG = fsg, 
ont leurs angles dièdres égaux. Car, si l'on prend deux arêtes égales 
Sb, sb, et qu'on leur mène les plans BAC, bac perpend.., on aura 
visiblement les triangles rectangles égaux SBC=sbc et SBA—sba; 
d'où SC = se, SA = sa ; donc le triangle SCA = sca, et par suite 
le tr iangleBAC= bac. Ainsi, l'angle ABC = abc, ou plutôt l'angle 
dièdre ABSC = absc. Il en est de même des deux autres angles 
dièdres. 

1° Si les angles plans égaux sont disposés dans le même ordre, comme 
dans les fig. 132 et 134, en appliquant la face asb sur son égale ASB, 
sbc se placera sur SBC, se sur SC, et bca sur BCA : ainsi, les corps 
coïncideront. 

2° Mais si les angles plans égaux ne sont pas disposés dans 
le même ordre (fig. 184), ASB = A'S'B', ASC = A'S'C' et 
BSC = B'S'C', alors les angles dièdres sont encore égaux , mais 
ils ne peuvent plus coïncider. Pour appliquer le triangle A'B'C' sur 
son égal ABC, il faut renverser le corps S'A'C'B, placer BC sur 
BC, A'B sur AB et A'C sur AC; l'un des corps se trouve situé en 
dessus de labase^ZJC, l'autre est en dessous (fig. 133). Les corps 
sont alors Symétriques (voy. n° 300) ; car les perpend. SB, S'B sur 
le plan de la base commune ABC sont égales. 

3° Il est visible qu'on pourra encore faire coïncider les angles 
trièdres S et s (fig. 132, 134), s'ils ont un angle dièdre égal formé 
par deux angles plans égaux et semblableiuent placés. 

4° Si les angles polyèdres S et S' (fig. 131) sont formés d'angles 
dièdres égaux et d'angles plans égaux, chacun à chacun, et disposés 
dans le même ordre, ils seront égaux. Car, menons des plans par l'une 
des arêtes SB et par toutes les autres, ils formeront les angles triè-
dres ESAB, ESBD . . . . Opérons de même sur S ; l'angle dièdre 
ESAB = E'S'A'B, donne l'angle plan ESB=E'S'B, et l'angle 
dièdre AESB = A'E'S'B', mais, par supposition, l'angle dièdre 
AESD = A'E'S'D' ; retranchant, il vient BESD =B'E'S'D'. 
Donc l'angle dièdre BESD= B'E'S'U : et ainsi des autres. 

Surfaces des corps. 

282. On nomme Prisme (fig. 137) le corps engendré par le 
mouvement d'une droite Aa, qui se meut parallèlement, son extré-



mité A décrivant un polygone quelconque ABCDE, et sa longueur 
Aa restant la même. Si VArête Aa est perpend, au plan de la Base 
ABC...., on dit que le prisme est Droit. 

Comme A a est égale et parallèle à Bb, Ba est un parallélogramme 
(n° 193) ; il en est de même de Cb . . . . ; donc, toutes les faces laté-
rales d'un prisme sont des parallélogrammes. Une partie quelconque 
Aa'de l'arête Aa engendre aussi des parallélogrammes Ba' Cb'...., 
de sorte que le polygone a'b'c'.... décrit par le point a', ayant ses 
côtés égaux et parallèles à la base ABC... . , ces polygones sont 
égaux, et leurs plans sont parallèles (n°270, 2°). Donc, toute section 
faite dans un prisme par un plan parallèle à la base est égale à cette 
base : les bases opposées ABC . . . . , abc . . . . sont donc égales et 
parallèles. La distance de ces bases est la Hauteur. 

283. L'aire d'un-prisme est le produit d'une arête Aa (fig. 158) par 
le périmètre d'une section perpend, a ' b ' c ' . . . . 11 est visible que, les 
deux bases exceptées, l'aire du prisme est la somme des aires des 
parallélogrammes qui le composent. Si le prisme est droit, l'aire 
est le produit du contour de sa base par une de ses arêtes. En 
coupant le prisme Ac par un plan a'b'c' perpendiculaire à 
l'arête Aa, et plaçant la partie supérieure a'c sous l'inférieure AC, 
de sorte que abc.,,, coïncide avec ABC...., le prisme deviendra 
droit. Donc, etc. 

284. Supposons que la base du prisme soit un parallélogramme \ 
ABCD (fig. 156) ; outre les faces AC, ac égales et parallèles, on a 
encore la face l é g a l e et parallèle à De, puisque les côtés des 
angles aAB, dDC sont égaux et parallèles (n° 270). De même, 
pour les faces Bc, Ad : c'est ce qui a fait donner le nom de Parallélépi-
pède au prisme dont la base est un parallélogramme, puisque les 
six faces sont égales et parallèles deux u deux, en sorte que l'on peut 
prendre l'une quelconque pour base. 

Réciproquement, le corps formé de six faces parallèles deux à 
deux est un parallélépipède ; car les plans AC, ac étant parallèles , 
AB est parallèle à ab (n.° 268), Aa l'est à Bb; la face Ab est donc 
un parallélogramme: de même pour Bc, Ad....; donc le polyèdre 
peut être considéré comme engendré par le mouvement de Aa glis-
sant parallèlement sur les côtés de ABCD. 

Un prisme est déterminé lorsque la base ABC . . . . (fig. 157) 
et l'arête génératrice Aa sont données de grandeur et de position ; 
donc un parallélépipède l'est (fig. 156), lorsqu'on connaît l'un de 

ses angles (rièdres A et les longueurs des arêtes Aa, AB et AD qui 
le forment. 

Si l'arête Aa est perpend.à la base (fig. 166), et si cette base est 
un rectangle, le parallélépipède est Rectangle : tous les angles y sont 
droits ; chaque arête est perpend, aux plans qui la terminent ; car 
on sait que trois droites Aa, AD et AB étant perpend, entre elles, 
chacune l'est au plan des deux autres (n° 266) ; sien outre les arêtes 
sont égales, le prisme est nommé Cube. 

285. Le plan DdbB (fig. 156) qui passe par deux arêtes oppo-
sées, donne un parallélogramme dont les diagonales D b , Bd se 
coupent en deux parties égales (n° 233) ; les quatre diagonales Db, 
Bd, Ac, Cd se coupent donc au même point O ; car Bd coupe Db 
en son milieu O, et Ac doit aussi couper Db en deux parties 
égales. 

286. Lorsqu'une courbe quelconque ACDB (fig. 159) tourne 
autour d'un axe AB, elle engendre une Surface de révolution. Le 
caractère distinctif de ces surfaces consiste en ce que, quelle que 
soit la courbe génératrice ACDB, tout plan perpend, à l'axe donne 
pour intersection une circonférence de cercle. Car la droite DI, per-
pend. à AB, décrira dans son mouvement un plan perpend, à l'axe 
(n° 266, 2°) ; de plus, le point D conservera toujours la même dis-
tance DI a cet axe. 

287. Le Cylindre est un corps engendré par une ligne indéfinie 
Aa (fig. 160) qui se meut parallèlement en glissant sur une courbe 
quelconque ABCD. Nous regarderons ici le cylindre comme ter-
miné par deux bases parallèles ABCD, abcd; la Hauteur est la dis-
tance entre les bases. 

Inscrivons et circonscrivons des polygones à la base du cylindre : 
la génératrice, en glissant sur leur contour, décrira deux prismes, 
dont le cylindre est visiblement la limite *, comme sa base est la 
limite de leurs bases. Il est aisé de conclure de là, que 

Io Toute section faite dans un cylindre parallèlement à la base 
donne une courbe égale à celle de la base. 

2° L'aire d'un cylindre droit Ac (fig. 161) est le produit du, périmètre 

' Cette proposition repose sur celle-ci, qui est analogue à celle du n° 17 J, et que nous 
regardons comme évidente, d'après l'idée que nous nous formons de l'étendue des aires : 
l'aire d'une figure plane est moindre que celle de toute surface terminée au même con-
tour ; et de deux surfaces convexes terminées à ce contour, la plus grande est celle qui 
enveloppe l'autre. 



de sa base par sa hauteur. En effet, soit C le contour de la base , 
«l'excès du périmètre du polygone circonscrit sur C, en sorte que 
ce périmètre = Ca.; Aa = H ; enfin , 5 l'aire du cylindre, et 
/3 l'excès de l'aire du prisme circonscrit sur 5 , on aura 
S + P = H ( C - f «), d'où(n° 113), 5 = # X C-

8° Si le cylindre est oblique Ac (fig. 160), la section a'b'c'd' 
perpend, à la génératrice forme deux corps Ac', ca' qui rapprochés 
par leurs bases ac et AC, qu'on fait coïncider, donnent un cylindre 
droit. Ainsi, l'aire du cylindre oblique est le produit de sa généra-
trice Aa par le contour d'une section a'b'c'd' perpend, à Aa. 

4° Le rectangle qui a pour hauteur la génératrice d'un cylindre 
droit, et pour base le contour de sa base rectifiée, est égal à l'aire 
de ce cylindre. C'est ce que Monge nomme le Développement de 
cette surface. Lorsque le cylindre est oblique, la section perpend, 
à l'arête se développe suivant une ligne droite a'd' (fig. 162) à la-
quelle toutes les génératrices sont perpend. Si donc on élève en 
divers points a', b', c', d', des perpend, sur lesquelles on portera 
en dessus et en dessous des parties a'a, a!A, b'b, b'B, . . . . respec-
tivement égales aux portions de chaque génératrice, tant en dessus 
qu'en dessous de la section a'b'c'd' (fig. 160), on aura l'aire aD, ter-
minée par deux courbes parallèles abed, ABCD, et qui sera le dé-
veloppement de la surface du cylindre. 

8° On ne considère dans les éléments de Géométrie que les cy-
lindres dont la base est circulaire : Y Axe est la droite parallèle à 
la génératrice et qui passe par le centre de la base. Le Cylindre 
droit peut donc être regardé comme engendré par la révolution 
d'un rectangle AOoa qui tourne autour d'un de ses côtés Oo. Toute 
section faite parallèlement à la base, dans ce corps de révolution, 
est un cercle (1° et n° 286) égal à cette base. L'aire est S—lzRH; 
¿/étant la hauteur et R le rayon de la base (n° 248). 

288. L'aire d'une pyramide s'obtient en ajoutant les aires des 
triangles qui la composent : si la pyramide est régulière, l'aire est le 
produit du demi-contour de sa base par la perpendiculaire menée du 
sommet sur un de ses côtés, parce que ces triangles sont égaux, et 
ont pour hauteur commune cette perpendiculaire qu'on appelle 
Apothème. 

289. On nomme Cône le corps engendré par une droite indéfinie 
AS (fig. 163) assujettie à passer toujours par un point fixe S, qui 
est \e Sommet,cl à glissersurune courbe donnée quelconque ABCD. 

Cette surface est formée de deux Nappes opposées, réunies en S. 
Nous ne traiterons ici que du cas où la base est circulaire : Y Axe 
est la ligne SO menée du sommet S au centre O d e la base : la Hau-
teur estla perpendiculaire menée du sommet sur cette base. Quand 
cette perpend, se confond avec l'axe, on dit que le cône est Droit 
(fig. 164); on peut le concevoir engendré par un triangle rectangle 
A SO qui tourne sur un côté SO de l'angle droit. Toute section pa-
rallèle à la base d'un cône droit est un cercle (n° 286). 

290. Si r on inscrit et circonscrit des polygones réguliers au 
cercle de la base d'un cône droit (fig. 164), en menant des lignes 
de leurs angles au sommet S, on formera des pyramides régulières, 
l'une inscrite, l'autre circonscrite au cône, qui sera visiblement leur 
limite. Il suit de là, que 

1° L'aire du cône droit SAC est le produit de la circonf. C de sa base, 
par la moitié de sa génératrice SA. En effet, soit « l'excès du péri-
mètre du polygone circonscrit sur la circonf. C ; la pyramide cir-
conscrite a pour a ire ' -A (C-f- a), en désignant par A l'apothème 
SA qui est la génératrice. Mais soit S l'aire du cône et /3 l'excès de 
celle de la pyramide sur S; on aura S - f- ¡3 = A(C - f - a), d'où 
(n° 1 1 3 ) 5 = '-A. C; on a donc 5 = zAR, R étant le rayon de la base. 

2" Si , avec un rayon SA = la génératrice A, l'on décrit un arc 
ABD (fig. 168) d'une longueur égale à la circonf. de la base, le 
secteur ASD aura la même aire que le cône (n° 261). Ce sera son 
développement ; les génératrices seront les divers rayons de ce 
secteur. 

3° Le cône tronqué ADda (fig. 163) a pour aire le produit de son 
côté Aa, par la moitié de la somme des circonf. AC, ac des bases, ou 
parla circonfèr. a'd' menée à distances égales de ces bases. En effet, 
les sections ad, a'd' sont des cercles (n° 286) ; l'aire du tronc ADad 
est la différence des aires des cônes SAD, sad. Si d'un même 
centre 5 (fig. 168>, avec les rayons SA, sa des génératrices de ces 
cônes, on décrit des arcs AD, ad,• qu'on prenne ABD égal à la 
circonf. AC delà base inférieure , qu'on mène les rayons SA, SD, 
l'arc abd sera égal à la circonférence supérieure acd ; car d'une 

SA ABD cire. AC , „ • .„ 
ou = r-:—.• de 1 autre (fig. 165), ce meme ^ Sa abd abd 

, SA ABD circ. AC , rapport ^ — = — — = — : ,• doncaid = circ. ac. II s en-ofl abd circ. ac 
suit que les aires des secteurs S ABD, Sabd sont équivalentes à celles 



des deux cônes, et que l'aire AahdDB l'est à celle du tronc dont 
elle est le développement. Donc (n° 261) 

cette aire = Aa X a'b'd' =Aa X ï H + AD)-

291. La Sphère est un corps (fig. 167) engendré par la révolu-
tion d'un demi-cercle ADB sur un diamètre AB. Dans cette ré-
volution , un arc quelconque DF ou DE engendre une Zone; l'arc 
AD décrit une Calotte ou Zone à une base; le secteur A CD produit 
le Secteur sphérique; enfin, le segment AD G engendre le Segment 
sphérique. 

Il suit de là que la surface delà splière a tous ses points à égale 
distance du centre C, et que si l'on fait tourner le cercle générateur 
ADEBG autour d'un autre diamètre quelconque Dff, il produira 
la même sphère. Par conséquent, tout plan qui passe par le centre 
coupe la sphère suivant le cercle g é n é r a t e u r qu'on nomme un Grand 
cercle de la sphère. 

Un plan quelconque coupe la sphère suivant un cercle ; car, soit DG 
ce plan ; menant le diamètre AB perpend., on peut supposer que la 
sphère a été engendrée autour de cet^a-e de révolution (n° 286). Le 
diamètre du cercle est la corde DG; c'est pour cela qu'on nomme 
Petits cercles de la sphère ceux dont le plan ne passe pas par le 
centre. La base d'un segment sphérique est un petit cercle. 

292. Le plan qui n'a qu'un point commun avec la sphère s'ap-
pelle Tangent : toute droite menée du centre C (fig. 167) à ce plan, 
étant plus longue que le rayon CA mené au point de contact, puis-
qu'elle ne peut atteindre ce plan qu'en sortant de la sphère ; ce 
rayon est donc perpendiculaire au plan tangent (n° 266, 4°). Réci-
proquement, si la ligne CA est la plus courte ligne qu'on puisse 
mener du centre à un plan, ce plan n'aura que le point A commun 
avec la sphère et lui sera tangent, puisque toute autre ligne menée 
du centre C étant CA, devra sortir de la sphère. 

Faisons tourner une tangente quelconque AT, ainsi que le cercle 
ADB, autour du diamètre AB, AT engendrera le plan tangent à 
la sphère. 

293. Lorsqu'un polygone ABDI.... (fig. 169) tourne autour 
d'un axe AO, chaque côté DI engendre un tronc de cône dont 
l'aire (n° 290, 3°) esl DI X cire. EL ; K étant le milieu de DI, et 
KL perpend. sur l'axe AO. Il est doue bien facile d'avoir l'aire en-
gendrée par ABDI..... 

Mais si le polygone est régulier, cette aire devient plus aisée à 
obtenir ; en effet, soit inscrit un cercle , et mené DG parallèle à 
l'axe AO de révolution , puis le rayon KC : les triangles DIG, LKC 

,, , , DI KC circ. KC ayant leurs cotes perpend. donnent = - W T ou = =r-
DG KL cire. KL 

d'où l'on tire , l'aire du tronc de cône engendré par HDIM 
= DIX cire. KL = DG X cire. KC. Cette aire est le produit de 
la circonf. du cercle inscrit par la hauteur DG ou HM de ce tronc. 

11 est visible que la même chose a lieu pour le cylindre engendré 
par le côté IP parallèle à AO. Quant au cône que décrit BA, son 
aire (n°290, 1°) est *-BA X cire. BN; et les triangles semblables 
ABN, QCA donnent de même QA X cire. BN — AN X cire. QC. 
Il en résulte que la somme des aires engendrées par la révolution de 
plusieurs côtés de polygone régulier, est égale à la circonf. inscrite 
multipliée par la somme des hauteurs. 

Il suffit, pour notre démonstration, que la portion de polygone 
générateur soit circonscriptible au cercle : or, la calotte ou la zone 
sphérique est visiblement la limite de l'aire engendrée par une sem-
blable partie de polygone; d'où il est facile de conclure que, 1 "l'aire 
de la calotte DAG (fig. 167), ou delà zone sphérique DFiNG est le pro-
duit de sa hauteur AI ou RI par la circonférence d'un grand cercle. 
Soit R le rayon de la sphère, X la hauteur de la calotte engendrée 
par DA, ou de la zone décrite par l'arc FD ou FE ; on a ( n° 248 ) 

surface de la zone = 2r RX; 

2° Ainsi, en p renant le diamètre AB pour la hauteur X, on trouve 
que l'aire de la sphère est le produit de son diamètre par la circonfé-
rence d'un grand cercle, ou quadruple de l'aire d'un grand cercle; 
donc 

surface de la sphère = 2 / 1 X cire. R = hzR1, 

ou environ = D X (8 - j - j ) D, D étant le diamètre. 
3°Pour trouver le rayon de la sphère dont l'aire A est donnée, 

on évaluera R= y / '-L = ( / 0 , 079578. A 

4° Menons les tangentes DE, DG, GF, EF{fig. 170) perpend. 
et parallèles au diamètre AB; le carré EG engendrera, dans sa ré-
volution autour de AB, le cylindre circonscrit à la sphère. L'aire a'e'fb' 
de la zone produite par un arc quelconque Vf' e st égale àcelle du cy-



lindre ae'e"a", puisque leur valeur est la même = dg X cir. AC. Il 
en serait de même du cylindre entier par le rapport de la sphère; 
de sorte que l'aire delà sphère est égale à celle du cylindre circonscrit. 
Et si l'on y comprend les bases, l'aire de la sphère est les j de celle du 
cylindre, puisque les deux bases étant des grands cercles, l'aire 
entière du cylindre en vaut 6, et celle de la sphère 4. 

5° Le triangle équilatéral MK[$ig. 170), dans sa révolution au-
tour de HB, engendre le cône circonscrit à la sphère. La droite 1C 
coupe par la moitié l'angle MB, qui est les } d'un droit (n° 164, 1°); 
l'arc Bi est donc le 6° de la circonf., et la corde Bi est le côté de 
l'hexagone = CB = R; le triangle BU est isocèle, Ii = Bi — R, et 
/ C = 2i?. Ainsi, dans le triangle CJB, on a IB2 = IC—CB2 = %R>, 
IB = R[/ 3 , cire. IB = %rR)/3 (n° 248) ; enfin, l'aire du cône 
(n° 290) est 6zR2, ou 6 fois l'un des grands cercles, et double de sa 
base qui est 3zR1 : l'aire totale du cône est 9zR\ En y comprenant 
les bases, l'aire du cylindre est 6 grands cercles, celle du cône 9, et 
celle de la sphère 4 ; c'est-à-dire que l'aire du cylindre est moyenne 
proportionnelle entre les aires de la sphère et du cône circonscrit. 

Cette proposition se vérifie de même pour le cône et le cylindre 
inscrits à la sphère, ou engendrés par le carré et le triangle équi-
latéral inscrits au cercle générateur; l'aire totale du cylindre =3,-ri?*, 
celle du cône = f zR-, et celle de la sphère 4zR2 . 

Des Corps semblables et symétriques. 

294. On dit que deux tétraèdres sont semblables, quand ils ont 
deux faces semblables , placées de la même manière, et formant 
un angle dièdre égal. Tels sont lesdeux tétraèdres S et S' (fig. 171), 
lorsque S'A'C'est semblable à SAC, B'SA' à BSA, et l'angle dièdre 
B'SA'C' = BSAC. 

Les arêtes homologues des tétraèdres semblables sont proportion-
nelles, toutes les faces sont semblables, les angles dièdres sont respec-
tivement égaux, ainsi que les angles trièdres homologues. Eu effet, pla-
çons le triangle C'S'A' sur CSA, en faisant coïncider les angles 
égaux 5'et S, A' G tombera en ac parallèlement à AC, à cause des 
angles égaux S A'G et SAC. De plus, la face B'SA' se couchera 
sur BSA, en vertu de l'égalité des angles dièdres; enfin, l'angle 
B'SA' étant = BSA, S'B' tombera sur Sb, et B'A' suivant ab pa-
rallèle à AB. Le tétraèdre S sera donc placé en Sabc ; les plans 

« 

ABC, abc sont parallèles, et les angles dièdres homologues sont 
égaux (n° 270). On voit donc - ô 

1° Qu'un tétraèdre SABC coupé par un plan abc parallèle à l'une 
de ses faces ABC,"forme un tétraèdre semblable au premier • 

2° Que les faces ABC, abc sont semblables, puisque le plan abc 
est parallèle à ABC (n05 277, 270) ; 

3° De même pour SBC, sbc. 
Réciproquement, si les arêtes homologues de deux tétraèdres sont 

proportionnelles, ou si les quatre triangles sont respectivement sem-
blables (l'une des conditions emporte l'autre), les angles plans en 5 
et 6 étant égaux, les angles dièdres le sont aussi (n« 281) • donc les 
tétraèdres sont semblables. 

295. Deux polyèdres sont dits semblables, lorsqu'en menant de 
deux angles solides homologues des diagonales à tous les autres 
angles, les corps sont décomposés en tétraèdres semblables et dis-
posés dans le même ordre. 

Toute pyramide SAC (fig. 151) coupée par un plan zc parallèle à sa 
base, donne une autre pyramide Sac semblable à SAC, leurs arêtes 
sont proportionnelles, les angles dièdres et polyèdres respectifs sont 
égaux. En effet, les tétraèdres SABE, sabe semblables, donnent les 
triangles SEB, seb semblables, et l'angle dièdre ASEB = aSeb • 
mais comme l'angle dièdre ASEB = aSed, en retranchant on 
trouve que l'angle dièdre BESD = beSd. Donc les tétraèdres 
SBED, sied sont semblables, etc. (n0s 277, 281). 

Réciproquement, les pyramides S'A'B'C' , SABC fur • 
de faces semblables et disposées dans le même ordre sont semblables 
car les angles trièdres qui composent les bases étant formés d'an-le^ 
plans égaux, sont égaux; donc les angles dièdres homologue" le 
sont aussi (n° 281). D'ailleurs, les angles plans égaux en 5 et A'per 
mettent de faire coïncider S'A'D' en Sad, Enfin, les arêtes étant 
proportionnelles par supposition, les plans AD, ad sont parallèles 

296. Soient la pyramide SAC (fig. 151) et le corps S'A'G formé 
de tétraèdres S'A'B'E', S'E'B'D', S'B'CD' semblables à SABE 
SEBD...le polyèdre S'A'G sera une pyramide semblable à SAC-
car, puisque les angles AEB, BED, AED sont dans un même nlan 
et égaux à A'E'B, B'E'D', A'E'D', P 

on a AED = AEB - j - BED, 

d'où A'E'D' = A'E'B' - f B'E'D' : 
.UATnKM. PURES. T . I . J G 



ce qui prouve que ces derniers angles sont aussi dans le même 
plan, puisque, s'ils formaient un angle trièdre, on aurait (n° 279) 
A'E'D' A'E'B' -¡- BE'D'. On voit que ce plan passe aussi par 
B'CU. 

11 suit de là que, Io deux polyèdres semblables sont décomposés 
en pyramides semblables par les plans qui passent suivant les dia-
gonales menées de deux angles polyèdres homologues à tous les 
autres. 

2° Si d'un point intérieur quelconque, on mène des lignes à tous 
les angles, et qu'on les prolonge proportionnellement à leur lon-
gueur, les plans menés par les extrémités de ces lignes seront pa-
rallèles aux faces du polyèdre proposé, et en formeront un autre qui 
lui sera semblable.. On trouve ici l'analogue du théorème 2-4-4. 

297. Deux polyèdres semblables ont leurs faces semblables, leurs 
arêtes homologues proportionnelles, leurs angles dièdres égaux, ainsi 
que leurs angles polyèdres. Pour s'en convaincre, il suffit de mener, 
de deux angles homologues (fig. 172), les diagonales qui décompo-
sent les corps en pyramides semblables ; les angles polyèdres et 
dièdres de ces pyramides seront égaux, leurs faces seront sembla-
bles : or les faces des polyèdres servent de bases à ces pyramides, 
dont les angles dièdres et polyèdres constituent, par leur système, 
ceux des corps proposés. 

Réciproquement, si deux polyèdres ont les faces semblables et 
disposées dans le même ordre ; et les angles dièdres égaux, ils sont 
semblables; car les angles polyèdres sont égaux, comme décompo-
sâmes en angles trièdres égaux (n° 281). Faisons donc coïncider 
l'un de ces angles polyèdres avec son homologue, les autres faces 
seront respectivement parallèles. De plus, la similitude des faces 
donne les lignes homologues proportionnelles ; leurs aires sont donc 
entre elles comme les carrés de ces lignes; ce qui prouve que les 
diagonales de l'un des corps sont le prolongement de celles de 
l'autre (n° 278) : ces corps sont donc formés de pj ramides semblables. 

298. Des lignes qui joignent quatre angles polyèdres homologues 
ABCD, abcd (fig. 172) de deux corps semblables étant proportion-
nelles, forment des tétraèdres semblables (n° 294). Il en résulte 
que si des angles ABC, abc de triangles homologues, on mène des 
lignes à tous les angles DE F , def.... de deux polyèdres sem-
blables, les tétraèdres ainsi formés seront semblables ; ceci est ana-
logue au il0 242, -4°. 

COUPS SEMBLABLES. 2 9 l 

Réciproquement, deux polyèdres sont semblables, lorsque leurs 
angles étant joints aux trois angles homologues ABC, abc, les té-
traèdres ainsi formés sont respectivement semblables. En effet si 
les tétraèdres DABC, dabc sont semblables, ainsi que EABC eabc 
les angles dièdres DACB, EACB seront égaux à dacb, eacb /ainsi 
l'angle d.èdre DACE = dace. D'ailleurs, les faces DAC, dac de nos 
tetraedres sont semblables ainsi que EAC, eac : donc les tétraèdres 

EACD, eacd sont semblables, et on a — — /no 294} 
ds ac '' 

Soient F, f, 1, i des angles homologues ; on aura de même 
FE__AC DF AC 
fe ~ ac Ct ~dfr ~ac~ : amsi' les corPs ont Ieurs l^nes homolo-

gues proportionnelles, et les triangles DFE, dfe homologues sont sem-
blables : de plus, leurs angles dièdres sont égaux, puisque IDF est 
semblable à idf, IFE à ife, d'où l'angle IFD = ifd, IFE = ife, 
DFE = dfe. En outre, si les points D1FE sont dans le même plan' 
l'équation IFE = IFD - f DFE se change en ife = ifd - j - dfe • 
d'où il suit que les points e, / , ¿étant aussi dans un même plan, les 
faces des polyèdres sont semblables : enfin, les angles polyèdres sont 
égaux, comme composés d'angles trièdres égaux (281, 4°). Ainsi les 
corps sont semblables (n° 297). 

299. Lorsque deux polyèdres sont semblables, les aires de leurs 
faces sont comme les carrés des lignes homologues de ces polyèdres ; 
mais comme ces lignes sont proportionnelles, on a une suite de 
rapports égaux, formés par les faces homologues, d'où l'on conclut 
(comme n° 262, II) que les aires totales des polyèdres semblables sont 
entre elles comme les carrés de leurs arêtes homologues. 

On verra aisément que les surfaces de cônes ou de cylindres 
semblables, c'est-à-dire engendrées par deux triangles ou deux 
rectangles semblables, sont entre elles comme les carrés de leurs 
génératrices. En effet, les circonférences C et c des bases sont pro-
portionnelles aux génératrices A et a; les aires S et s le sont à 

C X A et c X « (nos 287, S0, et 290, 1°), 

s . c. a c a s a3 

De même, les aires des sphères sont comme les carrés de leurs 
rayons, puisqu'elles calent quatre grands cercles. 



800. Lorsque deux polyèdres sont tels, qu'on peut les placer 
l'un en dessus, l'autre en dessous d'un plan MN[fig. 178), de sorte 
que les sommets des angles polyèdres A, a, B, b... . soient, deux 
à deux, à égale distance de ce plan, et sur une perpendiculaire 
Aa, Bb à ce plan, ces deux polyèdres sont appelés Symétri-
ques. B étant un angle polyèdre du premier corps, en menant BQb 
perpendiculaire au plan MN, et prenant QB = Oh, h sera l'angle 
homologue du second polyèdre. 

Les polyèdres symétriques ont toutes les parties constituantes égales. 
Pour le prouver, plions le trapèze ABPO suivant PO, les lignes 
AP, aP égales et perpend. sur MN coïncideront, ainsi que BQ et 
Bq; d'où AB = ab : donc les lignes homologues sont égales. D, d, 
C, c étant des angles polyèdres symétriques, on aura BC — bc, 
AC= ac; ainsi, le triangle ABC = abc; les triangles homologues 
sont donc égaux. De plus, le triangle ADC — ade, BDC = bdc : 
ainsi l'angle DCB = deb, ACD = aed, ACB = acb. Or, 

1" Si les plans de ces triangles forment en C et c des angles triè-
dres, ils seront égaux : donc les angles dièdres et trièdres homologues 
sont égaux. Il en est de même des angles polyèdres, puisqu'ils sont 
formés d'angles t r i è d T e s égaux disposés dans le même ordre. 

2" Si les puinis ABCD sont dans le même plan, comme l'angle 
DCB = ACD - j - ACB, on a deb = aed - j - acb ; d'où il suit que les 
points abcd sont aussi dans le même plan (n° 279), donc les faces 
homologues sont égales, comme formées de triangles égaux sembla-
blement placés. 

301. Tout parallélépipède ACc (fig. 17-4) est formé de deux prismes 
triangulaires symétriques ABd, BCd; les angles dièdres opposés sont 
égaux, et les angles trièdres opposés sont symétriques. En effet, les 
deux corps Aabd, Ccbd sont visiblement des prismes (n° 282); la 
base BDC ou bdc de l'un sera égale à ABD. Rapprochons ces pris-
mes triangulaires, en faisant coïncider bdc avec ABD, savoir bc 
avec AD, et de avec AB ; Ccbd prendra la situation AEHI. Or, les 
perpend. aF, Cf sur les bases sont égales (n°268), 2° on a de plus 
A a = Ce et l'angle AaF = cCf; ainsi, le triangle AaF = CcF, 
d'où AF = cf. Par une raison semblable, fb = DF; ainsi les 
triangles égaux ADF, bef coïncident, et le point /'tombant en F,fC 
se porte en FE sur le prolongement FE de aF. Donc le sommet E 
on C est symétrique de a : on verra de même que I, ou B, l'est de 
d; el H ou D, l'est de b. 

C H A P I T R E I I I . 

DES VOLEHES. 

302. Former un prisme droit équivalent à un prisme oblique AD 
(fig. 176), la génératrice conservant la même longueur AC. Prolongeons 
les arêtes CA, DB, menons-leur un plan quelconque MN perp.; 
enfin prenons Pp — BD, menons le plan op parallèle à MN, on aura 
ainsi le prisme droit Op. Appliquons les prismes tronqués BAOP, 
DCop, de manière à coucher la base op sur OP qui. lui est égale : 
les génératrices étant perpend. aux bases, et de plus égales (puisque 
DB = Pp donne BP = pD, et ainsi des autres), les prismes coïn-
cideront, ou oD = OB. Retranchant la partie commune Ap, il reste 
le prisme oblique AD équivalent au prisme droit Op. 

303. On peut toujours disposer deux prismes symétriques, AD, 
ad (fig. 176) relativement à un plan MN, en sorte que ce plan soit 
perpend. aux génératrices. Prolongeons l'arête DB en Pd; puis , à 
partir du point P de rencontre avec un plan quelconque MN perp.. 
prenons Pb = PB, Pd = PD, ou BD = bd. En raisonnant de 
même pour chaque arête, on formera le prisme ad symétrique 
à AD. 

Les prismes symétriques AD, ad sont équivalents. Car prenons 
•Pp = Pp = BD, et menons les plans op, o'p' parallèles à MN : les 
prismes OPop, OPo'p sont, droits et équivalents aux proposés 
(n° 302). De plus, ils sont égaux entre eux, puisqu'en les appli-
quant, de sorte que la base o'p' de l'un tombe sur celle OP de 
l'autre qui lui est égale, il y aura coïncidence. 

30-4. Deux parallélépipèdes de même hauteur et de même base sont 
équivalents. Pour le démontrer, rapprochons ces corps de manière 
à faire coïncider leurs bases inférieures égales; les supérieures se-
ront situées dans le même plan : il se présentera deux cas. 

1° Si les faces latérales FG, EK (fig. 175) sont dans un même 
plan, les triangles égaux EGH, FIK servent de bases à deux pris-
mes superposables EHM, FIN. Donc, en retranchant tour à tour 
ces prismes du corps entier EN, il restera les parallélépipèdes équi-
valents EFIM, EHNL. 

2° Si les faces ont une disposition quelconque, les bases supérieu-
res AC, ac (fig. 178) seront des parallélogrammes égaux à ceux des 



800. Lorsque deux polyèdres sont tels, qu'on peut les placer 
l'un en dessus, l'autre en dessous d'un plan MN[fig. 178), de sorte 
que les sommets des angles polyèdres A, a, B, b... . soient, deux 
à deux, à égale distance de ce plan, et sur une perpendiculaire 
Aa, Bb à ce plan, ces deux polyèdres sont appelés Symétri-
ques. B étant un angle polyèdre du premier corps, en menant BQb 
perpendiculaire au plan MN, et prenant QB = Ob, b sera l'angle 
homologue du second polyèdre. 

Les polyèdres symétriques ont toutes les parties constituantes égales. 
Pour le prouver, plions le trapèze ABPO suivant PO, les lignes 
AP, aP égales et perpend. sur MN coïncideront, ainsi que BQ et 
Bqd'où AB = ab : donc les lignes homologues sont égales. D, d, 
C, c étant des angles polyèdres symétriques, on aura BC — bc, 
AC = ac ; ainsi, le triangle ABC = abc; les triangles homologues 
sont donc égaux. De plus, le triangle ADC — ade, BDC = bdc : 
ainsi l'angle DCB = deb, ACD = aed, ACB = acb. Or, 

1" Si les plans de ces triangles forment en C et c des angles triè-
dres, ils seront égaux : donc les angles dièdres et trièdres homologues 
sont égaux. Il en est de même des angles polyèdres, puisqu'ils sont 
formés d'angles t r i è d T e s égaux disposés dans le même ordre. 

2" Si les points ABCD sont dans le même plan, comme l'angle 
DCB = ACD - j - ACB, on a deb = aed - j - acb ; d'où il suit que les 
points abcd sont aussi dans le même plan (n° 279), donc les faces 
homologues sont égales, comme formées de triangles égaux sembla-
blement placés. 

301. Tout parallélépipède ACc (fig. 17-4) est formé de deux prismes 
triangulaires symétriques ABd, BCd; les angles dièdres opposés sont 
égaux, et les angles trièdres opposés sont symétriques. En effet, les 
deux corps Aabd, Ccbd sont visiblement des prismes (n° 282); la 
base BDC ou bdc de l'un sera égale à ABD. Rapprochons ces pris-
mes triangulaires, en faisant coïncider bdc avec ABD, savoir bc 
avec AD, et de avec AB ; Ccbd prendra la situation AEHI. Or, les 
perpend. aF, Cf sur les bases sont égales (n°268), 2° on a de plus 
A a = Ce et l'angle AaF = cCf; ainsi, le triangle AaF = CcF, 
d'où AF = cf. Par une raison semblable, fb = DF; ainsi les 
triangles égaux ADF, bef coïncident, et le point /'tombant en F,fC 
se porte en FE sur le prolongement FE de aF. Donc le sommet E 
on C est symétrique de a : on verra de même que I, ou B, l'est de 
d; et H ou D, l'est de b. 

C H A P I T R E I I I . 

DES VOLUHES. 

302. Former un prisme droit équivalent à un prisme oblique AD 
(fig. 176), la génératrice conservant la même longueur AC. Prolongeons 
les arêtes CA, DB, menons-leur un plan quelconque MN perp.; 
enfin prenons Pp = BD, menons le plan op parallèle à MN, on aura 
ainsi le prisme droit Op. Appliquons les prismes tronqués BAOP, 
DCop, de manière à coucher la base op sur OP qui. lui est égale : 
les génératrices étant perpend. aux bases, et de plus égales (puisque 
DB = Pp donne BP = pD, et ainsi des autres), les prismes coïn-
cideront, ou oD = OB. Retranchant la partie commune Ap, il reste 
le prisme oblique AD équivalent au prisme droit Op. 

303. On peut toujours disposer deux prismes symétriques, AD, 
ad (fig. 176) relativement à un plan MN, en sorte que ce plan soit 
perpend. aux génératrices. Prolongeons l'arête DB en Pd; puis , à 
partir du point P de rencontre avec un plan quelconque MN perp.. 
prenons Pb = PB, Pd = PD, ou BD = bd. En raisonnant de 
même pour chaque arête, on formera le prisme ad symétrique 
à AD. 

Les prismes symétriques AD, ad sont équivalents. Car prenons 
Pp = Pp = BD, et menons les plans op, o'p' parallèles à MN : les 
prismes OPop, OPo'p sont droits et équivalents aux proposés 
(n° 302). De plus, ils sont égaux entre eux, puisqu'en les appli-
quant, de sorte que la base o'p' de l'un tombe sur celle OP de 
l'autre qui lui est égale, il y aura coïncidence. 

304. Deux parallélépipèdes de même hauteur et de même base sont 
équivalents. Pour le démontrer, rapprochons ces corps de manière 
à faire coïncider leurs bases inférieures égales; les supérieures se-
ront situées dans le même plan : il se présentera deux cas. 

1° Si les faces latérales FG, EK (fig. 175) sont dans un même 
plan, les triangles égaux EGH, FIK servent de bases à deux pris-
mes superposables EHM, FIN. Donc, en retranchant tour à tour 
ces prismes du corps entier EN, il restera les parallélépipèdes équi-
valents EFIM, EHNL. 

2° Si les faces ont une disposition quelconque, les bases supérieu-
res AC, ac (fig. 178) seront des parallélogrammes égaux à ceux des 



bases inférieures MN, en sorte que les lignes AB, DC, ab, de seront 
égales et parallèles; de même pour AD, BC, ad, bc. Prolongeons 
ces lignes, nous aurons le parallélogramme A'C' égal à AC et à ac. 
Or, concevons le parallélépipède qui aurait pour base supérieure 
A'C', et la même base inférieure MN que les proposés; ce corps 
sera équivalent à chacun de ceux-ci, puisqu'il sera, relativement à 
eux, dans l'état examiné ci-dessus. Les proposés sont donc équiva-
lents. 

305. II est facile de changer un parallélépipède donné en un autre 
rectangulaire équivalent. De chaque angle de la base inférieure 
ABCD (fig. 177), élevons des perpendiculaires à son plan : on aura 
un parallélépipède droit ABE1 équivalent au proposé, qu'il était 
inutile de tracer dans la figure. Puis, menant AF, BG, perpend. sur 
AB dans la base AC, on formera sur A G le parallélépipède rec-
tangle ABHK équivalent à ABEI, puisqu'il a même base AM et 
même hauteur AF. 

\ • 

306. Deux parallélépipèdes rectangles de même base sont entre eux 
comme leurs hauteurs. Si ces hauteurs ont une commune mesure, on 
coupera les corps en tranches égales, et l'on raisonnera comme 
pour les rectangles (n° 250, 1°, fig. 126). On démontrera de même 
le théorème pour le cas où les hauteurs sont incommensurables. 

Les parallélépipèdes rectangles P et p de même hauteur, sont entre 
eux comme leurs bases. En effet, plaçons ces corps de manière à 
faire coïncider l'un de leurs angles polyèdres et leur arête égale. 
Les bases seront disposées comme vlC (fig. 179) pour P, et AK 
pour p ; or, prolongeons IK en H ; le parallélépipède Q construit 
sur la base AH et de même hauteur, peut être regardé comme 
ayante /pour hauteur, et la face AB pour base : comparé a P, il 

P AD 
donne donc — = —jj. Mais si l'on prend la face AIGFpour base 

des parallélépipèdes Q et p, leurs hauteurs seront AE et AL; 
0 AE 

d'où — = ——. En multipliant ces proportions, il vient 

P AD X AE _ base AC 
p Al X AL base AK ' 

Enfin, les parallélépipèdes rectangles P et p sont entre eux comme 
les produits de leurs bases par leurs hauteurs. Car si les bases son t 
ACet AK, et les hauteurs AG et AO, en prolongeant les faces de 

celui quia une hauteur moindre, tel que|>, jusqu'à la base supé-
rieure de l'autre, on formera un parallélépipède ALFKG = B, qui 
aura la même hauteur H que l'un P, et même base AK que 
.. . „ R AG P AC . 1 autre p ; on aura donc dune p a r t — = —p., e t — = —=>de 

p AO R AK 
„ . P AC X AG 1 autre; 

En désignant par H, I, K les arêtes qui forment un angle trièdre 
p H I K 

A de P, et par h, i, k celles d e » , on a — = —.—r-^—.On voit donc 
p h. i. k 

que pour mesurer le volume d'un parallélépipède rectangle P , 
c'est-à-dire pour trouver son rapport avec un autre p pris pour 

H I K unité (nos 36, 71) on cherchera les rapports -y-, —, — entre les h t K 
• 

arêtes respectives qui forment un angle trièdre , et l'on multipliera 
ces trois nombres. Représentons par l le produit de ces trois rap-
ports ; l est un nombre abstrait, et le parallélépipède qu'il s'agit de 
mesurer a pour volume l fois celui du parallélépipède pris pour 
unité. 

Le volume d'un parallélépipède est le produit de sa base par sa hau-
teur, quand on prend, pour unité de volume, le cube qui a pour côté 
l'unité linéaire : car h, i et k seront = 1, et l'on aura H. I.Kpour 
le volume de P ; H, I et K sont des nombres abstraits , qui mar-
quent combien les arêtes de notre parallélépipède P contiennent de 
fois L'unité linéaire ; soit / leur produit H.1 .K, l'éq. P = H.1 .K 
revient à P = / fois le cube pris pour unité de volume. 

Lorsque H = / = K, on a P =H3 ; de là la dénomination de 
Cube donnée aux troisièmes puissances. 

307. Donc , le volume d'un prisme est le produit de sa base par la 
hauteur : car, 1° s'il s'agit d'un parallélépipède quelconque , il est 
équivalent à celui qui est rectangle de même hauteur et de base 
équivalente (n° 304). 

2° Si le prisme est triangulaire , comme ABDabd (fig. 174), en 
formant le parallélépipède Ac, le volume de notre prisme est égal 
à son symétrique BDCbdc (n° 303) : donc, chacun de ces prismes a 
pour volume le produit de sa hauteur par la moitié de la base AC, 
ou plutôt par sa base ABD. 

3° Enfin, si l'on fait passer des plans par la génératrice Aa 
(fig. 157) du prisme Ad et par toutes les autres , il sera décomposé 



en prismes triangulaires de même hauteur; la somme de leurs vo-
lumes sera doue le produit de cette hauteur par la somme des bases, 
ou par ABCDE. 

On voit aussi que les volumes des prismes de même base sont 
comme les hauteurs, onde même hauteur, sont comme leurs bases. 

308. Le volume V d'un cylindre est le produit de sa hauteur H par 
l'aire B de sa base. En effet, désignons par ¡} l'excès de la base du 
prisme circonscrit sur celle du cylindre, et para l'excès du volume 
de ce prisme sur celui V du cylindre: B - f / 3 sera la base du prisme, 
V-\- a, son volume ; d'où V - f - a = (B - f - B) H; donc V = BH, 
puisque le volume du cylindre est la limite de celui du prisme 
(n° 113). 

309. Les pyramides de même hauteur et dont les bases sont équiva-
lentes, sont égales en volume. Pour le prouver, coupons un tétraèdre 

'par des plans parallèles à sa base et équidistants. Soit ACcbaB 
(fig. 180) l'une des tranches : menons par les points A, C, a, c des 
parallèles à l'arête Bb ; nous formerons deux prismes, l'un BDFcba 
intérieur, l'autre BACebi extérieur au tronc : la différence de ces 
prismes est le prisme DCea, qui a même hauteur, et dont la base 
CFDA èst la différence entre les bases ABC, abc. 

En opérant de même pour chaque tranche, on aura une série de 
prismes d'égale hauteur, tels que De. Or, il est visible qu'en partant 
de la base du tétraèdre, chaque prisme intérieur DFbB est égal au 
prisme extérieur de la tranche suivante ; ainsi, en prenant la diffé-
rence entre tous les prismes intérieurs et tous les extérieurs , il ne 
reste que les prismes DCea, depuis la 1» tranche MN : cette diffé-
rence est donc un prisme de même hauteur que les tranches, et 
qui a pour base celle BMN du tétraèdre. Plus les tranches sont 
nombreuses, et plus la hauteur devient petite ; on peut donc rendre 
aussi petite qu'on voudra la différence entre les prismes intérieurs 
et extérieurs, et, à plus forte raison , entre les prismes intérieurs et 
le tétraèdre. 

Il est évident que ce raisonnement peut se faire également pour 
tonte pyramide à base quelconque. 

Cela posé, soient maintenant deux pyramides P et p de même 
hauteur, dont les bases équivalentes reposent sur le même plan : 
coupons-les par une série de plans parallèles «à ces bases et équidis-
tants, puis formons pour chacune les prismes intérieurs. Soient a 
et H les excès des pyramides sur la somme des prismes intérieurs, 

dont les volumes sont P — a et p — /3. Or, chaque plan parallèle 
aux bases des pyramides donne des sections équivalentes, puisque 
ces sections sont entre elles comme les bases (nu 278) : donc, les 
prismes intérieurs sont égaux deux à deux, d'où P — a — p — /3, 
et (n° 113) P — p. 

Le même théorème a lieu pour deux troncs formés dans nos py-
ramides par deux plans parallèles. 

310. Un tétraèdre DABC (fig. 183) est le tiers d'un prisme de 
même base et de même hauteur : car, sur les trois arêtes formons le 
prisme AE ; en ôtant le tétraèdre DABC, il reste la pyramide qua-
drangulaire DACEF. Le plan CDF en forme deux tétraèdres : l'un 
FDEC, qui est égal au proposé, comme ayant même hauteur et la 
base FDE = ABC; l'autre DACF = DFCE, par la même raison, 
attendu que le triangle AFC = EFC. Nos trois tétraèdres étant 
équivalents, chacun est le tiers du prisme. 

Donc , le volume de toute pyramide est le produit du tiers de sa base 
par sa hauteur, puisqu'elle est décomposable en tétraèdres. 

Et comme le cône est la limite des pyramides circonscrites , le 
volume du cône est le tiers de sa base multipliée par sa hauteur, ou le 
tiers du cylindre de même base et de même hauteur. 

On aura le volume d'un polyèdre quelconque en le décomposant 
en pyramides. 

811. Le volume du tronc de prisme triang. ABEF (fig. 18-i) est le 
produit de la base par le tiers des trois hauteurs des angles trièdres F , 
D, E delà base supérieure. En effet, faisons les mêmes sections surce 
tronc ABEF qu'au n° 310 ; le plan ADC donne le tétraèdre DABC; 
le plan DCF coupe la pyramide quadrangulaire DACEF en deux 
tétraèdres DFCA, DFCE. Or, on peut, sans changer les bases 
AFC, EFC, mettre les sommets de ceux-ci en B, puisque DB est 
parallèle au plan ACEF (n° 269). Donc on aura les tétraèdres 
BCAF, BCEF : ce dernier peut môme prendre CE A pour base, 
puisque les triangles CEF et CE A sont équivalents. Le tronc de 
prisme est donc formé des trois tétraèdres DABC, F ABC, EABC, 
qui ont même base inférieure ABC, et leurs sommets aux trois angles 
trièdres FDE de la base supérieure; donc, etc. . . . Ce théorème 
sert à trouver le volume du prisme tronqué à base quelconque. 

312. Le tronc de pyramide quelconque à bases parallèles est composé 
de trois pyramides de même hauteur que le tronc, dont les bases sont 
la base inférieure du tronc, la base supérieure et une moyennepro-



portiohnelle entre ces deux aires. Soient une pyramide et un tétraèdre 
de même hauteur, de bases équivalentes, posés sur le même plan; 
leurs volumes sont égaux. Un plan parallèle aux bases forme deux 
troncs, et coupe le tétraèdre et la pyramide suivant un triangle et 
un polygone qui sont équivalents, puisqu'ils sont proportionnels 
aux bases (278) : donc la pyramide et le tétraèdre retranchés étant 
égaux, les troncs le seront aussi. Il reste à démontrer le théorème 
pour le tronc de tétraèdre ABFE (fig. 185). 

Le plan ADC donne les deux corps DABC et DACEF : le plan 
Z)F£J forme les tétraèdres DFEC et DFAC; or, menant DG parallèle 
à AF, ce dernier pourra avoir son sommet en G, au lieu de D. et 
deviendra FAGC. Ces trois tétraèdres ont même hauteur que le 
tronc;leurs bases sont ABC, DFE, AGC. Cela posé, on a (n°256,2°) 
ABC AB AGC AC , 
-Jqq=~Jq' ~fDË~ TË ; 0r, s e c o n d s membres sont égaux 

à cause des triangles semblables FDE, ABC; donc ' = 
A G G r L) h 

Donc, etc. 
Soient A et B les bases d'un tronc de pyramide, H sa hauteur : 

on a pour le volume y II (A -{- B - ¡ - V AB). 
II est visible que ce théorème a également lieu pour le tronc de 

cône. Soient R et r les rayons des bases, A = xB2, B = xr2, le vo-
lume du tronc de } x II [B1 - } - r3 - f - Br). 

318. Tout triangle ABC (fig. 186, 187, 188 et 189), qui tourne 
autour d'une ligne quelconque CI située dans son plan et passant par 
un de ses sommets C, engendre un volume égal au produit du tiers de 
laperpend. CD = p abaissée de ce sommet sur la base AB , multiplié 
par la surface engendrée par cette base AB. 

1er CAS. Le triangle CAB tourne autour de l'un de ses côtés CB 
(fig. 188 et 189). On a vol. CAB = cône CAP - f - cône BAP 
(voy. n» 310), ou = j cercle AP X CB = fzAP 2 X CB : or 
AP X CB = 2 fois aire ABC = AB X CD ; donc volume 
CAB ~ x p . AP X -¿B; e t comme la surface du cône engendré 
\)&tAB est = i circ. AP X = X AB, on a volume 
CAB=\p X surf. AB. Cette démonstration convient aux trois 
cas où l'angle A est aigu , droit ou obtus. 

2e CAS. Le triangle CAB tourne autour d'une ligne extérieure 
CI (fig. 186); volume CAB = volume CAI — volume BCI 
= •§ p (surf. AI — surf. Bl) = f / > . surf. AB. 

3° CAS. La base AB est parallèle à l'axe CI de rotation (fig. 187) : 
volume CAB = cylindre ABEF - f cône CAE — c ô n e C B F , ou 
= cercle CD {AB - f \CE- \CF) = \zCD2 (3EF + CE - CF) 
= {x CD2 X o r i '•'» surface engendrée par AB est celle d'un 
cylindre, et = circ. CD X EF= ïzCD X EF; donc vol. CAB 
= j CD X surf. AB. 

Ce théorème sert à trouver les volumes de la sphère, du secteur et 
du segment sphérique; car si l'on circonscrit à l'arc de cercle ADP 
(fig. 169) une portion de polygone à côtés égaux, et qu'on fasse 
tourner la fig. autour du diamètre AO, la révolution complète de 
tous les triangles CAB, CBD, CDI. . . . engendrera un volume 
= \p (surf. AB - f - surf. BD - f - . . . .). Ainsi, ce volume est le 
produit de la surface engendrée par tous les côtés du polygone, multi-
pliée par le tiers du rayon. Donc 

1° Si le polygone est circonscrit au demi-cercle ADB (fig. 167) 
de rayon R, désignons par a. l'excès de l'aire P de la sphère sur 
celle qu'engendre le polygone ; par /3 l'excès du volume V de la 
sphère sur celui que forme le polygone ; on a V -{- fi — | R (P -f" 
d'où l'on tire (n° 113) V = j R X P; le ™lume de la sphère est,le 
produit de sa surface multipliée par te tiers de rayon, ou celui de l'air? 
d'un des grands cercles par les f du rayon (n° 293, 2°), ou enfin 

Volume V de la sphère = f x = | xi)3 = 0,5236 D\ 

D étant le diamètre 2R. 
2° Le rayon R de la sphère qui a V pour volume est 

i? = y / ( j P ) = l / k F , l og* = 1 . 3 7 7 9 1 1 4 . 

3° Pour le secteur sphérique DAC, le même raisonnement prouve 
que le volume est égal à la surface de la calotte multipliée par le tiers 
du rayon, ou (n° 293, 1er), la flèche Al étant h, * 

Volume du secteur sphérique = f x R'h. 

4° Si l'on retranche le cône DGC du secteur, le reste est le segm. 
sphérique AD1G ; or le vol. du cône DGC est = } CI X cercle DI 
= f CI X 'BP; CI= R — h, DP= DC2 — CP = 2Rh — h2; 
donc 

Volume du segment sphérique = j z h2 (SR2 — h). 



S0 Le cylindre DGFE (fig. 170) et le cône HIK circonscrits à la 
sphère AB ont pour volumes, savoir, 1° le cylindre = xR* X 
on 2*rRï; 2° le cône ( voyez n° 298) 8xR* X ? HB, et comme 
HB' = HI* — IB* = \ HP, on trouve HB = 8 R , et cône = $xR\ 
Comparant les quantités f xRz, 2xR* et 3xR3,on voit qu'elles sont 
entre elles comme 4 '. 6 ; 9 ; ce sont les rapports des volumes de la 
sphère, du cylindre et du cône circonscrits,- le cylindre est moyen 
proportionnel entre les deux autres ; la sphère est les deux tiers du 
cylindre circonscrit. 

814. Les volumes de deux pyramides sont entre eux comme les pro-
duits des hauteurs par les aires des Z»ases(n°8l0). Mais "si ces pyramides 

SAC, Sac (fig. 151) sont semblables, on a f1"^' ' ' ' = ^ 
abc. . . . A/ta 

S H (n°278) ; multipliant de part et d'autre par —-z-, il vient 
oh 

SABC SH* 
Sabc. . . . ~ ~W 

315. Les volumes des polyèdres semblables sont entre eux comme les 
cubes de leurs lignes homologues. En effet, comme deux polyèdres 
semblables P, p, sontdécomposables (n°295) en pyramides sembla-
bles S, s, S', s' . . . en désignant par A, a, A', a' des lignes liomo-

S A3 S' A'3 
logues de ces pyramides, on a - = — , — = — - D'ailleurs, 

s a3 s ai 

tous ces rapports sont égaux, puisqu'en vertu de la similitude sup-
A 

posee, on a — = 
a 

d'où (n° 73, 3°) 

A A' -- S S' S" A3 
posee, on a — = — = Donc— = — = — = = — 

a a . s s s a3 

S-\- S' - f f f ' -f...\ P A3 

4 « ' + s"+ ~ P~ «3 ' 
11 sera aisé de voir que les volumes des sphères sont entre eux 

comme les cubes de leurs rayons; que ceux des cylindres droits et des 
cônes droits semblables (c'est-à-dire engendrés par des rectangles 
ou des triangles rectangles semblables) sont entre eux comme les 
cubes des longueurs de leurs génératrices, ou de leurs hauteurs, 
ou enfin des rayons de leurs bases. 

Les polyèdres symétriques ont leurs volumes égaux, puisqu'il est 
évident qu'on peut les décomposer en tétraèdres symétriques, et 
que ceux-ci ont des bases et des hauteurs égales. 

L I V R E Q U A T R I È M E 

GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 

C H A P I T R E P R E M I E R . 

A P P L I C A T I O N DE L ' A L G È B R E A L A G É O M É T R I E É L É 5 I E S T A I R E . 

Quelques Problèmes sur les Lignes. 

316. Tant que l'Algèbre et la Géométrie ont été séparées, leurs 
progrès ont été lents et leurs usages bornés ; mais lorsque ces deux 
sciences se sont réunies, elles se sont prêté des forces mutuelles, et 
ont marché ensemble d'un ¡»as rapide vers la perfection. C'est à 
Viète et à Descaries qu'on doit l'application de l'Algèbre à la Géo-
métrie, application qui est devenue la clef des plus grandes décou-
vertes dans toutes les branches des Mathématiques ( L A G R A X G E , Ecol. 
JVorm., t. IV, p. 401). 

C'est donc en introduisant dans les formules algébriques les 
grandeurs qui composent les parties d'une figure, que nous trans-
porterons dans la Géométrie toutes les ressources de l'Algèbre , et 
nous parviendrons sans peine à des résultats qu'il serait difficile 
d'obtenir par la Géométrie seule. Celle-ci a l'avantage de ne jamais 
faire perdre de vue l'objet principal, et d'éclaireHa route entière 
qui conduit des premiers axiomes à leurs dernières conséquences 
(voy. n° 232) ; mais l'Algèbre a bien plus de ressources. 

Ces réflexions conduisent à préférer dans la Géométrie élémen-
taire les méthodes directes, celles qui ne reposent sur aucun prin-
cipe étrange*, et permettent, pour ainsi dire, d'isoler chaque 
théorème, en le présentant comme une vérité aussi claire que 
l'axiome d'où il est déduit. Mais , lorsque les questions deviennent 
plus compliquées, cette méthode, qu'on nomme Synthèse, perd la 



S0 Le cylindre DGFE (fig. 170) et le cône HIK circonscrits à la 
sphère AB ont pour volumes, savoir, 1° le cylindre = xR* X 
on 2xR3; 2° le cône ( voyez n° 298) 8xR* X ? HB, et comme 
HB' = HP — IB* = \ HP, on trouve HB = 8 R , et cône = $xR3. 
Comparant les quantités f xR3, 2xR3 et 3xR3,on voit qu'elles sont 
entre elles comme 4 '. 6 ; 9 ; ce sont les rapports des volumes de la 
sphère, du cylindre et du cône circonscrits,- le cylindre est moyen 
proportionnel entre les deux autres ; la sphère est les deux tiers du 
cylindre circonscrit. 

814. Les volumes de deux pyramides sont entre eux comme les pro-
duits des hauteurs par les aires des Z»ases(n°8l0). Mais "si ces pyramides 

SAC, Sac (fig. 151) sont semblables, on a f1"^' ' ' ' = ^ 
abc. . . . A/ta 

S H (n°278) ; multipliant de part et d'autre par —-z-, il vient 
oh 

SABC SH3 

Sabc. . . . ~ Sh3' 

315. Les volumes des polyèdres semblables sont entre eux comme les 
cubes de leurs lignes homologues. En effet, comme deux polyèdres 
semblables P, p, sontdécomposables (n°295) en pyramides sembla-
bles S, s, S', s' . . . en désignant par A, a, A', a' des lignes liomo-

S A3 S' A'3 
logues de ces pyramides, on a - = — , — = — - D'ailleurs, 

s a3 s a3 

tous ces rapports sont égaux, puisqu'en vertu de la similitude sup-
A 

posee, on a — = 
a 
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ou des triangles rectangles semblables) sont entre eux comme les 
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ou enfin des rayons de leurs bases. 

Les polyèdres symétriques ont leurs volumes égaux, puisqu'il est 
évident qu'on peut les décomposer en tétraèdres symétriques, et 
que ceux-ci ont des bases et des hauteurs égales. 
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ont marché ensemble d'un ¡»as rapide vers la perfection. C'est à 
Viète et à Descaries qu'on doit l'application de l'Algèbre à la Géo-
métrie, application qui est devenue la clef des plus grandes décou-
vertes dans toutes les branches des Mathématiques ( L A G R A X G E , Ecol. 
JVorm., t. IV, p. 401). 

C'est donc en introduisant dans les formules algébriques les 
grandeurs qui composent les parties d'une figure, que nous trans-
porterons dans la Géométrie toutes les ressources de l'Algèbre , et 
nous parviendrons sans peine à des résultats qu'il serait difficile 
d'obtenir par la Géométrie seule. Celle-ci a l'avantage de ne jamais 
faire perdre de vue l'objet principal, et d'éclaireHa route entière 
qui conduit des premiers axiomes à leurs dernières conséquences 
(voy. n° 232) ; mais l'Algèbre a bien plus de ressources. 

Ces réflexions conduisent à préférer dans la Géométrie élémen-
taire les méthodes directes, celles qui ne reposent sur aucun prin-
cipe étrange*, et permettent, pour ainsi dire, d'isoler chaque 
théorème, en le présentant comme une vérité aussi claire que 
l'axiome d'où il est déduit. Mais , lorsque les questions deviennent 
plus compliquées, cette méthode, qu'on nomme Synthèse, perd la 



clarté, qui est son plus précieux avantage ; l'Analyse reprend toute 
sa supériorité, et, par sa féconde influence , généralise les résultats, 
simplifie les recherches, et lorsqu'elle est employée avec adresse, 
donne à ses artifices une élégance et même une clarté à laquelle le 
mécanisme du calcul semblait s'opposer. Les problèmes suivants 
serviront de preuve à ces assertions. 

317. Mesurer la dislance d'un point inaccessible D à un autre point 
A (fig. 181). On prendra sur l'alignement AD une partie quelcon-
que AC, et formant un triangle arbitraire ABC, on en mesurera 
les côtés AB — c, AC = b, BC = a * ; puis marquant sur BC un 
point E quelconque, on dirigera vers D le rayon visuel FD; 
soient AD = x, EC = g, F A = d. La parallèle EG à AB donne 

BC _ CA _ AB a _ b _ c 
10 ~EC ~GC t e ' g CG TTG; 

donc C G = E G = " f -

DA DG x DG 
TÂ=£G> °U d = ~EG' 

Or, on a DG = DA — G A — DA — (CA - CG), 
' i 

ou DG — x — b - j - — ; en divisant cette valeur par celle de EG, 
a 

x ax — ab -]- bg 
on trouve ~d = — ; 

-d'où — « ^ { j ) -

S'il arrive que BF = AF, ce qu'on est maître de supposer, 
, , • . , <7 — a 

comme c = 2d, la solution se réduit a x = 6 . ^ ^ . 

11 ne s'agira plus que de mettre pour a, b, c, d, et g leurs valeurs 
numériques, ou le nombre de fois que ces lignes contiennent 
l'unité, pour trouver x exprimé en nombres. 

318. Ouelle est la relation qui lie les côtés a, b et c d'un triangle 
BAC (fig. 117) inscrit à un cercle de rayon R? Menons le diamètre 

• Dorénavant nous désignerons les angles des triangles par A, B, C.. • . , et par 
a, b,c les côtés qui sont respectivement opposés. 

BD, et les lignes AD, DC; le quadrilatère ABDC donne (n°241, II) 
IRb = c X CD - f a X ^D. Des triangles re.ctangles BCD, BAD, 
uous tirons CD = [/ (bR* — a2), AD = j / (\R* — c2) ; donc 

2/?Z> = c / ( 4 i ? 2 — a2) + a / ( 4 i ? 2 - c2)5 

équation cherchée, qui donne l'une des quantités a, b, c et R, con-
naissant les trois autres. 

I. Etant données les cordes de deux arcs AB, BC, on a donc b, ou 
la corde AC d'un arc ABC égal à leur somme. 

Si les nrcsAB et BC sont égaux, on a a =c, d'où 

Rb=a]/ (4/?2 — a2), 

équ. qui donne la corde b d'un arc , connaissant celle « d'un arc 
moitié moindre. 

II. Trouver le rayon R du cercle circonscrit au triangle ABC 
(fig. 117). Elevons notre équ. au carré, l'un des radicaux disparaî-
tra ; transposons ensuite les termes rationnels, et carrons de nou-
veau pour chasser l'autre radical, nous trouvons 

abc 
R = 

j / 4 a 2 c 2 — (a 2 - f - c 2 — 6 2 ) 2 ' 

Cette formule ne se prête pas au calcul des log. : mais le radical 
affecte la différence de deux carrés, qui = (2ac - j - o2 - { - c2 — ¿2) 
X (2ac — a2 — c2 + 62), ou [(o + c)2 — ¿2] X — (a — c)2] ; 
chaque facteur souffre la même décomposition, et l'on a 

abc 
R = 

[/a 4 - b + c) (b - f c — a) (a + c — b) (a 4 - b — c), 

j abc 
ou R = . , — , 

^p.{p-a)(p—b)(p-c) 

en faisant, pour abréger, le périmètre 2^ = a -{- b - j - c. 
III. Trouver l'aire z d'un triangle, connaissant les trois côtés 

a, b, c (n° 222, fig. 182). Le segment AD = x= h~ c' ~ a\-
Jtb 

or, le triangle ABD donne BD = f/(c1 — x') ; z = \by^BD 
devient donc & = \ \ / [46'c2 — (¿2 - f c2 — a2)2], 
ou s = \/p . {p — a) (p — b) (p — c). 

On a donc, pour le rayon du cercle circonscrit, 4Rz = abc. 



IV. Trouver le rayon r du cercle inscrit au triangle. Les aires 
(fig. 68) des triarigles A OB, AOC, BOC étant '-er, ~ br, ~ ar, la 
somme est s == pr, d'où (voy. n° 864, IX) 

r _ _ f = % / ( P ~ o ) ( P ~ h ) { p — c ) 

p V p 

V. Evaluer l'aire d'un quadrilatère ABCD (fig. 77). Menons la 
diagonale AC= b, et prenons-la pour base des deux triangles ABC, 
A DC; h et h' étanl les hauteurs, l'aire demandée est | b (A-j- h'). 

On peut encore opérer comme il suit. Soit ABCD (fig. 191); 
abaissez les perp. DE = h, CF — h' sur la base AB — a, faites 
AE = b,BF= b', d'où (n° 259) 

l'aire CFED = ± (h - f h') X (a — b — b'). 

De plus ABE — f bh, CBF = ^ b'h! : vous trouvez enfin , pour la 
somme de ces aires, 

ABCD = (o — b) h' -f- i (a — b') h. 

Cette équ., facile à appliquer, ne convient plus dès que l'une des 
perpend, tombe hors du quadrilatère. Ainsi (fig. 192), il faudrait, 
changer b en — b elb' en — b' (voy. n°» 339 et 364, VI). 

VI. Mener EF perpend, à la base AC du triangle ABC (fig. 193), 
telle que les triangles AEF, ABC soient dans le rapport donné de m à 
n. Soient b et x les bases AC, AE ; h et y les hauteurs BD, EF; 

les aires sont { bh, \ xy,,d'où | f = ^ D'ailleurs, les triangles 

semblables AEF, ABD d o n n e n t = en faisant AD = k; 

donc, éliminant y, y / ( ^ - j • Si l'onavait x > k ou AD, 

le point E devrait être situé vers H, au delà de D, et la perpend, 
à AC séparerait un triangle qui n'est plus contenu dans ABC: ce 
cas arrive quand bm^> kn, ou 

m . k AD 
n > b~~HC' 

319. Connaissant le côté AB = a (fig. 122) d'un polygone régu-
lier inscrit, cherchons celui AC = x d'un polygone régulier dont 
le nombre des côtés est double. CO, perpend, sur AB, donne (n° 227) 

AC1 = Cl X 2CO. Représentant par s le rayon 01 du cercle 
inscrit au polygone donné, on a CI — R — 3, et OP — AO' — Afr : 
donc 

s ' = 2 R ( R — z), et z>=R> — ia>. 

En faisant, par ex., a = R, on a R ( / (2 - f / g ) pour le côté du 
dodécagone inscrit. De même, a = R ^ $ (n° 238)dorine;r = /?pour 
le côté de l'hexagone, etc. 

On peut aussi trouver le côté EF = y d'un polygone régulier 
circonscrit, connaissant celui AB = a, qui est inscrit d'un même 
nombre de côtés. Car les triangles AOI, EOC donnent 

\ 01 _ AI z _ a 
OC EC' 0a R—y' 

d o n c y = — et = R* — ±a\ 
z » 

320. C'est ainsi que a = R\/ 2 donne z = { / ? ( / 2 et y = 2/J 
pour le côté du carré circonscrit (n° 239) ; a = R[/ 3 donne, pour 
le côté du triangle équilatéral circonscrit, y = 27f(/ 8, ou le dou-
ble du coté du triangle inscrit. 

11 est facile de déduire de ces formules le rapport approché z delà 
circonférence au diamètre, ou la demi-circonférence T du cercle, 
dont le rayon est l'unité (n° 248). Pour cela, posons R = I, nos équ! 
deviendront 

* = | / ( 2 - 2 s ) , s = | / ( l _ l a ' ) , y = ® . 
Z 

Faisant a = 1 , on a , pour le côté du dodécagone inscrit 
* = j / ( 2 - y / g) = 0.517638. Si de nouveau on fait a = 0,517638. 
on trouvera x = 0,26105238. . . . pour le côté du polygone régu-
lier inscrit de 24 côtés ; et ainsi de suite. 

Quatre opérations semblables donneront, par ex., o,065438166 
pour le côté du polygone régulier de 96 côtés ; en mettant cette 
valeur pour a dans z et y, on a le côté du polygone régulier cir-
conscrit semblable; et multipliant par 48, on a, pour les demi-
périmètres de ces polygones 3,1410 et 8,1427 Comme la 
demi-circonf. T est comprise entre ces longueurs, on aura donc 
T = 3 , 1 4 . . . , en ne prenant que les décimales communes. 

Pour obtenir une plus grande approximation, comme la circon-
avrnÉi. PURES, T . 1 . ^ 



306 APPLICATION DE L'ALGÈBRE A LA GÉOMÉTRIE, 
férence approche d'autant plus des périmètres des polygones , que 
l'on multiplie davantage les côtés (n° 246), il faudra recourir à des 
polygones d'un plus grand nombre de côtés. Soit, en général , cal-
culé le côté a d'un polygone inscrit d'un nombre n d e côtés ; 011 

aura, pour les demi-périmètres de ce polygone et de celui qui est 
circonscrit semblable, 

1 O» 
T a n e t ' / r / 1 1 , \ /1 • T T -

R O I B R B DES C Ô T É S . B E B I - P É B I S È T H 1 S DES P O L Y G O N E S 

« i n s c r i t s . c i r c o n s c r i t s . 

96 5 , 1 4 1 0 5 1 9 5 , 1 4 2 7 1 4 6 
192 5 , 1 4 1 4 5 2 4 5 , 1 4 1 8 7 5 0 
584 5 , 1 4 1 5 5 7 6 . 5 , 1 4 1 6 6 5 0 
768 5 , 1 4 1 5 8 5 9 5 , 1 4 1 6 1 0 1 

! 5 3 6 5 , 1 4 1 5 9 0 4 5 , 1 4 1 5 9 7 0 
3072 5 , 1 4 1 5 9 2 1 5 , 1 4 1 5 9 5 7 
6144 3 , 1 4 1 5 9 2 5 5 , 1 4 1 5 9 2 9 

12288 5 , 1 4 1 5 9 2 6 5 , 1 4 1 5 9 2 7 

on en déduit enfin le nombre t donné p. 261. 

Constructions géométriques. 

§21. L'art de résoudre les problèmes de Géométrie consiste, 
comme on a pu le remarquer (n"" 212, 229 . . . ), à les supposer ré-
solus, à rapprocher les propriétés de la figure de celles qu'on con-
naît et qui sont analogues; à trouver ainsi la loi à laquelle les par-
ties du système sont soumises, et à en conclure les inconnues. Ces 
procédés exigent beaucoup d'exercice et d'adresse, et l'on ne peut 
donner de règles générales pour ces combinaisons. L'emploi de 
l'Algèbre, lorsque le choix des inconnues est fait avec adresse, 
conduit souvent à des solutions plus élégantes ; on sait mieux re-
connaître leur nombre, et l'on juge facilement si le problème est 
possible ou non, déterminé ou indéterminé. 

Concevons qu'après avoir résolu un problème de Géométrie, on 
ait construit la figure qui en règle les parties, qu'on ait désigné par 
des lettres Tes longueurs des diverses lignes qui la composent, et 
qu'en faisant usage des principes connus, on les ait liées par des 
équ.; le calcul conduira bientôt à la valeur des inconnues. Cela 
posé, si toutes les lignes de la figure sont exprimées par des nom-

bres, l'Arithmétique donnera numériquement ces dernières. Mais il 
est remarquable qu'on peut assigner ces longueurs cherchées, même 
sans le secours des nombres, à l'aide de procédés géométriques, qui 
auront d'autant plus d'élégance, qu'ils rendront la figure moins 
confuse. C'est ce qu'on appelle construire la valeur de l'inconnue. 

322. Remarquons, avant tout, que le calcul dont il vient d'être 
question ne peut avoir pour éléments que des rapports de lignes; 
en sorte que la ligne A ne peut y être introduite qu'en ayant égard 
à son rapport avec une autre ligne B, qu'on peut prendre pour 

unité (n° 175). Alors— représente un nombre abstrait, auquel on 

peut substituer celui de deux autres grandeurs quelconques a et h, 

pourvu qu'on ait ^ = y. 

Il n'entre donc, dans les calculs, que des expressions telles que 
a c . 
j , 0 r ) d suit des règles mêmes du calcul, que toutes com-
binaisons de ces éléments par voie de multiplication, division ré-
duction au même dénominateur, etc . , doit conduire à un résultat 
homogène, c'est-à-dire, dont les termes renferment tous le même nom-
bre de facteurs. Ainsi, les lettres a, b, c qui entrent dans une 
formule, peuvent y désigner des lignes au lieu de nombres, et les 
termes doivent être homogènes : s'il n'en est pas ainsi, quelqu'une 
de ces lignes, telles que r, a dû être prise pour l'unité, qui n'est 
d'ailleurs qu'une longueur arbitraire et connue (n° 36). Dans ce 
cas, on peut rétablir le facteur r partout où il a dû disparaître, 
lorsqu'on a posé r = 1, c'est-à-dire, introduire r et des puissances 
convenables de r dans les divers termes, afin qu'ils redeviennent homo-
gènes. Pour que les quantités 

2 a 4 c - f - aP — d a — b vm 
représentent des lignes, elles doivent revenir à 

2fl4c - f gbh- - dri (« - b)r> / /r> ± ar\ 
M - j - a3r — ci3 ' ~ T a ' V ( 2 )' 

En effet, par exemple, , = y / ( l Ë l î ) , e n faisant évanouir le 

radical, devient 2.r' = 1 ± a , q o i , e n restituant des puissance., 

20* 



convenables de r, devient 2a;1 = r3 ± ar. Mise sous cette forme, 
on peut prendre dans l'expression pour unité tout autre signe que 
r , et même une longueur qui n'y entre pas. 

Lorsqu'une formule sera homogène, nous en évaluerons le degré 
par le nombre des facteurs de l'un de ses termes, si elle est entière ; 
on retranchera le degré du dénominateur de celui du numérateur, 
si elle est fractionnaire ; enfin , on divisera le degré de la fraction 
par l'ordre du radical qui l'affecte, si elle est irrationnelle. Con-
cluons de là qu'en général, pour qu'une fraction représente une 
ligne, c'est-à-dire soit linéaire, il faut que chaque terme du numéra-
teur ait un facteur de plus que dans le dénominateur ; et s'il entre un 
radical, il doit affecter une quantité de même degré que lui : le ra-
dical carré précédera une fraction du second degré , etc. ; les for-
mules de première dimension, c'est-à-dire du 1er degré, sont con-
structibles par une ligne ; celles de seconde dimension par une aire ; 
enfin celles de troisième dimension représentent un volume : et si 
elles ne sont pas homogènes, on les rend telles en distribuant des 
puissances convenables de la ligne r qui y a été prise pour unité. 

323. Toute fraction monome linéaire ne peut être que de la 
ab abc abcd ,, . , 

lorme x =—, x = —— , x — — c e l l e - c i , par exemple, 
c de efg 

équivaut à — X 7 X — X d; de sorte qu 'on voit que la l igne d 
e t 9 

doit être prise autantde fois qu'il y a d'unités dans le produit des 

rapports abstraits j-, j , . 

1° La construction de x = — n'offre pas de difficulté; x est 

une quatrième proportionnelle à c, a et h. On sait la trouver 
(n° 217 , fig. 82) ; on pourrait même faire usage des théorèmes 
(n08225 et 228). 

2° Pour x = ^ , on cherchera une ligne k = ^j-, et l'on 

kc 
aura x — — ; ainsi deux 4e ' proportionnelles donneront x. e t 

n„ T\ • abcd . . . , ab 3° De meme , x = — — se construit en faisant k = , efg e 
cd kl 

= —7-, et l'on a x = —. Il faut trois constructions. 
/ 9 

CONSTRUCTIONS GÉOMÉTRIQUES. 309 
Et ainsi de suite. 

324. Pour la fraction polynôme x = "bc + def-ghi ^ 
Im 

le dénominateur est monome, on écrit x ÉL-
lm 1 Un Un ' 

on construit chaque fraction à part, et l'on a trois lignes à ajouter 
ou à soustraire. 

Cependant si l 'on a x = 0 ~ b . ) il sera plus court de faire 
C 

,._(« + b) (a — b) , , 

» c est-a-dire de chercher une 4e proportion-

nelle aux lignes c, a + b et a — b. 
> fend le dénominateur monome, lorsqu'il ne l'est pas, en 

I égalant à un seul terme de même dimension, et dont on prend à vo-
lonté tous les facteurs, excepté l'un y qui y est inconnu, et qu'on 
détermine ainsi qu'il vient d'être dit. Par ex., pour x = a b c + d e f 

db -{- cd 
on fera ab-\-cd = ay; 

M , abc . def bc , def , cd 
dimx= h — = L, et y = 6 4 - —. 

ay ay y ay y ' a 
Cette équ. donne y ; la lrefait ensuite connaître x. 
P.inn °bc* -4- q3h — m3» 
i-our x = — — £- o n f e r a |e dénominateur qH — klq -j- cmd 

qH — klq cmd = q*y; d'où l'on tire y = i — - JLSHiL, 
2 ? une fois y connu , on a 

abc3 , qh m?p 
x ~ ~<fy 1 y ~~¥y' 

Le choix des facteurs de l'inconnue y se fait quelquefois de ma-
niéré a rendre les constructions plus simples ; un peu d'adresse et 
d'exercice facilitent l'application du principe général : ainsi 

_ abc^—g'b» . 4 m(c — m) , . ab 
^hr J /.3 devient x=—±—. - , en faisant m = — . 
» 0 ( , - J - c c - j - m c 

326. Les Constructions radicales se ramènent à la forme 

\/ {ab) ou [ / (a? ± fr) : 

[/{ab) est une moyenne proportionnelle entre a et b; on la construit 



comme il a été dit (n° 228, fig. 95); on pourrait aussi la trouver à 
l'aide des théorèmes (n05 227, 228). 

Quant à [/ (a2 ± 62), c'est un côté d'un triangle rectangle dont 
a et b sont les autres côtés. Pour [ / ( a 2 - { - 62), on prendra (fig. 92) 
AB = a, AC = b sur deux lignes indéfinies AB, BC à angle droit; 
l'hypoténuse BC est [/ (a2 - j - b2). De même , pour \/ (a2 — b'), on 
tracera, comme ci-dessus, les lignes e J 5 e t ^ C ; o n p r e n d r a ^ f i = 6 ; 
puis du centre B avec le rayon BC= a, on marquera le point C, 
AC sera j / (a2 — 62). Ou autrement, sur la ligne BC — a comme 
diamètre, on décrira le demi-cercle ABC; puis du centre fi avec 
le rayon AB= b, on marquera le point A ; AC sera [/ (a2—6'). 

827. Pour construire toute quantité affectée d'un radical carré , 
comme elle doit avoir deux dimensions, on l'égalera à un produit 
ay ;a étant une quantité qu'on choisira à volonté; ety une inconnue; 
on aura alors x = ]/ (ay). La valeur de y se déduira aisément ; 
elle sera une fraction qu'on construira par les principes ci-dessus. 

/ / a 6 2 + cd2\ „ ab'4-cd2 

Son, par ex., s = y / ( t T W 5 ^ ~ T ^ " " * 

6
2

 cd2 
d 'oùt f—i—¡ 1- -7T—,—zi on construira «par une 3eet deux 4 " 

J b c 1 a(b - f - c) 
proportionnelles : enfin on aura x = j/ (ay). 

Au reste, le procédé général se simplifie souvent avec un peu 
d'adresse ; ainsi, pour ]/ \ac - j - bd), on fera bd = ay ; d'où 

y = — et x = ^ [a(c - f - y)]. De même, x= ( / (ab -J- 6c) de-
o 

vient x = j / [(« + ^oy. aussi (n° 329, V) la construction 

828. Quoiqu'on puisse construire par cette voies = (o2±:62), 
cependant la construction du triangle rectangle donne une solution 
plus simple : c'est pourquoi il arrive souvent qu'on ramène à cette 
forme les quantités radicales. Ainsi, x = J/ (a2 ± bc) devient 
x = |/ (a2 ± y2), en faisant y*=bc; d'où y = [/ (bc). 

De même, x= [/ (« ' -J- ô2- j - c2 - ¡ - d 2 . . . . ) se construit ainsi. On 
fait y = (/ (o2 - f - b2) ; sur les côtés AB, BC de l'angle droit B 
(fig. 194), on prend AB = a, bC=b ; l'hypoténuse AC est y. On 
a .r = [/ (y2 + c2 - f- d2 - f ) ; on fait y' = [ / (y2 + c2) : 
ainsi, sur DC perpend, à AC, on prend CD — c, et AD est 
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d'où x = j / (y'2 - { - d2 -] ), et ainsi de suite. La dernière hypo-

ténuse AF est x (voy. pour la construction de n et y / ^ — , 

n° 329, IX et V). 
Pour x= (ac —fg-j- mq - f - rd), on fera indifféremment ou 

ac -fg-\-mci + rd = ay, 

d'où 

ou bien ac=y2, fg — z2, mq = t2, rd = u2, 

d'où x = |/ (y2 - { - t2 - j - M2 — s2) ; et la construction précédente, 
convenablement modifiée , donnera x. 

Enfin si l'on a x = \ / (a2 — f2 ° ^ ^ , on fera . . 
y \ ab cd/ 

c2 —I— d2 

y' = f2 ab^cd > d'où £ = J/ (a2 — y2) : il ne restera plus qu'à 

obtenir y . On fera c2 - j- d1 = s2 et ab - j - cd = t2; s et t se trou-

veront aisément, et l'on aura y 
329. Appliquons ces principes à quelques exemples. 
I. Partager une longueur AC (fig. 195) en deux parties CB, AB, 

qui soient entre elles dans le rapport donné de m à n. Soient 
AC = a, CB — x ; on a AB=a — x, et, d'après la condition pres-

. Sur. une ligne quelconque crite , 
m „ , am — : cl ou x =? -
n m n 

EC, on prendra CD = m, ED — n, si m et n sont des lignes ; si 
ce sont, des nombres^ on portera une ouverture de compas arbitraire 
m fois de C en D, et n fois de D en E. On mènera AE et sa paral-
lèle BD ; B sera le point cherché. 

II. Étant données deux parallèles BC, DE (fig. 196), et un 
point A, mener par ce point une obliqueAI, telle que la partie IK 
comprise entre les parallèles soit de longueur donnée = c. Menons 
AG perpend, sur DE, et faisons AG = a, FG = 6 , l'inconnue 

r r AI IK 
GI=x; o n a ^ = T f i , ou 

AI 
— puis AI2 = a2 + x>; 

donc x = ±-^j/(c2 — b2). On voit d'abord que le problème est 



impossible quand b est > c , ou FG > IK. Pour construire celte 
valeur, du centre F,-on décrira l'are HH' avec le rayon c; GH sera 
[/(C — b3); AI parallèle à Fusera la ligne cherché, puisqu'on 
voit que IG est 4e proportionnelle à b, a et GH. 

Il y a une seconde solution en AI' ; c'est ce qu'indique le double 
signe de la valeur de x (voy. n°838). 

III. Étant donnés deux points A eiB (fig. 197), et une droite DD', 
décrire un cercle qui passe par ces deux points et soit tangent à la 
droite. 11 suffit de trouver le point D du contact. Soit donc prolon-
gée la ligne AB en C ; et fait CD = x, CI= a, iB = b, I étant le 
milieu de AB. La tangente CD donne (n° 228) x* = CA X CB 
— ( a — b) (« + b); d'où x = |/(a7 — b'). Sur l'hypoténuse CI on 
tracera le triangle rectangle IEC, dont 6 et Í sont les côtés de 
l'angle droit, en décrivant le demi-cercle CEI, prenant EI = AI; 
CE sera x — CD. Il y a une 2e solution en D', à cause de la valeur 
négative de x (n° 888). 

IV. Deux parallèles AE', BF (fig. 198) et leur perpend. AB 
étant données, mener une sécante EF, telle que AC, moitié deAB, 
soit moyenne proportionnelle entre les segments AE, BF. Soient 
¿E = x, BF = y, AC = a: ; on a a' = xy : le problème est donc 
Indéterminé (n° 117), et le nombre des solutions infini. Parmi les 
diverses manières de les obtenir, la suivante est assez élégante. 

Soit CD = r, D étant le point de rencontre de la ligne cherchée 
EF, avec CD perpendiculaire sur AB en son milieu C ; II' perpend. 
à CD donne les deux triangles égaux EDI, IDF; ainsi, y=r-Ç-IE, 
x = r — IE, d'où x - f- y = 2r. Éliminant y de a2 = xy, on a 
x3 — 2 r x = — a3; r est ici arbitraire, et l'on a x = r ± [/ (r3 — a3). 
On devra donc prendre le point D , tel que r soit )> s , ou 
CB > AC : le cercle décrit du centre D avec le rayon r donne 
EI= V ( , 'a— /donc les pointsE et F d'intersection satisfont à 
la condition , ainsi que E' et F. Chaque centre D donne ainsi deux 
solutions EF, E'F. 

V. Par le point A (fig. 20-4), mener une corde ABD dont les seg-

ments BA, AD aient entre eux un rapport donné =~- Menons le 

diamètre HAG ; soit CH = , CA = b, AD = x : ou a 
BA X AG = BA X AD, d'où i* — b3 = xX BA; mais, par 

condition ,BA=~; donc — = — b3. Faisons r3 — b3 =k3, 
71 «

 7 

nous aurons x — y / quantité facile à construire. On pourrait 

k * 
lui donner la forme x = — ] / {mn ), et il faudrait trouver une fil 
moyenne et une 4e proportionnelle; mais on doit préférer le procédé 

suivant. Remplaçons le rapport de — par celui des deux carrés : sur 

une ligne indéfinie (fig. 199), prenons DF et FE, tels qu'on ail 
F E n . 
~]Jp—~i décrivons le demi-cercle DAE, puis menons AF per-

pend. sur DE, et les cordes AD, AE ; nous aurons—- = = — 
ADJ DF m 

(n°227); ainsi x = • ^ ^ : prenons donc AB=k sur AD, pro-
longé s'il est nécessaire; BC parallèle à DE, donnera AC = x 
(n° 216). 

VI. Un polygone étant donné, en construire un semblable, les aires 
étant dans le rapport connu de m à n. Nommons A l'un des côtés du 
polygone donné, x son homologue inconnu ; les aires étant ; ; m \ n 

d'une part, et aussi A3 \ s ' de l'autre (n° 262) ; on a — = — , 
x3 n 

d'où x = A y / — . On vient de construire celte expression 

(fig. 199) ; ainsi x est une longueur connue. Il ne reste plus qu'à 
former, 

sur le coté # homologue à A, une figure semblable à la pro-
posée (n° 242). La même construction s'applique aussi aux cercles 
(n° 268, 8°) ; m et n sont ici des lignes ou des nombres donnés. 

Pour trouver le rapport de deux figures données semblables, ABC , 
abc (fig. 118), on prend sur les côtés d'un angle droit DAE 
(fig. 199) des parties AB, AC égales à deux lignes homologues des 
ligures proposées : la droite BC est coupée par sa perpendiculaire 
AG en deux segments BG, CG, qui ont le même rapport que ces 
figures. \ II. Cherchons une figure X semblable à une autre P et égale à une 
troisième Q. P et Q sont donnés : prenons un côté A de P, et soit a: 

P A3 P A3 
son homologue inconnu, on a — = — , d'où — = ~ , puisque 

Jx X ij X1 

X.= Q. Soient M et N les côtés de deux carrés équivalents à P et 
Q (n° 2S7), ou deux carrés M3 et N3 qui aient même rapport que 



ceux-ci (fig. 199); il en résultera— = — ; ainsi x est 4e propor-

tionnelle à M, N e t A. 
VIII. Trouver deux lignes x et y, qui aient même rapport que deux 

parallélogrammes donnés. Les bases étant B, b, les hauteurs H, h, 
x B H 

on doit avoir — = - r r . Si l'on donne y , une construction facile 
y bk J' 

(n° 323) fera connaître x. Mais si ces deux lignes sont inconnues, 
BU l'une est arbitraire ; et l'on peut prendre y = b, d'où x = —j—; 

. x est alors une 4e proportionnelle à h, H et B. Ce problème re-
vient à construira tin rectangle hx, dont on a la hauteur h, et dont 
l'aire équivaut à celle d'un rectangle donné BH. 

IX. Pour construire ]/n, on peut prendre une moyenne propor-
tionnelle (n° 226) entre » et 1. On remarque (n05 238, 239) que si 
l'on décrit le cercle qui a l'unité pour rayon, en y inscrivant un 
carréret un triangle équilatéral, leurs côtés sont ( / 2 et [ / $ . Quant 
à j / 6 . . . . , la construction (n° 328) s'applique à cette recher-
che; car, sur l'angle droit CBA (fig. 194), prenons AB = 2, CB— 1, 
on aura AC = y 5. De même, CD= 1, donne AD = [/6, etc. 

330. L'équation du second degré x3 -J- px = q suppose une 
ligne r prise pour une unité (n° 322) ; il faudrait donc remplacer 
q par qr, ou plutôt par ni1, en faisant m' = qr. Les racines de 

x* -\-px = m3 sont x = — ^ ± [/ (m1 - f - i p3) ; on les construit 

aisément d'après les procédés généraux que nous avons indiqués ; 
mais il est plus élégant d'opérer comme il suit : 

1° Si l'on a s 1 — px = — m3, comme m3 = x (p — x), m est 
moyen proportionnel entre x e tp — x. Si donc on élève (fig. 200) 
AD = m perpend. sur AB = p, puis si l'on décrit la demi-circon-
férence AEB sur le diamètre AB, DE' parallèle à AB donne les 
points E, E', pour lesquels la perpend. EF ou E'F est moyenne 
proportionnelle entre les segments du diamètre. Les deux racines 
sont donc x = AF e t x = AF'. 

2° Si l'on a x3 — px = m3, comme m est moyenne proportion-
nelle entre xetx — p, avec le rayon AD —l-p (fig. 103), on dé-
crira le cercle AEF, puis prenant sur la tangente une longueur 
AC — m, la sécante CE F passant par le centre, donne x — CE 
et = — CF, puisque m3 = CE X CF. 

3° Si l'on a x3 -J- px = ± m3, on fera la même construction que 
dans les cas précédents; seulement les racines sont changées de 
signe, puisqu'il suffit de changera en — s,"pour retomber sur les 
équ. déjà traités. 

X. Soit proposé, par ex., de mener par le point A la corde BD 
(fig. 204), dont la longueur soit donnée = c. Conservant la notation 
du problème V, nous avons encore r1 — b3, ou k3 = x X BA, par 
condition ; BA — c — x; donc k3 = (c — x) x. 

XI. Couper une droite en moyenne et extrême raison; il faut trou-
ver sur la ligne AC = a (fig. 103) un point B tel que le segment 
BC=x, soit moyen proportionnel entre la ligne AC, et le petit 
segment AB = a — x, d'où x3 = a (a — x), et 

Le radical est l'hypoténuse CD du triangle rectangle ADC, dont le 
côté AD = i a = j AC; ce triangle est facile à construire : on a 
donc x — — - a - j - CD. Du centre D, avec le rayon AD, décrivez 
le cercle EAF ; CE est = x; on porte CE de C en B, et le pro-
blème est résolu, comme on l'a fait p. 247. Quant à la 2e racine, 
elle ne convient pas à la question ; pour l'interpréter (n* 107), il faut 
changer .-r en — x dans l'équ. ci-dessus qui devient x3 = a (a-|-a;); 
et donne x = ^ a - f - CD = CF : on portera CF de C en D, et ce 
point D donnera DC moyen proportionnel en DA et CA. Les deux 
solutions conviendront à cette question : Trouver sur la droite indé-
finie AC un point B ou D, tel que sa distance au point C soit moyenne 
proportionnelle entre sa distance au point A et la longueur AC. 

331. Pour construire les formules de deux dimensions, on les ré-
duit à deux facteurs BH (comme n° 327) ; l'un est la base, l'autre la 
hauteur du rectangle, dont l'aire a pour valeur l'expression propo-
sée. Ainsi, pour # = j / cd(a3 — b'), on fera a3 —b3==B3, cd=H3; 
B et H seront des lignes faciles à trouver, et l'on aura x = BH, 
rectangle connu. 

Mais si l'on veut que l'aire cherchée soit un parallélogramme ou 
un triangle, etc., comme la base et la hauteur ne suffisent plus 
pour déterminer la figure, le problème admet une infinité de solu-
tions, et n'est déterminé que si l'on donne une autre condition, telle 
qu'un angle, ou le rapport des côtés, etc. 

Pour former un triangle équivalent à un cercle dont le rayon 
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est R = a \ / —, on prendra le diamètre 2fl pour base, et la 

hauteur sera une ligne h égale à la demi-circonférence, ou 

h — zR = y- a % / —. Ces valeurs se construisent par la fig. 199, 
et il reste ensuite à tracer un triangle dont on prend un angle à 
volonté. 

332. Toute formule à trois dimensions se réduit à un produit de 
trois facteurs, x — ABC, qui sont les dimensions d'un parallélépi-
pède rectangle, dont le volume esta;. On peut aussi construire cette 
expression par un cube, ce qui constitue la Cubatnre des corps, ou 
par des tétraèdres, des cylindres, etc. 

Sur les Signes des quantités dans l'Algèbre appliquée à la 
Géométrie. 

333. Lorsque deux figures ne diffèrent l'une de l'autre que par 
la grandeur de leurs parties, qui y sont d'ailleurs disposées dans le 
même ordre, on dit que ces figures sont Directes. Si les quantités 
a, b, c, d x, qui composent la l r 0 , sont liées par une équation 
X = 0, elle*a également lieu pour la 2e . Mais si les deux figures 
diffèrent en outre par la disposition de quelques-unes de leurs par-
ties, de sorte, par exemple, qu'on ait x = a — b dans la lre et 
x = b — a dans la 2e , on dit alors qu'elles sont Indirectes *. L'éq. 
X = 0, qui a eu lieu pour l'une, peut avoir besoin de quelques 
modifications pour devenir applicable à l'autre ; c'est ce qu'il s'agit 
d'examiner. 

En nommant x le segment CD (fig. 190 et 193) formé par la per-
pendiculaire BD sur la base AC du triangle ABC, et a, b, c les côtés 
opposés aux angles A, B ,C, on a (page 24 1) 

BD3 = c3 — AD- = a1 — x3, c3 = a3 -j- AD3 — x3 (1) 

Mettant pour AD sa valeur AC — CD — b — x (fig. 193), ou 
AC - f - CD = b - j - x (fig. 190), on a 

c3 — a3 - f - b3 — Ux, ou c3 = a3 - f - b3 - { - 2kr (2) 

• Carnot, qui est l'auteur de cette théorie, qu'il a développée dans sa Géométrie de 
position, nomme corrélatives directes les figures directes, et corrélatives inverses les 
figures indirectes. Consultez cet excellent ouvrage. 

Les figures 193 et 190 sont indirectes, puisque x = b — AD dans 
l'une, et x = AD — b dans l'autre : chacune des formules (2) n'est 
directement applicable qu'à l'une des fig. Mais la formule (1) appar-
tenant à l'une et à l'autre, la substitution de la valeur de AD y a 
seule introduit des différences qui, ne provenant que du signe dex, 
montrent que l'une de ces équ. (2) doit se déduire de l'autre en 
changeant x en — x. 

334. En général, si, entre les quantités a, b, c.... x qui compo-
sent deux figures indirectes, on a les équ. X = 0 pour l'une, et 
X' = 0 pour l'autre, il faut qu'il y ait au moins une ligne, telle que 
a, qui soit la somme dans la l r e fig., et la différence dans la 2e de 
deux aulres b et x ; de sorte que a = h — x pour l'une, et 
a = b -^-x pour l'autre. Or, on peut toujours concevoir une troi-
sième équ. Y = 0, vraie pour l'une et l'autre, et telle qu'on en dé-
duise X = 0, ou X! = 0, suivant qu'on y mettra b x, ou b — x 
pour a. 

Or, ces valeurs de a ne différant que par le signe de x, X et X' 
doivent se déduire l'une de l'autre en changeant x en — x. S'il y 
avait plusieurs quantités indirectes, il faudrait en dire autant de 
chacune d'elles. Indiquons les moyens de reconnaître ces quantités. ' 
Si l'on fait varier la""posilion des points de la 2e fig. pour la rendre 
directe avec la l re , en comparant les deux valeurs x = b — a et 
a — b, on voit que a a dû devenir ]> b, de b qu'il était; et 
comme la variation s'est faite en suivant la loi de continuité, il faut 
qu'on ait eu a = b : ainsi ¿r a dû devenir nul. 

Par ex., si C (fig. 193) se meut vers D et dépassé ce point, afin 
que la fig. sort rendue directe avec 190, CD, ou x, a été nul lorsque 
C a passé sur D. 

K K x peut être = - pour l'une des fig., et = - pour 
a — b b — a 

l'autre; alors x aurait passé par l'infini. C'est donc le propre des 
quantités indirectes de ne pouvoir être rendues directes par le mouve-
ment continu des parties de l'une, sans se trouver dans l'intervalle 
devenir zéro ou infini. 

Lors donc qu'on a une équ. X = 0, entre les lignes a, b, c . . . . x 
d'une figure, pour obtenir celle X' = 0, qui convient à une figure in-
directe, il faut simplement changer le signe des quantités indirectes ; 
on reconnaît celles-ci en faisant mouvoir les lignes de l'une des figures 
pour la rendre directe avec Vautre; on distingue alors quelles sont 



celles des lignes a, b, c . . . x qui pussent par zéro ou par l'infini; 
ces dernières peuvent seules être indirectes. 

Mais ce caractère peut s'offrir sans que, pour cela, les lignes qui 
le présentent soient indirectes ; il faut en outre que les relations 
qu'on tire des deux figures, à l'aide des théorèmes connus, servent, 
par leur comparaison, à distinguer les quantités indirectes, pour 
leur attribuer ensuite des- signes contraires. C'est ainsi qu'après 
avoir reconnu que CD — x devient zéro (Gg. 198), quand C coïn-
cide avec D, on doit ensuite tirer les valeurs de CD, qui sont 
AC — AD (fig. 198), et AD — AC (fig. 190) ; ce qui montre que 
x a un signe différent. 

38o. Appliquons cette théorie. Dans le triangle ABC (fig. 201), 
menons, par un point donné D, une droite DF, et cherchons le 
rapport a des deux triangles ABC, AEF. Faisons BC= a, AC — b, 
AB = c ; menons DI parallèle à AC, et soient AI = d, DI — f, 

A F = X. Le rapport « est = ^F ^ (n° 264). Or, les triangles 
A(j X AD 

semblables AEF, DIF donnent AE = — , d'où 
x - j - d 

abc (x + d) = fx* (A) 

Cette équ. suppose que le point D est dans l'angle IAC; mais si 
ce point est en D' dans l'intérieur du triangle, on aura une figure 
indirecte à la première. Faisons mouvoir D vers D', DI deviendra 
D'ï, sans que a, b, c, ni f aient passé par 0 ou co : AI devenant 
Ai, a pu seul être indirect, et l'est en effet, puisque AI=IB — AB 
et Al' = AB — I'B. Notre équ. n'est donc applicable à ce cas qu'a-
près avoir changé d en — d, savoir abc (x — d) = fx\ 

Et si D' se transporte en D ",D'l' passera par zéro pour être 
D"l"; on s'assure ensuite que D'I' est indirecte, et que f doit être 
changé de signe, tandis que a, b, c, d restent comme ils étaient ; 
d'où abc (d — x) — fxCe cas, comparé au 1" , a comporté deux-
indirectes d et f : TF l'est pareillement ; mais cette ligne n'étant pas 
exprimée par l'une des lettres du calcul, il n'a pas été nécessaire d'y 
avoir égard. 

Enfin, si la droite -OF doit couper l'angle F AE' (fig. 201 bis), il 
est aisé de voir, en faisant tourner DF pour devenir DE', que AF 
deviendra AF en passant par zéro, et qu'il faut changer xen — x 
dans l'équ. (A), ce qui la change en la précédente. 

/ 

Il est d'ailleurs facile de traiter directement chaque cas , et d'ar-
river aux équ. correspondantes : la théorie que nous exposons est 
précisément destinée à éviter de recommencer ainsi les calculs, et 
a prouver que l'une des équ. renferme toutes les autres, et qu'on 
peut en déduire celles-ci par de simples changements de signes. 
Conformément à l'esprit de l'Algèbre, une même équ. renfermera 
donc tous les cas ; il ne faut que savoir interpréter cette langue 
pour en conclure toutes les circonstances que peut offrir la question. 

836. Comme toute équ. doit donner la valeur de l'une des lettres 
qui y entrent, il se peut que précisément cette lettre soit celle qui 
a dix subir lé changement de signe pour pouvoir s'appliquer à la 
figure proposée ; alors on en tire une valeur négative, telle que 
x = — k, dont il est aisé de comprendre le sens. En effet, pour 
obtenir l'équ. X = 0 , on a dû supposer le problème résolu , et 
construire une figure d'après l'état hypothétique des données et de 
l'inconnue. La solution négative qu'on obtient annonce que la 
figure supposée ne peut s'accorder avec la question, et qu'en for-
mant cette figure, et la prenan^pour base des raisonnements, on a 
introduit des conditions contradictoires. Si l'on change x en — x, 
I équ. X' = 0 n'appartiendra plus qu'à une figure indirecte ; c'est à 
celle -ci, et non à la figure supposée, que convient la solution x = k. 
On devra donc faire mouvoir les point» de cette dernière, jusqu'à 
ce que X' = 0 convienne, en faisant, bien entendu, passer par 0 
ou co quelques lettres. Alors c'est à la figure ainsi modifiée que 
convient la solution x = k. 

Appliquons ces considérations à divers exemples. 
I. Étant donné un point D (fig. 201) hors du triangle ABC, 

mener la droite DF telle, que les deux triangles AEF, ABC soient 
dans un rapport donné a. D étant supposé dans l'angle IAC, on a 
trouvé l'équ. (A ) , page 818, d'où l'on lire deux solutions, l'une 
positive, qui détermine le point F; l'autre négative,et qui se rapporte 
à la fig. 201 bis, où DF' coupe l'angle FAE'; cela suit de ce qui 
a été dit pour les cas où .r est changé en — x * . 

' Voici divers problèmes de même nature. Séparer d'un triangle donné ABC, un 
triangle AEF, qui soit à ABC dans le rapport connu dem\ n , 

Par une ligne menée du sommet B, ou d'un point F de la base, fig. {voy. n° i.r>6 
"et page 171); 

20 Par une parallèle à la base {voy. page ; 
3« Par une ligne EFperpendiculaire à la base AC, fig. 193, page 3o4-



Par le point D, mener DF qui sépare, dans l'angle indéfini CAB, 
un triangle AEF égal à un carré donné q2. Fermons, par une droite 
quelconque BC, le triangle ABC, dont nous ferons l'aire = r", 
carré connu (n° 2o6) ; on suppose r ou = q. Par condition, q et 

r sont données. Voilà donc notre rapport connu et nous 

retombons sur le 1er problème *. 
II. Étant donnée une corde AD (fig. 202), du point 0 , extrémité 

du diamètre CB qui lui est perpend., mener une droite OE telle, 
que la partie FE, comprise entre la corde et l'arc, soit de longueur 
donnée m. Soient AB = a, BO = b, FE = m et OF = x ; nous 

-aurons OF X FE = AF X FD ou mx = (a - j - BF) (a — BF) : 
or, BF7 — x3 — bdonc mx = a*b* — x%, d'où 

x = — m ± -f- & -f- î '"•'')• 

L'une de ces solutions est positive; elle n'offre aucune difficulté, et 
se construit aisément : pour interpréter l'autre, changeant x en - x, 
nous aurons mx — x1 — a2 — b- = BF2 — a2 ; ce qui suppose 
BF^> a ouZ>Z>. Faisons donc tourner OF jusqu'en OF'; on voit qu'a-
lors a, b, x sont demeurés directs ; mais lorsque OFpasse en D, FE et 
FD sont rendus nuls; de plus FD = BD — BFet FD = BF — BD : 
donc FD est indirect à FD. Il en est de même de FE' = m ; car 

sîF v J 'D 
on a (n° 221) FE = ~ — , où FD est indirect. Donc la 

solution qui convient à F'O se trouve en changeant ici m en — m, 
ou, ce qui revient au même, x en — x. 

La question admet donc deux solutions à droite de OB (et par con-
séquent deux à gauche) ; l'une est donnée par la racine positive **, 

• Si, par le point ilonné, on mène une droite qui coupe un polygone quelconque, et 
en sépare une portion égale à un carré iJ , en prolougeant les deux cotés occupés par 
celte droite jusqu'à leur rencontre, l'aire extérieure au polygone, et comprise dans cet 
angle, étant désignée par A, celle qui est séparée de ce même angle est t*-\- A. Si donc 
on veut iépartr d'un polygone donné une aire t* connue, il suffira de prolonger deux 
côtés quelconques, et de' séparer de l'angle qu'ils forment, l'aire f -+- A . On aura soin 
de comparer ainsi tous les côtés, deux à deux, pour obtenir toutes les solutions, en né-
gligeant celli s où la sécante se trouve ne couper l'un des côtés qu'à son prolongement. 
On pourrait encorfe, au lieu de donner t2, prescrire que ta partie séparée du polygone 
fut à son aire dans te rapport donné de m à n. » 

" Cet exemple prouve que le nombre des solutions d'une question n'est pas toujours 
donné par le degré de l'inconnue; pour n'en omettre aucune, il faut faire varier la 
figure, la comparer avec toutes ses indirectes, en laissant toujours les données fixes. 

l'autre par la racine négative. Du reste, il pourrait arriver que la 
question proposée n'admit pas les solutions indirectes ; c'est ce qui 
a lieu lorsque le problème exige que FE soit pris dans le cercle, et 
non au dehors : alors les solutions négatives deviennent insigni-
fiantes ; on en a vu des exemples n° 330. 

III. Quel est le segment sphérique GAD1 (fig. 167) dont le vo-
lume est égal à celui du cône CDIG? On a vu, p. 299, que le sec-
teur DAG — | zfh, en faisant la flèche Al = h; d'ailleurs le cône 
CDGI — \CI X cercle DI=\(r— h) zk*, en faisant la demi-
corde DI = k. La condition imposée revient à dire que le cône est 
la moitié du secteur, d'où ( r — h) A2 = r7h; mais Diest moyen pro-
portionnel entre les segments du diamètre, ou k- — h (2r — A); ainsi 
(2r — h) (r — h) = r% ou /t2 — 3rh + r* = 0, et h = { r (3 ± ] / 5). 
De ces deux solutions , celle qui répond à - } - [ / o est insignifiante, 
puisqu'il faut visiblement que h soit < 2?-. 

337. Il est un genre de problèmes qui se rapportent à cette 
théorie, et qui méritent de nous arrêter. 

Supposons qu'il faille déterminer, d'après des conditions données, 
un point B (fig*. 203) sur une ligne fixe CB : on prend un point 
arbitraire A, qu'on nomme Origine, et l'on cherche la distance 
AB = a-entre ces deux points. Il peut arriver alors que l'équation 
X= 0, qui renferme les conditions du problème, admette une so-
lution négative x = — a ; il s'agit d'expliquer ce résultat. 

On a vu que x = a répond au problème proposé, en y supposant 
cependant que x devienne indirecte ; or, si le point B se meut vers 
{7 pour se placer en B', AB seranul lorsque/? tombera sur A ; ensuite 
AB deviendra indirecte ; car AB = CB— CA, et AB' = CA — CF. 
Si donc rien n'indique, dans le problème, que le point cherché soit 
situé à droite de l'origine A, il est clair que la distance x = a, por-
tée de A en F, c'est-à-dire à gauche, y satisfait. On voit même que 
la solution négative x = — a indique, dans X = 0, une absurdité, 
qui provient de ce que, pour obtenir cette équation, on a supposé 
le point cherché placé en B, à droite de l'origine; position con-
tradictoire à celle que la question comporte, puisqu'on a donné à la 
figure hypothétique, d'après laquelle on a obtenu l'équ. X = 0 , 
une forme indirecte de celle qu'elle devait affecter réellement. 
Cette erreur est rectifiée en plaçant B à gauche de A, en B'. 

338. On doit conclure de là que toutes les fois que le but d'un pro-
blème est de trouver, sur une ligne fixe, la distance d'un point inconnu, 

3 A T I I É K . P U R E S . T . I . 2 T 



à l'origine, il faut supprimer le signe des solutions négatives que 
donne le calcul, et en porter les valeurs en sens opposé à celui où on les 
avait placées pour obtenir l'équation. 

C'est ce qu'on a pu remarquer dans le problème (n° 829, II), où 
l'on a porté aussi l'inconnue GI (fig. 196) de G en / ' . De même, 
pour le problème III, on a pris CD' = CD (fig. 197), et D' a été un 
nouveau point de contact du cercle cherché avec la droite DD', etc. 

Résolvons encore ce problème. 
Sur une ligne AC (fig. 203), quel est le point B' dont les distan-

ces aux points fixes A et C forment un produit donné = mSoit 
AC = a, CB' = x; on a AB' = a — x, d'où 

x (a — x) = ni1, etx = {a±[/(i-a* — m?). 

Il sera facile de construire cette solution qui est double (n° 330). 
Si m > j a, x devient imaginaire; mais il ne faut pas en conclure 
qu'il y ait absurdité dans la question ; car l'erreur peut provenir de 
ce qu'on a attribué au point cherché ZT une position qui ne lui con-
venait pas. Plaçons-le donc en B, hors de l'éspace AC, alors 
CB = x donne AB = x — a, puis 

x (x — a) = m', et x = '- a ± | / ( i a3 m'). 

Il en résulte que 1° si la question exige que le point demandé 
soit situé hors de AC, elle n'est jamais absurde, et ses deux solu-
tions sont l'une en B, l'autre en E; celle-là provient de la racine 
positive, et celle-ci de la négative, ou EC= AB. 

2° Si la question exige que le point soit situé entre A et C, elle 
est absurde, à moins que * ne soit < ± AC, c'est-à-dire que le plus 
grand rectangle qu'on puisse faire avec les deux parties de AC est 
le carré de sa moitié (n° 97, III)..On remarquera surtout que l'ab-
surdite indiquée par le symbole imaginaire résulte précisément 
d'une erreur de position du point B, analogue à celle qui conduit 
ordinairement aux solutions négatives; ce qui jette un grand jour 
sur la theone que nous avons développée. 

3" Enfin, si la question laisse la liberté de placer le point cherché 
entre A et C, ou en dehors, elle admet 2 ou 4 solutions, suivant ' 
que - a est < ou > » . Dans ce dernier cas, le nombre des solutions 
n est point donné parle secours de l'Algèbre seule,ou plutôt l'Algèbre 
donne en effet tout ce qu'elle doit donner, puisqu'elle ne rend que 
ce qu on lui a confié. Le problème II, p. 320, est dans lemême cas. 

SIGNES EN GÉOMÉTRIE. 323 

389. Dans tout problème de Géométrie, il y a, comme on voit, 
deux choses à remarquer. 

1° Toute équation n'est vraie que pour la figure d'où on l'a tirée, et 
qui doit y demeurer annexée ; si l'on veut l'appliquer à une autre 
figure indirecte à la lre, on devra y changer les signes de certaines 
lettres désignant les données. 

2° Quand l'inconnue x est négative, l'équation d'où elle est déduite 
est défectueuse en tant qu'on l'applique à la figure directe; il faut y 
changer la distribution des parties, pour l'amener à donner une valeur 
de x positive. Par exemple, si la longueur x est comptée sur une ligne 
fixe, elle devra être portée en sens contraire à celui qu'on a supposé. 

840. Pour déterminer la situation d'un point M sur un plan 
(fig. 210), on a coutume d'employer le procédé suivant. On trace 
deux droites quelconques Ax, Ay, et par le point M on mene les 
parallèles MQ, MP à ces lignes. Soient MQ = x = AP, qu'on 
nomme l'abscisse; MP = y = AO, qui est l'ordonnée du point M. 
Si ces longueurs sont données, le lieu du point M sera connu, 
puisqu'en prenant AP = x, AO = y, chacune des lignes PM, OM, 
parallèles à Ay, Ax, devra contenir ce point; il sera donc à leur 
intersection. Si y = 0, le point est situé sur Ax ; il est sur Ay lors-
que x = 0 ; enfin, pour le point A, x et y sont nuls; Ax et Ay sont 
appelés les axes, A est 1 origine, Xx et l'y sont des coordonnées 
de M. 

Il est vrai que rien ne disant à priori, si le point est placé dans 
l'angle yAx, plutôt que dans ceux yAx', y'Ax, ou y'Ax', la lon-
gueur # aurait pu être portée en AP", et de même y en AQ' ; de 
sorte que les quatre points M, N, M', N', satisfaisant aux conditions 
données, il y aurait indécision entre eux : mais il suit de ce qu'on a 
dit ci-dessus, que, 1° 6i le point est inconnu, le calcul le détermi-
nera en donnant ses coordonnées x et y, et selon les signes, on 
assignera sa.position. Nous supposerons dorénavant que les x posi-
tives sont comptées de A vers la droite ; et les y positives de A vers 
la partie supérieure. Ainsi, pour les points situés dans 

L'angle yAx, tel que M, x et y sont positifs. 
L'angle yAx', tel que N, x est négatif et y positif. 
L'angle y'Ax, tel que M', x est positif et y négatif'. 
L'angle x'Ay', tel que N', x et y sont négatifs. 

2°5t le point est donné, l'équation tirée de sa situation supposée 
n'aura besoin d'être modifiée , quant à certains signes, qu'autant 
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qu'on ferait varier la position de ce point ; et pour éviter la néces-
sité de conserver la figure annexée à l'équation qui en est résultée, 
on suppose ordinairement au point quelconque donné la situation 
M dans l'angle yAx, afin que ce'tte figure s'offre d'elle-même : on 
distingue aisément ensuite , quand on veut appliquer la formule à 
un exemple proposé, s'il y a lieu de changer les signes des coordon-
nées x et y de quelque point donné. 

L'angle xAy des coordonnées est le plus souvent droit; alors les 
lignes x et y étant perpendiculaires aux axes, sont les distances du 
point M à ces droites, ce qui simplifie le discours et facilite les 
constructions. 

CHAPITRE II. 

TRIGONOMÉTRIE RECTILIGNE. 

Des Sinus, Cosinus, Tangentes, etc. 

341. Jusqu'ici nous avons plutôt évalué les inconnues en lignes 
qu'en nombres ; cependant on sent que l'exactitude des solutions 
graphiques dépendant de la perfection des instruments et de 
l'adresse avec laquelle on les emploie, pour obtenir des approxima-
tions aussi grandes qu'on veut, on doit préférer l'usage des nom-
bres. Comme on décompose toutes les figures rectilignés en trian-
gles, les opérations géodésiques les plus compliquées se réduisent, 
en dernière analyse, à des résolutions de triangles, c'est-à-dire à la 
recherche de la valeur numérique des diverses parties qui les com-
posent. La Trigonométrie est la doctrine qui enseigne ces sortes de 
calculs. 

Il est nécessaire de trouver des équ. qui lient les angles d'un 
triangle à ses côtés, afin que plusieurs de ces parties étant données, 
on puisse trouver les autres. L'introduction des angles dans le cal-
cul exige quelques précautions, parce qu'ils ne peuvent être rap-
portés à la même unité que les lignes. On a remarqué que l'angle 
BCA (fig. 206) serait déterminé, si la position d'un point quelcon-
que du côté BC l'était par rapport au côté AC. Décrivons du som-
met C, avec un rayon quelconque CK, l'arc KG ; l'abscisse CI et 

l'ordonnée IK rectangulaires déterminent le point K, et par consé-
quent l'angle C ; même une de ces longueurs suffit, parce que le 
rayon est connu. 

L'abscisse (fig. 205) CD d'un point quelconque B de la circonfé-
rence s'appelle le Cosinus de l'arc AB ; l'ordonnée BD en est le 
Sinus; on définit ainsi ces lignes : le sinus d'un arc est la perpendi-
culaire abaissée de l'une des extrémités de l'arc sur le rayon qui passe 
par l'autre extrémité; le cosinus est la distance du pied du sinus au 
centre. 

342. Si l'on eût élevé HG (fig. 206) perpendiculaire sur CA, et 
par conséquent tangente en G, l'une des longueurs GH et CH aurait 
aussi déterminé l'angle C et l'arc KG : on nommé HG la Tangente 
et CH la Sécante de cet arc ; ce ne sont plus, comme en Géométrie, 
des lignes indéfinies. La tangente AT d'un arc AB (fig. 205) est la 
partie qu'interceptent, sur la tangente menée à l'une des extrémités 
de cet arc, les deux rayons qui le terminent ; la sécante CT est le rayon 
prolongé jusqu'à la tangente. 

Lorsque l'arc EB, complément de AB, est déterminé, AB l'est 
également ; on peut donc fixer la grandeur d'un arc AB, en don-
nant le sinus GB, la tangente EM, ou la sécante CM du complément 
BE; c'est ce qu'on nomme le Cosinus, la Cotangente et la Cosécante 
de l'arc AB, ou le sinus, la tangente et la sécante du complément 
de cet arc. 

343. Le rayon étant donné, la grandeur d'un angle ou d'un arc 
dépend de celle de son sinus, ou son cosinus, ou sa tangente, ou sa 
sécante, ou sa cotangente, ou sa cosécante, qu'on désigne par Sin, 
Cos, Tang, Sêc, Cot, Coséc. Nous pourrons donc, dans les calculs, 
introduire les arcs et les angles, en nous servant delà même unité 
que pour les lignes droites, but que nous nous étions proposé. Mais, 
avant de faire usage de ces considérations, comparons ces lignes 
trigonométriques entre elles, et cherchons les équ. qui les lient, puis-
qu'il est évident qu'wne seule étant connue, les autres en dépendent. 

Le triangle rectangle BCD (fig. 205) donne CD2 - f - BD2 = CB2; 
CD est le cosinus, DB le sinus de l'arc AB = a, CB est le rayon R; 
donc 

sin3 a - f - cos3 a = R2 (1) 

Le triangle rectangle o r d o n n e CT2 = CA3 - f AT2. 

séc2 a — tang3 a - f - R2 (2) 



qu'on ferait varier la position de ce point ; et pour éviter la néces-
sité de conserver la figure annexée à l'équation qui en est résultée, 
on suppose ordinairement au point quelconque donné la situation 
M dans l'angle yAx, afin que ce'tte figure s'offre d'elle-même : on 
distingue aisément ensuite , quand on veut appliquer la formule à 
un exemple proposé, s'il y a lieu de changer les signes des coordon-
nées x et y de quelque point donné. 

L'angle xAy des coordonnées est le plus souvent droit; alors les 
lignes x et y étant perpendiculaires aux axes, sont les distances du 
point M à ces droites, ce qui simplifie le discours et facilite les 
constructions. 

CHAPITRE II. 
-V 

TRIGONOMÉTRIE RECTILIGNE. 

Des Sinus, Cosinus, Tangentes, etc. 

341. Jusqu'ici nous avons plutôt évalué les inconnues en lignes 
qu'en nombres ; cependant on sent que l'exactitude des solutions 
graphiques dépendant de la perfection des instruments et de 
l'adresse avec laquelle on les emploie, pour obtenir des approxima-
tions aussi grandes qu'on veut, on doit préférer l'usage des nom-
bres. Comme on décompose toutes les figures rectilignés en trian-
gles, les opérations géodésiques les plus compliquées se réduisent, 
en dernière analyse, à des résolutions de triangles, c'est-à-dire à la 
recherche de la valeur numérique des diverses parties qui les com-
posent. La Trigonométrie est la doctrine qui enseigne ces sortes de 
calculs. 

Il est nécessaire de trouver des équ. qui lient les angles d'un 
triangle à ses côtés, afin que plusieurs de ces parties étant données, 
on puisse trouver les autres. L'introduction des angles dans le cal-
cul exige quelques précautions, parce qu'ils ne peuvent être rap-
portés à la même unité que les lignes. On a remarqué que l'angle 
BCA (fig. 206) serait déterminé, si la position d'un point quelcon-
que du côté BC l'était par rapport au côté AC. Décrivons du som-
met C, avec un rayon quelconque CK, l'arc KG ; l'abscisse CI et 

l'ordonnée IK rectangulaires déterminent le point K, et par consé-
quent l'angle C ; même une de ces longueurs suffit, parce que le 
rayon est connu. 

L'abscisse (fig. 205) CD d'un point quelconque B de la circonfé-
rence s'appelle le Cosinus de l'arc AB ; l'ordonnée BD en est le 
Sinus; on définit ainsi ces lignes : le sinus d'un arc est la perpendi-
culaire abaissée de l'une des extrémités de l'arc sur le rayon qui passe 
par l'autre extrémité; le cosinus est la distance du pied du sinus au 
centre. 

342. Si l'on eût élevé HG (fig. 206) perpendiculaire sur CA, et 
par conséquent tangente en G, l'une des longueurs GH et CH aurait 
aussi déterminé l'angle C et l'arc KG : on nommé HG la Tangente 
et CH la Sécante de cet arc ; ce ne sont plus, comme en Géométrie, 
des lignes indéfinies. La tangente AT d'un arc AB (fig. 205) est la 
partie qu'interceptent, sur la tangente menée à l'une des extrémités 
de cet arc, les deux rayons qui le terminent ; la sécante CT est le rayon 
prolongé jusqu'à la tangente. 

Lorsque l'arc EB, complément de AB, est déterminé, AB l'est 
également ; on peut donc fixer la grandeur d'un arc AB, en don-
nant le sinus GB, la tangente EM, ou la sécante CM du complément 
BE; c'est ce qu'on nomme le Cosinus, la Cotangente et la Cosécante 
de l'arc AB, ou le sinus, la tangente et la sécante du complément 
de cet arc. 

343. Le rayon étant donné, la grandeur d'un angle ou d'un arc 
dépend de celle de son sinus, ou son cosinus, ou sa tangente, ou sa 
sécante, ou sa cotangente, ou sa cosécante, qu'on désigne par Sin, 
Cos, Tang, Sêc, Cot, Coséc. Nous pourrons donc, dans les calculs, 
introduire les arcs et les angles, en nous servant delà même unité 
que pour les lignes droites, but que nous nous étions proposé. Mais, 
avant de faire usage de ces considérations, comparons ces lignes 
trigonométriques entre elles, et cherchons les équ. qui les lient, puis-
qu'il est évident qu'wne seule étant connue, les autres en dépendent. 

Le triangle rectangle BCD (fig. 205) donne CD2 - f - BD2 = CB2; 
CD est le cosinus, DB le sinus de l'arc AB = a, CB est le rayon R; 
donc 

sin3 a - f - cos3 a = R2 (1) 

Le triangle rectangle CAT donne CT2 = CA3 - f AT2. 

séc2 a — tang3 a - f - R2 (2) 



Les triangles semblables CBD, CTA donnent 

CD _ CA CD _CB 
BD — AT Gt CA ~ CT' 

R sin a 
t a n S a = - ^ " ' ' W 

R3 
sec a = (A) cos a v ' 

Cette dernière formule prouve que le rayon est moyen proportion-
nel entre le cosinus et la sécante : du reste, les équ. (1), (2) et (S), 
suffisant pour exprimer que les triangles CBD, CTA sont rectan-
gles et semblables, la 4e est une conséquence des trois autres. Ainsi, 
on ne doit pas regarder ces quatre relations comme distinctes ; elles 
n'équivalent qua trois. On peut même s'en convaincre directement 
en déduisant l'une quelconque des autres par l'élimination. 

344. Ces formules doivent aussi avoir lieu entre le sinus, le co-
sinus, la tangente et la sécante de l'are EB complément de AB. On 
peut donc y changer le sinus en cosinus, la tangente en cotan-
gente, etc.; mais les triangles semblables CBD (ou CBG), et CME, 
donnent directement ces nouvelles relations ; 

- CE EM' CB CM > u 

R cos a „., m 
g== sin a ' ••• t8)i et cosée a = -r-—. . . (6) sin a sin a K 1 

En multipliant les formules 3 et 5, ou comparant les deux triangles 
CTA et CME, on trouve que le rayon est moyen proportionnel entre 
la tangente et la cotangente, ou 

tang a X cot a = R- (7) 

Enfin, le triangle rectangle CME donne 

CM2 = CE3 - f EM-, ou coséc1 a = R} 4= cot3 « . . . (8) 

345. Ces 8 équ., qui n'en forment que 5 distinctes, servent à 
trouver les quantités sin a, cos a, tang a, cot a, séc a, coséc a 
lorsque l'une est connue. Il suffit d'un calcul simple pour éliminer. 
Par ex., l'équ. (1) donne le sinus quand le cosinus est connu, et 
réciproquement ; car 

sin a = ( / (/?3 — cos3 a), et cos a = [/ (R3 — sin3 a). 

De même, l'éq. (2) donne la tangente quand on a la sécante, e t c . . . . 
346. Parmi ces combinaisons, nous distinguerons la suivante 

à cause de son utilité. Cherchons le cosinus, étant donnée la 
jR2 

tangente. De (4), on tire cos a = — • et comme (2) donne 
sec a w 

séc a = ( / (R' - } - tang3 a), on en conclut 

R3 
cos a 

(R2 -J- tang3 a) ' ' ' 

enfin, (3) donnant R sin a = cos a X tang a, on a 

R tang a sm a 

(9) 

(10) [ / (.R3 + tang3 a ) * ' - / ' 

On appelle AD le sinus verse de l'arc AB; d'où 

sin verse a = R — cos a. 

347. Par 
sin a, cos a.. . i l faut entendre le sinus, cosinus... . 

d'un arc dont la longueur esta, le rayon étant fixé= R; or, cette 
longueur dépend du rapport de l'arc a, avec lé quadrans, et sa 
détermination semble exiger un calcul ; mais lorsqu'on emploie les 
arcs pour mesurer des angles, le rayon est tout à fait arbitraire ; les 
arcs semblables étant proportionnels aux rayons (n° 182, 3°), ce 
n'est plus la longueur absolue a de l'arc qui entre dans les calculs, 
mais son rapport avec le rayon. Les sinus croissent aussi propor-
tionnellement aux rayons, l'angle demeurant le même (fig. 206), 

Kl BA T 

puisqu on a = — . Le rapport du sinus au rayon s'appelle le 

Sinus naturel; il a pour valeur le sinus de l'arc semblable pris 

. dans le cercle dont le rayon est un, puisque sin a e t S ' " ° sont alors 

équivalents. 
Concluons de là que, 1° lorsque le rayon sera ainsi arbitraire, ce 

qui arrive la plupart du temps, nous ferons R = 1, pour simplifier 
les formules ; d'où sin1 a - f cos3a = 1, tang3« - j - 1 = séc2a, tang a. cot a = 1, 

sin a 1 cos a tang a = . sec a = , cot a = — , etc. cos a cos a sin a 

2° Mais la supposition R == 1 rendant les calculs propres aux 
cas seulement où le rayon est arbitraire, si l'on veut rétablir les 



formules dans l'état plus général où le rayon R est déterminé, on y 
. sin a cos a remplacera sma, cos a , p a r — — , — — ou plutôt on 

distribuera des puissances convenables de R, de manière à pro-
duire l'homogénéité (n° 822). 

8° Lorsqu'on connaîtra la valeur numerique sin a du sinus d'un 
arc a, pris pour un rayon R, on aura celle du sinus de l'arc a' sem-
blable, dans le cercle dont le rayon est R', en multipliant par le 
rapport du deuxième rayon R' au premier R, car 

sin a sin a' . R' 
• j , - donne sm a = — X sin a. 

4° Dans la mesure des angles', on n'emploie pas la longueur absolue 
des arcs, mais leur rapport au quadrans; ainsi, par sin a, on entend 
le sinus d'un arc dont a est le nombre de degrés (voy. n° 183). 

348. L'arc de cercle (de rayon R) dont la longueur est a, ayant 
pour graduation (a0), exprimée en degrés et fractions décimales, 
ou (a') en minutes, on (a") en secondes, Cherchons des relations 
entre ces quantités. Le rayon étant 1, la longueur de la demi-cir-
conférence est (page 261) 

x = 3,14159 26536, Lz = 0,49714 98727 ; 

x est la longueur de 180» ou de 10800, ou de 648000"; on a 
1 8 0 » : t : : (a») : a, d'où x (a») = 180. a; de même x (a') = 10800. a, 
z (a") = 648000. a; donc, en divisant par z, et posant 

c = 57°,29578, ^ = 3437',746, = 206264",8, 
on a R («») = /¿a, R (a') = ¿a, R (a") = 

Ces équ. donnent la longueur a d'un arc de rayon R, dont on con-
naît la graduation, et réciproquement. 

Si l'on fait a = R, on a (a°) = ,j.; p est donc le nombre de degrés 
de l'arc égal au rayon; //, /x." sont les nombres de minutes ou de 
secondes de cet arc. Courbons le rayon sur la circonférence, il y 
occupera une longueur de (a") degrés, ou de (a') minutes, ou de 
(«") secondes. Prenons ensuite un arc d'un degré, ou (a°) = 1, le 
rayon R étant 1 ; nous avons 

—î - r - ; de même a' = — — = — i — , u" = —? — 1 
arc 1°' ^ arc 1' sm 1' ' * arc 1" sin l " ' 

attendu que les arcs de 1' et de 1" étant très-petits, on peut, sans 

erreur sensible, les remplacer par leurs sinus (n° 362). On conclut 
de là que lorsqu'il entre, dans une expression analytique, un arc de 
cercle déterminé par sa longueur a, le rayon étant un, pour y intro-
duire à la place le nombre de secondes (a") de cet arc, il suffit de rem-
placer a par (a") sin 1" ; et par (a') sin Y si l'on veut exprimer l'arc 
en minutes. On trouve 

Log p. = 1 ,75812 26524, 
Log / = 5,55627 58828, 
Log = 5,51442 51552, 

compi . = 2,241S7 75676, 
compi . = 4,46572 61172 = L sia 1 ' , 
compi . = 6,68557 48668 = L sin 1 " , 

349. Jusqu'ici notre arc AB est le quadrans (fig. 205); faisons 
mouvoir le point B de A vers EH A' R. . . . pour lui faire décrire le 
cercle entier, et suivons les variations qu'éprouvent le sinus et le 
cosinus. En A le sinus = 0, le cosinus = R. A mesure que l'arc 
AB croît, le sinus augmente, le cosinus diminue, jusqu'en E; le 
quadrans AE a R pour sinus et 0 pour cosinus. 

Passé 45 degrés sexagésimaux, un arc, tel que 53°, ayant pour 
complément 37°, le sinus de l'un est le cosinus de l'autre : ayant 
donc une table de sinus et de cosinus, étendue jusqu'à 45°, la co-
lonne des cosinus est aussi celle des sinus des arcs complémentaires, 
qui sont 45° ; on a même soin d'y indiquer ces compléments. 

Au delà de AE = 90°, le sinus décroit, le cosinus augmente : 
on voit que, pour AEH, les triangles égaux HIC = BDC ont 
III — BD ; ainsi, le sinus d'un arc est le même que celui de son sup-
plément. La même chose a lieu pour le cosinus, car IC = CD; 
seulement, lorsque l'arc est 1? le cosinus est négatif (n° 340). 
Pour la demi-circonf. AEA', le sinus = 0, le cosinus = — R. 

Nous voyons donc que passé 90°, les sinus et cosinus se repro-
duisent; pour 137° le sinus est le même que celui de 43°, qui en 
est le supplément : on peut même préférer le cosinus de 47° qui lui 
équivaut ; sin 187° = sin 43° — cos 47°. On voit qu'il suffit d'ôter 
9 aux dizaines et de changer le sinus en cosinus, lorsque l'arc passe 90°. 
Cette remarque est surtout utile lorsque l'arc est accompagné de 
minutes et de secondes; de même, 

cos 137» 17' 32" = — sin 47° 17' 32". 

Quant aux autres lignes tri'gonométriques, on pourrait suivre 
de même sur la figure leurs variations et leurs signes ; mais il est 
préférable de recourir aux formules 3 , 4 . 5 , 6 , puisque l'on vient 



5 5 0 T R I G O N O M É T R I E R E C T I L I G N E . 

de reconnaître les signes du sinus et du cosinus. On verra done que 

sin 0 = 0 co. 0 = R, donnent tang 0 = 0, séc. 0 = R, c o t 0 = c= 
8 1 7 = ^ cos 17 = o tang 1 ? = » = s é c ^ c o t v = Q ' 

Dans le premier quadrans taug a , séc « croissent avec « ; c o U 
décroît : s,n a est positif dans le second quadrans, tang a é a 
décroissent, cot . croît avec lare . ; tang « e t cot « s o n t ne i s 

O n vo.t, comme ci-dessus, que t a n g 137» = - c o t 47° 
cot 137° = —tang 47°. 

Dans les deux autres quadrans, le sinus et le cosinus reprenant 

Z i ; 'S- V0U ^^ a r ° ^ 9rand que le qiLdrans 

autant T f " T ' ' '' * ^ ^ autant défais qu'il est possible; seulement il faut avoir égard aux 

sin 257° = _ £ i n 77«, l a n g 6 4 § 0 = t a n g 1 Q 3 o = __ ^ - ^ 

Ces diverses propositions s'expriment ainsi : pour l'arc 

2 S : X T : Ï T _ Z I ' IE COS = - S I N * > , A TAN* = - COT«. 

S. l'arc passe 4 quadrans, ou 360°, il faut d'abord en retrancher 
tomes les circonférences. On voit maintenant pourquoi les table 

du 8 é t e n d e D t P a s - « * U n s , ni 

350. Lorsque l'arc est déterminé, son sinus, sa tangente son 
eosmus l e 8 0 t . m a i s I W r s e n'est point vrai ; ainsi Œ 
(hg. 20o) appartient non-seulement à l'arc AB, mais aussi à son 

Z Î t r T ' *1 ' r 8 3 r C S Gt ^ d'uh nombre quelconque de circonférences. Tous ces arcs ne donnent que deux 
angles supplements l'un de l'autre. On fera le même raisonnement 
pour les cos.... On doit donc s'attendre à trouver deux a n g e Z 
o u t l 0 „s l 0 t e s ,es fois que le calcul aura déterminé le smo'u 

ZïiïZT*a u e § h s e r ' s 'n y a l i e u ' c e , l e 

351 .En regardant l'arc AFcomme étant de signe contraire à AB 
on voit que (page 323) fa a A > 

sin ( - o ) = _ s i n a? c o s ( _ f l ) = = c o s a ? tang 0) = _ t a n g a _ 

F O R M U L E S G É N É R A L E S . 3 3 1 

Des Formules générales. 

352. La résolution des triangles est renfermée dans un nombre 
convenable d'équ. entre les côtés et les angles. 

En prolongeant BD (fig. 205), on a BD = \ BF; ainsi le sinus 
d'un arc est la moitié de la corde d'un arc double. 

Si BF est égal au rayon, il sera le côté de l'hexagone régulier 
inscrit (238) ; BAF sera le sixième de la circonf.,' et BA sera le tiers 
de AE. Le sinus du tiers du quadrans est donc la moitié du rayon. 
Les formules (1), (3), (5), donnent 

w 3 ; 

sin jf = i i A cos \1 = \ R , tan = c o t | 7 = - ^ L . 

353. Lorsque l'arc AB (fig. 205) est de 45°, ou la moitié de AE, 
le triangle CTA est isocèle; ainsi on a AT = AC, ou la tangente 
de 45° est égale au rayon. Donc 

tang 45° = R = cot 45°, cos 45° = \R\/ 2 = sin 45", 
tang 135° = — R= cot 185°, sin 135° = '-R\/ 2 = — cos 135". 

354. Soit CAB (fig. 206) un triangle rectangle en A ; si d'un 
angle aigu C, avec le rayon CK = 1, on décrit l'arc KG, et si 
l'oU mène le sinus Kl et la tangente HG, CI sera le cosinus de C; 
or, les triangles semblables CK1, CUG, CAB donnent 

CK _ CB CK _ CB CG CA 

CI ~ CA' Kl AB C - GH AB ' 

d'où CA = CB X cos C, AB = CB X sin C, 

et AB = CA X tang C. 

Celle-ci est le quotient de la 2° divisée par la l r 0 . 
Donc, 1° Un côté de l'angle droit est le produit de l'hypoténuse par 

le cosinus de l'angle aigu compris [A] 
2° Un côté de l'angle droit est le produit de l'autre côté par la 

tangente de l'angle aigu adjacent à celui-ci (B) 

sin '-f = '-R, c o s — { R[/ 3, tang cot ji = 

on connaît aussi sin f i , puisque cos j i — sin j i : d'où 



Nous représenterons les angles par A, B et C, et les côtés qui 
leur sont respectivement opposés par a, b et c. Ainsi, a étant l'hy-
poténuse, A = 90°, on a 

b = a cos C, c = a cos B = a sin C, . . . (A) 
c = b tang C (B) 

355. Si de l'angle B (fig. 193) du triangle quelconque ABC, on 
abaisse la perpendiculaire BD, l'angle B sera coupé en deux angles, . 
qui seront les compléments respectifs de A et C. Nos théorèmes 
ci-dessus donnent BD = AB . sin A, BD = BC. sin C ; d'où 
c sin A = a sin C ; donc, 

sin A sin B sin C . _ 

puisqu'on peut abaisser la perpendiculaire de l'angle C ou A. 
Ainsi, tout triangle a les sinus de ses angles proportionnels aux côtés 
opposés. 

En désignant par x le segment DA (222), on a a- = 6 2 - f -c 2— 2bx; 
mais le triangle rectangle BDA donne DA = BA X c o s A, ou 
x = ccos A-, donc 

a' — b1 - { - c1 — 2be cos A (D) 

Si la perpendiculaire BD (fig. 190) tombe hors du triangle, il 
faut 2Z»jr au lieu de — 26.r. Mais comme alors l'angle BCA est 
obtus, le cosinus devenant négatif, le signe de — 2 be cos A rede-
vient positif, et se rétablit de lui-iuême ; donc notre formule s'ap-
plique à tous les cas (339). 

Les équ. A et B servent à résoudre les triangles rectangles; C 
et D servent pour les triangles obliquangles (voy. n° 363). 

356. Soient deux arcs (fig. 207) AB —a, BD = (3; cherchons 
les sinus et cosinus de leur somme AD, et de leur différence AK, 
connaissant les sinus et cosinus de « et /3. Menons la corde DK au 
milieu / de laquelle le rayon CB est perpendiculaire; puis les 
parallèles El, KHkAC, et les perpendiculaires DP, JG et KO ; 
DP est le sinus de AD = (a - f - /3) ; KO est celui de AK =? a — /3 ; 
les cosinus sont CP et CO : ces quatre quantités sont les inconnues 
du problème. 

On voit que DE = EH: DE et IG ont donc pour somme 
IG -}- DE, ou DP = sin (« - f (3) , 
et pour différence IG — DE = HP, ou KO = sin (« — 0); 
de même El étant la moitié de IIK, on a 
PG= GO = El; ainsi CG et El ont 
pour somme CO = cos (a — (3), 
et pour différence CP = cos (a - { - (3)t 

donc sin (a ± (3) = IG ± DE, cos (« ± 13) = CG zp El. 

Il ne reste plus pour obtenir IG, DE, CG, El qu'à appliquer 
l'équ. A aux triangles rectangles CIG, DEI, ou l'angle EDI = a. 
Il vient IG= CI X sin <*, DE = DIcos a,- or , DI = sin (3 et 
CI = cos ¡3 ; ainsi, on a 

IG = CI X si" « = sin « cos (3, 
DE = DI X cos a, = sin (3 cos a; 

on a de même CG — CI X cos « = cos a cos (3, 
EI — DI X s m « = sin a sin (3; 

d'où sin ( a ± 0) = sin a cos (3 ± sin /3 cos a, . . (E) 
cos (a ± 13) = cos a. cos [3 zp sin a. sin (3. . . (F) 

Ces quatre formules sont d'un usage très-fréquent. Si le rayon , 
au lieu d ' è t r e = 1, était B, on mettrait simplement/? pourdiviseur 
des seconds membres (347, 2°). 

357. Faisons a = ¡3 dans ces formules ; en prenant le signe su-
périeur, on trouve 

sin (2a) = 2sin a cos a, (G) 
cos (2a) = cos'a — sin'a. (H) 

= 2cos2<z — 1 = 1 — 2sin2a, 

à cause de sin2« = 1 — cos2«. Telles sont les valeurs du sinus et du 
cosinus du double de l'arc a*. 

' Pour avoir les sinus et cosinus de 3a, ou f a i l / 3 = 2a, ce qui donne 
sin 3a = sin a cos 2« - t - sin 2a cos a, cos 3« = etc. ; mais il faut mettre pour sin 2a et 
cos 2a leurs valeurs, et il vient 

sin 3a = 3 sin a — 4 sin3 a , qos 3 a = 4 cos3a —3 cos a. 

Il est aisé de voir qu en résolvant ces équ. par rapport à sin a et cos a, on aurait les si-

nus et cosinus du tiers ; on obtiendrait de même ceux de 4 a et - a, etc. (voy. ci-après, 

n" 358) 



358. Si l'on regarde dans ces équations sin a et eos g comme 
inconnus, et sin 2a, oos 2« comme donnés, il faudra éliminer entre 
elles. Mais comme le calcul serait compliqué, on préfère employer, 
au lieu de la 1 « , I __ c o saa A I O R S e n a j o a t a n t h , OU en 
soustrayant, on obtient de suite 

2cos2« = 1 _]_ cos 2«, 2sin2a == 1 — cos 2a. 

Si donc on change ici 2a en a, ce qui est permis, on a 

c o * « , s i n i « = . w 

équ. qui donnent les sin. et cos. de la moitié d'un arc. La formule 
de la page 327 devient ainsi propre au calcul des log. 

sin verse a = 2sin^a = 1 _ cos a. 

359. Divisons l'une par l'autre les formules E et F, il vient 

i î i i f sin a cos (3 ± sin ¡3 cos a 
eos (« ± (3) cos a cos ¡3 sin a sin ¡3' 

Or, si l'on divise les deux termes du 2« membre par cos a cos ¡3, 

en remarquant que tang a = = — , onobtiejit * 
cos a 7 

tang (a ± (3) = «'™g " ± tang g ' 
1 =p tang a tang ¡3 ' 

qui donne la tangente de la somme et de la différence de deux arcs. 
Si a == ¡3, on a celle du double, 

tang 2« = - . . . . , , 
1 — tang2 a W 

* On a de même cot ( « ± / 3 ) = c o t o c o t ^ ^ i _ 
C 0 t y 8 ± C 0 t « ' ^ 

Si l'on fait « = 45°, comme tang 45° = i , il vient 

t a ° S ( 4 5 o ± / 3 ) ' ± t a n g ^ w 
i q z t a n g / 3 (*> 

De même, les formules £ et F donnent 
s i n f c - t ^ g ) ^ c o l / ? + c o t « tang « -4- tang fi 

sin ( « fi) cot /3 - cot v. tang K _ tang fi; ( 3 ) 

sin (g ± /9) _ cot /3 ± cot « tang « ± tang fi 

c o s ( « = P fi) ~ ± 1 - 4 - c o t « cot fi = i ± ! a n S K l a n S / S ( 4 ) 

c o s ( " - 4 - ^ _ cot fi — lang « _ i - tang « tang fi 

cos { « — f i ) cot fi - I - tang« tang «tang ' ( 5 ) 

FORMULES GÉNÉRALES. 55!J 

En divisant l'une par l'autre les équ. (/) , il vient 

(M) 
t a n g i « = » / / j J Z c o i a \ _ 1 — cos « 

V \1 - f cos a.) sin a ' • 

360. Ajoutons et soustrayons les équ. E ; il vient * 

sin (a + 0) + sin (a — (3) = 2 sin a . cos (3, 
sin (a - f ¡3) - gin (a — ¡3) = 2 cos a. sin /3. 

Divisons ces formules l'une par l'autre, et faisons, pour abréger 
« •+ P = C, et a —(3 = B; d'où l'on tire (p. 134) 

a = L(C+B), (3=~±(C-B). 

^ " • C + i l n J = s i n a cos£ _ tanga _ tang 1 (Ç - f B) 
sin C —sin B cos a ' sin [3 tang (3 tang ± (C - B)' 

La somme des sinus de deux arcs est à leur différence comme la tan-
gente de la demi-somme de ces arcs est à la tangente de leur demi-
différence. 

f o l t r ê m e C a , C U l ! u r l e s é q u ' E e t F ' c 0 m b i n é e s d e u x à d e « * , donne diverses autres 
Z t 7 7 r e m p , a c e r d e s S 0 m m e s e t d i f f é r e n c e s ( l e s i n e l par des produit , tzrzzr ,e calcul iosarki,raiq,,e (v°y- inir°d-d£ui» * 

sin A ± sin 5 = 2 s i n I (A±B). cos i (A^B), ( 6 J 

cos A+ cos B = a cos i (A+B). cos - (A - B), 

c o s 2 J _ c o s ^ = 3 s i n \ ( A + B ) . s m I - ( A - B ) ; (8) 

faisant A = 90° dans la 1«, et B = 0 dans les deux autres, 
1 -4- sin 2? = 2 sin ( V + I * ) cos = , sin» ( 4 * + < ^ . 

. - s i n B= 2 c o s . ^450 + I = 2 sin1 ^ 4 5 . , - t B " j ; ( g ) 

Faisant, dans (M), « = = 9 0 0 + on a lang ^45« -4- - = ' s i n g ( [ 

Multipliant entre elles les équ. (6) ou ( 7 ) et (8), et réduisant, 

sin' A - sin" B = cos' B - cos' A = sin (A + B)X siQ (A-B), 
cos ' A - sin' 5 = e s (A + 5 ) X cos (A - B,. („) 



On a vu (n° 355, fig. 182), t , d'où l'on tire (n° 78, 2°) 
S1Q JJ O 

sin C - ) - sin B c - j - b 
sin C — sin B c — b' 

d'une autre part, A-\- B - f C= 180° donne \{C-\- B) == 90° — f A, 
puis, tang -j [C-}- B) = cot ^ A : donc enfin 

c -\-b cot -j A 
c — b tang i(C—B) 

Formation des Tables de Sinus, Cosinus.... 

M 

861. Jusqu'ici ces formules sont stériles pour nous; et afin de les 
faire servir à résoudre des triangles , il faut d'abord connaître les 
sinus des angles donnés, pour en introduire les valeurs dans nos 
équations; ou bien, si elles sont destinées à faire connaître des 
angles, il faut assigner l'are, le sinus étant donné. Il est donc né-
cessaire de former une table de sinus, cos inus. . . . , qui donne ces 
lignes, lorsqu'on connaît ces arcs, et réciproquement. 

Concevons done qu'ayant divisé le quadransen degrés, minutes..., 

Effectuant diverses divisions, on obtient „ 

sin A s i n B 1 , , , „ , sin ^ — sin B I . . 
= tang - (A-hB) ; = cot - (A-\-B); 04) 

cosA-\-coìB 2 c o s i — c o s ^ a ' 

sin A + sin B 1 sin A — sinB i 
cot — {A —B) ; tang - IA — B): (i5) 

cos B — cos A 2 cosA-t-cosB u a v " K ' 

cos A + c o s B = _ c o t ' _ [ A + B ) x c o t I [ A _ ' ( | 6 ) 

A — cos B a a 

i - f - s i n l ? . _ / . , , i n \ i -+- cos A i . , . 
• = tang3 / 45° - B j ; _ = c o t 3 - ^ ; (17) 

cos 

.1 — sin £ Y 2 / I — cos A 2 

-sin J? 

' - | - C 0 6 - < cos 1 ~ C O s B Sin . ¿ i 
2 

sin A sin B sin A . cos B ± s i n B . cos A 
t a n g ^ ± t a n g B = — ± — = cosZTTcosB ' 

tang A ± tang B = cot A ± c o t B = ; 
cos A . cos B sin A . sin B 

et le rayon en un nombre arbitraire de parties égales, on soit 
parvenu à trouver combien chaque sin, c o s . . . . contient de ces 
parties ou unités, et qu'on ait inscrit ces nombres près de cha-
que arc ; on aura formé une table contenant, dans une l r e colonne, 
les graduations des arcs ; dans une 2e les sinus, dans une S* les 
c o s . . . . Il suit des équ. 1, 8, 5 que, quand on a les sinus, un calcul 
très-simple donne les cos., tang ; ainsi, la recherche des sinus 
doit d'abord nous occuper, et l'on a vu (849) qu'il n'est néces-
saire d'en pousser le calcul que jusqu'à 45°, parce qu'au delà de cet 
arc les valeurs se reproduisent. Ainsi, il s'agit de calculer les sinus 
et cosinus de tous les arcs < 43°, le quadrans étant partagé en 
degrés, minutes. . . . 

La l r c équ. du n° 860, et celle qu'on obtient de même en ajoutant 
les équ. F, deviennent, en posant a = mx, |3 = x, 

sin (w -f- 1) x = 2 cos x. sin mx — sin (m — 1) x, 
cos [m -J- 1) x — 2 cos x. cos mx — cos (m — 1) x. 

Si les arcs procèdent dans l'ordre x, 2a?, 8ar . . . . (m— 1) x, 
mx, (m - j - 1) x , x est le plus petit arc de la table, et il suit de 
nos équ. que si z et y sont les sin. ou cos. de deux arcs successifs 
(m — 1) a; et mx, et p = cos x, le sin ou cos de l'arc suivant 
(m-j- 1) x est = 2py —' z. Donc, chacun des termes delà série des 
sinus et de celle des cosinus dépend des deux termes qui le précèdent, et 
s'obtient en multipliant ceux-ci par 2p et — 1, et ajoutant. 

862. Prenons l'arc AC = CB = AL (fig. 122), et menons la 
corde AB et les tangentes LE, CE ; nous avons (170) 

corde AB < arc AB, LEC > arc LAC; . 
d'où, AI ou sin AC arc AC, EC ou tang AC > arc AC. 

L'arc 90° a sa longueur comprise entre celles de son sin et de sa 

tang ; et comme l'éq. 8 , page 826, donne S1" X • = 'v , dont 
tang x B 

le 2e membre approche 
sans cesse de 1, à mesure que x décroît; 

le 1er a aussi 1 pour limite, c'est-à-dire que le sinus, l'arc et la tan-
gente tendent sans cesse vers l'égalité, l'arc restant intermédiaire. 

Ce principe sert à calculer le sinus du plus petit arc de la table ; car 
. , sin i x . , de tang - a; ou —-_> - x, on tire sin { x > { x . cos -j x; mul-COS r X 

tipliant par 2 cos \ x, on a 2 sin { x . cos 7 > x cos3 \x, ou 
• ¿THÉS. PCRES,. T. T. 22 



sin x > x (1 — sina \x), et à plus forte raison sin x > x — i ¡r3, 
puisque sin ~ x i x : on voit donc qu'en résultat sin x est inter-
médiaire à x et x — | x3, savoir, 

sin x x — ^ x e t x. 

Qu'on parte de n = 3,1418926336 et log s- = 0,49714987 pour 
calculer x , qui est une fraction déterminée de la demi-cire, x, et 
par suite x— ^x3; comme sin x est compris entre ces deux limites, 
les décimales communes seront une valeur approchée de sin x, le 
rayon étant 1 ; et si x est pris assez petit, comme sin x et x diffè-
rent de moins en moins , l'approximation pourra être étendue à tel 
ordre qu'on voudra ; sin x = a. D'ailleurs, on a 

cos # = { / 1 — sin2 x = | / ( 1 - [ - a ) ( l — a) = p; 

donc le facteur 2p est connu ; et partant, de sin 0 = 0, sin x = a, 
d'une part; de cos 0* = 1, cos x = p de l'autre, par la loi 
2PU ~ z , 0 " calculera de proche en proche les sin. et cos. des arcs 
2*, 3s, 4 . r . . . . 

Par ex., si x = 3 0 ' , le 180e du quadrans est x = 0,008726646, 
i = 0,000000166, x - ± x* = 0,00872648 ; ainsi, 
s.n 30' = 0 , 0 0 8 7 2 6 . Si la table doit procéder de minute en minute, 
avec 6 décimales, tous les sinus d'arcs < 30' sont censés égaux à 
l'arc; sin 1', 2 ' , 3 ' . . . . sont de 0,008726. D'où l'on voit 
qu'd faudra d'abord faire croître les arcs de 30' en 30', sauf à les 
rapprocher ensuite, ce qui sera très-facile : on trouve 

P = c o s 3 0 ' = j / 1,008726X0,991274, ou 0 , 9 9 9 9 6 2 = 1 -0 ,000038 . 

Le facteur 2p est 2 - 0,000076; ainsi il est aisé de calculer les 
autres nombres de la table. 

En général, pour qu'on soit en droit de prendre x = sin x, il 
faut que \ x3 n'ait pas de chiffre significatif dans les décimales qu'on 
doit conserver. En veut-on 8, par ex. ? il faudra que les 8 1 " ' chif-
fres d e { ^ soient des zéros ; et sans calculer x3, on voit qu'on devra 
descendre à l 'arc de 10'. 

Du reste, il faut prendre plus de décimales qu'on n'en veut con-
server, afin d'éviter que les erreurs s'accumulent et que les derniers 
chiffres soient défectueux. On a soin de vérifier, d'espace en espace, 
les résultats obtenus, soit par les formules dessin ( « ± /3) et sin 2a, 
soit en calculant d'avance, par le même procédé, les sinus de degré 

en degré, ou autrement. Nous donnerons des moyens plus rapides 
d'arriver aux valeurs des sin., c o s . . . . ; mais celui-ci suffit à notre 
objet. 

Au lieu de composer la table avec les valeurs ainsi obtenues, on 
préfère, pour la commodité des calculs, y inscrire leurs log. Comme 
les sinus sont plus petits que le rayon, il convient de partager le 
rayon en assez d'unités pour que le sinus du plus petit arc de la table 
soit > 1, afin d'éviter les log. négatifs (u° 91). Dans les tables de 
Callet, les arcs procèdent de 10" en 10", et le rayon a 10 pour log 
(ou R = 10 milliards). 

Lorsqu'on veut procéder au calcul d'une formule où le rayon est 
pris = 1, il faut donc restituer les puissances de R, que la suppo-
sition de R = 1 a fait disparaître (p. 327) ; ensuite on recourt aux 
tables dans lesquelles l o g / ? = 1 0 . On'peut aussi laisser i? = l dans la 
formule, et retrancher 10 de tous les log. des sin., cos...., ce qui intro-
duit des caractéristiques négatives. Par ex., log sin 10° = T,2396.... 
au lieu de 9,2396....; log tang 1° = §",2419.... au lieu de 8,2419.... 
Ces parties négatives ne sont pas un inconvénient, et on s'habitue 
aisément à les employer (voy. p. 106). 

Résolution des Triangles. 

3 6 3 . I . T r i a n g l e s r e c t a n g l e s . Les deux équ. A, R, résolvent tous 
les triangles rectangles, car elles comprennent les côtés h, c, l'hy-
poténuse a et l'angle C (fig. 206) : de ces 4 quantités, deux étant 
données, on peut trouver les deux autres. En éliminant C , on 
obtient même l'équ. a ' = b1 - f - si souvent employée. Faisons le 
rayon =R dans les équations A (on a log R= 10), 

Rb =• a cos C, (I) 
Rc = b tang C, (2) 
a2 = 62 - { - c2 (8) 

On ne peut rencontrer que les deux cas suivants * : 
1° Étant donnés un angle aigu C et un côté, les deux autres angles 

' Pour résoudre un triangle proposé, placez au sommet les lettres B, A, C, en les dis-
tribuant aux angles qui s'accordent avec les lettres dont on se sert dans le texte pour 
désigner les parties connues ou inconnues, et recourantau cas dont il est question : a,b,c, 
sont les côtes respectivement opposés aux angles A, C, B ; et si le triangle est rectangle, 
A marque l'angle droit. L'équ. dont il s'agit s'applique ensuite directement. 

22* 
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Connaissant l'hypoténuse a, l'éq. (1) donne le côté h. 
S. Ion connaît le côté b, (Sj donnée, (1) l'hypoténuse a. 
Soient, par exemple, ( 7 = 33- 30', b = 43 ,54, les équ. (1) et (2) 

prescrivent le calcul suivant : ' 

¡ o g b = 1 . 6 5 8 3 9 3 0 1 - 6 5 8 - 9 3 0 

l o g R = 1 0 . 0 0 0 0 0 0 0 J o g t a n g C = 9 . 8 2 0 7 8 2 9 

- ">5 c o s C = 9 . 9 2 1 1 0 6 6 - \oS R = 1 0 . 0 0 0 0 0 0 0 

l o g A = 1 . 7 5 7 2 8 6 4 l o g c = tATmm 

Donc a = 54m ,612 et c = 30m,142. 
Cette opération peut servir "à trouver la h a u t e u r ^ ' = c , d'un 

édifice (fig. 208), dont le pied A est accessible. 
Le calcul se vérifie en changeant d'inconnues (vou. p. 136). 
2» Etant donnés deux côtés : 

Si l'on connaît ¿ e t c, l'équ. (2) donne l'angle (7; l 'hypoténuse« 
resuite ensuite de l 'equ. (1). On peut aussi tirer « de l'équ. (3); mais 
elle ne se prete pas au calcul logarithmique. 

Si l'on a l'hypoténuse « e l le côté b, l 'équ. (1) donne l'angle C; 
le cote c resuite de l 'équ. (3), ou de 

II . T R I A N G L E S O B U Q C A N G I E S . Il va 4 cas à traiter. 
1° Étant donnés un côté a et 'deux angles B , C j e 3* angle A est 

counu , et l'on emploie l'équ. C, n° 855. 

b _ «s in B c = « sin C 

sin A ' ° sin A W 

Soient, par ex., « = 28™,852, A= 37°29 ' , < 7 = 72-9'- d'où 
Ion conclut B = 70° 2 2 ' : on a ' 

l o g « = 1 . 4 6 0 1 7 5 9 1 . 4 6 0 1 7 5 » 

l o g s in B = 9 . 9 7 5 9 8 7 3 l o g s in C = 9 . 9 7 8 5 7 4 1 
- l o g sin A = 9 . 78428 -24 _ 9 . 7 8 i 2 8 2 4 

l o g b = 1 . 6 4 9 8 8 0 8 l o g c _ 1 ^ 5 4 4 6 7 6 

Donc b~ 44 ,656 e t c = 45» 180. Ce calcul sert à mesurer la 
distance AC, deCa un point A inaccessible, mais visible (fig. 208) • il 
donne aussi la hauteur AB' ei la distance AC d'un édifice dont le pied 
est inaccessible et invisible ; car, mesurant une base horizontale V 
et les angles BCB, B'BC, qu'elle fait avec les lignes dirigées vers le 
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sommet B', on connaîtra B'Cet l'angle ACB', qu'on peut mesurer 
sans voir le pied A, attendu que la droite AC est horizontale. On 
obtiendra donc AB' et AC. 

Comme il faut être exercé aux applications des formules de la 
résolution des triangles, nous donnerons ici les valeurs des côtés 
et des angles de triangles, auxquels on pourra appliquer ces équa-
tions. On prend pour données les parties élémentaires qu'on veut; 
les autres seront les inconnues que le calcul doit faire trouver. En 
variant les éléments donnés, on se proposera divers problèmes qui 
seront résolus par les formules qu'on a exposées, et ce seront autant 
d'exercices utiles de ces sortes de calculs. 

Triangle rectangle d'épreuve. 

a = 5 6 " - , 9 2 5 

l o g = 1 . 7 5 5 3 0 3 0 . . . 

A = 9 0 ° 

l o g s i a B = 9 . 9 0 3 0 9 0 0 , 

b = 4 5 m , 5 4 Q 

1 . 6 5 3 3 9 3 0 . . . 

B = 5 3 ° 7 ' 4 8 " , 4 

c o s B = 9 . 7 7 8 1 5 1 2 , 

A n g l e s . L o g s i n . L o g c o s . L o g t a n g . 

A = 4 0 " 5 6 ' 0 0 " , 0 0 9 . 8 1 6 3 6 0 9 9 . 8 7 8 2 1 8 6 9 . 9 3 8 1 4 2 3 

B = 5 4 . 1 6 . 8 , 4 8 9 . 9 0 9 4 3 1 9 9 . 7 6 6 3 9 8 1 0 . 1 4 3 0 3 3 8 

C = 8 4 . 4 7 . 5 1 , 5 2 9 . 9 9 8 2 0 7 3 8 . 9 5 7 4 8 0 5 1 1 . 0 4 0 7 2 6 8 

2° Étant donnés deux côtés c , a, et un angle A opposé à l'un d'eux, 

l 'équ. (4) donne sin C — — — • O r > valeur de sin C répond à 

deux angles C supplémentaires, et l'on a deux solutions (les trian-
gles ABC, fig. 198 et 190). 

Il est vrai qu'une seule est souvent admissible, ainsi qu'on l'a vu 
(u° 207) ; mais de lui-même, le calcul conduit à reconnaître ce cas, 
sans y avoir égard spécialement; on forme la somme A - j - C, pour les 
deux valeurs de C, que donne le calcul , dans le but d'en tirer l'an-
gle supplémentaire B. Or, 

Si A est obtus, on ne peut adopter la valeur de C 90°, puis-
que A C serait 180°. Il n'y a donc qu'une solution; encore 
faudrait-il que a fût ^ c, puisque si l'on avait a c , notre équ. 

c = 3 4 " ' , 1 5 4 

1 . 5 3 3 4 5 4 3 

C = 3 6 ° 5 2 ' 1 1 " 6 , 

t a n g B = 0 . 1 2 4 9 3 8 9 

Triangle obliquangle d'épreuve. 

C ô t é s . 

a = 57™,770, 
b = 7 1 , 5 7 7 , 

c = 87 , 8 1 1 , 

L o g a r i t h m e s , 

l o g = 1 . 7 6 1 7 0 2 4 , • 

l o g = 1 . 8 6 4 7 7 3 5 , 

l o g = 1 . 9 4 3 5 4 8 9 , 

l o g p = 
l o g ( p - a ) = 

l o g (p—b) = 
l o g ( p - c ) = 

2 . 0 3 5 7 4 5 9 

1 . 7 0 5 9 4 0 6 

1 . 5 6 8 2 2 5 2 

1 . 3 1 7 3 9 4 7 



donnerait sin A sin C, d'où l'angle aigu supplément de A 

moindre que l'angle aigu C, savoir, 180° — A < C, et par consé-
q u e n t ^ - } - G 1 8 0 ° . Ainsi l'absurdité serait mise en évidence. 

Si A est aigu , et qu'on ait a = ou c, notre éqn. donne sin C= 

ou sin A ; ainsi le calcul conduira à une valeur de l'angle aigu 
C A, donc le supplément 180° — C ne saurait convenir i c i , 
puisqu'en ajoutant A, la somme est 180° - j - A — C > 180°. Ainsi 
le problème a toujours une solution, et une seule . 

Enfin, si A est aigu, et que a soit c , tirons du triangle 
c sm 

rectangle ABD la perpendiculaire BD = p = — j { — ; d'où 

sin < 7 = 2 ! . o r , si a < p, on a sin C R, c e qui est absurde ; 

si a = p, on a sin C = R, C = 90° ; le triangle rectangle BDA 

convient seul ; enfin , quand a^> p, on se trouve dans le seul cas 

qui admette les deux solutions. 

Tout cela s'accorde avec ce qu'on connaît (n° 207, fig. 64). 
Voici le tableau des divers cas : 

Si A 
< 9 0 
avec 

A = ou > 9 0 ° , une seule so lut ion , B e t C s o n t a i g u s , a ^ - c ; 

a c sin A, p r o b l è m e i m p o î s i b l e ; 
a = c sin A, un seul tr iangle r e c t a n g l e , B e t A s o n t a i g u s ; 
a ] > c sin A e t > c, un seul t r i a n g l e , C e s t a i g u ; 
a > c sin A e t < c , d e u x solut ions , C a d e u x v a l e u r s s u p p l é m e n t a i r e s . 

3° Étant donnés deux côtés b et c , et l'angle compris A ; en fai-
sant n = i {C— B), la formule N (n° 360) devient 

c — b 
t a n S n = T j T Ï c o t ï (5) 

équ. qui fait connaître l'angle n < 90° ; or , A B - j - C = 180° , 
donne { (C - { - B) = 90° — -j A, valeur connue que nous représen-
terons par m ; ainsi nous aurons 

{(C+B)=m, ±(C-B) = n; . . . (6) 

d'où C = ni - j - n, B = m — n. Il ne restera plus qu'à trouver le 
côté a par le procédé ci-dessus, 1°. 

c 

On peut encore poser tang y = - , equation qui donnera l'arc 

auxiliaire y ; or, par l 'équ. (2), p . 334, 
, ,Kov tang y — 1 c — b 

tang (0 — 45°) = , . , = T—r. e vr ' 1 + tang y c - f b 

Donc l'éq. N donne 

tang j {G — B)= tang (y — 45°). cot i A. 

Ce mode de solution est utile lorsque les côtés b et c, au lieu 
d'être connus en nombres, sont des expressions monomes compo-
sées, ou données par les log. de b et c . 

On peut déterminer directement ce côté a sans chercher préala-
blement les angles, et le faire servir, au contraire, à trouver ceux-ci. 
En effet, reprenons la formule D, ajoutons et soustrayons 26c, puis 
mettons pour 1 — cos A sa valeur 2 sin1 \ A (n° 3 5 8 , 1 ) ; il vient 

r , . 46c sin2 { Al 
a? — {b — c)7 - [ - 26c (1 — c o s A) = (b c)2 [ l + { h _ cy j -

,, , . 46c sin2 ^ ^ 
Cela posé, on cherchera l'angle y qui a _ ^ pour carre 

de sa tangente, ce qui est toujours possible, puisqu'il y a des 
tangentes de toutes les grandeurs : la valeur de a deviendra 
(P _ c) j / (1 tang2 y) , ou (6 — c) séc y , ou enfin , en rendant 
la formule propre au cas où le rayon est R, 

Le calcul logarithmique pourra aisément s'appliquer : on aura 
d'abord tang y, et par suite cos y, puisa. Voici un exemple auquel 
nous appliquerons ces deux procédés. Soient c = 87,812 mètres, 
6 = 71,577 mètres, A = 40° 56 ; d'où c + 6 = 159,389 et 
c — h = 16,235. 

Premier procédé. Deuxième procédé. 

c o t \ A . . 10 .4280551 c . . 1 . 9 4 5 5 5 5 9 
(c-b) . . . 1 . 2 1 0 4 5 2 5 b . . 1 . 8 5 4 7 7 5 5 

( C + & ) . . . — 2 . 2 0 2 4 5 8 5 bc . . 5 . 7 9 8 5 2 7 4 
tang n . . 9 . 4 5 6 0 2 6 9 moi t i é . . 1 . 8 9 9 1 6 5 7 

m = 69°52 ' 2 . . 0 . 5 0 1 0 5 0 0 
n = 15 .16 s in \ A . . 9 . 5 4 5 6 4 8 9 

m-\- n = 84 .48 = C (c-b) . . — 1 . 2 1 0 4 5 2 5 
m — n = 54 .16 = B l a u g y . . 1 0 . 5 5 5 5 9 0 3 

c = 1 . 9 4 5 5 5 5 9 ? • . 7 5 o 4 0 ' 4 3 " 
sin A . . 9 . 8 1 6 5 6 0 9 R (c - b) . . 1 1 . 2 1 0 4 5 2 5 
sin C . . . — 9 . 9 9 8 2 0 8 9 COS© . . — 9 . 4 4 8 7 4 4 9 

a . . . 1 . 7 6 1 7 0 5 9 a . . 1 . 7 6 1 7 0 7 4 

Donc a = 57m,770. 
S'il arrive que 6 diffère beaucoup de c, l'arc y est très-petit, et 
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cos r presque = 1 ; le calcul n'a plus alors assez de précision*. 
Mais cos A = 2 cos2 \ A - 1 change l 'éq. D en 

= [b+ c)> — 4bc cos2 (b -4- c)3 (\ U c cos' ^ 

\ ( ¿ + c ) a / " 
Cette dernière fraction est < 1, puisque sans cela a serait ima-

ginaire ; on peut donc en supposer la racine égale au sinus d'un 
arc f , savoir : 

« = ( 6 + c ) c o S ? . 

4» Étant donnés trois côtés. Pour obtenir l'un des angles, tel 
que A*, il faut encore recourir à l'équ. D , 

2 bc 

Or, cette expression présente le même inconvénient que dans le cas 
précèdent, parce qu'elle ne se prête pas au calcul logarithmique. 
Mais s, 1 on met pour cos A cette valeur dans sin2 '~A = i ( I - c o s A) 
on trouve 1 ' ' 

s i n >±A = a*-(bZL2L 
Uc * 

et comme le numéral, est la différence de deux carrés (,,» 97 III) 
il vient, en rétablissant le rayon R , ' ' ' 

sin ±A = R » / c) 
y jîîc • ( 8 > 

Cette équation remplit déjà le but proposé ; mais elle devient en-
core plus simple en représentant lo périmètre du triangle par 
zp __ a - j - h C ; car on obtient (p . 295) 

sin ±A=Ri / (P~b) (p—c) 
V bc . . . . ( 9 ) 

o - « - . de «8»»,«« 
¡;-ès-peu poUr d e Pe,Ss y J ^ z i ^ ^ i ^ ? f - r l i G nr, c h a n c c m 

Pour que le calcul fût exact il faudrait , q T d a p r è $ l e s u W e s d e 

grand nombre de décimales ' ^ l e s l o S ' f u s s e " < approchés à un plue 
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En se servant de l'équ. cos3^ A = \ (1 cos A ) , on trouve de 
même, 

(p — a; 

V " io 

On emploie celle de ces deux équ. qu'on veut , à moins que 
A ne soit très-petit ou voisin de 90° (voyez la note précédente), 
j A doit être < , 9 0 ° , et la question n'a qu'une solution (n° 350). 

Voy. page 226. 
Soient, par ex., c = 103,857 mètres, b = 106,836 mètres, et 

a —142,985 mèt.; d'où 2 />=353 ,178 mèt., e t p — b = 69,753 mèt., 
p — c= 73 ,232 mèt.,¿3 — o = 83,604 mèt. Donc, 

p — b . . . 1 . 8 4 5 5 6 2 9 p — a . . . 1 . 5 2 6 5 9 1 0 
p — c . . . 1 . 8 6 4 7 0 0 9 P — c . . . 1 . 8 6 4 7 0 0 9 
b — 2 . 0 2 8 7 1 7 6 a — 2 . 1 5 5 2 9 0 6 

c — 2 . 0 1 4 5 3 9 9 c — 2 . 0 1 4 3 5 9 9 

1 . 6 6 5 2 0 6 3 1 . 2 2 1 4 6 1 4 

m o i t i é . . . 1 . 8 3 2 6 0 3 1 = sia f / f T T 6 1 0 7 5 0 7 = s i n 

I- A = 4 2 ° 5 1 ' 2 0 " , A = 8 5 o 4 5 ' , ? Z? = 2 4 ° 5 ' , B = 4 8 o l 0 . 

On trouvera de même C — 46° 7, et le calcul se vérifie par la con-
dition A - } - . 8 - j - C = 1 8 0 o . 

III. Si le triangle est isocèle. A étant l'angle du sommet, a la base, 
on fera b = c dans l'équ. 8 ou 9, et l'on aura 

Problèmes de Trigonométrie. 

864. La plupart des questions d'arpentage se réduisent à des 
résolutions de triangles. Nous offrirons ici quelques-uns de ces pro-
blèmes, qui sont d'un usage fréquent. 

I. Trouver la distance AC (fig. 209), entre deux points l'un et Vautre 

inaccessibles? On trouvera une base quelconque BD, et les angles 
ABC, CBD, ADC, ADB, que font avec elle les rayons dirigés de ses 
extrémités B al D vers A et C: on résoudra les triangles ABD et 

s i n - A 

équ. qui fait connaître l'une des trois quantités a, b et A. 

Observez que si l'on donne un des angles, on connaît les autres 
par l'éq. R= C == 90" — \ A {voy. n°205, 6°). 



CDB(\). 340, 1°); ce qui donnera les distances AB, BC, du point "R 

aux points inaccessibles A e/C; et comme on connaît, dans le triangle 
ACB, deux côtés AB, BC, et l'angle compris, on aura enfin AC. 

II. Réduire un angle, un point ou une distanced l'horizon? 11 est 
rare que les signaux soient dans un plan horizontal ; alors ce ne 
sont pas les angles, les points et les distances observés, qu'il faut 
porter dans le tracé du plan, mais bien leurs Projections horizon-

tales (n° 272). Ainsi, lorsque le signal, vu de B et de C (fig. 208) 
est le sommet B d'un édifice ou d'une montagne , il faut substituer 
A à B', l'angle CjIB à CB'B, l'angle ACB à B'CB, etc. 

Begardons comme connues, par l'observation ou par le ca lcul , 
toutes les parties du triangle B'CB ; comme CA est horizontal, on 
pourra mesurer l'angle ACB' (même l o r sque^ ne sera pas visible); 
puis résolvant le triangle rectangle CAB', on aura CA, et la hauteur 
AB'. Celle-ci, et l'hypoténuse B'B, serviront à trouver AB dans le 
triangle rectangle BAB'. Ainsi on connaîtra les trois côtés du triangle 
horizontal CBA, et par suite les angles qui le forment, et la position 
du point A. 

Soit B'C (fig. 208) une longueur mesurée sur un terrain en pente; 
il ne faudra porter dans le plan que la projection AC sur l 'horizon, 
ou a cos C. Le plus souvent C n'est que d'un petit nombre de degrés, 
et la réduction x = a cos C manque de précision (voy. la note du 
bas de la page 34-5). On préfère calculer l'excès de a sur x, ou 
e = a — a cos C ; or (n° 358) 1 — cos C = 2 sin2 ± C, donc 
e = 2 a sin2 ^ C = \ aC2, en remplaçant le sin par l'arc qui est très-
petit : introduisant son nombre G de minutes, ou C = G sin Y 

(n° 348), on trouve e = —aG* sin2 Y, et la longueur a réduite à 
l'horizon est x = a — aC'* sin2 1'. 

III. Evaluer une hauteur verticale BD = x (fig. 190)? Si le pied 
D de cette verticale est accessible, on mesurera une distance h o -
rizontale AD, ainsi que l'angle A, et le triangle rectangle ABD 

donnera x = AD tang A. 

Si le pied D est inaccessible, on mesurera une distance AC dirigée 
vers D, ainsi que les angles A et C; et l'on aura x = AD tang A, 

x—DC tang C; tirant les valeurs de AD, DC, et les retranchant, on a 

An x x AC . sin A sin C 
AC = , x = . 

tang A tang C sin (C — A) 

IV. Un triangle ABC (fig. 209) étant donné, trouver le lieu d'un 
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point D, en connaissant les angles ADC = /3 et ADB = y? Soient 
a, b, c, les côtés, A, B, C les angles donnés du triangle ABC, et les 
angles inconnus ABD = x, ACD = y. Les triangles ACD et ABD 

donnent (équ. C, n° 355) 

sin y 

, , c sin /} 
Soit determine un angle y, tel que sa tangente soit = - — : -, on 

aura tang y = S 1" ^ , d'où l'on tire (n° 73) 
sin x 

1 - f - tang y sin x - j - sin y 

1 — tang y sin x — sin y ' 

ou plutôt (n°° 359 et 360) tang (45° + y) = ï | s — y ) ' f a i ~ 

sons, pour abréger, m = \ (x -{- y), n == - (x — y) ; ni est connu, 
puisque x - j - y est (n° 233) 360° moins A - f CDB, 

x - f - y = 360° — (A - f - / 3 - f y) = 2 m. 

c sin jS 
On a donc 

b sin y' 
x = m-^- n, 

tang n = tang m . cot (45° - f - y), y = m — n. 

La l r e donne y , la 3e n; d'où l'on tire x, y et la position du point D. 

On pourra même calculer AD, CD et BD. Quand lang n est né -
gatif, n prend un signe contraire dans les valeurs de x et y. Si les 
points A, B, C, D ne sont pas dans un même plan horizontal, il faut 
préalablement les y réduire *. 

Nous avons résolu ce problème graphiquement (n° 212, VI) . 
V . Trouver l'aire i d'un triangle ABC (fig. 182), connaissant 

1° Les trois côtés (voy . p . 303) ; 
2° Deux côtés et l'angle compris; dans le triangle BCD, on 

a BD — a sin C; ainsi, z = ^by, BD devient z=\ab . sin C. 

* L'cqu. que nous venons de traiter a la forme A sin x = B sin ;/, et on connaît la 
somme y -4- x = sm. Le problème que nous venons de résoudre revient,comme on voit, 
à trouver deux arcs x et y, lorsqu'on connaît leur somme et le rapport de leurs jinus ; 
le calcul est rendu propre aux usages logarithmiques. Ainsi on sait résoudre l'équation 
A sin x = B sin rj — B sin (J m — x). 



b sin A 
8° Un côté b et les anales; comme a « = — : — — , en mettant celte 

J 7 sin B 

i , « . , , sin A . sin C 
valeur dans I equ. qui precede, il vient z — -b2 ^ . 

YI . Trouver l'aire d'un quadrilatère ABCD (fig. 209), dont on 

connaît les diagonales AD = D, BC = D ' et l'angle AOB = 0, qu'el-

les forment entreelles? Cherchons séparément l'aire de chacun des 
quatre triangles ; d'après l'équ. (2°), nous avons, en ajoutant et d é -
signant par a, b, c, d, les segments AO, OD, OB, OC des diagona-
les, z = ^ (ac ad -}- bd-\-bc) sin ö. Or, ce quadrinome revient 
à [a -J- b) . (c - f d) = D X D'; done z=^DD' sin 0. 

Concluons de là que les aires de deux quadrilatères sont équiva-

lentes lorsque leurs diagonales sont égales et se coupent sous le même 

angle (voy. p. 304). 
VII. Soient A le côté d'un polygone régulier (fig. 112), n le 

nombre des côtés , a le nombre de degrés de l'angle central 
360° 

AOB — 2 . AOG =S-—= « • le triangle AGO donne 
n ° 

GO = AG. taug OAG = \ A . cot (~ct) ; 

le triangle AOB est = A G X GO : répété n fois, il produit 

l'aire du polygone régulier = j n A2 . cot (~ a). 

Le triangle AOB = R sin AOG X B cos AOG = \ R2 sin 2 (AOG), 

ou A OB = - R2 sin a. En retranchant cette aire de celle du sec-

teur AOBg = 261), il reste, a désignant le nombre de 

degrés de l'angle AOB, 

aire du segment = 7 R2 ( — sin a ) . 
V 1 8 0 / 

VIII . Trouver l'aire d'une zone sphérique DFNG (fig. 167)? 
Cette aire = cire. CD X IK (n° 293) ; or R étant le rayon CD, 

on a 
I o circ. CD = 2 z R , 2° CI — R sin « , 8° CK = R sin o!, 

a et a étant les latitudes des points D et F exprimés en degrés , 
savoir a, = OD, = OF : donc 

IK — CK - CI — R (sin a' — sin «) , 
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et d'après les équ. (6) page 335, 

aire zone sphér. = 4 sr R1 sin ~ (a' — a) cos { (a - f - a). 

On prend a négatif quand le point F est situé de l'autre côté de 
lequateur OC, c'est-à-dire quand l'équateur est compris entre les 
cercles des deux bases. 

IX. Soit r ie rayon OF( fig. 68) du cercle inscrit au triangle ABC; 

dans le triangle AOF, l'angle OAF est moitié de CAB = A, 

OF= AF. tang \A, ou r = (p — a) lang \ A, p étant le demi-
périmètre de ABC (n° 210, I); c'est une valeur plus simple que 
celle du n° 318 , IV . On y a vu que l'aire z de ABC est pr; on a 
donc z = p (p — a) tang \ A. 

Ces équ. peuvent servir à trouver un angle et un côté du triangle, 
connaissant z ou r, etc... 

X . Soit la corde AD = A (fig. 168), l'arc ABD — a qu'elle sous-
lend, R le rayon SA, le triangle rectangle SAb' donne Ab' =R sin ~a, 

d'où k = 2 R sin { a. Cette équ. donne la graduation a d'un arc, con-

naissant sa corde k , ou réciproquement. Quant à la longueur de cet 
arc, voy. n° 348. 

Voici un usage important de cette formule. On ne peut se servir 
du rapporteur (p. 216) pour former un angle d'un nombre de de-
grés donné, que lorsqu'on ne vent pas une grande exactitude. 
Prenez un rayon arbitraire SA, dont la longueur R soit mesurée 
sur une échelle de parties égales très-serrées (page 239 ) ; notre 
équation donne les parties que contient la corde k. Portant donc 
sur l'arc ABD une ouverture AD = k, menant SA et SD, l'angle 
ASD sera celui qu'on demande. L'erreur de çette construction est 
comprise dans la seule épaisseur des traits. Nous avons publié, 
sous le titre de Goniométrie, une table très-exacte des longueurs 
des cordes. 

XI. Pour avoir l'expression du volume d'un tétraèdre quelconque, 
soient <p l'angle de deux faces , C le côté qui les joint, H et h les 
perpendiculaires à cette ligne abaissées des angles opposés, hau-
teurs de ces faces triangulaires ; h sin 9 est la hauteur du tétraèdre, 
7 CH est la base ; ainsi le volume est = \ CHli sin y. 

XII. Soit un quadrilatère ABCD (figure 191); désignons par 
a, b,c et d les côtés, et par (ab), (bc) les angles formés par les 
côtés a et b, b et c. . . . En projetant AC, DC et BC sur AB, on a 
AE=d cos (ad,), EF=zc cos (ac), FB = h cos ( ab); et comme 



a — b cos (ab) 4 " c eos (ac) - f - d cos (ad) ; 

de même, b = a cos (ab) - { - e cos (bc) ^ cos 

c — a cos (ac) - f - b cos (bc) d cos (cd), 
d = a cos (ad) -{- b cos (bd) - j - c cos (cd), 

en remarquant que les projections, qui sont soustractives, ont pour 
facteurs des cosinus négatifs (voy. p . 321 et 329). 

Multiplions ces équ. respectives par a, b, c, d, puis du 1 " pro-
duit, retranchons la somme des trois autres ; il viendra 

a' = b2 -}- c3 - f da — 2 [bc cos (bc) - f bd cos (bd) - j - cd cos (cd)] ; 

on aurait aussi 

c2 == a5 - f - b2 - f - d3 — 2 [ab cos (ab) + ad cos (ad) bd cos (bd)], 

et ainsi des autres côtés. 
Le même calcul s'applique au pentagone, etc. En général, dans 

tout polygone plan, le carré d'un côté quelconque est égal à la somme 

des carrés des autres côtés, moins deux fois les produits deux à deux de 

ceux-ci, par le cosinus de l'angle qu'ils comprennent. 

36-5. Les lignes trigonométriques servent souvent à faire des 
transformations qui rendent les formules propres aux log. ou à 
résoudre des équ. En voici quelques exemples : 

I . Trouver par log. la somme de plusieurs quantités? Soit 
y =z A (a b). On suppose que a et b sont des expressions algé-
briques assez compliquées pour que l'emploi des log. puisse avoir 

de l'avantage. Posons tang s = ( ' ) 

et éliminons a ; il vient 
( 1 , À , / cos z 4 - sin z\ 

1 = Ab [ ? ; 
tang z J \ sin z ) 

mais sin 45° == j / T , donne sin 45° . j / 2 = cos 45° . [ / 2 = 1 ; en 
multipliant le numérateur par ces 1er» membres, on a 

Ab * / j n z ^ CQS i c o s 2 . sin 45°), 
' s i n j 

y = + . . . . (2) 
r sin z ' v 

l'équ. (1) fait connaître l'arc s , et (2) donne y. 
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Pour x = A (a - f - b c), on fait ci-dessus A = 1, et on a 
y = a -\-b, d 'où x = A (y c), expression qu'on traite par la 
même méthode. 

II. Résoudre par log. une équ. du 2° degré? 
1ER CAS. Soit x7 -\-px =q, q étant positif. On a 

+ ( i ± y / 

Soit posé tang y = " ^ ^ ; (]) 

cette équ. fera connaître l'arc $J : éliminant p, 

t a n g / sin ? J 

Si l'on prend le signe — , l 'équ. (M), p. 33o, donne 

x = \/ q. tang ± ? (2) 

Pour le signe -4- , comme tang { © = - — — , on a * 

1 - j - cos <p 

x = — [/q cot j ? (g) 

2e CAS. Soit x1 -[-p;% - { - q = o , q étant toujours positif; posons 

2 i / o s m ? = - y - i W 

ce qui suppose que p 2 | / q, ou ^ p7 q, condition nécessaire 
pour que les racines soient réelles (n° 139). En changeant q en — q 

dans la l r c valeur de x ci-dessus et éliminant/?, il vient 

lorsqu'on prend le signe — ; le —J- donne * 

x = — [/ q cot j ç> (6) 

Dans ces deux cas, lorsque p est négatif, on en porte la valeur 
avec son signe dans les expressions (1) ou (4) , ce qui les rend né-

* Chacune des équ. (i) et (4) donne pour o deux valeurs qui, introduites dans l'une 
des deux formules a et 3, ou 5 et 6, suffit pour donner les deux racines. 



galives, puis on obéit à la règle du n° 349 ; ou bien on prend p po-
sitif et on change de signe les deux racines. 

III. Résoudre l'équ. n sin x - j - c cos x = b ? 

Q 
Posons t a n g ï > = — ; . . . . ^ . (1) 

Tt 

éliminant c, il vient 

. . . , /sin ® cos x 4 - sin x cos 
b = n (tang y cos x - ¡ - sin x) — n ^ ^ J . 

i» » • / i \ b cos o d o u , s i n ( ? - J - * ) = (2) 
71 

l'équ. (1) fait connaître l'are y, (2) donne l'arc j> x, et par suite 
l'inconnue x *. 

IV . Résoudre ** l'équ. sin (x - j - k) = m sin (x -¡- /)? 

Posons x -{- \ (k - j - /) = y : 

d'où s i n 0 + T (* - = m = tang y - f tang ~ (k - l) 

' »in [ y — \(k — / ] tang y — tang ¿ (A — / ) ' 

d'après l'équ. E. On en tire 

1 —1— m 
t a n s y = r^Vitang * ~ ~ 

Cette équ. donne y, et l'on trouve ensuite x. Si l'on pose 

„ , 1 —f- m 1 4 - tang ® 
m = tang d ou, f ^ = 1 1 t a n ° ; = ' « " g ( 45« - ? ) , 

on a tang y = tang (43° — ? ) . tang ~ (l — k). 

' Soit proposée celte question : construire un triangle ABC (fig. ig3) avec les côtés 
donnés AC= b, AB = c, faisant un angle inconnu A =x, qui soit tel, que le segment 
CD soit égal àla perpend. FE menée du pôintdonné F, AF=n. On a FE=ns\ax=CD, 
AD =c cos x, et l'équ. AD •+• DC= b devient celle que nous venons de résoudre. 

" Dans le triangle ABC (fig. ao), on connaît la base AD = c,elle rapporta • 6 = m 
des deux autres côtés AC, BC, on demande de construire ce triangle sachant que si des 
angles inconnus A, B, on retranche les angles donnés CAD = k, CBD = /, il en ré-
sultera un triangle isocèle ABD. L'inconnue est l'angle x = DAB — DBA; la proportion-
nalité des sinus des angles CAB = x -f- h, et CBA = x + /, aux côtés opposés b et a, 
dont le rapport est connu = m, donne l'équ. ci-dessus, d'où il s'agit de tirer x. 

C H A P I T R E III. 

ÉQUATIONS DB LA LIGJiE DROITE ET DC CERCLE. 

Equation de la ligne droite. 

366. On nomme équ. d'une ligne BMZ (fig. 211) la relation qui a 

lieu entre les coordonnées x et y de chacun de ses points; en sorte 
que si l'on conçoit que l'ordonnée PM se meut parallèlement en 
glissant le long de Ax, et que sa longueur varie en même temps que 
celle de l'abscisse, de manière que cette équ. entre x et y soit tou-
jours satisfaite, l'extrémité M de l'ordonnée décrira la courbe. 

On peut envisager l equ . de la courbe comme renfermant deux 
inconnues x et y ; dont l'une est arbitraire. Qu'on prenne pour x 

une valeur quelconque a ; s'il en résulte pour y le nombre réel b, 

le point dont les coordonnées sont a et b, que nous désignerons par 
le point (a, b), sera un de ceux de la courbe. De même si x = a' 
donne y = b', etc. Notre équ. indéterminée fera ainsi connaître une 
infinité de points dont le système est la courbe même; et l'on peut 
employer ce procédé pour en trouver divers points, s'assurer de la 
figure qu'elle affecte et des-particularités que présente son cours. 
C'est ce qu'on verra souvent, par la suite. 

Par ex . , y = b est visiblement l 'équ. d'une droite MN (5g. 210), 
parallèle à l'axe Ax, AQ étant = b; y = 0 est l'équ. de l'axe des x. 

De même, x = a est celle de PM, parallèle à l'axe Ay,AP étant — a-

et x = 0 est l'équ. de cet axe même. 
367. Cherchons l'équ. d'une droite quelconque. 
1° Si elle passe par l'origine, telle que AN (fig. 212) ; de quelque 

point D, N , qu'on abaisse les ordonnées DC, PN , on aura 
. . DC PN 

toujours — = _ = . . . . Soit d o n c , a le rapport constant de 

chaque abscisse à son ordonnée, l'équ. de la droite AN est 
y — ax. 

Lorsque les coordonnées sont rectangulaires, dans l'un quelcon-
que de ces triangles, on a (n» 3S4), PN= AP tang A. On voit que 
a désigne la tangente de l'angle que la droite fait avec l'axe des x. 
Plus l'angle NAP croît, plus « augmente; si la droite, telle que 
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galives, puis on obéit à la règle du n° 349 ; ou bien on prend p po-
sitif et on change de signe les deux racines. 

III. Résoudre l'équ. n sin x - j - c cos x = b ? 

Q 
Posons t a n g y = — ; . . . . ^ . (1) 

Tt 

éliminant c, il vient 

. . . , /sin y cos x - f - sin x cos y\ 
b = n (tang y cos x - ¡ - sm x) — n ^ ^ J . 

i» ^ • / i \ b cos y d o u , s in(p- j - ; r ) = •-; (2) 

l'équ. (1) fait connaître l'arc y, (2) donne l'arc y x, et par suite 
l'inconnue x *. 

IV . Résoudre ** l'équ. sin (x - ] - k) = m sin (ar —|— /)? 

Posons x -{- { {k l) = y : 

d'où s i n 0 + t (* - = m = tang y - f - tang ~ (k -1) 
' sin [y — i (* — / ] tang y — tang | (k — /) ' 

d'après l'équ. E. On en tire 

1 —1— m 
t a ns y = r^Vitang * ~ ~ 

Cette équ. donne y, et l'on trouve ensuite x. Si l'on pose 

„ , 1 -4- vn 1 4 - tang ® 

m = tang y, d ou, f ^ = 1 1 t a n ° ; = ( 45« - y ) , 

on a tang y = tang (43° — y) . tang ~ (l — k). 
' Soit proposée celte question : construire un triangle ABC (fig. ig3) avec les côtés 

donnés AC= b, AB = c, faisant un angle inconnu A = x, qui soit tel, que le segment 
CD soit égal àla perpend. FE menée du pôintdonné F, AF=n. On a FE=ns\ax=CD, 
AD =c cos x, et l'équ. AD -f- DC= b devient celle que nous venons de résoudre. 

" Dans le triangle ABC (fig. ao), on connaît la base AD = c,elle rapporta • 6 = m 
«les deux autres côtés AC, BC, on demande de construire ce triangle sachant que si des 
angles inconnus A, B, on retranche les angles donnés CAD = k, CBD = /, il en ré-
sultera un triangle isocèle ABD. L'inconnue est l'angle x = DAB — DBA; la proportion-
nalité des sinus des angles CAB = x -4- h, et CBA = x + /, aux côtés opposés b et a, 
dont le rapport est connu = m, donne l'équ. ci-dessus, d'où il s'agit de tirer x. 

C H A P I T R E III. 

ÉQCAÎIOXS DE LA LIGNE DROITE ET DD CERCLE. 

Equation de la ligne droite. 

366. On nomme équ. d'une ligne BMZ (fig. 211) la relation qui a 

lieu entre les coordonnées x et y de chacun de ses points; en sorte 
que si l'on conçoit que l'ordonnée PM se meut parallèlement en 
glissant le long de Ax, et que sa longueur varie en même temps que 
celle de l'abscisse, de manière que cette équ. entre x et y soit tou-
jours satisfaite, l'extrémité M de l'ordonnée décrira la courbe. 

On peut envisager l 'équ. de la courbe comme renfermant deux 
inconnues a; et y ; dont l'une est arbitraire. Qu'on prenne pour s 
une valeur quelconque a ; s'il en résulte pour y le nombre réel b, 

le point dont les coordonnées sont a et b, que nous désignerons par 
le point (a, b), sera un de ceux de la courbe. De même si x = a' 
donne y = b', etc. Notre équ. indéterminée fera ainsi connaître une 
infinité de points dont le système est la courbe même; et l'on peut 
employer ce procédé pour en trouver divers points, s'assurer de la 
figure qu'elle affecte et des-particularités que présente son cours. 
C'est ce qu'on verra souvent, par la suite. 

Par ex . , y = b est visiblement l'équ. d'uiie droite MN ( fig. 210), 
parallèle à l'axe Ax, AQ étant = b; y = 0 est l'équ. de l'axe des x. 

De même, x = a est celle de PM, parallèle à l'axe Ay,AP étant — a-

et x = 0 est l'équ. de cet axe même. 
367. Cherchons l'équ. d'une droite quelconque. 
1° Si elle passe par l'origine, telle que AN (fig. 212) ; de quelque 

point D, N , qu'on abaisse les ordonnées DC, PN , on aura 
. . DC PN 

toujours — = _ = . . . . Soit d o n c , a le rapport constant de 

chaque abscisse à son ordonnée, l'équ. de la droite AN est 
y — ax. 

Lorsque les coordonnées sont rectangulaires, dans l'un quelcon-
que de ces triangles, on a (n» 3S4), PN= AP tang A. On voit que 
a désigne la tangente de l'angle que la droite fait avec l'axe des x. 
Plus l'angle NAP croît, plus « augmente; si la droite, telle que 
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AN', fait un angle obtns avec les x positifs, a devient négatif, et 
l'équ. prend la forme y = — ax; ici a est la tangente de l'angle 
N'AE. On voit en effet qu'alors les abscisses positives répondent à 
des ordonnées négatives, et réciproquement. 

Mais si l'angle yAx n'est pas dro i t , le triangle NAP donne 

sin NAP_ __ y _ a j u n c a j o r s a est ie rapport des sinus des angles 
sin ANP x 

que la droite fait avec les x et les y : rapport qui doit être affecté du 
signe — , quand la droite est située comme AN'. 

2° Si la droite, telle que BM, ne passe pas par l'origine, en faisant 
AB — h = l'ordonnée à l'origine, et menant AN parallèle à BM, 

l'ordonnée PM, ou y, se compose de MN = h ct de PN = ax ; 

donc on a 

y = ax-\- b; 

b serait négatif, si la droite était telle que B'M'. 

868. Les quantités x et y, qui entrent dans 1 equ. d'une droite, 
sont appelées Variables; a et b sont des Constantes ; mais on sent 
que a et b pourraient varier eux-mêmes, et c'est ce qui arrive lors-
qu'on fait prendre à la droite BM une autre position, y = ax - j - b 

appartient à toutes les droites, qui se distinguent entre elles par les 
valeurs de a et b. 

L'équ. la plus générale du 1er degré, Ay - f - Bx - j - C = 0, équi-
B C vaut à v — x — —, qu'on peut écrirey — ax-\-b. Prenons 

J A A 
¿ B - - b (fig. 212), et menons BM de sorte que a = tang BEA, 

o u _ _ s ' " ^ } selon que les coordonnées sont ou ne sont pas 
sin ANP ' 

rectangles ; la ligne BM aura y = ax - f b pour équ. ; on voit donc 
que toute équ. du 1er degré appartient à une droite qu'on sait décrire. 

On peut aussi la tracer en déterminant deux de ses points. 
Puisqu'en B l'abscisse est nulle, en faisant x = 0, on doit trouver 

l'ordonnée à l'origine; de même, y = 0 donne le point E où la ligne 

coupe l'axe des x. Ceci est général, quelle que soit la ligne, droite ou 
courbe. On peut donc se servir de ce théorème pour tracer facile-
ment la droite, x = 0 d o n n e y = 6 = AB; de même, y = 0 donne 

x IL — AE. Par les points E et B, ainsi déterminés, on 
a 

mènera EB qui sera la ligne cherchée. 

Cependant si la ligne passait par l'origine, ou y = ax, ce procédé 
ne donnerait que ce seul point ; mais on ferait x = 1 = CA, et on 
en conclurait y = a= CD. Il sera bon de s'exercer à décrire les 
droites qui répondent à des équ. données, telles que % - { - x = 2 , 

y = - 3 - } - x, y = — x — 1, etc , afin de reconnaître la 
disposition d'une droite, d'après l'équ. qui lui appartient. 

369. Trouver l'équ. d'une droite qui passe par deux points donnés. 

Soient (x', y') le 1 » point, et (x", y") le 2e point; l'équ. de la ligne 
est y — ax-\-b, a et b sont inconnus ; o r , puisque la droite passe 
par le point (x', y), si l'on fait x = x' on devra trouver y = y ' ; 
partant 

y = ax -}- b devient y' = ax' b ; 

retranchant, pour éliminer b, on trouve 

y — y'=a(x— x') . . . . . (1) 

C'est l 'équ. qui appartient à toutes les droites qui passent par le 
point (x', y'), et qui ne sont distinguées entre elles que par la valeur 
de a, c'est-à-dire par leur direction. 

Mais si notre droite passe aussi par le point (x", y") ; on trouve 
de même y" — y ' = a (x" — x'), d 'où l'on tire 

370. Trouver l'angle que forment deux droites entre elles, ces 
droites étant données par leurs équ. y = ax - j - b, y = a'x -J- b'. 

Soient BC la 1 " (fig. 213), a l'angle B qu'elle fait avec Ax; DC h 2 e , 
a l'angle qu'elle, ou sa parallèle BE, fait avec Ax, EBx = a' ; 

ainsi, a = tang et, a' — tang a!; l'angle cherché est V = a. — a'. 

Or, on a (8S9) 

tang V = t a " g * ~ t a " g « ^ _ f 2 
1 - { - tang a. tang a' 1 - { - aa * 

Si a = a', les deux droites sont parallèles, puisque V = 0, ce qui 
est d'ailleurs visible. Si ad - ] - 1 = 0, tang V = es , ainsi l'angle V 

est droit : donc la condition , pour que deux droites soient paral-
lèles ou perpendiculaires, est 

« = « ' . . . (3), ou aa' + 1 = 0. . . (4) 
2 3 * 



U71. Par un point donné, mener une droite qui soit parallèle ou 

perpendiculaire à une autre droite, ou qui fasse avec elle un angle 

connu. Soient y = ax - J - i l 'équ. de la droite donnée, y — ax-\-b' 

celle delà droite inconnue ; il faut déterminer a' et b'. D'abord , 
puisque celle-ci passe par le point donné (x , y ) on a l'équation 
y — y' = o! (x — x') ; il reste à trouver a'. 

l ° S i la droite est parallèle à la l r e , on a a = a' ; l ' équ. ( l ) est 
celle qu'on demande. 

2° Si elle doit être perpendiculaire, aa' - j - 1 = 0 ; d'où 

a' = _ l , y _ y ' = _ I ( a ; _ x>) ( 8 ) 
il il 

8° Si les droites font entre elles un angle V dont la tang. soit 
donnée = m, on fait m = tang V, dans l'équ. (2), et l'on a 

, a — m , a — m " 
o = j—\, y — y — j—r — x ) . . . 6 

am -)- 1 3 am -j- 1 ' v 

Par ex. , s i » t = 1, on a l e q u . d'une droite inclinée de 45° sur la 
proposée, 

(fl+i) (y-y') =(«-!) {x—x'). 
372. Trouverle point de rencontre de deux droites données. Soient 

y = ax-\- b, y = a'x b' leurs équ. L'x peut bien être le même 
pour ces lignes dans toute leur étendue ; mais l'y diffère. Le point 
où elles se coupent est le seul pour lequel x et y soient les mêmes. 
Si donc on élimine ces variables, on aura les coordonnées du point 
de rencontre : ce calcul est facile ; il donne 

b' - b ab' — a'b x = -,, y = 
a — a ' J a — a 

En général , si l'on élimine .ret y entre les équ. de deux lignes 
courbes, on obtiendra les coordonnées de leurs points d'intersec-
tion: c'est même pour ceia qu'en faisant y = 0 , ou x = 0 , on 
trouve les points où la ligne coupe les axes des x ou des y, car ces 
équ. sont celles de ces axes. 

373. Trouver la distance entre deux points donnés. Soient (x', y'), 
[x'', y") ces deux points situés en M et JV(fig. 214), menons MR paral-
lèleà Ax, et le triangle rectangle A 'MR donnera W = MR*-\-RN* : 

or, on a 

NR =NQ — MP = y" — y', MR = AQ — AP — x" - x'; 
ainsi, la distance cherchée MN= <? est 

( y " - y ' Y . . . . ( 7 ) 

La distance AM du point M à l'origine est j / ( x ' 2 - j - y'2). 
Si les deux points devaient être situés sur une droite BN donnée 

par son équ. y =ax-\-b,x, y', x", y" devraient satisfaire à cette 
équation, d'où y' = ax' - f b, y" = ax" - f b, et par conséquent 

<r=(x"-x')y.(l + a>). 

374. Trouver la distance d'un point à une ligne donnée. Soient 
y = ax - f b l'equ. de la droite BC (fig. 215), M ou M' (x', y') le 
point. Il faut 1° abaisser la perpendiculaire MM' sur BC ; 2° cher-
cher le point N de rencontre de ces lignes ; 3° mesurer la distance 
MN ou M'N=<T. Pratiquons ces opérations en analyse. 1° L'équ. 
de la droite indéfinie MM' qui passe par le point (,x', y ') , et qui est 
perpend, à BC, est (5), n° 371 ; 2° on éliminera x et y entre les 
équ. des deux droites, et on aura les coordonnées du point N d ' in-
tersection ; 3° enfin, on mettra ces valeurs pour x", y", dans la for-
mule (7). 

Mais puisqu'on cherche x — x' et y — y' , le calcul se simplifie 
en préparant ainsi l 'équ. y =ax-\-b : 

y-y' = a(x-x') + b + ax'-y', y - y = - I (x - x') . 

1 - f a2 ' J lJ l _ f - a 2 ' 

somme des carrés de ces quantités est ' ~f" 

donc on a ^ a x b 

pour la distance cherchée, ou la longueur MN ou M'N de la per 
pendiculaire *. 

comporte i t ; mais il faut préférer le signe qui rend o* positif (n° 108). 
Or, l'ordonnée du point R ou R' de BC, qui a x' pour abscisse étant y = ax'->rb, suivant 
que le point donné sera en Mou en M', c.-à-d., en dessus ou en dessous de la ligne, on 

aura y' > ou < ax' -4- b : donc, dans le 2' cas, on prendra i = b ~ 



875. En général, les problèmes relatifs à la ligne droite sont de 
deux sortes : 

1° Ou, une droite étant donnée, on cherche celui de ses points 
(x', y') qui satisfait à une condition exigée, a et b sont connus dans 
y' = ax - } - b; de plus, la condition à laquelle le point doit satisfaire 
étant traduite algébriquement, on a une seconde relation entre x', 

et y . L'élimination fait donc connaître ces coordonnées. On pourrait 
avoir plusieurs droites et plusieurs conditions données; mais les 
choses auraient encore lieu d'une manière analogue. 

2° Ou l'on cherche une droite qui satisfasse, par sa position , à de 
certaines conditions; alors a et b sont inconnus dans y = ax - j - b 

et le problème consiste à les déterminer. O r , les conditions don-
nées, traduites en analyse, conduiront à des équ. qui feront con-
naître a et b; elles ne pourront être qu'au nombre de deux, à moins 
qu'elles ne comportent elles-mêmes de nouvelles inconnues. 

876. Voici plusieurs exemples o ù ces principes sont appliqués : 
I. Partager en deux parties égales l'angle que forment entre elles 

deux droites données AB, AC (fig. 216) . Traçons deux axes rectan-
gulaires Ax, Ay, par le point A de concours des lignes ; leurs équ. 
sont y = ax, y = bx, a etb étant donnés. Soit y = kx celle de la 
droite cherchée AD ; il s'agit de trouver k. 

L'angle DAB a pour tangente ^ , ^ (n° 871); celle de l'angle 

k — b . a — k k — b „ , 
DAC est — — u ; donc — T = . • ; d ou 

1 - f - bk 1 -¡- ak 1 -f- bk 

. 
a -f- b 

i 1 

On tire de là la valeur de k, et on la substitue dans y = kx. Comme 
il y a deux racines réelles, k' et k", le dernier terme — 1 est leur 
produit, ou k'k" - j - 1 = 0 ; ce qui apprend que les deux lignes AD, 

AE, ainsi obtenues, sont à angle droit (n° 870). 
Si les axes ne passaient pas par l'origine A, l 'équ. cherchée se-

rait y — y' = k (x — x'), k ayant la valeur ci-dessus, et x, y' étant 
les coordonnées du point de concours. 

Quand l'une des droites AC est l 'axe des x, b = 0, et on a sim-
2 k plcment k2 -{- — = 1. 

II. Étant données les droites AB, Ax (fig. 217), quel est le point 

D (x, y') tel, que , CD étant parallèle à Ax, on ait AC = CD? 

Prenons .¿/pour origine, Ax pour axe des x; soient Al = m, y=ax 

l'équ. de AB ; enfin menons AD, et supposons que y = kx en soit 
l'équ. ; a est donné, et il faut trouver m, x' et y', ou, si l'on veut, 
x et k. 

On a CD = AE — AI — x' — m, et, par condition, 
AC2 = m2 - f - y'2 = (x' — m)2 ; donc y'» = x'2 — 2mx' . 

Or, le point C est sur AB, et D sur AD ; donc y' = am et 
y' = kx'. Éliminant m et y', il vient ak* -J- 2 k = a , équ. qui prouve 
(probl. I) que AD coupe par moitié l'angle BAE : x' ne restant pas 
dans le calcul, est arbitraire; ainsi, tous les points de AD satisfont 
à la question, qui a une infinité de solutions. 

III. Trouver les équ. des perpendiculaires AF, CE, BD(fig. 218) 
menées de chaque angle du triangle ABC sur le côté opposé, la 
base AC — b étant prise pour axe des x et l'origine est en A ; le 
sommet B (x, y') détermine le triangle. 

La droite AB a pour équ. y = ax, a étant p,parce qu'ellepasse 

en B. Il est aisé d'avoir de même celle de la droite BC, menée par 
B (x', y'), et C (b, 0); on a donc, pour les équ. de AB et BC, 

(x~b). x y = x'—b 

De plus CE passe en C'(b, 0 ) ; AF par l 'origine; leurs équ. sont 
donc de la forme y = A (x — b), y = Bx ; la condition d'être per-
pendiculaires aux précédentes donne (n° 870) 

donc les équ. des perpendiculaires sont 

x' . x' — b 

Pour trouver le point O où elles se coupent, il faut éliminer x 

et y; on trouve x = x' — l'abscisse AD du sommet ; ainsi ce point 
O est sur l'ordonnée BD. Donc les perpendiculaires abaissées des 

trois angles d'un triangle sur les côtés opposés se coupent en un même 

point. En décrivant sur AC la demi-circonf. AEFC, et par les 



poi iits F, E d'intersection, menant A F et CE ; puis enfin, par îe 
point 0 de concours, traçant BD, on aura les trois perpendiculaires. 

I Trouver un cercle tangent aux trois côtés d'un triangle ABC 
(hg. 68). Cherchons d'abord un point O (a, fi), qui soit à égale dis-' 
tance de AB et AC; en conservant la notation précédente, l'équ. 

de AC est y = L X ) dune les longueurs OE, OF des perpendicu-

laires sont (n° 374) 

On a AC = b, et l'on met ± , parce que le point inconnu O U, fi) 

peut etre en dessus ou en dessous de AC. a et fi sont déterminés 
par OE = OF, ou ay' = fi(x'±b), équ. uniquè ; ce qui prouve 
qu i ! y a une infinité de points O, à égale distance de AB et AC, 

lesquels, étant sur la ligne dont l'équ. est y = x, sont 

situés sur deux droites, qui passent par le sommet A, et font, avec 

la base AB, des angles dont les tang. sont X . Comme le pro-

duit de ces tang. s e réduit à — 1, à cause de - f y'* = c e s 

deux droites sont perp. entre elles : il s'agit de trouver la position 
de l'une, AO (fig. 68). 

x Comme tang BAC = on a cos A = x' -

* | / (* ' a + y" ) c ' 
i r o ù t a n g ^ = { M f 3 3 9 ) e t e n n i u [ _ 

«pliant haut et bas par c + sf) : donc OAB = L BAC; ce qu'on 
sait d ailleurs (n° 210, I). Si l'on mène OA et sa perp., coupant par 
moitié 1 angle BAC et son supplément, le centre cherché sera sur 
ces lignes. En traçant CO, qui divise par moitié l'angle C, et sa 
perpend., puis faisant la même chose pour B, les intersections de 
ces six droites, combinées deux à deux , donneront quatre points 
qm seront les centres des cercles tangents cherchés : l'un est 
inscrit au triangle, les trois autres sont tracés extérieurement. 

Au lieu «le faire les trois perpend. OB, OE, OF égales entre 
elles, on pourrait se proposer de trouver le point O par la condi-
tion que les rapports de ces longueurs fussent donnés. 

Y . Par le point M (fig. 219), tracer NQ : qui coupe l'angle 

NBx, et f orme le triangle BNQ dont l'aire soit donnée . Bx et By 

étant les axes, les données sont tang NBx — a et le point M [a, fi)-

l ' inconnue est BQ = z. L ' équ . de NQ, qui passe en Q (z, 0), 

est y = A (x — z) ; cette droite passe aussi en M la, /3): d 'où 
/3 

A = a _ z - L'équ. de BN est y = ax. Éliminant x pour avoir 

l'y du point commun N, il vient (A — a) y = Aaz; d'où 
Aaz paz 

A — a j8 — aa-j- az' 

Or, menons AM parallèle à BN, et faisons AB = m. L'équ. de 
AM, qui passe en M (a, ¡3), est y - (î = a {x - «) : pour le point 
A,y = 0 ; d'où am = aa — fi. Introduisant ci-dessus am pour 

aa — fi, il vient y = ND= —/3z . 

z — m 

Cela posé, quelle que soit l'aire donnée, on pourra toujours la 
transformer en un rectangle , dont la hauteur serait PM = fi et 
dont k serait la base. On devra donc avoir kfi == zy, ou 
s3 — 2 kz - ¡ - 2 km = 0 ; ce qui donne deux solutions faciles à con-
struire (n° 330) : la seconde a lieu quand la droite NQ coupe le 
supplément de l'angle NBO (voy. n° 334). 

On pourra s'exercer sur les problèmes suivants : 
VI. Étant données les équ. de deux droites AB, AC (fig. 216) ; 

prendre des parties égales AB, AC, calculer la longueur BD de la 
moitié de la corde BC, et en conclure l'angle BAC. La formule 
doit s'accorder avec (2), n° 370. 

VIL Dans la même circonstance, chercher l'équ. de la corde 
IÏC, et celle de sa perpend. AD, dont la direction doit s'accorder 
avec le problème I. 

VIII. Les perpend. DO, FO, EO (fig. 220), élevées sur le milieu 
des côtés d'un triangle ABC, concourent en un même point O. 

En général, si D et Fjsont situés d'une manière quelconque sur les 
côtes ^/Z?et BC, mais divisent ces côtés proportionnellement (la droite 
DF est parallèle à AC), toutes les perpend. DO, FO se coupent en 
des points O situes sur une même droite qui passe par le sommet B. 

IX. Trouver les équ. des lignes CD, AF, BE (fig. 220), menées 
des milieux des côtés du triangle ABC aux angles opposés; prou-
ver qu'elles concourent en même point G, qui est aux f de cha-
cune, à partir du sommet de l'angle. 



Plus généralement, si sur deux cotés AB, BC d'un triangle, on 
¡»rend des parties quelconques AD, ^proport ionnel les à ces côtés, 
les droites CD et AF se coupent en un point G, situé sur la ligne 
menée de l'angle B au milieu E, du côté opposé. 

Consultez le Recueil des propositions de M. Puissant. 

Du Cercle. 

377. La distance R d'un point M (x, y) à l'origine C (fig. 221) 
est R = ¡/ (x2 - j - y2), les axes étant à angle droit ; ainsi l'équat. du 
cercle est 

= ( 1 ) 

puisque, pour tous ces points, la distance / fest constante. 
Le même raisonnement (équ. 7, p. 857) prouve que 

(x-a)>+(y-t})>=R>, (2) 

est l 'éq. d'un cercle dont le centre a pour coordonnées a et /3. 
Quand l'origine est à l'extrémité 0 du diamètre a = R, 0 = 0, et 
l'on a (x — R)* - } - y2 == R2, ou plutôt 

y3 = 2 Rx— x 

Si les x et y font un angle y, le triangle CPM a l'angle 
P = 180° — y, et la distance constante CM = R de tous les points 
du cercle au centre C, pris pour origine , est donnée par l'équ. D 

(n° 355) : l 'équ. est donc 

x2-]- y2%xy cos ? — R2 (8) 

Il est bon de s'exercer à reconnaître la figure d'une courbe et ses 
propriétés d'après son équ. : bien que ces choses soient connues 
pour le cercie, nous allons, profitant d'un exemple aussi simple , 
montrer le parti qu'on peut tirer des équations des courbes pour 
atteindre à ce but. 

378. Comme y = ± j / (R2 — x2), à chaque abscisse (fig. 221) 
répondent deux ordonnées égales et de signes contraires ; de sorte 
que la courbe est coupée par Ox en deux parties qui coïncident 
lorsqu'on plie la figure suivant Ox. La même chose a lieu pour Dy. 

En faisant x = 0, on a y — ± R, et les points y et Dde la courbe ; 
plus x croît , plus \/ (R2 — ou y, décroit jusqu'à x = R, d 'où 

y = 0 : ainsi, la courbe y M.A s'abaisse sur l'axe des x qu'elle ren-
contre en A . Elle ne s'étend pas au delà de A , car y,devient ima-
ginaire. De ces notions résulte la figure de la courbe. 

Toute droite OM menée par le point 0 (— R, 0) a pour équation 
y = a (a- - j - R) ; de même pour A (-|- R, o), y = a' (x — R) est 
l'équ. de MA. Le point M de rencontre de ces lignes a pour coor-
données 

a' + a _ 2aa'R 
x = - ^ R, y = 

Pour que ce point soit situé sur la circonférence , il faut que l'équ. 
x2-\- y2 = R2 soit satisfaite par ces valeurs. Ainsi aa! (1 - j -aa ' ) = 0 
est l'équ. de condition qui exprime que les deux cordes se coupent 
sur la circonf. On en tire a = 0, ou a' = 0, ou enfin 1 - j - aa = 0 : 

les deux 1ers expriment que, lorsqu'une des cordes est couchée sur 
le diamètre, la condition est satisfaite, ce qui n'apprend rien : l'autre 
1 -]- aa' = 0 indique que l'une des cordes ayant une direction quel-
conque, si l'autre lui est perpend., le point d'intersection sera sur 
la circonférence. 

Comme y2 = R2 — x2 = (R - f x) X (R — *) 

et que R - f - x = OP, R — x = AP, 

PM est moyen proportionnel entre OP et AP. 

La longueur de la corde AM est { / [y2 - j - (R — a')3]; ainsi 
AM2 = 2R2 — 2Rx •= 2R (R — AM est donc moyen propor-
tionnel entre AP et le diamètre AO. 

879. Pour obtenir les intersections d'une droite MN et d'un 
cercle NKI (fig. 222), on élimine xet y entre les équ. y =ax -\-b 

et x2 - f - y"- = R2, de ces lignes*; il vient 

ah ± [/ [R2 (1 - f a3) — b3] _ a $ ± . y / R 2 — J3 

1 / ( 1 + « * ) 

:1a distance de la droite au centre en faisant J1 = —7——; 
V (1 + 

du cercle dont il s'agit (n° 374). Il se présente trois cas : 
1° Si le radical est imaginaire, ou R, la droite ne rencontre 

pas la circonférence. 
2° Si le radical est réel , ou J < if, le cercle est coupé en deux 

points ; et comme on peut prendre l'axe des x parallèle à la sé-
cante MN, ou a = 0, on trouve x == ± j / (R2 — b2) ; le signe ± 



pronve que le rayon perpend, à une corde la coupe en deux parties 
égales. ' 

3° Enfin, si le radical est nul , on a <f = R; la droite coupe la 
circonf. en un seul point, ou plutôt elle est tangente. Soient x', y' 

les coordonnées du point T d e contact, on trouve 

—ah . 

d'où a = - 4 + 
y" y' ~ y" 

Or le rayon CT (fig. 222) mené au point de contact T (x', y') 

ayant pour équ. y = a'x, on trouve a' ; d 'où ad = — 1 : ce 

qui signifie (n° 370) que ce rayon est perpendie. à la tangente ; 
y = ax-\-b devient 

y y' xx = i f 5 ; (1) 
c'est l'équation de la tangente au cercle en un point quelconque 
(x', y') de cette courbe. 

Si par un point extérieur M (a, 0) . on veut mener une tang. MT, 

il faut trouver les coordonnées x', y du point T de contact : elles 
doivent satisfaire aux équ. du cercle, et a, fi, à celle de la tangente ; 
donc 

+ y'2 = R, Hy' + *x' =R* . . . (2) 

L'élimination conduit à des équ. du 2 e degré en x' et y', en sorte 
qu'il y a deux points de contact T et T, et par conséquent deux 
tang. MT, MT menées parle point donné M. Mais, au lieu d'effec-
tuer ce calcul, observons que nos deux équ. n'ont lieu ensemble, 
il est vrai, que pour les coordonnées constantes x', y du point de 
contact ; mais que, si l'on ne prend que la seconde, x' et y' devien-
nent des variables; d'ailleurs, fiy-\-ax = & est l'équ. de la droite 
TT' qui passe par les deux points de contact , puisque leurs coor -
données x et y' y satisfont. Il èst aisé de tracer cette droite (n° 368), 
et d'en tirer les points de contact et les tangentes. 

y = 0 donne l'abscisse du point B, où la corde TT coupe 
? Jl2 

1 axe des x, CB = ~ : comme cette valeur est indépendante de 

fi ou PM, il s'ensuit que si le point M se meut le long de PM, les 

tang. changent de situation ; la corde TT tourne autour du point 
fixe B (voy. -413 et 464, IV ) . 

On peut aussi présenter le calcul de manière à retrouver le pro-
cédé géométrique (n° 212, II). Pour cela, retranchons nos équ. (2), 
et ne considérons que cette seule différence : x' et y sont des va-
riables, et les coordonnées du point T ou T de contact doivent 
satisfaire à 1 equ. y! - Py-\-x' — = 0, qu'on peut écrire 

(y-}/3)2 + 0 - { «)'= i («> + fi g . 

La courbe à laquelle appartient cette équ. passe donc par les 
deux points de contact. Or, cette courbe est un cercle dont le 
centre est en m ( i «, ifi), et le rayon = / + Si donc on 
prend Cp = ^ CP, pm = i PM, m sera le centre, et Cm sera le 
rayon d'un cercle qui passera par les points de contact cherchés 
TetT. 

380. Soient deux cercles C et G (fig. ¡57), l'origine en C, CG = a 

sur l'axe des x; leurs équations sont x1 - f . if = R* pour C, et 
(x — a)* - J - y = R* pour C'. En éliminant x et y, on a pour les 
points d'intersection 

r _ a * + R'-R'> V\MR* - (a'' -M' -R")>1 

2 a ' J ' 

L'abscisse étant simple et l'ordonnée double, la ligne CC', qui joint 
les centres, est perpend. sur le milieu de la corde MN. 

Il est aisé de tirer de ces équ. les conditions relatives aux cas 
où les cercles se coupent ou se touchent (n° 202) : en effet, le radi-
cal traité comme p. 303, devient 

[a -f R + R') (a -f- R - R') (R + R> _ a) (R -f a - R). 

Admettons que R soit = ou > R' ; les deux I e » facteurs seront 
positifs, et il reste à analyser les cas que peuvent offrir if - j - R' — a 

et / f ' + a — R. 

1° Si les signes sont les mêmes, ils ne peuvent être — , car on ne 
peut avoir ensemble a > R - f R et < R — R' ; ainsi, dès que le 
radical est réel , les circonf. se coupent en deux points, et l'on a 
a < if + R', et > if _ R. 

2° Si l'un de nos deux facteurs est nul, a = R - j - R', ou 
a — R R'; d'où y = 0, x=R, les cercles n'ont donc qu'un point 
commun sur la ligne qui joint les centres : c'est le cas du contact. 



a>Ii - f f f e t i î — R, ou a < / i — R! et R -{- R-

comme la l r e de ces deux conditions comprend la 2 e , il s'ensuit que 
les cercles n'ont aucun point commun , quand 

o > R -{- R', ou <^R — R'. 

381. Voici quelques autres problèmes à résoudre : 
I. Etant donnés nne droite et un cercle, mener une tangente pa-

rallèle à cette droite. 
II. Mener une tangente à deux cercles donnés. 
III. Tracer une circonf. tangente à un cercle et à deux droites 

données (le centre est sur la ligne qui divise l'angle donné en deux 
parties égales). 

Transformation de coordonnées. 

382. L'équ. d'une courbe est quelquefois si composée, qu'il est 
difficile d'en déduire les propriétés ; mais il se peut que cette c o m -
plication tienne aux axes coordonnés auxquels la courbe est rap-
portée. On a vu , par ex. , que le cercle a pour équations 

(y— /?)* + (* — «)' = if=ÏRx—x*, x*-\-xf- = R*; 

celle-ci n'est plus simple que parce que l'origine est au centre. Il 
convient donc de savoir transformer l 'équ. d'une courbe, de ma-
nière à la rapporter à d'autres axes , afin de simplifier les calculs. 

Les axes coordonnés étant Ax, Ay (fig. 223), sous un angle A 

quelconque, supposons qu'on veuille prendre d'autres axes A'x', 
A'y' parallèles aux I e " . Soient AB = a, BA' =b les coordonnées 
de la nouvelle origine ; AP = x, PM = y, celles d'un point M; 

A'C=x', CM=y' les nouvelles coordonnées. On a AP=BP-\-AB, 

PM = MC - j - CP, ou 

x = x' + a> y = y' + * (A) 

Ces valeurs, substituées dans l 'équ. en a; et y d'une courbe, la 
traduiront en x' et y, et l 'origine sera transportée en A' (a, b). 

a et b doivent d'ailleurs avoir des signes dépendants de la position 
de la nouvelle origine A' relativement à A ; en sorte que , si elle 

était située en D, a serait positif et b négatif, et il faudrait faire 
x = x' -¡- a, et y — y' — b, etc. 

383. Supposons que les axes primitifs Ax , Ay, étant rectangu-

laires (fig. 224), on veuille, sans changer l'origine A, en prendre 
d'autres, tels que Ax', Ay'. Désignons par (xx') l'angle xAx', que 
forment les axes des x et des x' ; 3e même par (xy') l'angle x Ay'. 

Pour un point quelconque M, AP = x, PM=y, AL = x', ML=y'; 

il s'agit d'exprimer x et y, en x', y' et les angles donnés (xx'), (xy'), 

qui déterminent la position des nouveaux axes. On a x=AK-\-LI, 

ainsi Vabscisse X est la projection sur l'axe des x de la portion de po-

lygone ALM ; de même y = LK-\-IM. Or, les triangles AKL, LIM 

donnent (n° 354, A) 

AK = x' cos (xx'), KL = x sin (xx), 

Ll = yf cos (xy'), MI = y' sin 
Donc, x = x' cos (xx') - ¡ - y' cos (xy') 

y = x' sin (xx') - j - y' sin (xy') 

W)-

(B) 

Si les nouveaux axes sont aussi u angle droit ( fig. 225 ) , 
(xy) = 90° + (xx) ; d'où 

x = x' COS (xx) — y s i n (xx') ) 

y = x' sin (xx') - j - y' cos (xx') ( • . . . (C) 

C'est ce que donnent directement des triangles AKL, LIM; car 

AK= x' cos (xx'), KL = x' sin (xx'), 

L1 = y' sin (xx'), IM = y cos (xx'), 

et de plus x = AK — IL, y = LK-f- IM. 

384. Supposons enfin (fig. 224) que les axes Ax, Ay aient une in-

clinaison quelconque, ainsi que Ax', Ay'. Pour passer des 1er» aux 
2 « , résolvons les triangles obliquangles ALK, LMI; il vient (n° 355), 

AK sin ALK x' sin (x'y) 
~7T~~—7F7' d o u A K r = - / \ , AL sin AKL sin (xy) 

K L _ s i n (xx) L I _ y ' Sin (y,/) _ y' s j n (xy') 
sin (xy) ' sin (xy) ' sin (xy) ' 

d'où x = 

y = 

x sin (x'y - { - y' sin (yy') \ 
sin (xy) 

x' sin (xx' - j - y' sin W) i 
sin (xy) ] 

M 



3 6 8 T R A N S F O R M A T I O N 

Quand les axes primitifs Ax, Ay sont obliques, et que les transfor-

més Ax', Ay'sont rectangles (fig. 225), il suffit de poser ici (x'xf)=W°, 

ou (x'y) complément de (yy') ; d'où 

r _ x1 sin [x'y) — y' cos (xy) 

sin (xy) 

x' sin (xx') y', cos (xx) 
V ~ sin (xy) 

Nous avons supposé partout que l'axe des x' est situé en dessus dé 

celui desx, etc. , ce qui pourrait ne pas exister dans un cas auquel 
on voudrait appliquer ces formules 5 il faudrait alors modifier les 
signes des sin. et cos. d'après la règle des indirectes (n° 389), en 
comparant la disposition des axes, dans l'application qu'on veut 
faire, avec celle des fig. 224 et 225. Par ex., si l'axe des x ' est au-
dessous de Ax, on fera sin (xx') négatif, cos (xx) positif *. 

385. Jusqu'ici nous n'avons déterminé la position d'un point sur 
un plan que par s e s distances a deux axes ; mais il y a bien des ma-
nières différentes de la fixer, ce qui fournit autant de systèmes coor -
données (voy. Géométrie de position, par Carnot, p. 423). 

Arrêtons-nous aux coordonnées polaires. La position d'un point M 

(fig. 227) est donnée par sa distance AM = r à un point fixe A, 

qu'on nomme pôle, et par l'angle MAP = 9 que fait cette ligne 
AM avec une l i g n e fixe donnée Ax; AM est le Rayon vecteur du 
point M. 

L'équ. polaire d'une courbe MN est la relation entre r e t 9, pour 
chacun de ses points. Si le rayon AM tourne autour de A, et que sa 
longueur varie à mesure qu'il tourne, c'est-à-dire avec 9, de manière 
que l'équ. entre r e t 9 soit toujours satisfaite, l 'extrémité^ du rayon 
vecteur décrira la courbe MN. 

Le triangle rectangle AMP, où AP = PM = y, donne 

x = r cos 9, y = r sin Ô, x2 - j - y2 = r2. 

Ainsi, pour passer d'un système de coordonnées x et y aux po-
laires r et 9, il faudra d'abord transformer l'équ. en coordonnées 

• 
• Au reste, il est t o u j o u r s plus cour t e t moins sujet à e r reur d e tirer d irectement les 

formules de t r a n s f o r n m i o n de la figure m ê m e qu'on considère, en reproduisant sur ce l t e 
6 1 6 5 ° P ^ a l , o n s ^ . -dessus , c . - à - d . en projetant les longueurs x ' et 7/ sur chacun .les 

axes x et y q u on veut t r a n s f o r m e r , c e s projections étant faites dans les directions d e ces 
derniers axes. 

D E C O O R D O N N É E S . 3 G 9 

rectangles, si elles sont obliques; prendre pour origine le point A 

qui doit être le pôle : enfin la droite Ax, à partir de laquelle on 
compte les arcs 9, devra être l'axe des ¿.'Ensuite on mettra r cos 9 

et r sin û pour x et y. 

Réciproquement, si l'on a l 'équ. en r et en 9 d'une courbe en 
éliminant ces variables à l'aide des relations précédente!, on la'tra-
duira en coordonnées rectangulaires x et y. 

Prenons pour ex. l'équ. (2) (n° 377) , du cercle dont le centre ( 
(fig. 226) a pour coordonnées « et fi ; elle devient par nos valeur, 
de # et y : 

r2 — 2r (a cos 9 - f fi sin 9) - j - * _J_ fi'- _ g , __ 0 # ^ ^ 

1" Pour chaque rayon vecteur r, la distance de l'origine A à la 
courbe est double, AM et AN. Les valeurs de r sont imaginaires 
pour les inclinaisons 0 de la ligue AM qui ne rencontrent pas le 
cercle. 

2° Le produit des deux racines r", r' de r est (n° 137 ; 3») 

r " . r' = AM X AN = a2 - f 'fi2 — 

quantité indépendante de 3; donc, si d'un point fixe A, on mène des 
droites quelconques, le produit AM X AN des deux rayons vec-
teurs est constant pour toutes les sécantes. 

Selon que le p o i n t s est intérieur ou extérieur au cercle, on r e -
trouve les théorèmes nos 225 et 228. 
^ 3" Le coefficient du 2» terme est la somme des deux racines r " et 

r' en signes contraires ; faisons AC—m, l'angle CAM = ?; il vient 
5 = ? + h « = '« cos i , fi = m sin i, et 

r " - f r ' . = 2m (cos i cos 6 - f sin ù sin i)=2m cos (9 - i) = %n cos f : 

donc AM - f AN = 2m cos P , équ. facile à construire lorsque, con -
naissant deux des quantités r " - f r ' , m et on demande la 3<. 

4° Pour que AM soit tangente, il faut que les racines r " et r' 
soient égales, et l 'équ. (1) un carré exact, ou (n° 188) 

4 (a cos 9 -J- fi sin 9)2 — 4 (a2 '-j- fi2 — R=) — 0, 

d'où, R2 == «2 sin2 9 - 2a/3 sin 9 cos 9 - f fi2 cos».fl = (« sin ô — fi cos 6 ) ' 

± R — m (cos i sin 9 - sin i cos 9) = m sin (9 — i) = m sin 

Dans le triangle rectangle ATC qui a AC = » , pour hypoténuse 
«VTHÉM. PURES, T . I , 



370 SECTIONS CONIQUES. ' 

et l'angle y, B est donc le côté TC opposé à cet angle A (n° 363) ; ce 
qui prouve que la tangente au cercle est perpendic. au rayon mené 

au point de contact. D'ailleurs les racines r" et r étant égales, on a 

r2 = -{- fi2 — B2 = m2 — B2 = (m -f B) (m — R) 

ou r2 = AB X AI = AM X ¿N •' 1° tangente est moyenne propor-

tionnelle entre la sécante et sa partie extérieure. 

5° La différence des racines de l'équ. (1) est la corde MN = k, 

¿ = ± 2 } / [ / ¡2 — (« sin 9 — fi cos ô)2 = 2 J/ (B2 — m2 sin' (0 — t')] 
donc m sin y = ± [/ (B2 — ^ k2). Lorsqu'on veut mener par un 

point A une corde MN qui ait une longueur donnée, on portera cette 
corde sur un arc mn (fig. 228) pris où l'on voudra sur le cercle, et 
la perpendiculaire Co sera la valeur de m sin <p= Co; y est l'angle 
opposé à Co dans le triangle rectangle dont l'hypolénuse est AC. 

Donc tracez la circonf. qui a Co pour rayon, et du point A, menez 
des tangentes à ce cercle, qui détermineront le triangle CFA pour 
lequel l'angle A = y : ainsi les tangentes AM à ce cercle seront les 
deux solutions du problème, qui ne seront possibles qu'autant que 
le point A sera extérieur à ce cercle. 

6° Sans rien ôter à la généralité, on peut prendre pour axe des x 

la droite AB (fig. 226) qui joint le pôle au centre, ou fi = 0 : or si 
le pôle est un point I sur la c i rconf . , B •= a. et l'équ. (1) se réduit 
à r1 — 2r R cos 6 = 0, d'où r = 2-fl cos 6; c'est la longueur k d'une 
corde inclinée de 6 sur le diamètre. Imaginons (fig. 56) un 2 e cercle 
tangent au même point A, le rayon étant B'; sa corde sera 
k' = 2R' cos 9, d'où k ; k' ; ; R [ R' : les cordes menées par le point 

de contact A de deux circonférences tangentes, intérieures ou exté-

rieures, sont donc entre elles comme les rayons. 

CHAPITRE IV. 

SECTIONS CONIQCES. 

De l'Ellipse. 

386. On donne ce nom à une courbe ABO (fig. 229), telle que, pour 
chaquepoint M, les rayons vecteurs ou distances MF— z, MF == s 'à 

ELLIPSE. 5 7 1 

deux points fixes donnés F et F', qu'on nomme Foyers, ont une 
somme constante, s + s ' = AO = 2a. Pour trouver l'équ. de 
l'ellipse, prenons le milieu C de FF pour origine des coordonnées, 
AO pour axe des x, la perpend. BC pour axe des y; on est assuré 
d'avance, par sa génération, que la courbe doit être symétrique, 
par rapport à ces axes, et que l'équ. sera fort simple. On doit, en 
général, préférer le système de coordonnées, qui est propre à fa-
ciliter les calculs et à donner des équ. moins composées. 

Soient FC = c, x et y les coordonnées de M; on a dans les trian-
gles FMP, F MP, z2 = y» - f FF-, z'2 = ou 

- = y2 4 - ( s _ c)% ¿> = 4 - (x 4 - c)2, Z 4 - = 2a. 

En soustrayant les deux l r " , il vient 

~ = (*' - r *) (*' - *) = 2a - z ) = J,cx. 

Ainsi, FM — z — a - —, F'M = z' = a 4 - — . . m 
a 7 ' ' a- K ' 

Substituant dans la valeur de s2 ou z'2 ci-dessus, on trouve 

C2 

+ ~ r = f + + c2 (2) 

Faisant .r = 0 , il vient, pour l'ordonnée BC à l'origine, 
y2 = a2 — c2; si l'on représente cette ordonnée par b, on a 
donc h2 — a2 — c%- éliminant c2, on trouve enfin, pour l'équ. de 

l'ellipse, 

a2 y -¡- b2 x2 = a2 b". >. . . . . (g) 

387. En résolvant, on a y = ± — r / a 2 — x 
a v 

Puisque chaque abscisse x donne deux ordonnées y égales 
et de signes contraires, l'ellipse est telle que ABOD (fig. 230) sy-
métrique par rapport à l'axe AO; elle l'est aussi relativement à 
BD, puisque - f x et — x donnent la même valeur de y . Ainsi, 
lorsqu'on plie la figure selon AO ou BD, les parties de la courbe se 
superposent et coïncident. 

y est imaginaire quand x > ± a, x l'est pour y > ± b; donc 
la courbe est fermée. BC= b est la plus grande ordonnée, CO = a 

la plus grande abscisse ; AO est ce qu'on nomme le grand axe; 

BD est le petit axe; A et 0 sont les sommets, C le centre. Ainsk 
24* . 
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et l'angle y, B est donc le côté TC opposé à cet angle A (n° 363) ; ce 
qui prouve que la tangente au cercle est perpendic. au rayon mené 

au point de contact. D'ailleurs les racines r" et r étant égales, on a 

r2 = a2 - { - fi2 — B2 = m2 — R2 = (m - f B) (m — R) 

ou r2 = AB X AI = AM X AN : la tangente est moyenne propor-

tionnelle entre la sécante et sa partie extérieure. 

5° La différence des racines de l'équ. (1) est la corde MN = k, 

A = ± 2 j / [ / ¡2 — (« sin 9 — fi cos ô)2 = 2 J/ (B2 — m2 sin' (0 — t')] 
donc m sin y = ± [/ (B2 — ^ k2). Lorsqu'on veut mener par un 

point A une corde MN qui ait une longueur donnée, on portera cette 
corde sur un arc mn (fig. 228) pris où l'on voudra sur le cercle, et 
la perpendiculaire Co sera la valeur de m sin y = Co ; y est l'angle 
opposé à Co dans le triangle rectangle dont l'hypoténuse est AC. 

Donc tracez la circonf. qui a Co pour rayon, et du point A, menez 
des tangentes à ce cercle, qui détermineront le triangle CFA pour 
lequel l'angle A = y : ainsi les tangentes AM à ce cercle seront les 
deux solutions du problème, qui ne seront possibles qu'autant que 
le point A sera extérieur à ce cercle. 

6° Sans rien ôter à la généralité, on peut prendre pour axe des x 

la droite AB (fig. 226) qui joint le pôle au centre, ou fi = 0 : or si 
le pôle est un point I sur la c i rconf . , B •= a. et l'équ. (1) se réduit 
à r1 — 2r R cos 6 = 0, d'où r = 1R cos 9; c'est la longueur k d'une 
corde inclinée de 9 sur le diamètre. Imaginons (fig. 56) un 2 e cercle 
tangent au même point A, le rayon étant B'; sa corde sera 
k' = 2R' cos 9, d'où k ; k' ; ; R [ R' : les cordes menées par le point 

de contact A de deux circonférences tangentes, intérieures ou exté-

rieures, sont donc entre elles comme les rayons. 

C H A P I T R E I V . 

SECTIOXS COSIQCES. 

De l'Ellipse. 

886. On donne ce nom à une courbe ABO (fig. 229), telle que, pour 
chaquepoint M, les rayons vecteurs ou distances MF= z, MF == s 'à 

ELLIPSE. 5 7 1 

deux points fixes donnés F et F', qu'on nomme Foyers, ont une 
somme constante, s + s ' = AO = 2a. Pour trouver l'équ. de 
l'ellipse, prenons le milieu C de FF pour origine des coordonnées, 
AO pour axe des x, la perpend. BC pour axe des y ; on est assuré 
d'avance, par sa génération, que la courbe doit être symétrique, 
par rapport à ces axes, et que l'équ. sera fort simple. On doit, en 
général, préférer le système de coordonnées, qui est propre à fa-
ciliter les calculs et à donner des équ. moins composées. 

Soient FC = c, x et y les coordonnées de M; on a dans les trian-
gles FMP, F MP, z2 = y2 + FF, z'2 = r J_ F F , ou 

- = y + _ C)% ¿> = r + { x + c ) % s = 

En soustrayant les deux l r " , il vient 

~ = (*' - r *) (*' - *) = 2 « > ' - z ) = hex. 

Ainsi, FM — z — a - — , FM = z' = a 4 - - . . (1\ 
a ' 1 a- ' [ ' 

Substituant dans la valeur de s2 ou z'2 ci-dessus, on trouve 

C2 

+ ~ r = f + + c2 (2) 

Faisant .r = 0 , il vient, pour l'ordonnée BC à l'origine, 
y2 = a2 — c ' ; si l'on représente cette ordonnée par b, on a 
donc h2 — a2 — c 2 ; éliminant c2, on trouve enfin, pour l'équ. de 

l'ellipse, 

a2 y -¡- b2 x2 = a2 b". >. . . . . ( g ) 

387. En résolvant, on a y = ± — r / a 2 — x2 . 
a v 

Puisque chaque abscisse x donne deux ordonnées y égales 
et de signes contraires, l'ellipse est telle que ABOD (fig. 230) sy-
métrique par rapport à l'axe AO; elle l'est aussi relativement à 
BD, puisque - f - x et — x donnent la même valeur de y. Ainsi, 
lorsqu'on plie la figure selon AO ou BD, les parties de la courbe se 
superposent et coïncident. 

y est imaginaire quand x > ± a, x l'est pour y > ± b; donc 
la courbe est fermée. BC= b est la plus grande ordonnée, CO = a 

la plus grande abscisse ; AO est ce qu'on nomme le grand axe; 

BD est le petit axe; A et 0 sont les sommets, C le centre. Ainsk 
24* . 



l'ellipse est une corde fermée, telle, que la somme des rayons vecteurs 

menés des deux foyers à un même point quelconque est constamment 

égale au grand axe ; cet axe est la longueur de la droite qui, passant 

parles foyers, traverse la courbe de part en part ; les extrémités de 

cette ligne sont les sommets, le milieu est le centre. 

§88. Comparons deux ordonnées y, y' d'une même ellipse, qui 
ont x, x pour abscisses (fig. 230) ; les équ. a2 y2 = b2 (a2 — x2), 

a2 y'2 = b2 (a2 — x'2) donnent le quotient 

y2 a2 — x2 (a - j - x) (a — x) # 

Y2 ~ a2 — x'2 ~ (a - f - x') (a — / ) ' 

or, CP = x, AP = a - f - x, PO = a — x : ainsi les carrés des or-

données sont entre eux comme les produits des distances du pied de ces 

ordonnées aux deux sommets. 

En changeants en-y et y en x, l'équation (3) se change en 
b2 y2 -]- a2 x2 = a2 b2 ; ainsi elle conserve la même forme, qu'on 
prenne AO ou BD pour axe des x. 

389. Le cercle ANO décrit du centre C avec le rayon a (fig. 230), 
a pour équ. Y = [ / (a2 — x2), où Y = PN : comparant cette or-
donnée à PM (n° 387), on a | Ainsi le rapport des ordon-
nées du cercle et de l'ellipse, qui répondent à une même abscisse, 
est constant et égal à celui des axes ; y est donc toujours Y : le 
cercle renferme l'ellipse. Celui qu'on décrit avec le rayon BC y est 
au contraire renfermé. 

Cette propriété fournit une construction fort simple de l'ellipse. 
Après avoir tracé*les axes donnés AO, BD, et les circonf. inscrite 
et circonscrite (dont les rayons sont beta), on mène un rayon quel-
conque CN, et par les points O et N, où cette droite coupe les cir-
conf. , on trace les parallèles aux axes , QM, NP ; leur section M 

est un point dcl 'ellipse, car on a 

PM CQ PM b „ , 

py=~CN> ou ~Y~ ou = 

390. La définition de l'ellipse donne un autre procédé pour 
décrire cette courbe (fig. 229). Après avoir tracé les deux axes 
AO, BC, du point B comme centre, et avec le rayon CO, décrivez 
un arc de cercle qui coupera AO en F et F : ce seront les foyers, 

.à cause de l 'équ. b2 = a2 — c2 (n° 386). Du centre F et avec un 
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rayon égal à une portion quelconque de AO, telle que KO, tracez 
un arc vers M ; puis du centre F', avec le reste AK du grand axe, 
tracez un 2 e arc, qui coupera le 1 « en M ; ce sera un point de là 
courbe, car FM - f - F'M = AO: on aura de la sorte quatre points 
de l'ellipse avec les deux mêmes rayons, en décrivant des arcs des 
deux côtés des axes. Le même procédé fera connaître autant de 
points qu'on voudra de la courbe. 

Lorsque l'ellipse a de grandes dimensions-, on fixe aux foyers F 

et F les deux bouts d'un fil long de AO, puis on fait glisser sur ce 
fil, toujours tendu, un stylet M qui trace la courbe. 

391. A mesure que les deux foyers s'éloignent l'un de l 'autre, 
ou que b diminue par rapport à a, l'ellipse s'allonge et s'aplatit 
davantage ; au contraire, si les foyers se rapprochent, elle s'arron-
dit ; enfin , si ces points se confondent, ou a= b, on a y2-\-x2= a,2, 

et la courbe devient circulaire. On peut donc regarder le cercle 

comme Une ellipse dont les axes sont égaux. 

Les équ. (1) montrent que les rayons vecteurs de l'ellipse sont ra-

tionnels par rapport aux abscisses x. La distance FC=c estee qu'on 
nomme l'Excentricité; z et z' deviennent maximum ou minimum 

pour x = ± a, savoir, z — a ± c : ainsi, de tous les points de 
l'ellipse, O est le plus voisin -, et A le plus éloigné du foyer F. L'ex-
trémité B du petit axe est à la moyenne distance de F ; car x = 0 
donne s == z' — a = BF. 

On nomme Paramètre la double ordonnée qui passe par le foyer; 
on l'obtient en faisant x — c, ou x2 = a2 — b2, dans l'équ. (3) ; et 

, b2 2b2 Ab2 . , 
on trouve y = ± — ; p = — = — e s t donc le paramétré : cest 

a 

une troisième proportionnelle au grand et au petit axe. 

Pour transporter l'origine au sommet A, il faut changer x en 
x — a dans l'équ. (3), et l'on trouve a2y2 = b2 (2ax — x2). 

392. Rapportons l'ellipse à des coordonnées polaires (n° 385), 
le pôle étant à l'un des foyers F; changeons x en a?' -J- c dans la 
valeur (1) de FM, et ensuite x' en s cos û, 0 étant l'angle MFO; il 
vient 

a 2 — c 2 _ a (1 — e2) 

" g - } - c c o s ô l - { - e c o s ô " 

On désigne par e le rapport de l'excentricité au demi-grand axe, 

c = ae; le pôle est en F, et les arcs 3 sont comptés , à partir du 
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sommet voisin O, dans le sens OMB. Si l'origine est à l'autre 
foyer F', et les arcs 6 comptés dans le même sens, il faut changer 
ici e en — e. 

De l'Hyperbole. 
393. Celte courbe jouit de la propriété que la différence des 

rayons vecteurs FM — FM (fig. 231) est une quantité constante 
AO = 2a = s ' — s . En plaçant l'origine au milieu CdeFF, etc. . . , 
et reproduisant le calcul du n° 386,on a de même z'2 — z2=2« (s' - f - s) 

= 4cx ; ainsi 

FM=z = j i - a , F'M = z'=C-£+a. . . . (4) 

Substituant, etc . . . . , puis faisante5 = a2 -\-b-, il vient 

a-y- — b2x2 = — a2b2. 

On trouvera, comme au n» 387 , que l'hyperbole est symétrique, 
par rapport aux axes FF et Cy ; car on a 

, b , ' 
y = ± - [/ x2 — a2, 

a 

Plus x croît tant positivement que négativement, et plus y aug-
mente; mais on ne peut prendre x < ± a ; y e s t n u l p o u r a r = ± a : 
donc la courbe ne s'étend pas entre les deux sommets A et O ; par-
tant de ces points, elle forme deux branches opposées par leurs 
convexités et indéfiniment étendues, ouvertes l'une à droite , l'autre 
à gauche. Le point C est le centre, AO = %a le premier axe; l'or-
donnée à l'origine est imaginaire, x = 0 donne y = ± b [/ — 1. 
Si l'on rend cette quantité réelle en changeant de signe sous le ra-
dical, la longueur b qu'on obtient, ou l'ordonnée centrale rendue 

réelle, est ce qu'on nomme le demi second axe, qui n'est plus, comme 
pour l'ellipse, une des dimensions de la courbe. 

394.-Les ordonnées y et y ' (fig. 232), qui répondent aux abscisses 
x et x', donnent, comme n° 388, 

y2 _ j^Lgl — (* +<») (* — a) OP • AP. 

y', x'2- a'2 (tf'-fa) (:v'—a) = OP' . AP'' 

On a encore les carrés des ordonnées proportionnels aux produits des 

distances de leurs pieds aux deux sommets. 
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Quand a = b, on a y2 = x2 — a2 : l 'hyperbole est dite équi-

latère. 

En changeant x en y, et y en#, l'équ. devient b2y2 —a2x2 = a2b2. 

La forme est la même, au signe près du 2 e membre ; les x sont 
comptées sur BD et les y sur CP; l'hyperbole est dite rapportée au 
centre et au 2 e axe (comme fig. 2o7). 

Changeant x en x - j - a, l'origine vient au sommet A, et l'équ. de 
l'hyperbole est 

a2y2 — b- (2ax + x2). 

395. Si l'on décrit une ellipse ABOD (fig. 232) sur les mêmes 
axes, elle sera comprise entre les deux sommets et allongée dans le 
sens des a.'ou des y,- suivant que a sera ou <^b; ce sera un cercle 
si l'hyperbole est équilatère. Ces deux courbes ont des propriétés 
analogues, dont on peut voiries détails dans la Géométrie deposi-

tion de Carnot, p. 143. 
396. La définition de l'hyperbole donne un procédé pour dé-

crire cette courbe. Après avoir tracé les axes FF, Cy (fig. 281 ) , 
et marqué les foyers F, F, on décrira vers M un arc de cercle du 
centre F, avec un rayon quelconque AG, puis du centre F, avec 
le rayon OG on décrira un 2° arc; le point M de section sera sur 
la courbe , puisqu'on a F'M — FM = AO. On aura, avec les 
mêmes rayons, quatre points de l 'hyperbole, puis autant de points 
qu'on voudra en changeant de rayons. 

Les équ. (4) montrent que les rayons vecteurs de l'hyperbole sont 

rationnels par rapport aux abscisses. 

Le paramètre, ou la double ordonnée passant par les foyers, 
2 b2 

conserve la même valeur que pour l'ellipse p = —. 
, a 

En raisonnant comme n° 392 , on obtient pour l'équat. polaire 
de l 'hyperbole, le pôle étant eu F (fig. 231), et faisant l'angle 
AFM — 6 et c = ae, 

c2 —a2 a (e2 — 1) 

a -J- c cos 9 1 - j - e cos ô' 

897. En comparant les équat. de l'ellipse et de l 'hyperbole, on 
observe que l'une se change en l'autre, lorsqu'on y remplace b 

par b ( / — 1. Cet artifice de calcul servira à traduire les formules 
obtenues pour l'une de ces courbes en celles qui conviennent à 
l'autre. 



De la Parabole. 
" r * .. V.v . 

398. Etant donnés un point fixe ou foyer F (fig. 23-4) et une droite 
quelconque la parabole est une courbe dont chaque point M est 
a la même distance de F que de OQ', qu'on nomme directrice. Pre-
nons pour axe des x, DF perpend, sur QO', pour origine le milieu-* 
de FD=p, et pour axe des y la parai lèle AB à QQ' ; A est visiblement 
un point de la courbe.On a AP=x, PM=y, QM=DP, OMZ=\p-\-x; 

dans le triangle F MP, FM* = z**=: tf - j - (x p)2 ; donc en éga-
lant les valeurs de 2, etc. , on a if = îpx, pour Véqu. de la parabole, 

courbe qui est symétrique par rapport à l'axe des x seulement. 
Il resuite de la génération de cette courbe, que l'ellipse dont le 

grand axe devient infin i se change en une parabole . 

Deux points (x, x'), (y, y') d'une parabole donnent 

Les carrés des ordonnées sont entre eux comme les abscisses corres-
pondantes. 

Si la constante 1p, qu'on nomme paramètre, est inconnue , et 
qu'on ait un point de la courbe, on voit que 2p est 3° proportion-
nelle à l'abscisse et à l 'ordonnée de ce point. 

Pour tracer la parabole dont on a le paramètre AB = 2p 

(fig. 233), comme y est moyenne proportionnelle entre A Bel x, 011 
décrira un cercle BCP qui passe en B, et dont le centre soit en un 
point quelconque de AO ; AC sera l'y qui répond à l'abscisse AP: 

ainsi les parallèles CM, PM aux axes coordonnés, détermineront 
un point M de la parabole. On en obtiendra de même autant d'au- . 
très qu'on voudra. 

Si l'on fait x = -j- p = A F (fig. 234) , on a y = ±p; ainsi le 
paramètre 2p est encore , dans la parabole, la double ordonnée 
passant par le foyer. 

399. La génération de la courbe donne un moyen simple pour 
la tracer. On a vu que z = { p - x ; ainsi le rayon vecteur est en-

core rationnel. Prenez sur l'axe Ax (fig. 234),. à partir du sommets , 
des distances AD = AF = {p, F sera le foyer, la perpend. QQ' 

a Ax sera lj» directrice ; et il s'agit de trouver tous les points M qui 
sont à égale distance de l'un et de l'autre. Menez une ordonnée in-
définie quelconque MM', puis du foyer F pour centre, avec PD 

pour rayon , tracez un arc qui coupera cette droite MM' en deux 
points M et M' : ces points sont sur la courbe. 

Pour avoir l'équat. polaire de la parabole, prenons le foyer F 

pour p ô l e , et portons-y l 'origine, en faisant x = x' - j - f p d a n s 
Z — Lp^,x; enfin, posons FP, ou a/ = — s cos ô, l'angle ô étant 

• P 
ÀFMcompté du sommet; il vient z —• ^ _j_cos 

Des Sections d'un cône droit par un plan. 

400. On demande l'équ. de la courbe AMO (fig. 235 ) , intersec-
tion d'un cône-droit IDB par un plan quelconque OA. 

Si par l'axe BK 011 fait passer un plan BDI perpendiculaire au 
plan coupant (il le sera à la base, n° 272), l'intersection de ces 
plans sera la droite AO, projection de l'axe du cône sur le plan cou-

pant• ; c'est ce qu'on nomme l ' A x e de la section conique. Par un 
point quelconque P de cet axe, menons un plan parallèle à la 
base DI; ses intersections, avec le cône et le plan coupant, seront 
le cercle FMG et la droite PM, laquelle étant perpend. (n° 273) 
sur FG et AO, est une ordonnée commune aux deux courbes. 

Cela posé, soient AP =. x, PM = y ; -cherchons une relation 
entre x, y, et les données du problème, qui sont l'angle BAO = 

l'angle DBI = 13 et AB = c. La propriété du cercle donne 
tf = FP X PG; trouvons FP et PG. 

Dans les triangles AFP, POG et ABO, on a (C, n° 355) 

sin a _ FP sin O sin (« - f - (3) PG _ PG 

¡ ¡ T f - T ' IhTG 0 U siu F PO A O - x ' 

sin O sin ( * - f ¡3) sin.fl J ( J 0 sin 13 
_ ou d o n , ^ - s i n ( a + / 3 ) . 

Or , dans le triangle' BHF, l'angle F est complément de 
donc « 

( « 4 - f l / c s i n ^ _ x \ 

: 0S \sin [ a P ) ) 

et l'on a, pour l'équation demandée, 

x sin a. n r , sin 

, , L \cx sin ¡3 - x 5 sin ( « + 0 ) ] . . . . (A) 
J «K1 - P, L cosa 7 (3 



Pour obtenir toutes les sections du cône, il suffit de faire prendre 
au plan coupant toutes les positions possibles , c'est-à-dire de faire 
tourner la droite AO autour du point A dans le plan BID, et de 
changer aussi AB = c. Il se présente trois cas. 

1° Lorsque <x - { - 0 = 180°, le plan coupant est parallèle à la 
génératrice B1 (fig. 236); et la courbe s'étend à l'infini ; en faisant 
sin (a - f 0) = 0, notre équ. devient (à cause de G, n° 357) 

• 

» sin5 0 
V = Z F T p ' C * = = * C * S - (B) 

c'est celle d'une parabole *. 

2° Tant que « + 0 < 180°, le plan coupant rencontre toutes les 
génératrices d'un même côté du sommet ; la courbe est fermée : 
(A) en est l'équation. 

3" Enfin, lorsque « - f 0 > 180°, le plan coupant rencontre les 
deux nappes de la surface de part et d'autre du sommet ; la courbe 
a donc deux branches étendues à l'infini M'AN', LO'O (fig. 233) , 
dont la courbure est opposée. Or, « - f 0 > 180° change le sinus 
du signe, et l'dn a 

s i " « r • . 
y + + . . . (C) 

Dans ces deux derniers cas, si l 'on représente par 2a la distance 

AO entre les sommets, et par AT un coefficient constant, on a 

g. c sin 0 sin « sin (a. 4 - 0) 

cosV • • ' ' (Z>) 

Les équ. A et C deviennent y2 = K (2ax zp x'), qui sont celles de 
l'ellipse et de Yhyperbole rapportées au sommet (n05 391 et 394). 

I ' équ . générale des sections coniques, l'origine étant au sommet, 
est donc y5 = mx -}- nx2. Elle appartient 

1° A la parabole, lorsque^« = 0, (m = 2p) ; * 

* On aurait pu refaire les raisonnements précédents ; FP ( f ig. 236) conserve la valeur 

ci-dessus, en y faisant sin « = sin /3 ; donc FP = X S ' " : de plus, AL parallèle à FG 
cos — y3 

donne le t r i a n g ! % ^ £ £ , dans lequel on a 

sin /3 sin ¡3 AL PG 

sin BAL' ° U cos \ 

\ 

¿2 2¿5 

2° A l'ellipse, quand n = — — et m = ~ ; 

¿2 263 : 

8° Enfin à l 'hyperbole, lorsque n — — , m = — . 
Cl Cl 

401. Il n'y a rien à changer à tout ce qui vient d'être dit , lors-
qu'on fait varier 0 et c , c'est-à-dire les dimensions du cône et la 
distance AB. On ne peut faire 0 = 0, ou 0 = 180° ; car il n'y aurait 
plus de cône : c = 0 suppose que le plan coupant passe par le som-
met. L'intersection est alors un point lorsque a-j- 0 180° ; une 

droite quand a-f- 0 = 180° (le plan est tangent au cône) ; enfin 
deux droites quand a 0 180°. Le calcul comprend aussi ces 
trois cas ; car en faisant c — 0 dans (A) , puis sin (« - } - 0) positif , 
nul et négatif, on trouve 

1/ + Kx2 = 0, y = 0, y2 = Kx2. 

La I r o équ. ne peut être satisfaite qu'autant (n° 112) que x = 0, 
et y — 0, ainsi elle représente un point; la seconde est celle d'une 

droite; la troisième , enfin , donne y — ± x [/ K qui représente 
deux droites. 

Donc, quels que soient le cône et la position du plan coupant, 
l'équ. (A) est celle des six sections coniques ; c étant = 0, on a les 
trois sections qui passent par le sommet ; et lorsque c n'est point 
nul, cette équ. représente une ellipse, une hyperbole ou une para-

bole, suivant que le coefficient de x2 est négatif, positif ou mil. 

402. Étant donnée l'équat. d'une ellipse, d'une hyperbole , ou 
d'une parabole rapportée à son sommet, ainsi qu'un cône droit 
quelconque, il est facile de placer cette courbe sur le cône, c'est-
à-dire de trouver la situation du plan coupant qui la reproduirait; 
car, dans les deux derniers cas, on connaît a, K et 0, et il s'agit de 
trouver c et l'angle en recourant aux équ. D. O r , la l t C fait con-
naître c, quand on a tiré a de la 2m 0 : celle-ci devient^ar les équa-
tions 1 et G „p. 334 et 333, 

2 K cos5 i 0 = 2 sin5 « cos 0 - j - 2 sin a cos a. sin 0 
= (1 — cos 2«) cos 0 sin 2a sin 0. 

Cette équ. de la forme b = « s i n 2 « 4 " / cos 2«, a été résolue p. 352. 
Et si l'équ. donnée est celle d'une parabole y2 = 2 p x , l'équ. B 

donne p = 2c s in 2 1 0 , d'où l'on tire c, et par suite la position du 
plan coupant (fig. 236). 



Méthode des Tangentes. 

408. Si par deux points M et Q (fig. 237) d'une courbe quelcon-
que BMÇ), on mène une sécante SMQ, et qu'on fasse varier la 
position de Q sur la courbe, M restant fixe, la sécante prendra 
diverses inclinaisons. Si l'on rapproche Q de ^ j u s q u ' à faire coïnci -
der ces deux points, la sécante SQ deviendra TM : cette droite se 
nomme Tangente; c'est une sécante dent on a fait coïncider les points 

d'intersection. 

L'équation de toute droite qui passe en un point M (x', y') est 

y—y'=A(x—x') (1) 
Pour déterminer la tangente TM, il suffit d'assigner à A = tang T 

la valeur qui convient à l'inclinaison de cette droite ; il faut pour • 
cela exprimer en analyse les conditions qui lui servent de défini-
tion. 

Désignons par x' - j - h et y' A les coordonnées du 2 e point Q 

dmtersectioh de la sécante SM, ou MR = h, QR = k; la tang. 

de l'angle QMR est ~ = tang S. En changeant x' et y' enx' - f h, 

e t y ' - \ - k dans l'équ. de la courbe, et réduisant, il sera facile d'en 
k 

tirer - , qui est la valeur de tang S. Or, tang Test visiblement la li-

mite de tang S, lorsqu'on fait varier le point Q pour l'approcher de 

M; en sorte que si l'on pose tang T ou A = tang S + c/., a. pourra 
décroître indéfiniment. Si donc la valeur j de tang S a la forme 

/i 
V + 0, P étant une quantité invariable, et /3 une expression en h 

et /; susceptible de devenir, avec ces variables, aussi petite qu'on 
*:ut, l 'équ. t = p - f « se partagera (n° 113) en deux autres, 
dont l 'une , A = p, déterminera A. A est donc ce que devient 
P + & lorsque & est nul, c'est-à-dire que A est ce que devient le 

rapport 1c : h, quand on y pose k et h mils. 

Concluons de là qu'il faudra substituer y' - f k et x' - f - h pour x' 
et y' dans l'équ. de la courbe, et en tirer le rapport k ; h, puis y faire 

k et h nuls; on obtiendra ainsi la limite de ce rapport, ou A, et 
par suite l 'équ. (1) de la tangente (voy. p . 895). 

La droite indéfinie MN, perpend, à la tang. au point M de con-
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t^jt, est la Normale; l'équ. est facile à déduire de celle de la tang., 
puisque ces droites passent par le point M (x', y'), et de plus sont 
perpend. L'éq. de la normale est (n° 371) 

y - y ' = - ^(x — x). . . . . (2) 

Les longueurs TP, PN, comprises entre les pieds T, P, et N de 
la tangente, de l'ordonnée et de la normale, sont la sous-tangente et 
la sous-normale. En faisant y = 0 dans nos équ., on obtient pour x 

les abscisses AT et AN des points T et N. 

sous-tang. TP ou x' — x = — . . . . (3) 
A 

af — x = 
A 

sous-norm. PN ou x — x = Ay. . ». . (4) 

Il pourrait arriver que la tangente et la normale n'eussent pas 
la même disposition que dans noire figure, et que la sous-tang fût 
x — x', et la sous-normale x' — x ; mais alors le signe négatif qui 
affecterait les valeurs (3) et (4) indiquerait cette circonstance (n° 339). 

Les longueurs MT et MN sont appelées aussi, l'une Tangente, 

l'autre Normale. 

404. Appliquons ces théorèmes à la parabole (fig. 234), dont l 'é-
quation est y2 = 2 p x ; on a y'2 = Ipx, (y' -}- k)2 = 2p (x' -[- h), 

qu'on réduit à 

2 % ' + k2 = Sph; d 'où, j = tang 5 = ^ ç j -

P Faisant k nul, on a A = tang T = — 
y 

1° Équ. de la tangente yi/ = p (x - f - x). 

2° Équ. de la normale (y -y')p-\- (x — x') y' — 0-
. 3° Longueur de la sous-tang. TP = %v . 

4° Longueur de la sous-norm. PN =p. % . 

Donc la sous-tangente est double de l'abscisse, le sommet A est au 
milieu de TP, le pied T de la tang. est a gauche du sommet, et la 

sous-normale est constante et égale au demi-paramètre, double de la 

distance focale AF. 

La norm. MN— |/ (P M2 - f P N2) = \/ [y'^+P) = V 

405. Cherchons l'angle TMF = V (fig, 233) (pie fait le rayon 



vecteur avec la tangente : ce rayon passe par les points M (x' 

e t F ( Î P , 0 ) ; on a donc 

d ' où , A ' — ~ y ' ,. 
T P — x ' 

D'après la valeur de A pour la tangente TM, on a 

tang v = . A ' ~ A . - + = V 
8 1 + AA'~ {py' + x'y' y" 

à cause de y'2 = 2px', et en supprimant le facteur commun {p -{-a?'. 
Ainsi tang V = A = tang T, le triangle TMF est isocèle. Tous les 
rayons lumineux et sonores SM, qui sont parallèles à l 'axe, se réflé-
chissent à leur rencontre M avec la courbe, et vont au foyer F. De 
plus, la tangente TM coupe l'angle QMF par moitié, et est perpend, 
sur le milieu de OF ; enfin, FM — FT ; ce qui offre un nouveau 
moyen de mener la tang TM. 

406. Faisons varier le point de contact M (x', y'), et plaçons-le 
successivement en tous les lieux de la c ourbe , puis observons les 
diverses positions qu'affecte la tang., lesquelles dépendent de son 

équ., c'est-à-dire de l'inclinaison tang T = et de l'ordonnée à 

T ' ' A• V ^ I origine , Ai = — i y'. Il est aisé de voir que, 1° au sommet 

A, x et y' étant nuls, l'axe des y est tangent; 2° à mesure que le 
point de contact M s'éloigne, x' et y' croissent, ainsi que Ai, qui 
est constamment la demi-ordonnée y' , tandis que l'angle T diminue. 

La tangente prend toutes les inclinaisons ; ainsi il y a toujours 

une tangente parallèle à une droite donnée : mais, plus l'angle T est 
petit, plus le contact M et le pied T s'éloignent du sommet. La 
parallèle à l'axe répond à une distance infinie. Étant donc donnée 

une directiqp, ou A, on tire aisément y' = —-, et le point de con-
tact. Par exemple, si A est 1, on a y' = p; d'où x' = \p; le foyer 
F répond au point G pour lequel la tang. est inclinée de 45° sur 
l'axe, dans toute parabole. 

407. L'équ. yy' =p ( ^ - [ - j ' ) peut servir à mener une tang., sans 
connaître le point M de contact (x', y'), pourvu qu'on donne cer-
taines conditions. Si l'on veut, par ex. , qu'elle passe par un point 
donné I (a, /3), notre équ. devient &y' = p (a .V) ; éliminant 

^-ec y'2 = Ipx', on aura deux valeurs de x' et y', deux points M de 
contact, et deux tangentes. 

Mais l'équ. ¡¡y — p (a - j - x) étant satisfaite par les coordonnées 
des deux points de contact, est l 'équ. de la corde qui les joint. 
y = 0 donne l'abscisse x = — a. du point de section avec l 'axe, 
point commun à toutes les cordes semblables, quel que soit I , pourvu 
que son abscisse a. demeure la même. Ainsi le point I décrivant une 
parallèle aux y, les deux tangentes, les points de contact, les cordes 
qui les unissent, varient, le point seul de section de ces cordes avec 
l'axe reste le même, et la corde tourne autour de ce point, qui est 
tantôt à droite, tantôt à gauche du sommet, selon que l'abscisse de I 
est à gauche ou à droite du sommet A. 

1M étant la tangente cherchée, qui doit être perpend, sur le 
milieu de QF, I est à la même distance de F et de O ; le cercle 
décrit du centre I avec le rayon IF passe par le point Q de la 
directrice, lequel devient ainsi connu. QMparallèle aux adonne 
ensuite M, ou bien on mène IM perpend, sur QF, et la tang. est 
tracée. Il ne faut pas craindre que le cercle ne coupe pas la direc-
trice dès que I est extérieur à la courbe ; car le problème est alors 
possible, et le point Q doit exister : on a un 2° point Q et une 2 e tang. 

408. Appliquons les mêmes principes à l'Ellipse. Changeons 
x et y enx' -J- h, et y' - f - k dans l'équ. de cette courbe ; il vient 

a2y'2 + b2x'2 = a2b2, a2 (y - f - k)2 -{- b2 (x -{- h)2 = a2b2 ; 

d'où, • 

C'est la valeur de tang S, lorsqu'on veut l'équ. de la sécante en 
deux points donnés. Pour la tang.,. on fera h et k nuls, et on trouve 

b2xr 

A = — — I l ne reste qu'à substituer dans les équations du 

n° 408; on a (fig. 238) + 

1° Equ. de la tangente, cC-yy - j - b2xx = a2b2 ; 

2° Équ. de la normale, y — y' = (x — x') ; 

8° Pour la sous-tangente, TP — ~ X ; 
x 

b2x' 4° Pour la sons-normale, PN = — . 
' ' a2 



1° La valeur de A ne change pas, lorsque x' et y' prennent d^s 
signes contraires ; ainsi les tangentes en M et M' sont parallèles 
(f ig . 2 3 9 ) . 

2° En faisant y = 0 dans l'équation de la tangente, on a 
a2 

CT = x = —, ; a x' donne CT a : CTest indépendant de b; 

ainsi toutes les ellipses décrites avec le même axe AO, ont un 
même pied T pour la taDg TM, TQ. . . . , l'abscisse x' = CP de-
meurant la même. Ainsi , décrivons un cercle AQO sur le dia-
mètre AO, prolongeons l'ordonnée PM en 0 , menons la tang TO, et 
nous aurons le point T. C'est un moyen facile de tracer la tangente 
à l'ellipse. 

( Jjt 
3° y = 0 dans l 'équ. de la norm. donne x = CN — x' 

a2 

(fig. 238); ainsi iVet M sont situés du même côté de Cy. 

409. Par les points O et A ( ± a, 0) menez les droites quelcon-
ques ON, AN(fig. 239) ; leurs équ. sont 

y=et{x — a), y = «'(>-{- a). 

Le point iVde rencontre a pour coordonnées, 

. a-f~ x' 2axa' 

Ce point N n'est déterminé qu'autant qu'on fixe les tang a.,a.' des 
directions de AN et ON; mais si elles sont arbitraires, on peut en 
disposer de manière que l'intersection N soit sur l'ellipse : on dit 
alors que ces lignes sont des cordes supplémentaires. Dans ce cas , 
nos valeurs de x et y doivent satisfaire à l'équ. a2y2 -{- b2x2 = a2b2, 

ce qui donne 

a2a2x'2 - f b-'cui = 0, ou xx' (a2xx - j - h2) = 0. 

On exprime • m e que les cordes se coupent sur l'ellipse, en faisant x 

ou a nul (ce qui n'apprend rien), ou aa = — Ce signe — pro-

vient de ce que x et a sont de signes contraires; car , si NAO e*t 

aigu, NOx doit être obtus. Traçons un cercle sur le grand axe ; 

l'angle AN'O étant droit, ANO est obtus. Les cordes supplémen-

taires du petit axe forment entre elles un angle aigu; ce qu'on dé-

montre de même. 

On prouve ces propriétés par l'analyse, ainsi qu'il suit. L'angle 
3 = N des deux cordes supplémentaires est donné par 

tang 3 = " 7 " ' = + 
1 + ax' a (a2 — b2) ' 

en éliminant Si a = b, tang 3 est co , ou Ù = 90" ; le cercle a 
seul des cordes supplémentaires rectangles, et toutes le sont. Quand 
a > b, x et tang 3 ont même signe : donc les angles ANO, NOx 

sont obtus ensemble. Si a et b croissent proportionnellement, l 'an-
gle 3 ne varie pas : ainsi, les directions ON, AN sont constantes, 
ou les ellipses dont les axes sont dans le même rapport ont les cordes 

supplémentaires parallèles. 

Si 3 est donné, x résulte de l'e'qu. du 2° degré, 

a2x2 — (a2 — b2) x tang 3 - ] - b2 = 0. 

Il y a donc deux systèmes dé cordes supplémentaires qui forment entre 

elles un angle donné 3; et ces cordes sont aisées à construire : les 
deux valeurs de « ont même signe, à cause du dernier terme - J - K 
Les grandeurs de 3 sont égales, quand on a (a2 —Z»2)2tang2 3 = 4a2fi2 ; 
j. > , „ 2ab . h 

d ou tang 3 = _ b J puis a = - . Cette solution sépare les raci-
nes réelles des imaginaires (n° 139, 2°) ; ainsi les cordes supplémen-

taires qui concourent à l'extrémité B du petit axe se coupent sous le 

plus grand angle obtus. Si AN est couché sur AO, l'autre corde est 
à angle droit ; AN tournant autour de A, l'angle N devient obtus, 
et s'accroît jusqu'à ce que les cordes passent en B. Passé ce terme, 
AN continuant de tourner, l'angle iVdiminue et reprend les mêmes 
grandeurs. 

Pour obtenir graphiquement les cordes supplémentaires qui font 
un angle donné, il faut tracer sur A O un segment de cercle capa-
ble de cet angle ; l'ellipse est coupée en deux points qui donnent les 
solutions cherchées. 

410. Toute ligne GM menée par le centre G (fig. 239), a pour 
équ. y = A'x ; si de plus on veut qu'elle passe par le point M (x', y'), 

il faut que y' = A'x'; pour la tangente en M, A = — — ; d 'où 
a2i/' 

b1 

= ~ ¿7 = Si donc on mène une corde AN, parallèle à 

la ligne CM, qui va du centre au point de tangence, on a A' = x, 
M V T I I É * . P U R E S , T . I . 2 5 



d'où A =a; et la tangente TMest parallèle à la corde supplémen-
taire NO, ce qui fournit encore un moyen très-simple de mener 
une tangente à l'ellipse. 

411. Faisons décrire la courbe au point de contact M (x', y'), 

et suivons la tang. dans toutes les positions qu'elle affecte. En 
0, x' = a, y = 0 ; l 'équ. de TM devient x = a : ainsi la tang. est 
parall. aux y. A mesure que le point de contact s'élève sur la 

b2x' 
courbe , x décroît et y' croît ; donc A — p r décroit, et d y 

CT = % croit ; ainsi le point T s'éloigne sans cesse, et l'angle 
x 

MTC diminue, jusqu'à ce q u ' e n f i l a tangente devienne parallèle 
au grand axe. La symétrie de la courbe dispense de poursuivre plus 
loin cet examen : donc, il n'y a point d'inclinaison donnée qui ne 

puisse convenir à l'une des tangentes de l'ellipse. 

On obtient le point de l'ellipse où une droite doit la toucher, son 
inclinaison étant donnée, en cherchant x' et y', lorsque A est connu; 
on a pour cela les équ. 

a y » b2nf2 = a"b2, Aa>y + W = 0. 

On peut également résoudre un grand nombre de problèmes 
relatifs à la tangente, et qu'on traiterait par une analyse semblable. 

Cherchons les segments OH, AK (fig. 288), formés par une tan-
gente quelconque KJI sur les tangentes menées aux sommets. On 
a a jyy ' b2xx' = a2b2; faisant x = ± a, les y sont nos deux seg-
ments, savoir, 

a — x' . „ , a -4- x' 
OH = b2 . t - , AK= b2. - 4 - 7 — 

ay' ay' 

Le produit de ces deux quantités se réduit à b2; donc le produit 
des segment^O/ / , AK, formés par une tangente quelconque KH, 

est constamment égal au carré du demi-petit-axe, quelle que soit la 
direction de cette tangente KH. Nous verrons (p. 890) que les lignes 
AK et OH peuvent être deux tangentes parallèles quelconques, 
pourvu qu'au lieu de b2 on prenne le carré de la longueur Cy, qui 
leur est parallèle. 

412. Cherchons l'inclinaison des rayons vecteurs sur la tang. 
(fig. 288). Soient CF = « , lès angles FMT = V, F'MT = V. 

Toute droite qui passe en F (a, 0), a pour équ. y — A' (.r — «) ; 

TANGENTES. 

d ' où , A' — — _ ^ , pour le rayon vecteur FM, qui passe par le 

point donné M (x', y') ; mais pour l'inclinaison de la tangente, 
^ _ bW _ _ donne _ A —A' 

a2 y & 1 -\-AA' a. y 

En changeant « en — cf., on a pour tang V une valeur égale avec 
un signe contraire ; on en conclut que les angles V et V sont sup-
pléments l'un de l'autre (n° 849). L'angle FMT est aigu et supplé-
ment de l'angle obtus F'MT, ou plutôt les angles aigus F'Mi et 

FMT sout égaux. 
Ainsi, les rayons vecteurs de l'ellipse, menés au point de contact, 

sont également inclinés sur la tangente et sur la normale. Donc, tous 
les rayons lumineux ou sonores F'M, qui partent du foyer F', do i -
vent, à leur rencontre en M avec l'ellipse, se réfléchir à l'autre foyer 
F. En prolongeant FM, la tang TM divise en deux parties égales 
l'angle FMG, et la normale l'angle F MF. 

413. On peut se servir de cette propriété pour mener une tang. 
ou une normale en un point donné M de l'ellipse (fig. 238) ; car, 
prenant sur le prolongement de F'M, MG = FM, TM sera per -
pend. sur le milieu de FG. 

Pour mener la tangente TM par un point extérieur donné I, 

cherchons le point M de contact. Supposons le problème résolu ; 
alors 1 étant à égale distance de F et de G, le cercle FG, qui passe 
en F, et dont I est le centre, passe aussi en G ; mais 

F G — F 31 + MF = AO; 

donc le point G est aussi sur le cercle décrit du centre F avec le 
rayon AO. 

Une fois ces deux cercles tracés, le point G est connu ; on mène 
F G, et l'on a le point M de contact. Il est d'ailleurs certain que les 
deux cercles doivent se couper, puisque, sans cel®, le point G 

n'existerait pas, et le problème serait absurde ; ce qui ne peut être, 
tant que le point / est extérieur à l'ellipse : on a même deux points 
G, et partant deux tangentes. 

On peut encore traiter le problème comme n05 879 , 3", et 407; 
les coordonnées a., /3 du point donné extérieur K (fig. 280) devant 
satisfaire aux équ. de la tang MK et de l'ellipse, on a 

cC-fiy' -f b'ctx' = a-b2, ahj2 -f b2x'2 — a2b2; 



l'élimination donnerait pour x' et y des valeurs du 2e degré. 
Ainsi, par le point K, on peut mener deux tangentes MK, NK. 

a2/3y - j - frax = a ' i2 estl 'équ. de la droite MN qui joint les points 
de contact, puisqu'elle est satisfaite par x — x' et y — y . Il est 
donc facile de tracer cette droite et d'en conclure ces points, et 
enfin les tang. ; la figure 280 ne suppose pas les coordonnées rec -
tangulaires. 

Comme y = 0 donne ax' = aéqu. indépendante de b et /3, 
CE est constant, quelque part qu'on prenne le point K, pourvu que 
CA = a et le grand axe 2a restent les mêmes. Donc, si K se meut 
sur B B ' parallèle aux y, les tangentes et les cordes varient; mais 
le point E reste fixe, même quand le 2 e axe 2b change; en sorte 
que E a la même position que pour le cercle décrit du centre C 

avec le rayon a. Le point E, dont l'abscisse est x= a? \ a. est situé 
au dedans ou au dehors de l'ellipse, suivant que a. est > ou a, 

c'est-à-dire suivant que la droite BB' est en dehors de la courbe, ou 
la coupe. 

•414. Venons-en maintenant à l'hyperbole : on pourrait ici refaire 
tousles calculs qu'on vient d'appliquer à l'ellipse ; mais il suffit de 
changer dans ceux-ci b en b[/— l (n° 897). On trouve alors les 
résultats suivants. 

1° Pour l'inclinaison et l 'équ. de la tangente, 

i V 
A = — ; , a5 yy — b\vx — — a ' K 

a Y J J 

La tangente TM (fig. 231) fait avec l'axe des x un angle aigu : elle 
est parallèle à celle qu'on mènerait au point M'. 

On aura de même l'équ. de la normale. 

2" CT = —,, les points M et T tombent du même côté de l'axe 
x 

Cy ; comme g' est a, T est compris entre C et le sommet A. 

¡¿1 fl2 
Sous-tang = - ; — , 

se 

Sous-normale 
a s 

3° Pour les deux cordes supplémentaires ON et AN (fig. 240), 
b2 

on a -aa = — ; les deux angles formés avec l'axe de? x sont en-

semble aigus ou obtus. L'équ. de AN est y = a [x — a) ; passant 

par le point N (x', y') ; on a pour la corde AN, a. = -fL— • donc 
x' — a 

a. et y sont de même signe, puisque x' > a. Ainsi les angles des 
cordes supplémentaires avec l'axe des x sont aigus quand N est 
placé comme dans la figure. Ils sont obtus pour la branche supé-
rieure à gauche, etc Pour la ligne CM et la tang TM en M, on 

¿3 

a AA' = —;; on conclut donc que le procédé (n° 410) pour me-
ner une tangente à l'ellipse, est applicable ici. On mène au point M 
de contact la ligne CM, puis la corde ON parallèle à CM, et sa 
corde supplémentaire NA; celle-ci est parallèle à la tangente TM. 

On trouve, comme (n° 409) pour l'angle ô = ON A des cordes 
suppl. , tang 6 = [ or> (nA 41S) « > £ , ou o V > b2 ; 

ainsi tang ô est positif et l'angle 6 est aigu. Si les axes varient dans 
le même rapport, ô demeure constant. 

Quand ô est connu et qu'on cherche a, il faut résoudre l'équ. du 
2 e degré a V — a [a1 - } - b1) tang ô = b% dont les racines ne sont 
jamais imaginaires et ont des signes différents. L'angle ô n'a pas ici 
de limites comme dans le cas de l'ellipse. On peut construire les 
deux solutions en décrivant sur AO un segment capable de l'angle 
donné 6, que doivent faire les cordes supplémentaires, et menant 
des droites de chaque point de section aux deux sommets. Plus a 
décroît, c'est-à-dire plus AN s'abaisse sur Ax, plus 6 diminue, en 
passant par toutes les grandeurs de 90° jusqu'à zéro. 

4° Les angles formés par les rayons vecteurs et la tangente con-

servent la même valeur — l e u r s inclinaisons sur la tangente sont 

cty 

donc les mêmes, ainsi que sur la normale; TM divise F'MF (fig. 231) 
en deux parties égales ; on construit donc la tangente par le même 
procédé que pour l'ellipse (ri° 412). 

Si le point donné est sur la courbe en M, on prend MG = MF, 

et l'on abaisse MT perpend, sur le milieu de FG. 

Si le point donné est en I hors de la courbe, du centre I on 
décrit le cercle FG ; puis du centre F', avec un rayon F'G 

—FM—FM=AO, on trace un 2e cercle, qui coupe le 1er en deux 
points ; G étant connu, F G prolongé en M donne le point de con-
tact M. Du reste, les conséquences du n° 413 ont également lieu ici. 



415. Faisons parcourir au point de contact M (fig. 241) les di -
vers points de la courbe. En A (x' = a, y' = 0), l'équ. de la tang. 
devient® = a; ainsi DD' tangente au sommet est parallèle aux y. 

A mesure que le point M s'élève sur la courbe, pour connaître les 
positions successives de la tangente, il faut en déterminer le pied 
T et les diverses inclinaisons; maison ne peut déduire ces angles 

ÏÏx' * 
de la valeur A = -^-j, parce que x' et y' croissent ensemble. Pour 

// 
lever cette difficulté, mettons pour ay' sa valeur ± b[/ (x'1 — a2), 
et divisons haut et "bas par bx' ; il vient 

^ b u% 
A = — , CT = 

. / / i a \ x 

v w 

Or, plus x' croit et plus A et CT décroissent; en sorte que, d'une 
part, le pied T de la tangente approche sans cesse du centre C sans 
y atteindre, et de l'autre, l'angle T diminue en même temps. Mais 
cette diminution de T n'a pas lieu indéfiniment; car le radical ap-
proche de plus en plus de un et ne peut dépasser ce terme, qu'il 

n'atteint même qu'à x' = c© ; alors A = ± - et CT— 0. Du reste 
a ' 

il est inutile de continuer le mouvement du point M sur les autres 
parties de la courbe, à cause de la symétrie. 

Pour construire ces expressions, portons au sommet A les or-
données AD = AD' = b, traçons CD et CD'; ces droites ont pour 
équ. y = ± — x ; elles sont les limites de toutes les tangentes, et ne 

rencontrent la courbe qu'à l'infini : cette courbe est entièrement ren-
fermée dans l'angle QCQ' et son opposé. 

La tangente fait avec le 1 « axe un angle compris entre DCA et 
un droit; on ne peut donc mener une tangente parallèle à une droite 
donnée CI, passant en C, qu'autant que CI est dans l'angle QCH. 

416. Quand deux courbes s'étendent à l'infini, on dit que l'une 
est A S Y M P T O T E de l'autre, si elle s'en approche de plus en plus, et si 

l'on peut s'éloigner assez pour que leur distance soit moindre que toute 

quantité donnée. L'équ. de l 'hyperbole est 

y = ± V = (l - * . f L . . . \ 
« a \ 2 ^ 8*4 y » 

/ 

en développant { / (a;1 — a") (p . 178) : le 1er terme excepté, x 

n'entre qu'au dénominateur; ainsi tous ces termes décroissent in-

définiment quand x augmente. L'équ. F = ± — x appartient donc 

à deux droites CO, CQ' (fig. 241), dont l'ordonnée PO > PM 

donne la différence MQ aussi petite qu'on veut. Ces droites, que 
nous savons être les limites des tangentes, sont donc aussi les asymp-
totes de l 'hyperbole. 

Si l'hyperbole est équilatère, a = ¡ b; les asymptotes sont à angle 
droit. 

On trouvera que la propriété démontrée à la fin du n° 411 sub-
siste aussi pour l 'hyperbole. 

417. Éliminons y entre l 'éq. de l 'hyperbole et celle y — hx 

d'une droite quelconque, pour avoir les points de section : nous 
trouvons 

— h3) x2 + 2a2klx -1- a2 (f - f ¿2) = 0. 

Cette équation du 2 e degré se réduit au 1er quand a2k2 = b1, ou 
u , , . 

= , d o u # = . Une parallèle aux asymptotes 
« - m 

ne coupe donc la courbe qu'en un point. (Le 2 e point de section est 
à l'infini.) Pour l'asymptote même, / = 0, et les deux sections sont 
à l'infini. En général, on a 

a'kl ±ab[/ (ft -f b* — *>&). 
— cpk2 — fr-

et comme y = k$ + le radical est le même pour x et y. Pour que 

la droite coupe l 'hyperbole, x et y doivent être réels ; distinguons 

trois cas, selon que 
a2*2 = < o u > P + b\ 

Dans le 1er cas, la droite n'a qu'un point commun avec l 'hyper-
b o l e ; l 'équ. du 2 e degré devenant un carré, la droite touche la 
courbe (voy. n° 424). On peut tirer de là un moyen de mener une 
tang. par un point extér. l \ x , i f ) (fig. 231) ; car y — y' = k (x—x') 
devant aussi être l 'équ. de la droite, on voit que l = y — kx, qui, 
avec l'équ. a2 k' = l1 + I f , détermine k et l. 



et si la droite passe au centre, / = 0, 

— y = k = S » - o < 1 . 
a « œ « 

Toute droite MM' qui passe par le centre C, et est dans l'angle 
asymptotique, conpe la courbe en deux points opposés M et M', 
dont les abscisses sont égales en signes contraires; il en est de 
meme des ordonnées, et de CM et CM'. 

Dans le 3* cas, la droite ne coupe pas la courbe. Si / = 0, on a 

Tfi 9/ ' i 3 d , r 0 U e P a S S e P a r 1 6 C C n t r e e t e s t d a n s r a n S , e ( ~ ) C H 

(ûg. ¿41) ; elle est parallèle à deux tangentes; tandis qu'au c o n -
traire toute ligne qui est dans l'angle QCQ' coupe la courbe et n'a 
aucune tangente parallèle. 

418. Rapportons l'hyperbole aux asymptotes Cb', Cb (fig. 242) 
pour axes d e s * ' et y'; menons MP parallèle à Cb; CP = J, 

FM = y'. L'angle xCB = x a p 0 U r tangente - ( n° 4 1 5 ) ; d'où 

(n- 346), en faisant, pour abréger, 

2m = f/ (a2 - f i 2 ) , 

cos « = — (1 a • b b 
^(a' + b2) ~ %n> S , n a = 7 ( a . + i l ) = 

les formules générales (B, n" 383) deviennent 

%nx = a (y' -f x'), %mj = b (¡/ — x'). 

dAoUnScT.et ^ ° Ù ' = 3 C D = D A - > C B A D 

donc un losange, ce qui suit aussi de ce que l'angle DAC = DCA. 
Substituons ces valeurs d'* et y dans aY - b2x2 = _ ^ . n vient 

* ! / = « pour 1 équation demandée. En faisant = 0 n a 

Cb^clTv" V ( a ' + ^ S i r ° n C O m P l e I e s * e l y porftifc, selon Cb et CH, 1 equ. est xy = — m\ 

I N T U I T l U P U l S m U C e d B Si , a est équi-iatere, 6 B A D est un carré = m2 = j a2. 

a u f m e n H r ^ 9 d M t q U a n d " « « « » « * > , et récipro-
quement, ce qui prouve que les axes sont en effet des asymptotes. 

ASYMPTOTES. 393 

Nous avons trouvé que a = 2m cos x, b — 2»i sin a ; ce sont 
les axes de l'hyperbole qui sont ainsi connus, lorsqu'elle est rap-
portée à ses asymptotes. Les diagonales CA, DB, du losange CDAB, 

résolvent d'ailleurs le problème; car 2 m sin x = b, DL = CD sin x 

= m sin x, donnent BD = b. 

419. Multiplions l 'équ. xy = ni2 par sin 2 « ; il vient 

xy sin hCb' = 2m2 sin x cos x ; 

le 1er membre (p. 347 , Y) exprime l'aire du parallélogramme CPMQ, 
qui est par conséquent constante, quelque part qu'on prenne le point 

M sur la courbe; d'ailleurs le 2 e membre = ^ ab; ainsi, l'aire 

CPMQ est la moitié du rectangle des demi-axes; ce qui suit aussi de 
cc que CA = a, BD = b et CBAD = CQMP. 

420. Une semblable transformation pourrait donner l 'équ. de la 
tang. TM au point M ( x ' , y ' ) , rapportée aux asymptotes ; mais 
on la trouve directement par cc calcul. Cette équ. est (n° 367), 

A étant S ' " ^ J l i : changeons, comme n° 403, x' et y' en x' -}- h 
sin I oL> 

- y ' = A ( x - x ' ) , 

n g e o n 

et y'-j- h, dans l 'équ. x'y' — m2, 

Telle est la valeur de A pour la sécante MN; la limite se rap-
y' 

porte à la tangente ; d 'où A = — —, ; donc enfin, l'équ. cherchee 
x 

est x'y - j - y'x — 2m2 . 

Faisant y = 0, on trouve x — = 2 s ' , abscisse CT du 
J 

pied T de la tangente, et qui est double de CP ; prenant donc 
TP = CP, menant TM, on a la tangente. Comme triangle 
SMQ = MTP, le point M de contact est au milieu de ST. 

Puisque CT = 2s ' et CS = 2y', l'aire CST = 2x'y' sin 2« 
(p. 347), ou = ab; l'aire CST est donc constante quel que soit le 

point M; elle égale le rectangle des demi-axes; les quatre triangles 
TMP, CMP, CMQ, SMQ, sont équivalents. 

421. L'équ. d'une sécante bb' est y = Kx -J- L; y = 0 donne 



le point b' de section par l'asymptote, Cb' = — L \ K. Éliminant 
x et y avec xy = m3, on a les points N, N' de section avec la courbe ; 
d'où K x 1 L x = ni1. Or (n° 137, 3°), — L \ K est la somme des 
racines = Ca' - j - aN Cb', ou = Ca' - } - a'b'; donc aN = a'b', 

et les triangles Nab, N'a'b' sont égaux; d'où bN = b'N'. Toute sé-

cante a des portions égales comprises entre l'hyperbole et l'asymptote. 

On tire de là un procédé facile pour décrire la courbe, lorsqu'on 
a un de ses points N et ses asymptotes. Par cc point menez une droite 

quelconquehb', prenez b'N' = bN, N' sera un 2° point de la courbe. 

En répétant cette construction, on obtient autant de points qu'on 
veut. 

Les abscisses aN, Ca', de N et N', étant x', x", en résolvant les 
triangles abN, bN'O, on trouve 

Nb=x' : x N'b=Nb'=x" x ' 
sin b / N sin b7 

multipliant ces équ. , il vient 

bN X Nb' = x'x" 
s in 3 « m3 sin3 a 
sin3 b K ' sin3Z> ' 

à cause du dernier terme de l 'équ. Kx3 Lx = m3. Or, ce pro -
duit est indépendant de L, et toute parallèle à notre sécante l'eût 
pareillement donné. Donc, deux sécantes ont même valeur pour le 

produit bN X b'N, que le carré de la demi-tangente SM, lorsque ces 

trois droites sont parallèles. 

•422. Le procédé du n° 403, pour trouver si dans l'équation (1), 
s'applique à toute équ. , quel que soit l'angle des coordonnées ; en 
suivant attentivement ce qu'où y prescrit : on voit qu'il faut chan-
ger # en x' - j - b, et y en y' - f - h, dans la proposée, ce qui donne 
deux sortes de termes; 1° ceux qui n'ont ni h , ni k, et qu i , restant 
quand ces accroissements sont nuls , recomposent l'équation de la 
courbe, et s'entre-détruisent ; 2° des termes dont h ou k sont fac-
teurs, qui sont destinés à donner leur rapport k \ h, auquel on 
substitue A, en y faisant h et k nuls. 

Mais il est clair que les termes qui disparaissent de ce rapport 
sont ceux où h et k entraient à une dimension supérieure à la l r e . 
Donc, si , supprimant les raisonnements, on s'eu tient au matériel 
du calcul , o n voit qu'il faut 1° changer xen x - j - h ; y en y - j - k , 
et développer, en ne conservant que les termes de lr0 dimension en h 

et en k ; 20 faire k = Ah et diviser tost par le facteur commun h ; 
3° enfin tirer la valeur de A. Quand nous serons plus avancés 
(voy. n° 504), nous reconnaîtrons que A est égal à moins la dérivée 

de l'équ. proposée par rapport à x, divisée par la dérivée par rapport 

à y. Substituant dans les équ. du n° 403, on a celles de la tangente 
et de la normale. 

Ainsi, pour y* + 2#y = on trouve d'abord 

* ' Hyk -J- 2z£ 2y/i = 2& 4~ h, 
1yA -j- %xA -\-%y = ^A-\- 1 ; 

- y + i 
y - } - ® — 1 

Par ex., le point (1, 1) est sur la courbe, puisque ces coordonnées, 
mises pour x et y , satisfont à la proposée; on trouve A = — et 
l'équ. de la tang, en ce point de la courbe, est 

y — 1 = — { (x — 1 ) , OU 2y + X == 3 . 

Prenons encore l'équ. y3 = mx 4" nx-, qui appartient à nos trois 
courbes, suivant les valeurs qu'ont m et n (n° 400) ; on trouve 

2yk = mh -j- %nhx, HJy = m~ Inx, 

| m - f nr 
A = ^ 

423. Quand la tangente est parallèle aux x, il est clair que dès 
que la branche de courbe est entièrement au-dessous ou au-dessus 
de la tangente, l'y du point de contact est > ou < que les y voi-
sines. Ainsi , l 'équ. A = 0 doit donner l'y qui est un maximum ou 
un minimum ; et on la trouve en éliminant x et y entre A = 0 et 
la proposée. A = co donne les tangentes parallèles aux y, c'est-à-
dire les limites de la courbe dans le sens des x. 

Soi t , par ex. , l'équ. y3 — xy + 7 x* — x -J- 7 = 0, pour la-
quelle on trouve A — — - ; posant y — x - f - 1 = 0 , et 

2y—,x 
éliminant avec la proposée, on obtient x = 8 et 1 , et y = 2 et 0, 
coordonnées des points où la tangente est parallèle aux x; 2 est la 
plus grande ordonnée, 0 la plus petite ; la courbe ne passe pas au-
dessous de l'axe des x, qu'elle touche au point (1 ,0 ) . 2y — x = 0 
donne a? = 2 ± [ / 2, y = 1 ± 7, coordonnées des limites la-
térales^" 454, fig. 261). 
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m . Étant données l'équ. d'une courbe du 2* degré, et ce l le 
y = ax-\-fi d'une droite', pour trouver les points de section, il 
faut éliminer y, ce qui conduira à une équ. du 2e degré en s , de 
la forme ax' - f hx + c = 0. Les abscisses des deux poinls d ' inter-
section sont s = _ et suivant que ce , rae . sont 

réelles ou imaginaires, la droite coupe ou ne coupe pas la courbe . 
Si A1 — Jlac = 0, les racines sont égales, et la droite est tangente ; 

car si « et fi étaient arbitraires, en les faisant varier, la droite chan-
gerait de position, et les deux points d'intersection seraient d ' au -
«ant plus rapprochés que bfi — hoc serait plus petit; ces points 
coïncident quand b2 4ac = 0, équ. qui exprime une relation 

. entre a et fi quand la droite est tangente. L'une de ces constantes 
reste arbitraire, et on peut la déterminer par diverses conditions 
ce qu. donne lieu à un grand nombre de problèmes. L'abscisse d J 

point de contact es tx = - ± . Q , i a n d c e l a a r r i v e , « et fi étant 

donnés, on trouve que l'équ. e u s est un carré exact ; on reconnaît 
donc que la droite est tangente, et on a le point de conlact. Ex. : 

3 y = 4 * - f 2, y ' - . 2 z y - J - 2 z > - f 4 s - 5 y - f 4 = 0 ; 

l'élimination de y donne *« - 2* - f 1 = 0 = (x - 1)> ; ainsi la 
droite touche la courbe au point pour lequel a = 1, y == 2. 

Lorsque faisant y = 0 , dans une équ. , on trouve (x — x'y = 0 
on doit en conclure que la courbe touche l'axe des s au point (x', 0) 

( r oy- fig. 261 et 251, nos 443 el454). 

Du Centre et des Diamètres. 

425. Le Centre d'une courbe est un point C (fig. 243 et 245) qui 
jouit de la propriété de couper en deux parties égales toutes les cordes, 

T n n Z M W ' ,HenéesParcePoint. Mettons l'origine en C ; menons 
m > 1 M P a r a l I è , e s à ' ' a x e cy ; triangles CPM, CP'M' sont é^aux 

a cause de CM=CM'; d 'où CP = CP', PM=P'M'. Donc, lorlque 
1 origine est au centre de la courbe, les ordonnées elles abscisses 
sont deux a deux égales et de signes contraires. La réciproque a 
visiblement lieu. 

L'angle yCx des coordonnées est ici quelconque. 
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Donc, pour qu'une courbe ait le centre à Vorigine, il est nécessaire et 

il suffit que son équ. ne soit point altérée lorsqu'on y change x en — x, 
et y en — y. 

Appliquons ce précepte «à l 'équ. générale du 2 e degré 

Atf-j- Bxy - f Cx2-f Dy-\- Ex-\- F= 0 . . . (1) 

Il est manifeste qu 'afin que la courbe ait Vorigine pour centre, il 

faut que son équ. ne contienne pas les termes Dy et Ex ; elle sera de la 
forme Ay- -\-Bxy -}- Cx2-\-F= 0. C'est pour cela que, par anticipa-
tion, nous avons donné le nom de centre au milieu de l'axe de l 'el-
lipse et de l 'hyperbole ; et i l devient prouvé que toute corde qui 
passe par ce point y est coupée en deux parties égales. 

Mais une courbe pourrait avoir un centre qui ne fût pas situé à 
l'origine; alors il faudrait qu'on pût l'y transporter; on changerait 
x en x - j - a, y en y ' - j - b, et l'on déterminerait les coordonnées ar-
bitraires a et b de la nouvelle origine, de manière à chasser les 
termes de 1er degré en x' et y . Faisons ce calcul pour l 'équ. (1) : 
nous égalerons ces termes à zéro, et il viendra 

Bb - f HCa - f E = 0 , Ba - f 1AB - f D = 0 ; . . ( 2 ) 

2 CD — BE 2JE — BD . 
7T> h B* — h AC ' 

et la transformée est Ay'*-\- Bx'y + Cx'2 + O = 0, Q désignant 
le terme tout constant. La courbe du 2 e degré a donc un centre 
toutes les fois que ce calcul est possible, et elle n'en a qu'un seul; 

mais elle n'en a point dans le cas contraire, qui a lieu lorsque 
& — hAG = 0 ; les équ. (2) sont alors contradictoires (n° 114, 2°). 
Cependant, si l'un des numérateurs de a ou b était en même temps 
= 0, l'autre le serait aussi : il y aurait une infinité de centres, et 
les équ. (2) rentreraient l'une dans l'autre (n° 114, 3°). 

En général, si a et b représentent des coordonnées variables, les 
équ. (2) appartiennent à deux droites, dont l'intersection donne le 
centre ; elles sont parallèles lorsqu'il n'y a point de centre, et elles 
coïncident lorsqu'il y en a une infinité ; les centres sont tous les 
points de cette droite. Ces cas particuliers s'éclairciront bientôt 
(n° 458). 

Donc la parabole n'a point de centre, puisque B- — \ AC devient 
0 _ 4 x o = o » P o u r l'équ. y2 = ~p-v-



426. On dit qu'une ligne est Diamètre d'une courbe lorsqu'elle 

coupe en deux parties égales toutes les cordes parallèles menées dans 
une direction déterminée. 

Lorsque deux droites sont réciproquement des diamètres l'une 
par rapport a l'autre, on les nomme Diamètres conjugués. Les axes de 
Jellrpse et de l'hyperbole sont, par ex. , des diamètres conjugués. 

Cherchons Véquation d'un diamètre quelconque d'une courbe du se-

cond degré. Soit y = ax + b l'équ. d'une droite ; en éliminant y de 
e q M ) on aura une équ. du 2« degré, que nous représenterons 

par * - f - kx - f - / = 0 , dont les racines, de la forme 

* = — i k ± i / n , 

sont les abscisses des points de section de la droite et de la courbe 
Le terme - 1 k est visiblement l'abscisse du milieu de la corde • 
en faisant le calcul indiqué, on arrive à l'équ. propre à donner k ) 
cette equ. est ' 

ïx' (Aa> + Ba - j - C) - f 2Aab Bb Da E = Q. 

« é t a n t constant, si b varie, on obtient les abscisses s ' du milieu 
d une suite de cordes parallèles : mais si Ion élimine fi, en faisant 
o - y ~ax, on aura une équation en et y' propre à toutes ces 
cordes; ce sera donc l'équ. de la ligne qui les coupe toutes par 
monte; a.nsi l equ. générale d'un diamètre, ordonnée par rapport 

il s'ensuit que 1» , e s d i a m è t r e s d e s C 0 M f / ) e s ^ ^ ^ 

qu. coupent par moitié tout système de cordes parallèles, sont des 

^ puisque 1 equ. est du 1« degré ; pour une direction donnée 
a des cordes, cette équ. est facile à construire 

2° Chaque direction des cordes a son diamètre particulier. 
8 Tout diamètre passe par le centre, puisque les coordonnées 

y de ce centre (equ. 2) satisfont à notre équ. (8) 

p e n d a n t Si , e centre n'existe pas ( l a ' p a r a b o l e ) , alors 
H AAC = o ; éliminant C, l 'équ. devient 

2 A l À ^ f n ' 

Le coefficient de étant indépendant de tous les diamètres de 

la parabole sont parallèles entre eux ; la direction en est connue. 
Comme l'axe est l'un de ces diamètres, et qu'il est perpendiculaire 
aux cordes , la condition ( 4 ) page 3 5 5 , se trouve ici exprimée 

par — ~ - } - 1 = 0, d'où a = Cette valeur de a, substi-

tuée dans le dernier terme de l 'équ., fait connaître la position absolue 

de l'axe, les coordonnées étant rectangles. 
Le même calcul pour l'équation générale (8) donne la condition 

Ba3 ~\-1a{C — A) — B qui détermine a dans cette équ. , lorsqu'elle 
appartient aux axes de l'ellipse et de l 'hyperbole. 

427. Pour que l'axe des x soit diamètre, les cordes étant parallèles 
à l'axe des y, il faut que chaque abscisse donne deux valeurs égales 
et de signes contraires pour y ; ainsi, en résolvant par rapport à y 
les équ. du 2 e degré, qui jouissent de cette propriété, il faut qu'on 
ait y= ± [/ K, K contenant x. En faisant le calcul sur l'équ. (1), 
il est visible que cette condition n'a lieu qu'autant que cette équ. 
est privée des termes Bxyet Dy. 

De même, pour que l'axe des y soit diamètre par rapport à celui 
des.r, il faut que l'équ. de la courbe ne contienne ni Bxtj, ni Ex. 

Donc, pour que les deux axes des .ret y soient diamètres conjugués, 
il faut que l'équ. soit privée à la fois des ternies Bxy, Dy et Ex, 

c'est-à-dire qu'elle ait forme 

Ay*-\.Bx*=Q (4) 

Ainsi, l 'origine est au centre ; l'ellipse et l'hyperbole peuvent avoir des 

diamètres conjugués, mais la parabole n'en a point. Tout cela est in-
dépendant de l'angle des coordonnées. Donc 

1° Soit BBr (fig. 248 et 245) un diamètre de l'ellipse ou de l 'hy-
perbole ; on a vu (nos 408 et 414) que les tangentes IG et HK en B 

et B' sont parallèles; de plus, elles le sont aussi au diamètre con-
jtigué Cy, puisque les cordes qui lui sont parallèles sont coupées au 
milieu par BB', et qu'à mesure que ces cordes s'approchent de B 

ou B', les deux extrémités se rapprochent; enfin, les deux points 
de section se réunissent en B , et la double ordonnée devient nulle. 
Ainsi, pour que la courbe soit rapportée à ses diamètres conjugués, 
l'axe Cy des ordonnées doit être parallèle à la tangente menée au point 

B ou B', où l'axe Cx des abscisses rencontre la courbe. 

2° Toute ligne CB, menée par le centre C, est un diamètre dont le 
conjugué est parallèle à la tangente en B ; cela résulte de ce que 



l'équ. de la courbe rapportée à ce système d'axes, a alors nécessai-
rement la forme (4). Ainsi, dans l'ellipse et l'hyperbole, il y a une 

infinité de diamètres conjugués. 

3° Quand A 0 (fig. 239, 240) est le 1 " axe de l'ellipse ou de l 'hy-
perbole , il y a toujours deux cordes supplémentaires, ON, AN, 

parallèles aux diamètres conjugués ; et la relation o W ± b1 = 0, 
donnée (n°s 409, 414) pour l'inclinaison de ces cordes sur l'axe AO, 

convient aussi «à celle de ces diamètres. Ils conservent des directions 
parallèles dans toutes les ellipses ou hyperboles dont les axes a et h 

ont même rapport. 

4° Le problème qui consiste à trouver des diamètres conjugués qui 

font un angle donné S a été résolu pour les cordes supplémentaires 
(n° 409) : ô a une limite. Cet angle ne peut être droit que pour les 
axes; dans le cercle, tous les diamètres conjugués sont rectangulai-
res. Le problème proposé revient à former le triangle ON A, c o n -
naissant la base AO et l'angle opposé N = Ô; on décrira donc sur 
A O un segment de cercle capable de l'angle ô, et les deux points do 
section avec la courbe donneront les positions du sommet N 
(voy. n° 431, 4°, et 433). 

5° Si le diamètre conjugué Cy rencontre aussi la courbe, ce qui a 
lieu pour l'ellipse (fig. 243), on verra de même que IKet GH, tang. 
en D et D', sont parallèles au 1 « diamètre BB'. Le parallélogramme 
GIKH est appelé Circonscrit à la courbe. Mais Cy (fig. 245) ne 
rencontre pas l'hyperbole , puisque cette droite est tracée hors de 
l'angle des asymptotes (n" 417, 3" cas). Le 1 « diamètre coupe donc 
la courbe, mais le 2° ne la rencontre pas. 

428. Soient Cx et Cy (fig. 243) les diamètres conjugués d'une 
ellipse; on nomme BB' et DD' leurs Longueurs. Faisons CB = a' 

et CD = b'. Or y = 0 donne x = a';x = 0 donne y = b' ; ces con-
ditions étant introduites dans l 'équ. (4), on a 

Ba'2 - Q, Ah'2 = Q; d 'où B = A = J L , 
a'2' b'2' 

ce qui change cette équ. en 

a'Y + h'2 x2 = a'2b'2, (>5) 

qui est celle de l'ellipse rapportée à ses diamètres conjugués. 
429. Soient pareillement Cx et Cy (fig. 245) les diamètres conju-

gués de l'hyperbole ; CB = a' donne Ba'2 = Q, c a r y = 0 répond 

Ba'2 = Q, — Ah'2 = Q, donnent B = J L A = 
a'2' b'2' 

et en substituant dans (4), on obtient pour l 'équ. de l 'hyperbole 
rapportée à ses diamètres conjugués 

a'2y2 — b'2x2 = — a'2b'2 (6) 

Si l'on prend CD = CD' = b', les parallèles GH, IKkCx forment 
le parallélogramme GIKH inscrit dans l 'hyperbole. 

Les équ. (5) et (6) pouvant se déduire l 'une de l'autre en met-
tant b' — 1 pour b', il en sera de même des résultats de calculs, 
qu'on est ainsi dispensé de faire pour l 'hyperbole. 

430. En changeant x en y, et y en x, l'équ. de l'ellipse conserve 
sa forme ; toutes les constructions qu'on fera sur l'un des diamètres 
seront donc applicables à l'autre. Si l'on compte les x sur le 2e dia-
mètre de l 'hyperbole, l 'équ. devient 

b'2y2 — a'2x2 = a'2b'2. 

431. Puisque les équ. de l'ellipse et de l 'hyperbole rapportées 
aux axes et aux diamètres sont de même forme, il est inutile de re-
produire ici les calculs déjà effectués pour les axes, et l'on peut en 
déduire que 

1° Les carrés des ordonnées PM (fig. 243 et 245) sont propor -
tionnels aux produits des distances PB, PB', de leur pied P aux 
extrémités B et B' du diamètre (n08 388 et 394). 

2° Deux ellipses qui ont l 'une pour axes, et l'autre pour diamè-
tres conjugués, 2a' et 2b', ont même équ. ; ainsi, pour chaque 
abscisse, l 'ordonnée est d'égale longueur, mais sous des directions 
différentes. D o n c , pour tracer une ellipse, lorsqu'on connaît les 
directions et les longueurs des conjugués CB, CD (fig. 244), on 
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à i = a ' . De plus, Cy ne coupant pas la courbe, si l'on connaissait 
l'équ. rapportée aux diamètres Cx, Cy, et qu'on voulût trouver le 
point où Cy rencontre la courbe, x = 0 donnerait une valeur ima-
ginaire pour y ; mais (par les mêmes motifs qu'au n° 393), changeons 
le signe sous le radical , cette valeur deviendra réelle; repré-
sentons-la par h' ; alors x = 0 devra donner y2 = — b'2, 

d'où — Ah'2 — Q, b' ou la demi-longueur du second diamètre étant 

l'ordonnée oblique qui répond au centre, mais rendue réelle. Les équa-
tions 



prendra sur la perpendiculaire à BB', CK = CK' — CD; puis, à 
l'aide de la propriété des foyers ou autrement, on décrira l'ellipse 
BKB'K' sur les axes BB' et KK' ; enfin on inclinera chaque ordonnée 
PN, suivant PM, parallèle à CD. Si a'= b', BKB'K' est un cercle. 

Cette construction s'applique visiblement à l 'hyperbole; on verra 
qu'il en est de même de la parabole. 

8° L'inclinaison d'une tangente en un point quelconque (x',y'), et 
l 'équ. de cette ligne, sont pour 

b'2x' 

l'ellipse, A = — -^-7, a'2yy' -\..b2xx' = a'2b'2, 

yix> l 'hyperbole, A = -¡^, a'-yy' — b'2xx' = — a'2b'2. 

A n'est plus la tangente de l'angle que cette droite fait avec l'axe 
des x, mais bien le rapport des sinus des angles qu'elle fait avec les 
deux diamètres conjugués (n° 367). 

4° En ayant égard à la même distinction, on pourra voir que le 
calcul fait (n° 409) pour les cordes supplémentaires s'applique i c i , 
et que le procédé qu'on en déduit pour mener une tangente a encore 
lien. Soit donc menée du centre C(fig. 246) au point de contact M 

la ligne CM, et la corde parallèle B'N, la tangente TM sera parallèle 
à la corde BN. 

Quand l'ellipse et le point M de contact sont donnés, il est aisé 
de tracer la tangente ; car on trouve d'abord le centre C en menant 
2 cordes parallèles quelconques , et prenant le milieu de la corde 
BB' qui les coupe par moitié; notre construction s'applique ensuite. 

15° D'un point K (fig. 280) , hors de l'ellipse, pris sur une droite 
donnée BB', menons les tangentes KM, KN, puis le diamètre DD' 

parallèle à BB', et son conjugué CA. L'analyse du n6 413 peut être 
reproduite ici ; ainsi, l 'équ. de la corde MN, qui joint les points de 
contact M et N, est a'2fiy - f - b'2ax= a"b'2; ce qui permet de con-
struire cette corde, donne leB points M et N , et enfin les deux tan-
gentes. De plus, si le point K se meut sur BB', la corde MN et les 
tangentes varient, mais le point E reste fixe : on a, pour son abscisse, 
ax = a'2; elle est indépendante de b' et de fi. 

6° La propriété démontrée à la fin dun° 411 subsiste visiblement, 
lorsque l'ellipse est rapportée à ses diamètres conjugués, ce qui 
justifie ce qu'on dit que OH, AK (fig. 238) peuvent être deux tan-
gentes parallèles quelconques (roy. p. 386.) 

Tontes ces constructions ont également lieu pour l'hyperbole. 
432. Cherchons maintenant les relations qui existent entre les 

demi-axes a, b, et les demi-diamètres conjugués a', b'. Reprenons 
les équ. de la courbe rapportée aux axes et aux diamètres conju-
gués, et ramenons l 'une d'elles à l'autre, à l'aide d'une transforma-
tion de coordonnées. Commençons par l'ellipse. 

La courbe est rapportée aux axes rectangles CA, CM (fig. 248), 
et il s'agit de changer les x et y en coordonnées obliques x', y', 

comptées sur les diamètres conjugués CB, CD; on sait qu'il faut 
substituer pour x et y, les valeurs (B , n° 383) dans l'équ. 

ciy-{-b2x2 = a2b2; 

savoir, x = x' cos a y' COs fi, y = x' sin « - j - y' sin fi, 

a, fi étant les angles q u e font avec les x les nouveaux axes CB, CD 
des x' et y'. On obtient 

{a2 sin3 ct-\-b2 cos2 a) x'2 - j - (a2 sin2 fi - f b2 cos2 fi) y'2 

- } - (a2 sin a sin fi -j— b2 cos a cos fi) 1x' y = a2b2. 

Mais on veut que les nouveaux axes soient des diamètres conjugués, 
c'est-à-dire que la transformée soit a'2y'2 - j - b'2x'2 = a'2b'2; le coef-
ficient du terme en x'y' doit donc être nul, 

a2 sin a. sin fi - } - b2 cos a cos fi = 0, a2 tang a tang fi - f - b2 = 0 (1); 
en divisant par cos a cos fi. 

Cette é q u . , qui a lieu pour les cordes supplémentaires (n° 409), 
s'accorde avec ce qu'on a dit n° 427 des directions de ces cordes, 
des tangentes, et des diamètres conjugués. 

De plus faisons successivement y' et x' nids, pour trouver les lon-
gueurs a', b' des diamètres, il viendra 

(a2 sin2 « b2 cos2 a) a'2 = a2b-, . . . (2) 

(a2 sin2 fi + b2 cos2 fi) b'2 = a2b2. . . . (3) 

Pour éliminer a et fi entre ces trois équ. , on tire les valeurs de 
sin a. et cos « de l 'éq. (2) , à l'aide de l 'équ. sin2 « c o s 3 « = 1 ; 
on a 

a'2 {a? — b2) sin3 a = b2 [a.2 — a'2), 

a'2 (a2 — b2) cos3 a = a2 (a'2 — b2). 



b'2 (a2 — b2) sin- /3 = b2 (a2 — b'2), 

b'2 (a2 — b2) cos2 fi = a2 (b'2 — b2). 

Or, en transposant le 2 e terme de l 'équ. (1), et élevant au carré, il 
vient 

a4 sin2 a sin2 fi = M cos2 a cos2 fi, 

Substituant pour sin2 et cos2 leurs valeurs ci-dessus, on trouve, après 
avoir supprimé les facteurs communs, 

(a2 _ a'2) (a2 — b'2) = (a'2 — b2) (b'2 — b2) ; 

d'où a4 — ¿4 = a2 (a'2 - f b'2) — b2 (a'2 - f b'2). 

Toute l'équ. est divisible par a2 — b2; donc enfin 

« 2 - f ¿ 2 = a ' 2 - f - Z > ' 2 . . . . . . . . (4) 

Ainsi la somme des carrés de deux diamètres conjugués de l'ellipse est 

constante, et égale à la somme des carrés des axes. 

Multipliant l 'équ. (2) par (3) , on trouve 

a4J4 = a'2b'2 [ (a4 sin2 x sin2 fi - f - ¿4 Cos2 x cos2 fi) 

- j - a2b2 (sin2 x cos2 fi - ] - sin2 fi cos2 a) ] . 

Retranchant de la parenthèse le carré de l'équ. (1), puis divisant 
par a2b2, il vient 

a2b2 = a'2b'2 (sin2 x cos2 fi - { - sin2 fi cos2 a — 2 sin a cos a sin fi cos fi). 

Ce dernier facteur est le carré de sin fi cos x — sin x cos fi, ou 
sin (fi — x) ; donc 

a'b' sin (fi — x) = ab (5) 

Puisque a'b' sin Q est (n° 364, Y , 2°) la surface du parallélogramme 
CDBK (fig. 243) 9 on y oit cjue le pcircillélocjrciMwiG CK. circonscrit ù 

l'ellipse a une aire constante et égule à l'aire du rectangle des axes, 

quelles que soient les directions des diamètres conjugués. 
Ainsi les trois équ. données par la question, qui étaient 1, 2 et 

3, reviennent à 1, 4 et S, savoir, 

« ' 4 - A * = + (4} 

ab = a'b' sin (fi - a), (gj 

fl2tang«tang/3-J-Z,2 = 0, . . . . (6) 
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Observez que fi — x est l'angle DCB = 6 que font les diamètres 
conjugués; ces lignes étant parallèles à deux cordes supplémentai-
res, l'équ. (6) résulte aussi de ce qu'on a vu n° 409. Au reste, en 
éliminant a et b, à l'aide des équ. (4) et (5), on trouve que (6) re-
vient à 

0 =a'2 sin « cos « + b'2 sin fi cos fi, 0 = a'2 sin 2a - f - b'2 sin 2/3. . .(7) 

Posons a — b', pour obtenir les diamètres conjugués égaux. L'éq. 
(7) donne sin 2 « = — sin 2fi ; ces diamètres sont donc également 
inclinés sur le grand axe, de part et d'autre du petit. L'équ. (6) de -
vient — a2 tang2 « - j - b2 == 0 ; 

d'où tang « = ± - = ^ (fig. 239). 
a ¿10 

L'ellipse a donc deux diamètres conjugués égaux, parallèles aux cordes 

supplémentaires qui joignent les extrémités des axes. Ce sont les dia-
mètres qui font le plus grand angle obtus. Soit CM l'un d'eux 
(fig. 243) ; le triangle CPM donne 

•x2 - f - y2 = a'2 = v (a- + b2) (équ. 4) : 

éliminant y2 de l 'équ. a2y2 -{- b2x2 = a2b2, on a î ! = j a,2, résultat 
indépendant deb. Ainsi, les extrémités des diamètres conjugués égaux 

de toutes les ellipses décrites sur le même grand axe 2a, ont même ab-

scisse ~ a j / 2 . 

483. Quant à l 'équ. qui fixe la position des diamètres conjugués, 
inclinés sous l'angle S, elle a été donnée n° 409, 

a3 tang2 x — (a2 — b2) tang x tang ù - } - b2 = 0. . . . (8) 

Les cinq équ. 4, 5, 6, 7, 8, qui n'en forment que quatre distinc-
tes, entre les 7 quantités a, b, a', b', x, a et 6, servent à en trouver 
4, lorsqu'on connaît les 3 autres. 

Ainsi, dans ce problème (consultez le n° 427, 4°), trouver les axes, 

étant donnés deux diamètres conjugués en grandeur et en direction, on 
connaît a', b', et ô. Multiplions (b) par ± 2, et ajoutons à (4), nous 
avons 

(a ± b)2 = a'2 ± 2 a' b' sin d + b'2. 

Cette équation, comparée à D, n°355, montre que a-\-b et a — b 

sont un côté dans deux triangles, dont l'angle opposé est 90° - } - S 
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pour l'un, 90° — 0 pour l'autre, et a', b' les deux autres côtés. 
•434. Pour l 'hyperbole, sans refaire ces calculs, il suffit de chan-

ger b et b', en b j / — 1 et b' j / — 1, et l'on a 

a'2 — b'2 = a2 — b2, a'h' sin 6 = ab, 

a'2 sin 2a = b'2 sin 2/3, ou a2 tang a. tang /3 = b2, 

à2 tang2 a. — (a2 - f - b2) tang a tang 0 = b2, 

qui servent aux mêmes usages que pour l'ellipse. On voit donc que, 
dans l'hyperbole, la différence des carrés des diamètres conjugués est 

égale à la différence des carrés des axes, et que le parallélogramme 

inscrit à l'hyperbole est constant et égal au rectangle des axes. 

Si a ' — V, on a a == b, et réciproquement : l'hyperbole équila-
tere a donc seule des diamètres conjugués égaux, et tous le sont 
deux à deux. On a encore tang a tang ¡3 = 1: que CA (fig. 242) soit 
le 1e r axe, CM et Cij deux diamètres conjugués égaux ; on a tang 
MCA = cot y'CA = tang y'Cy, ou y'Cy = x'Cx ; et comme l'asymp-
tote SC fait l'angle SCA de 45", on a SCM = SCy' : ainsi, l'asymp-

tote coupe par moitié les angles de tous les diamètres conjugués de 

l'hyperbole équilatère. 

435. Les triangles QSM, CMP (fig. 242) sont équivalents 
(n° 420), et l'aire CPMQ = CMS = - ab : or (page 3 4 7 ) , 
CMS = ~ SM . CM sin 6, 0 étant l'angle CMS des diamètres 
conjugués ; ou ab = a' X SM sin 0 = a'b' . sin 0 (n° 434) ; donc 
SM = b'. Quel que soit le diamètre CM, la longueur et la direction 

de son conjugué est ST. Les diagonales Iil et GK (fig. 245) du 
parallélogramme inscrit sont les asymptotes. 

Le calcul du n° 416 fait sur l'équ. a'2y2 — b'2x2 = — a'2b'2 donne 
, b' 

y — x P o u r d e s asymptotes, quand les diamètres con-
jugués sont pris pour axes. Nous pouvons en déduire de nouveau 
divers théorèmes. 

Faisons x = a' = CM (fig. 242) ; il vient y = b'=MS = MT; 

ainsi M est le milieu de ST (n° 420), et les asymptotes sont déter-
minées par les extrémités S, T des diamètres conjugués (n° 435). 

Pour toute abscisse, il y a deux ordonnées égales et opposées, 
quand Cy' est parallèle à la tangST, Cx' coupe donc bb' et NN' 
par moitiés ; d'où bN = b'N' : et puisque la direction ST est quel-
conque, toute corde jouit de la même propriété (n° 421). 

436. Transformons l'équ. de l'ellipse a2y2 - j - b2x2 — a2b2, et 
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prenons d'autres axes aussi rectangulaires quelconques, en posant 
(C, n° 383) 

x = x' cos a — y' sin a, y = x' sin a - ] - y' cos a, 

d'où a2x'2 sin2 a. - [ - 2a2x'y' sin a cos a-{- a2y'2 cos2 a 

-[- b2x'2 cos2 « — 1b2x'if sin a cos a - [ - b2y'2 sin2 a = a2b2. 

a désigne l'angle des x' avec les x. Pour trouver les points de ren-
contre des nouveaux axes avec la courbe, on fera successivement 
x' = 0 et y' = 0 ; il viendra 

a'b2 „ a-b2 
yp. Jjl 

a2 sin2 « - j - b2 cos2 a' a' cos2 a, - j - b2 sin2 a 

A et B sont les distances du centre aux deux points de section de la 
courbe par les axes x' et y' rectangulaires; donc 

_1_ , 1 __ a2 -f b2 1 ^ 

A2 ' B2 — a'b? ~~ a2 ^ b2' 

Cette expression étant indépendante de a, prouve que si l'on mène 

par le centre de l'ellipse deux lignes quelconques à angle droit, les dis-

tances A et B du centre à la courbe comptées sur ces lignes, sont telles 

que A - 2 - ¡ - B - 3 est constant. 

Le même calcul pour l'hyperbole donne 

A—2 B—2 = a - 2 — b—2 = constante : 

mais, pour concevoir ce qu'exprime B, il faut imaginer qu'une 
autre hyperbole conjuguée ayant b pour 1e r axe, et a pour 2 e , est 
tracée entre les asymptotes de la courbe proposée, comme on le voit 
fig. 253. 

437. La parabole n'ayant pas de diamètres conjugués, rappor-
tons-la à ses diamètres simples. Pour transporter l'origine A en un 
point quelconque (a, b), et changer en outre la direction des coor-
données, il faut (n° 388), dans y2 — 2px = 0, faire 

x = a 4- ex' c'y', y = b-{-sx' 4" s'y', 

s et s' désignant les sinus de a et 0, c et c' leurs cos. : ce qui donne 

j,2 _ 2pa 2a/ (bs — pc) -+- 2y ' (bs' —pc') -t - 2s s ' x ' y ' -t - s 2 * ' 2 -4- s'y'- = 0. 

Mais, pour que l'axe des x' soit diarnètre par rapport à celui des y', 

il faut(n° 426) que les ternies Hss'x'y'et 2i/' (bs' — pc') disparaissent: 
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donc ss' = 0 et bs' — pc' = 0. La équ. donne s = 0, c = 1 ; 
la 2 e revient à b tang 9 = p, S étant l'angle des x et y' ; elle déter-
mine cet angle, ou la direction de l'axe y': a et b sont arbitraires. 
Donc les parallèles QS à l'axe Ax sont les seuls diamètres, et le sont tous 

(fig. 234). L'équ. transformée est 

s'y2 — 2px' + A2 — 2 p a = 0 . 

Mais il suit de la définition (n° 426) que, si une ligne est diamètre 
relativement à une autre, toute parallèle à cette dernière peut être 
prise pour axe des y : plaçons l'origine au point M, où l'axe des x' 

coupe la courbe, nous aurons b- — 2pa — 0, d'où 

en faisant = p'. Comme (ang 9 — l-, l a tangente MT à l 'ori-

gine M est l'axe des y' (n° 404) ; 2p' est ce qu'on nomme le Para-

mètre du diamètre MT ; mais 

sin 9 = —-— - V f -
I l / ( / > + 2 a ) ' 

donc (n« 398) V = 2 (p + 2a) = 4 MF. 

Ainsi, le paramètre est le quadruple de la distance de l'origine au 
foyer. Réunissons les équ. 

b tangô =p, b1 = 2pa. 

On voit que , lorsqu'on connaît deux des quantités p, p', a, b, 

etû, on peut trouver les trois autres (sauf les exceptions analyti-
ques) et construire la courbe ; elle a pour équ. y'1 = 2p'x'. 

438. De ce que les équ. aux axes et aux diamètres sont de même 
forme, on peut tirer les conclusions suivantes. 

1° La construction donnée pour l'ellipse (n° 431, 2°) s'applique à 
la parabole, lorsqu'on connaît un diamètre et son paramètre 2p ' . 

2° L'équ. de la tangente en un point quelconque (x', y') est 

Vf — P' (s + O ; l'inclinaison sur le diamètre est donnée par ^ 
y 

qui est le rapport des sinus des angles que la tang. fait avec les axes. 

Si la tangente doit être menée par un point extérieur, la construc-
tion et les propriétés données n° 407 ont encore lieu. 

go L a sous-tangente est encore double de l'abscisse ; ainsi l'on 
mènera aisément la tangente en un point donné , connaissant un 
diamètre. 

Si l'on a une parabole tracée MAM' (fig. 234), on pourra déter-
miner un diamètre, l'axe, le sommet, les tangentes, etc. ; car, en 
menant deux cordes parallèles quelconques, et joignant leurs mi-
lieux, on aura un diamètre MS : traçant ensuite la corde MM' 

perpend. à MS, et AN parallèlement par le milieu P , on aura le 
sommet A... • 

y'2 
On remarquera que 2p' = W , ainsi le paramétré est unetroi-

sième proportionnelle à une abscisse et son ordonnée. On décrira 
donc facilement une parabole , connaissant la direction d'un dia-
mètre MS sur Mt, et un point de la courbe : car les coordonnées 
x', y' de ce point font connaître le paramètre 2p' , en sorte qu'on a 
l'équ. y2 = 2p'x, et qu'on retombe sur ce qu'on a vu. 

Discussion des Équations du second degré. 

439. Soit demandé de construire les courbes dont l'équation est 

jy> + Bxy-\-Cx2-{-Dy+Ex-{-F=0-, . . («) 

les coefficients A, B sont donnés en grandeur et en signes. Les 
coordonnées seront supposées rectangulaires, attendu q u e , sans 
changer le degré de l'équation, on peut toujours les ramener à 
cet état par une transformation ( E , n° 384). Comme les courbes 
ont des formes et des propriétés très-différentes, suivant qu'elles 
ont ou n'ont pas de centre, nous distinguerons les trois cas de 
B> — 4 A C nul, négatif ou positif. Pour abréger, nous ferons, par la 
suite, B2 — 4 A C = m. 

1ER CAS. B> — AAC==m=0. 

440. La courbe dont il s'agit étant M DM' (fig. 248), n'a pas de 

centre; Axel Ay sont les axes. Rapportons cette courbe à d'au-
tres axes Ax', y /y ' , ' aussi à angle droit , et cherchons si l'on peut 



prendre ces axes tels, que l'équ. devienne de la forme 

«y'a + < V - W + F = o (fi) 

La même courbe M DM' a pour équ. (a) et (fi), les axes étant diffé-
rents, si l'on peut, par une transformation de coordonnées , réduire 
l'une à devenir identique avec l'autre. L'angle xAx' des deux axes 
étant 6, passons de cette dernière à l'autre, c'est-à-dire du système 
y'Ax' à yAx, à l'aide des équ. (C , n° 383), où nous ferons négatif 
cet angle û des deux axes x et x', parce que celui x de la transformée 
(a) est en dessous de celui x' de l'équ. (fi) que nous regardons 
comme donnée, pour un instant. Faisons donc dans l'équ. (fi) 

y' == y cos ô — x sin û, x' = y sin û -J- x cos ô. . . (c) 

Puisque le résultat de cette substitution doit être identique avec (a), 

et que le nombre constant F est le même des deux parts, il faut que 
les coefficients soient respectivement égaux. Comparons donc, terme 
à terme, le résultat avec (a) ; nous aurons 

a cos2ô = A, a sin2ô = C, . . . . (1) 
— 2a sin ô cos ô = B, . . . . (2) 

¿ c o s 6 - j - e sin ô= D, e cos ô — d sin 0= E (3) 

Nous trouvons ainsi 5 équations pour déterminer les 4 inconnues 
a, e, d, û: mais en vertu de la condition B2 = AAC, (2) rentre dans 
les relations (1 ) ; en sorte que ces 3 équ. n'équivalent qu'à 2, pro-
pres à déterminer a et ô, et que le calcul ci-dessus n'est possible que 
dans le cas de m = 0. Ajoutant les deux il vient a = A-\-C: 
d'où 

sin 0 = y / c o s t a n g 6 = y / ^ , s i n 2 ô = - £ . 

Eliminant ensuite de te entre les équ. (3), on a 

d= Dcasô — Esin 0, e = D sin û E cos 6, . • . (4) 
A - E V C D [/ C-\- E\/ A 

l/a ' \/~a ' ' (S ) 

La condition B>=UC rend (n° 138) les trois 1"» termes de 
l'équ. (a) réductibles au carré d'un binôme, ou ( % - f lx)>- ; alors A 

et C sont des carrés positifs, dont les racines k et l sont réelles. 
L'infini, ou l'imaginaire, ne peut donc jamais s'introduire dans ces 
résultats : ce qui prouve que , dans le cas de m = 0 , on pourra 

toujours, par une transformation d'axes, réduire la proposée (a) à 

la forme (fi). 
Si A ou C était nul, comme B2 — ïAC, B le serait aussi; la pro-

posée serait donc sous la forme (fi), et il n'y aurait pas lieu à changer 
d'axes : et si l 'on avait à la fois A et C nuls, l 'équ. (a) serait privée 
de ses trois premiers termes, c'est-à-dire serait au 1er degré. 

Dans toute équ. proposée où m = 0, on fera donc le calcul ci -
dessus, ou plutôt on posera de suite la transformée (fi), après en 
avoir trouvé les coefficients à l'aide de nos équ. , et construit le 
nouvel axe Ax' (fig. 248), d'après la valeur de ô, savoir : 

Le signe de sin 23 est contraire à celui de B, ce qui apprend si 
l'angle 2ô est > 180°, c'est-à-dire si Ô, ou x'Ax étant > qu'un qua-
drans, l'axe Ax est au-dessous de Ax. l ie là résulte le signe du 
radical qui entre dans les équ. (5) , [ / a conservant toujours le 
signe - ] - . Du reste, ces coefficients sont compliqués de l'irrationna-
lité [/ a. 

Soit, par ex . , 2 i f — 2.ry - j - { x2 — y — 2® b = 0 ; 

multipliant par 2 , pour mettre en évidence le carré parfait, 
nous avons A = A, B = — 4, C = 1. . . . . . ; d ' o ù a = o , 
tang ô = 7 , sin 25 = •§. On prend les radicaux positifs, et l'on 
trouve ¿ = 0, e = — 2 j / S ; d ' o ù % ' 2 — 5 + 10 = 0. Telle 
est l'équ. qu'il s'agit de construire, l'axe des x' étant tel, que l'angle 
x'Ax ait j pour tangente (on prendra JE quelconque et sa perpend. 
Œ, moitié de AE, fig. 248) . 

441. Le calcul précédent réduit donc , en général, la proposée à 
la forme (fi), qu'il s'agit maintenant de construire sur les axes rec-
tangulaires Ax, Ay (fig. 248). Transportons l'origine en un point 
( h , k ) ; ces deux lettres désignent des arbitraires. En changeant 
y' et x', en y' -\-ket x' - f h, dans l'équ. (fi), elle devient 

ay'2 + (2ak - j - d) y ' - f - ex' + (ak2 + + eh -]- F) = 0. 

Pour déterminer h et k, chassons le terme en y ' et le terme constant 
(la nouvelle origine sera un point de la courbe) ; posons donc 

2 « £ - { - d = 0, ak2-\-dk-{-eh + F = 0-, 



i. , , d ip — J,aF ak2—F d o u * = - = = . . . . (6, 

Telles sont les coordonnées de la nouvelle origine, qui est un des 
points de la courbe * : la transformée est aiy'2 ex' = 0, qui, c o m -
parée «à y'2 = 2px', est l'équ. D'UNE P A R A B O L E rapportée à son axe **, 
et tournée dans un sens, ou dans le sens contraire, selon que e est 
positif ou négatif. 

Soit l'équ. % 2 - j - 5y — 4 s = \ ; on trouve k = — |, h = — 1 ; 

on prendra AB = — 1, BC = — f (fig. 249] ; l'origine est portée 
de A en C, et l'équ. devient y'2 = 2s ' . La parabole a son sommet 
en C, et le paramètre est 2 . 

L'équ. y2 2y -j— s = 0, donne y'2 = — x, AB — BC = 1 ' 

(fig. 250), l'origine passe de A en C, et la parabole est ouverte dans 
le sens des x négatifs. 

Reprenons enfin l 'exemple de la page 411 , déjà réduit à 
by'2 — 2s ' l / S - j - 10 = 0, les axes étant Ax', Ay' (fig. 248) ; nous 
trouvons £ = 0, h — j / 5 ; le sommet, ou la nouvelle origine est 
en M', prenant A M' = j / 5 : l 'équ. devient y'2 = 2s ' [ / } ; le pa-
ramètre est ( / j . 

442. Il est un cas où notre calcul ne peut se faire, celui où e = 0 ; 
car h n'entre plus dans le calcul , et demeure arbitraire ; en sorte 
qu'on a deux équ. pour déterminer la seule quantité k. Posant alors 
seulement 2ak - j - d = 0, nous avons, dans cette circonstance 

ay'2 - f ak' - f dk -J- F = 0 , ou 4a2y'2 = d2 — 4aF. 

La nouvelle origine est l'un quelconque des points de la parallèle 
aux x, qui a pour équ. y' — k. 

l °S i d2 — 4aF > 0, on a 2ay' = ± j / ( d 2 — 4aF), équation qui 
donne deux droites parallèles aux x, et placées à égales distances de 
cet axe. Telle est, par ex . , l'équ. y'2 - j - 4y' - f - 3 = 0. 

2" Si d2 — 4 a F = 0, on a y' = 0, équ. de l'axe des s ' ; l'équa-
tion (b) est donc celle d'une droite parallèle aux s ' . L'équation 
y'2 - { - 4 y ' - { - 4 = 0 est dans ce cas. 

* Dans les fig. suivantes, A dés igne la i™ or ig ine des coordonnées , C la nouvel le . 

" Observez q u e si l 'équ. (b) était la proposée , et q u e les axes n'y fussent pas r e c t a n g u -
laires, il ne serait pas nécessaire d e les amener à ce t état par une i™ transformation, et 
q u e les é q u . (b) pourraient ê t re appl iquées pour transporter l 'origine ; la parabo le serait 
seulement rapportée à l'un d e ses diamètres, c o m m e n ° 4 Î 7 ; on pourrait alors aussi a isé -
ment la construire que si el le l'était à son a x e . 
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3° Si d2 — 4aF < 0, la proposée ne représente rien, puisqu'on la 
ramène à y'2 - f - « 2 = 0, qui est visiblement absurde. C'est ce qui 
arrive pour l 'équ. y'2 - j - 4y' - { - 5 = 0. 

L'équ. (b) devient ay'2 - j - dy' - f F = 0, dans le cas de e = 0 ; 
on peut lui donner la forme 

(2ay' - j - d)2 — d2 - j - 4a F = 0 . 

Ainsi, le 1 " membre est plus grand ou plus petit qu'un carré , 
ou même est un carré exact, selon que 4aFest , ou = d2. On 
peut aisément voir que l'équ. (a) offre la même particularité, et a, 
dans ce cas, la forme (ky - j - Ix -{- c)2 Q = 0, qui est absurde si 
O est positif, du 1 " degré si <9 = 0, et enfin qui donne deux droites 
parallèles si ( )est négatif (voy. p . 431). 

443. Il est donc prouvé que si m = 0 , l'équ. du 2 e degré est celle 

d'une parabole; mais que des cas particuliers donnent une droite, 

deux parallèles, ou même rien. 

Quant à l 'équ. es2 - f - dy - j - ex - { - F = 0 , 

comme elle revient à (b), où s est changé en y, et y en x, la courbe 
est la même, rapportée à l'axe des y : on peut au reste transporter 
l'origine comme ci-dessus. Par exemple, l 'équ. s 2 - f - 3 y = 2 s — 1, 
en prenant AC = 1 — h (fig. 251), et portant l'origine de A en C, 

devient s'2 - { - 3y' = 0. La parabole est ouverte du côté des y néga-
tifs, et l'axe des y ' est celui de la courbe. 

On trouve que, 1° l 'équ. s 2 — 6s -\r 10 = 0 ne représente rien; 
2° s 2 — 6s - { - 9 = 0 est l'équ. d'une parallèle aux y ; elle revient 
à s ' = ± 8 ; 3° pour s 2 — 6s - ( - 7 = 0 on a deux parallèles aux y . 

2 e CAS. B' — h AC = m négatif. 

444. La courbe a un centre, auquel nous commencerons par 
transporter l'origine ; car on ne peut plus ici réduire la proposée à 
la forme (b). Faisons donc le calcul du n° 425, et l'équ. (a) sera ra-
menée à la forme 

~f" Bxy - j - (7s2 - j - ( ) = "0 ( / -) 

Cherchons à la dégager du terme xy, c'est-à-dire à la transformer en 

qy>*+pX"+Q = 0 (g) 

Substituons donc, dans cette dernière, les valeurs (c) de y et x , et 



comparons, terme à terme, le résultat à l 'équ. (/"), pour exprimer 
l'identité ; il viendra 

q cos2 0 p sin2 9 = A, (1) 

q sin2 0 ~f- p cos20 = C, (2) 
2 sin 9 . cos0. (p—q) = B (8) 

Ces trois équ. servent à déterminer les trois inconnues 9, p et q. La 
somme des deux l r " devient p - j - q = A - f - C; formant ensuite 
B2 — 4 A C , ou m, en carrant la 8° et retranchant quatre fois le pro -
duit des deux autres, il vient 

m— — 4pq (sin* fl-j-2sin20 . cos2 0-f-cos4 9)=— hpq (sin2ô-|-cosaô)', 

ou m = — Apq. Les inconnues p et q, ayant A - f - C pour somme 
et — ~ m pour produit, sont les racines de l'équ. du 2e degré, 

+ m. (f) 
d'où 

p et q = { (A + C) ± ± i / B 2 + ( A - C ) ' . 

Ces racines p et q sont visiblement réelles dans le cas actuel. 
La différence entre les équ. (1) et (2) est 

(q — p) (cos2 ô — sin2 9) = (q — p) cos 2 9— A— C; 

en recourant à l'équ. (8), on trouve donc 

sin 2 3 = — ^ - , cos 29 = ~~ C , tang 20 = — L . 
q — p q—p b A — C 

Cette dernière valeur, facile à construire, donne 20, et, par suite, 
l'angle 0 d'inclinaison de l'axe des x' sur celui des x : le signe de 
tang 20 apprendra si 20 est > ou < 90° ; mais, dans tous les cas, 
0 est < 90°, et l'axe des x' tombe en dessus de celui des x. D'ailleurs, 
sin 20 est toujours positif; ainsi p — q doit être de même signe que 
B : donc 3 est la plus grande des deux racines de z, si B est négatif, 

et la plus petite, si B est positif. On saura ainsi distinguer entre elles 
les racines qu'il faut préférer pour q et p. 

Soit, par ex. , l'équ. 5y2 - f 2xy - f - Sx2 - f - 2y — 2® = { ; en 
transportant l'origine au centre (n° 425), point dont les coordonnées 
sont h. = i , k = — i , la proposée devient 5y2 - f - 2xy - j - Sx2 = 2 ; 
on a ensuite, pour l'équ. (i), z2 — 10« + 24 = 0 ; d ' oùs = 5 ± 1 ; 
ainsi, B étant positif, q — 4, p = 6 ; puis 4y'2 - f - 6 * " = 2, équ. qui 

reste à construire, les axes des x' et y' étant déterminés par 
tang 20 = co , d'où 20 = 90°, c'est-à-dire que l'axe des x' fait un 
angle de 45° avec celui des x en dessus duquel il est placé. Ces 
constructions sont sans difficulté. 

445. Ce calcul ne peut présenter aucun cas d'exception. Il est à 
observer que m étant négatif dans le cas actuel, sav., B2=\AC—m, 

le radical des valeurs de z se réduit à [/ (A -1- C)2 — m, qui est. 
< A -J- C. Ces valeurs de p et q sont donc de même signe que 
A-j- C, en sorte qu'on peut regarder comme positifs p et q dans 
l 'équ. (g), qu'il s'agit maintenant de discuter. Nous examinerons 
successivement trois cas, selon que O est nul, positif ou négatif. 

1° Si O = 0, on a qy'2 - f px'2 = 0 ; équ. qui ne peut subsister 
que si, à la fois, x' = 0, y' = 0. On a donc un point, qui est l'ori-
gine des x' et y'. L'équ. y2 — hx y - f 5tf2 - j - 2* + 1 = 0 est dans 
ce cas; le point est (— 1, — 2 ) , ainsi qu'on le reconnaît par le cal-
cul, qui transforme d'abord la proposée en y2 — hxy -J- 5x2 = 0, 
puis donne z = 3 ± 2 | /2 , tang 20 = — 1, 20 = 185°, enfin 
(3 - f 2|/ 2) y'2 + (8 - 2 ] / 2) x'2 = 0. 

SiQ est positif, la proposée ne représente rien, puisque l'équ. 
(g) est absurde, trois quantités positives ne pouvant s'entre-dé-
truire. C'est ce qui arrive dans l'ex. précédent, quand on met, au 
lieu du dernier terme 1, une valeur 1. 

3° Si Q est négatif, la transformée (g) devient qy'2 4~ px'2 — Q. 

En faisant tour à tour x' et y' nuls, pour obtenir les points où la 
courbe coupe les nouveaux axes, on obtient 

d ' o ù 1 p u i s + ~ a L a c o u r l j e e s t 

donc CIVE ELLIPSE , rapportée à son centre et à ses axes 2a et 2b. 
Si , dans l'ex. précédent, on met — 1 au dernier terme, on 

trouve d'abord y2 — 4xy -J- 5#2 = 2, les mêmes valeurs de z et de 
0, puis l 'équ. 

(3 -[- 2 j / 2) y'2 - j - — 2 j / 2) x'2 = 2, 

qui appartient à une ellipse dont les axes sont [ / 8 (3 zp 2 [ / 2). 
446. Concluons de là que l'équ. générale du 2e degré appartient 
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à l'ellipse, toutes les fois que m est négatif; mais qu'on trouve deux 
cas particuliers, qui donnent l'un rien, l'autre un point. Lorsque 
m 0, les valeurs de 5 sont de même signe : elles deviennent 
égales dans le cas du cercle, car p = q. Voy. n° 454. 

8E CAS. B2 — AC — m positif. 

447. Tous les calculs du n° 444 conviennent encore ici , en sorte 
qu'il faut reproduire la même transformation et les mêmes valeurs 
de ô et z; seulement, comme B3 = m AAC, m étant positif, le 
radical est > A - f - C, et les deux racines de z sont de signes con-
traires, en sorte que, dans la transformée (g), on peut donner le 
signe - f - à q, et le — à p ; savoir : 

qy'3 — px'2 + Q = 0 (/) 

Analysons les cas de O nul, positif et négatif. 

1 0 Si Q = 0, on a qy'2 = px'2, d'où y'= ±x' y / V - ; il est 

évident qu'on obtient deux droites, CD, CE (fig. 252) , qui se croi-
sent à la nouvelle origine C, l'axe des x' coupant par moitié l'angle 

DCE qu'elles font entre elles. L'ordonnée ± y / qui répond 

h x' = 1, sert à construire ces droites; elle est la tangente des 
angles DCx', ECx. 

Par ex. , l'équ. y3 — Gxy - ] - x3 - } - %j — Qx - ¡ - 1 = 0 , en trans-
portant l'origine au point (0, — 1), qui est le centre, devient 
y3 — §xy + x3 = 0 : on trouve — 2s = 8 ; d'où s = 1 ± 3 ; 
savoir, q = h,p=—• 2 et y'3 — i x'3 = 0 ; d'où y' = ±x'[/^: 

enfin, 6 = 45°. Ces constructions n'ofFrent aucune difficulté (voy. 

fig. 252). 

2° Si Q est positif, l'équ. (/) devient qy'3 —px'3 = — Q : posant 

on a y' = \/ ~ ' V — 1 ; on f a i t Q = b; puis 

on pose y' = 0, et l'on a 

' - V Î - V * - » 

ce sont les demi-axes I > W HYPERBOLE, ainsi qu'il soit du calcul de la 
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substitution des valeursp = ~ , q z = ~ } qui donne 

«V2 — b3x'3 = — a3b3. 

On a un exemple de ce cas en remplaçant - { - 1, dans le dernier 
ternie de l 'équ. précédente, par 5 ; les valeurs d e z , ôsont les mêmes, 
et l'on a y'2 — j x'3 = — 1 ; les axes sont b = 1, a = ( / 2 . 

3° Si Q est négatif, on a qy'3 — px'3 = Q; un calcul semblable, 
ou seulement le changement de x en y, et y en x, prouve qu'on a 
une hyperbole dont les axes sont l'inverse des précédents. Qu'on 
change 1 en — 8, dans le dernier terme de l'exemple ci-dessus, 
et l'on trouvera y'2 - j ï ' 2 = l ; les axes sont a = 1, b = j / 2 ; la 
courbe coupe le second des axes coordonnés (celui des y') . 

448. Faisons varier Q dans l'équ. ( / ) . O étant positif, 011 a l 'hy-
perbole MAN, LOI (fig. 253) ; et il suit des valeurs des axes a et 

— , et l'abscisse CA = 1 b, qu'en prenant AD — AD' = y^/ 

(ou AD =betAC=a), les droites CD et CD' sont les asymptotes 
de toutes les hyperboles, qu'on obtient à mesure que Q s'accroît ; 
seulement le sommet A s'éloigne de plus en plus, et la courbe 
s'ouvre sans cesse davantage. Si Q = 0 , on a les asymptotes mêmes, 
qy'2 — px'3 == 0. Enfin, si O devient négatif, on obtient l 'hyper-
bole M'A'N', I'O'L', tracée entre les mêmes asymptotes, mais dans 
les autres angles, les sommets A', O' s'éloignant à mesure que O 

augmente 
449. Ainsi l'équ. générale du 2 e degré appartient à l'hyperbole, 

toutes les fois que m est positif ; mais, dans un cas particulier, 011 

trouve deux droites qui se croisent. Les valeurs de z sont alors de 
signes différents; et lorsque, abstraction faite de ce signe, elles 
sont égales, C= — A, l'hyperbole est équilatère. Comme B2 — UAC 

est toujours positif dès que A et C ont des signes différents, on est 
alors dans le cas de l 'hyperbole, quelles que soient les grandeurs de 
A, B, C.... La même chose a lieu si A ou C est n u l , c'est-à-dire si 
la proposée est privée de l'un des carrés x3 et y2, et même si ces 
carrés manquent l'un et l'autre. Dans ces divers cas, la marche des 
calculs est toujours la même : mais comme dans le dernier elle de-
vient très-simple, nous l'exposerons ici. Soit proposée l 'équ. 

Bxy -\-Dy + Ex-\-F=Q-, 
HATHEM. r i ' R E S . T . I , 



on transporte l'origine au centre, en faisant Bk E = 0 , 
Bh - f D = 0 ; d'où 

/ E «. D , , Q 

en posant O = DE — BF. Ces expressions ne sont sujettes à aucune 
exception. Ainsi l'équ. proposée est celle d'une hyperbole rapportée 

à des axes parallèles aux asymptotes. L'hyperbole est équilatère 
quand les sy sont rectangulaires (n° -416). Si CD' (fig. 258) est l'axe 
des x, CD celui des y' , la courbe est tracée dans les angles DCD', 

ECE'; si Q est positif, elle est MAN, LOI; enfin elle est M'A'N', 

l ' O ' L quand 0 est négatif. Si Q = 0, l'équ. proposée appartient 
aux asymptotes mêmes. 

Ainsi, pour l'équ. xy — 2a; - } - y - f - m = -4, les axes étant Ax, 

Ay,on a 7Î = 2 , h — — 1 ; on f e r a ^ f i = l (fig. 2 5 4 ) , 5 C = 2 ; Cx, 

Cy' seront les asymptotes de l'hyperbole x'y = 2 — m, qui sera 
MN, OP, si m < 2 ; M'N', O'P', si m > 2 ; enfin, m = 2 donne ' 
les droites Cx', Cy'. 

•4150. 11 convient de remarquer que, dans les cas de m ou 0, 
si la proposée est privée du terme en xy, le calcul de la discussion 
est très-simple, et se réduit à transporter l'origine au centre ; il n'est 
pas même nécessaire de rendre les coordonnées rectangulaires 
quand elles ne le sont pas, et l 'équ. est alors rapportée aux diamè-
tres conjugués, au lieu de l'être aux axes. En effet, soit la proposée 

Ay2 -J- Cx2 - j - Dy - f Ex - f - F = 0 ; 

le centre est au point ( — — , c'est-à-dire qu'on a * 
\ 1C 2 A) 

2a + £' = 0, 2^A4-£ = 0, Ay'*+Cx'>-\-Q = 0 , 

en faisant Q = Ah2 - f C / t ' - f Dk - f Eh -}- F = F - ^ '• 

Yoici divers exemples de ces calculs : 
Les é q u . 2 y 2 - f 3 a ; 2 — Sx— 2 y - f 2 = 0, hf-\- 2 ^ — 8 ^ + 2 = 0 

ne représentent r ien; la l r e a pour centre ( j , et se réduit à 

* Les coordonnées du cen l re s'obtiennent aisément à l'aide du théorème (5o6), qui 
apprend à chasser l e 2« terme d'un polynome. Si l'on multiplie respectivement les équ. 
qui suivent par h e t k, e t qu'on a joute , on trouve Ak' - f - Ch> = — ?{Dk - h Eh), qui 
sert à réduire la valeur tie Q, ainsi qu'on l ' indique plus bas, 

2y'3 - { - Sa;'3 - j - f = 0 ; la 2° a le centre au point ( f , 0 ) , et donne 

L'équ. y3 2a;3 — 2y - j - 4a; 3 = 0 appartient au point 

H - 1 . - 1 ) . ' . . ' • • 
L'équ. 7 y3 - f S»'2 — 12a; - { - 3 = 0 donne h = 2 , k — 0, puis 

1 y'3 - } - 3 a ; ' 2 = 9 : les demi-axes de l'ellipse sont a = j / 8 , fi=^/ 6 ; 
on prend AC — 2 (fig. 255), et l'on trace l'ellipse DFEO, en for-
mant DC= j/3, CO = [/ 6. Si les coordonnées étaient obliques, 
ces longueurs seraient celles des demi-diamètres conjugués. 

Pour y2 - ] - 2a;3 — 2y = 0, on a une ellipse tangente à l'axe 
des a;, dont le centre est sur l'axe des y au point (0 , 1 ) ; on a 
0 = 1 ,6 = |/"2. 

L'équ. y3 — 4a;2 + 4y - f - 12a? — S = 0 devient y' = ± 2a;', 
en transportant l'origine de A en C (fig. 252), AB = f , BC= — 2 ; 
on prend y ' = 2 et x' = ± 1, et l'on trace CD et CE. 

Pour 2y2 — 3a;2 — 2y — 3a;-}- | = 0 , le centre est au point ( — ; - ) , 
et l'on a 2y'2 — 3a;'3 == — f . On prendra AB= '-=BC (fig. 256), 
et l'on décrira l'hyperbole, dont a = b — \ sont les axes 
ou les diamètres conjugués, selon que les coordonnées sont rec-
tangles ou obliques. 

L'équ. y2 — 2a;3 — 2y - f - 9 = 0.donne y3 — 2a;3 - } - 8 = 0, l 'hy-
perbole pour laquelle k = 1 , _h == 0, a = 2, fi = 2 j / 2 . 

Enfin 3y2 — 2a;.2 - j - 2a ; - j - B y = ~ donne siB = h = j (fig. 257). 
BC= k— — d'où 3y'3 — 2a;'2•= équ. qu'il est aisé de rap-
procher de celle de la fig. 256 ; seulement la courbe est placée dif-
féremment. 
. 451. Il résulte, de cette exposition,- que l'équation générale du 
2 e degré'présente trois cas : le 1er où m = 0, qui donne une para-

bole, outre lès cas particuliers d'une droite, de deux parallèles, et de 
rien; le 2 e où m est négatif, qui donne une ellipse, outre les cas par-
ticuliers d 'un point et de rien; le 3 e enfin où m est positif, qui ré -
pond à l'hyperbole, rapportée" soit au 1er , soit au 2° axe, outre un 
cas qui donné deux droites non parallèles. Comme les sections d'un 
cône par un plan sont précisément une parabole, une ellipse ou 
une hyperbole ; et que lorsqtle la section se fait par le sommet, on 
a une droite, un point ou deux droites croisées ; de nos huit cas , 
six sont des sections coniques : ce qui fait dire que toutes les équ. du 

second degré appartiennent aux sections d'un cône par un plan. Par-
tout où un plan et un cône existent, il ne peut pas arriver qu'il n'y 
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ait pas intersection, ou qu'on ait deux parallèles ; d'où l'on voit 
que ce théorème souffre deux exceptions. 

En faisant mouvoir le plan ooupant parallèlement à lui-même, 
lorsqu'il passe par le sommet, l'ellipse devient un point , la para-
bole une droite, l'hyperbole deux droites croisées; c'est ce qui a 
fait considérer le point comme une sorte d'ellipse dont les axes 
sont nuls ; une droite, comme une sorte de parabole ; deux droites 
croisées, comme une hyperbole (n° 400) : ces considérations n'in-
téressent en rien la théorie. 

452. On obtient la grandeur et la direction des axes principaux 
par le procédé suivant. Supposons d'abord que les axes soient rec -
tangulaires, et que l'origine soit au centre ; l 'équ. de la courbe pro-
posée est 

Ay2 + Bxy + Cx2 - j - O = 0 (1) 

Concevons que du centre A, avec un rayon r, on ait tracé un cercle 
(fig. 258 bis)-, l'équ. est x2 - f - y2 = r- : il y aura, en général, 
quatre points de section ; pour les obtenir , menons par l'origine 
une droite AK à l'un de ces points, et soit y = Mx son équ.; en 
éliminant x et y entre ces équ. , on trouve 

(Ar2 + Q) M2 - j - Br2 M - f Cr2 + O = 0. . . (2) 

Si le rayon r est donné, cette équ. fera connaître deux valeurs 
«le M , ce qui prouve qu'il n'y a que deux droites allant du centre 
aux quatre points d'intersection, c'est-à-dire que ces points sont 
deux à deux sur un même diamètre. Ces lignes s'obtiennent en con-
struisant les deux valeurs de M, qui est la tangente de leur angle 
d'inclinaison sur l'axe des x. Quand les racines sont imaginaires, 
le rayon r est trop grand ou trop petit pour que le cercle ren-
contre la courbe ; et si les racines sont égales, les points de section 
coïncident deux à deux , et le cercle est tangent à la courbe. La 
tangente commune à l'un et à l'autre en ce point, est perpendicu-
laire au rayon du cercle, propriété qui ne convient qu'aux axes 
principaux. Ainsi les valeurs de M qui répondent au cas des racines 
égales sont propres à ces axes. Alors on a (n° 138) 

#r4 _ 4 (Ar2 + Q) (Cr2 + Q) = 0, 

ou (B2 — UC) r4 — AQr1 (A-\- C) = 4Q 2 , 

puis + 

« • ^ - J f + j T <3> 
en posant, pour abréger, A — C = Bx; donc M = a ± [/ (1- j -«3 ) . 
Ainsi prenez sur l'axe Ax, AD — 1, élevez l'ordonnée Dî = a, 

AI sera [ / (1 - j - a1) : du centre / , tracez le cercle KAK', avec 
le rayon AI, et les points de section K, iT donneront les direc-
tions AK, AK' des axes principaux , puisque les valeurs de M sont 
les tangentes des angles KAD, K'AD. Ces lignes sont à angle 
droit , d'après la construction ; et en effet le produit des deux va-
leurs de M est — 1 (n° 137). On en tire ensuite les deux valeurs de r 

qui sont les longueurs des axes : 

Si B2 — h AC — m est négatif , le radical est < A-\- C; les deux 
valeurs de r- sont, ou positives, et on a une ellipse ; ou négatives , 
et on n'a rien, ou enfin nulles, Q — 0, et on a un point A . Quand m 

est positif, on a une hyperbole; les valeurs de r2 sont de signes con-
traires ; on change le — en - j - pour avoir le 2e axe. Cependant lors-
que Q= 0 , on a les deux droites AK, AK' . Ce calcul n'est plus 
possible quand B2 — 4 A C = 0 . 

Soit, par ex. , l 'équ. y2 — %xy -J^ 2s2 = 2 ; d'où a = I , etc. 
5 f = = l ± j / { ; DI= AI— j / f , et le cercle KAK donne les 
directions AK, AK' des deux axes. Enfin r2 = 3 ± { / 5 sont les 
longueurs de ces axes, rayons des deux cercles tangents à l'ellipse. 

On pourra s'exercer encore au calcul sur l'équation 
f — 6xy - f x2 + 2y — 6s 1 = 0, déjà traitée page 416. 

Cette méthodé s'applique pareillement au cas où les coordonnées 
font un angle y. L'équ. du cercle est alors (n° 377) 

x2 - f - y2 4~ cos y = r2; 

éliminant x et y à l'aide de l'équ. y = Mx, on a 

[Ar2 4 - Q) M2 -J- (Br2 4 - 2 Ç cos ?) M - { - Cr2 - j - Q = 0 ; 

pour que cette équation soit un carré, il faut que 

( i Br2 4 - Q cos i f — (Ar2 - f - (?) (Cr2 - j - Q) = 0, 



ou ( & - U Ç ) r 4 ~ 4 ô r * ( A ± C - ± B c o s ? ) = 4Q> S m* 7 ; . '..(g) 

puis (A? + Q) # 4 . i Bt^tÊp cos? = ' 0 ; . . . . (6) 

l'équ. (8) qu'on résout à la maniéré du 2e degré donne r2 ; on peut 
éliminer r2 entre les équ. (5) et (6). Enfin l'équation (6) donne M, 

et on peut construire l 'équ. y = Jlfa. 
453. Souvent on a plutôt pour objet de connaître la nature et la 

forme de la courbe dont on a l'équ., que de la construire rigoureu-
sement; le procédé suivant a l'avantage de donner avec rapidité 
cés circonstances, et n a pas, comme le précédent , l'inconvénient 
d'introduire des irrationnelles dans les coefficients. 

Comme il suit de ce qui précède, que les lignes comprises dans 
l'équ. générale (a) p. 409 sont connues d'avance, il ne fout, pour 
les distinguer entre elles, que trouver un caractère propre «à cha-

_ c u n e : ce caractère est tiré des limites de la courbe, qui sont très-
différentes dans les cas de l'ellipse, de la parabole et de l 'hyperbole. 
Pour obtenir ces limites, résolvons l'équ. (a) par rapport à y ; nous 
aurons une expression de cette forme, 

y = ax-{-/3 ±l/(mx2-\-nx -j-p); . . . (1) 

a, (3, m, netp sont des constantes connues (coy. p. 183). Chaque 
valeur de x répond à deux points de la courbe, tant que le radical 
est réel ; s'il est imaginaire , la courbe n'a aucun point correspon-
dant à l'abscisse dont il s'agit; enfin, si le radical est nul , on n'a 
qu'un point de la courbe. Les limites sont donc relatives à l'étendue 
où le radical passe de l'état réel à l'imaginaire. Comme en prenant 
pour x des valeurs suffisamment grandes, positives ou négatives, 
le trinôme mx2 - f nx - f v reçoit le signe (189 , 9°) du plus grand 
terme mx2; si m est négatif, pour ces valeurs, le radical devient 
imaginaire, de sorte que la courbe est alors limitée dans les deux 
sens. Elle serait illimitée, si m était positif; enfin , m nul réduirait 
le radical à j / [nx-\-p), et l'on voit que la courbe sérait limitée 
seulement dans un sens , puisque le signe de nx changé avec x. 

La nature de nos courbes dépend donc du signe de m , ce qui 
nous force encore de distinguer trois cas dans notre analyse géné-
rale, suivant que m, ou B2 — 4 AC, est négatif, positif ou nul. 

Mais, avant tout, remarquons q u e , pour construire les ordon-
nées PN,PM"{fig. 258 et 259), qui répondent à une abscisse 
AP = x',i\ faut d'abord porter parallèlement à l'axe des y (dont la 

direction est donnée et quelconque) PN=ax' -j-/3 ; puis, pour ajou-
ter et soustraire la partie radicale MN= M'N = [/ (mx'2 - f - nx' - f -p ) , 

on en portera la valeur, de part e j d'autre de N , en M et en M', 
et iVest le milieu de MM'. Tous les points N qui satisfont à l 'équ. 

y = ax-f/3 . . . . . . . (2) 

coupent donc les cordes parallèles à Ay en deux parties égales ; ainsi, 
on tracera la droite BN, qui est un Diamètre de la courbe (n° 426). 

Aux points D et D' d'intersection de la courbe avec son diamètre, 
les équ. (1) et (2) ont lieu ensemble (n° 372), et ces points sont 
donnés par les racines de l 'équ. 

mx2 -J— nx - j - p : = 0 (3) 

On voit de plus que les ordonnées ED, E'D' correspondantes 
sont tangentes à la courbe, puisque , le radical étant n u l , la pro -
posée est le carré des y — ax — 0 = 0 ; ainsi les points d'intersec-
tion sont réunis en un seul, aux points D et D' (n° 424). 

1ER CAS. Courbes limitées en tous sens, m négatif. 

454. 1° Si les racines de l'équ. (3) sont réelles, en les désignant 
par a et b, et prenant AE = a, AE' = b (fig. 258), on aura les 
tang. et les points d'intersection cherchés D, D' : le radical d e ( l ) 
prendra la forme { / [ — m ( x — a)(x — 6)] : il n'est réel qu'autant 
que les facteurs x — a, x — b sont de signes contraires, de sorte 
que x est compris entre a et b. La courbe ne s'étend donc qu'entre 
les limites EF, E'F' ; elle forme un contour fermé ; c'est une Ellipse. 

Remarquons que , pour obtenir E, E', on a tiré de (3) des 
racines de la forme x — h ± [/ f ; on a donc porté AK = h, 

puis KE' = KE = j / / "• Donc C est le milieu du diamètre DD', ou 
le centre de l'ellipse (u° 427) : ainsi l'on obtiendra le conjugué en 
cherchant l 'ordonnée centrale CO', à partir du diam., c'est-à-dire la 
valeur queprend \/(mx*^-nx - j - p ) lorsqu'on fait x — h. La courbe 
étant rapportée à ses diam. conjugués, il sera facile de la décrire. 

Par exemple , 3yJ — 6.ry - f 9x2 — 2y — 6a; - f £ = 0 donne 
y = * 4 . i ± j / ( — 2a;' + f. * — f j ; on prend A B = \ (fig. 258), 
et l'on mène le diamètre BN, dont l'équ. est y =s= x - j - f 5 lorsque 
l 'angleyAx est droit , BN fait avec Ax un angle de 45°. En éga-
lant le radical à zéro, on a x2 — f x = — f ; d'où x = f ± 7 



donc;AK = -, KE =KE'=:Ldonnent le centre C et les points D, 

D d intersection de la courbe avec le diamètre 2W. De plus, 
^ * sont tangentes et limites, puisque le radical peut être mis sous 
la forme _ 2 ( s - 1) ( * _ f ) ] . d ' 0 ù l'on voit que y n'est réel 
qu autant que s est > j et < 1. 

En faisant s = } sous le radical, il devient { / f = CO'; c'est 
1 un des demi-diamètres conjugués; l'autre est CD : il est donc 
a c e de tracer la courbe (n° 481, 2°). On trouve« = 1 ± « A pour 

la plus grande et la plus petite ordonnée, n° 423 

n ! ; * " e n t y ' - s y + T ^ - s + ^ O donne l'ellipse 
DOD 0' (fig. 261); AK= 2, EK = ¿ k = ^ 2 , <7A = 1 ; / e s t 
le centre y = 0 donne s 2 - 2s + 1 = 0, carré de s - 1 : donc, si 

on prend Al= 1, la courbe est tang. en J à Ax; 00' = 2 i ' = i / 2, 
la plus grande et la plus petite ordonnée sont 2 et 0. 

II est inutile de dire que, dans les constructions , il faut surtout 
avoir égard aux signes ; ainsi, pour 

4y2 - f 8yx - f 8.r2 - f 12s - f 8y - f - 1 = 0, 

on a y = - s - l ± i / ( _ ^ _ . r _ j _ 3 ) . 

on construit le diamètre BD ( f ig . 262 ) , dont l'équation est 
V ~ Z l T 1 5 ° e * + * = ° n t i r C ^ = - T ± 1 , on prend 
' — T > et KE = A'Z)' = 1, ce qui donne les limites tangen-
tes ED, E'D' de l'ellipse : Cen est le centre, et l'on trouve b'= 1. 

2° Si les racines de l'équation (3) sont égales, a étant leur valeur, 
le j -ad.cal équivaut à | / - » ( s ainsi, ( 1 ) devient 
y —. ax —j— /3 it: (s a) . o n ne peut donc rendre y réel 
qu en prenant s = a, d'où y = aa -J-

Ains i , on n'a qu 'a» point; ses coordonnées sont connues. 
H est aisé de voir qu'en effet la proposée équivaut ici à 

( y — ax — 0)2 + ( s — a)' m = 0 ; et comme la somme de deux 
quantités positives ne peut être nulle, à moins que chacune ne le 
soit en particulier, la proposée se partage d'elle-même en deux 
autres (n" 112). L'équ. y2 _ s y + £*> _ 2 s + 1 = 0 donne le 
point dont les coordonnées sont s = 1, et y = i . L ' é q . s 2 - j - y 2 = 0 
donne l'origine. 

3° Si les racines de l'équation (3)'sont imaginaires, pour aucune 
valeur de s , le trinôme - mx + nx+p ne peut changer de signe 
(n° 139, 9 ' ) ; ce signe demeure toujours le même que celui de son 

plus grand terme — mx*; [/ (— mx* - { - «ar - j - p) étant sans cesse 
imaginaire, la proposée ne représente rien. En effet, cette équ. re -
vient alors à (y — ax — /3)2 - f - (ms2 — nx — p ) = 0 , dont les deux 
parties sont positives et ne peuvent s'entre-détruire; par conséquent 
il est absurde de supposer leur somme = 0 , puisque la seconde ne 
peut être rendue nulle, comme on l'a fait précédemment. 

C'est ce qui arrive pour y* — 2xy - { - 2 s 1 — 2 s - { - 4 = 0. 
Pour que m, ou B2 — AAC, soit négati f , il faut que les trois 

1ers termes de la proposée ( 3 ) , Aif -{- Bxy Cx2 forment une 
quantité plus grande qu'un carré parfait. Dans le 1er exemple c i -
dessus, page 423, ces termes sont 

3 (y2 — 2xy - f 3s2) = 3 [(y — s)2 - f 2s 2 ] . 

Cherchons dans quels cas l 'équ. générale du 2 e degré est celle 
d'un cercle, les coordonnées étant rectangles. Cette équ. est 

Ay> - f - Bxy - f - (7s2 - f Dy Ex - f - F= 0 ; 

l'équ. la plus générale du cercle est (s — a)2 (y — /3)2 = r 2 , ou 

y2 - f - s 2 — 2/3y — 2 « s - f - a2 - j - /32 — r2 = 0. 

La l r c , dégagée du coefficient A dey 2 doit être comparable terme 
à terme à la 2e. On en tire d'abord A = C, B = 0 : donc quand 

les x et y sont à aiïgle droit, l'équ. du 2 e degré est celle d'un cercle, 

lorsqu'elle est privée du terme en xy et que les coefficients de x2 et de y3 

sont égaux. Mais de plus il faut que D = — 2^/3, E = — 2 A a , 

F = A (a2 - { - /3J — r2), d'où l'on tire 

E D E* -\-D* — hAF 

23?' f l = 4 ^ > 

ce sont les coordonnées du centre et le rayon du cercle , qu'il est 
ainsi facile de construire. Remarquez cependant qu'il y a deux ex -
ceptions, savoir, quand le numérateur de la valeur de r2 est nul ou 
négatif: dans le 1er cas, on a un point unique; dans le 2 e , il n'y a 
pas de courbe. 

On trouve, par ex . , que l'équ. 2y 2 - j - 2s2 — 4y — 4 s - { - 1 = 0 est 
celle d'un cercle dont le rayon est [ / f , et le centre au point (1 ,1) . 

Lorsque les coordonnées sont obliques, on raisonne de même 
en partant de l'équ. (3) n° 377. 



2° CAS. Courbes illimitées en tous sens, va positif. 

435. Ici Aif-\-Bxy - j - est moindre qu'un carré. 
I o Quand les racines de l'équation (3) sont réelles, a = AE, 

b = AE' (fig. 259) donnent, comme ci-dessus, les points D et D' 

d'intersection de la courbe et du diamètre BN, et les tangentes EF, 

E'F ; puis le radical, prenant la forme (x — a) ( * — b), n'est 
réel qu'autant que x — o et a: — b sont de même signe, c'est-à-dire 
que x est ou a et b; x ne peut donc recevoir de valeurs eDtre 
a — AE et b = AE', et la courbe s'étend à l'infini de part et 
d'autre des limites EF, E'F ; ainsi, elle est une hyperbole. 

Pour obtenir le diamètre conjugué de DD', comme le centre C 

est au milieu de DD', on fera x = AK = h sous le radical, on 
rendra le résultat réel (n° 429), et l'on aura ainsi b'. On tire ensuite 
la position des asymptotes (n° 435). Nous allons au reste donner 
bientôt (n° 457) un moyen plus facile de déterminer ces droites. 

Soit, par ex. , if — 2xy — x2 — 2y-\- 8.r — 3 = 0 ; on en tire 
V = x l ± ( / (2*2 — + 4) . On trace d'abord le diamètre 
EN, ( y = x. - j - 1 ) ; 2g* — 6.1- 4 - 4 = 0 donne x = f 
et le radical devient y/ 2{x — \) (x — 2) ; on prend AK = A , 
EK = E'K= i ; on a les limites EF, E'F tangentes en D et D'; 

et comme x est > 2 ou < 1 , on obtient l'hyperbole MM', QO' 

(fig. 259). 
Pour trouver le diamètre conjugué de DD', on fait x = AK— ~ 

dans j / (2.r2 — 6 * 4 - 4 ) , et l'on rend réel ; on a b'= y En 
prenant D'F = D'H = j / i , on forme le parallélogramme in-
scrit, dont les diagonales GF', FH sont les asymptotes de notre 
courbe. 

2° Lorsque les facteurs de rax14~nx4~ P sont imaginaires, la courbe 
ne coupe pas son diamètre BN (fig. 263) : de plus, ce trinôme doit 
toujours conserver le rtiême signe que -\-mx2, quelque valeur qu'on 
attribue à x (n° 139, 9°) ; donc chaque abscisse donne toujours des 
ordonnées réelles, la courbe s'étend à l'infini de part et d'autre, et 
elle est une hyperbole disposée comme on le voit fig. 263. 

Quant aux diamètres conjugués, le centre est sur fiiVqui ne coupe 
pas la courbe ; ofr, si l'origine était au centre, les abscisses égales et 
de signe contraire (n° 425) répondraient à des ordonnées égales ; 
ainsi, le radical devrait être de la forme y (mx'2 -{- p) ; si donc on 

veut transporter l'origine au centre , il faut faire x = x" 4 - h; h 

'étant tel, que le 2 e terme de mx2 -\-nx-\- p disparaisse (n° 506) ; h 

71/ 
est l'abscisse du centre ; on trouve h = — ——, la même valeur que 

ci-devant. Ainsi, on prend AK — h, l 'ordonnée KC donne le cen-
tre C : faisant ensuite x = h dans y (mx2 - f - n x - p), il devient 
= DC = a. Pour obtenir b', il faut chercher les points de rencontre 
de BN avec la courbe; en prenant la partie'imaginaire des racines 
de mx2 4 - nx - j - p = 0, et la rendant réelle, on a KO = KO' poul-
ies abscisses des extrémités E, E', du diamètre conjugué prises à 
partir de celle du centre. 

Comme les parallèles FH, Gl au diamètre BN sont tangentes à 
la courbe en D et D', les ordonnées O'F, IH déterminent aussi le 
parallélogramme inscrit, et les asymptotes IF, GH. 

Soit, par exemple , y2 4~ ^'J — % — * = 0 ; on en tire 
y = — x 4 - 1 ± l/(x2 — x 4 - 1) ; le diamètre BN (fig. 263) a 
pour équation y — — x 4 - 1 j comme x2 — x - j - 1 = 0 donne 
x = v ± í j / — 3, la courbe ne coupe pas BN; de plus ,® 2 — x-\-1 
étant toujours positif, y est aussi toujours réel ; ainsi, on a l 'hyper-
bole de la figure 263. 

Pour trouvée les diamètres conjugués, on construit . 
x = f ± \ | / 3 , AK = \ , KO = f j / 8 =KO' donnent le 
centre C, et le 2 e diamètre EE'; de plus, en faisant x = \ dans 
y {x2 — x+1), on a a' = i j / 3 . 

3° Si les racines de l'équation (3) sont égales, le radical équivaut 
à y m (x — a)2, et l'équation (1) devient 

y = ax 4~ fi ± (x — a) y m, 

savoir, y = x (a ± [/ nt) 4~ fi =F a V m i 

on a donc deux droites qui se coupent au point du diamètre pour le -
quel x — a, et qu'il est aisé de construire, puisqu'on a leurs équ . ; 
on obtient un 2e point de chacune, en posant x = 0, 

d'où y = fi ± a j / m ; 

c'est-à-dire qu'il faut porter a y m sur l'axe des y au-dessus et au-
dessous du point où cet axe coupe le diamètre. Les droites menées 
par ces points et par le 1 e r , qui leur estcommiui, sont celles dont il 
s'agit. 



Il est clair qu'en transposant et carrant, on a 

{y — ax — a)* — m ( s — a)2 = 0 . 

Ainsi, la proposée est décomposable en deux facteurs rationnels 
par rapport à x et y, et du premier degré, qu'on peut égaler à zéro 
indépendamment l'un de l'autre : c'est ce fait analytique qui expli-
que l'existence de deux droites dans le cas présent. 

Soit, par exemple , 4y2 — 8sy - j - x\+ 4y - f — 2 = 0 ; on 
trouve y = s — j ± i j / ( 3 s 2 — 6 s - [ - 3) ; or, 3s 2 — 6 s - [ - 3 = 0 
donne s = 1 ; le diamètre (fig. 264) BN, [y = s — j ) est donc 
coupé en un seul point JVpour lequel DA = 1 ; et comme la p r o -
posée revient à y = s — \ ± i (x — 1) [/ g , on a deux droites. 
s = 0 d o n p e y = — 3 ; on p r e n d B E = BE' = \ | /3 , et 
l'on trace les lignes EN, E N. 

Soit proposée l 'équ. y2 — 2xy — 8s 2 — 4/t2 == 0 ; on en tire 
y = s ± 2 [ / (s2 k2) ; y = s donne le diamètre BN (fig. 265) ; 
et l'on voit qu'il n'est pas coupé par la courbe, et qu'on a l 'hyperbole 
MO, M'O'. Le centre est en C; on prend CO = CO' = 2/1; 00' 

est le 1er diamètre, puis CE = CE' = h donne le 2 e , DD', et les 
asymptotes HF, IG. A mesure que ¿décro î t ra , la courbe se rap-
prochera du centre et des asymptotes qui ne changeront pas; 
k = 0 donne ces droites menies. Enfin, si k2 prend un signe con-
traire, l'hyperbole est GD', JD tracée dans l'autre angle entre les 
mêmes asymptotes, et s'en éloigne à mesure que k croît. 

456. Quand A — 0, la proposée manque du terme en y2 et l'on 
ne peut plus opérer comme n° 453 ; mais si l'on change s en y, et y 
en x, ce qui ne produit qu'une inversion dans les axes, on pourra 
appliquer nos calculs; il suffira donc d'y changer C en A, D en 
E : B2 — kAC se réduit à B2, m est posit i f , et l'on a encore une 
hyperbole. Au reste, pour discuter l 'équ. privée du terme Ay2, il est 
préférable de la résoudre par rapport à s , et d'opérer sur l'axe 
des s d'une manière analogue à ce qu'on a fait pour celui des y . 

Par ex., pour l'équ. s 2 — 2sy - f - 2 s — 8y -J- c = 0 (fig. 266), 
on a s = y — 1 ± j / (y*-\-y — c - j - 1); la droite DD' (y = s - { - 1 ) 
est diamètre, c'est-à-dire coupe en deux parties égales toutes les 
cordes parallèles aux s . L'équation y 2 - j - y = c — 1 donne 
y = — i ± j / ( c — f ) ; si donc c > f , on prendra AK = j , 
KE = KE' = 1/ (c — {) , et l'on aura en D et D'les points où 
l'hyperbole MD, M'D' coupe le diamètre DD'. En faisant y = — ^ 

DISCUSS. DES ÉQU. DU SEC. DEGRÉ. 429 

dans | / (y2 + y — c + e t rendant réel , on a [/ (c — f ) , ce qui 
donne le conjugué de DD', et les asymptotes F G et FH, dont la se-
conde est parallèle aux y . 

Si c = f , on a les asymptotes mêmes ; et si c on a encore 
une hyperbole entre les mêmes asymptotes, mais elle est tracée en 
HNet FN' dans les deux autres angles. 

457. Dans l'équ. générale (1 ) (p . 422), le radical affecte la quan-
( , nx , p\ . , n2 .. 

s 2 - f - — j » joutant et o t a n t - ^ , pour completer 

le carré (n° 138), on a 

1 
y = ax 0 ± |/ (2»ts 4" 1lY + 4mp — n2; 2 l / m 

le radical est de la forme j / ( s 2 — /) ; en le développant par l 'ex-
traction (page 176), enverra , connue n° 416, qu'on a une suite de 
termes o ù s = 2 » t s 4 - ? i e s t a u dénominateur, et qui décroissent 
quand s croit, le seul 1e r ternie excepté. En négligeant donc l, on a 
les équ. des asymptotes de notre hyperbole 

2 mx -f- n 

2 | / m ' 
r = * x 4 - / 3 ± - W 

donc, après avoir résolu la proposée, complétez le carré sous le radical 

(ni vous négligerez les termes constants, et vous aurez les équations des 

asymptotes. 

Il est facile de construire ces équ. ; les droites se croisent au 

point ( — , 0 —- 7 T - ) > qui e s t l e centre, et l'on a un 2 e point, 
r \ 2 m 2»» / 

n 

en faisant s = 0 , ce qui donne les ordonnées à l'origine 0 ± ^ j / l » ' 

on portera — - — sur l'axe des y , en dessus et en dessous du point 2|/ m 
de section de cet axe par le diamètre. 

Dans le l 0 r exemple, p. 426, y = s - f 1 ± [ / ( 2s2 — 6 s - f - 4) ; 
ajoutant et étant | sous le radical , il devient [ / [2 (s — })2 — ; 
négligeant on a , pour équations des asymptotes (figure 259), 
r = s 4 - l ± ( 2 s — 8 ) / 7 « Faisant s nul, on trouve F = l ± 8 j / 
il faut porter 3 \ / d e B en i et i'; Ci et Ci' sont les asymptotes. 

Pour l 'équ. page 428, on a y == s ± 2 j / (s2 4 - k2) ; on néglige 
k2, et il vient, pour équ. des asymptotes, F = s ± 2 s . 

m M K ! 

I I . 



4 3 0 S E C T I O N S CONIQUES. 

La discussion de l 'équ. devient très-facile quand le terme en x\ 

ou en y- manque ; par exemple, B.ry-{- Cx2 / ty -J- F = 0 
donne, en résolvant, effectuant la division, et désignant pgr h, k, l 

des coefficients connus, 

Cx2-\-Ex-\-F , . _ , l 
y = ~ Z+D + 

Or si l'on construit la droite FC ( fig. 266 ) dont l'équation est 
Bx - f - D = 0, cette ligne, parallèle aux y, est l'une des asymptotes 

de la courbe ; car plus x décroît vers la limite — — , et plus y aug-
mente, devenant infini à cette limite ; ce qui montre que la courbe 
s'approche indéfiniment de la droite FC. D'un autre côté, en con-
struisant la droite F G qui a pour équ. y — hx - j - k, on voit que 
pour obtenir les points de la courbe qui répondent à une abscisse 
quelconque x, on a l 'ordonnée en ajoutant à celle de la droite F G 

la longueur ——^ ^ ; et comme plus x est grand, plus cette fraction 

est petite, devenant nulle pour x infini, il est clair que la courbe 
s'approche déplus en plus de la droite F G qui est la 2 e asymptote. 

Lorsque c'est le ternie en x2 qui manque, on résout l'équ. par 
rapport à x , et on trouve de même les deux asymptotes, dont l'une 
est parallèle aux x. Ainsi, quand l'équ. de la courbe est privée du 

terme en x2 ou en y2 , l'une de ses asymptotes est parallèle à celui des 

axes coordonnés dont le carré manque. Celte théorie ne suppose pas 
que les coordonnées soient rectangulaires. 

Soit l'équ. x2 — Ikxy - f Hx — By - ¡ - 1 = 0, on a (fig. 266) 

l'équ. 2® - ¡ - 3 = 0 est construite en prenant A I = — et menant 
FH parallèle à Ay ; l 'équ. y = j x - } - - appartient à la droite F'G; 

ce sont les deux asymptotes. Le reste de la construction est facile 
(n° 421). 

De même, pour 2y2 + 3x y — 8 y — 3* + 1 = 0> 
— 

By — 3 3 J 1 1 By — 3 ' 

les droites Gli, FI (fig. 263), dont les équations sont By — 3 = 0, 

3E CAS. Courbes illimitées d'un seul côté, m = 0. 

•458. Lorsque m = 0, ou B2 — AJC = 0, les trois 1ers termes de 
la proposée, ou Axf -J- Bxij Cx2, forment un carré (n° 138) : le 
radical de l 'équ. (1) p. 422 se réduit à [/(nx p). Après avoir 
tracé (fig. 248) le diamètre BN (y = ax - f - ¡0), on trouve son point 
D d'intersection avec la courbe et sa tangente EF, en faisant 
nx - j - p = 0. Soit x = a — la racine JE de Cette équ. , le radical 
devient y n (x — a), et n'est réel que quand n et x — a sont de 
même signe ; donc x est a, et la courbe est située comme 
M'DM lorsque n est positif; si n est négatif , x est a, et l'on a 
ODM'. La courbe qui s'étend à l'infini d'un seul côté est donc une 

parabole. 

On peut aisément en déduire le paramètre de ce diamètre, à l'aide 
d'un seul point de la courbe, et soumettre la courbe à une descrip-
tion rigoureuse (n° 438). 

Soit l'équation y2 — xy -]- | x2 — 2y — x - [ - 5 = 0 ; on en tire 
y » •H- 1' ± V ( * » — •*) ; on prend AE = 2 (fig. 248), EF est 
limite, AB = 1 , DE — 2 ; la courbe est située comme M'DM. 

Pour y2 — xy - j - ~ x2 — 2y ~ 3 = o n obtient le même 
diamètre ; et comme le radical est j / (— 2® -J- 4), on a la courbe 
ODM'. 

Si rae/n sont nuls à la fois, l 'équ. devient y = ax -{- ¡3 ± j / p. 

1° Si p est positif, on a 2 droites parallèles, qu'on trace en portant 
y p en BD et BD' sur l'axe des y (fig. 267), de part et d'autre du 
point B où le diam. BIV rencontre cet axe. (y - j - x)2 — 2y — 2® = 1 
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x — — | y - f - 2 , sont les asymptotes, la première parallèle aux x. 

Si l'équation est privée à la fois des deux termes en x2 et y2, 

xy -J- Dy - j - Ex - f - F = 0, on a 

E x + F _ p , DE — F 
V x + D — x-\-D ' 

les deux asymptotes sont parallèles aux axes, et ont pour équation 
y — — E, x = — D. On pourrait discuter l'équation en transpor-
tant l'origine au centre , car l 'hyperbole serait alors rapportée aux 
asymptotes prises pour axes (n° 425), l'équation prenant la forme 
xy = m2. 



donne y = — s - } - 1 ± ( / 2 ; on prend AB = AN = 1 , BN est le 
diamètre ; puis BD — BD' <= [/ 2 = BN; et l'on mène DE, UE' 

parallèles à BN. 

2° Si p est nul, y = ax - f - /3; on n'a qu'âne droite : telle est l'équ. 
(y + XY — % — 1x - { - 1 = 0, représentée par BN (fig. 267). 

3U Si p est négatif, l'imaginaire subsiste toujours, et il n'y a pas 

de ligne. Telle est l 'équ. (y - j - x ) 2 — 2y — 1x - f - 2 = 0. 
En un mot, (y x)2 — 1y — 2x \ = k donne 

y = — x-\-\±[/k; 

on prend AB = AN= 1, et l'on trace BN, puis BD = D'B = [/ k. 

Or, plus k diminue, plus les parallèles se rapprochent du diamètre 
BN, avec lequel elles se confondent enfin lorsque k — 0 ; si k est né-
gatif, l'équ. ne représente plus rien. 

Quelque point G qu'on prenne sur BN (fig. 267), il doit couper 
au milieu la partie IM d'une droite quelconque ; BNe&tle lieu d'une 

infinité de centres (n° 425). 
Quand m et n sont nuls ensemble , la proposée revient à 

(y — a x — P)* — p = 0 : 1° quand p est positif, elle est le produit 
de y — ax — —J— ( / p par y — ax — /3 — ( / p, où x a même 
coefficient ; on y satisfait donc en égalant à zéro l'un indépendam-
ment de l'autre ; 2° si p est n u l , la proposée est le carré de 
y — ax — (i, nos deux facteurs sont égaux ; S0 enfin, si p est négatif, 
on veut rendre nulle la somme de deux quantités positives, dont 
l'une - f p n e peut être zéro, et l'équ. est absurde. Telles sont les 
causes qui expliquent l'existence de nos trois cas particuliers. 

459. Il résulte de toute cette analyse que, 
I . Si m, ou B> — kAC, est négatif, Ay2 - f Byx - f - Cx2 est plus 

grand qu'un carré, C doit être positif; la courbe est fermée; elle est 
une ellipse, ou un cercle, ou un point, ou rien. 

II. Si m, ou B2 — kAC, est positif, Ay2 - f - Bxy + Cx2 est moin-
dre qu'un carré; la courbe est formée de deux parties illimitées; 
elle est une hyperbole, ou deux droites qui se croisent. On est dans ce 
cas, si Cest négatif, ou s'il manque x2 ou y2, xy restant. 

III. Si m, ou B2 — kAC = 0, Ay2 - f - Bxy - j - Cx2 est un carré, 
la courbe s'étend à l'infini d'un seul c ô t é ; elle est une parabole, 

une droite, deux parallèles ou rien : quand xy manque , avec un des 
carrés x2 ou y2, on tombe dans ce cas. 

460. On peut composer à volonté une équ. du 2° degré, qui reu-

tre dans celle qu'on voudra de ces circonstances. Il suffira de re -
courir à l'équation (1) p. 422, et d'y déterminer arbitrairement les 
constantes a, B, m, ayant soin de composer le radical de sorte 
qu'il satisfasse aux conditions requises ; ainsi m sera négatif pour une 
ellipse, et mx2 - j - nx -}- p = 0 aura ses racines réelles : m sera 
positif pour une hyperbole, et suivant que l'équ. précédente à ses 
racines réelles ou imaginaires, cette courbe coupera ou ne coupera 
pas son diamètre, etc. On peut enfin se donner des conditions qui 
déterminent toutes les constantes /3 Voici un ex. de ce calcul : 

L'hyperbole ponctuée (fig. 265) a l'origine C au centre, le diamè-
tre BN fait avec les x un angle de 45°; CE = 1 donne GHtangente 
et limite de la courbe ; enfin le diamètre conjugué est CO — [/ 2 : 
trouver l'équation de cette hyperbole? Elle est visiblement 
y =x ± [/ m (x2 — 1), et il reste «à déterminer m. Mais x — 0 
donne le radical imaginaire; et changeant le — en - f - , il faut qu'il 
soit |/ 2 ; donc [ / m = j / 2, et y2 — 2#y — x2 — — 2 est l 'équ. 
demandée. 

Si l'on veut que l'équ. soit celle d'un point, une ou deux droites, 
ou rien, on peut opérer de même; mais il est plus simple de se 
conduire comme il suit : 

L et M étant de la forme ky - j - Ix - j - g, on a 
1° Pour un point, L2 - f M2 = 0 (p. 424) ; 
2° Pour une droite, L2 — 0 (p. 432) ; 
3° Pour deux droites, LM = 0 (p. 428) ; et si l'on veut que ces 

lignes soient parallèles, le rapport des constantes k et l doit être le 
même dans Z et M (p. 431) ; 

4° Pour que l'équation ne représente rien, iVdoit être un nombre 
positif quelconque dans L2 M2 -}- N = 0 (p. 425). 

461. Après avoir discuté l 'équ. (1), les coordonnées étant rec -
tangulaires, on peut se proposer de la construire exactement, sans 
recourir à la théorie (n° 439), mais en rapportant la courbe à un 
système de diamètres. Prenons pour axes des x' une parallèle au 
diamètre y = ax /3, sans changer l 'origine, ni l'axe des y . 

Comme tang (xx) = a, on a cos (xx') = ^ — k, 
V ( l "T " 

sin (xx') = ak, (xy') = 90°, et les équations B (n° 383) deviennent 
x = kx', y — akx' - { - y ; la transformée de (1) est 

y = P ± | / ( m k 2 .T'2 - f nkx' -{- p). 
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1° Si la courbe a un centre, portons-y l'origine; et l 'équ. étant 
ainsi rapportée «à des diamètres conjugués, recevra la forme (n° 427) 
y=[/(Q-j- Cx') : il suffit donc de chasser les termes /3 et nkx. 

Posons y' = y" 4 - / 3 x' — x" — ces 2e» termes sont les x' 
2km 

et y' du centre, et l'on trouve 

y"2 - mk2x"2 = p — 
1 4 m 

Telle est 1 équ. de la courbe proposée, réduite à ses diamètres con-
jugués. Rien n'est donc plus facile que de construire cette ligne 
(n° 431, 2°). 

Pour l'équation y = s - j - 1 =fc [ / (— 2s2 + 6s — 4), on a 
a. s= 1, k = \ m — — 2 . . . . , et l'on obtient, pour transfor-
mée, y"3 - j - x"- = ainsi, après avoir tracé le diamètre BN, 

y = x-\- 1 (fig. 258), porté l'origine au centre C, comme on l'a 
vu (n° 454), il restera à décrire une ellipse, dont les demi-diamètres 
CO, CD, sont, égaux à [ / 

2° S'il n'y a pas de centre , m = 0 , et le radical devient 
V + p) : chassant les termes constants /3 et p, l'origine sera 
portée au point où la courbe est coupée par son diamètre ; savoir, 

y' = y" + & = x" — d'où y"3 — nkx". Après avoir décrit 

le diamètre y = « s - f - /3, l'origine sera prise au point où il coupe 
la parabole ; l'axe des y" étant parallèle aux y, et l'axe des x" le 
diamètre, la courbe sera facile à tracer (n° 438). 

Pour y = i * - f 1 ± y/ (2s — 4), on a (fig. 248) « = ¿ f k = [/ 

DNet DF étant les axes, on a l'équation y"2 = 4s " |/ •§, qui est 
celle de la parabole MDM'; et comme, page 431-432, on a 
AB = 1, AE = DE=t 2 . 

CHAPITRE V. 
•PROBLÈMES D'ANALYSE GÉOMÉTRIQUE. 

De la Génération des Courbes. 
462. I . Quelle est la courbe qui résulte de l'intersection conti-

nuelle de deux droites AM, BM (fig. 2'68) qui tournent autour de 

A et B, et sont toujours à angle droit en M? Prenons les Généra-

trices dans une de leurs positions AM, MB : l'origine étant au mi-
lieu C de AB, et AC = r; les lignes AM'et MB qui passent, l'une 
en A (— r, 0), et l'autre en B (r, 0), ont pour équ. 

y - = a ( s + r), y = a' (s — r), . . . (1) 

de plus, on a a d 1 = 0, (2) 

puisque ces droites sont perpend. : les valeurs de a et a', qui ne 
satisfont pas à cette condition, répondent à des droites ANet BN, 

qui ne sont pas génératrices. Si l 'on met — — pour a', les équa-
tions (1), qui sont celles de toutes les droites passant en A et B, appar-
tiendront a deux generatrices, dont les directions dépendront de la 
valeur de a qu'on voudra prendre : la coexistence de ces équ. fera 
que s et y seront les coordonnées CP, PM, du point de section de 
ces droites. En éliminant a de ces équations , s et y seront donc les 
coordonnées du point d'intersection de deux génératrices quelcon-
ques, puisqu'elles ne sont distinguées entre elles que par a, qui n'y 
entrera plus. 

Ainsi, l'élimination de a et a' entre les équations 1 et 2, donne 

l'équation de la courbe cherchée : a = —\— a' = —-— 

s - j - r s — r 
changent ( 2 ) en y 2 - ] - sa = r5 : on a un cercle dont le diamètre 
est AB. 

II. Si les deux génératrices AM, MB (fig. 269) étaient assujet-
ties à formerun angle donné AMB, dont la tangente fût ti l'équ. (2) 

serait remplacée par t = " aurait (s2 - f -y* — r-)t=2ry. 

En discutant ( n° 450) cette equ. , où AC = CB — r, on verra que 

la courbe est un cercle dont le rayon est O B = y ^ ^r2 » 

CO = — donne le centre O. 

En général, au lieu de supposer la courbe décrite par un point 
qui se meut d'une manière déterminée, on peut la considérer comme 
engendrée par l'intersection continuelle de deux lignes (droites ou 
courbes) données, mais variables dans leurs positions ou leurs 
formes, suivant une loi connue. On prendra ces génératrices dans 
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1° Si la courbe a un centre, portons-y l'origine; et l 'équ. étant 
ainsi rapportée à des diamètres conjugués, recevra la forme (n° 427) 
y=[/(Q-j- Cx') : il suffit donc de chasser les termes /3 et nkx'. 

Posons y' = y" 4 - / 3 x' — x" — ; ces 2e» termes sont les x' 
2km 

et y' du centre, et l'on trouve 

y"2 - = p ~ ~ . 
1 4 M 

Telle est 1 équ. de la courbe proposée, réduite à ses diamètres con-
jugués. Rien n'est donc plus facile que de construire cette ligne 
(n° 431, 2°). 

Pour l'équation y = x + 1 =fc [/ (— 2* ' -{- Qx — 4), on a 
a. s= 1, k = \ m — — 2 . . . . , et l'on obtient, pour transfor-
mée, y"3 - j - x"- = ainsi, après avoir tracé le diamètre BN, 

y = x - j - 1 (fig. 258), porté l'origine au centre C , comme on l'a 
vu (n° 454), il restera à décrire une ellipse, dont les demi-diamètres 
CO, CD, sont, égaux à [ / 

2° S'il n'y a pas de centre , m = 0 , et le radical devient 
V [nkx -\-p) : chassant les termes constants /3 et p, l'origine sera 
portée au point où la courbe est coupée par son diamètre ; savoir, 

y' = y" + & = x" — d'où y"2 = nkx". Après avoir décrit 

le diamètre y = a x / 3 , l'origine sera prise au point où il coupe 
la parabole ; l'axe des y " étant parallèle aux y, et l'axe des x" le 
diamètre, la courbe sera facile à tracer (n° 438). 

Pour y = i * - f 1 ± ( / (2* — 4), on a (fig. 248) « = ¿ f k = [/ 

DNet DF étant les axes, on a l'équation y"2 = hx" j / f , qui est 
celle de la parabole MDM'; et comme, page 431-432, on a 
AB = 1, AE = DE = 2 . 

CHAPITRE V. 
•PROBLÈMES D'ANALYSE GÉOMÉTRIQUE. 

De la Génération des Courbes. 
462. I . Quelle est la courbe qui résulte de l'intersection conti-

nuelle de deux droites AM, BM (fig. 2'68) qui tournent autour de 

A et B, et sont toujours à angle droit en M? Prenons les Généra-

trices dans une de leurs positions AM, MB : l'origine étant au mi-
lieu C de AB, et AC = r; les lignes AM'et MB qui passent, l'une 
en A (— r, 0), et l'autre en B (r, 0), ont pour équ. 

y •= a (x - f - r), y = a' (x — r), . . . (1) 

de plus, on a aa' + 1 = 0, (2) 

puisque ces droites sont perpend. : les valeurs de a et a', qui ne 
satisfont pas à cette condition, répondent à des droites AN et BN, 

qui ne sont pas génératrices. Si l 'on met — — pour a', les équa-
tions (1), qui sont celles de toutes les droites passant en A et B, appar-
tiendront a deux generatrices, dont les directions dépendront de la 
valeur de a qu'on voudra prendre : la coexistence de ces équ. fera 
que x et y seront les coordonnées CP, PM, du point de section de 
ces droites. En éliminant a de ces équations , x et y seront donc les 
coordonnées du point d'intersection de deux génératrices quelcon-
ques, puisqu'elles ne sont distinguées entre elles que par a, qui n'y 
entrera plus. 

Ainsi, l'élimination de a et a' entre les équations 1 et 2, donne 

l'équation de la courbe cherchée : a = —\— a' = —-— 

x - r x — r 
changent ( 2 ) en y 2 - j - = r2 : on a un cercle dont le diamètre 
est AB. 

II. Si les deux génératrices AM, MB (fig. 269) étaient assujet-
ties à formerun angle donné AMB, dont la tangente fût ti l'équ. (2) 

serait remplacée par t = | Q a " ' ° n a i i r a* t(a ; 5~{~y î — r-)t=2ry. 

En discutant ( n° 450) cette equ. , où AC = CB — r, on verra que 

la courbe est un cercle dont le rayon est O B = y ^ ^r2 » 

CO = — donne le centre O. 

En général, au lieu de supposer la courbe décrite par un point 
qui se meut d'une manière déterminée, on peut la considérer comme 
engendrée par l'intersection continuelle de deux lignes (droites ou 
courbes) données, mais variables dans leurs positions ou leurs 
formes, suivant une loi connue. On prendra ces génératrices dans 
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l'une des positions convenables, et l'on aura leurs équ., telles que 
M = 0, J V = 0 : de plus, le changement que ces deux lignes éprou-
vent tient à celui de deux constantes qui y entrent; mais sont assu-
jetties, dans leurs variations, à une condition donnée P = 0. En 
faisant de nouveau le raisonnement ci-dessus, on prouvera que, si 
l 'on élimine ces deux constantes entre ces trois équ. , on aura pour 
résultat l'équ. de la courbe engendrée. 

S'il y avait trois constantes variables, outre P = 0, on devrait 
avoir une autre équation de condition Q = 0 ; il faudrait éliminer 
ces trois constantes entre les quatre équ. M = 0, N = 0, P = 0 , 

Q = 0. Et ainsi de su i te . . . . , . de manière à avoir toujours une 
équ. de plus qu'il n'y a de quantités à éliminer. 

S'il y avait moins d'équations qu'il n'en faut, l'équation finale 
serait encore celle de la courbe cherchée ; mais il y aurait un ou 
plusieurs paramètres variables : le problème serait indéterminé, et 
l'on y satisferait par une série de courbes. Lorsqu'il y a autant 
d'équ. que de constantes, il en résulte des valeurs de x et y en 
nombre fini : on n'a plus que divers points; et s'il y a plus d'équ. 
encore, le problème est absurde. Tout ceci sera éclairci par des 
exemples. 

III. Étant données les droites DN, Dx (fig. 270) et un point fixe 
A sur l'une, cherchons la courbe dont chaque point M est tel, que 
la distance MA est égale à la perpend. PN sur Dx. Concevons cette 
courbe comme engendrée par l'intersection continuelle d'une droite 
mobile PN, perpend. à Dx, par un cercle KL, dont le centre est 
fixe en le rayon et la droite variant d'ailleurs, de sorte que la 
condition donnée AM = PTVsoit toujours remplie. 

L'origine étant en A, AM=a, AP = ¡¡,AD=p,t = tang NDA; 

les équ. du cercle LK et de la droite PN sont 

^ = * = / 3 (1) 

L'équation de la droite DN, qui passe en i ) 0 ) , est 
y = t (x - j - p); l 'équation de condition MA = NP devient 
a=t (/3 -|-p) . Lorsque l'on fait varier la droite et le cercle, a et 0 
changent seuls ; il faut donc les éliminer à l'aide des équ. (1), ce 
qui donne 

y2 + x3 (1 — P) — 2Ppx — ty = 0. 

Io Si t = 1, l'angle donné E'DA = 43°, et l 'équ. devient 

y-= flpx - f - p2, qui est celle d'une parabole E'S, dont l'origine est 
au foyer A, le sommet en S, %AS = AE' = p. 

2° Si t < 1, l'angle NDA est < 45°, on a une ellipse dont le 
centre C et les axes a et b sont tels, que 

yt , pt 

Si DN est parallèle 
a DA, ou a un cercle, ce qui résulte aussi de ce 

que, par la génération, PN est constant. 
8° Enfin, si t > 1, ou EDA, changé en IDA, > 45°, on a une 

hyperbole. 

Cette propriété pourrait donner un moyen facile de tracer nos 
trois courbes; elles touchent toutes la droite donnée DE, DE'.. . 

en son point de section avec AE (n° 424). 
IV . Imaginons que la ligne AB (fig. 271) d'une longueur donnée 

se meuve dans l'angle BCA, de manière que ses extrémités A et B 

restent toujours sur les côtés de cet angle : trouver la courbe dé-
crite par un point M donné sur cette ligne AB ? Soient b = AM, 

a = MB, AC, CB les axes coordonnés quelconques, et c le cosinus 
de l'angle ACB qu'ils forment entre eux ; la courbe peut être con-
sidérée comme produite par la section continuelle des deux droites 
mobiles AB, PM, dont les équ. sont y = ax '-J- /3, x = y; d'où 
PM = ay - { - /3, CP — y. Il s'agit de trouver l 'équ. de condition 
entre a, 0 et y. Or, le triangle PMB donne (D, n° 385), en faisant 
PB — z, a2 — z2 - f - PM2 — 2 es . PM; d'ailleurs les parallèles 
AC, PM donnent bz = a X CP : donc on a 

bz = ay, a2—z2-j- (ay - f /3)» — 2cz (ay - ] - 0). 

Il reste à éliminer z, a, /3 et y. Mettons y pour ay /3, nous 
aurons bz = ax, a2 — z2 -}- y2 — 2 c y z ; enfin, chassant z, 

a2b2 = b2y2 -}- a2x2 — %abcxy est l 'équ. demandée, qui appartient à 
une ellipse (n° 454) dont C est le centre. 

Lorsque l'angle ACB est droit, tout le calcul se simplifie beau-
coup : on a l 'équ. b2y2 a2x2 — a2b2, qui est celle de l'ellipse rap-
portée à son centre et à ses axes 2 a, 2 b. l i e n résulte un nouveau 
moyen très-facile de tracer une ellipse. Après avoir décrit deux 
lignes indéfinies Cy, Cx, à angle droit, on portera, sur une règle 
MB, des parties égales aux demi-axes A M — b, BM = a, puis on 
présentera cette règle sur l'angle droit yCx, de manière que les 



pointa A et B soient sur les côtés de cet angle. Dans cette position, 
et toutes celles de même nature, le point M sera l'un de ceux de 
l'ellipse; on marquera ces divers points, et l'on tracera la courbe 
qui les joint. 

Si le point décrivant est situé en M' sur le prolongement de AB, 

la même analyse conduit au même résultat, au signe près du terme 
— labcxy. Ainsi, en prenant BM' = a, AM' — b, AB est la diffé-
rence des demi-axes, au lieu d'en être la somme, et la construction 
demeure la même. 

V . Si, du foyer F d'une ellipse (fig. 288), on abaisse une per-
pendiculaire sur chaque tangente, quelle est la courbe qui passe 
par tous les points I de rencontre de ces tangentes et de leurs per-
pendiculaires? a°yy' -¡- b2xx' — c?b2 est l'équ. de la tangente au 
point (x', y') (n° 408). La droite, qui passe par le foyer ( — a, 0), 
a pour équ. y = ¡3 (x-f a) ; pour qu'elle soit perp. à la tangente, il 
faut (n° 870) que ¡3 satisfasse à l'équation b-x'/3 — o?y' = 0 : les équ. 
des génératrices sont donc 

(ïyy' + b\xx == a?b\ frx'y — aT-y' (x -f a). 

Lorsque le point de tangence varie, ces lignes changent de position 
avec x et y ' ; l'équ. de condition est celle qui exprime que ce point 
est sur l'ellipse, a ' / 2 - j - fiV2 = a3b\ 11 reste à éliminer x' et y' entre 
nos trois équ. On tire des l r e s x' et y', et l'on substitue dans la 3° ; 
on trouve 

by 4 - G 2 (x 4 - « ) 2 = [ y 2 4 - * (x + «)]*. 

En développant, on a 

y 4 4 - y 2 [2* (ai - f a) — i 2 ] 4~ ( x 4 - a)* (.x2 — a2) = 0 ; 

or, — b* — a? — a2 (n° 386) : le second terme devient donc 
y 2 1 > 4 - a)2 4~ * 2 — a2] ; de sorte qu'en réunissant les termes affec-
tés de x2 — a2, on a 

( f - f - « ' ) [y2 4 - ( * + « ) * ] = 0 . 

Le second facteur est visiblement étranger à la question, puisqu'il 
donne le foyer; l'autre donne le cercle circonscrit à Vellipse-, c'est la 
courbe cherchée. 

1° b n'entrant pas ici, le cercle inscrit dans l'hyperbole résout la 
question proposée pour cette courbe (n° 897). 

2° Ce cercle est commun à toutes les ellipses décrites sur le grand 
axe, et même au cercle qui se reproduit ainsi lui-même. 

3° Comme y2 - ] - x
2

 = a? est indépendant de cl, on trouve le même 
cercle en opérant sur l'un et l'autre foyer. 

VI. Pour résoudre le même problème pour la parabole (fig. 234), 
on verra aisément qu'il faut éliminer x' et y ' entre 

yy' = p(x-\-x), py = - y ' { x - { p ) , y'2 = 2px'. 

11 vient 0 = (— 2.ry2 2.r2 — px) [p — 2.t), ou en réduisant, 
x [Jnf 4 - fix — p)2] = 0. Le 2 e facteur donne le foyer ; il faut le 
supprimer : le 1er, x = 0, donne l'axe des y ; c'est le lieu des pieds 
des perpend. (i, fig. 234, p. 382). 

VII . La parabole NAK (fig. 272) étant donnée, trouver le lieu 
de tous les points M, tels qu'en menant les deux tangentes NM et 
KM,l'angle qu'elles formeront soit toujours égal à uti angle donné M. 

Les tang. à la parabole aux points ( x , y ') , (x" , y") , ont pour équ. 
(n° 404) fig. 272, 

yy'=p(x + x'), yy"=p(x + x"). 

L'angle KMN, que forment entre elles ces droites (n° 870), a, pour 

tang, i Lorsqu'on change les points K et N de con-

tact, cet angle doit rester le même ; t est constant ; mais x', y ' , x", y", 

varient ; il faut les éliminer, et l'on a pour cela, outre les trois équ. 

précédentes, y'2 = 2 p x , y"2 = 2px" . x' et x", tirées de celles-ci, 

changent les deux premières en 
y'° - Zyy' + V' = 0 - y"7 ~ 2 w" + V=0 • 

Ainsi, des deux racines de la première de ces équ. , l'une est y', et 

l'autre y"; donc y'y" = 2p x , d'où t = • déplus, 

y' — y ± j/ (if — %px) donne y" -—1/ — 2 fois le radical : ainsi, 
l 'équ. cherchée est 

y' — fx2 — px (2 4 - i2) — i ty = 0 . 

c'est celle d'une hyperbole; et comme t n'entre qu'au carré, l'une 
des branches est décrite par le sommet M' de l'angle obtus K'M'N, 

et l'autre par celui M de son supplément NMK. On trouvera aisé-
ment le centre C et les axes de la courbe. 



Si l'angle donné M était droit, o u / = « , o n aurait (n° 398) 
+ P = 0 5 en sorte que si de chaque point de la directrice on 

mène deux tangentes à la parabole , elles font toujours entre elles 
un angle droit. 

VIII . Il arrive souvent que l'équ. même de la courbe est d o n -
née, ou presque exprimée dans sa définition, plutôt que par sa gé-
nération : ceci mérite à peine de nous arrêter. En voici un exem-
ple : Quelle est la courbe dont chaque ordonnée est la moyenne 
proportionnelle.entre celles de deux droites données, correspon-
dant à la même abscisse? 11 est clair que y = ax + b, y = a'x-f- b' 

étant les équ. des droites données, celle de la courbe est 

,f = (ax - f - b) (a'x - f b'), ou tf - aa'x2 - s (a'b - f ab') = bb'. 

1° Si l'une des droites est parallèle aux x, a' = 0 donne 
if = ab'x bb', qui appartient à une parabole qu'on décrira aisé-
ment. Quand a = 0, bb' donne deux droites parallèles , une 
droite ou rien, suivant les grandeurs et les signes de b et b'. Lors-
qu'on fait abstraction du signe des ordonnées des droites, outre 
notre parabole, on en a encore une deuxième égale et opposée, et 
qui a même sommet. 

2° Si a et a' sont de signes contraires, on a une ellipse ; lorsque 
aa' = — 1, les lignes données sont perpend., et l'on a un cercle 
(on a aussi un point, ou rien) . 

3« Enfin , si a et a' sont de même signe, on a une hyperbole : 
quand a = a', l'une des asymptotes est parallèle aux droites don-
nées, d'où l'on peut conclure l'autre (n° 450 et 457). On peut aussi 
avoir deux droites qui se croisent. 

Dans ces deux derniers cas, en faisant abstraction des signes des 
ordonnées, on a à la fois l'ellipse et l 'hyperbole décrites sur les 
mêmes axes, comme fig. 247 . 

On pourrait varier beaucoup ces problèmes. M. Puissant en a 
mis plusieurs dans son Recueil de diverses propositions de Géométrie. 

En voici quelques autres : 

IX. Deux angles de 45°, BAC, BDC (fig. 272) étant donnés de 
position, les faire tourner autour de leurs sommets fixes A et D, de 
sorte que deux côtés AB, BB se coupent toujours sur ^ p a r a l l è l e 
à AD. Quelle est la courbe décrite par le point C d'intersection des 
deux autres côtés AC, DCf 

On peut prendre les angles mobiles quelconques, ainsi que la 

droite BE. 

X. Soit un point M (fig. 274) tel , que ses distances AM, BM, à 
deux points fixes A et B, soient entre elles dans un rapport d o n n é ; 
quelle est la courbe dont tous les points jouissent de cette p r o -
priété ? 

En quel lieu de cette courbe AM sera-t-elle tangente? Comment 
déterminer le point M, tels que les distances MA, MB, MD à trois 
points fixes A, B et D aient entre elles des rapports connus? 

XI. Un cercle et une droite étant donnés, trouver le l ieu de tous 
les centres des cercles tangents à l'un et à l'autre. 

Le même problème pour deux cercles donnés. 
XII. Les côtés d'un angle droit glissent sur une ellipse ou une 

hyperbole, «à laquelle ils demeurent sans cesse tangents ; quelle est 
la courbe décrite par le sommet (fig. 272) ? 

On peut prendre aussi l'angle quelconque, comme au pro-
blème VII. 

XIII. Deux droites AF, CD (fig. 220) tournent autour des extré -
mités A et C de la base d'un triangle donné ABC; trouver le lieu 
BE de tous leurs points G d'intersection, en supposant que D et F 

sont, dans leur mouvement, à la même distance de la base (voyez 
n" 376, VIII). 

Problèmes qui passent le second degré. 

463. Nous avons construit page 314, les racines des équations du 
2 e degré. L'exemple suivant montre ce qu'il faut faire lorsqu'on est 
conduit par la résolution d'un problème déterminé à une équ. où 
l'inconnue est élevée au delà du 2e degré. Soit 

x'-* — pqx* -J- p2rx -f- p'ïti2 = 0. 

Si l'on fait x2 = py, on a tf — qy -{- rx m3 = 0 ; la proposée 
provenant de l'élimination de y entre celles-ci, si l'on construit les 
sections coniques qui s'y rapportent, les abscisses des points d ' in-
tersection seront les racines cherchées : ce sont ici deux paraboles. 
La proposée aura ses quatre racines réelles, quand les deux courbes 
se couperont en quatre points : il n'y aura que deux points d'inter-
section s'il n'y a que deux racines réelles : elles seront toutes quatre 



imaginaires, s'il n'y a aucun point commun enire les courbes. Au 
cas qn il y eut quelques racines égales , les deux courbes se tou-
cheraient, etc. 

Mais comme l'une des deux courbes est arbitraire, il convient 
toujours de préférer le cercle comme plus aisé à décrire. Après 
avoir trace les deux axes rectangulaires A., Ay (fig. 278), on dé-
crira 1 hyperbole xy = p m e n t re ses asymptotes; éliminant ptn, la 
proposée devient 1 equ. d'un cercle facile à décrire, 

Prenez AC=IÎ . du centre <7, avec le rayon % / L q , 

tracez un cerc le ; l 'hyperbole sera coupée en des po in t s* , M ' , N , 

cherché V A P > J Ç f > J < ? > S 6 r o n t l e s 4 * 
cherchées ; deux sont positives dans la fig., , e s deux autres néga-
tives. Il pourrait n y avoir aucun point d'intersection, ou seulement 

De même pour _ ^ + p 3 q x + o n 

d 0 U y S = 0 ; ajoutant x 2 - P r = 0, 

f + % + q* +pr= 0, = py, 

équ. d'un cercle et d'une parabole faciles à décrire. 

d ' 0 ù 7 ± ~~ 7 = m u I t ' P , i e z P - faites = ay; 
d o n y 2 ^ = 0 ; ajoutez la précédente, i l vient 

y2-\-x>=qx, ou y2+x2=.1ay-\-qx, 

c e r l ' r m P r ° P 0 S é e C ° n t i e n t + «3 — O n construit le 
avec la ' t . ^ ^ r e p r é S e n t e î 1CS ^ ^ des points communs 
réoond i 1 = S ° n t 'G S « ^ r c h é e s ; , = 0 repond a la racine introduite. 

Pour« 3 - Ba'x = le même calcul donne 

x2 = ay, r + x^hay + ïax. 

Îe n l f i V T C G n t r e CSt ^ e t l e « r » ^ = « W ; 
racine r é e l l e . e r s l 0 n « ^ absc isse , . ^ c'est la L . 
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On peut, par cette construction , obtenir la valeur de j / a. 
Étant données deux droites a et b, trouver entre elles deux 

moyennes proportionnelles x et y, ^ a \ x \ y \ b. Puisque 
x2 = ay, y2 = bx, en construisant deux paraboles, dont a et b 

soient les paramètres, qui aient l'origine pour sommet commun, et 
dont les axes respectifs soient ceux des y et des x; on aura, pour 
abscisse x et l 'ordonnée y de leur point commun , les lignes de-
mandées. 

Mais les constructions sont plus simples en employant le cercle 
au lieu de l'une des deux paraboles. Ajoutons nos équations, 
il vient x2 - j - y- — ay — bx = 0 , et l'on retombe sur la fig. 276, 
où BC = \a,AB='-b. 

Lorsque b — 2a, on a x3 = 2a?; ce qui résout le célèbre pro-

blème de la duplication du cube. Si l 'on fait b = — a, comme on 
7?b m ê 

a x3 —— a3 : on peut donc aussi former un cube x3. qui soit à un 
n 

cube donné a3, m ; n. 

En général, ces constructions peuvent être variées de bien des 
manières ; car, puisqu'elles dépendent de deux courbes dont on a 
leséqu. , en multipliant ceséqu. par des indéterminées et les ajou-
tant, on obtient différentes courbes propres à la résolution du pro -
blème. 

464. Au reste, il peut arriver qu'une question proposée comme 
déterminée ne le soit pas (voy. n° 376, II), ou même qu'on puisse 
en faciliter la solution, lorsqu'elle est déterminée, en la faisant d é -
pendre d'une autre question qui ne le soit pas. L'analyse indique 
d'elle-même ces modifications ; c'est ce qui va être éclairci par les 
questions suivantes. 

I . Étant donnés deux points A et B (fig. 277) , trouver un 
3« point M, t e l , qu'en menant AM et MB, l'angle MAB soit la 
moitié de MBA. Faisons AB = m; les équations de AM, MB sont 
y = ax, y = — a' (x — wt), l'origine étant en A : or, a et a' sont 
des tangentes d'angles doubles l'un de l 'autre; donc 
a' = ~a (L, 389). Éliminons a et a' entre ces trois équations, 

1 —— a2 

et faisons abstraction de y — 0, qui n'apprend rien; il vient 

y* _ Ss2 -t- 2tnx = 0 . 



On voit que la question est indéterminée, et qu'on y satisfait en 
prenant pour M chaque point de l'hyperbole que nous allons c o n -
struire. Faisons AC—CD = f m = y AB; C sera le centre, A et 
D les sommets; les asymptotes CG, CH, font avec AB un angle 
égal aux deux tiers d'un droit, f / 8 en étant la tangente (n° 852) ; 
cette courbe MD sera celle dont il s'agit. 

Si l'on veut partager un arc de cercle AEB, ou un angle AKB, 

en trois parties égales, on prendra le tiers AC de sa corde AB ; 

construisant l'hyperbole ci-dessus, l'intersection avec l'are donnera 
(n° 212) le tiers EB de l'arc, ou le tiers EKB de l'angle. 

Pour résoudre le problème de la trisection de l'angle, nous l'a-
vons d'abord présenté sous une forme indéterminée, et même plus 
générale.puisque nous aurions pu de même trouver lepoint d'un arc 
d'ellipse AEB, ou de toute autre courbe, qui remplit une condition 
analogue. 

II. Mener une droite DD', y = ax-\~b (fig. 278) , de manière 
que la somme des perpend. MD, M'D', abaissées de deux points 
donnés M et M', soit égale à une longueur connue = m. Il s'agit de 
déterminer a et b par la condition MD -{- M'D' = m. 

La distance du point M (x', y') à cette ligne ( n° 3 7 4 ) est 
ax' — y' -4- b 
— e n raisonnant de même pour M' (x", y''), on a 

(ax'— — y"-\-b) = my (1-f-a*). . . . (1) 

Cette équ. ne pouvant faire connaître que a ou b, le problème est 
indéterminé ; si l'on met y — ax pour b dans (1) , on a 

y - t W + y") = « [ * - i & + * " ) ] + £ » * / ( i + 

c'est l'équation de la droite cherchée. Transportons l'origine au 
mil ieu de MM', en C [ f (x' - f x"), '-(y' - f - y")], on a 

y — ax-{-{m[/( 1 -f a2) ( 2 ) 

La direction de la droite est restée arbitraire; seulement on voit 
que lorsqu'on a choisi a à vo lonté , l'ordonnée à l'origine est 
{ m y (1 - f - a-) ; ainsi (n° 374) la distance FC = -j m, ce qui fournit 
cette construction. Du centre C des moyennes distances aux axes, 
on décrira un cercle avec le rayon ^ m : toute tangente à ce cercle 
satisfera seule à la condition exigée. C'est ce que rend évidente la 
propriété connue du trapèze MDÜM' (n° 219, 4°). 

Si l'on eût donné trois points,il aurait suffi d'ajouter ax"' — y" - f - b 

au 1 « membre de (1) : en général p o u r n points, il faudrait rem-
m 

placer m dans (2) par —. Donc la somme des perpendiculaires 

menées de n points sur la droite DD' est = m, quand DD' est 
tangent au cercle FC décrit du centre des moyennes distances avec 
un rayon FC = la ne partie de m. 

III. Étant données deux droites AP, AD (fig. 279), cherchons un 
point M, tel que les perpend. MP, MD soient entre elles dans un 
rapport donné = n : m. Prenons AP pour axe des x, A pour ori-
gine ; AP = x', PM = y' ; enfin y = ax pour l'équation de AD. 

La perp. (n» 374) MD = J, = ~ par condition ; d'où 

, anx' 

y ~ n — m {/ (1 a2)' 

Donc, tous les points d'une droite AM passant en A, satisfont à la 
question. Prenons des parties AC= m, AB = n , sur les perpen-
diculaires aux droites données, et menons des parallèles BM, CM, 

à ces droites ; M sera l'un des points de la ligne cherchée, puisqu'il 
satisfait à la condition : cette ligne est donc AM. 

Si l'on voulait obtenir sur la courbe MN les points M et N, qui 
jouissent de la propriété assignée, il faudrait construire la droite 
AM, et prendre ses points d'intersection /7/et N avec la courbe. 

Le point M pourra être situé au-dessous de AD; alors j / (1 a2) 

ayant un signe contraire, il faudra prendre AC' = m en sens opposé 
de AC, et la section de BM avec CI. 

I V . D'un point K (fig. 280) menons deux tang. KM, KN à l'ellipse 
donnée CMN, et la corde />//Vqui joint les points de contact. Si l'on 
fait parcourir au point K une droite quelconque AB donnée, les 
points M, N varieront ainsi que MN ; on demande la courbe qui 
est le lieu des intersections successives de ces cordes MN. 

Menons, par le centre C, CD parallèle à AB, et CA diamètre con -
jugué de Cy ; prenons ces lignes pour axes. En partant de 1 equ. de 
la tang. à l'ellipse, et exprimant qu'elle passe par un point donné 
K ( a , (S), on a prouve (413) qu'il y a deux tang., et que la corde 
MN, qui joint les points de contact, a pour équ. a2Ç>y -}- b2ax = a2b2. 

Si l'on place le point K en B, l 'équ. de la nouvelle corde tnn sera 
la même en changeant /3 en /3'. Le point de section de ces cordes se 
trouve en éliminant x et y entre leurs équations. En les retran-



chant, il vient a2y (/3 — 0') = 0 , ou y = 0. Il est donc prouvé que le 
point de section est sur l'axe des x, et cela, quels que soient/3, /3',-d'où 
résulte que toutes ces cordes se coupent en un seul point. La même 
propriété a lieu pour l'hyperbole et la parabole (toy. nos -407 , -413). 

465. Les principes exposés précédemment suffisent quelquefois 
pour discuter les équ. de degrés supérieurs en x et y. Par ex. , 

y1 — xi -f- (a — b) x2 -{- abx = 0, 

d'où y = ± [/ x (x — a) (x -¡-b) ; 

la courbe (fig. 288) est symétrique des deux côtés de l'axe des y , 
qu'elle coupe aux trois points A, C et B, pour lesquels x = 0, 
a et — b. On ne peut prendre x positif mais x peut croître 
indéfiniment au delà ; ainsi la courbe s'ouvre à l'infini et ne s'étend 
pas entremet C. Dans le sens des x négatifs, elle forme une feuille 

entre A et B, et ne dépasse pas B. 

Si a = 0, y — ± x [/ (x - f - b), l'espace AC est nul, et la dou-
ble branche infinie a son point- C soudé en A. Si b = 0, 
y = ± x [/ (x — a), la feuille AB se réduit à un point A, isolé de 
la branche infinie CM. 

Soit encore l'équation y2 — x 2 y 2 = 1, d'où y = ± ^ — 

x = ± V ^J 11; la courbe est symétrique par rapport aux x et 
y 

aux y, et si l 'on plie la fig. selon l'un ou l'autre de ces axes, les 
parties coïncident; x est 1, et comme x = ± 1 donne y = co , 
deux parallèles aux y menées des deux côtés de cet axe à la dis-
tance 1, sont asymptotes de la courbe qui est entièrement renfermée 
entre elles. Enfin x ± 1 ; ainsi la courbe est composée de deux 
branches infinies et opposées, séparées par un intervalle, comme 
dans la fig. 263, excepté qu'elles sont renfermées entre deux pa-
rallèles aux y, et ± 1. 

Enfin l 'équ. x*y2 -}- y1* — y3 — xz — x\f - f - x == 0 , 

équivaut à (x2 -\-y2 — 1) (y3 — x) = 0, 

en égalant chaque facteur séparément à zéro , on trouve que la 
courbe est formée du système d'un cercle BCP (fig. 233) dont le 
rayon est 1 et le centre à l'origine C ; et d'une parabole MAM'. Les 
choses se passent ici comme n° 460, 3°. 

De quelques autres Courbes. 

466. Lorsqu'on donne divers points F, G, M, Z . . . . (fig. 211), 
il y a une infinité de courbes qui les unissent ; cependant, parmi 
celles qu'on peut choisir, il en est une qu'on préfère, comme étant 
plus simple que les autres ; c'est celle dont l'équation est 
y = A -]- Bx - f - Cx2 - j - etc., et qu'on nomme Parabole, par ana-
logie avec la courbe que nous connaissons sous ce nom. Après 
avoir tracé deux axes Ax, Ay, et marqué les coordonnées AD, DF, 

AC, CG.... des points connus, on comprendra dans l'équ. autant 
de termes qu'il y a de ces points, et il s'agira d'en déterminer les 
coefficients A, B, . . . . par les conditions données, savoir, que 
1° x = AD = a donne y = DF — a ; d'où a• = A - j - Ba - j - Ca.2 ... ; 

2° de même , x = ¿3 donne y = b; b = A - f - 5/3 - f - Cfi1 +...., 

en ainsi des autres points. Il faudra ensuite éliminer les inconnues 
A, B, C,.... afin d'en obtenir les valeurs. 

Le calcul peut être présenté d'une manière simple et générale; 
car, puisque x = a doit donner y = a, la valeur de y est de la 
forme de y = Aa - j - K, A et K étant composés de manière que 
2; = a. rende A = 1 ; et K = 0 : ainsi (n° 500), K = (x — a) K'. 

De plus, quand x = /3, on a y = b; donc on a en général 
y = Bb - f L, L étant = (x — /3) L' ; de sorte que, pour allier ces 
deux conditions, 

y = A'a + B'b -j- (x-a)(x-(3) M 

A'et B' étant = 1, lorsqu'on fait respectivement x = a, ou = /3. 
En continuant le même raisonnement, on verra que 

y = Aa - j - Bb - f - Ce - j - etc., 

(x - a) (x - > ) {x - «Q. . . . 
equ. ou A =—. — j, j 

1 (a, — fi) (« — i) (a — <!•)... 

_ (x — a) (x — y) {x <T). . • 

(/3 — a) (H - 7) (/3 - à). . 

en prenant pour chaque coefficient une fraction ayant autant de 
facteurs moins 1, qu'il y a de points donnés. 

On obtient ainsi l 'équ. approchée d'une courbe donnée^ mais 



tracée au hasard ; il suffit d'y distinguer un nombre suffisant de 
points, pris surtout aux lieux où la courbe offre des sinuosités mar-
quées, et d'en mesurer les coordonnées a, a, fi, b, . . . . 

On pourra ainsi trouver, entre des points isolés F, G, M, Z, . . . 

d'autres points assujettis à la même loi ; et de même, entre plusieurs 
quantités liées par de certains rapports, obtenir une loi qui puisse 
servir a faire connaître, par approximation, quelque circonstance 
intermédiaire. C'est en cela que consiste la méthode de l'Interpola-

tion, dont l'application est si fréquente aux phénomènes naturels 
(voy. nos 637 et 947) . 

Les mêmes raisonnements servent à faire passer une courbe de 
nature connue par une série de points donnés : l'équation de cette 
courbe doit alors renfermer autant de constantes arbitraires qu'il 
y a de ces points, sans quoi le problème serait absurde ou indéter-
miné. Ainsi l'équ. la plus générale du cercle étant 

( y - * ) ' + ( * - A ) » = 
on ne peut exiger que cette courbe passe par plus de trois points 
connus (a, a), [fi, b), (y, c), et l'on aurait, pour déterminer les con-
stantes k, h et r, les conditions 

(a _ ky + (a - hy = 

(ô _ ky - { - ( f i - hy = 

(à — ky + (? - hy = 

Si le rayon r était connu, on ne pourrait plus se donner que 
deux points, et ainsi de suite. 

En général on peut faire passer une section conique par cinq 
points, puisqu'il y a cinq arbitraires dans l'équ. générale du 2 e de -
gré, dégagée du coefficient du 1er terme. 

467. Quelle est la courbe DM, QE (fig. 281) engendrée par l'in-
tersection continuelle de la ligne BM, qui tourne autour de B, et 
d'un cercle MEQ, dont le centre C glisse le long de AC, de m a -
nière que ce centre soit toujours sur BM? Prenons Ax et BD pour 
axes. Soient = « , AB = b, CM = AD = a, les équ. du cercle, 
et de la droite BM qui passe en B (0, — b) etC(a, 0) , sont 

(* — + r = ay=b(x-a)-, 

éliminant a, il vient x2y2 = (a3 — y2) (y j,yt 

Telle est l'équ, d e l à courbe proposée, que Nicomède a nommée 
Conchoïde. Il suit de sa génération qu'elle est formée de deux bran-
ches, l'une au-dessus, l'autre en dessous de Ax, étendues à l'infini, 
et dont Ax est l'asymptote; que la plus grande largeur est en DD', 

lorsque la droite mobile BM est perpend. à Ax. Si AB est a, 

alors il y a en U un nœud; ce nœud s'évanouit, et ne laisse qu'un 
point de rehaussement, lorsque AB = a (voy. fig. 282). 

468. Le cercle AFB (fig. 283) et sa tang. BD sont fixes ; la droite 
AD tourne en A, et AM est toujours pris = FD : quelle est la 
courbe des points M? Elle résulte de la section continuelle de 
AD; par un 2° cercle, dont le centre est en A, et dont le rayon B 

variable est sans cesse = FD. Les équ. de nos deux cercles, l'ori-
gine étant en A, sont x2 - f - y2 = F2, y2 = 2a x — x2 ; celle de AD 

est y = Ax; A et R varient, et l'on a A M = FD, ou AP = EB. 

Or, on trouve (n°5 372 , 354) AE = , , , EB = •• ., 
v ' 1 - f - A 2 ' 1 - f A2' 

* / ? 

AP = R cos MAP = : donc R ¡/(l-¡-A2) = 2aA2; 
V ( l -rA2) 

c'est l'équ. de condition. 
Éliminant B et A, à l'aide de x2 - j - y2 = R2, y = Ax, on a l'équ. 

cherchée 

+ V f = i d'où y2 = ^ _ ^ 

Il résulte de cette équ. que, I o x ne peut être > 2a, ni négatif : 
ainsi la courbe est renfermée entre Ay et BD ; 2° elle est symétrique 
de part et d'autre de AB ; 3° elle passe par l'origine A (où elle a 
un rebroussement) ; 4° x = a donne y = ± a : les points H et II', 

où la courbe coupe la circonf. directrice, partagent celle-ci en ses 
quatre quadrans; 5° x = 2a donne y = co : BD est asymptote. 
Cette courbe est nommée Cissoïde de Dioclès. 

469. La courbe OBM (fig. 284) , dont les abscisses AE, AP 

sont les logarithmes des ordonnées correspondantes EF, MP. . . . 

est nommée Logarithmique : son équ. est x = log y , ou y = a1, a 

étant la base (n° 145). Il est facile de voir que, I o la courbe n'a 
qu'une seule branche, qui est infinie à droite et à gauche ; 2° l 'or-
donnée AB à l 'origine est = 1 ; 3° soit AE = 1 = AB, on a 
EF = a = la base ; 4° si a est 1, la partie BM de la courbe qui 
est dans la région des x positifs, s'écarte sans cesse de Ax ^ con-
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traire a lieu lorsque « < 1) ; l'autre partie FO s'approche de AO; 

QAx est l'asymptote. 5° Si l'on prend des abscisses successives en 
progression par différence, les ordonnées correspondantes forme-
ront une progression par quotient. 

Les différentes espèces de logarithmiques sont distinguées entre 
elles par la base a. 

470. Formons la courbe des sinus (fig. 289) : l'éqn. est y = sin x. 

Chaque abscisse x est le développement d'un arc de cercle dont 
l'ordonnée,»/est le sinus, le rayon étant r. Si l'arc estO, ier, 2Tr , . . . . 

le sinus est nul : à partir de l'origine A , et de part et d'autre, 
on prend AB = BC = AB' = , . . . = xr, les points A, B, B', C, 

C.. . . sont ceux où la courbe .coupe l'axe des x. L'arc croissant 
depuis zéro jusqu'à -j zr = AE, le sinus croît aussi jusqu'à EF=r; 

mais x continuant de croître, y diminue ; la portion AFB de courbe 
est symétrique par rapport à FE. Lorsque x passe AB = xr, le 
sinus devient négatif; et comme il reprend les mêmes valeurs, on 
a une autre partie de courbe BDC égale à la première. Le cours se 
continue ainsi à l'infini. Ces courbes ne diffèrent entre elles que par 
le rayon r . 

471. Un point M (fig. 285) se meut le long de CM, en même 
temps que CM tourne en C; quand cê rayon mobile était couché 
sur CA, M était en A ; et l'on exige que AC soit toujours à AP, 

comme le quadrans ac est à l'arc décrit ab. On demande quelle 
est la courbe AMDB décrite paT A ? Elle est produite par l'inter-
section continuelle du rayon CMetde PM perpend, à CA. C étant 
l'origine, soient AC = a, ab=6, CP = a, les équ. de CM et PM 

sont y = x tang ô, x = a. Mais la condition imposée ^ ^ = ~ 
AP ab 

a 
= éliminons a et 6, il vient 

Il est aisé de voir, 1° que la courbe est symétrique de part et 
d'autre de Cy; 2° que ± x > a rend y négatif; 3° que ±x — 1 a 

donne les asymptotes ON, Q'N'; x = 0 donne y = 0 X » , ex-
pression singulière de l 'ordonnée CD, et dont nous rechercherons 
plus t a ^ la valeur (n° 756). Dinostrate, inventeur de celte courbe. 

lui a donné le nom de Quadratrice, à cause de l'utilité qu'il lui 
supposait pour la quadrature du cercle. 

472."Si un cercle GM (fig. 290) roule sur une droite AB, le point 
M, qui originairement était en contact en A, aura décrit l'arc AM; 

ét le nouveau point de tangence avec AB sera en D, de sorte que 
AD sera le développement de l'arc de cercle MD. En continuant 
le mouvement du cercle, le point M tracera la courbe AMFB, qu'on 
nomme Cycloîde, Roulette ou Trochoïde. 

Après une révolution complète, le point M se retrouvera au con-
tact en B, qui sera un point de la courbe, AB étant la circonférence 
du cercle générateur : en E, milieu de AB, le diamètre FE = 2r 
dece cercle, est la plus grande ordonnée; la courbe est symétrique de 
part et d'autre de Y axe FE. La cycloîde continue son cours à l'infini, 
en formant en A, B. . . . des rebroussements. 

Prenons l'origine en A, AP = x, PM = y; comme . . . . . . 
AP = AD — PD, on a x = MD — z, en faisant PD = z;z est 
l'ordonnée OM du cercle CM, l'abscisse y étant DQ; d'où 

= 2ry — y2. Or, MD est un arc qui, dans le cercle dont le rayon 
est r, a z pour sinus ; ce qu'on exprime ainsi : 

MD = arc (sin = z) ; 

donc on a x = arc (sin = z) — z, 

ou z = sin (x a); z2 = 2ry — y2. 

Si l'origine est en F, FS = x, SM = y, FK = u, on a 

FS = AE —AP = AE — [AD — PD) 

= demi-circ. FKE — arc MD - f - M Q = F K + KN, 

ou x= arc (sin = z) -{- z, z = sin (x — z), ou x = u -J- sin u. 

Les travaux de Fermât, Descartes, Roberval , Pascal, Huy-
g h e n s , . . . . ont rendu cette courbe célèbre ; elle jouit de propriétés 
géométriques et mécaniques très-singulières, mais ce n'est pas ici 
le lieu de nous en occuper. Voy. le second volume. 

Si l'on eût cherché la courbe décrite par un point du plan cir-
culaire différent de ceux de la circonférence, on aurait eu une autre 
espèce de cycloîde. On aurait aussi pu donner au cercle mobile un 
mouvement de translation dans l'un ou l'autre sens, outre celui 
dont nous venons de parler, ce qui aurait allongé ou accOurci la 



cycloïde. Enfin on aurait pu faire rouler la circonférence sur une 
autre courbe : on aurait eu c e qu'on nomme les Épicijclo'ides. Mais 
nous ne pouvons qu'indiquer ces objets. 

•473. On nomme Spirale une courbe qui est coupée en une infinité 
de points par toute ligne passant par un point fixe ou pôle. Les spi-
rales forment un genre de courbes dont la génération nécessite, 
pour ainsi dire, les coordonnées polaires. Telle est celle de Conon, 

qui porte le nom de Spirale d'Archimède, parce que ce célèbre 
géomètre en a le premier reconnu les propriétés. La droite AI 

(fig. 286) tourne autour àeA, pendant qu'un point mobile M glisse 
le long de AI. Cherchons l 'équ. de la courbe AMNC, qu'il trace, 
en supposant que AI est placée en AC,, quand le mobile est en A ; 

qu'après une révolution, lorsque AI se retrouve en AC, le mo-
b i l e * est en C; qu'enfin les espaces AM = r qu'il parcourt sont 
proportionnels aux angles IAC=S que décrit AI. 

La valeur angulaire 2a- devant répondre à AC = a, on a 

2 x qh 0 , 
— = - 7 7 7 = —; donc, 2zr == ah 
a AM r 

est l'équ. cherchée. La courbe passe en A, en C. . . ; les révolu 
tions successives de AI donnent 0 = 2x, = 4?r, = . . . ;-d'où 
r = a, = 2 a , . . . . de sorte q u e , chaque fois, le rayon vecteur 
augmente de a. Comme, pour un nombre quelconque k de révolu-
tions, l'équ. 

ad . . , . aû 
r = — devient r = ak -+- —, 

2/T ' 2T 

k étant un entier quelconque, tousles rayons vecteurs s'accroissent 
aussi de a. 

47-4. Soient menées les perpend. AC, CD(fig. 287), et décrit du 
centre C des arcs, tels que PM, égaux en longueur à une ligne 
donnée CD = a; les extrémités M de ces arcs déterminent une 

. , Ch CM 
courbe NM, dont on trouve aisement I equ. ; car on a — 

or, PM = a, Ch = 1 ; donc rô = a: L'analogie de cette équ. avec 
Tlj _ m3 a fait donner à cette courbe le nom de Spirale hyperboli-

que : on voit d'ailleurs que DE, parallèle à AC, est asymptote. 

Puisque r = —, r n'est nul que quand 6 = c© ; et comme 6 = 2 t , 

= 4x , . . . . donnent des valeurs de r de plus en plus petites, la 
courbe fait autour du pôle des circonvolutions, et n'y parvient 
qu'après une infinité de tours. 

On a donné de même le nom de Spirale logarithmique à la courbe 
dont l'équ. est 0 = log r, ou r — a9. 0 croissant, r croît aussi, et le 
cours de la spirale s'étend à l'infini; mais ô étant négatifet croissant, 
r décroit, de sorte que ce n'est qu'après un nombre infini de tours 
que la courbe atteint le pôle. Elle participe, comme on voit, des 
deux précédentes. 

La Spirale parabolique a pour équ. r = a ± j/ (peJ), de sorte que 
r— a est moyenne proportionnelle entre p et 0 : on reconnaîtra 
aisément la forme de cette courbe. 

FIS DU PREMIER VOLUME. 



T A B L E D E C O R D E S P O U H L E R A Y O N 1 0 0 0 ( p a g e 3 4 9 ) . 

D 0 ' 2 0 ' 4 0 ' D 0 ' 2 0 ' 4 0 ' 

0 ° 0 6 1 2 
S 
O 
ft 4 2 » 7 1 7 7 2 2 7 2 8 

1 IS 2 3 2 9 fe 4 3 7 3 3 7 3 8 7 4 4 
2 3 5 41 4 7 5 4 4 7 4 9 7 5 5 7 6 0 
3 5 2 5 8 6 4 4 5 7 6 5 771 7 7 6 
4 7 0 7 6 81 Ci 

CI 4 6 7 8 2 7 8 7 7 9 2 
5 8 7 9 3 9 9 © " 4 7 7 9 8 8 0 3 8 0 8 
6~ 1 0 5 111 1 1 6 4 8 8 1 4 8 1 9 8 2 4 
7 1 2 2 1 2 8 134 4 9 8 2 9 8 3 5 8 4 0 
8 1 4 0 1 4 5 151 5 0 8 4 5 8 5 1 8 5 6 
9 157 1 6 3 169 5 1 8 6 1 8 6 6 8 7 2 

10 174 1 8 0 186 5 2 8 7 7 8 8 2 8 8 7 
11 1 9 2 1 9 8 2 0 3 5 3 8 9 2 8 9 8 9 0 3 
12 2 0 9 2 1 5 221 5 4 9 0 8 9 1 3 9 1 8 
13 2 2 6 2 3 2 2 3 8 5 5 9 2 4 9 2 9 9 3 4 
14 2 4 4 2 5 0 2 5 5 « 5 6 9 3 9 9 4 4 9 4 9 
15 261 2 6 7 2 7 3 

d 
o 5 7 9 5 4 9 5 9 9 6 5 

16 2 7 8 2 8 4 2 9 0 5 8 9 7 0 9 7 6 9 8 0 
17 2 9 6 3 0 1 3 0 7 5 9 9 8 5 9 9 0 9 9 5 
18 3 1 3 3 1 9 3 2 4 6 0 1 0 0 0 1 0 0 5 1 0 1 0 
19 3 3 0 3 3 6 3 5 2 61 1015 1 0 2 0 1 0 2 5 
2 0 3 4 7 3 5 3 3 5 9 6 2 1 0 3 0 1035 1 0 4 0 
21 3 6 5 3 7 0 3 7 6 6 3 1 0 4 5 1 0 5 0 1055 
2 2 3 8 2 3 8 7 3 9 3 6 4 1 0 6 0 1065 1 0 7 0 
2 3 3 9 9 4 0 4 4 1 0 6 5 1 0 7 5 1 0 8 0 1 0 8 4 

2 4 4 1 6 4 2 2 4 2 7 6 6 1 0 8 9 1094 1 0 9 9 
2 5 4 3 3 4 3 9 4 4 4 6 7 1 1 0 4 1109 1 1 1 4 
2 6 4 5 0 4 5 6 4 6 1 CO 

M 6 8 1 1 1 8 1123 1 1 2 8 
2 7 4 6 7 4 7 3 4 7 8 o " 6 9 1 1 3 3 1 1 3 8 1 1 4 2 
2 8 4 8 4 4 9 0 4 9 5 7 0 1 1 4 7 1 1 5 2 1 1 5 7 
2 9 501 5 0 6 5 1 2 7 1 1161 1166 1171 

3 0 5 1 8 5 2 3 5 2 9 7 2 1 1 7 6 1 1 8 0 1 1 8 5 
31 5 3 5 5 4 0 5 4 6 7 3 1 1 9 0 1194 1199 
3 2 5 5 1 5 5 7 5 6 2 7 4 1 2 0 4 1 2 0 8 1213 
3 3 5 6 8 5 7 4 5 7 9 7 5 1218 1 2 2 2 1227 
3 4 5 8 5 5 9 0 5 9 6 co 7 6 1231 1236 1241 
3 5 6 0 1 6 0 7 6 1 3 « o ' 7 7 1 2 4 5 1 2 5 0 1 2 5 4 

3 6 6 1 8 6 2 4 6 2 9 7 8 1 2 5 9 1 2 6 3 1 2 6 8 
3 7 6 3 5 G 4 0 6 4 6 7 9 1 2 7 2 1277 1281 
3 8 6 5 1 6 5 7 6 6 2 8 0 1 2 8 6 1 2 9 0 1 2 9 5 
3 9 6 6 8 6 7 3 6 7 9 8 1 1 2 9 9 1 3 0 3 1308 
4 0 6 8 4 6 9 0 6 9 5 8 2 1 3 1 2 1317 1321 
4 1 7 0 0 7 0 6 7 1 1 8 3 1 3 2 5 1330 1334 

Di f f . 1 p o u r 2 ' . Diff. 1 p o u r 3 ' . 
2 p o u r 6 ' . 2 p o u r 6 ' . 
3 p o u r 10 ' . 3 p o u r 9 ' . 
4 p o u r 1 4 ' . 4 p o u r 1 5 ' . 

8 4 « 
8 5 
86 
8 7 
88 
8 9 

9 0 
9 1 
9 2 
9 3 
9 4 

9 5 

~ 9 6 ~ 
9 7 
9 8 
9 9 

100 

101 

102 
1 0 3 
1 0 4 
1 0 5 
106 
1 0 7 
108 
1 0 9 
110 

1 1 1 

112 
1 1 3 

1 1 4 
1 1 5 
16 

1 1 7 
118 
1 1 9 

120 
1 2 ! 

122 
1 2 3 
1 2 4 
1 2 5 

(K 

1 3 3 8 
1351 
1 3 6 4 
1 3 7 7 
1 3 8 9 
1 4 0 2 
1 4 1 4 
1 4 2 6 
1 4 3 9 
1 4 5 ! 
1 4 6 3 
1 4 7 5 
1 4 8 6 
1 4 9 8 
1 5 0 9 
1521 
1 5 3 2 
1 5 4 3 

1 5 5 4 
1 5 6 5 
1 5 7 6 
1 5 8 7 
1 5 9 7 
1608 

1 6 1 8 
1628 
1 6 3 8 
1 6 4 8 
1 6 5 8 
1668 

1 6 7 7 
1 6 8 7 
1 6 9 6 
1 7 0 5 
1 7 1 4 
1 7 2 3 

2 0 ' 

1 3 4 3 
1 3 5 6 
1 3 6 8 
1381 
1 3 9 4 
1 4 0 6 
7 4 1 8 
1431 
1 4 4 3 
1 4 5 5 
1 4 6 7 
1479 
1 4 9 0 
1 5 0 2 
1 5 1 3 
1 5 2 5 
1 5 3 6 
1 5 4 7 
1 5 5 8 
1 5 6 9 
1 5 8 0 
1 5 9 0 
1601 
1 6 1 1 

1621 
1 6 3 2 
1 6 4 2 
1 6 5 2 
1661 
1671 

1 6 8 1 

1 6 9 0 
1 6 9 9 
1 7 0 8 
1 7 1 7 
1 7 2 6 

1 7 3 2 
1741 
1 7 4 9 
1 7 5 8 
1 7 6 6 
1 7 7 4 

1 7 3 5 
1 7 4 4 
1 7 5 2 
1 7 6 0 
1 7 6 9 
1 7 7 7 

4 0 ' 

1 3 4 7 
1 3 6 0 
1 3 7 3 
1 3 8 5 
1 3 9 8 
1 4 1 0 
1 4 2 2 
1 4 3 5 
1 4 4 7 
1 4 5 9 
1471 
1 4 8 2 
1 4 9 4 
1 5 0 6 
1 5 1 7 
1 5 2 8 
1 5 4 0 
1551 
Ì 5 6 2 
1 5 7 3 
1 5 8 3 
1 5 9 4 
1 6 0 4 
1 6 1 5 

1 6 2 5 
1 6 3 5 
1 6 4 5 
1 6 5 5 
1 6 6 5 
1 6 7 4 

1 6 8 4 
1 6 9 3 
1 7 0 2 
1711 
1 7 2 0 
1 7 2 9 

1 7 3 8 
1 7 4 6 
1 7 5 5 
1 7 6 3 
1771 
1 7 8 0 

Di f f . 1 p o u r 3 ' . 
2 p o u r 1 0 ' . 
3 p o u r 1 5 ' . 
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