134 Problemes plaisants et délectables.

On peut résoudre mnémoniquement le probléme en employant les
paroles suivantes :

Il a jadis brillé dans ce petit Etat,

ct en appliquant les syllabes deux par deux successivement aux restes
1,2,3,5,6, 7. Mais la proposition XII nous donne la solution d'un
probléme plus général, en ce qu'elle nous permet de considérer un
nombrs quelconque d’objets inférieur au nombre des personnes. Ainsi
que 3 objets doivent étre pris par § personnes non désignées dans une
société de 5 personnes. Aprés avoir fait ranger les personnes et leur
avoir donné respectivement 1, 2, 3, 4, § jetons; vous demanderez que
la personne qui a le premier objet prenne sur la table autant de jetons
qu'elle en a, que la personne qui a le deuxidme objet en prenne 5 fois
autant quelle en a, et que la personne qui a le troisime objet en
prenne 25 fois autant qu'elle en a; ct comme elles peuvent avoir
besoin pour celade § X 2544 X 543X 1 (prop. XT) ou 148 jetons,
vous en mettrez 149 sur la table, et il vous scra facile, d’aprés le reste
des jetons, de deviner les personnes qui ont pris lzs trois objets ; vous
en aurcz dressé le tableau comme dans les cas précédents, et il doit
présenter § X4 X 3 ou 60 cas différents. Comme la quantité de jetons
a employer serait assez incommode, on la remplacera par un calcul
sur le nombre 149 inscrit sur un papier, et effectué par les personnes
qui auront pris les trois objets.

Nous ferons remarquer gu’avant Bachet, Diego Palomino avait
cxaminé la question de 4 objets avec 4 personnes; il en donne une
solution fort ingénicuse dans le méme ouvrage ol il traite des carrés
magiques.
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SENSUIVENT

QUELQU}S AUTRES
PETITES SUBTILITES DES NOMBRES

QU’ON PROPOSE ORDINAIREMENT

Je demande un nombre qui étant divisé par 2 il reste 1, étant
divisé par 3 il reste 1, et semblablement éiant divisé par 4 sz
par5 ou par 6, il reste toujours 1, mais étant divisé par 7 il

e reste rien.

ETTE question se propose ainsi ordinairement :

Une pauvre femme portant un panier d’ceufs pour
vendre au marché vient 4 étre heurtée par un certain
qui fait tomber le panier et casser tous les ceuls, qui pourtant dé-
sirant de satisfaire 2 la pauvre ferame s'enquiert du nombre de
ses ceufs; elle répond quelle ne le sait pas ccrtainement., mais
qu’ellea bien souvenance que les otant 2 & 2 il en restait 1, et
semblablement les dtant 3 a2 3, 0u 4 4 4,0u5 15,0u6 2 6 il
restait toujours 1, et les comptant 7 & 7 il ne restait rien. Qn de-

mande comme de 12 on peut conjecturer le nombre des ceufs.
Le plus petit commun multiple des nombres 2‘, 3,445,426
étant 60, il s'agit de trouver un multiple de 7 qui surpasse de
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Punité un multiple de 60. On le trouve rapidement par essais

successifs : 60 divisé par 7 donne pour reste 4 ; donc 2.60 donnera
pour reste 8 ou 1 ; on a donc

par conséquent
c'est-2-dire (Voir note I1.)
Ainsi le plus petit nombre résolvant la question est 3o1.
On résoudrait le probléme de la méme maniére pour un reste
difiérent de 1, par exemple si I'on demandait un multiple de 19

qui divisé par chacun des nombres 8, 12 et 15 donnit pour
reste 7.
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Trouver un nombre gui étant divisé par 2 laisse 1, ef divisé par
3 laisse 2, et divisé par 4 laisse 3, et divisé par 5 laisse 4, et
divisé par 6 laisse 5, mais qui divisé par 7 ne laissc rien.

ETTE question rentre dans la précédente, car un multiple
~ de 6 plus 5 est un multiple de 6 moins 1, et ainsi des

autres nombres ; par conséquent, il faut satisfaire a
'égalité

N7 =60 — I,

5027‘—1—1.

qui revient a

L e nombre 120 est le premier nombre qui résout la question
(voir note IT).

Le probléme se résoudrait de la méme maniére si la différence

entre chaque diviseur et le reste était un nombre différentde 1.

~—
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Deux bons compagnons ont 8 pinies de vin & partager entre
eux également, lesquelles sont dans un vase contenant juste-
ment 8 pinles, et pour faire leur partage ils wont que deux
auires vases dont U'un contient 5 pinies ct lauire 3. On
demande comment ils pourront partager justement leur vin,
ne se servant que de ces trois vases.

N peut soudre cette question (et toutes celles du méme
genre) en deux facons :

Premiérement, du vase contenant 8, qui est plein, on
versera 5 pintes dans le vase contenant 5, et d'icelui on en ver-
sera 3 dans le vase contenant 3, et il en restera 2 dans le 5; on
versera puis les 3 pintes qui sont dans le 3 dedans le 8, et on
mettra dans le 3 les deux qui sont dans le 5; en aprés de ce qui
est dans le 8 on remplira derechefle 5, etdu 5 on versera une
pinte dans le 3, ce qui lui manquait pour le remplir, Partant il
restera justement 4 pintes dans le vase de 5, et 4 pintes dans
les deux autres,

Secondement, on versera du vase de 8 3 pintes dans le 3, les-
quelles on mettra puis dans le vase de 5; et derechef du vase de
8 on versera 3 pintes dans le 3, dont on mettra 2 dans le 5 pour
le remplir, et lors il n’en restera qu'une dans le 3; en aprés on
videra le 5 dans le 8, et on mettra dans le 5 la pinte qui est dans
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le 3; et des 7 pintes qui se trouvent dans le 8 on en versera 3
dans le 3. Partant il en restera 4 justement dans le 8, et 4 dans
les deux autres vases.

Ces solutions peuvent étre représentées en tableaux de la ma-
niére suivante :

1 Solution. 2¢ Solution.
VASES. VASES.
5 : 5

)
5

2
2
]
5
4
4

I
4

Or, bien qu’il semble que cette question ne se puisse soudre
par régle certaine, et qu'il y faille nécessairement procéder a
tdtons, toutefois on peut par un discours certain et infaillible
parvenir & la solution d icelle, ou discourir son impossibilité, si
par hasard on la proposait impossible; et de fait sur la question
proposée on peut ainsi discourir :

Puisque pour partager 8 pintes également il faut qu'il y en ait
4 d'un cOté et 4 de l'autre, et il est certain qu'il n’en peut avoir
4 que dans le 5 oudansle 8, il nous faut procurer 'un ou l'autre:
voila donc que je peux prendre deux différentes voies: et suivant
la premiére je ferai ce discours : Pour faire que dans le vase de 5 il
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reste 4 pintes justement, il faut, ledit vase étant plein, en éter
une seulement: cela ne se peut faire qu’en versant icelle pinte
dans I'un des deux autres 3 qui il ne faille qu'une pinte pour
étre plein; cela ne peut arriver au 8 (car si le 5 étant plein il ne
manquait qu'une pinte au 8 pour étre plein, il sensuivrait qu'en
tout il y aurait 12 pintescontre I'hypothése); il faut donc que ce
soitle vase de 3 a qui il ne faille qu’une pinte pour étre plein, et
partant il faut que dans icelui il y ait seulement 2. Or cela se
peut imaginer en deux facons : la premicresi le 3 étant plein
on peut &ter une pinte d'icelui, la seconde si le 3 étant vide
on y apporte d’un autre vase lesdites 2 pintes. La premiére
facon ne peut réussir, car il faudrait que le 3 étant plein il ne
manquat quune pinte 2 'un des autres vases peur étre plein,
ce qui me peut arriver au 5 (car il faudrait qu’il n'y edr que
4 pintes dans icelui, qui serait supposer ce que l'on cherche) ;
il ne peut arriver au 8 (car il faudrait quil y edt 7 pintes
en icelui qui jointes avec les autres 3 feraient en tout 10
pintes contre I'hypothése); donc il faut suivre la seconde facon, et
apporter d’ailleurs 2 pintes dans le 3. Mais cela ne peut venir du
8 (car si le 3 étant vide il n’y avait que 2 pintes dans le 8, quoique
le 5 fat plein, tout le nombre des pintes ne serait que de 7 contre
I'hypothése); il faut donc que les deux pintes viennent du 5. Or,
pour faire qu’il n'y ait que 2 pintes dans le 5, il faut en oter 3
quand il est plein, ce qui est bien aisé, A cause que nous avons un
vase contenant 3. Partant, si 'on rebrousse chemin, et si 'on
reprend lefil du discours depuis la fin jusques au commencement,
on trouvera la premiére facon de soudre la question.

Suivant l'autre route je ferai ce discours: Pour faire demeurer
4 pintes dans le 8, il fauten oter 4. Cela se peut imaginer en 3
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racons. Premiérement, 6tant les 4 pintes d’un coup, ce qui est
impossibie (car il n’y a point de vase contenant 4); secondement,
otant 2 pintes et puis 2 autres, ce qui est aussi impossible (car
bien qu’on puisse Oter 2 pintes, comme j'ai montré en Iautre
discours, ot 'on fait venir 2 pintes dans le 5, toutefois, cela fait,
il est impossible d’en 6ter 2 autres, comme on peut recueillir du
méme discours); troisiémement, étant 1 pinte et puis 3, et cette
facon est fort vraisemblable, car si 'on peut mettre une pinte
dansle 5 il sera aisé d’en mettre 3 dans le 3,

Or, pour faire venir une pinte dans le 5, il faut ou que 'on 6te

4 dudit 5 lorsqu’il est plein, ouque I'on y apporte d’ailieurs ladite
pinte. Le premier moyen est impossible, car du 5 on ne peut vider
4 pintes dansle 3 qui n'en est pas capable; on ne les peut aussi
vider dans le 8 {car il faudrait que dans le 8 il y eat déja 4 pintes,
et partant tout le nombre des pintes serait g contre I'hypothése);
il faut donc embrasser le second moyen,etapporter d’ailleurs une
pinte dans le 5. Cela ne peut venir du 8 (car le 5 étant vide, sil n'y
avait qu'une pinte dans le 8, quoique le 3 far plein, tout le
nomb e des pintes ne serait que 4); il faut donc qu’il vienne
du 3. Or, pour faire quedans le 3 il n’y ait qu’une pinte, il faut en
oter 2 quand il est plein.

Donc il faut qu’a 'un des deux autres vasesil ne manguzaque 2
pour étie plein. Cela ne peut arriver au 8 (car autrement tout le
nombre des pintes serait 9); donc il faut qu'il arrive au 5; et par-
tant il faut que dans le 5 il n'y ait que 3 pintes, ce qui se procure
aisément versant le 3 quand il est plein dedansle 5,

Dongc, reprenant tout ce discours depuis la fin jusques au com-
mencement, on trouve:a la seconde facon que j'ai doanée pour

soudre cette question.
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Voici des 1é e E ‘oblé : i
exemples variés de ce genre de problémes : Deuxi¢me exemple, avec des vases 16, 11 et 6

Premier exemple, avec des vases 16, g et 7. I™ SOLUTION, 2® SQLUTION.
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Troisiéme exemple, avec des vases 42, 27 et 12.

1" SOLUTION. 2¢ SOLUTION.

27,

0!
o
a1,
2, oI,

Pour démontrer la résolution de son probléme, Bachet a fait
un raisonnement fort ingénieux qu’il faudrait imiter sur chaque
exemple particulier pour savoir s'il y a une solution, ce qui sou-
vent serait fort difficile, vu la longueur et la délicatesse du raj-
sonnement.

Nous avons donc repris la question, et nous avons été assez
heureux pour lever la difficulté. Examinons d’abord la premiére
solution, et désignons les vases par A, B, C.
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Onremplit B de A, puis on remplit C de B, et a chaque fois
que C est plein, on le verse dans A. Pendant cette opération, il
reste 4 chaque fois dans B une quantité deliquide exprimée par

B—C.

Si cette quantité n’a pas été égalea f;, on la verse dans C, lors-
qu'elle est moindre que C.

On remplit de nouveau B avec A, puis on acheve de remplir C
qu'on verse dans A; et 'on continue de remplir C et de le verser

dans A ; la quantité de liquide restant & chaque instant dans B
est alors exprimée par

2 B—C.

On voit que, cette opération étant continuée, la quantité de
liquide contenue dans B, 3 un moment quelconque, peut étre
représentée par

B—-C;

done, pour qu’elle devicerue égale & —, il faut qu’on puisse avoir
5 P q 3 =

condition 4 laquelle on peut toujours satisfaire, si B et C sont

: LA
premiers entre eux,ou si— contient les facteurs communs a B

et C.
Cette condition est suffisante, §'il3- a toujours dans A asses de

lijuide pour remplir B; car 'égalité

A
mB=nC+ =
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montre qu’aprés avoir rempli m fois B de A et versé  fois C

dans A, le vase B contiendra la quantitéﬁ-
2

Quand la capacité de A n'est pas inférieure 2 la somme des
capacités des autres vases, il y a toujours dans A assez de liquide
pour remplir B. Mais il pourrait n’en étre plus de méme si 1'on
avait A <C B+C; c'est ce qui arrive, par exemple, avec des
vases dont les capacités sont 20, 13 et g, ou 16, 12 et 7. Dans ce
cas, le probléme peut étre possible (17 exemple), ou impossible
(2° exemple); mais on n'en sait rien a priori.

Considérons maintenant la seconde maniére de résoudre le
probléme,

On remplit C de A eton le verse dans B ; on remplit encore C
et on le verse dans B, et ainsi de suitejusqu’a ce que B soit plein

: LA "
' A R :
ou contienne la quantité 5> €€ qui narrivera que si C est un

sous-multiple de é
2

Quand B est plein, on le verse dans A, et il reste dans C une
quantité de liquide exprimée par C — B. On verse cette quantité
dans B.

On remplit de nouveau C avec A, puis on verse C d jus-
qu’a ce que B soit plein. Tant que an’est pas plein, zilln-sci;tli:n
une quantité de liquide exprimée par C — B,carala quantité quii
contenait précédemment on n'a fait qu’ajouter un multiple de C.
Quand B est plein, on le verse dans A, et il reste dans C une
quantité de liquide exprimée par C — 2 B, qu'on verse dans B et
alaquelle on ajoute ensuite un multiple de C.

On voit que, cette opération étant continuée, la quantité de
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liquide contenue dans B, & un moment quelconqus, lorsqu'il
n’est pas plein, peut €tre représentée par
C—B;
donc, pour qu'elle devienne égale & é, il faut qu’on puisse avoir
2

Coe oy
3

condition a laquelle on peut toujours satisfaire si B et C sont pre-

miers entre eux, ou si — contient les facteurs communs a B
2

etC.
Cette condition est suffisante, s’ 3 g toujours dans A assey

-

de liguide pour remplir C; car sil'on a

A

nC=mB+—
. ; . A
il en résulte A—nC4+mB= =
égalité qui montre qu’aprés avoir rempli # fois C de A et versé m

fois B dans A, ce dernier vase contiendra la quantité —-

Le cas exceptionnel de A < B + C existe ici comme dans le
cas précédent.




