222 Problemes plafsaﬁfs et délectables.

L
ner le temps de compter, etc. D’ailleurs, si I'on n’a pas réussi dans
cette préparation, on donnera le jeu a la personne en la priant de
voir a quel rang se trouve la carte qu’elle a tirée, et d’en garder le
souvenir.

On annonce alors le rang auquel on fera sortir la carte, et 'on
fait les 6 mélanges. Si I'on n’a pas pu savoir fe rang de la carte
tifée., on le demandera & la personne aprés avoir fait deux ou trois
mélanges; puis, aprés le sixieme, on fera passer le nombre de
cartes nécessaire pour: que la carte tirée sorte au rang qu’on lui a
assigné. '

Sil’on trouvequ'il soit trop long de faire 6 mélanges de 32 cartes,
on n'en prendra que 16, et 5 mélanges suffiront; on remarquera
de plus que la 6¢ carte restera constamment au 6° rang.
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NOTES

NOTE I

SUR LES MULTIPLES COMMUNS

1. Le pius petit commuy multiple de deux nomires A et B est égal a leur

e e S
produit divisé par leur plus grand commun diviscur D, Cest-a-dire B

otzx, en efet, A’ et B les quotients de A et B par leur plus grand
S commun diviseur D. Un multiple A de A est égal 3 #A'D; pour
qu'il soit aussi multiple de B ou B'D, il faut qu'il soit divisible succes-
sivementpar D et par B/, c'est-2-dire que zA' soit divisible par B’ ; et
comme A/ et B/ sont premiers entre eux, il faut que 7 soit divisible
par B'; d'ailleurs cette condition est suffisante ; donc # étant le quo-
tient de 7 par B, les multiples communs aux deux nombres A et B
sont ious les nombres comipris dans la formule
; 2A'B'D;

AB
le plus petit est donec A/B'D, c’est-3-dire A’B ou AB’, ou encore D

Les autres sont les multiples de ce plus petit commun multiple.
Sil'on a trois nombres A, B, C, on prendra le plus grand commun

s : e
diviseur D' de AB'et C, et en désignant par C’ le quotient 5" onaura

AB/C' pour le plas pelit commun multiple des trois nombres A, B, C.




294 Notes.

On opére de la méme maniére pour trouver de proche en prochele plus
petit commun multiple de tant de nombres qu’on voudra.

Quand les nombres sont premiers entre eux deux 3 deux, leur plus
petit commun multiple est leur produit.

2. Deux nombres A ¢t B premizrs entre enx étant donmnés, si Don divise
par B les multiples successifs de A moindres que leur produit,
A, 2A, 34, 4A,... (B—1)A,
tens les restes qulon obtiendra seront différents.

On voit d'abord qu’aucun d'eux n’est divisible par B, car B €tant
premier avec A, il ne peut diviser #A qu’i la condition de diviser m
3

ce qui ne peut avoir licu dans la série précédente, ot m est toujours

moindre que B. De plus, deux de ces multiples ne peuvent donner le
méme reste quand on les divise par B, car alors leur différence serait
divisible par B, c’est-a-dire qu’il y aurait dans la série un multiple
de A divisible par B, ce qu'on vient de reconnaitre impossible,

Il résulte de 13 qu'en divisant par B ces B —1 multiples de A on
obtiendra pour restes, dans un ordre quelconque, tous les nombres,
depuis 1 jusqua B—i, ce qu'on énonce encore en disant quil v a
toujours un, multiple de A, moindre que AB, surpassant un ntulrfp]e
de B d’un nombre quelconque R moindre que B, et qu’il 'y en a qu'un.
On remarquera d’ailleurs que le multiple de B peut étre zéro ; ainsi,
par extension, on dit que 3 est un multiple de 7 plus 3, ou que 3 divisé
par 7 donne pour reste 3.

3. Le produit BA est le premier multiple de A divisible par B ; les
. : :
multiples suivants
(B+1)A, (B42)A, (B4 3)A,.... (2B—1}A
donnent les mémes restes que
A, zA, 3A..... (B—1)A;
on voit de méme que les restes se reproduiront dans le méme ordre
entre 2 BA et 3BA, puis entre 3BA et 4BA, et ainsi de suite indéiini-
ment,

N otes.

4. Siles deux nombres A et B n’étaient pas premiers entre eux, on
ne poutrait satisfaire 4 1'égalité A—=R -+ R qu’a la condition que R fit
divisible par le plus grand commun diviseur de A et B, car quand un
nombre en divise deux autres, il divise leurs multiples, et par suite la
difiérence de leurs multiples. On voit qu'alors si 'on divise par B les
différents multiples de A inférieurs a leur plus petit commun mul-
tiple BA,

A2 AL e (B T)A
on aura pour restes, dans un ordre quelconque, les différents multiples
de leur plus grand commun diviseur D jusqu’a (B'—1) D] et que ces
restes se reproduiront dans le méme ordre avec les multiples de A
supérieurs a B'A.

5. 8ilon divise par plusicurs mombres chacun des nombres moindres que
leatr plus petit commun multiple, les systémes de restes qion obticndra seront

“tous différents Jes uns des autres.

Soit M le plus petit commun multiple de plusieurs nombres A, B, C,
et prenons deux nombres G et H moindres que M : si on divise les
nombres G et H par A, par B, par C, les restes fournis par le divi- .
dende G ne scront pas tous égaux aux resies correspondants fournis
par le dividende H.

Car si l'on avait

-k H=A + 4,
+ H=B 4,
+e, H=C+o,

il en résulterait

G~H=A, G—H=8B,' G—H=C,
Cest-2.dire que G— H, nombre moindre que M, serait un commun
multiple de A, B et C, ce qui est contraire A Ihypothése.

6. Siles nombres A, B, C sont premiers entre eux deux 2 deux, en
prenant pour dividendes les nombres depuis 1 jusqu’a ABC, qui est
leur plus petit commun multiple, on obtiendra tous les systémes de
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restes qu'on peut imaginer : car ‘ceux-ci sont précisément au nombre
de ABC, les A restes que peut fournir A pouvant se combiner avec
chacun des B restes que peut fournir B, ce qui fait AB systémes de
deux restes, lesquels se combinant avec chacun des C restes que peut
fournir C forment ABC syst2mes de trois restes.

7. Puisque M divisé par chacun des nombres A, B, C ne donne pas
de reste, les nombres G et KM + G divisés par les nombres A, B, C
donneront les mémes restes ; donc les systimes de restes gu’on a ob-
tenus avec les dividendes moindres que M se reproduiront dans le
méme ordre avec les dividendes compris entre M et zM, puis avec les
dividendes compris entre 2M et 3M, et en général avec les dividendes
rompris entre KM et (K1) M.

NOTE II

Deux nembres A et B étant donnés, trouver le plus petit multiple de I'ui
surpassant &un nombre donné R un multiple de-lautre.

A VANT dexposer la solution du probléme, nous ferons deux remar-
ques 1mportantes 3

La premicre, ¢ ‘est que si 'on a résolu la question pour

mA—=unB+R,
on la résondra pour :
w'B=nA+R
en retranchant #B et m A du plus petit commun multiple de A et B;
car ce plus petit commun multiple étant B'A ou A’B, et mA érant, par
: i 7. Rmiire doalite
hypothese, moindre que B'A, la premitre ¢galité donne
BA—mA—AB—sB—R
ou
(A'—n)B= (B'—m) A+R,
égalité qui résout la question, puisque.(A/—#)B est moindre que AB
La scconde remarque, c’est qu'ayant trouvé, par un procédé quel-

congque
i mA=nB LR,

Jes nombres A et B ayant pour plus petit commun multiple AB=B'A,
on verra immédiatement si lon a obtenu la solution la plus simple,
cest-a-dire celle ot mA ¢st moindre que B'A, ce qui revient i voir si =

/ t pas ainsi, on
¢st moindre que B/, ou # moindre que A'. all n’en est pas B
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supprimera de part et d'autre le plus grand multiple e B/A qui se
trouve contenu dans les deux nombrzs zA et #B, ce qui se fera en
divisant  par B/ et remplagant = par le reste p de la division ; on
aura ainsi la plus simple solution

pA:]-} + R.

On pzut de méme opérer sur z en le divisant par A’ et en mettant
le reste ¢ 4 la place de #; ce qui donne

A=4B+R,

Revenons maintenant 2 la question principale. Faisons le calcul par
lequel on cherche le plus grand commun diviseur des deux nombres
Acet B, et supposons que le reste R se trouve parmi ceux que donne
'opération.

La premitre division donnera A = ¢B + C, d’od I'on conclut

mA=—mgB -} mC.

Sidonc on a wA—=B-tER, on aura aussi mC —=B--DR, et réciproqne-
- 1 . 2 z e =
ment ; et si 7#7C est le premier multiple de C égal 2 B =R, il en sera
de méme de m A.
Or, si P'on considére trois restes successifs X, Y, Z, et qu’on ait déja
trouvé

mZ =sYZAR,
en y ajoutant la relation
qui existe entre les trois restes, on obtient, comme on le voit facile-
ment :
(mg+9) Y=mXFR (1).

On sait donc passer de

5
4
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et comme la derniére division donnera
mZ =Y R
c’est-d-dire le plus petit multiple de Z égal 3 Y — R, on aura ensuite

par la formule (1) le plus petit multiple de ¥ égal a X+ R et ainsi
de suite jusqu’a

A—B-+R.

Pour en faire application, prenons A—6259, B—=2773 ct R—1.

2

Pour simplifier Péeriture, nous désignerons les derniers diviseurs
parC, D, E, F.
Les deux dernidres divisions donnent

39gF—1E—1

et ; §E+4+F=D;
donc (39.84+ 1)E=139D + 1
ou 313E=139D 413
on a ensuite

: 1D} E=C,
et par suite (313.14+39)D=313C—1
ou gD =17 C —i;
puis 3C 4+ D=B,
d'ct (352.3+313)C=352B 41
ou 1360C=352B 13
enfin : 2B 4+ C=A4A;
dott (1369.2 + 352)B=136gA—1
ou 3090 B =1369A — 1,
Cest-3-dire 1369 A = 3090B - 1.
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Alnsi cest le 136gime multiple de 6259 qui jouit de la propriéeé de
surpasser de 1 un multiple de 2773.

Si I'on veut mairtenant le premier multiple de B qui surpasse de t
un multipleide A, on obtiendra par la premiérs remarque faite au
commencement de cette note; elle donne

(6259 — 3090) B = (2773 — 1360) A+~ 1
S 3169B = 1404 A | 1.

Prenons encore A—=1007, B=1211 et R =10.

N T e S b 1 e
[adgs sl

1007 211 163 48
163 48 19 | Io

Les deux dzrnitres divisions donnent

zE—=1D — 10,
3D4+E=C;
donc (2.3+ 1)D=2C 10
ou : 7D =2C + 10;
on a ensuite 1C4+D=—=38;
donc (71-L2)C=7B 1o
ou 9C=7B—10;
on a enfin 4B+ C=A,
ct par suite (9-4+7B=09A 10
ou 43B=9A+10;
on en conclut
(211 —9)A=(1007 —43) B4 10
ou 202 A =964 B | 10,

Les calculs que nous venons de faire sur les quotients dopnés par la
séric des divisions qui aménent le reste R peuvent étre reproduits en
suivant unz régle fort simple qui dispense de repasser par les diverses
égalités qui en forment la démonstration : oz écrit les quotients sur une

Notes. 23

premitre ligne, comme on le woit ci-dessous ; puis on en ﬁﬂrm'e une :lrf.mds
commengant par 1 gulon écrit sur cette ligne @ aroite du a’eim‘rer quotient, et
dint chaque nombre de droite & gauche sobtient .::?z ﬁm[.ff'plsz le mmbr.e
correspondant de la premigre ligne par celui qui est 4 5a dra{re‘dam la seconde
et ajoutant au produit le mombre qui est & la droite du multiplicatenr.

2, 3 I, 3, 39,
3090, 1369, 352, 313, 39

Ainsi on multiplie d’'zbord 39 par 1, etil n'ya rien 2 ajou.tcr,_ ce qui
donne 39 ; puis on multiplie 8 par 39 et on ajoute I, ccqui fait 3133
ensuite on multiplic 1 par 313 et on ajoute 39, c¢ qui fait 352 ; puis on
multiplie 3 par 352 et on ajoute 313, ce qui Hjonne 1369; enfin on mtil-
tiplic 2 par 1369 et on ajoute 352, ce qul donne 3099. Le premicr
nombre 3090 est le multiplicatenr de B, et le second nomére 1369 est le mul-
tiplicatedr dz A dans Pigalité

A:]-_J)—i--l ou dans A:B—I

La premigre égalité alieu quand il y a un nombre im?air de divisions,
comme dans le premier exemple, et la seconde quand il y a un nombre
pair de divisions, comme dans le second exemple.

Voici d’autres exemples :

1 Trouver le premier multiple de 4954 qui'surpasse de I un mul-
tiplede 7.

| 707 | 2
4954 | 7 2
54 | 2
5

2

Quoticﬂts ?07) I,
2123, 3, 2, Is

donc 3.4954 =2123.7 1 1.

e

Fe e

o
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ze Trouver le premier multiple de 3741 qui surpasse de 6 un mul-
tiple de 1530.
2 2 4 18
3741 | 1530 [ 681 | 168 T
681 168 9| 78
6
Quotients 2 2, 4, 18,
ot R TGAGIE ey g
Comme il y a un nombre pair de divisions,
¥64.3741 =401 .1530 — 6 ;
donc, le plus petit commun multiple de 3741 et 1530 étant 1247,1530
0u 510.3741, on aura
(510 — 164)3741 = (1247 — 401) 1530 4 6
ou 346.3741=2846.1530 4 6.

3° Trouver. le premier multiple de 3907853 qui surpasse de 1 un
multiple de 331087,

On trouvera

61224.3907853 = 722634.331087 -+ 1.

Le cas o R ne se trouve point parmi les restes se raméne facilement
au précédent ; car d’abord si Pon trouve un reste 7 qui soit divisear
de R, on pourra calculer mA—nB-r,
eten multipliant par le quotient gde R par r, on aura

mgA=ng B4R,
égalité que I'on simplifiera si mg A n’est pas moindre quele plus petit
commun multiple de A et B.

Ex. On demande le premier multiple de 609 qui surpasse de 24 un
multiple de 402,
[T | 1 I

6og | 40z | 207 | 195

297105 k2

Notes.

Ona 2.600=13.402 1+ 12;
donc 4.609 = 6.402 + 24.
Quand les nombres sont premiers entre cux, il peut se faire qu'il

faille poursuivre 'opération jusqu’au reste 1.

Ex. On demande le premier multiple de 673 qui surpassede 23 un
multiple de 43.

313, 29,
Ainsi ' 20.673 ="313.43 - I;
donc 23.20.673 = 23.315.43 - 23
ou 460.673 =17199.43+ 23;
mais 460=43 + 30,

et 7199 =673 + 469;

donc on peut réduire la derniére égalité &

30.673 = 409,43+~ 23.
Remarque. On sait que M € int le plus petit commun multiple de

i 3. C—M; nc satis-
plusicurs nombres A, B, C;ona A, B, C=M ; on saura do

faire aux égalités de la fo me




