NOTE III

Trouver un nombre qui, divisé par des nombres dmnés, Jaisse des restes
assignés.

Supposows d’abord qu'il n’y ait que deux diviseurs z et 4 et que ies
restes dowcnt étre pety. Le nombre cherché est cgalement repré-

senté par a-{—p et par b—{—g ; on doit donc avoir 4 +¢=a+ p; et par
suite

b=at(p—g) ou b=a—(g—p),

suivant que p sera plus grand ou plus petit que ¢. Ainsi la question est
ramenée A trouver un multiple de 4 égal 3 un multiple de 4 augmenté
de p—g ou diminué de ¢ =, probléme résolu dans la Note IT.

Soit, par exemple, & trouver un nombre qui, divisé par 117, donne
pour reste 29, et qui, divis€ par 83, donne pour reste 33

On doit avoir 8?-}- 33 :Lf;—}—- 29 ou 83 = [-F-—-;}.

Voici les caleuls

I 2 2

117 | 83 | 34 | 15
34 | 15| 4

Comme Popération améne le reste 4, il sufdra demployer les diviseurs
52, 2 (Note II) :

SN otes.

Ainsi 5.117=283 - 4 ou 83—=5.117—4;
le nombre cherché est donc 5.117 + 29 ou 614.

Considérons maintenant trois diviseurs a, 4, r, les restes étant p, ¢, r.
Nous chercherons d’abord le nombre qui satisfait a I'égalité

bt+g=a-+p,
comme dans le cas de deux diviseurs. Soit 72 +p ce nombre ; si étant
divisé par ¢ il nc donne pas le reste 7, il faut le modifier de maniére
qu’il satisfasse & cette condition sans cesser de donner pour restes p ety
quand on le divise par « et par 4, c’est-a-dire qu’il faut Paugmenter
d’un multiple commun de 4 et & : on prendra donc le plus petit com-
mun multiple M de « et &, puis on fera les calculs nécessaires pour
satisfaire & I’égalité
ct+r=M-+mas+p

ou c=M 4 ma+ p—r.

Soit, par exemple, & trouver le plus petit nombre qui, divisé par 67,
15 ct 7, donne les restes 10, 13 et 5. Prenons d’aberd I'égalité

13—{-13_..674—[0' (1)
])—-6H_3
=iz
7

on 2 2.6?:1

donc 13.67 = + 1,
et 39.67 =15 +

le plus petit commun multiple de 67 et 15 ¢st 67 X 15 ou 1005, et I'on

35

a 39 =15 + 9; donc la derniére égalité peut érre remplacée par

9:67 = 15 +3;
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¢t 'on en conclut que le premier nombre résultant de Pégalité (1) est

9.67 410 ou 613 ; les autres sont compris dans la formule 1005 +613.
Nous aurons donc, en prenant le troisi¢me diviseur,

7+ 5=1005 4613 (2)
7-: 1005 -} 608,
143
1005 | 7
30
25
4

La premi¢re division donnant le reste 4 qui divise 608, il est inutile

d’aller plus loin )
1005 =7 443
donc 7=6.1005 + 4
et 7=152.6.1005 -+ 608 ; _
le plus petit commun multiple de 1005 et 7 est 1005 X 7, et l'on a.
152X 6 ou 912:7.—1—2; donc la derniére €galité peut étre remplacée
par ; ;
7 = 2.1005 -} 608,
et 'on en conclut que le nombre cherché est
2.1005 4 613 ou: 2623,

La méme méthode s'appliquera évidemment, quel que soit le nombre
des diviseurs,

Soit, par exemple, 2 trouver le plus petit nombre qui, divisé par
47, 102, 140 et 183, donne les restes 30, 63, 99 ¢t 9.

Prenons d’abord les deux diviseurs 47 et 102 dont le plus petit
commun multiple est 47102 ou 4794. On doit avoir

47+30=102+63 (1)

47 = 102z + 33.

N otes.

Ainsi
donc
et 41.102 1+ 335
mais on a : u 1353 =47+ 37;
donc la dernidre &galité peut étre remplacée par
47=37-102433;

: S S
on en conclut que le premier nombre qui résulte de Pégalité (1) est
37.102 + 63 ou 3837 les autres sont compris dans la formule

4794 +3837.
En prenant le troisiéme diviseur 140, on devra avoir

140 +99 = 4794 + 3837 (2)

140 = 4794 + 3738

Ainsi 33.4794= 140+ 2;
donc 140 = 1074794 + 2
et T4o=1869.107.4794 -+ 37385 :
le plus petit commun multiple de 140 et 4794 est 70 X4794 ou
335580, ct 'on a 2
1869.107 ou 199983 — 70+ 63;

donc la dernidre égalité peut étre remplacée par

130 = 63.4794 + 3738,
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et l'on en conclut que le premier nombre résultant de 'égalité (2) est
63.4794 + 3837 ou 305859;

les autres sont compris dans la formule

335580 4+ 305859.
On aura donc, en prenant le quatri¢me diviseur 183, : 1 NOTE IV

580 + 305859 (3)

183 = 335580 + 305850
1 3
141 | 42 18335 -1,

I5 4s

1. 8i au-aessous des mombres 1, 2, 3, on écrit des nombres inégaux a, b, cde
tozies les manitres possibles

I, 2, 35 2, 35
1
a. by ¢, b

i 2, 35 s 2,35 » 3
a3

c, & b c.ids e

puis qu'd chague fois on fasse la somme des produits gl on obtient en mul-
; 5 tipliant les nombres a, b, ¢ respectivement par les nombres placés au-dessus
Ainsi 5 deux, les six sommes obtenues de cetle maniere

done 183 =179.335580 4 1} i a+ 2b+ 3c,

et 183’ = 20390.179.335580 + 305850. a+ 2c + 3b,
b+ za 4 3¢,

Le plus petit commun multiple:de 183 et 335580 est 61.335580; ct |
Poria : : c 4 2a 4 3b,
. s - b+ 2¢ 4 3a,
20390.179 ou 3649810 — 61 + 58 ; cibab i aa

donc la dernidre égalité peut étre remplacée par s ; B
; seront toutes différentes 5i le nombre moyen b nest pas égat @ la demi-

183 =58.335580 + 305850 t sommie des deux antres.
(<

d’ott 'on,conclut que le nombre cherché ‘est
c cc80 - 2028z g a4 !
58.335580 + 305859 ou 19769499. D’ABORD, sib= j » on constate que les deux sommes 2 1204 35
: ctb+2 sont égales, 1l &
%@@ ~+ 24 + 3¢ sont €gales, et qu'il-en est de méme des deux sommes
(22436 et b+ 204 34,

On constate ensuite que siz est le plus petit nombre ¢t ¢ le plus
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grand, les six sommes &crites précédemment sont décroissantes si Pon a
a—=

a4z ¥ S
4> ——; mais que si 'ona 4 <
2

: les sommes se rangent dans
Pordre décroissant de cette autre manidre

a4 24 = 36
4 + 24 34
a + 2¢ "i" 355
b4 20 34,
e+ z2a4 34,
c4 264 34,
Remargue. En général, si 'on veut trouver quels
il faut placer sous des nom‘o.res TR pourqobtex?iin:izrsczoﬁ;;c;spé;;:
férentes : : :
i am - bn dp ...
an —+ bm 4 QP+ ...
am == bp - n— ..., ete,
lorsqu'on permute les nombres 7 %y p, ... de tou

possibles sous les nombres 4, 4,¢, ..+, il faut former ces diverses sommes,

puis les égaler deux 3 deux, ce qui fournit un certdin nombre de rela-
tions entre 72, 7, p, ..., et choisir ensuite ces nombres de manidre qu
ne satisfassent pas aux relations obtenues

tes les manidres

ils
- - Il y aura toujours un ou plu-
sicurs des nombres 7, #, p, ... qui pourront recevoir des valeurs arbi-
traires.

Par exemple, siles nombres 4, 4, ¢,. . sont 1,2, 3,4, etqu’on prening
I, 2, p, g pour les nombres de la seconde série; on trouvera qu'il faut
qu'on’ait > 4; et si on prend £=35, les autres relations aboutiront &
g 14 : on pourra donc prendre 1,2, 5, 15 pour les nombres de la
seconde série,

Tous-ces calculs sont assez laborieux (4); mais il y a une solution

générale qui dispense d’y avoir recours : elle est donnée par le théo-
réme-suivant ;

(a) V. Correspandance de ?.écsffg_c-r';;rm’mfguf, t. HI,

DN otes.

2. Etant donnés les nombres
I, 2, 31— 4-'. LA ])
dont Je plus grard est ), si Fon place sous ces nombres des puissances différentes
Lun nombre N égal on supérienr 4l

e N e N

A = F ol o~
puis gi’on multiplie chacune delles par le nombre sous leque! elle est placie, et
qu'on fusse la somme des produits, telle gue

NP - dNg—- gNr - iNs 4 0,

cette somme prendra des valeurs différentes pour toutes les dispasitions que Lo
pourra denner aux puissances de N sous les nombres 1, 2, 3, 4, - L.

Soit une somme provenant d’une disposition diffiérente de la-préeé-
dente, :

HNr + d'Na - g/Nr + /Ns .,

et pour fixer les idées, supposons que les exposants solent disposés dans
Pordre décroissant.

Si nous prenons. la différence des deux somimes, nous aurons une

expression Ge la forme
NP = 4'Ne &= g"Nr £ #/Ns ,..;

si tous les termes qui suivent le premier sont précédés du signe —, elle
est égale 2
GNP — F'Na — g/Nr — piNE==
et dans le cas contraire elle est supérieure 2 cette dernitre quantité.
Or. je dis que cette quantité est positive.
En effet, Pensemble des deux premiers termes revient a
(6"Ne—a —4") N3,

quantité positive, parce que 4", différence de deux coefficients 4 et &
dont le plus grand est au pluos égal & /, est moindre que /et par suite
moindre que N ; ensemble de ces deux premiers termes se réduit donc
3 une quantité positive d N2 En y ajoutant le terme suivant — ¢/ N,

16
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on prouvera de méme que on a une quantité positive yN™; et ainside

suite pour tous les autres. La différence de deux sommes quelconques
q

ne pouvant pas étre nulle, on en conclut que toutes les sommes obte-

nues sont différentes les unes des autres.

Remargue. S'il y a m nombres 1, 2, 3,... et # puissances de N, on
pourra placer celles-ci sous les premiers nombres, d’autant de maniéres
quil y a d’arrangements de objets pris de'z & #; et ¢'il y 2 aussiz pués
sances de N, le nombre des dispositions sera égal au nombre des per-
ututations de 2z objets. T
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