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¢ est-? -dire que, pour obtenir alors 1a dérivée de y par rapport
a &, il faut prendre la dérivée de Y par rapport &, et la

diviser par la dérivée de x par rapport @ a.
Cette dérivée est exprimée en fonction de «: on |
2

de la relation £ =g (»).

En multipliant ensuite par dz, on aurait la di”érentielle

de y.
Si, par exemple, on a

Yy=sma et z=la,
on en tire
dy dx
de = Cosa et ——k doi dy  cosq

d=ic =

(i L

Mais on a «==; on peut donc écrire

T
COS—F
. i
;> et par suite dy:coij—.(r.
BT

TONCTIONS EXPLICITES DE PLUSIEURS YARIADLES
26. — Considérons la fonction
(1) 2= (u,v),

dans laquelle u et v sont des variables indépendantes quelc
ques. On peut d’abord ne faire varier que I’ i
1'ndépendantes, ct changer par exempley en
uan‘t v comme consiant. La variation infiniment petite que
sublF alors %a fonction £ estce que I'on appelle sa différentizﬂe
p.m’tzelle prise par rapport a u. Elle est égale 4 la dérivée pag-
Ezelle. de f prise par rapport 4 u, multipliée par du (14)] 0
represente cette dérivée partielle de deyy maniéres : i

une des variables
U du, en regar-

soit par

la notation f'u (1, v), soit par la notation L
du

, dans laquelle

o 'obtien-
drait en lonclion dex, en meltant pour « sa valeur en z tirée
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il ne faut pas voir un quotient, mais une simple maniere
déerire la dérivée. L'accroissement infiniment petit que prend
f(u,v) quand on fait croitre « de du peut donc s’écrire

df

ffultt,v) . du- ou g du.

De méme, si 'on regardait « comme constant, et que I'on
fit varier v de dv, la fonction [ (u,v) varierait d’une quantité
infiniment petite qui serait sa différentielle partielle prise par
rapport a v, et qui aurait pour valeur

fvv (H', l‘) d'v on d-—-f dv A

dv’
df

b représentant la

P'une quelconque des notations f”, (1, ) ou

dérivée paitielle de la fonetion par rapport & ».

2%. — Supposons maintenant que L'on fasse varier a lafois
u et v, L'un de du et 'autre de dv, la fonction % variera d'une
quantité infiniment petite dz, que lonappelle sa différentielle
totale, et qui a pour valeur

dzs—=f(u~+ du,v +dv) —f(u,v).

Or, on ne troublera pas cette valeur en retranchant et
ajoutant a la fois la quantité f (1, v+ dv) ; on peat donc écrire

(2) de=f(u+dusw—+ dv)—f (w,v4dv)+f (w,0+dv)—{(u,0).

Mais I'ensemble des deus premiers termes du second mem-
bre n’est autre chose que la différentielle partielle de la fone-
tion f(u, v 4 dv) prise par rapport a u, oula dilférentielle par-
tielle par rapport a u de la fonction f (1, v}, puisque dv est
aussi voisin de zéro qu’on le voudra et disparait devant la quan-
tité finie v ; I'ensemble de ces deux termes peut done s'écrire

df
fu(,v).du ou Eﬁ'du'

De méme, I’cnsemble des deux derniers lermes n’est autic
2
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) qhbse.ﬁir’ s Ja différentielle partielle de f(u, v) prise par rap-
< parkity; 1ls peavent donc s'éerire

i, v) du + f’, (n,v) dv,

7
(Z?:df df J //

U . do;
du “H_ﬂ’v 5

ce quirevient a dire que la différentielle totale est la somme
des différenticlles partielles.

28. — Supposons que on ait
{(5) 2—1{ (u, v, W),
i, v,w désignant trois variables indépendantes quelconques.
Si I'on fait varier l'une d’elles seulement, et qu’on fasse croi-
tre u de du par exemple, la fonction variera d’une quantité
infiniment petite qui sera sa différentielle particlle par rap-
port a u, et que I'on pourra éerire

. df
ffu(u,v, w).du ou o d.

De méme pour les autres variables.
Si on les fait varier foutes les trois, et que «, v, w eroissent
respectivement de du, dv, dw, la fonction z variera d’une

quantité infiniment petite dz, qui sera sa différen

tielle totale,
et I'on aura

dz=[ (u~+du, v+ dv, w + dw) — f (u, v, w);
mais cette relation peut s’écrire
dx= (u+ du, v+ dv, w+ dw) — f (1, v 4+ dv, w4~ dw)

+ [, v+ dv, w+dwi — [ (u, v, w4 dw)
[ (4 vy w4 dw) — [ (u, v, w).

R T e =

%

j -__-_,:.-mm;_ e A o
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Or la premiére ligne du second membre cst la différ‘entlelie
partielle de f (u, v+ dv, w -+dw) prise par rapport At 03’
ce qui revient au .méme, la différem}elle‘ Partmile ‘0
[(u,v, w), puisque dv et dw sont aussi VOISINS. de zero

qu i i av s quantités fi-
quon le voudra, et disparaissent davant les quan

nies v et w. De méme, la seconde lige est la dif[ércnt_lellc
particlle de f (u, v, w-+dw), par rappoigd v, ou, ce qut 1_‘1‘"
vient au méme, la différentielle particlle de f(u, v, -w)‘, P u.b:‘t |
que dw est aussi voisin de zéro qu’on le \'Olldl‘fl et _dlsrpﬂm‘.
devant w. Enfin la troisiéme ligne est la dulférentielle par-
tielle de [ (u, v, w) pav rapport & w.Ona done

(6) d.‘é:f’u(u, v, w) dﬂ = ffﬂ(\_w’ , u:} d.v ,_i,_.?‘"w (H., Dy EL’} (Iw!

ou

o df: .o df af .
(7) e — 5 du + 0 dv + i dw;

ce qui signifie encore que [a différentielle totale est égale & la

somme des différentielles partielles. A

(e principe pourrait étre étendu de la méme manl.utstl une

= a i -

fonction d’'un nombre quelconque de variables mAcpet
dantes.

FONCTIONS COMPOSEES

29, — Reprenons I'équation
z={(u, v}

Aulicu de regarder u etv comme des \-'ariz'xbles in‘déllel.ll'
dantes, supposons-les foutes deux fonctions d'une mcinc va-
riable z; la fonetion % sera alors ce quc_liOH appelle une
fonction composée de . Or celle supposition ne changera

riena la démonstration du n® 27; on aura donc encore

dz= f",(u, v) du—+f", (u, v) dv.
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Mais u et v étant des fonctions de x, on a alors
du=u'dx, et dv=v'dx,

e S :
w et o' désignant les dérivées de u et de v par rapport a . On
aura donc

dz={", (u, v) ¥ dz + [, (u, v)v'dx,

el, en divisant par dx,

dz
ﬁ:f’u(u, V) WAy (u, ) L0

ce que l’on peut aussi écrire
dz d
—:@-’ '—!—-d—f.'v"
dx du dy

c'est-a-dire, en vertu du principe sur la différentiation des
fonc'LmIns dg fonctions (23), que la dérivée d’une fonction com-
posée [ (u, v) est lasomme de ses dérivées partielles par rap-
port & u et & v, obtenues en regardant successivement u el
v comme des fonctions de x.

On arriverait 2 une conclusion analogue pour la fonction
2=f(u, v, w), si u, v et w étaient des fonctions d’une
méme variable z, c’est-a-dire qu’on aurait

dz :
LT:E:]NH(“, v, w).u’ L2 f’u (u, v, w) e f,w {u’ ’U,’w) '

ce qu’on peut écrire aussi

& _df
dm_du'u+

af ., df

dp'v ""_"d_'wlwc

PRINCIPES DE DIFFERENTIATION.

$2. — DIFFERENTIATION DES FONCTIONS IMPLICITES

20. — Considérons d’abord I'équation

(1) fx, y) =0,
dans laquelle y est dite fonction implicite de x. Si & varie
de dz, y variera d’une quantité correspondante dy liée a dx
par la relation

f (x-+ dx, y -+ dy) —0)

et, en retranchant ces deux relations membre 3 membre, on
obtient
f (@ dz, y—+dy) — f (@, 9 =05

ce qut signifie que la différentielle totale de la fonction f est
constamment nulle. Or, d'aprés ce qu'on a vu au n°® 29, cette
propriété peut s'écrire

(2) fre(z, 9) A+ [y (@, 9) - 9'=0,

ou

L
®) sy

df 0,

.d_-lj:

attendu que @ est uhe fonction de # dont la dérivée est 1, et
que y est une fonction de ¢ dont la dérivée est y'. On lire

de la

o f’;(a:,y}

(3) Y=,
— CaEe

Cest-a-dire que, pour oblenir la dérivée dune fonction impli-
cite de x, exprimée par I équation f(x,y)=0, il faut pren-
dre la dérivée partielle du premier membre par rapport & X,
la diviser par la dérivée partielle par rapport & y, et changer
le signe du résultal.
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Soit, par exemple, I'équation

P—>5axy +2°=0,

on tronvera

[, ) =—5 (@ —2%), [ y)=3(y"— azj,
et par suite
g —at
R ——
31. — Rexanoue. Lorsque la relation entre # ct y se pré-
sente sous la forme ¢ (y) =4 (2), dans laquelle ces variables
sont séparées, i application de la regle précédente donne

d’ont I'on tire
¢ (y) dy=y (x) dzx; °

c’est-a-dire que quand les variables x et y sont séparées, la
différenticlle du premier membre est égale & la différentielle
du second; ce qu'on aurail pu prévoir, car pour que deux
fonctions de variables dilférentes soient constamment égales,
il faut que leurs accroissements infiniment petits simultanés
soient égaux.

32. — Les régles qui précedent permetteat de généraliser
facilement le principe sur la différentiation de la fonction 2",
en étendant au cas de m fractionnaire ou negatif.

I. En effet, soit d’abord

L
=

- p et ¢ étant deux nombres entiers. En élevant les denx mem-
" bres 4 la puissance ¢, on obtient

Y= a’,
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et, par consequent, en vertu de la remarque ci-dessus (31),

q—tdy=pxr~dz, -
d’ou

-l peatia
e )

Weeg W

2
d_?j :—-?—} .$P"1,3;1 = E x4
A Qe b q

ce qui revient a la régle du n® 16.
Si, par exemple on a,

on cn déduira

SiPona

on en déduira

{2

y—

11, Soit maintenant

y:x"";

on en {ire
Bt — 1=0 .
= X b r - . - 9]
et, en appliquant la régle exprimée par I'équation (2) do
n® 50,

mya®t =z g =0;3
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% v —

W=—mit=—m.— — — "1
Y ; s e
ce é].m revient encore a la régie du n° 16.
Si, par exemple, on a
25
=172 donenitire o —

—Qx ! Y
Sil'on a

i

== —gz ', onentire fy =—g*=—_
x

33. — Soit maintenant la relation f(z,7,2) =0, dansla

% es icll 1 1ci : =

l‘l}]eﬂe % est une fonction implicite des deux variables x et y

Sil x et y varient respectivement de dx et de dy, z variera
d’une quantité correspondante dxz lice a d 3

] > 2 G I et
relation s
[ (x4 dw,y+ dy, s+ dz) =0.

En retranchant les deux relations membre & membre, on
aura done :

f(£+d:,v,y+d-y,z+dy)—f(x,y,zj:0;

ce qui exprime que la différentielle totale de la fonction f est

constamment nulle. a
Or, d’aprés ce qu’ : i¢

il pres ce quon a vu au n 28, cette propriété est ex-

primée par la relation

ﬂdx 4_@

d
gt f =0,

dz

(Il faut bien se rappeler que les notations dipdisdl nerepré
i S do’ dy’ ds "N
i. 1; ent pas dles quotients, mais bien les dérivées particlles de
a 'Olit,f[Ull fu_;::,t »%), par rapporta x, 4 y ct 4z). La relation
ci-dessus exprime donc que la somme des différentielles par-
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tieiles de la fonction f (x, ¥, 2), par rapport aux trots variables
est éqaie 0 %€ro.

On démontrerait de méme que si I'on avait f(x,y,% 1)=0,
on en pourrait déduire

i S
%dx-i— 7 dy +-- ds + dt = 0.

1l — APPLICATION DES PRINCIPES DE DIFFERENTIATION
AUX FONCTIONS LES PLUS USITEES

34.— Fonctions algebriques rationnelles. Les fonctions que
T'on rencontre le plus souvent sont les fonctions algébriques
entiéies, telles que

(1) y:ﬁw’"—kBm”“‘—l—Gm”‘“"—...+Ta:+U.

La différentielle d'une somme étant lasomme des diftéren-
ticlles de ses parties (20), ilfaut, pour obtenir la différentielle
dey, différentier successivement chacun des termes du second
membre. Or, chacun de ces termes st le produit d’un facteur
constant par une puissance dew; sa différcntielle s’obtient
donc (21, 2') cn multipliant le facteur constant par la diffé-
renticlle du facteur variable. Or, celui-ci étant une puissance
de z, on obtient sa différentielleen multipliant par Pexposant
de &, diminuant cet exposant d’une unité et introduisant le
facteur dx (16). En appliquant ces divers principes, on aura
done

dy=[mAz '+ (m —1) Byt + (m—2) Cam—. . .+ T dix;

le terme U disparait, attendu quela différentielle d'une.con-
stante est nulle (19).
Sil'on a, par exemple,




