PREMIERS ELEMENTS DU CALCUL INFINITESIMAL.

VI. — APPLICATIONS ANALYTIQUES

§ I. — EXEMPLES DE DE'VELOPPEMENTS DE FONCTIONS EN SE'R.IES

_ *3. — Développement de e*et de ==, Les dérivées sucees-
sives de ¢ sont toutes égales 3 ¢* (92) ; et, pour =0, elle
se réduisent toutes i l'unité. En i T

i - &n appliquant la form
Maclaurin (69), on a donc : ey

(e L %

On a vu (65) que
xﬂ
1.2.3...n
tend vers zéro 3 '
4 mesure que n augmente ; d’ailleurs, ¢’

fini ; don / : iri
fini ; donc, !e reste tend vers zéro, et la série peut
etre employée.

* reste
toujours

%4. — Sil'ona a dév =
s Si 101_1 a a développer =%, on remarquera que les
crivees successives de celie fonction sont alternativement
— p—T v i . > i
; et .4_:9 (92) ; et, poura=0, elles se réduisent alter-
n'a. njement a—1 etd 1. D'ailleurs, Ia fonction proposée se
réduit elle-méme 3 —+ 1 ; on a donc dans ce cas

* T 2
e*"—:.'l——-——#—~—-‘—'+ -—————xn &3
55— : ===

i O Ty £9.5 i

et I'on verrait comme ci-dessus que le reste tend vers zéro

5. — Développement de sin x et de cos X. Les dérivées suc
cessives de sin z se reproduisent périodiquement dans I'or-

dre (52).

+C0s%, — sinx, — cosz, 4-sin T
s
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et, pour =0, elles prennent périodiquement les valeurs
+1, 0, —1, 0, etc.

y  Dailleurs, la fonction proposée elle-méme se réduit & zéro.

" En appliquant la formule de Maclaurin, on trouve donc

sinm—:f— g -+ & —e +___m f ()
sl O e O e 1915 :

13

m r
Or s tend vers zéro, et f" (6z) a pour valeur abso-

lue cos 6x, n étant supposé impair ; le reste tend done vers

Z6ro.

%6. — Sil'ona & développer cos x, on remarque que ses
dérivées successives se reproduisent périodiquement dans or-
dre (52)

—sing, — COSL, +SINZ, + COSL, .uuuy
ce qui donne périodiquement pour =0
0, —1, 0, 41, ....

D'ailleurs, la fonction proposée se réduit elle-méme & + 1.

On a donc dans ce cas :
T 1 iz + __'I_:i_,..... —_—

e AR R T
si l'on snppose 2 pair. Le reste tend donc encore vers zéro.

8%. — Développement de log" (1 +x) et de log’ (1 —x)

Soit d’abord

f(x)=log’ (1 +=z),
on trouvera successivement
Gsediad
A+
—1.(1 +x)73,
+1.2(1+3)7,
—1.2.5(1 +2)7%,

— (} —l—m);i:
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et, pour =0, g - et ainsi de suite. Et pour x=0,

2 On aura donc dans ce cas, en émployant la seconde forme
du reste (68), :

log’ (1——3;):__%_ :

(2)

a}ﬂ‘l

n—i1

Le reste peut s’écrire

S e ey

&t ( g ) n
Or, le reste peut s'écrire . 1—0 \1—6z

3

L

( - )ﬁ " La quantité entre crochets étant plus petite que I'unité, puis-
n &

T que & est supposé moindre que 1, et 2" pouvant devenir aussi
petit que l'on voudra, on voit que le reste tend vers zéro A
mesure que n augmente.

1l
I
il

e

ot e

et I'on voit qu’il tendra vers zéro si est égal a I'unité

x
146z
ou plus petit que V'unité, ce qui,exige que & soit égal ou infé-
rieur a I'umte.

9. — On déduit des deux formules précédentes (1) et (2
la formule qui sert a caleuler les logarithmes. Sil'on suppose
‘ 2<_1, on peut les appliquer toutes deux, sans tenir compte
%8, — Soit maintenant . des resles ; et, en retranchant ces formules membre i membre,

f(z)=log' (1 —x); : on obtient

S

on trouvera log’ (Lﬂ> =2
1—=x J

On pose alors




e

e

S
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d’on
1+2_ n+1

== n

et 'ona

2\ Lo’ n+1 —f‘)( 1 . 1 - 1 +]
Sl o 1@2n+1) " 3(2n+1)°  5(2n-+1)°

Or, le premier membre revient a log’ (n+-1) —log'n;
cest donc la différence tabulaire entre les logarithmes des
nombres consécutifs n et n+1.

Cela posé, on fera d’abord n=—1 dans la formule (3), qui
donnera ainsi log’ 2. On fera ensuite n=2 dans la méme
formule, qui donnera la différence entrelog’ 3 et log’ 2, et par
suitelog’ 3. En faisant successivement n—=>5, B—din——H o
on obtiendra de méme les logarithmes desnombres 4,5, 0, ...;
et I'on pourra conslruire ainsi une table des logarithmes ne-
périens. Mais il est clair qu'on n’emploie la formule (3) que
pour les logarithmes des nombres premiers ; les logarithmes
des autres nombress’obtiennent en faisant lasomme des loga-
rithmes de leurs facteurs.

La formule (3) est trés-convergente. Les huit premiers
termes donnent log’ 2, 4 moins d’un cent-milliéme. Quand on
a atteint le nombre1000, le premier terme dela série devient
suffisant.

Ayant construit une table des logarithmes népériens, il
suffit de les multiplier tous par une méme quantité pour ob-
tenir les logarithmes des mémes nombres dans un systeme
quelconque. Si, par exemple, il s'agit des logarithmes vul-
aaives dont la base est 10, on a, en désignant par v le loga-
rithme vulgaire d’'un nombre et par u son logarithme népé-
rien, :

lUb :eu,
d'ou
vlog 10=u
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1
= fog’.10 u-
Le nombre constant par lequel il faut multiplier les loga-

rithmes népériens pour obtenir des logarithmes vulgaires est
donc dans ce cas

2,5025851

ou enlin
0,4342945.

Ce multiplicateur fixe portele nom de module du systéme dont
la base est 10.

- 80. — Developpement de (a-+ b)™ pour m queleonque. Les
nombres « et b étant généralement inégaux, soit ¢ > b. On
posera b—ax, d’olt (a+b)"=a" (1 +2") ; et la question
est ramenée a développer (1 +x)", z étant moindre que
l'unité.

Soit done
(1 +2)",
1 +$)m—t)

d’olt (
(m—1) (1 +z)™2,
(

On trouvera successivement

f (0)=1,

dot
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{*(z)=m(m—1)...(m —n+1) (1 +-z)"".
Par conséquent, la formule de Maclaurin donnera

0} n(m—1
(1+z)"=1+ 1%9: +%'—§——le
m(m—1) (m—2)
1595 AnAE

2" (1 + 0x)"™",

(est la formule connue du hindme, étendue au cas de m
quelconque, et complétée par le reste

m(m—1)...(m —n—+1)

R,= 120

x" (1 + o),

Il faut montrer que ce reste tend vers zéro a mesure que n
augmente. La remarque du n® 65 n’est plus applicable a ce
cas, attendu que dans [ (z) le coefficient

mm—1)...(m—n-1)

croit indéfiniment en valeur absolue. Mais on peut prendre
le tour de démonstration suivant. Regardons d’abord m
comme positif.

Supposons que nous prenions un terme de plus dans le dé-
aeloppement, et soit R, le nouveau reste, on aura

m(m—1)...(m—n—+1) (m—n)

et / fi-+1 [} A\ —n—1i
i — ) 2"t (14-0x) :

En comparanl ces deux restes consécutifs, on reconnait
aisément que l'on a

M= x

e P e R s
By =R, 41140z
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Si I'on suppose qu'on ait poussé le développement assez

loin pour quen soit plus grand que m, on aura, en valeur

absolue,

n—m

R —R e
S T

d’oli, en remarquant que n — m est moindre que n -+ 1,

x
. _Rn+1<nn- Tocies

et A fortiori
R, <RR,z.

Si Rois, Ruis, ooy Ry représentent de méme Jes restes
successifs qu'on obtiendrait en prenant 2, 5,...p termes de
plus, on trouverait de méme

Rn—o—z < HJH—I" X 3

5 »
R?H—p < ]']rH—prI - &,

d’oi1, en multipliant toutes ces inégalités membre & membre,
et simplifiant,
B <R, 7t

Or, z étant moindre que 1 par hypothése, on peut toujours
prendre p assez grand pour que z” soit meindre que toute
quantité donnée. D'ailleurs R, est une quantité déterminée et
fixe; donc enfin R,,, peut étre rendu lui-méme plus petit
que toute quantité assignable.

—m

; Tl : : e
Sim est négatif mais moindre que 1, la fraction :
n+1

qu’on peut alors éerire, en meltant le signe de m en évidence,
n-+m

n+1°’
le raisonnement qui précede subsiste.

est encore une quantité plus petite que 'unité; ainsi
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Si m est négatif et plus grand que 1, on peut toujours
prendre n assez grand pour que le multiplicateur de I, c'est.
n+m X
n+1 1+
née k, comprise entre & et I'unité. Cor ce multiplicateur est

. n-+m
moindre que
n-+1

a-dire , soit plus petit qu'une fraction détermi-

.x; et si on satisfait & inégalité
o

(1) n-+m

n+'1$<k’

on satisfera a fortiori & I'inégalité

n—+m &L
(2)

n-+1 'i+9w<k'

Or la relation (1) donne
ne 4+ me < kn < k.

Si ma est moindre que k, cette inégalité estsatisfaite, quel que
soit n, puisque & est moindre que k. Si ma est supérieur a k,
on tire de cette relation

mx—k
i e

inégalité 3 laquelle il est toujours possible de satisfaire.
Dés lors on aura

Hev = Bn- k,

et I'on en déduira comme plus haut
B <Ry,

et, comme k est moindre que 1, on pourra toujours prendrep
assez grand pour que R,_, soit aussi petit que 'on voudra.
done le reste tend vers zéro, puisque K peut devenir aussi
petit que 'on voudra.

Soit, en second lieu, a développer (a—Db)™; on posera

0
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comme plus haut b=ax; et la question sera ramenec a dé-
velopper (1—a)". En opérant comme ci-dessus, on trouvera

i pplme=t) g m (m—A1) (m—2) .
oep=1-—set— 35 U= =vmmorgane |

L e

(est encore la formule du binome, complétéé par le reste R,.
Si T'on adopte la seconde forme du reste (68), on a

=2 (m’*‘_l'“‘(.m—‘ 1) a1 — oa)e (1 —6)". '

[’aprés la loi de formation de ce reste, on trouve aisément

m—n 1—96
Bn+L: B,,,.T o (m) 1

ou, en valeur absolue, dés que 7 est plus grand que m,

. n—m 1—6
B,‘,H:ﬂn.————n X -l~—0£)°

5 ., n—m 2t e
Si m est positif, la quantite e est une fraction; 1l en

est de méme d'ailleurs de la quantité entre crochets ; ona
done
R, <R;.%,

et 'on en déduira comme plus haut,
Rn+p < Rn Sk ?

‘Lou il résulte que le reste tend vers zéro, puisque, & étant
une fraction, & peut étre rendu aussi petit qu’on voudra.
Si m est négatif, le multiplicateur de R, devient

n-+m 1—0 Y\,
n *\f—ex)’
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on a donc : .

n
Rﬂ+l<nﬁ = +?n-x-

n

Or, si k est une fraction comprise

; entri ‘unité
ju on pose e i

n——m
1

£k

A<k, onentire p> M

i f—a’
relation a laquelle on peut toy

O jours satisfai
e ] tisfaire. On peut don=

RrHLl < Bn - k,

Al :
d’oli, comme ci-dessus,

Rep<<S,. 12,

Donc le reste tend vers zéro, puisque k?

petit que Pon voudra. DEL denenlt i

§ 2. --¥ER ]
§ VERITABLE VALEUR DES EXPRESSIONS QUI PRENNENT L
DES FORMES §, ¢ (x ¢ s

. o(x)
81.—Soit —— uneex 1
—D - expression {rachi ;
5@ X]ressio ﬁac[mnnalre,dontlesdeux

termes s’annulent pour une val

' eur particulie
riable z; on aura G bl

? (H):D, Y (a):OE
et 'expression se présentera sous la forme ©
ver la vraie valeur, on commence par ;

par a-+h, h étant une quantité que 1'on
vers zéro; le résulat dé

. Pour en troy-
remplacer d’abord x
fera ensui

12 uite tend
finitif ser g i
‘ ra le méme que s1 |’ it fai
26 il ser si on |
mmédiatement £=a; mais la forme inds g

terming ra di
paru. On aura, en effet, Ve
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ou
2 h?

' h Ul : h ur i
) (f!-) +? ((I) 1"’(‘(? (ﬂ) m'—]-'? (ﬂ) Fj._5+ ss

2

(o) +¢ (a) JI?' + ' (a) ]}Lf +¢

Supprimant ¢ (@) ct & (@), qui sont nuls par hypothése, et divi-
sant les deus termes de lexpression par i, on obtient
i h , I
¢ (@) 1.2 +?“(w} 195
h h?

¥ (a) + ¥ (6) rg ¥ @ gog -

Faisant tendre maintenant h vers zéro, il me reste que
le premier terme de chaque développement, et il vient en
définitive
/ (0

c’est-a-dire que lorsqu'une expression fractionnaire prend la
forme & pour une valewr particuliére a de la variable, il suffit,
pour obtenir la vraie valeur de cette expression, deremplacer
chaeun des deux termes par sa dérivée, et de faire ensuite
e :
Ce qui précéde suppose uniquement qu’on puisse appliquer
5 chacun des deux termes la formule de Taglor (64), ¢ est-a-
dire que les fonctions 7 (z) et ¢ (x) soient continues depuis la
valeur = @ jusqu’d une valeur trés-voisme =0 + h.

Si les dérivées ¢/ (¥) et/ (z) s'annulaient toules deax pour
z—a, il faudrait appliquer la régle précédente I'expres-

! A .

sioni—,((%, est-a-dire remplacer chacun des deux termes
par sa dérivée, et faire ensuite x—=a, cc qui donnerait

o
" (a g Sk S
il ). On continuerait généralement ainsi & remplacer les




