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V
ou, en remarquant que @ =4/ —,

3 \Tg-
5‘5 \/2,
'

ou enfin,
2 1 ini 1t _2
C’est bien un minimum, car on a [" () =2 + =

, quan-
tité positive pour £ =4a.

Le vase peut élre fermé & la partie supérieure. En conser-
vant les mémes notations, la relation (1) subsiste encore;
mais la surface est exprimée par

>
Qrx? + 2%y, ou 2xr+ = 4

et la quantité & rendre minimum est alors

f(x):a:"—!—g.

La dérivée égalée & zéro donne I'équation
293 o ﬂ;" 3 d’ou

si Ton met dans (1) 2% 2 la place de a3, on obtient y=2z.
(Cest-a-dire que dans ce cas on oblient le minimum de surface
en fuisant la hauteur égale au diamétre de la base. Le mini-
mum a pour valeur :

¢ 2mx+ 4ma?, ou bmr?,

Gra? * V2
—, ouencore 64/ —.
14 4

On reconnailrait comme ci-dessus que c’est bien un mi-
nimum. '
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APPLICATIONS ANALYTIQUES. 81 .

92. — Nous avons dit que [’ (z) peut changer de signe
en passant par la valeur zéro ou par la valeur_infinie; nous
avons examiné le premier cas; il nous reste a parler du
second. ,
Concevons donc que pour =, [*(z) devienne inlini, la
fonction f(z) restant d’ailleurs finie. Si, de s=a—"h a
x=a, f' (x) est positif, el qu'il devienne négatif de z=a a
x=ua-h, f(a) sera un masimum; car la fonction f (z)
croitra de @ — h A a, et décroilra de @ a @+ h.

Si,de t=a—h & x=4a, [ (z) est négatif, et qu'il de-
vienne posilif de z—a & x=a-+h, f(a) sera minimum ;
car f(z) décroitra de a—h & a, et croitrade ¢ a a+ h.

Soit, par exemple, la fonction :

on trouve
E

Pour 2= 0, cette dérivée devient infinie. D’ailleurs elle est
négative ou positive en méme temps que &'; de z=—"h a
2=+ h elle-passe donc.du négalif au positif; done f(0) ou
1 est un minimum.

(est surtout dans la discussion des courbes que l'on ren-
contre des exemples de maxima ou de minima donnés par
filey==25

3 4. — MAXIMA ET MINIMA DES FONCTIONS DE DEUX VARIABLES.

93.— On dit qu'une fonction f (x, y) de deux variables
indépendantes est mazimum pour £—a ot y=», lorsque la
quantité f (a—h, b -+ k) est moindre que f (, b), les quan-
tités h el k étant des accroissements positifs ou négatifs auss
petits que P'on voudra. On dit que la fonetion f (z, y) est m -
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mimum pour x—a, y =10, lorsque, pour les mémes accrois-
sements h et k, la quantité f(a + h, b —+k) est plus grande
que f(a,b).

Posons k=-ch, < étant le rapport algébrique, d’ailleurs
arbitraire, que Pon établit entre & of h. Développons
f (@ 4D, y+ <h) par la formule de Taylor (70); nous aurons,
én passant f(z, y) dans le premier membre,

: ST
[l24h, y+<h)—f(z, y) = 1 (cE i @)
B (df d:f |
SolE Bl e =
T 19 (d:c‘2+ ST e e

relation dans laquelle nous supposerons que z ct y aient les
valeurs g et b.

Pour que la différence fl@+h,y+k —[(, Y) conserve
son signe, quels que soient les signes des accroissements h
et k, 1l faut que le second membre de (1) conserve son signe,
quel que soit le signe de h. Or, ce développement étant or-
donné par rapport aux puissances croissantes de h, on peut
toujours supposer kb assez petit pour que le premier terme
donne son signe a tout le développement; il faut donc que le
terme affecté de la premiére puissance de h disparaisse et
qu’on ait

d
l+s

df
05 0.

@-__

Mais cette condition doit étre remplie quel que soit le rap-
port ¢; il faut donc que I'on ait séparément

' df__
(2) = et -{I_ij_'o’

ce sont les conditions communes au maximum of au mini-
mum. Les valeurs =g et y=0 devront satisfaire a ces deux
équations; elles seront donc comprises parmi les systémes
de valeurs qu'admettent ces deux équations,

) There
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94. — Supposons les conditions (2) r-emplies; ‘ie systf;m'e
£ =a, y = b pourra répondre a un maximum ou d un m_l;}:r-
mum. Pour que ce soit un maximum, il faut que la di et
rence qui forme le premier membre de la relation (1) soi
négative ; or, lesecond membre commence alors par le:ﬂ'tejlrnmt
en I? qui donrera son signe a tout le deyeloppemenzt S
suffisamment petit; il faut done que ce terme en h* soii né-

gatif, et qu'on ait par conséquent, quel que soit e,

dif d’if + ~2 ﬁi<

*drdy " C ayp

quand on mettra pour x et pour y les valeurs a et b données
par les équations (2). Soient A, B, C les valeurs que prennent
dans ce cas les quantités

ot @ ar
det' dzdy’ dy
On devra avoir, quel que soit ¢,
(4) A4 2B: 02 << 0.
D’aprés les propriétés des trinomes du second degré, cette
condition exige qu’on ait a la fois
(9) C<0, et B*—ACS0;

la seconde relation est nécessaire pour que le tmno‘me con-
serve son signe, quel que soit ¢, et la premiére est nécessaire
pour que ce signe soit négatif. Si les relations (5) soni_; satis-

1 C = a un maximum.
faites, le systéme £ =a, 3y =b correspondra D

On verrait de la méme maniére que, pour que g 5y_t =
corresponde A un minimum, il faut et il suffit que I'on ait a la
fois

(6) C>0, avec DB*—ACZ0,

95. — Exemple. Soit proposé d'inscrire dans une sphére
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de rayo 1 parallélépipe

7 mg(;lmﬁ un Eal allélépipéde rectangle dont le volume soit

e 3r.éte;,lgl. a.ppo’rt'or.ls‘ la sphere a trois axes parall¢les
u parallélépipede; etsoient x, 1, z les coordon

nées de I'un de
es sommets. Le v
. Le volume du parallélépipe -
our v o parallélépiped
P valeur Sxye, 0u, en remarquant que ik

2 2
P2 =N,

8oy yRE = 22— f
S —1°, ou cneore [T
La fonction & rendre masimum est di;}cm y? (R2—a? —y 2,
[ (% y) =Ry — ahy — o2y,
On en tire successivement
d
é:?ﬂ%yz_4xsyg_2£ys_ if;_ s
& e e S T
2f : ;
d‘z! :On-yi_ 1233290_ QU“;
a@f

T Wz — 20t — 1227y,

&f :
a'r_{@ = 4R%y — 847y — Sayt;

Si Is r * r §: . Z
on égale & zéro les dérivées partielles il t ik
s e h R

primant dans la premis
ere le fac 2y
fo e teur 2zy®, et dans la seconde
Sl 1‘, eraient des solutions étrangéres i la
que lon a en vue, on obtient les deux é i
i eux equations
A 2 9
28 — =0, et R—g2— 2 =0
qui donnent ,
R
=
yo

X —-y—__
en n or |I | l} . 5;1 l!jn S"]""‘]l ue ces
i
1 11e e]lalll. ue la S( Il]ll()]l l]slt]\‘e C

valeurs dans Srivé i
e s !es L:X'.BI‘WC@S partielles du second ord
uve apres réduction 2

?

8
A—— _R*: 4
QR’ B‘_—_—QR& C

APPLICATIONS GEOMETRIQUES.

Le coefficient G est done négatif; on trouve dailleurs

P ——— %‘%Bs,

(uantité négative; Jes deux conditions (5) sont donc remplies,

R . :
ot lesvaleurs £ =9Y=— — répondent & un maximunm.
V3
(Ces valeurs donnent 2— —=3 i1 en résulte que le parallélé-
\O

pipéde maximum est le cube. Son volume est r—l—#
GRS

96. — Sile terme en h? dans le développement (1) deve-
nait nul pour z=a et y —b, il faudrait pousser le dévelop-
pement plus loin. On verrait que le terme en I’ doit dispa-
raitre ,. et que dans ce cas il y a maximum ou minimuin,
suivant que le terme en h* prendra une valeur négative ou
positive. Mais cetle circonstance ne se présente pas d’ordi-
naire dans les applications.

On pourrait aussi généraliser la question qui fait Vobjet de
ce paragraphe, et Pon reconnaitrait, par des moyens and-
logues, que pour qu'une fonction de plusieurs variables indé-
pendantes devienne maximum ou minimum pour un systeme
de valeurs de ces variables, 1l faut que ces valeurs annulent
les dérivées partielles du premier ordre, etc. Mais nous n'in-
sisterons pas sur ce sujet plus curieux qu’utile, pour lejuel
nous renverrons aux traités plus étendus. Pour des raisons
analogues, nous 2'examinerons pas ici le cas o les dérivées
partielles du premier ordre deviendraient infinies.

VII. APPLICATIONS GEOMETRIQUES

§ile — TANGENTES ET NORMALES AUX COURBES PLANES.

9. — On sait que 'on appelle tangente & une courbe, en
un point donné de cette courbe, la limite des positions que




