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Or angle ¢ est la différence des angles MNA et MF'A, qui
ont respectivement pour tangente

a?-y y
bz’ £L z+¢’
on a done
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Par conséquent,

cos’ o = 1 Sen e ol
: 1+ tange” bB*+Cy* E’?yi + bt

Substituant ces valeurs dans I'expression de MC, on obtient

| )
ce qui justifie la construction.

Cette construction est applicable & I'hyperbole et a la
parabole. ' :
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116.—II. Nous prendrons pour second exemple lacycloide.
De ses équations

t=R(za—sina), y=R(1—-cosa),
on a tiré au n° 103, II,

| sin o
) Pt e AT S
Y 1 — cosa’
On en déduit

(1 — cosa)-sins 9

1+y= i i
(1 —cosa)? 1—cosa’
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on trouve ensuite
dy' ={i —cosx) cosa—sina . sin a o da g
(1 —cosz)® 1—cosa
on a d'ailleurs,'
de =R (1 —cosa) dax.
Par conséquent

Lo lalaglgalia b
mdi e R (I —cosa)’

I

Substituant dans Lexpression du rayon de courbure, on
ohtient
3
L
o— AL R B T—eose—dRsin] &
R —cosa?
Or, si 'on se repofte a la figure du n° 103, on reconnait
que l’on a

MA — 2R sin 4 o

Done
P=2MA,

¢est-a-dire que dans la cycloide le rayon de courbure est le
double de la normale.

§ 4, — DEVELOPPEES DES LIGNES PLANES

147. —On appelle développée une. courbe plane le lieu
géométrique de ses cenlres de courbure. Soit ABCDE.. une
courbe plane quelconque; et soient A, B, C, D, E,... des
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points trés-rapprochés sur celte courbe. Menons par ces points
les normales.Aa, Bb, Cc, Dd,
Ee;... ces normales formeront
par leurs intersections succes-
sives une ligne polygonale abe
de.... Concevons maintenant
que les arcs AB, BG, CD, DE,...
deviennent infiniment petits ;
les points a, b, ¢, d, e,... de-
viendront les centres de cour-
bure de ces arcs (113); et la ligne polygonale abede... de-
viendra une courbe continue, licu deces centres de courbure.
(est celle courbe que I'on appelle la developpée de la courbe
ABCDE,... laquelle prend le nom de développante par rap-
port & la courbe abede.... Voici Iorigine de ces dénomina-
tions.

Remarquons d’abord que si les ares AB, BG, CD, DE,...
sont infinitzent petits, on peut éerire (113) aA —aB, bB=bC;
¢C=¢D; dD=dE;... Cela posé, imaginons que 'on enroule
sur la courbe abcde... un fil flexible mais inextensible dont
une extrémité aboutisse en A ; puis, supposons qu'on la dé-
roule en le tenant toujours tendu, et en faisant marcher son
extrémité libre A dans le sens de la fléche, autre extrémité
étant fixée quelque part sur la courbe abede. Lextrémité A
décrira d’abord un élément de cercle ayant son centre en a;
cet arc de cercle passera par lepoint B, puisque aA = ¢B;etil
se confondra avec I'élément AB de la courbe donnée, puisqu'il
a pour centre le centre de courbure ¢ de cet élément. Quand
Pextrémité libre du fil sera parvenue en B, sur le prolonge-
ment de I’élément ab, le mouvement changera, et I'extrémité
libre décrira un élément de cercle ayant son centre en b; cet
arc de cercle passera par le point C, puisque bB=0C; et il se
confondra avec I'élément BC de la courbe donnée, puisqu’il a

pour centre le centre de courbure b de cet élément. Qu.ad
Pextrémité libre du fil sera venue en C, sur le prolongement
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de ’élément be, le mouvement changera encore; Pextrémité
libre décrira un élément de cercle ayant son centre enG; cet

" arc de cercle passera par le point D, puisque ¢cC=D, et il se

confondra avec I’élément CD de la courbe donnée, puisqu’il a
pour centre le centre de courbure ¢ de cet élément. En conli-
nuant ainsi, on voit que Pextrémité libre du fil décrira une
série d’arcs de cercles ayant leurs centres sur abede... et qui
se confondront avec les éléments successifs de la courbe
donnée ABCDE.... En définitive, elle décrira cette courbe d’un
mouvement continu.,

Ainsi, une courbe donnée quelconque ABCDE... peut tou-
jours étre considérée comme décrite par Iextrémité libre d’un
fl enroulé sur la courbe abede... lieu de ses centres de cour-
bure. Dans ce mouvement le fil enroulé se développe; dolt les
noms de développée et de développante donnés aux courbes
abede... et ABGDE....

Il résulte de ce mode de description que, dans toutes ses
positions, le fil est normal & la courbe ABCDE,... puisqu’il est
normal aux éléments de cercle avec lesquels elle se confond;
en méme temps le fil est tangent ala courbe abede... puisqu’il
est toujours le prolongement d'un de ses éléments. On peut
donc dire que toute tangente & la développée est normale o la
développante, et réciproquement, toule normale & la dévelop-
pante est tangente & la développée.

118, — Ces considérations géométriques pourraient suffire
3 la rigueur pour établir les propriétés dela développée. Néan-
moins, il est utile d'en donner la démonstration analytique.

Ona vuaun® 114, 1I, que le centre de courbure répondant
au point d'une courbe donnée, dont les coordonnées sont z ety,

est situé sur la normale en ce point & cette courbe, et sur la
normale infiniment voisine menée par le point dont les coor-
données sont x4 dx et y + dy, Cesl-a-dire que le lieu des
centres de courbure est le licu des intersections successives des
normales 3 la courbe proposée, ou, en d’autres lermes, que la
développée est I'enveloppe des normales & cette courbe. Or,
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ona démontré, aun® 107, quelenveloppe est tangeite A cha-
cune des enveloppées. Il est done démontré que la dévelcppée
d'une courbe est tangente & chacune des normales & cette
. courbe, ct le point de contact est le centre de courbure répon-
dant a chaque normale.
, EeTa posé, soient X, Y les coordonnées du centre de courbure
répondant an point &, y de la courbe proposée, et soit p le
rayon de courbure en ce point. On aura

 p=R—ar+ (T

Différentions les deux membres, il viendra, apres avoir
divisé par 2, :

oldo— (X —g)dX+ (Y—y)dY — [(X—=z) dz + (Y—y) dy].

Ma.is la quantité entre crochets est nulle, attendu que le
point X, Y est situé sur la normale [104 (9)]; il reste donc
en divisant par p ; :

-

@ d;:dx.}f_?f-wy.f"y

: :
nppelons o 'angle que la normale fait avec I’axe des %, nous
aurons : ; -

X—x Y
i
— =cosw et 2l W,
I r £

et 'équation (1) pourra s’écrire
(2). dp—=dX cos v + dY sin .

_En méme temps, si dS représente I'élément de la déve-
IPRPGB, nous aurons aussi, attendu que cet élément a la di-
rection de la normale a la courbe donnée, o

X S dY .
5= Cos e et d—S:sinw.-
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Si 1'on met pour cos w et sin & ces valeurs dans la relation (2),
elle devient

L a4

= dp=S.

(3) do

Cette relation exprime que la longueur de U'élément de
la développée est précisément égale Iaceroissement infini-
ment petit du rayon de courbure, ce qui justifie le mode de
description de la courbe indiqué plus haat, et la dénomina-
tion de développée employée pour désigner le lieu des centres
de courbure,

119. —(est en considérant la développée comme 'en-
veloppe des noimales a la courbe donnée quon obtient
Péquation de cette développée.

Soit y={ () I'équation de la courbe donnée. On ava 102)
que I'équation de la normale a cette courbe est

Y_y:r—%, X —2),
ou

(1) Y —f ()] f (@) + (X— ) =0.

Cette équation est 1'équation cominune de toutes les nor-
males; Pabscisse  du point de contact doit y étre considérée
comme un paramétre variable qui parbcularise la normale.
Pour aveir Péquation de I'enveloppe des normales il faut done,
conformément 2 la régle exposée au n° 107, éliminer & entre
I'équation (1) et sa dérivée prise par rapport 3 Z.

Aulien de remplacer y et y” en fonetion de @, dans I'équa-
tion de la normale, il peut étre parfuis plus commode d’in-
troduire partouty ; il faut alors éliminer y entre I'équation de
la normale ainsi préparée, etsa dérivée prise par rapport a y,
regardée comme variable indépendante. _

Nous donnerons quelques exemples du calcul qui conduit
4 équation de la développée.
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120. — L. Nous prendrons

d’abord pour exemple la para-
bole y*— 2z,

L’équation de la normale est
X—y— X—uz),
g P ( )

0u, en remplacant z en fonction de v,

_ Lgen Uil oy

ou bien

¥+2(p—X)y — v —o.
Différentiant par rapport 4 y, on a
2) 3Y* + 2p (p — X)—0.

Il reste 3 éliminer y entre les équations (1) et (2). Pour cela
on tire de (2)

2 (p—X)=— 3y,

el en substituant dans (1), il vient
W=—Y, do Y =ypYa.
Substituant dans (2) on obtient

(1)

ou

c’est I'équation de 1a dévelo

ppée. Elle a Ia forme représentée
par la figare 15,
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Sterons pas i sa discussion.
Nous ne nous arréterons pasdsa

1I. Nous prendrons pour second
exemple l'ellipse, parce qu'e' ’1 pogz
obtenir I'équation de la .detc 0[1p :
sous une forme simple, 111 convEn
de suivre une marche particulicre.

I’ équation de la normale est

&Y v

ou X
iy
&“F '93+J

i ; comme
Prenons la dérivée par rapport & z, en regardanty
fonction de 2 ; nous aurons
2 / ! 2
@’X (zy' —y -—ny’
Tan

0= 7\ 2

0 =eX(zy —y)— 2y’

2 m

L
; —_ 1l vient
Mettant pour y’ sa valeur oy’

2

e X @B | OV

> b*x
0=aX <—‘ R

P
o a? azy
&y @y Y

d’olt

et par suite
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Or on trouverait par un calcul analogue

F~(-5)

il sulfit pour cela de remplacer & par y, X par Y, a pavh,

b par a, et de changer par conséquent le signe de ¢*. Ces va-
leurs, mises dans I'équation de I'cllipse, donnent

)+ ()=

(!’f«XJ%——}- (E’Y) —p

3
\ o

Telle est I'équation de la développée de Pellipse; celte
courbea la forme indiquée par la figure 16.

LI. Nous chercherons encore
la développée dela eycloide, parce
qu'elle peut s’obtenir par des con-
sidérations géomélriques trés-sim-
ples. Soit OIB (fig.17) la cycloide
considérée; M P'un de ses points;
C la position correspondante du
centre du cercle générateur ; A son
point de contact avec I'axe OX. Tracons le cercle (7 symétrique
du cercle G par rapport &
0OX; et tirons MA, qui ren-
contrera le cercle (' en M.
A cause de la syméirie on
aura évidemment AN’ —
AM, ‘et par conséquent
MM = 2MA. Le point W
sera done (116) le centre
de courbure de la cycloide

correspondantau point M.
Cela pesé, prenons OK — =R, et menons HKK’ paralléle a

Fig. 16.

i 9
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s

Paxe des y; menons encore 00" parallele & KK ; el 0K IIJI.
: ] e ! | o s

ralldle 3 Vaxe OX, et tangent en A’ au cercle (/. Nous auro

0K = 0K ==h, ct O'A'=0A.

U are AN = 0A =arc AW,

.+ AN sont éeales A cause de la symé-
puisue les cordes AM et AM’ sont egales

trie. Il en résulte
arc AN ==R — AN = oK — A =A'K.

Com
Donc le point M est sur une cycloide OM'K ;}:mt 1}011:1
s Je (7 - et qui serait engendree par u
cercle générateur le cercle (5 et qui Sie . f maer b
k irconférence de -cle ¢! roulant ¢ )
! .conférence de ce cerc
oint de la circonier 1 ; o
Eens ‘nverse du roulement du cercle C.Orla cmn:'l:le. a(;l 8 <
s ) ’ 9
crite, Tien des centres de courbure M de la cycloide donnee,
18 5 "
2 développée de cette cycloide. |
est la développée de y ‘. o |
Done le développée de la cycluide est une cycloide égale, qui
led o f
se serait abaissée parallelement & laxe des 3-d rme_qmm,ﬂe
é ar-le au diamétre du cercle génerateur, et qui aurait mgﬂm ¢
éqale au diamétre e, L 0 :
O{E reculé parallelement @ Paxe des x d'une quaniité egate
lép ol 4
une demi-circonférence de ce cercie.

320 bis. — On peut remarquer ‘que, d_'aprés }f-::ﬁ)diéte
deseription d’une cnu.rh_c fondé surl emp_'lm df lsami‘“;p h&;ﬂei
il v a toujours une infinité de courhes. qui t)n ”a | du, e
lo{wée; on les obtient en faisant \fa;'ler’la DIED_UC“H ah
roulé sur cette développée commune. Faut(f; ces cou e
les momes normales; ce sont les tangentes a_\‘la coil?mg;“ -
veloppee; el la portion de normale COm’p[‘l.bE er.\ re d.al;tms
ces courbes est constante dans toute lEl‘fI‘ etendue; en
termes, ces courbes sont partout équm."asla'n.!es. : =

Réciproquement, deux courbes qui o'nt touies te\;u"s(mt :
males communes et qui sont pa‘tilout eqxfuhgla.n ‘gs,‘ l,aid;
méme développée. Car si la premicre peut ¢tre déerite ad m.
de sa développée, en adoptant une cerlaine longueur de hil,
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la seconde pourra étre décrite 4 'aide de Ia meéme développée
en faisant varier la longueur du fil d'une quantité égale 3 la
distance des deux courbes,

§ 6. — POINTS SINGULIERS DES COURBES PLANES

124. — On appelle points singuliers d’une courbe plane
les points qui offrent quelque particularité indépendante du
choix des axes.

D’aprés cette définition, les points ou I'ordonnée est maxima
ou minima ne sonl pas des points singuliers, car-ils perdent
leur propriété quand on fait varier la direction des axes. Cest
ainsi, par exemple, que le sommet du petit axe d'une ellipse,
qui répond au maximum de Pordonnée quand on rapporte la

courhe & ses axes, perd cette propriété si 'on prend pour axes -

deux diametres conjugués quelconques.

Nous supposerons d’abord I'équation de la courbe résolue
par rapport a yy.

Nous aurons 4 considérer les points singuliers que peut pré-
senter une méme hranche de courbe; puis ceux qui résultent
de la rencontre de plusieurs branches.

122. — Points singuliers que peut présenter une méme
branche.

L. Points d’inflexion. Nous avons déja eu occasion de
parler de ces points au n° 111; ce sont ceux o le coefficient
angulaire de la tangente f” (%) passe par un maximum ou par
un mmimum, et oi par conséquent [” (x) devient nul ou in-
fini. Nous avons donné pour exemple du premier cas la sinu-
soide; on peut prendre pour exemple du second cas la courbe

d=h+a+ — 27,

10

APPLICATIONS GEOMETRIQUES.

On tire de cette équation

3
gfi=1+570,
y”: *glr.
&

Pour £ =0, on trouve

y=h,y =1, §'=9=.
Le point M qui répond aux coordonnées
z—0 et y—h,
s

estun pointd’inflexion. Le.caefﬁcient alagul:?iFfta' y.’] esl;iicgc;s;
sant pour z négatif et croissant pour 2 PQSI“, Tl e
par un minimum pour x=0; la seconde dérivée y" p
valeur infinie.
aloég:l“;;t remarcquer qvue guand Y’ eSt,,mﬂ ) l? ]i[‘ag;_;);; Yi(i
courbure ¢ (114) de\-ientlgﬁnu et qufmdy §Stfndﬂ ,ﬂ viDEi .
de courbure est nal. On voitdone quaus points d'inflex
ravon de courbure devient nul ou infini. |
123, — 1. Points darrét ou de 3'1{})?;11-6. Ces piq‘lr‘:ts‘ sozet
ceux ot I'ordonnée passe brusquementfi une valeur finiead u
yaleur infinie on 4 une autre valeur finie.

I. Soit, par exemple, la courbe
b

y:—_'i—e”.

Si I'on fait varier x de —oo _ﬁ//

4 0,y est positif et augmente 5
: il

de 04 1, cequi donne la bran
che ¢A. Si on fait varier x
de 4+ o0 & 0, y est négalil et
augmente de 0 a Vinfini, ce qui -
donne la branche ¢b. Pour £=0, on a done ou une Oi 0 :

1¢ or e négative infinie en valeur ab-
finie 0A=1, ou une ordonnée négative infinie en

,!

/B
Fig. 19,



