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la seconde pourra étre décrite 4 'aide de Ia meéme développée
en faisant varier la longueur du fil d'une quantité égale 3 la
distance des deux courbes,

§ 6. — POINTS SINGULIERS DES COURBES PLANES

124. — On appelle points singuliers d’une courbe plane
les points qui offrent quelque particularité indépendante du
choix des axes.

D’aprés cette définition, les points ou I'ordonnée est maxima
ou minima ne sonl pas des points singuliers, car-ils perdent
leur propriété quand on fait varier la direction des axes. Cest
ainsi, par exemple, que le sommet du petit axe d'une ellipse,
qui répond au maximum de Pordonnée quand on rapporte la

courhe & ses axes, perd cette propriété si 'on prend pour axes -

deux diametres conjugués quelconques.

Nous supposerons d’abord I'équation de la courbe résolue
par rapport a yy.

Nous aurons 4 considérer les points singuliers que peut pré-
senter une méme hranche de courbe; puis ceux qui résultent
de la rencontre de plusieurs branches.

122. — Points singuliers que peut présenter une méme
branche.

L. Points d’inflexion. Nous avons déja eu occasion de
parler de ces points au n° 111; ce sont ceux o le coefficient
angulaire de la tangente f” (%) passe par un maximum ou par
un mmimum, et oi par conséquent [” (x) devient nul ou in-
fini. Nous avons donné pour exemple du premier cas la sinu-
soide; on peut prendre pour exemple du second cas la courbe

d=h+a+ — 27,
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On tire de cette équation

3
gfi=1+570,
y”: *glr.
&

Pour £ =0, on trouve

y=h,y =1, §'=9=.
Le point M qui répond aux coordonnées
z—0 et y—h,
s

estun pointd’inflexion. Le.caefﬁcient alagul:?iFfta' y.’] esl;iicgc;s;
sant pour z négatif et croissant pour 2 PQSI“, Tl e
par un minimum pour x=0; la seconde dérivée y" p
valeur infinie.
aloég:l“;;t remarcquer qvue guand Y’ eSt,,mﬂ ) l? ]i[‘ag;_;);; Yi(i
courbure ¢ (114) de\-ientlgﬁnu et qufmdy §Stfndﬂ ,ﬂ viDEi .
de courbure est nal. On voitdone quaus points d'inflex
ravon de courbure devient nul ou infini. |
123, — 1. Points darrét ou de 3'1{})?;11-6. Ces piq‘lr‘:ts‘ sozet
ceux ot I'ordonnée passe brusquementfi une valeur finiead u
yaleur infinie on 4 une autre valeur finie.

I. Soit, par exemple, la courbe
b

y:—_'i—e”.

Si I'on fait varier x de —oo _ﬁ//

4 0,y est positif et augmente 5
: il

de 04 1, cequi donne la bran
che ¢A. Si on fait varier x
de 4+ o0 & 0, y est négalil et
augmente de 0 a Vinfini, ce qui -
donne la branche ¢b. Pour £=0, on a done ou une Oi 0 :

1¢ or e négative infinie en valeur ab-
finie 0A=1, ou une ordonnée négative infinie en

,!

/B
Fig. 19,
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. S A
i‘aolue. Alnsi 'oxdonnée passe brusquement d'une valeur finie
a une valenr infinie.

IL. Soit en second lieu la courbe

il
1+4-2¥

y:arc.tangi—
-

qi l! . - . = e 3 3 r .
S Pon fait varier £ de —oo 2 0, y est négatif et varie

de 0 &8 — . Sil'on fait varier

& de 4o a 0, y est posilif

¥ et variede a 0 + ;. Pourz=0

l'ordonnée passe done brus-

quement de la valeur finie
— ¢ ala valeur finie + 7.
. 2

‘e genre de points singuliers ne se rencontre que dans les

courbes transcendantes.

s E PSS T e b 3
124.—lll. Points saillents. On nomme ainsi les points
ou le coefﬁcwnilm:gulalrc de la tangente passe brusquement
d'une valeur finie & une autre valeur finie, et ol par consé-
quent la courbe semble se briser et former un angle dont le

sommet est le point saillant.
Soit, par exemple, la courbe
y=h-+x.arc tang -.

On tire de cetle équation

1
Y —arc tang - — L
& Eu

Or, on vient de voir que pour

=0 celte fonction passe brusquement de la valeur —% ala
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valeur 4~ ; La courbe se brise donc au point A, qui devient

le sommet de angle formé par les deux parties consécutives
de la courbe ; ce sommel est le point saillant.

Ce genre de points singuliers ne se rencontre également
que dans les courbes transcendantes.

125, — Points sinquliers résultant de la rencontre de plu-
sieurs branches.

1. Points mulliples. Ces points sont cenx ot deux branches
de courbe se croisent. Cela arrive lorsque y a deux valeurs
distinctes qui se confondent pour une valeur particuliére
de x, et quen méme temps y' conserve deux valeurs dis-

tinctes.
(n peut prendre pour exemple I’équation

=2 r+ée. dou y’:—L.——aiE__+2a.
b Wb Jz+a

Pour £=0 on frouve

- —_.—0, et ot é.
=, @ y=yf

T

La courbe a la forme indiquée

(fig. 22); le point O est un point

multiple. f‘\
Ces points se rencontrent dans M

les courhes dont I'équation contient

des radicaux d’indice pair.

Fig. 22,

126. — Il peut arriver que les deux branches de courbe au
lien dese croiser soient tangentes. Le point de contact est alorsce
quon appelleun point multiple aveo contact, et il est dit de
premicre ou de deuxiéme espéce , suivant que les deux
Lranches sont situées de part et d’autre de leur tangente

commune ou d'un méme coté de cette tangente.
9
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Ce qui caractérise ces points, c'est d’abord que deux va-
leurs distinctes de y se confondent en une seule; que deux
valeurs de ' se confondent également en une seule; et le
point est de premicre on de deuxieme espéce, suivant que sur
les deux branches 3" a des signes dilférents ou le méme
signe.

Comme exemple d'un point multiple avec contact de pre-
miére espéce, on peut prendre la courbe (fig. 23

y=a*y/1+z.
On a dans ce cas

o be+52 8+ 24r 152
o iptee e

16 (1+2)
Pour £=0, on trouve
1

y=—=0,9=0, et y”:ic.)_

Les deux valeurs de I'ordonnée se réduisent a une seule; il
en est de méme des deux valeurs :
de 9'; quant aux deux valeurs de
y”, elles restent distinctes et de
signe différent ; le pont O est donc
un pomt multiple avec contact de
premiére espéce.

Comme exemple d’un point mul- I
tiple avec contact de deuxiéme espéce, nous prendrons la
courbe (fig. 24),

i Rt Bl
y—=2+ nga/l-{—m.

On a dans ce cas
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Pour =0, on trouve
y—0y'=—0, yi=—2+11;

les deux valeurs de y se réduisent
encore 2 une seule, il cn est de
méme des valeurs de 9’; mais les
deux valeurs de y” restent distinctes
et ont toutes deux le méme signe.
Le point O est donc bien un point
multiple avec contact de deuxiéme
espéce. : Hitds

127. — IL. Points de rebroussement. Ce qui caraclénsc
ces points, c’est que I'ordonnée est imaginaire, seit en dega,
soit au dela; qu'clle a deux valeurs distinctes, soit au dela,
soit en decd, qui se confondent en une seule au point consl-
déré, et que le coefficient angulaire y’ a aussi deux valeurs
distinctes qui se confondeni en une seule en ce point. La
courbe présente donc au point de rebroussement deux bran-
ches langentes entre elles, mais qui
ne s'étendent que d'un colé de ce
point. Le point de rebroussement est
dit de premiére ou de deuxieme espece,
suivant que les deux branches sont si-
tuées de part et d’auntre deleur tangente
commune ou d’un méme coté de cette
tangente, ce qu’indique le signe de 9".

Soit (fig. 25) I'équation

y:h-—i—m—l—i 33.',

on en tire
5 o
Y=t e =y

Pour £=0 on a y=nh, y'=1; dailleurs y devient imagi-
naire (ainsi que ') pour les valeurs négatives de x. De
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plus " a un sigue différent sur les deux branches. Ona done
au point A un point de rebroussement de premiere espéce.
Soit au contraire (fig. 26) I'équation

e 1 2
y_h—}—éa;—l-x -+ : &7,
on en tire

Y—=g5+a+2, et y;’:i+ V.

Pour =0, on a y=h, y’:i; et

2
y est imaginaire pour les valeurs né-
gatives de . De plus, pour de trés-
petites valeurs positives de x, les deux
valeurs de y” sont de méme signe. Le

point A est donc un point de rebrous-
sement de seconde espéce.

X

Fig. 26.

128. — lll. Points conjugués (ou isolés). Ces points pro-
viennent ordinairement d’'une branche de courbe fermée qui
se réduit & un point pour une valeur particuliére d'un para-

. metre entrant dans I'équation
de la courbe. Ils sont caracté-
risés parcelte circonstance que,
en deca et au dela, Uordonnée
est imaginaire, jusqu’da une
valeur convenable de z; etqu'au
pointlui-mémey’est imaginaire,
Soit, par exemple, la courbe

Fig. 21.

o (x+a) (x—D)

m ?

Yy

qui a la forme représentée par la figure 27,
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Si 'on fait Phypothése @ =0, I'équation devient

'3 B b
CENETY g e S0 2 _
Sy : 9m yz—b
Pour =0 on a y=~0. Mais pour ~
des valeurs positives de & moindres
que b, ou pour des valeurs négatives
de cette variable, y est imaginaire: Au
point 0 lui-méme (fig. 28), y' est ima-
ginaire. Ce point est donc un point
conjugué. G .
329. — Supposons maintenant que J’équation ne puisse
pas étre résolue par rapport 3 y; soit f(x,y) =0 cette

équation. kil
qRappelons-nous quon en dédwt par la différentiation

(30, 59)

af df

(@ V="

e dy

2f 2 12 ud fn
(v) (dl-n-z-y'——df +y’“—'c>+y 4 —o,

dx? dx dy

ds Fr oy dar a2 d;r gf:)
a%:-i—ﬂy dmzdy“l"j da:dy‘2+ dip?
= dzf‘ ' def (7] Ef_‘ = 0
o+ 9y (d:r; dy +Y dyz) o Y

@
- . .

L’équation (a) donne y’; en substituant cette valeur dans
I'équation (b), on en tire y'; et, en substituant les valta.urs.
; e
dey etdey” dans I'équation (c), on en tirerail y"; et ainst
de suite. :
Il n'y a rien de particulier & remarquer pour les points
singuliers que peut présenter une méme branche de courbe.
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Mais il P o ’
! eut arriver qu au 1 ’ .

g ; ot que rda

X ot P q I'on considére on ait

, et g:ﬂ,

d
o
Y

i

Dans ce cas, I'équation (a) qui i
tal ca:,,lj]‘ cquation () qui donnait y’ devient illusoire, et
st alors I'équation (b) qui donne cefte premiére dériv’ép
"J
attendu que le terme eny” disparait, puisquog—- 0, cest-a
. o s
dire qu'alors o’ es : ' %
éz.qlu alms'y est donné par une équation du second dearé
1 les racines sont imaginaires, on a affaire 2 o
conjugué. e
Si les racin : 1
es sont réelles et inég . 1
; rac gales, c’es
fiple ordinarre, S
S[l lgts racines sont égales, il s’agit d’un point multiple avee
conta i i
! ct, ou d’un point de rebroussement. Si gy conserve une
- valeur ré i : i :
| 1;1' mIeI.[el en degd et au deld du point considéré, c’est un
point multiple; si y devient imaginai :
imaginaire en dega :
‘ ‘ g ecd ou au
c¢’est un point de rebroussement. .
Dans ‘espé i
ans ]e‘s deux cas, I'espéce du point sera donnée par y”
que L'on tivera alors de I'équation (¢), attendu gy ’”l li -
) i que 1y~ dispa=
rait, puisque a est nul, Si ] s
i . 1 les deux valeurs de y” sont de
lﬂ . o LS b
i,:?*m COI]EI‘&II‘C, on aura affaire a un point multiple de pre
iere es 2 ' :
o p‘e;;e ou a un point de rebroussement de premire
spece ; sl les deux valeurs de y” sont de méme signe, ce sera
5 ; . 2 2ty
n point multiple de deuxiéme espéce ou un point d
broussement de deuxiéme espece o
Les détails qui préce '
. qui précedent sulfisent i
Les dé § ocur |
S \ P es besoins de

§ 6. — COURBES A DOUBLE COURBURE

130. — U
- Une courbe quelconque, dans Pespace, est repré
) : ‘ :
ée, en coordonnées reclangulaires, par deux ¢équation
3 ations
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entre les {rois variables %, ¥/, %. Ces deux équations sont celles.,

do deux surfaces dont Iintersection est la courbe considéree.
Le plus souvent les deux équations ne renferment chacune
que deux variables et se présentent sous la forme

(” .’I}:g(ﬁ;}, U:@(ﬁ),

elles représentent alors les cj-lindres qui projettent la courbe

| sur le plan des 2z, et sur le plan des yz.

On prend ordinairement z pour variable indépendante ;
cependant, pour la symétrie des formules, il est souvent
commode de regarder %, y et z comme fonctions d'une va-
riable indépendante auxiliaire; on adopte alors généralement

pour variable indépendante V'arc s de la courbe ; z, y, % sont

considérés comme fonctions de s.
131. — Expression d’un élément de la courbe. Soient &,
, % les coordonncées d’un point M de la courbe, et soient

y
L -+ AT, Y -+ AY, %+ A%

sin M. Si  représente la droite

les coordonnées d’un point voi
on aura, d’aprés une formule

qui joint les points M et M,
connue de Géométric analylique & trois dimensions
e s

Si T’on rapproche indéfiniment le point M’ du point M, la
corde ] de 'are MM tendra vers l'arc lui-méme, que l'on re-
présente par ds, en méme temps qué Az, Ay, A% tendront
respectivement vers dz, dy, dz. On aura donc

ds =lim . {/az? + Ay 4 A%,
ds = \da? + dy* -+ dz*.

[/arc infiniment petit ds est ce qu'on nomme un élément de

1a courke.




