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§ 6. — COURBES A DOUBLE COURBURE

130. — U
- Une courbe quelconque, dans Pespace, est repré
) : ‘ :
ée, en coordonnées reclangulaires, par deux ¢équation
3 ations
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entre les {rois variables %, ¥/, %. Ces deux équations sont celles.,

do deux surfaces dont Iintersection est la courbe considéree.
Le plus souvent les deux équations ne renferment chacune
que deux variables et se présentent sous la forme

(” .’I}:g(ﬁ;}, U:@(ﬁ),

elles représentent alors les cj-lindres qui projettent la courbe

| sur le plan des 2z, et sur le plan des yz.

On prend ordinairement z pour variable indépendante ;
cependant, pour la symétrie des formules, il est souvent
commode de regarder %, y et z comme fonctions d'une va-
riable indépendante auxiliaire; on adopte alors généralement

pour variable indépendante V'arc s de la courbe ; z, y, % sont

considérés comme fonctions de s.
131. — Expression d’un élément de la courbe. Soient &,
, % les coordonncées d’un point M de la courbe, et soient

y
L -+ AT, Y -+ AY, %+ A%

sin M. Si  représente la droite

les coordonnées d’un point voi
on aura, d’aprés une formule

qui joint les points M et M,
connue de Géométric analylique & trois dimensions
e s

Si T’on rapproche indéfiniment le point M’ du point M, la
corde ] de 'are MM tendra vers l'arc lui-méme, que l'on re-
présente par ds, en méme temps qué Az, Ay, A% tendront
respectivement vers dz, dy, dz. On aura donc

ds =lim . {/az? + Ay 4 A%,
ds = \da? + dy* -+ dz*.

[/arc infiniment petit ds est ce qu'on nomme un élément de

1a courke.
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Si I,BH PI Tl I ]'.
€ d % pou varia i : beri

somin\ /(B ()

ou, en lirant = B e éauiti
> rant 0 etagdea équations (1) de la courbe

@)

ds=\[F @I+ W @+ 1.

132. — Tangente. Les équati
o ’ : quations de la droite qui joi
points M, M’ ayant pour coordonnées ke

T, Y, %, el X+ A%, Y+ AY, 2+ Az
b

n ] en dés'( a]ll P l IOS 0 d“ s co l]le&
X—-:IU—— Z ?S, Et E_y—_ ﬂ_Z‘a

Si Pon fait tendr
e M’ vers M, la sécante MM’ tenl]
tangente en M; en méme temp,s e X¥ e s

Az | AY d
Az . AY x
Az et o tendront vers % et fl_g;

les équations de la tangente sont donc °

dx
4) Z—2=27—3), ot T—y=Y

T a—g('l—z).

On p.eut les écrire symétriquement sous la forme

5) de.  dy dx
K= Ty ey

On re 5 i
gemeslamarqueEa que les équations (4) sont celles des tan
‘ ux courbes représentées Squati :
: ar les équat - 1nsi
2o : P quations (1); ansi
”‘01; g_ectu:ln de la tangente & une courbe esi tmrgen%e i lu
projection de celte courbe, ce qu'il était aisé de prévoir
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(onsidérons les points de la courbe ¢t de sa tangente qui
correspondent a Pordonnée % -+ h, h elant une quantité infi-
niment petite. Soient &, ¥, # + h les coordonnées du pre-
mier de ces points, que nous appellerons p; et XY, 5+
celles du second, que nous appellerons P. Daprés ce qui a été
expliqué au n° 99, la différence X,——x, seraun infiniment
petit du second ordre, si la courhe n'éprouve pas de discon-
tinuité au point que I'on considére; et il en sera de meme de
la différence Y, — y,- On en conclut aisément que la distance
des points P et p est elle-méme un infiniment petit du second
ordre, car cette distance 3 a pour expression

sE L
S e R

Or, d’aprés ce qu'on vient de dire, h étant I'infiniment petit
principal, les différences X, — %, ¢t Y, — ¥ sont de la
forme kh? et Kh?, ket k' étant des coefficients finis. On a
donc

sl JF B

quantité infiniment petite du second ordre.

On ferait voir, comme au n° 99, que la tangente au point
1, 1, % e passe pas par le point &+, y-+dy, =+dz, etque
si ces derniéres coordonnées paraissent satisfaire aux équa-
tions de la tangente, c’est parce quon néglige les infiniment
petits du second ordre.

132 bis.— On sait que s p—az+p, y=bs+ g, sont
les équations d’une droite, les cosinus des angles qu'elle fait
avec les axes ont respectivernent pour valeur

a b 1

il } —————————— e
Je+rbp+rl’ Je+ b 1 Je+br+1
Si I'on applique ces formules 2 la langente, on aura donc,
en désignant par a, {5 Y les angles qu’elle fait avec les axes
des x, des y et des %,
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dx

dz dx dz
(6) €08 o= -—;H_ﬂdx‘ 5 ,7{’ S :H’d$5+(£ 2+d~2: JE
(_ﬁ)_,_(_'j) 41 Vd i 7

dz \dz

et de méme
dy dz
Cosf=-¥ Sy==",
e ds oLty ds
133. — Plan normal. Toutes |
gente menées parlepoint de conta
de ces normales est un pl
auquel on donne le nom
Ce plan, passant par le
nées sont & 1

€S perpendiculaires 3 Ia tap-
ct sont des normales; le lien
an perpendiculaire 3 | tangente et
de plan normal.

point de contact dont Jes coordon-
» % 80D Cquation est de la forme

A{X——m)+B(Y’——-y}+C (Z—z) =0,

Pour qu'il soit

perpendiculaire 3 Ia droite,
les équations (4

représentée par
)5 1l faut quon ait

) Ry

A‘C'E’ et B'_C'HE.'

Substituant dans I's

de B, et su
obtient

quation précédente ces valeurs de A et

pprimant le facteur G deveny commun, on

b

(7) (th)g+(Y——y)g—g+(Z—~z):0
ou

X —2z)de + (Y—9)dyr (2—2) ds— 0,
cest Péquation du plan normal,

134. — Plans tangens.
genle porte le nom de plan t
plans tangents est évidemmer

Tout plan mené suivant 1 tan

angent. L'équation générale des
1t de la forme

(8) [X—z) dz—(L—z) dz] 4+ [(Y—y) ds— (Z—z)dy] :!J;

E 459
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contient la
1 i slan, et ce plan
squation represente un et : :
e "p ion (8) est satisfaite en méme temp
tangente, puisque I'équation
queLles équations (4) de la tangente. e
Nous remarquerons encore icl que ce ]:] a ;II e
: int dont les
i asse pas par le po . i
oint &, y, %, nep : i
: , if” - dy, %+ dz, et que si ces coord? : 11?
b 8), c’est parce qu'on neglige
raissent satisfaire a I'équation (8), c’es :
les infiniment pelits du second ordr -
Plan osculateur. 1. Considérons trois poi e
it 3 ' trois points
: par ces trois | :
scutifs M, M/, M” sur la courbe; pa -
secutifs M, M, M s i ( e
e sont pa; généralement en ligue droite, 1\(;}1 F\[u i
8 & : o :
. v un plan. Si I'on fait tendre les points M' S
hasser dn. P . it
lmint M, ce plan tendra vers une [)Oalt.l’on hm]th; 1elphm i
loccup;z ’cclte position limite est ce que I'on appe
: int M. :
culateur au poin . L i
Ce plan devant passer par le point M, dont les
sont &, 4, %, son équation est de laforme
2 &

A (X—z) +B(Y —y) +C(Z—2)=0.

1 : i iliaire
Nous supposons &, 4, et z fonctions d’une variable aux1
= i &
indépendante. -
‘“dq‘-"_i"’“ +dx, y-4dy, s+ dz sont les coord?nneez d;}i
Si x . e
oirit W e]ic; doivent satisfaire & I’équation du plan, ce q
i e
donne
Adz + Bdy + Cdz=0.
Les coordonnées du point M" étant
: 2,
z 4+ dz + dx, y -+ dy + d%y, 5+ dz+d’%,

isfaire & I'équatic olan, ce qui
lles doivent ésalement satisfaire & I'équation du plan, ce q
3 . ; lon ci-dessus
ant é 4 la relation ci-dessus,
donne, en ayant égard 4 la

Ad°z +Bdy +Cdz=0.

equat i apports
De ces deux derniéres équations on tirera les rapj
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B :
C et o et, en substituent pour A et B leurs valeurs en

1 L4
dans P’équation du plan, et supprimant le facteur C devenu
commun, onobtiendra

) (X—2) (dyd® —dszd’?) + (Y—y) (drd’z —dzd%)
~+ (2 —2) (dz d*y — dy d*z) =0,

c’est I'équation du plan osculateur.

On en ferait disparaitre les infiniment petits en divisant .

par ds’, sis est la variable indépendante. Siz’, 2, o ¥, %
représentent les T rivean o & gl

es premieres ct secondes dérivées de x, y et z
par rapport a s, on pourrait écrire

(X—a) (¥ — =) + (Y—y) (o' 72"
+ (2 —2z) (2y'— y'z') =0,

équation qui ne renferme plus d’infiniment petits.
: IL. Le plan osculateur contient la tangente en M; car si
on remplat;e X—z,Y—y, Z—3% par dz, dy, dz qui leur
sont proportionnels en vertu des équations (5) de la tangente
tous les termes de I'équation (9) s’entre-détruisent. L: pla!;
osculateur est donc compris parmi les plans tancents
- 5 -
d IIL. Si I’on prend % pour variable indépendante, il en résulte
%= constante et d%2=10. L'équation du plan osculateur de-
vient alors, en divisant par dz°:

d*y d’z
FEa s (X—1) e

+ 0= (G2 %) =0.

(9 bis) S

dz d* dz  d

; Sous cette. forme, on reconnait aisément que le plan oscu-

ateur au point M, dont les coordonnées sont z. . 4. est

ralléle a la tangent I ; e
gente au pont M’ ayant pour coordonnées

e i Lz dy
%, Y + dy, %+ dx. En effet : @iet B% étant les coeffi-
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cients angnlaires de la tangente en M, ceux de la tangente
en M s'obtiendront en ychangeantz en 2+ dz et yeny + dy,

ce qui donne

dr  dz dy &y
=+ —dz et ﬂ"*_d.zfdz"

Or, on sait que pour qu'une droile, ayant pour coefficients
angulaires @ et b, soit paralléle au plan qui a pour équation

Am+By+C%+D=~_O|

il faut et il suffit qu’on ait

Ao+ Db+ G=0.

Dans le cas qui nou: occupe, cette condition devient

dy (dz | x 'z (dy %y
T (@”ﬁﬁ;ﬂ@ +Ez_*(d_E+ T
(dm dy_dy dzﬁ’)- 0

dsde dz d#)

égalité qui est en effet satisfaite d’elle-méme, attendu que les
termes du premier membre s'entre-détruisent.

IV. On déduit encore de ce qui précéde que la plus courte
distance des tangentes menées en Met en M’ est un infiniment
petit du 3° ordre. En effet : cette distance n'est autre chose

ue la distance du plan osculateur 4 la tangente en M’ qui lui
est parallele. 11 faut donc démontrer que celle-ci est un infini-
ment petit du 3¢ ordre. On simplifie la démonstration en pre-
nant la tangente en M pour axc desz, le point M pour origine,
et le plan osculateur en ce point pour plan des zz. L'équation
(9 bis) du plan osculateur se réduit alors a
2 D
d*y Gy &r

PTG AT

—X

car on a £ =0, y=0, z= 0, puisque origine est en M. et
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dy . ;
T 0, puisque ’axe des % est une tangente.

Pour que le plan osculateur se confonde avee le plan des 2z,

et que son équation se réduise a Y =0, il faut donc qu’on ait
&y
!?!;é e 0-

Cela posé, soit y=—W (z) I'équation de la projection de la

courbe sur le plan desyz; on aura par la série de Maclau-

rin (69)

B

e

%

y:lp‘{ﬁ)-a-llf’(O)ﬂ—i—lF”(O)i 5

1
M:elis W (0) est n'u], puisque la courbe passe par lorigine;
W’ (0) est nul, puisqu’elle est tangente a P'axe des z; enfin, la

SR :
condition E:i;% = ( revient & W” (0) = 0. Il reste done
3

=
L5

y:‘lp'f”(o).
anc siz est un infiniment petitdu premier ordre, comme cela
doit avoir lieu pour le point M’ infiniment voisin du point M,
Pordonnée y, qui mesure la plus courte distance du plan oscu-
lateur a la tangente en M’, est un infiniment petit du 3¢ ordre,
Il en résulte qu'en négligeant les infiniment petits du
3° ordre, on peul regarder le plan osculateur en M comme
contenant les tangentes en M et M'.

135 bis. — Normale principale. On donne le nom de nor-
male principale a la perpendiculaire & la tangente qui se
trouve dans le plan osculatenr. C’est I'intersection du plan
osculateur avec le plan normal; et 'on pourrait obtenir ses
équalions par cetle considération. Mais il est préférable d’em-
ployer la méthode suivante, qui conduit aisément 4 diverses
autres conséquences ntiles.

Soient M et M’ deux points infiniment voisins sur la courbe;
MT et M'T’ les tangentes en ces deux points. La distance de la

S SIS
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tangente M'T” au plan osculaleur mené en M étant un infini-
ment petit du 3° ordre, on peut, en négligeant les infiniment
petits de cet ordre, regarder M'T’ comme contenu dans le
plan osculateur. Supposons que ce soit le plan de la figure.
Soit G le centre de courbure en

M de I'arc MM’ considéré ainsi

comme plan; menons CM et

G\’ ; la droite MG, normale en

M (113), sera la normale prin-

cipale. Par Vorigine des coor-

données, menons les droites Ot

et Ot paralléles a MT et a N'T” Fig. 29.

et égales & I'unité, et joignons t'. Le triangle MCM’ peut étre
considéré comme un triangle rectiligne isocele, dont I'angle
en C est égal 3 angle de contingence, que nous représente-
rons par ds, et dont les angles & la base sont aussi voisins
qu'on le voudra de 90°. Or, le triangle tO¥’ est aussi un triangle
isocéle, dont I'angle en O est égal & 'angle de contingence; il
est done semblable au triangle MCM'; et, puisque O¢ et Of
sont respectivement perpendiculaires aux normales MG et M'CY,
il faut que le troisieme coté i1’ soit perpendiculaire 3 MM, et
par conséquent aussi voisin qu’on le voudra d’étre paralléle a
MC. La direction de la normale principale MC est donc en dé-
finitive celle de la droite tt, et tout se réduit a trouver cette
dermere.

Pour cela, soient £, #, ¢ les coordonnées du point t;

£+ d=, m + dn, {4+ d¢ seront celles du point . La dis-
tance ds de ces deux points sera exprimée (131) par

do=\/d&* +dn*+dC%
et si )., p, v désignent les angles que {1’ fait avec les axes, on
aura (152)

d i az
COSA=——, COSp— -, CO3V= —
ds’ ; ds’ 3 ds




