e et i et i ~
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Or, 2, B, - désignant les angles de la tangente MT ou de la
parallele Of avec les axes, on a

E=0¢t.cosa, 7=0¢.cosf, {=0f.cosv,
ou simplement, puisque Ot =1,
E—cosa, n=-cosf, {=cosy.
Mais on a trouvé au 1° 152

dx _ dy
cosa ==, coS B OO0

On a donc

] dy dz

E=2, 9= L=x
=g ksl

et, parsuite,

do s iy e e
%" dq_..d.-(g, fIl-'-—-d.

{IE__‘_ (11; . dS‘

Il est commode de prendre s pour variahle indépendante ;
on peut écrire alors

il _dy . @3
d;:—d;;ds, d’q—@ dss dg-'—'d_sgds'

La valeur de do devient alors

r\* 1\* | (=)
de—=ds \/(EE) -t (d_sz-) i (dsg) ]

APPLICATIONS GEOMETRIQUES.
et 'on trouve enfin, pour les angles 2, , v, les valeurs

| &'
ds*

ds* ) \ds? ——(d_s*)

%y
ds*

Ta\ [\ [T
#) (@) (&)

d*z

COS A=

cosp—

2

cos y = a :
l i) " \& +(I)

‘sz direction de la normale principale se trouve ainsi déter-
minée.

136. — Rayon de courbure. L’arc ds mesure I'angle {0#
dans le cercle dont le rayon est 1; c'esi donc la mesure de
Pangle de contingence MCM'. Ona done, en désignant par p
le rayon de courbure MC du cercle osculateur cn M (114)

a0y & —-%, Qo 1

- . \/(dj 2+ (fl_ff‘ T (P
ds’ ) \ds? ) Ez (dsg)
Remargue I. On remarquera qu'a l'aide de cette valeur

on peut écrire les valeurs des cosinus des angles A, p, v de la
normale principale avec les axes sous la forme

3

2 2, 9
(1) coslngg, Y

:.ﬁ—s—ggz)‘? Pd_si'

Remaroue IL On peut observer aussi que les formules qui
précédent sont applicables aux lignes planes; il n’y a de dif-

0
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férence qu’en ce que, dans ce cas, les résultats du calcul sont
généralement plus simples.

18%. — Seconde courbure. Deux plans osculateurs consécu-
ifs font entre eux un angle diédre infiniment petit, que nous
désignerons par df, et que 1'on appelle I'angle de forsion ou de
seconde courbure. On assimile cette seconde courbure & la
courbure d’un cercle, et I'on nomme rayon de seconde cour-
burele rayon d’un cercle dont la courbure serait équivalente
31a torsion de la courbe considérée. Si p, désigne ce rayon de
courbure, on pose par analogie

e e __ds
PR L=

Pour obtenir I'angle db, il faudrait, dans ’équation du plan
osculateur, changer , y, %z en & --dx,y +-dy, 2+ dz,
et chercher angle des deux plans ainsi obtenus. Cet angle,
que nous désignerons par ds, est I'angle de torsion correspon-
dant 4 ’arc ds; la torsion par unité de longuenr de la courbe
ds

; Naon g yle :
est donc, au point considéré, PR et son inverse T
s

est le
rayon de torsion ou rayon de seconde courbure.

On peut encore suivre une autre méthode et employer des
considérations analogues a celles qui nous ont servi aux
n* 155 et 136. Nous renverrons
pour cette question, qui a peu d'u-

i
5 ) tilité dans la pratique, a des traités
i
s

-
-
-

plus étendus.

“)-‘
-

£38. — Application @ Uhélice.
"”\\ Nous supposerons que 'on prenne
\Oi‘\\?‘} pouraxe des z ’axe de I'hélice, et que
X 7] —< l'on fasse passer I'axe des & par un
point A pris surla tourbe. Soit ABA’

la trace sur le plan des xy du cylindre
sur lequel I'hélice est tracée; soit

APPLICATIONS GEOMETRIQUES.

r son rayon. Soif b le pas de I'hélice ; nous poserons

Soient £=0Q, y="D"0, ==MP les coordonnées d’un point
de la courbe, et soit w I'angle que le rayon OP fait avec OX.
Les équations de Phélice seront
: . h :
(12) &=rcosw, y=rsinw, z—g5 w=rtangi.o.

2

On en tire

dr=—rsinodo, Jy=-rcosodo, ds=r tangi.do,

ou

dt=—1ydw, dy=+zdv, dz=riangi.do.
Par suite

ds = dow \/r* +1’tang’i = ?—CE—LE

€S &

Les équations de la tangente sont, en supprimant le fac-
teur do,

; —y &z riangi
(13) X—z Y—y ZI—3

On voit, en premier lien, que la projection de la tangente
sur le plan X0Y a pour équation

- (X—az)z+(T—y)y=0

Xz 4+ Yy—r2;

¢’est équation de la tangente PR au cercle de base, menée
par le pied P de 'ordonnée du point de contact. On démontre
cette propriété dans les Eléments.




148 PREMIERS ELEMENTS DU CALCUL INFINITESIMAL.

On voit, en second lieu, que le cosinus de I'angle que la

: s e 1B
tangente fait avec Paxe OZ de I'hélice, c’est-3-dire 75 dpour

: r e
valeur lequotient der tangi par ——, ¢ est-a-dire sin ¢, quan-

tité constante. C'est encore une propriété connue.
Si Pon fait Z=—0 dans les équations de la tangente, on
trouve
Yz X%
y v

—r = = === -
Lt rtangi’ y rtangi’

X et Y désignant alors les coordonnées du point R ot la tan-
gente perce le plan XO0Y.
On a done

~
X e ) e —
il i ) tang?
c'est-i-dire que la distance PR est égale a I'arc AP ; ceite pro-
priété se démontre aussi dans les Lléments.
Des valeurs trouvées plus haut pour’dz, dy, dz, ds, on
tire
: i i Cost s
dg: 5 Yeost, dy o +a: ek

ds r ds r ds—
on en deduit

@r _ cosi dy  cosh
=it i gt

AR v s r?

a7y

cosi de  cos’
ke R T e S
(13

(s

—0.

Cette derniére relation montre que la normale principale a
une direction perpendiculaire & I'axe des z; car elle revient

APPLICATIONS GEOMETRIQUES.

4 cosy=0. Les deux premiéres donnent

V(=

cns

2
COSp—— —_—

(COS%’ ; cosi \2
?'3 &L ._L' 1-,2 y
\

ce qui montre que la projection de la normale principale sur
le plan des oy coincile avecle rayon OP. La normale prin-
cipale MN rencontre donc I'axe de I'hélice et lui est perpendi-
culaire.

Le plan osculateur se trouve dés lors détermin? par la tan-
gente MR et par la normale principale MN; il fait donc un
angle constant avec cet axe. .

Enfin, le rayon de courbure st donné par la formule

i 1 r

({ﬁc" 2 &y 2 cost S
@) @)

¢’est une quantité constanle. Il est facile d’en déduire que le
lieu des centres de courbure est une hélice de méme pas que
la proposée , mais tracée sur un cylindre de méme axe ayant
pour rayon p—r ou rtang%.

Dansl'hélice, I'angle de torsion et le rayon de seconde cour-
bure peuvent s’obtenir directement comme il suit. Sotent M
et M’ deux points infiniment voisins sur la courbe. Concevons
que par I'origine des coordonnées on méne deux droites res-
pectivement perpendiculairesaux plans osculateurs en M et en
M’; ces perpendiculaires feront avec I'axe de I'hélice des an-
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gles égaux ai; et détermineront avec cel axe un angle triedre
dans lequel I'angle diédre qui a pour aréte 0Z sera exprimé
par dw. L'angle des deux perpendiculaires sera d'ailleurs ds.
Si, dans la formule fondamentale de la trigonométrie sphé-
rique
cos @ — cosheosc —+— sinbsin¢ cos A,

on fait

a=ds, b=c=i et A=do,
on trouve

cosdv = cos*i 4+ sin®i . cos do,

ou, attendu que d= et do sont infiniment petits,

de T 2(_(1_0)2)
1__?_003 i+sin®i (1 5/

relation qui se réduit &

. drg-—s'nﬁi de?,
D) — 51 . 9 3

dr = sini.do.

ds.cost
dm == = 3

il vient done
sini cosids

by —= —————1

r

dr  sinicosi ds 7
sl el S =4 =T
ds r dz sini cosé

en appelant p, le rayon de seconde courbure.

APPLICATIONS GEOMETRIQUES.

§ 7. — SURFACES COURBES. — NOTIONS SUR LA COURBURE,

139. — Plan tangent. On sait qu’une surface, quand on la
rapporte 2 des coordonnées rectangulaires, est représentée par
une équation entre ces coordonnées.

Soit

(1) f(x,9, ) =0

P’équation de la surface considérée. Si par le point M, dont les
coordonnées sont z, ¥, %, on fait passer une courbe tracéesur
la surface, courbe qui sera en général & double courbure, les
équations de la tangente en M & celte courbe seront (152)

dx dy iz

2) R ATy e

Mais, la courbe étant tracée sur la surface, les dz, dy, dz,
doivent satisfaire i la relation qu’on obtient en différentiant
équation (1), savoir (33) e

df df

(3) " dx + dy dy +

df

= dz=20.

Si, dans cette derniére relation, on remplace dz, dy, dzpar
les quantités X —z, Y—y, Z —z qui leur sont proportion-
nelles en vertu des équations (2), on trouve

f 1 d
) ETL("“E”H%(Y*UH—H{;(Z_@ — 0.

Celte relation entre les coordonnées courantes X, Y, Z de la
tangente demeure la méme pour toutes les tangentes que I'on
peut mener & des courbes tracées sur la surface et passant par
le point M. Ellereprésente donc le lieu de ces tangentes. Or,
P’équation (4) étant du premier degré en X, Y, Z, représenle
un plan; il en résulte ce théoreme : foutes les tangentes




