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gles égaux ai; et détermineront avec cel axe un angle triedre
dans lequel I'angle diédre qui a pour aréte 0Z sera exprimé
par dw. L'angle des deux perpendiculaires sera d'ailleurs ds.
Si, dans la formule fondamentale de la trigonométrie sphé-
rique
cos @ — cosheosc —+— sinbsin¢ cos A,

on fait

a=ds, b=c=i et A=do,
on trouve

cosdv = cos*i 4+ sin®i . cos do,

ou, attendu que d= et do sont infiniment petits,

de T 2(_(1_0)2)
1__?_003 i+sin®i (1 5/

relation qui se réduit &

. drg-—s'nﬁi de?,
D) — 51 . 9 3

dr = sini.do.

ds.cost
dm == = 3

il vient done
sini cosids

by —= —————1

r

dr  sinicosi ds 7
sl el S =4 =T
ds r dz sini cosé

en appelant p, le rayon de seconde courbure.

APPLICATIONS GEOMETRIQUES.

§ 7. — SURFACES COURBES. — NOTIONS SUR LA COURBURE,

139. — Plan tangent. On sait qu’une surface, quand on la
rapporte 2 des coordonnées rectangulaires, est représentée par
une équation entre ces coordonnées.

Soit

(1) f(x,9, ) =0

P’équation de la surface considérée. Si par le point M, dont les
coordonnées sont z, ¥, %, on fait passer une courbe tracéesur
la surface, courbe qui sera en général & double courbure, les
équations de la tangente en M & celte courbe seront (152)

dx dy iz

2) R ATy e

Mais, la courbe étant tracée sur la surface, les dz, dy, dz,
doivent satisfaire i la relation qu’on obtient en différentiant
équation (1), savoir (33) e

df df

(3) " dx + dy dy +

df

= dz=20.

Si, dans cette derniére relation, on remplace dz, dy, dzpar
les quantités X —z, Y—y, Z —z qui leur sont proportion-
nelles en vertu des équations (2), on trouve

f 1 d
) ETL("“E”H%(Y*UH—H{;(Z_@ — 0.

Celte relation entre les coordonnées courantes X, Y, Z de la
tangente demeure la méme pour toutes les tangentes que I'on
peut mener & des courbes tracées sur la surface et passant par
le point M. Ellereprésente donc le lieu de ces tangentes. Or,
P’équation (4) étant du premier degré en X, Y, Z, représenle
un plan; il en résulte ce théoreme : foutes les tangentes




et S T TS a5

1592 PREMIERS ELEMENTS DU CALCUL INFINITESIMAL.

menées par un méme point d’'une surface aux différentes cour-
bes que I'on peut faire passer par ce point sur la surface, sont
dans un méme plan. En raison de cette propriété, on donne a
ce plan le nom de plan tangent. Son équation est facile a for-
mer quand on a I'équation de la surface.

l,éiﬁgnglo::{ par exemple, qu’il s'agisse de Uellipsoide dont

x? 2 2
Ui s
2

Btpte=t

On trouvera

di % df 8y df %

-

et I’équation du plan tangent sera, en supprimant le fac-
deur 2,

o)z  (—y)y _ (E—1)s
aar She b ek 02) :0’

équation que l'on peut écrire

Xgv Yy vl

o —+ B - — = 4.
Dans le cas de la sphere, on a
a—=0—c=1
I’équation du plan tangent devient done

Xz 4+ Yy + Iz=R,

et il est facile de vérifier qu'il est perpendiculaire au rayon
dont les équations sont

XZ%Z et Y:JZ,
% pd
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Les angles que le plan tangent fait avec les plans coordon-
nés des zy, des zz et deszy ont respectivement pour cosinus

df

dz

V@ @
df
dy

i e e T

V@)~ (@)

df

@y~ () + ()

(Voy. les traités de Géométrie analytique.)

120. — Normale. On nomme ainsi la perpendiculaire au
plan tangent menée par le point de contact. Ses équations
sont faciles A établic. Comme la normale passe par le point
dont les coordonnées sont &, 1, %, ces équations sont de la
forme

X—z—=a(l—2), Y —y=b(l—32).

Dailleurs, le plan tangent est représenté par I'équation (4)
du numéro précédent. Or on sait que si une droite a pour
équations

g—az+m, y=br+mn,
et si un plan est représenté par

Az + By +Cz+ D=0,

les conditions de perpendicularité sont a — % et b:-d. Dans
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le cas actuel, on aura done

() (&
N r{T)
Q= d_f et b — ‘—#—.
dz (Ez_)
Par conséquent, les équations de la normale sont
df df
—x:@i(ﬁ—z) et Y dy

dz

—2),
dz

ce qu’ écrire s
quon peut ecrire sous la forme plus symétrique

5 e — e =
E Do

i’ ‘EE’ : \ d:c

5 Les Eosmus des angles que cette droite fait avec les axes
es &, des y et des z ont respectivement pour valeur -
df
dz

V@) @) +

af
dy

?—ﬁ_—y—_—&?a
V& + @)+ [@

dz

V& G +~@
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Rexaroue. Lorsque Péquation de la surface est donnée sous
la forme ;
x—o(z,y) ou o(x,y)—2=0,
la dérivée du premier membre par rapport a % se réduit
3 —1; et si on représente par p et g les dérivées partielles
par rapport & @ et par rapportay (87), les cosinus des angles
que la normale fait avec les axes deviennent
P { —1
'—‘I‘_____“_L__—-—— '3 —_— 3 '—5,_‘_____.————_“—_ -
el el vt

En méme temps, les équations dela normale deviennent elles-

_ mémes

X—2)+p (E—2)=0,
et
(Y—y)+¢q(Z—2)=0,

forme sous laquelle il est utile de les retenir.

141, — Tout plan men¢ suivant la normale 3 une surface
porte lui-méme le nom de plan normal. 1équation générale
d’un plan normal est de la forme (6)

df df” { : df df]

Yond a2 bl —g) =)} ¢ =0
[ o)~ g | ] =0 = =g | =0
 désignant une indéterminée. (est bien, en effet, I'équation
d’un plan; et I'on reconnait aisément que ce plan contient la
normale, ear si Pon yremplace X—, et Y —y par leurs va-
leurs en 7 — % tirées des équations (5) dela normale, I'équa-
tion (6) est satislaite, quel que soit Z.

§ 8. — SURFACES ENVELOPPES.

122, —Soit f(x, y, %, a) =0, Péquation d’une famille de
surfaces qui ne différent que par la valeur du paramétre @. Si
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Pon change a en @ -+ da, les deux courbes f(z,9,2a=0,
et f(z,y, %, a+da)=0, seront dites infiniment voisines
Pune de I'autre. Leur intersection sera une courbe & laquelle
on donne le nom de caractéristique. Le lieu des caractéris-
tiques ainsi déterminées par Dintersection de deux surfaces
infiniment voisines, faisant partie d’une méme famille, est ce
que I'on appelle I'enveloppe de ces surfaces.

Larecherche de Iéquation de I'enveloppe d’une famille de
surfaces est tout & fait analogue a celle de Penveloppe d'une
famille de courbes (106).

Sotent

(1) : f(a?,y,z,a):[l,
et

(2) r(xp U,Z, af‘I—Aﬂ}):O

les équations de deux surfaces de la méme famille; leur in-
tersection sera représentée par 'ensemble des équations (1)
et (2). Mais on peut remplacer I'équation (2) par la suivante,
qui en est une conséquence.

f‘(w’ Y, %, &+ AC(’-) —](3;, Y, 3, a)
Ad :

=)
Si Pon fait tendre Aa vers zéro, P'équation (3) tendra vers
(%) ['e(®, 4, 2, 0) =0,

et Pintersection des deusx surfaces deviendra la caractéristique
quirépond  la valeur particulitre a. Pour avoir le lieu des
caractéristiques, ou enveloppe cherchée, il suffira donc d’éli-
miner ¢ entre les équations 1) et (4).

Ainsi, pour obtenir I'enveloppe d'une [umille de surfaces
représeniées par une équation telle ue f (x, ¥ % ay=0, 3
suffit d'éliminer le paraméire a entre cette quation et sa déri-
vée prise par rapport & ce paramélre

Exexere I, Un plan se meut en passant constamment par
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] : S
un point donné et en demeurant a une distance wnst({n_te d an
. . ; sitions de
second point donné; on demande Penveloppe des poaztz;ngs
I 1 i igi sons
ce plan. Prenons le premier point pour origine, ctl also
passer I'axc des z par le second point ; I'équation du plan mo
bile pourra étre mise sous la forme
(1) X cos o+ Ysina—+ kZ=0.
' 8 - Porigine. De plus
On voit, en effet, que ce plan passe pal‘l origine 1h d;
sa distance 3 un point situé sur 'axe des % a une distance
Iorigine est exprimee par
kh
—_——y
Vi+ £

ce

it ; i peut ctre regardée comme donnée,
quanlité constante qui peut ctre rega #

qui détermine k. Le paramétre arbitraire est ici 1:111510 e
T'on différentie 1'équation (1) par rapport a ce paramelre, on
obtient
(2) — Xsina -+ Yecosa=—0.
L'équation (1) peut d’ailleurs s'écrire

X cosa—+ Ysina=—FKL.

Elevant au carré et ajoutant, on obtient

(5) | G (%

¢’est équation d'un cone 4 base circulaire, comme on pou-
vait 8’y attendre.

11. Touver Penveloppe des sphéres de méme rajon dont h]es
centres sont sur une circonférence donnée. Léquation de la

sphére mobile est

(1) (& — o)+ (y— ) +2=1,

en prenant pour axe des z la perpendiculaire élevée par le
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centre du cercle donné sur le plan de ce cercle. En méme
temps on a

o+ @2 = Re,

climinant d’abord § entre ces deux équations, on obtient

(2) Byf42— 2 — 2YRP—oty +RE—r =0
Différentiant par rapport a «, on trouve, aprés avoir divisé
par 2,

\/Plz__ a-z
d’otlt
’ Rz

=
\/$2+y5

RE—

Substituant dans (2) et réduisant, on obtient
(4) 21— Ry 2 Rz_?.szo,

LR £ = H . .
¢'est’équation d’'un fore, comme on pouvait le prévoir.

143, — En chaque point d'une caractéristique, le plan
tangent est le méme pour 'enveloppe et pour I'enveloppée.
Soient, en effet, ,, S,, S, trois surfaces consécutives de la
méme famille; AB Pintersection de 8, et S,, A’B’ I'intersec-
tion de S, et de S;. Les deux courbhes AB et A’B’ seront deux
caractéristiques mfiniment voisines; par conséquent, deux
courbes infiniment voisines sur I'enveloppe. Soit M un point
quelconque de la caractéristique AB ; joignons-le & un point M/
infiniment voisin sur la caractéristique A’B’, et menons MT
tangent a AB en M. La droite MT, tangente & une courbe tracée
sur la surface S, et sur 'enveloppe, est tangente i ces deux
surfaces. La droite MM’, corde d'un arc infiniment pelit, se
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confond avec sa tangente en M, ¢esl-2-dire avec une tangente

en M 2 la surface S, ou & I'enveloppe. Donc le plan des droites

MT et MM est tangent en M a la sur-

face S, et & I'enveloppe ; donc ces

deux surfaces ont le méme plan tan-

gentau point commun M. Or, ce point

M est un point quelconque de la ca- Fig. 31.

ractéristique AB. Donc enfin I'enveloppe et I'enveloppée S,

ont les mémes plans tangents aux différents points de la

courbe commune AB; done ces deux surfaces sont tangentes

le long de cette courbe. On en dirait autant d'une enveloppée

quelconque. <
Mais on peut aussi démontrer cette propriété par I'analyse.
Soit

(1) [ (z,y, 3 a)=0
Péquation de la famille de surfaces considérée, et
o (%, 9y, 3 =0

Péquation de I'enveloppe résultant de I'élimination du para-
métre a entre équation (1) f=0 et sa dérivée par rapport aa

) 9 —o.

L’équation du plan tangent en un point M d’une caractéris-
tique, point situé sur la surface (1), est (139)

df df _
afy—%— (Z—3) Elz_ﬂ’

W G—aLia—y

gt Péquation du plan tangent au méme point M, considéré
comme situé sur I'enveloppe, est de méme
de

6  (—x)gE+—y)

dfg

L —
dy
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Mais I'équation ¢ (z, y, %) =0 n’est autre chose que I'é-
quation (1) dans laquelle a est remplacé par sa valeur en

sy S .
z, 1, tirée de dlc;: 0; on aura done les dérivées partielles

d'.p dcp d? S 3z . i ,
o @y O en différentiant I'équation (1), pourvu qu’on y

regarde ¢ comme une fonction de &, y, . On trouve ainsi

(29, 23)

d _df  df da
de ™ dz = da’dx’
&y _df df da
dy dy da'dy
de_df df da
dz dz  da'ds’
: sris e df : ;
Mais, en vertu de Péquation = 0, qui estune des équa-
tions de la caractéristique, ces relations se réduisent a
do _df dg df dp* df

de ™ dz’ dy  dy’ dx dx

Par conséquent, les équations (5) et (6) sont identiques.
Ainsi donc, en tous les points d’une méme caractéristique
Ienveloppe et les surfaces enveloppées ont les mémes plans
tangents. Donc enfin chaque enveloppée est tangente o I enve-
loppe, et la caractéristique est la ligne de contact.

Il serait facile de vérifier cette propriété sur les exemples
traités plus haut.

§ 9. — COURBURE DES SURFACES

144. — Gourbure des surfaces. Le mot courbure, appliqué
aux surfaces, n’a pas en Géométrie un sens plus précis que
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dans le langage ordinaire ; et il n’existe aucune quantité ma-
thématique qui en soit la mesure. On juge de la courbure
d’une surface en un de ses points par celle des différentes °
lignes que I’on peut faire passer sur la surface par ce point,
On peat remarquer d'abord qu’il suffit de considérer les
lignes planes tracées sur la surface. Gar si AB est une courke
i double courbure menée sur la surface parle point M, son
plan osculateur, passant par les trois
points consécutifs M, M-, M, déter-
mine dans la surface une section
plane ab qui a deux éléments consécu-
tifs MM’ et M'M” ou trois points consé-
cutifs M, M’, M” communs avec AB, Fig. 52.
et qui, par conséquent, a le méme cercle osculateur et I
méme rayon de courbure.
Nous allons chercher les relations qui existent entre les
rayons de courbure des différentes lignes planes que I'on peut
mener sur la surface par un méme point M.

145. — Théoréme de Meunier. Soit MT une tangente quel-
conque menée & la surface par le
point M; et soit MN la normale
a la surface au point M. Le plan
TMN sera un plan normal (141).
11 coupera la surface suivant une
courbe AB, que I'on appelle une
seclion normale, et dont le centre
de courbure sera en un certain Fig. 53
point G sur MN. Nous désignerons par p, le rayon de courbure
MC de la section normale AB.

Par la méme tangente MT, faisons passer un second plan;
il coupera la surface suivant une courbe ab, que l'on peul
appeler une section oblique ; son centre de courbure sera situé
en un point ¢ sur la normale Mn a cette courbe. Nous désigne-
rons par p le rayon de courbure M¢ de la section oblique ab.

11




