PREMIERS ELEMENTS DU CALCUL INTEGRAL.

U:Sinﬂfydx’

c’e'st-?a-dire qu'il suffirait de multiplier par sin 0 I'expression
précédemment obtenue pour l'aire de la courbe.

1L. Une intégrale peut avoir des éléments négatifs. Soit, par

exemple, la courbe ABMCD, qui coupe deux fois I'axe de;s T5

g l’,au'ecompriseentre cettecourbe,

. 3 'axe desz, et les ordonnées AQ

\ ot DIY, présente une partie BMC,

e ;s)ltuée au-desso?s de | axe des x.

Z x Dans cetle partie de la courbe

Fig. 36. lordonnée élant négative 01;

regarde Vaire de cette portion de courbe comme néﬂ’ative
elle-méme. :

S’ll‘arrwalt que l:a parlie négative fit égale en valeur ab-

solﬁe i la partie positive, I'aire totale serait regardée comme

nulle.

II. Les signes f et d représentant des opérations inverses
1

se détruisent lorsqu'ils se superposent. Ainsi f du—=u,saufla
1

constante arbitraire, Ainsi encore

. [1 @ ds=r @) .

’ ] ’
IV. a vaque l'on a gén éralement

b
L " (x)de = f(b) —[ (0).

On convient d’écrire de méme

ﬂa’"’ (v) dw =1 (a)— (),

INTEGRATION DES DIFF ERENTIELLES.

d’ou 1l résulte

[ @ == [ @

¢'est-a-dire que Pon change le signe d’une intégrale en infer-
vertissant ses limites. Cette convention est quelgquefois com-

mode.

1l. — INTEGRATION DES DIFFERENTIELLES.

§ 1, — PRINCIPES ET PROCEDES D'INTEGRATION

165. — 1. Lorsque la quantité placée sous le sign.efesf

affectée dun facleur constant, ce facteur peut étre mis hors
du signe. Soit, par exemple, I’expression

) f A[ @) de-

Le facteur A affectant tous les ¢léments de U'intégrale est
un facteur commun & tous les termes d’une somme, et peut,
par conséquent, stre mis en évidence; on peut donc écrire

@ . A frwe

Réciproquement : lorsqu un facteur commun est placé de-
pant le signe d’intégration, on peut le faire passer Sous le
signe. Dans Pexpression (2), par exemple, le facteur A affecte
une somme ; on peut done effectuer la multiplication, ce qui
revient a affecter du facteur A chacun des termes de la somme,
et peut s’écrire sous la forme (1).

166. — II. Lintégrale d'une somime de différentielles est
éqale & la somme des intégrales de ces différenticlles.
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Soit, par exemple, 'expression

b
ﬂ [f (x) + o ()] da.

Elle revient 4 la somme des quantités suivantes (162) :

 f(a) dz + ¢ (@) dx
4.—If(a, —+dz) dz + ¢ (0 + dz) dx

s f.(a -+ 2dz) dw 4+ ¢ (¢ - 2dzx) dx

+ (a4 9 dx) de + ¢ (a + 5 dx) dz

.

+ fla+ (n—1)dz] de + ¢ [0 + (n—1) dz] dz,

€n Suppos =
pposant b= ¢ 4+ ndz. Or lasomme des termes qui for-

ment ]a E]]‘{EI l(}'I e C Ol €8sl & : ; 8 e
2 OIlNe es q o
t L«gal@ a f(x) dd: 2 et 121 somm

b
fa 9 () dz. On peut donc écrire

b - b b
Jr@+s@1do=" @) do+ [y (o) o

Cest ce qu'il fallait démontrer,
On étendrait sans peine la démonstration 4 la somme d’un
nombre quelconque de différentielles.

16%. — lIl. L'intéyrale de la différence de deux différen-

tiell fqale a la différ
: ¢s est eg,‘a{e @ Iu_dej,re: ence entre les intégrales de ces diffé-
ventielles. C'est-a-dire que I'on a

b
j; [f(z) —¢(x)] dz :ﬁb;"(m)d:c —fbc;(a:) dz.

fIf;a démonstration est la méme qu’au numéro précédent; il

: ; onsi .

ulfit de remplacer lessignes + qui séparaient lesd :

de chaque élément de l'inté ; e
e I'intégrale proposée par des signes —.
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1| résulte de cette proposition et de la précédente que lin-
tégrale de la somme algébrique d autant de différentielles qu on
voudra est égule @ la somme algebrique des intégrales de ces
différentielles. Ces intégrales se trouvent ainsi affectées des
mémes signes que les différents termes dun méme élément
de l'intégrale proposée. On aurait, par exemple,

(1 @) @) — 4 @) s S RCLEIREL

b
S f Yy () de.
a

168. — On a vu, dans le ealeul différentiel, qu'il existe
une régle générale pour la différentiation des fonctions (13).
Il n'esiste malheureusement pas de régle générale analogue
pour 1intégration des dilférentielles. Si Vexpression qui est

sous le signe | est une différentielle connue, l'intégration se

trouve immediatement effectuee; si cela n’a pas lieu, on peul,
en employant divers procédés, chercher a ramener T'expres-
sion donnée & une différentielle connue; mais on ne peut pas
{oujours étre cerfain a1'avance qu'un de ces procédés réussira.

Ces procédés sont au nombre de trois. Le plus simple con-
siste & multiplier et diviser par un facteur constani convend-
blement choisi.

Soit, par exemple, 1’in'ségm1efa:”‘ dz.

Telle qu’elle se presente, I'expression sous le signefn‘est

pas une differentielle connue ; mais on voit aisément qu’on la
ramenerait 3 une différentielle connue en multipliant sous le
signe par m—+ 1; car (m -+ 1) 2" dz est la différentielle de
2, Or on peut effectuer cetie multiplication sous le signe,
2 la condition de diviser par m + 1 hors du signe (169), car
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ce sont deux opérations contraires effectuées sur I'intégrale
proposée. On peut donc écrire

mie—t (mat)orde— 2
fw 93_?’1+1f(m+ )& (m_m+1+c,

en ajoutant une constante arbitraire C si les limites de l'inté-
grale ne sont pas indiquées.

Soit encore I'expression f a® dzx.

La quantité sous le signefn’est pas une différentielle con-
nue, mais elle deviendrait une différentielle connue si elle
log
était multipliée par 4 . Or on peut effectuer cette multi-
D

plication sous le signe, & la condition de multiplier hors du

: s log ¢
signe par la quantité inverse 716'07& ; on aura donc
o

s}

loce [loga log e
i d.]} el Db [r — —2.= _g*
f log flog e oy log T {

169. — Le second procédé d'intégration consiste a changer
de variable, ¢'est-a-dire a élablir entre la variable qui figure

sous le signefet une variable auxiliaire une relation telle

qu'en remplacant la variable donnée par sa valeur tirée de
cette relation, I'expression placée sous le signe d'intégration
se change en une différentielle connue.

dx

Soit, par exemple, I'expression f \T&%__ﬂ?}
l—

La quantité placée sous le signe f n'est pas une différen-

tielle connue; mais si l'on pose = au, d'olidz—a du, et

INTEGRATION DES DIFFERENTIELLES,

qu’on fasse la substitution, on trouve

{ dx ade _ﬂ_:arc.sinu+ﬁ,

—f—:_.._-—r)‘_"—— 3
P—n J Jo—auw yi—u

»

ou, en remettant pour u sa valeur =

X
dt_ __re.sin= +C.
\/ag_m! CI

Soit encore 1'evcpresswnf~‘£ T

La quantité placée sous le signe n’est pas une différentielle

1 du (
is sil’ — —— — et quon
connue ; mais sil'onpose = >, d'ob de=— -5 ¢ 4

substitue, on trouve

du x

dx f—_IJ
fa:\fa:‘——i \/ | l—-y
wV ut

—arc.cosy -+ G,

ou, en remettant pour y sa valeur =

1
— ==z = ArC.C0S -, C.
zyar—1
v
130. — Le troisieme procédé-est connu sous le nom d’in-
tégration par parties, locution inexacte mais consacree. On
sait que si u et v sont deux fonctions d’une méme variable z,
ona (21)
d.up=udv + v di.

On en tire
wdv=d .uw —v du.
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, Les de.ux membres de cette égalité étant deux différentielles
¢gales, si on les intégre entre les mémes limites, les résul-
tats igaux, puisque

s seront cgaux, puisque les deux intégrales obtenues se
composeront d'un méme nombre d’éléments égaux chacun a
chacun. On peut done écrire

fudv:]d.iw—fvdu

ou, attendu que les signesf et d se détruisent quand ils se

superposent,

(1) fuciv —uy —fvd-u.

. :
(est sur cette relation que se fonde le procédé d’intégration

par parties. Elle exprime que si I'on a sous le signeJ Ut

pa‘oc?-uat de deux: facteurs u et dv, dont Pun dv est une diffé
re?:tzelfe connue, Uintégrale de ce produit est égale au pre
mier facteur v, mulliplié par Uintégrale v du second, diminue

d'une seconde intégrale dans laquelle il y a sous le signe f
Vintégrale v qu'on vient d’obtenir, multipliée par la différen

Izef{e-dli du facteur qui w’avait pas été touché.
Soit, par exemple, I'expression

j xe* dz,

on trouvera, en appliquant celte régle,

rdry—=x.e8— | & ’
f e*.dx —=xe* — e +C,

INTEGRATION DES DIFFERENTIELLES.

Soit encore 'expression
f arc tang x . dz,

on trouvera de méme

ot dx
arc tang 2 . dz —arctangx.x — w.m,

ce qu’on peut éerire
1 [ 2pdx

anox.dz=gx arctang —3 | T
Jrotanga. o= arotamge—3 | o5

1.intégration proposée se trouve ainsi ramenée a une 1n-
tégration plus facile. Gar si I'on examine la quantité placée

sous le second signe f , on reconnait que le numérateur 2xdx
est 1a différenticlle du dénominateur 1-+a%; cette quantilé

est done de la forme % ,qui estladifférentielle du logarithme

népérien de u ; ona done icl

2
en ajoutant toujours une constante arbitraire si les limites de
Pintégrale ne-sont pas indiquées.

[habitude du calcul peut seule suggérer le choix & faire
dans chaque cas entre les procédés que nous venons d’ex-
poser; et 1l est utile de répéter qu'on ne peut pas toujours étre
assuré d’avance qu’on réussira A effectuer I'intégration pro-
posée en employant un ou plusieurs de ces procédes.

1 2
farc tang ¢.dx = @ .arc tang & — - log’ (1 + %) + G,

§ 2. — INTEGRATION DES DIFFERENTIELLES LES PLUS USITEES.

1v1. — Différentielles algébriques entiéres.— Considérons
&abord la différenticlle monome Az"dx. Pour Iintégrer, on




