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, Les de.ux membres de cette égalité étant deux différentielles
¢gales, si on les intégre entre les mémes limites, les résul-
tats igaux, puisque

s seront cgaux, puisque les deux intégrales obtenues se
composeront d'un méme nombre d’éléments égaux chacun a
chacun. On peut done écrire

fudv:]d.iw—fvdu

ou, attendu que les signesf et d se détruisent quand ils se

superposent,

(1) fuciv —uy —fvd-u.

. :
(est sur cette relation que se fonde le procédé d’intégration

par parties. Elle exprime que si I'on a sous le signeJ Ut

pa‘oc?-uat de deux: facteurs u et dv, dont Pun dv est une diffé
re?:tzelfe connue, Uintégrale de ce produit est égale au pre
mier facteur v, mulliplié par Uintégrale v du second, diminue

d'une seconde intégrale dans laquelle il y a sous le signe f
Vintégrale v qu'on vient d’obtenir, multipliée par la différen

Izef{e-dli du facteur qui w’avait pas été touché.
Soit, par exemple, I'expression

j xe* dz,

on trouvera, en appliquant celte régle,

rdry—=x.e8— | & ’
f e*.dx —=xe* — e +C,
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Soit encore 'expression
f arc tang x . dz,

on trouvera de méme

ot dx
arc tang 2 . dz —arctangx.x — w.m,

ce qu’on peut éerire
1 [ 2pdx

anox.dz=gx arctang —3 | T
Jrotanga. o= arotamge—3 | o5

1.intégration proposée se trouve ainsi ramenée a une 1n-
tégration plus facile. Gar si I'on examine la quantité placée

sous le second signe f , on reconnait que le numérateur 2xdx
est 1a différenticlle du dénominateur 1-+a%; cette quantilé

est done de la forme % ,qui estladifférentielle du logarithme

népérien de u ; ona done icl

2
en ajoutant toujours une constante arbitraire si les limites de
Pintégrale ne-sont pas indiquées.

[habitude du calcul peut seule suggérer le choix & faire
dans chaque cas entre les procédés que nous venons d’ex-
poser; et 1l est utile de répéter qu'on ne peut pas toujours étre
assuré d’avance qu’on réussira A effectuer I'intégration pro-
posée en employant un ou plusieurs de ces procédes.

1 2
farc tang ¢.dx = @ .arc tang & — - log’ (1 + %) + G,

§ 2. — INTEGRATION DES DIFFERENTIELLES LES PLUS USITEES.

1v1. — Différentielles algébriques entiéres.— Considérons
&abord la différenticlle monome Az"dx. Pour Iintégrer, on
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ervploiera le procédé du n° 168, cest-a-dire qu’on multi
plicra par m - 1, sauf & diviser U'intégrale par ce facteur ;
aura ainsi (165, 168) s

A
Azmd :___"f S AR
f b e (m-+1)z dx—m+i+const.

O . a x g 3 .

: tn c;mt que la régle 4 suivre consiste & augmenter I'expo-
ant de x d'une unité, el @ diviser par cel exposant ainsi
augmenté. On trouvera ainsi

&
5

2
2 10z 3
f{lOm dr = —— -+ const = 62> const.
3
Remarque. La régle est en défaut pour m=—1, parce
, pare

que le dénominateur m—+1 devient nul. Mais, dans ce cas
¥

3 = r .
Pexpression placée sous le signe f est une différentielle con

nue, celle du logarithme népérien de x, car on a

G dx |
JA:;, ’dm:AfE:Alog'm—kcunst.

1%2. — Supposons maintenant que la différentielle soit

polynome. En combinant la régle ci-dessus avec le principe
0 ey

du n® 166, on trouve aisément :

f(AéL‘m 4+ Br" ...+ Tz +U)dz= Aert AL Ba”
m"‘i TG + e w
Tz -
higs ot Uz + consi.

Par exemple,

5t Go—T)do=" —2° + 5
f( +b62—T)de=x — & + 32" — Tz + const.
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13, — Différentielles algébriques fractionnaires. On peut
ne considérer que le cas ou le numérateur est d’un degré in-
férieur a celui du dénominateur ; car, s'il en éfait autrement,
on pourrait effectuer la division; le quotient se composerait
d’une partie entiére et d'une fraction ayant pour numérateur
le diviseur, cest-a-dire un polynome de degré moindre que
le dénominateur proposé.

Supposons d’abord que le dénominateur soit du premier
degré; et soit :

Adx
me -+ 1

la différenticlle proposée. On multiplie le numérateur par i,
ol Pon divise lintégrale par ce méme facteur; on a ainsi

f Ade A f mdx

mE 40 mJ mr+n

Mais alors le numérateur de Pexpression placée sous le signe
L'intégration est 1a différentielle du dénominateur; cette ex-

pression est done dela forme %lf, qui est la différentielle du

logarithme népérien de u. On a done

Adx Ay ;
— = log’ (ma +n) -+ const.
J mz+n M

Par exemple,

A Bdr

3 1od
g Zlog (4z—1) -+ const.

174. — Supposons, en second lieu, que le dénominatenr
<oit du second degré, le numérateur sera au plus du premier,
ot la différentielle donnée sera de la forme

(ma —+n) do
N
ax® + bz +¢
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Il yalieu de distinguer trois cas, suivant que les racines du
trinome placé en dénominateur sont réelles et inégales
réelles et égales, ou imaginaires.

I.— Cunuderons d'abord le cas ot ces racines sont réelles
et inégales; en les désignant par « et 3, on pourra écrire le
dénominateur sous la forme

4 (e —a) (5—p).
La méthode consiste & poser

('I ) me —-n i A B
b= &—p 2—2 &—p’

et & déterminer A et B de maniére que cette relation ait11en
quel que soit z. En chassant les dénominateurs, elle devient

me—+n—A (x—8) +B (z —a).

Cette relation devant avoir lieu identiquement, on peut y faire

successivement
t—a el z=—4f,
ce qui donne
_ Mme—-n
o—p "’

Mme~+n=A(a—p), don

a
mi+n=B@—z), doi p__ Mmé+mn

y

en supposant o> 3.
Les coefficients A et B étant ainsi déterminés, on aura, en
vertu de Ia relation (1),

—_—

t—o) (#—0) etz _¢

* mztw)de A odp B r oz
Ja{ a = f -

z—p

._"il of B ; b
s 5 log’ (x— &) + const.

e T A TN R T AR e £ Akt s e
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ouvera en suivant cette marche
Par exemple, on trouvera en

dew“:i5$+'13_ G D)

dx +1) d: 150 dv - 9 o
b +1)dx "J e

:'15 log’.(x —3) — & log'(x—2i+const.

)
On traitera de méme Pexemple suivant, qui se rencontre

dans les applicalions :

1 dx ot
—a Qaf +‘)aJ a—

| v d:L 1 (—dx
~9gJa+rx %a/ a—=
1 1 .
=g, log' (6 +2%)— 5 log’ (& — x) -+ const.
. log o —}- const.
9% ° a—
I1. — Si les racines du trinome placé en dénominateur sont
réelles et égales, la différentielle proposée peut s'éerire

(o i en appelant o la racine double, La méthode
5 7

alr—a)

consiste alors & changer de variable en posant

r—o—=u, dou dr=du.

On a ainst

(ma -+ n) dx  (mu 4+ ma—+-n) du
f a(z—o) __j au?
m [ du i ma—+—n du
~ad u a u?
- n 1
— —log’.u— i dn .= = const.
T i a u
Mma——1

m
= Elog’ (=)=
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On trouvera, par exemple, ainsi

-+ const.

"4z +1)dx
j r—2

4 ”
—_— ﬁ‘" _C)
m_s)loo (x—2+3.

1II. Nous supposerons enfin que les racines du trinome en
Jdénominateur soient imaginaires. On sait que dans ce cas le
trinome peut se metire sous la forme

af(w— o)+ 8

La méthode consiste & poser & — a=pu, d'ol dx = f@du;
en substituant, on obtient

(mx—+n)de [ (mfuma+ n)Bdu__m f udu
alle—af+F] a@i+p) e v+l
i +n du
ap w41

La différentielle placée sous le second signe f est une diffé-

rentielle connue; on raméne celle qui est sous le premier
signe f 2 une différenticlle connue en multipliant par 2 sous
le signe et en divisant par 2 hors du signe; car on a alors

2udu :
. dont le numé-

w1

rateur est la dilférenticlle du dénominateur, et qui a par con-

séquent pour intégrale le logarithme népérien de ce dénomi-

nateur ; on trouve ainsi

(mx—+n)de _ m i
i e

ma—+-n m (®—a)? |
=+ 7 arc tang u - const — ‘Talng [_ﬁ’—Ti]

sous le signe d'intégration I'expression

Mz 4+ 1 L—o
arc tang. B -+ const.

L
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Par exemple, on obtient ainsi

(dg+Nds 2 [le—5)
_mummw73m[4 +ﬂ

B

7
-+ 5.arc tang —

2

-+ const.

175.— On peut concevoir que I'on suive une marche ana-
logue quand le dénominatcur de la fraction est d'un degré
quelconque. L’algebre fournit des méthodes pour décomposer
les fractions rationnelles en fractions simples; on peut don,
théoriquement du moins, vamener ainsi l'intégration d’une
différentielle fractionnaire rationnelle, dont le dénominateur
est un polynome en & de degré quelconque, a Pintégration de
plusieurs différentielles fractionnaires plus simples. Mais cela
suppose qu'on puisse trouver les racines d'une équation de
degré quelconque, ce qu’on ne sait pas faire. Nous necroyons
donc pas utile pour les applications de développer iei cetle
méthode générale ; nousnous contenterons de traiter les exem-
ples suivants, oit le dénominateur est du troisiéme degré.

I. Supposons d’abord que la différentielle proposée soit

(x2 — 52 +3) dx
+1)(x—1) (@ —2)

Nous poserons

PRt DA B
Erle—N@—2) o+1 a—1

ou
p—5c+3=Alx—1)(z—2)+Blx+1) (@ —2)
+C(x+1)(z—1).
En faisant successivement t—=—1, t=+1, 2=+2,
' 1%
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©n trouvera

9: 6A7 d,ﬂil t&’:

um == LD A

-

—1=—2B, dou B—.
—5%5=50, dou C=-—1.

Par conséquent, on pourra écrire

(2*—5x +3) dx 5f f dx
(z4-1) a,—l)(:r:——:l) a:—e—l T3 ) a—1
_f = log (o-+1) + 2 log’(z—1)

— log’ ( — 2) - const.

1L La méthode que nous venons d’employer est en defaut
Jorsque deux racines du dénominateur sont égales.

Supposons, en effet, quon ait & considérer la fraction
ML N =P

Ce e et quion pose
{x —a) (z—b) HAR R

met+~nx+p A & B - el
@—a) @—0b2 2—a 2z—b z-—b’

on chassant les dénominateurs on obtient
mz® +nx +p=A (x —b)*+ (B+C) (z—a) (z—b),

relation qui ne saurait étre une identité, puisque le second
membre s’annule pour £ =0, tandis que le premier ne con-
tient pas le facteur £ — b, si la fraction proposée a été réduite
4 sa plus simple expression, ce qu'on peut toujours supposer.

Dans ce cas, au lieu de décomposer la fraction proposée en
trois fractions dontles dénominateurs soient du premier degré,
on la décompose en deux fractions seulement, I'une ayant un
dénominateur du premier degré (x — a), I'autre un dénomi-
nateur du second degré (z—0b)>
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(x*—5a +3) dx
(£ +1) (2 —2)°
2:—5%+3 A B+ C
Grhe—2 z+1 @2

Soit par cxemple & intégrer 5; O posera

ou, en chassant les dénominateurs,
22— 5z +3=A(x— 2+ (Bz+C) (z+1);

et ’on déterminera les coefficients A, B, (i en donnant & 2 trois
valeurs distinctes, par exemplez=—1, t=2 et =103
on trouve ainsi:

pourz=——1, 9—94, dou A=1;
pourx =2, —3=5(2B+C);
pour =0, +3=4A+C(;

les deux derniéres donnent C——1, et B=0.
On aura done

(*—bx+3)dz [ dx { dx
(

@+r)(@=2¢F Ja+1 ) {—2

=log’(x+1) + -+ const.

(=)
IIl. On emploie encore le méme ordre de décomposition
quand le dénominateur a deux racines imaginaires. Soit, par
mple, a intégrer (#}— 52 +9) do
i -
exempie, & IS oo 1) [(m — 1)"+ 4

; On posera

2*—55 43 e e
EaDle—1)r+4 a+1 [e—1F+4

ou, en chassant les dénominateurs,
' —5z+B3=A[(z—1)+4] + (Bz+C) (z+1),

et Pon fera successivement 2= —1, 2=0, e=-+1; cn
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trouvera ainsl

pourz=—1,9==84, d’olt A:%,

9
pour z =0, 3=5A—|—C,d'0ﬁC:5—~5.¢'&:———"8@;

pourz=1, —1=4A + (B+ ()2,
don B—— %;‘)A—C__-f ’

On aura done

(2> — 5w+ 3) do __f' fT+21 ) d
(m+*l)[(a:~‘1)‘3-1—4] 8l z+1 38 x—1)* 4]

La premicre intégrale du second membre a pour valeur
log’ (z+1); la <econdt, traitée par laméthode dun® 174, 111,
donne -15 log’ [(E—é—i - 1J -+ 11 arc tang

-

—1
: il vient

2
donc enfin

(*—5z+3)de 9, .
St v sl !

v e 1 ,a—1
1(310 [—r+i]—83rclallh 5 -+ const,

IV. Nous supposerons enfin que le dénominateur aitses trois
racines égales et qu'on ait & intégrer, par exemple,

(x*—5x+3) d
(x—2)

On posera x — 2=u, d’ou dr=du; et en faisaut la sub-
stitution il viendra

(?—u—3) du die s e

W’ 0 Ik e

La premicre de ces trois différentielles a pour intégrale log’ u,
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1 S e =
la seconde W la troisiéme, qui revient & — u—*du, a pour

e 3 31
intégrale - Zu~* ou 5.=;. Onadonc

9 . iégl

(x2— b5z +3) dx ;
1 5

e D

-+ const.

156, Différentiellesirrationnelles du second degré. I.Onsant

dx S h
que I'expression T est la différentielle de I'arc dont le
yl--a
sinus est 2; on a donc immédiatement

dz )
'l»_i — are¢ sin & -+ const.
N

II. Soit maintenant I'expression dx JyI—z*; pour Pinté-
grer, on commence par multiplier et diviser par Ji—a?, ce
(I—a?)dr

V1=

() Jdm\i— f E f ol
Vi—z \«l—wa

La premiére intéarale du second membre est connue. La

qui donne , et par conséquent

s 1 z By e —zdx
seconde peut étre mise sous la forme + [ Z. i =; on a
Vi—=a

ainsi sous le signe rdcux facteurs dont l'un, le second, est

une différenticlle connue, car cest celle de 1 —a* (36). Si
donc on applique  cette intégrale le procédé de l'intégration
par parties (170), on aura

—xd: AR :
+f , xdx —aT—& — {v\ji_—mf‘—_(fﬂﬂd

..._1;2
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Substituant cette valeur dans la relation (1), on obtient

f dry1—a*=arc sinz +2z 1 — 22 —fdw V1—at.

On voit qu'on a ainsi reproduit en signe contraire dans le
second membre I'intégrale qu’il s’agissait d’obtenir ; si on la
fait passer dans le premier membre, celui-ci se trouvera done
double, et, en divisant par 2, on obtiendra finalement

2

oee i : —
J dx 1l —a*= [ are sinz + 21— a?| + const,

SR dz :
1%, — IIL. Pour intégrer ———— on change de variable,
Vi+a?
et 'on pose

(1) VI+ri=u—z.

Elevant au carré et réduisant, on obtient
1=u*—Quux,

et, en différentiant et divisant par 2,

dz . du

0=udu —udr—azdu, Qo )
u—2zx  u

ou, ce qui revient au méme en vertu de la relation (1),

de  du

Vl'.l + xﬁ U

On peuat donc écrire

°odx Cdu :
———=— | — =log’ -+ const
V Y

1+ a2

=log' (¢ + y1-+a?) + const.
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On intégrerait de la méme maniere , et Ponaurait

e

Vit
f—ﬂ;— =log' (33 2+ k) -+ const.
Vi +k
IV. Soit maintenant 4 inlégrer dz \/1 +27; on commencera
(1+a*)dx

par multiplier et diviser par y/1 -~ 4?2, ce qui donne- ite

On a done

bl dx 2 dx
2) f] /] + x? :f~———-—1;—f : =
@ A yI+a Vi+a®

v

La premiére -intégrale du second membre est conile; la
seconde peut s’écrire
rds
&
yi+a?

la quantité sous le signe J est alors un produit de deux fac-

teurs, dont le second est la différentielle de Y1+ 2?; ona
donc, en appliquant le procédé de intégration par parties,

f
fa: .—éﬂe:w\ef'l 35— f vi+a®.dz;
y1-+a <

et, en substituant dans la relation (2),

f do T2 =1log (z +/T+2)

1 \/1 S — {.\l+ Tl

Le dernier terme du second membre est alors le premier
membre changé de signe. Si on le fail passer dans le premier
membre, et quon divise par 2, il viendra done <




