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o S e sl St SR
{ dzyi+2'—= 9 [103" (41 *) +ay/l 7] +const.

(>

On intégrerait de méme dz \VZ+ &, et l'on trouverait
‘J“da: \m: é [klog’ (x—i—\ie—e——k) —+ 2 x*~+k] +-const.
Mais si I'on avait & intégrer da:\/z>—k , on aurait

fa':c \/Tf_h_—_é [—klog (&+va*—F) 4T —k)-

Ce résultat ne différe du précédent, comme on pouvait sy
attendre, qu'en ce quek est changé en —k.

178. — V. Si, dans les exemples qui précédent, le radical
portait sur un trinome du second degré, ce cas pourrait étre
re_lmené aux précédents; mais les résultats seraient de nature
d_li'fércnte, selon que le terme en > serait affecté d’un coelfi-
cient positif ou négatif.

Supposons-le d’abord négatif, et soit ¢+ bz— aa’ le tri-
nome placé sous le radical. Ce trinome pourra s’écrire

a((—;—l—bm 2
\e "« —-m),

- - g
ou, en ajoutant et retranchant uans la parenthése 2

4e2?
[+ 5~ (-]

quantité qui est de la forme

alp®— (x—a)];

; : el
¢car on doit admettre que - s est positif, autrement le
radical serait imaginaire pour toutes les valeurs de 2. On
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pourra donc poser

z—a-tfu, dob dr=0du;

et, en faisant la substitution , on donnera au trinome la
forme a3 (1— ), et le radical porfera sur 1 — w2 On sera

donc ramené aux cas traités au n° 176.

- e dx et
Soit, par exemple, a Integrer —= : en ajoutant
; V1462 —a
et retranchant sous le radical le carré de la moitié du coeffi-
dx

cient de z, c'est-a-dire 9, on pourra berire ————
y16—(@ — o)

On posera

=3+ 4u, dou de=ddu,
et 'on aura

& du : du

————, ou simplement ———3
{16 — 16w Ji—u

on aura donc

2 dx g ;
———— - —arc.sinu+ const.
V7+6x —a V1—ue

—5

— arc.sin 7 - const.

Soit encore a intégrer
dz /6 — 2*3
¢ pourra écrire
dz J9— (x — 3]
On posera donc
p—"3+3u, dou dr=3du,

et il viendra

Fduy9—9u, ou 9Yduyl—u-
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On aura done

f dx /6 —x*=9 f duyl —u?

9 '
== [arc sin %+ w1 — uﬂ] ~+ const,

9[ s e 3
i : — g r—oa)?
5 arc sin 5 = 5 \/lw—( 5 JJ—;— const.

:9 EII‘CQilm_;) : 3) /6
5 sin — +§—}(x—o)\rbm—-mﬂ]+const.

: 139.}— VI Supposons en second lieu que le coefficient
ea? soi ‘ it ax®+ by i 3
le 2" soil positif, ¢t soit a2*+-bx ¢ le trinome. On] pourra
Pécrire ;

el c

2

ou, en ajoutant et retranchant dans Ia parenthése le terme -

da’
ey b?
a[@*%)*ﬁ_@J

quantité de la forme

allw—ap g1,

On posera
=zt fu, don  dr—-=+ Sdu,;
et, en substituant, le trinome deviendra
o(Pur=8), ou aff(urz=1);

[. : A I s ne ramene & 11X C¢as
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Soit, par exemple, & intégrer
(3 —2) dx
Le trinome sous le radical pourra s’écrire

4 (@ —4x +5), ou 4f@—27+1]

On posera done
t—=24u, dot dr=du;
et, en substituant dans la différenticlle donnée, elle deviendra
(Bu—+4) du
2w +1
On aura done

"__(5:1:—2)(1:’1: _5{‘ wdu +2f du
Jv’éxﬂ— 16z +20 2J Jw+1 yur+1

S

V12 + 1 +flog’ (‘lﬂ VI 1) o=t - const.

I

ol &1 eol

JT—2 =1 aglog [(—2) +Vr—2)+ 1]

I

—.L‘fm“"‘%)ﬂ) ‘f(w st 4-——gonst,

—log'[(z—2) +Vo"— 4o +5]

5 ég.;—z) Va'— 4z + B -+ const,

180. — Différentielles binomes. On donne ce nom aux
différentielles de la forme

(l) it (ﬂ..—}-— {).’Bﬁ)p .

On peut remarquer d’abord que si p était un nombre en-
tier, on pourrait développer le binome, et, en multipliant ses
termes par x"dx, on aurait une suite de différentielles de la
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forme Az?
Axllx ’ el U
vous done 3 cgue'f]?n pourrait itegrer séparément. Nous n’a

% a considerer quele o’ o 3
enticr, que le cas ou p n’est pas un nombre

On ne dimi

; immue pas la généralité

enéralité de lex :

s S : e o e lex S8 /
upposant n positif, car si Pon avait pression (1), en

A

b\?
e (ﬂr +E) L dm 5

on pourrait éeri ; S
o Cl;}l dis it t];crlre, en multipliant par & dans la parenthé
1sant par 2™ hors d S€
LA e la par Py '
gerait pas le produit, parenthése, ce qui ne chan-
Tii——
2 (b4 a2 do,

expressio i ;
; l. n qui est de méme forme que la proposé Fa
exposant n est positif. proposee, mais ou

0[] ne d. 1 B e B
. non ¢ ine 1té g
= f][ & .- evn n-i-!{ii"}“ L ] |
LS S. oup ]
31011 l en su JOSAr +} U 105018 ICS €n
¥

effet, de | ot
g a forme — et -, de
5ot 5 ot =, de telle sorte que la différentielle
proposée soit
ﬂ;( 2 \p
a4 ba:‘)
On posera -
z=u® dou dr=rsu™'du;
. . ’
et, en substituant, il viendra
rs.u™(a - b, ut, du
* ?

expression qui
e ([i;ll’ au facteur constant prés rs, est de mé
. : : ’ > Imeme-
exposant proposee, avec cetle seule différ :
-I])I* nts ms et nr sont entiers e
in définitive o1 '
i d; on ‘O{it que dans la différentielle binome (1)
regarder m :
St e} etn ¢
positif, 1 comme entiers, ef n comme

. ot N q
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tégrable dans le cas de p entier. Elle I’est encore dans deux

autres cas. 1° Posons, en effet,

a-+ba"=1u,

d’ou !
=y
Ji— a-)ﬂ

;{;-_:C-—J—&r;a)n, et dm::%( 5

du

T

En substituant ces valeurs dans 1’expression proposée, on

obtient ; :
m-+1

i (u —= a)_T
ot 14 it LA s
e du,

et Pon voit que cetle différenticlle serait intégrable si - j:i
était un nombre entier et positif.

9¢Ladifférentielle binome peut &' éerirex™ ™. (b4 ax™")"dx.
otité comme nous venons de le faire,
Qintégrabilité en remplacant m par
On trouve aussi que I'expression est

Si on opéresur cette qua
on obtient la condition
m - np etn par — 1.
intégrable si la quantite

n+1

m - +1 1
Pl&%’ ou .__(__ﬁ___t_p)

tf.
Ja différentielle binome ne peu

tions algébriques et logarithmi-
r son 1n-

est un nombre entier et posi

Dans tous les autres cas,
es fone
rdinairement alors de ramene
rentielle de méme forme dans
{ les plus petits possible en

atre intégrée a Taide d

ques. On se_propose 0

légration 3 celle d'une diffé

laquelle les exposants m et p solen

valear absolue.
182. —Silon éerit la différentielle binome sous la forme
(a + bmn)p .f“(fﬁ:,

cteurs, dont l'un2® dx

on voitqu'elle est le produit de deux fa
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est une différ_cntielle connue; on peut donc appliquerle procéds
de I'intégration par parties, et 'on aura

(2)

:Bm+t

f(a_}_bmn)p.wnidm:(a_[__b‘ﬁu)p.
m-1

xﬂi—}—-l
_fcn+1 - pbn (@ + bam)p=t. a"dy.

__ (a4 bam)rgmtt pbn

M 1 ;-___}1 = 1 gl ([J,’ iy b.;”}”)p_i : (I.ZU.

La différentielle binome placée sous le signe fdansle se-

;:‘ond membre est de méme forme que la proposce ; elle en dif-
\}31? en ce que p est remplacée par p—1 et m par m -+ n
Mais on peut déduire de la formule (2) une autre formule qui
a 3. I - “any . g
I;Hll'(’l]e l.mtegratlon de la différentielle proposée a celle d’une
(1§1urcnt1eﬂc de méme forme, dans laquelle m conserve sa
valeur, ef p est remplacé -
par p—1. Pour cela s
. : ) on ubuerve
™" — g™ (a 4 bz") — ag™,

Sil'on substitue cette valeur dans (2), on obtient

f(a +bar)e iy — (E D) @

m =1
pn
T m— f(a +ba") a"dz

. pna i
—+ — 1 7\ p—1
ml | ¥ tbap-tdn,

230 b J g ’ .
et, si 'on passe le terme affecté du signe — dans le premier
membre, on en tire aprés réduction

(SJ m 1 +pn
pna

- n e
m—l—’l—i—pnfm (@ =+ ba")e=! da,.
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On peut renverser cette formule, cest-a-dire en tirer la
valeur de Vintégrale qui figure dans le second membre. Sil'on
fait ce calcul, et que 'on change ensuite p en p +1, on
obtient
(a4~ ba")* . 2™

(p+1)na

m41-+n(p+1) teri
i D e mdr.
PEET, f (@ —+ ba")F* . a"dx

(@4 ba™y . a"dr=—

Les formules (3) ou (4) serviront, quel que soit lesigne dep,
3 ramener l'intégrale proposée i une autre de méme forme,
on, m restant le méme, la valeur absolue de p aura été di-
minuée d’une unité. Et, en répétant un nombre de fois suffi-
sant cefte opération, on raménera I'exposant de p & avoir pour
valeur absolue une fraction.

183. — La différentielle proposée peut élre décomposée
J'une autre maniére en deux facteurs dont I'un soit une diffé-
rentielle connue. Multiplions et divisons, en effet, par la dé-
rivée de ba®, cest-h-dire par nba"~* ; nous pourrons écrire

o o (g D" . bngde.
bn E
Sous cefte forme on reconnait que le facteur
(@ =+ ba")" . bnx™"dx

est 1a differentielle de (g + bx")™!, divisée par p +1. En
appliquant donc le procédé de I'intégration par parties, on
pourra écrire

- 1 (&_’_ Ir}‘:cu)p—»—l
n ba™?. . — wmfm-l - £
fw et bn p+1

©) m—n-+1) [
m— | oy AP+ P,
=yl J £ (@ + ba" P+ . dx

L'intégrale proposée se trouve donc ainsi ramenée & une
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autre de méme forme, dans laquelle I'exposant m est remplace
parm — 1, et Vexposant p par p +1. Mais on peut déduire
dela forme (5) une autre formule qui raméne l'intégrale
proposée a une intégrale de méme forme, dans laquelle p con-
serve sa valeur, et m est changé enm—1. Pour cela, on
observe qu'on a

2" (0 + ba)PH =" " (a + bx")" . (a + bx")
—ax" " (@ + ba™)? 4 bo" (@ + ba”)P.

On a done

f 2 (0 +barH . de=a f 2" (- bo')' do

+b [ 2" (a-+ by do

Si 'on substitue cette valeur dans la relation (5), qu'on
fasse passer le dernier terme dans le premier membre et
qu’on réduise, on en tirera

mm—ra-i.—l (a_i_bmw}p-#-i
{] n\p E=rs
f:n (@4 ba*)" dr = T

a(m+1—n - =
_MIfﬂ (a—+bar) de.

On peut ensuite renverser cette formule, c’est-d-dire en
tirer la valeur de l'intégrale qui Gigure dans le second membre;
et si 'on change alors m en m—n, on obtient

-1 o1y p+1
fm“‘ (@ +bx")? dx = x_—_(a + b
a(m-+1)

b (m -1 +n 4+ np) {' S -
e ) : 2™ (¢ + ba") . dx.

(6)

(7)

Les formules {6) ou (7) serviront, quel que soit le signe
bm, a ramener l'intégrale proposée i une anire de méme
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forme, danslaquelle, p restant le méme, la valeur absolue dem
sera diminuée de n.

En employant successivement les formules (3) ou (4), puis
les formules (6) ou (7), on parviendra & retrancher de p toutes
les unités contenues, et de m tous les multiples den qu'’il ren-
ferme. Quelquefois I'opération peut étre abrégée par I'emploi
des formules (2) ou (3).

Remanque. Les formules (3) et (6) sont en défaut quand
m-+1 +np est nul; ou, ce qui revient au méme, quand
Al —+ p est égal & zéro. Mais alors la différentielle binome
est intégrable directement (181, 2°). Le nombre p étant frac-
tionnaire, on n'a jamais p 4+ 1 =0 ; ainsi la formule (4) n’est
jamais en défaut. Mais la formule (7) est en défaut pour
m=—1. Or, dans ce casencore, la différentielle binome peut
étre intégrée directement (181, 1°).

184. — Prenons pour exemple la différentielle

zhdx -2
— :

z* (1 —2°) *.dx.
(1 —27)

On a dans ce eas

”

3

— 4 —_— G
m—4, n=2, 9 3
Pour diminuer d’abord la valeur absolue de I'exposant p et
celle de I'exposant m, employons la formule (5); elle don-

nera

-3 1
(8) f 2 (l—a2) 2 do = +a5 (1 —27) * do

—3 j 7 ('l—ma)-g.dx.

Pour diminuer encore I'exposant de  dans le facteur hors
15
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parenthése, faisons usage de la formule (6), en y faisant
n—=201—2 50— —% : elle donnera

» == 1 i
J 2(l—a?) *de=— 5% (1—a)?

1 Ty 1 %
=—5% Vi—a* -+ garesing + const.
Substituant cette valeur dans (8), on obtient

i
2

o
Jz A—a) do=a (1— o) + 2o (1 —a)

P

3 :
=0 are sin & -+ const.
185. — Différentielles logarithmiques et exponentielles.
L'intégrale de logx . dz s'obtient par le procédé de l'intégra-
tion par parties. On a, en effet,

) ,
flogm.dm:logw.w—f Oied:c.m

—zlogx— xlog e +-const.
Plus généralement on trouve par le méme procédé
fi-i-1 mm+i ]0“ e
L ey
m—1 mi+1" =z
=™ logx et

m-1

jm’“log.w.dw:log.a:

—loge., 5 -+ const.

ai it
(m—-1)

On a vu (168) comment on peut intégrer ¢*dx en multi-
pliant et divisant par une constante convenable. On a, en
effet, :

fazdm =1—°£f loga atdr = 08¢ a* - const.
logaJ loge loga

INTEGRATION DES DIFFERENTIELLES.

On trouve de la méme maniére

: lo
J o= — 8° f___log % il =— loge 6~ —+ const.
loga loge loga

Si e=e, il vient
f &%l — e® - const. et f e %dx — — % -+ const,

Il peut arriver que, dans ces expressions, £ soit multiplié
par un facteur constant; comme, dans la différentiation, ce
facteur affecte la dérivée, il faut, dans I'intégration, tenir
compte de cette circonstance en multipliant et divisant par ce
méme facteur. On trouvera, par exemple,

[+ e=)ta=1 [ (e - me==)

1
=—(e™ — ¢~™) + const.
m

S —eyin=_ [ ne= —me)do
== o (e™ + e~™) + const.
m

Ces ‘deux formules trouvent leur emploi dans les applica-
tions.

L’exponentielle peut étre multipliée par une puissance dex;
I'intégration par parties permet alors de diminuer d’une unité
exposant de cette puissance. On a, par exemple,

(1) f.ﬂ:‘" Edr=—=x"e* —m fa:m‘i édz.

Sim est entier et posiiif, en répétant un nombre suffisant de




