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fois celte opération, on obliendra exactement Pintégrale de-
mandée. On trouvera, par exemple,

fxi e*dr—=¢* (2* — 206+ 2) + const.

Si m est négalif, on peut renverser la relation (1), ¢'est
d-dire en tirer la valeur de I'intégrale placée dans le secont!
membre ; en changeant ensuite m en m -+~ 1, on obtient

pel | SRR
(2) fa: e m+=1 m=+1 j:n 0

et si m est entier, en appliquant un nombre suffisant de fois
cette formule, on raménera V'intégration demandée a dépendre

de fx—lgxdw. On ne pourra pas aller audela, parce que la

formule (2) est en défant pour m=—1. On verra plus loin
que cette derniére intégrale s’obtient par développement en
série.

Si exposant m est fractionnaire, Pemploi des formules (1)
ou (2),selon quil serapositif ou négatif, permettra de ramener
Vintégrale demandée & une intégrale de méme forme dans la-
quelle Pexposant de x sera une {raction. :

186. — Différentiellesrenfermant des fonetions cireulaires.
il résulte immédiatement de ce qu’on a vu dans le calcul dif-
férenticl (44) quel'ona

f sinx dx = — cos & -+ const,

f cos T di = -+ sin & + const,

Soit 4 intégrer
sinzdz

tangz dz ou — ;
Cos &
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on remarquera que le numérateur est, au signe prés, la diffé-
rentielle du dénominateur ; si done on écrit

cs du. .. e
on aura une expression ‘de la forme —uf,qulest ladifférentielle

du logarithme népérien de u ; on aura done

" —sinzdr
ft:mgx de —— J —— — —— —log'.cosx + const
cos L

On trouvera de méme -

cosx dx :
fcot xdw:f——— —log’ .sinz -+ const.
lx

sinz
e e
Pour intégrer ——, on pose
SNy
2=—2u, dou dr="2du,
ce qui donne d’abord

2du du

: ou  — :
s 2u SIN 4 COS U

On divise ensuite les deux termes par cos*u, ce qui donne

du
cos?u
tang u’

coodu
Mais —;
cos*u

I'expression & intégrer est la différenticlle du logarithme né-

est précisément la différentielle de tangu ; ainsi
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périen de tang u. On a donc

s

sin & 20

s dx oy "
I’intégrale f osp S¢ ramene 4 la précédente en posant

d’ot

et, par suite,

dw dy ; 1
e gﬁg = — log’ tang 59 ~+ const.

=

dw m
— — log’ tang (— — —) -+const,

4 2

18%, —II résulte de ce qu'on a vu dans le calcul diffé.

rentiel (44), que I'on a immédiatement

d
ff dr=—cot . £+ const,
sin-.xr

f 4 tangz -+ const
— nst.

cos*x o

Quant aux intégrales

fsin‘zmdm, et fcos’mdx,

on les obtient aisément par addition et soustraction.
a, en effet,

fcos“-’a: dﬂ?—l—fsin%d:ﬂ

:f(cosezc—%-sinam) f{m:fdm:x—f—const.

= log’. tang u -+ const. =log’ . tanrr-j- 2 - const,
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fcos’:c (fm——fsin”mda:

= f(cosgaz —sin’z) dz = fcos 2z dz,

ou, en multipliant et divisant par 2, afin d’avoir sous le
signe d la méme variable que sous le signe cosinus,

fcosga:d:c—- siu’md;c:éfcusﬂxd.?:c

-

e % sin 22 - const.

Par suite,

1 :

fcos*a:dw =i 1 sin 22 -+ const.
9 4 :
9

x1-sin 2z
— = -+ const.

: 1 1
fsmzmdmzﬁ r— 7 sin 2 -+ const,

9% —sin 2z
= e s —+ const.

St Pon avait & intégrer sin®zcostxdz, on pourrait écrire,
en multipliant et divisant par 4,

1 : I
i 4sin’zeos’zde, ou 7 sin*2z dz,

ou encore

% sin?2zxd . 2.
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En vertu de la formule qui précéde, il viendrait donc

fSiﬂngOS?xdm:éfsin’Qm d. 25— W ~+ const

S.l, S sin 1 et
1 Lon avait a integrer fm dzx, on pourrait écrire

sin? &,
cos*x
On aurait de méme

f‘cos%(i’x dx f p i
: = r—=— — sonst.
G fsm-:r: eot £ —x + const

Plus généralement, si I'on a & intégrer sin"x cos?zdx, et
que I'un des exposants m ou p soit impair (onles suppose tous
deux entiers), 'Intégration pourra étre ramence a celle d'une
fonction algébrique entiére. Car soit, par exemple,

=2+ 1.

On pourra écrire
sin"x cos*x . cosx dx;

et, en posant

smz=u, dou cosz=(1—u?)}
et

cosxdr=du,
on aura a intégrer
u"(1—u*)*. du,

différentielle algébrique, rationnelle et entiére.
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Par exemple, on trouvera ainsi

fsinE3 z cos® & flm:fu"’ (1 —u?)*du

4 1
=£u*—fu9+ﬁu -—u‘°+ ut® -+ const.

9 1 13 5

1., &, 9 6 1 15
= o — n’x -+ — sin LE——-—,..SIEI":I‘;
TSlnw gql il 1

=5 il; sin'®*« -1 const.
i

Plus généralement encore, et quels que soient les expo-
sants m et p, on peut transformer sin"2 cos"z dzx en une dif-
ferenticlle binome, cn posant sin £ =1u. Car on peut écrire

sin®g cosP~ & . cos x dz,

ce qui revient &
=1
(1 —w?) . du

188. — Les différenticlles qui renferment des fonctions
circulaires inverses, telles que arc sin zdz, ou are tang zdx
s'intbgrent par le procédé d'intégration par parties. On trouve,
en effet,

J aresin xde—=arcsin . m—-f

—parcsin L+ V1 —a* 4+ const.

dx
farctanga:.dw:arctangm.x—-fm.m

i Qxdx
1+

\/1—-3’3‘

—arc tang & . & —

Dans le sacond membre, la quantité sous le signe f est une

fraction dont le numérateur est la différentielle du dénomi-
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nateur, ¢’est-a-dire une fraction de la forme d_u’ qui est la dif-
u

gerenhelle du logarithme népérien du dénominateur u; il vient
one

farc tangz . de—g are tang . — % log’ (1 + 2?) 4+ const.

On trouverait de méme

farc €0sz .dx = arc cos £— /1 — 2* + const.,
et
arc cot x dx —gzarc cot - 1I (1 +2?) 4
== &+ 5 log (1 +27) + const.

189. — (est encore & l'aide du procédé d'intégration par
parties que P'on intégre les différentielles simples qui con-
tiennent des exponentielles et des sinus ou cosinus. On
trouvera, par exemple,

fe‘ BOS:U{I:B:E’SiH.‘ﬁ-—-—-f&”SiH zdx,
mais

-—fe’smmdm:fgz(-—sinx)dmzezcosx—-fe”cos:ndm.

Par conséquent

fe“cosmdw:e”(sinm—l—cosm) —-fe"cosmd:n,

et, en passant le dernier terme dans le premier membre et
divisant par 2,

fe” €08 £dL = 5 ¢° (sin T -+ cos 5) -+ const.
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190, — Si, dans les expressions étudiées aux n* 186,
187, 188, 189, la variable # était multipliée par un facteur
constant, I'intégrale devrait étre divisée par ce facteur. On
aurait, par exemple,

1 SIN ML
fcosmmdm:afeosmm.dmm= = - consf.

! 1 :
fsmm.’cdm:—-—f—smmm.dm:c:—-
m

1 — sinmz d mz
ftangmm.dxzd——— — =

cCoOsSmy
-+ const.

m cos mx

|
=— log’ cos ma +- const.

1 [fcosmxdmx 1 :
fcot ma de—— f ——————1log’ sinmx - const.
m sin my m

B 1 g
sin*me dr —= = sin®mg . dmg

_ 2mg— sin2mz
G Am

. 1
j cos2mx dx = = f cos*mx. dmz

Imz - sin 2mz
— ——-—-_';Hn -+ const.

- const.

et, ainsi des autres.

§ 3. — INTEGRATION DES DIFFERENTIELLES PAR DEVELOPPEMENT
EN SERIE

191. — Considérons d’abord I'expression f f(x) dz. Cette
o

expression est une fonction dex, dont la dérivée est f (2); si




