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nateur, ¢’est-a-dire une fraction de la forme d_u’ qui est la dif-
u

gerenhelle du logarithme népérien du dénominateur u; il vient
one

farc tangz . de—g are tang . — % log’ (1 + 2?) 4+ const.

On trouverait de méme

farc €0sz .dx = arc cos £— /1 — 2* + const.,
et
arc cot x dx —gzarc cot - 1I (1 +2?) 4
== &+ 5 log (1 +27) + const.

189. — (est encore & l'aide du procédé d'intégration par
parties que P'on intégre les différentielles simples qui con-
tiennent des exponentielles et des sinus ou cosinus. On
trouvera, par exemple,

fe‘ BOS:U{I:B:E’SiH.‘ﬁ-—-—-f&”SiH zdx,
mais

-—fe’smmdm:fgz(-—sinx)dmzezcosx—-fe”cos:ndm.

Par conséquent

fe“cosmdw:e”(sinm—l—cosm) —-fe"cosmd:n,

et, en passant le dernier terme dans le premier membre et
divisant par 2,

fe” €08 £dL = 5 ¢° (sin T -+ cos 5) -+ const.
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190, — Si, dans les expressions étudiées aux n* 186,
187, 188, 189, la variable # était multipliée par un facteur
constant, I'intégrale devrait étre divisée par ce facteur. On
aurait, par exemple,

1 SIN ML
fcosmmdm:afeosmm.dmm= = - consf.

! 1 :
fsmm.’cdm:—-—f—smmm.dm:c:—-
m

1 — sinmz d mz
ftangmm.dxzd——— — =

cCoOsSmy
-+ const.

m cos mx

|
=— log’ cos ma +- const.

1 [fcosmxdmx 1 :
fcot ma de—— f ——————1log’ sinmx - const.
m sin my m

B 1 g
sin*me dr —= = sin®mg . dmg

_ 2mg— sin2mz
G Am

. 1
j cos2mx dx = = f cos*mx. dmz

Imz - sin 2mz
— ——-—-_';Hn -+ const.

- const.

et, ainsi des autres.

§ 3. — INTEGRATION DES DIFFERENTIELLES PAR DEVELOPPEMENT
EN SERIE

191. — Considérons d’abord I'expression f f(x) dz. Cette
o

expression est une fonction dex, dont la dérivée est f (2); si




P = e i IS A T By g

B —————
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donc f () el ses dérivées successives conservent des valeurs
finies de 0 a 2, on pourra développer I'expression proposée

par la formule de Maclaurin (69); et, en remarquant que -

I'intégrale s’annule pour =0, on aura

) e om0+ £+ 10 ot 10 5+

La série qui forme le second membre pourra done tenir
lieu de la fonction dont f(z) estla dérivée.

Considérons maintenant I'intégrale f f(x)de. Si f(z) et
a

ses dérivées conservent des valeurs finies de 0 A 2, on pourra
remarquer que 1'on a

dm:ﬁtf(x)dm—j;ﬂf(:c)dx

Si donc on développe par la formule (1) les deux intégrales

qui figurent dans le second membre, et qu'on opére lasous-
traction, on obtiendra

T

f(@)da=(0). 521 ()Tt

e ——a®
= (D)Tﬁ— + ...

(2)

Si f(x) et ses dérivées conseryent des valeurs finies de a
3 &, mais q'il ne soit pas permis d'y faire =0, on pourra
opérer comme 1l suit. ]

Posons

T—=a-+u,

f”’“‘f(a +u)du=F (u).
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Nous pourrons développer Ia fonction I' par la serie
Maclaurin. Mais nous aurons

F(0)=0, F' () =f (a+u), dod I’ (0) =f (a),
P (w)=/"(a+u), dot F'(0) =" (a),
F” (u)=f"(a+u), don F” (0)={"(s),

ot ainsi de suite. Il viendra done

e
f fla+u)du=0-+f(a). -+f ()19

u®

+f”((s)m+....

(J:— a)

f{ z)dz=f rr)g———+f’()

{x—a)®
gy

192, — L'intégralion par dmeloppement en série peut
encore étre présentée d'une autre maniére qu’il est utile de

el

connaitre. Soit f(x) la fonction placée sous le signe J el

supposons qu’on puisse la développer par la série de Ma-
claurin, on aura

Yogerap

vk

Ha) =[O+ 0 +10) 3+ O

Multiplions les deux membres par dz, et intégrons entreles
‘imites 0 et , il viendra
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Or, soient 4 et 8 Ia plus grande et la plus petite valeur

: 7 ' 1155
ue prend R, quand z varie de 0 3 Z; on aura ; 1 1.2 _1i_,,+
ek 1 | (5) %:l+§3+2.4.5+2.4.6.1‘

Pour =1, on obtient

Sl e Comme second exemple, cherchons le développement de
om :

; formule du binome
el, par conséquent, Varc en fonction de sa tangente. La for

= donne
fx$> f Rnd$>ﬁ$- _1 7 (1—'1;’)_1:1 _mg +ml_ mﬁ __‘,_,“.‘
: 1+2

: = . : ks 3 2. nous aurons
la quantltéf Radz est. done égale & un certain pros Multiplions par dw et intégrons de 0 &z,
0

(6) arctangg=2— z+5 —7 +

duit kz, dans lequel k désigne une quantité comprise entre
et B. Mais R, tendant vers zéro 4 mesure que n augmente, il
en est de méme de ¢ et de 8, et par conséquent aussi de Ia
quantité intermédiaire k. Done tend vers zéro A mesure
que n augmente, c’est-a-dire que Pintégrale qui figure dans By
le second membre de Péquation (4) est un reste qui tend _ : (7) &
vers zéro. On peut donc se dispenser de I'écrive, et I'on re- les (5) et (7) ne convergent
tombe ainsi sur I’équation 1). 193. Rewanque. — Les formules alcul du nombrez. Mais
Silon intégrait entre les limites ¢ et &, on retomberait de pas assez rapidement pour Se['\'ill'Naul(;s convergentes. On dé-  «
méme sur Péquation (2). On pourrait aussi établir de laméme on peut en déduire d.es forml} ebdp e q:e P
maniére 'équation (3) en développant f (g + u), montre aisément, et il est facile de v :

Pom- .’.U=1 , 0N Ohtient

+o— e

192 bis. — Comme premier exemple de ce qui précéde,
Proposons-nous de développer unare en fonction de son sinus,
L’application de Ia formule du binome (80) donne, pour z,
compris entre - 1 et — 1

1.5 . 1353

fee 25 Lo :
\,r_}z“‘(i z*) -_i+2m +ﬂm +2‘_.4.6$ C

: g ook
arc tang . 1 =4 arc tang e arc tang . 950

1
x—4 (4 arctang % —are tang. %)

1 6), et

On calcule arc tang % et arc tang 5=g par la formule (6), e

Multiplions les deux membres par dz, et intégrons de 0 3 z, : Lo
- en substituant on obtient la valeur de =.

es on re. a me 1 5 e et es

2 122 134 1.5.527
HI'CSIHJJ—-’T"—-T?—I“ _‘—...‘—]*-_‘—T T s ven
2.5 " 245 Tagpqt
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avec quinze décimales. (Voir les Traités d’Algebre supé-
rieure. )

194, — Au lieu de multiplier les deux membres de la for-
mule de Maclaurin par dz, on peut les multiplier par z"dx,
m étant un exposant positif; et, en intégrant de a &z, on
obtient

™ 2 5 gm+2

[ taae=r0. 22" p 02

m—+1 1.(m—+2)
‘:B?J!%E VP ”Jrl‘—!—.'-
+ " (0) —=
" )'1.2.(?}:—{—':))
On démontrerait, comme au n° 191, que le reste de la série
tend vers zéro.
On peut appliquer une méthode analogue & I'intégration de

o s :
la différentielle — » Juenous avons rencontrée au n° 185.
On a, en ellet,

et =+ £ ooy i
1.2 o e

i +

1 2
Multiplions les deux membres pari—xct intégronsde a a z, @
étant supposé positif, il viendra

—_ $2_ai m5__az
— -
1.2.2 1.2.5.5

dm
Bt [

Or, si « et 3 désignent, comme plus haut, la plus grande
et la plus petite valeur que prenne R, quand z varie de o 2 =,

T
2t dx : "y
l’lptegralefﬁn—sera comprise entre o;J et fh,
A T T

a
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¢’est-a-dire entre log’.& et Blog’ . Elle aura donc pour

a
&£

valeur une quantité telle que k log’ .~ , k étant compris entre

aet §. Mais i, tendant vers zéro & mesure que n augmente,
il en est de méme de a« et de 3, et par conséquent aussi de

AL

Iintermédiaire k. Donc enfin l'intégrale J IR, = est un reste
a

qui tend vers zéro, et que 'on peut se dispenser d’écrire.

§ 4. — CALCUL DES INTEGRALES DEFINIES PAR APPROXIMATION

195. — Lorsqu’une intégrale définie ne peut étre obtenue
par aucun des procédés d’intégration connus, on peut tou-
jours en calculer la valeur numérique avec une approxima-
tion plus que suffisante en général pour les besoms de Pap-
plication.

("est encore au caleul approché qu'il faut recourir lorsque,
comme cela arrive fréquemment dans les questions qui tou-

chent & la pratique, la fonction qui figure sous le signe

n’est point connue sous forme mathématique, mais qu’elle
est seulement donnée par des valeurs isolées ou par le trace
d’une courbe.

Il existe, pour le calcul appl oché de la valeur numerlque
des intégrales définies, plusieurs méthodes, dont la plusrépan-
due est fondée sur les considérations géométriques suivantes.

Supposons d’abord qu'il s'agisse
d’évaluer le trapéze curviligne AOQC,
limité par une courbe ABC qui n’est
point donnée, mais déterminée seule-
ment par les trois ordonnées équidis-
tantes AO, BP, CQ, que nous appelle-
TONS 4, 1f,> Y, Désignons par h Pinter-
valle OP =PQ des ordonnées.
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Si la courbe ABC est conlinue, et si, entre les points A et C,
elle ne présente ni inflexion ni aucun autre point singulier,
on pourra, sans erreur notable,, la remplacer par une autre
courbe quelconque remplissant les mémes conditions, par
exemple par une parabole ayant pour axe une paralléle aux
ordonnées: ’est-i-dire quel'aire du trapéze curviligne limité
par cette parabole, I'axe des z et les ordonnées extrémes,
| différera fort peu du trapéze curviligne proposé. Et I'erreur
\sera &autant moindre que la distance h sera plus pelite.

Si Ton met Porigine au pied O de la premiére ordonnée,
Y'équation de la parabole dont il &’agit sera de la forme

|

(1) y:yo—l—a{c—i—bmg-

Et comme elle doit passer par les points B et G qui ont pour
coordonnées

g=Hh, y=y,, et =2, y=1,
on devra avoir
(2) y, =1, + ah -0, y, =Y, + Qal + 4bhe,
équations qui déterminent a et b. Posons A, =Y, — Y, 1a
premiére: des équations (2) pourra s'écrire
(3) A, =ah —+ bh*.
Posons de méme;
A= —U>
en retranchant membre i membre les équations (2) on ob-
tiendra
(4) A", — ah -+ 3bI".
Posons enfin,
N A

on trouvera, en retranchant membre 3 membre les équa-
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tions (3) et (4),
(5) & — ThliE.
De cette derniére on tire
1 A,
2 B’
et, en substituant dans (3), on obtient

1
A — 5 A
ﬂ:—g 2.
h

L’équation: de la parabole est donc

hi—

6 — e s
() (/] yo+(Ai ng)h-jr'gﬂz.ﬁ.

(;ette équation, dans:laquelle les quantilés A, el 4, sont ce que
I'on appelle: la différence premiére et la différence seconde
est celle qui, dans la pratique, sert & résoudre: le probléme de
P'ITERPOLATION *.

'Pour' obtenir I’aire de la parabole, il suffit (162) de multi-
plier les deux I.nemhres de I’équation (6) par dz, ct d'inté-
grer entre 1.es limites & = 0 et £ =2h, cc qui donne, en ap-
pelant U 'aire cherchée, :

U= 2hy, + 2 (Al—“'% f_\i) - g Ah

= (yo—l— A+ % A_z) !

ou, en remettant pour A, et A, leurs valeurs A =gy, —y,, et
s 5 2 1 W07
AS:"“A{"" 51#72_2?1_"301

e e Yy— 2y + Yo\ |
1) U=ty =AU b gy

e S ;
Voir ce: mot. dans: notre. Dictionnaire des Mathématigues appliquees.
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196.— Supposons maintenant qu'il s'agisse d'évaluer l'aire
96, o

du trapéze AOCB limité par une courbe quelconque AB, I'axe

des z, et deux ordonnées extrémes y,, Y. Divisons Vinter-

B~

/T_\l\?—‘r’"

it ‘1?
G

|
I
[}
I
1

=

-2

)

X

ok e
Ol

Fig. 38

valle OC de ces ordonnées en un nombre pair n t‘ie parties
éoales. et soit b une de ces parties. Par tous les points de di-
ales, €L 5 ; e P =
vision menons des ordonnées, que nous désignerons successi
vement par 4, s, Ys- - Yoy SOIL Uy I'aire du trapeze curvi-
ligne limité par les ordonnées ¥, et Yy, U, celle du trap[t?ze
L : e e
limité par les ordonnées y, et y,, et ainsl de sune,T eg ;
u, celle du trapéze limité par les ordonnées 9,5 et Y. T ous
aurons, en vertu dela formule (7) établie au numéro pre-

cédent

|

U - T =

LA h (ya -+ 4y, + yi)l

h (y, + 4y, +1),

-
=
)

h(y, + 4y, + Yo)>

i

©
S ]

U, = % h (yﬂ-2+ yn—i+Y) ;

3 e e
Ajoutons membre & membre toutes ces inégalités, et soit U

1
I’aire totale & évaluer. Le facteur 3 h sera commun. Les or-

’ ’
données extrémes 9, et Y n’entreront chacune quiune seule
fois dans la somme. Les ordonnées d'indice pair ¥, Y,
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Ygy--» Yp—a ¥ entrent chacune deux fois. Les ordonnées d’in-
dice impair y,, U, ¥, .- -Ys, ¥ entreront chacune quatre
fois. On aura done

8) U=%h{(yo+Y)+4(m+ya+ya+---+yn_1)
+2 (y?-*l"y&'{'ys_l_'--"z_yn—a)]-

Telle est la formule de Thomas Simpson. Elle s'énonce en
disant que : Paire de la courbe a pour valeur le tiers de l'in-
tervalle de deux ordonnées consécutives, multiplié par la
somme des ordonnées exirémes, plus quatre fois la somme des
ordonnées d'indice impair, plus deux fois la somme des or-
données d'indice pair.

Le résultat du calcul s’approchera d’autant plus de la
vérité que le nombre n sera plus considérable.

19%7. — Pour donner une idée de 'approximation, propo-
sons-nous d’évaluer par cette méthode 'aire de I'hyperbole
équilatére zy—=1, depuis Pabscisse 1 jusqu’a I'abscisse 11.
Divisons l'intervalle 11— 1 en dix parties égales; les ordon-
nées répondant aux abscisses 1, 2, 3..., 10, 11 auront pour
valeur:

=ty ==1.000 =T =045
& —2 0 —0500 T—c 8 =012
B—235....y—0,335 p=— 9.y — 0141
== s —1.950 2=10...y.—=0,160
= einstly=—1,200 T4t v —09
Ty A1 6]

La somme des ordonnées extrémes y, + Y est
epleaiis Sl s Ll

La somme des ordonnées d’indice impair
Y, + Y-y, +y,+Yy,, a pour valeur 1,142; en.
multipliant par 4, on obtient. . .

A RrerortER, . .
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2 Rerort. . . . . 5,659

La somme des ordonnées d'mdice pair
I, + ¥, + Y, +y; a pour valeur 0,787; enmulti-
plantpar doondrelye. s - oo ol ael o

La somme de ces nombres est. . . . . .
En multipliant par le tiers de Tintervalle de
deux ordonnées consécutives, c'est-a-dire par%
puisgue icih—"4,onwbtient. . . . . . .
Or l'aire dont il s'agit est donnée exacte-

Al
ment par la formulej %:log’.ﬂzﬂ,ﬁmg...
i

TR o e R R e S S . 2,598

Il y a donc une erreur en plus, quiest de. . " . 0,013

: 3 13
Et Terreur relative correspondante est 9508 °U un peu

moins de —i~
184
198. — Rewargues. I Bi Ia courbe proposée avait des
points d’inflexion, il faudrait mener les ordonnées de ces
points, et évaluer séparément les parties de aire totale com-
prises enfre ces ordonnées, '

II. Si la courbe coupait l'axe des x, auquel cas une
partie de la courbe serait située au-dessous de cet axe, il
faudrait évaluer séparément les aires positives placées au-
dessus, et les aires négatives (164, II) placées au-dessous.

II. La formule de Thomas Simpson s'applique & toutes

L:s intégrales définies, car la fonction placée sous le signe f

peut toujours, si elle est continue, représenter 1'ordonnée

2 ’ . ’ (4 T
d’une courbe, et par conséquent Pintégrale proposée repré-

sente Paire de cette courbe.

APPLICATIONS DU CALCUL DES INTEGﬁALES DEFINIES. 247

La formule n’est en défaut que lorsque T'une des limites
est infinie, ou qu'elles le sont toutes les deux.

[I. — APPLICATIONS DU CALCUL DES INTEGRALES DEFINIES

§ 1. — RECTIFICATION DES COURBES

199. — Rectification des courbes planes. On entend par
longueur d’un arc de courbe, la limite vers laquelle tend la
longueur d’une ligne brisée inscrite ou circonserite, terminée
aux mémes extrémités, On a vu (114) que si 2, y sont les
coordonnées rectangulaires d'un point d’une courbe plane, et
%+ Az, y + Ay celles d’un point voisin sur cette courbe, la
corde qui les joint a pour expression y/Az® + Ay®. Si le second
point se rapproche indéfiniment du premier, la corde tend
vers I'arc infiniment petit, que 'on désigne par ds, en sorte
quon a

ds=lim.\/Az*+ AP =dx /1 + 9y

(et arc infiniment petit est ce qu'on appelle un élément de la
courbe, et ce qu'on appelle la longueur de la courbe, entre
deux points donnés de cette courbe, est la somme de ses élé-
ments compris entre ces deux points. Recfifier une courbe,
¢’est caleuler salongueur, depuis le point qui a pour abscisse a,
jusqu’au point qui a pour abscisse b. On a donc, en appe-
lant s cette longueur,

b

i ]b ——
(1) s:j dS:'J dgg\‘-’f]__a_yfz‘

Pour faire le calcul, il faudra done tirer de I’équation de
la courbe la valeur de y" en fonction de z, et évaluer l'inteé-
grale définie qui formele second membre dela relation (1).

" Nous en donnerons quelques exemples.




