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; On traiterait de la méme maniére, mais plus facilement,
'hehce ordinaire, dont la rectification se fait d’ailleurs imme-
diatement par des considérations géométriques.

§. 2. — CALCUL DE L*AIRE DES COURBES PLANES

205. —On a vu au n° 162 que lairc comprise entre une
courbe donnée dont I'équation en coordonnées rectangulaires
.?St y=f(x), axe des x et les ordonnées qui correspondent
& deux abscisses @ et b est donnée par la formule

U= ﬂ bf (@) da.
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Nous prendrons pour premier exemple le cercle, parce qu'il

est intéressant de retrouver par celte voie les résultats obh-
tenus par des voies toutes différen-
tes. Proposons-nous d’évaluer l'aire
comprise entre un arc de cercle BY,
I'axe des x passant par le centre, et
les deux ordonnées répondant 3 £=10
qui est Pabscisseducentre, et z=0P
qui est une abscisse quelconque.

Fig.59.
On a dans ce cas y=\R®—a?, et par conséquent

— f da B2 — 2.

Si l'on pose
g—DRu, dou dr=Rdu,

on obtient

U=Rs ’ du 1 ——z-f-i:BE%(arc sin-n-i—u\/i—Ju‘i),
v 0 =

sans constante, puisque aire doit s’annuler pour u=0. En

x n
remettant pour u sa valeur o0 peut écrire

z 1 ——
= - 3 xT \-"’B.%“—"ﬂ;g-

1 ;
(1) = §R2 aresin g + 5

Ce résultat est conforme a la Géométrie; car si l'on tire le
rayon OM, on a

surf. BOPM = sect. BOM -+ tri. OMP
1

:%Rﬂ.angleBon-;- 3 0PI,

expression qui coincide avec la précédente.
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Pour z—=R, on aurait le quart du quadrant; dans ce cas,

. R
arcsin g =g, par conséquent U= %ﬂRﬁ

2

attendu que le second terme disparait. L are du cercle entier
est bien ainsi représentée par =Rx.

206. — dire de Uellipse.. On pourrait opérer comme: ci-
dessus ; mais le calcul se simplifie. On a, en effet, pour Iaire
du quadrant d’ellipse

U:fﬂi—’ Var—x? d;rw{]fadx Ja* — g2
o 1 ! _{t 0 YN &

Or, I'intégrale qui figure dans le second membre exprime
Iaire d'un quadrant de cercle ayant pour rayon a; elle équi-

vaut donc a %m*. On # done

L'aire de Tellipse entiére est représentée ainsi par zab.

On peut remarquer que si l'on compare des aires limitées
aux mémes ordonnées dans Dellipse et dans le cercle décrit
sur le grand axe comme diamétre, les expressions de ces aires
ne different que parce que celle de Uellipse est multipliée

Bees o :
par &-LLalre prise sur Dellipse est donc a celle qui lui cor-
respond sur le cercle dans le rapport de b 2 a,

203. — Adire de la parabole. Caleulons I'aire comprise entre
la courbe, 'axe des & et une ordonnée quelconque. Nous
aurons

y=v2pr= V2p.ad,
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par suite

5
3

1
U= f\xﬂ_pmidng\z@m »

sans constante, puisque I'aire doit s"annuler pourz=0. Cette
expression peut s écrire

o
U.__g\;z,y)x.w_gyx.

- S 2 )
L’aire considérée est done ]esg du rectangle construit sur les

coordonnées z et 4 du point auquel correspond I'ordonnée
prise pour limite.
On peut remarquer que si, au lieu de la parabole du se-
3 ;

cond degré y=1/2p. 2", on considére une parabole de degré
quelconque 4 = aa™, m. étant un exposant positif quelconque,
I'aire limitée par Pordonnée correspondante & une abscisse &
est toujours une fraction rationnelle du rectangle  construit
sur les coordonnées x et , car on a

U:f aa:’“da;:g—m—-
: m—+1

sans constante, ou bien

i Yz

U_m 1 m+1

Dans [a parabole y =02 pa: exemple, on a
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208. — Aire de Ilyperbole rapportée o ses asympflotes.
On se propose dobtenir I'aire comprise entre la courbe, I'axe
des & et deux ordonnées répondant aux abscisses g et z. En

appelant 0 'angle des asymptotes, et prenant 2y —m?* pour
I'équation de la courbe, on a

T

. dx -« T

U=sin® | m2. — —maging, log'. =.
a & a

St I'on supposem =1, g =1 et § = 90°, il vient

Al
U=log'.x,

cest-d-dire que, dans ce cas, I'aire considérde est exprimee
par le méme nombre que le logarithme népérien de I'abscisse
qui répond & la limite supérieure; c'est pour cette raison que
les logarithmes népériens portent aussile nom de logarithmes
hyperboliques.

209. — dire de la logarithmique. L'aire de la loga-
rithmique

y=—ualogx

prise a partir de z==1, a pour expression

U—_—af logade=afzloge — (z— 1)log e].
i

La méme courbe autrement dis-

posée peut étre présentée sous
la forme

g—=Ag==.

Laire de ceite courbe, comptée
a partir de =0, a pour expres-
sion

2 o
U:f&f (F"’dm::AlDDe(i_.a—x).
p loga
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Pour =—q0, on trouve

Ainsi, I'aire dont il s'agit, quoique Prolongee mdeﬁn'lment
dans le sens des z positifs, a néanmoins une valeur finie.

240. — Aire de la sinusoide. L’aire de la courbe
Y =@ sin mz,

comptée a partir de 2==0, a pour expression

o a
H— af sin ma de — 7 (1—cosmz).
0

—
-

a
= — raleur —. Pour v =
Pour z= = elle prend la valeur = Po

m—‘, elle

I
prend la valeur zéro; ce qui tient i ce que de x= =

0— ’ ’ ~
=" la courbe présente, au-dessous de l'axe des x, une
m

AL R
portion égale a celle qu'elle offre au-dessus de zéro a =

en sorte que la partie négative de l'aire détruit algébrique-
ment la partie positive.

244. — dire de la cycloide. On a vu que P'on a; dans
ce cas,

y=R(1—cosa), et de—=R(1—-cosa)da.

Il en résulte que I'aire entiére de la courbe, depuis £=10
Jusqu’a £=2zR, est donnée par la formule

U=D f " (1 — cosa)tde

= 2z 2
=R’( : dm—?f Gosadx-l—ﬁ cns’mdz).
0 0
17
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La premiere de ces trois intégrales a pour valeur 2z; la
seconde est nulle; la troisieme (187) a pour valeur z. I
vient done

U=R(2=+=), on U= 3zl
¢’est-a-dire que ['aire de la cycloide équivaut  trois fois I'aire
du cercle générateur. 5\

242. — Aire d'une figure irréguliére quelconque. Rappor-
tons cette fligure & deux axes rectangulaires tracés dans son
plan; puis, par des paralleles & 1'axe des y, supposons-la di-
visée en bandes trés-minces, telles que MNN'M'. Siles cordes
¥ MN et W' sont suffisamment

rapprochées, on peut remplacer

la bande dont il s’agit par le
rectangle MNHI, en négligeant

les triangles curvilignes MIM

et NIN infiniment petits par
X rapport a ce rectangle, On peut

donc regarder laire proposée
comme la limite d'une somme de rectangles analogues, ayant
pour hauteur la corde MN, que nous désignerons par u, et
pour base la longueur NH ou PP’, qui n’est autre chose que
Paceroissement Az de I'abscisse OP on %, qui répond a cette
corde. Soient 0A’—ua, et OB’=—0 les "abscisses correspon-
dantes aux paralléles 4 1’axe des y menées tangentiellement
a la figure donnée. Nous aurons

b
U=lim.2mx: {uda:.
Jae

Comme la corde u ne sera pas en général donnée en fonction

Fig. 41.

“ de &, on emploiera la formule de Th. Simpson. On divisera
 I'intervalle A’B’ en un nombre pair n de parties égales; par
* les points de division on ménera des paralléles a 'axe desy, et

e
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I'on mesurera les cordes telles que MN; nous les désignerons
par %, U,, 1. ,.. .U, ;. Les cordes extrémes seront nulles,
puisqu’elles correspondent aux tangentes AA’ et BB'. En appe-
lant donc h la n*™ partic de AA’, on aura, avec uncapprosi-

mation dépendant de la grandeur du nombre n,
h
U =z (4 (uw, +u,+u,..) +2 (0, + w41,

L’approximalion sera toutefois limitée attendu que les
cordes u,, u,, ., etc., ne sont obtenues elles-mémes que par
un procédé graphique qui ne saurait donner des mesures ri-
goureuses, Néanmoins, ce procédé est fréquemment employé
dans les applications.

213. — Aires des courbes en coordonnées polaires. Quoique
Pon fasse rarement usage des coordonnées polaires dans les
applications, il peut étre utile de savoir évaluer I'aire des cour-
bes rapportées a ce genre de coordonnées.

On se propose ordinairement dans ce cas de calculer le sec-
teur compris entre un arc AB de la courbe et les rayons vec-
teurs OA et OB menés a ses ex-
trémités. Soit d'abord M un point
quelconque de cet arc, et propo-
sons-nous d’évaluer le secteur
MOA. Si p et v sont les coordon-
nées du point M, le secteur MOA
est évidemment une fonction de .
Désignons par u cette fonction.
Quand w croitra de Aw, # croitra de Au; et cet accroissement
sera l'aire du secteur M'OM compris entre les rayons vecteurs
OM = et ON'=p + Ap quirépondent 3 » et 3 v -+ Aw. Or,
si Pon déerit du pole O comue centre les arcs MI et W, on
reconnait que le secteur WOM est compris entre les secteurs
circulaires MOI et MOII, qui ont pour angle au centre Aw. On
a done

Fig, 42,

1

FEAm<Ai£<2

(e + 4¢)* 20,

bS] =~




260 PREMIERS ELEMENTS DU CALCUL INTEGRAL.
d'oi
1 N |

3 92<E <§ (p+ 4p)*

s : LAY du ;
Sil'on fait tendre Aw vers zéro, N tend vers - ; enmeme
W 0]

temps le dernier membre fend vers % 0%, puisque Ap tend vers
zéro. A la limite on doit donc avoir

.

du: A,
do2F7

du_—_--% o dw

Et si I'on intdgre a partir de w =A0X =0 jusqu'a

w=DMOX, on trouve
u:fm -{—l-pgdw,
o -

expression dans laquelle il restera & mettre pour ¢ sa valeur en
fonction de o tirée de I'équation de la courbe.
Pour w —B0X =4, on aurait, en appelant U I'aire AOB,

U:ffd%pﬂdw.
@ &

224. — Exmwpies. I, Prenons d’abord la spirale d’Archi-
méde, dont 'équation est p=aw; on aura, en comptant les
aires a partir de 0=0,

u:-—-ﬂm% agmzdm:‘
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ce qu’on peut écrire

2
Py

c’est-a-dire que 'aire du secteur de spirale considéré estle
tiers du sectenr circulaire qui aurait pour rayon p et pour
angle un centre o.

II. Considérons en second lieu laspirale logarithmique
p=—uae~. :

Nous aurons

(1]
h=a’ f e2o do =130 (e20 — 1) =
0

expression facile a construire.
On peut remarquer que si I'on prend pour limite — o &
zéro, on obtient

1
([ — 5 a ('1 —0) — =
Ainsi I'aire indéfinie que déerit le rayon vecteur dans le sens
des « négatifs, lorsque la courbe tourne indéfiniment autour
du pole en s'en rapprochant d’aussi prés qu'on voudra sans
jamais atleindre, a néanmoins une valeur finie.

/ § 3. — CALCUL DE L'AIRE DES SURFACES COURBES.

215. — On entend par aire d’une surface courbe fermée
la limite vers laquelle tend une surface polyédrale inscrite ou
circonscrite. On peut toujours imaginer un polyédre a faces
triangulaires inscrit dans la surface proposée; et si, par
chacun de ses sommets, on méne des plans tangents a la
surface, on détermine un polyédre circonserit. Sil'on multi-
plie indéfiniment le nombre des faces du polyédre inserit, et,




