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de la portion de la surface

(5) e 2Ty
ya. o

qui se projette entre la droite £ gy =3, et les axes des z
et des . .

On tire d'abord de I'équation (5)

dz . Jx+y dz [T+
'd_x"— \/__2 ’ et d——y—: 4-|2 y.

Il vieni done, en appelant U Paire cherchée,

a5 e
U:'ﬁ f dedy Ve +y-+-1.

L’intégrale indéfinie prise par rapport A y est

(@ -+y+1)

i i
si Pon met pour y les valeurs 3 — % et 0, et qu’on retranche
le second résultat du premier, on obtient

3

%[8—(:6—;——1)_'-

Multipliant par dz, et intégrant de nouveau entre les limites
0 et 3, on trouve

(3.5-5 .59)+ :

ou, en effectuant,

s
75 U DDk

Ce_genre de calcul se rencontre rarement dans les appli-
galions,
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7§ 4. — CALCUL DES VOLUMES TERMINES PAR DES SURFACES COUREES,

224 — Volumes terminés par des surfaces de révolution.

?Soit AB la génératrice de la surface, OX I'axe de révolution,

'0Y un axe perpendiculaire au pre- - y B
mier, AA” et BB’ les traces de deux

plans perpendiculaires & T'axe 0%,
et limitant le volume qu’on se pro-
pose d’évaluer. On suppose la courbe
AB donnée par son équation

(1) y=1(=).

Menons une ordonnée quelconque MP, et par cetle ordon-
née faisons passer un plan perpendiculaire Paxe de révo-
lution. Désignons par V le volume compris entre les plans MP
et AA’; ce volume sera uné fonetion de I’abscisse 2 du point M.

Si 'on suppose que le point M se transporte en M, et que
OP ou z augmente de PP’ on Az, le volume V s’accroitra du
volume &lémentaire AV engendré par le frapeze curvi-
ligne MPPM'. Mais, sil'on mene MI et MH paralléles a OX, 1l
est aisé de voir que le volume engendré par ce trapéze esl
compris entre les volumes engendrés par les rectangles MPP'1
et HPPM, lesquels sont des cylindres ayant respectivement
pour mesure

Az, et = (y-+Ay)Az.
On a done
mytaz < AV < (y -+ AY)? AT,

d’on

AY
< o < = (y + 4y
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: =AY i
Mais si I'on fait tendre Az vers zéro, v tendra vers la dé-

J
rivée de V par rapport a @, c’est-a-dire ve‘rs%; en méme
temps y -+ Ay lendra vers ¥, et les membres extrémes des
inégalités ci-dessus tendront & devenir égaux; on aura donc,
a la limite

dou dV=mp2ds,

et par consequent

(2) V—mr Lx y* dx,

en appelant a D'abscisse du point A. :

Pour avoir la valeur comprise entre les plans AA’ et BB, il
suffira de remplacer la limite # de l'intégrale définie (2) par
I'abscisse du point B, que nous désignerons par b, Nous au-

rons ainsi

b
-4 Ni== 12 dx.
(5) v f yid

Et, pour effectuer le calcul, il suffira de rf.smplacer y par sa
valeur Lirée de I'équation (1) de la génératrice, et d’effectuer
Lintégration entre les limites indiquées.

Rensroue. — La figure suppose Uordonnée y croissante ; si
elle était décroissante, les mémes raisonnements subsiste-
raient; il n'y aurait de changé que le sens des inégalités qui
nous ont servi de point de départ.

222, I. — Nous appliquerons d’abord la formule (3) & l'el-
lipsoide de révolution. L'axe de rév.'.o] ution éta.nt_., par exemple,
le grand axe, et le centre étant pris pour origine, on aura

s e
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et, par suite,

s et i N b 2 5 _4_-1
(4) v.'_"'agj; 'ﬂ.‘ —.5&)—31.15 i,

I. Nous prendrons pour second exemple le paraboloide
de révolution, terminé par un plan perpendiculaire 3 I'axe
de la parabole, qui est I'axe de révolution.

En mettant P'origine au sommet, on aura

Y= 9pz,

et, par suite,

(8) Vg, pﬁxmd_m:v:.p.m?_ YR,

c’est-a-dire que ce volume est la moitié du cylindre qui a pour
rayon y et pour hauteur z.

IlI. On peut, comme exercice, appliquer la formule (3) au
volume engendré par la cycloide tournant autour de la droite
sur laquelle roule le cercle générateur, ¢’est-a-dire autour de
I'axe des 2. On trouvera

PP R 11
Y—=>5=R,
R désignani le rayon du cercle générateur. -
#

223. — Volume de Uellipsoide  trois axes inégaus. Ce vo-
lume peut étre obtenu par une seule intégration, en remar-
quant que, dans |ellipsoide,
toutes les sections paralléles
sont des ellipses semblables.
Soit OABC la portion de I'el-
lipsoide comprise dans le
premier angle des axcs ;
soient 0A = ¢, OB = b,
OC=¢ les trois demi-axes,
Menons deux plans trés-voi-
sins MNP, M'N'P’ paralléles
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au plan des 2y; ils comprendront entre eux un élément AV du
yolume que nous cherchons. Or, ce volun%e est compris entre
Jes deux oylindres & base elliptique qul ont. pour hauteur
commune PP’ ou Az, et pour base 1'un Pellipse ML\I”, dont :1}1
quadrant seulement est représenté sur la figure, 'autre 11_3 -
lipse M'N'T". Si on fait tendre PP’ vers zero, ces dcu:f cy 13-
dres tendront I'un vers l'autre ; il en sera d(?nc. de méme ‘e
P'élément AV compris entre eux; et a la limite on pourta
écrire

dV = ellipse MNP >< dx

Si 0 désigne Pellipse CBO, et o Pellipse MNP, on a, & cause

de leur similitude,

e
o 0 —NEE

Gy

d’ou, en désignant MP par z,

Par conséquent

Mettons pour 2* sa valeur en & tirée de I'équation de 131'-[
lipse AG, et intégrons entre les limites — a et 44, !

viendra
Q 4 4
Q ¢ —+a g_ : e
‘zﬁ'&:f,a LSl i e
Mais @ —=r=bc. 1l vient donc enfin
4
[ YV == mabe.
(6) 5

On peut suivre la méme marche pour obtenir le volume

i,
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d’un segment de paraboloide elliptique, terminé par un plan
perpendiculaire & son axe principal. Si son équation est

T
e £ e ]
20 2 2
on trouvera pour I'expression du volume dont il s'agit

N— é TLYZ 5

c’est la moitié du cylindre ayant pour base la méme ellipse
=%, et la méme hauteur z.

224. Volume terminé par une surfuce quelconque dont on a
'équation. Reportons-nous 2 la figure et aux notations du
n° 219. En employant le méme mode de décomposition, on
divisera le volume demandé en éléments prismatiques tels que
MNNMPQQP. Soient’ Ia plus grande et 2" 1a plus petite des
quatee ordonnées MP, M'P’, NQ, N'Q’ ; 1'élément, de volume

- considéré AV sera évidemment compris entre les deux prismes

qui ont pour base commune PQQ'P’ et pour hauteur I'un ZiS
lautre ', prismes qui ont pour mesure ' Az Ay et 2" Az Ay.
Mais si Az et Ay tendent simultanément vers zéro, #' et 2” ten-
drontvers I'ordonnée du point M, c’est-3-dire versz ; On aura
done a lalimite

dV =1z dz dy,

et Ia somme de tous les éléments analogues a dV, prise entre
les limites convenables, sera le volume V que I'on se propose
d’obtenir.
~ Pourtrouver cette somme, on aura deux intégrations a effec-
tuer, comme au n° 219.

Dans le cas de la figure, on aura

3 a (ola)
v If ffr zdzdy,
5 0

—_—
o |
—
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o (x) désignant Iordonnée de la courbe AB, et a la lon-
gueur OA. ] - _.
: Si le volume cherché est compris entre les cylindres ayant
S —
pour équation y =1 (z) et y=g¢(x) , et les plans x=a,
— ra éerire
x=1", on devra écrl

b (o(z)
e % dw dy.
® v=J. fwa .

e : ol
Pour effectuer lecalcul indiqué, on remplacera. d a}hordz pa
sa valeur tirée de V'équation de la surface; on mtegreradpar
rapport 4 y en regardant d’abord x comme constant, elt_, atns
Pintéorale indéfinie obtenue, on remplacera y par les o C‘b
o(x) et () et'on retranchera le second résultat dl} premier.
: ! : : :
On obtiendra ainsi une fonction de x, que I'on r{l_ul?;plle:a tp;r
inté 2 e les limites a et b;
d, et 'on intégrera par rapport a &, entre 1 :
ce qui donnera le volume que l'on cherche. . -
1l est important de se bien pénétrer du sens qu'il faut atta-
sens
cher a une intégrale double, telle que la formule ei(lS) : -
qui est expliqué par la régle dont nous venons de donner
détail.

e S
Ressngees. 1. Comme z peut étre considéré comme 1 lﬂ.l}a
s on e is la v - e ¥ sousla
de dz g uefois la valeur du volum
grale de dz, on ecrit quelq

forme
Ve f b ( ?@]f " g dy .
a u',b{"t‘:’ 0

011 d alors ce que Pon api_:elle une intégmle ?f‘?‘fplﬂ. On lIn-
1 fo1 rapport az, et I'on met pour %168
e i : 1 ]’ IJ t 5
legre une plemlere 01s pa , ap s
miies f T : ranche ; 0 II]ECD]'G ane se-
limi! Sl et zéro, et T’on retra =qtlol 5
- l(i { ( ; r)rapport?é 1 et I’on met pour 1 s€s 11m1tes@ (JJ)
conde 101s pal ) S el
t on re ¢ nfin, une troisieme
et U (o), et Lor t 5 £ 1 ’
o'ﬂ‘ (‘1)1' rapj ortazx: on met ]3011[‘ X Ses limites b el a, et !. on
retr anche.
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Il est rare quon ait & effectuer un caleul de ce genre pour
le besoin des applications.
IL. Le vol

ume, au lieu d’étre limité inférieurement par le
plan

des xy, pourrait I'étre par une auire surface donnée
3=, (%, y). Les limites de %, au licu détre (2,1

) et zéro,
seraient alors f(z,y) et f, (x, y). Cela ne changerait rien i la
marche du caleul.

225. — Proposons-nous, comme exemple, de caleuler le
volume compris entre la surface qui a pour équation &=

P,
le plan des zy, les cylindres représentés par les

deux équa-
tionsy= — \2pz et y=— %Yz, et les deux plans qui
ont pour équation =0 et %= q. Nous aurons

i e r+yepz :
V= L iy
0 J—\2px

L’intégration par rapport 4 y donne

=& .Y + const,;
6

et, en substituant & y ses limites, et faisant la soustraction ,

.

z.2(2pz)*  ou g(‘lp)g. 2

Multipliant par dz et intégrant de 0 & @, on obtient

(2p)* .5.a ou %—(Qpa) S

ou, en nommant b I'ordonnée de la parabole y*— 2px qui
répond a Pabscisse a,

_4 5
V—ﬁ.bﬂ.
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226. — Galcul des volumes par approxi nmtion.!Lorsque les

intégrations nécessaires pour obtenir le volume d'un corps ne

peuvent pas s'effec-

tuer, ou lorsque le

corps a une formeir-

réguliére qui se re-

fuse A toute définmtion

géométrique, ce vO-

lume ne peut s'ob-

tenir quepar approxi-

mation.Afind’endon-

ner un exemple, nous

supposerons qu’il s’a-

sisse d’obtenir le volume d’un monticule de ferre (Elonué par‘
:on contour apparent sur le plan vertical de PI‘O‘]ECUOH et par
la projection horizontale de ses courbes de niveau. o

Concevons qu’on ait divisé ce volume par des pla:ns ot :
faux en tranches trés-minces ; et soit M'NP'(Y. E’EL\PQEI :mswe
ces tranches. Désignons par o Paire de la ?eut}on ML\j : 1;],
par  sa distance au plan horizontal de pmly?clmn ; soit A; a
distance des plans M'N et P'QY; w— v Vaire d'c la sec 1012
Py, PQ. La tranche considoﬁrée, dont nous reprcsj]eint;r?ns Ui-
volume par AV, sera comprise entre les deux cyin f:s‘qon

ont pour hauteur commune Az et pour bases © et v — Aw;

a donc

oz > AV > (0— Au) 8%,

AY
il — AW,
b= A% =0

i 3 s - 8 nt &
Mais si Az tend vers zéro, les membres extremfas tende

A

= e 5 s — tend vers
devenir égaux tous deux a v ; en méme temps —

A~
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dV

g ona done a la limite

~

B P
dz 2

ct, par conséquent, si h désigne la hauteur totale du monti-

cule,
h
V= [v tinZ-
~/0

Comme o n’est pas donné en fonction de z, on fera usage
dela formule de Th. Simpson (196). On divisera la hauteur I
en un nombre pair n de parties égales ; par tous les points de
division on ménerades plans horizontaux, qui détermineront
dans le monticule autant de sections, que nous représente-
rons, en les numérotant & partir du bas, DAL g, 0y Oy vev ©
en vertu de la formule citée, on aura donc

nr

h

9 Vv — [(0g+w,) + 4 {0, +oA-...) +2 (0, +0,4...)]-

Dans cette formule w, est nul, et nous ne Pavons conservé
que pour la symétrie.

Comme les aires wy, v,, v,, ... ne peuvent élre elles-momes
obtenues que par approximation, I'emploi de la formule (9)
est assez pémible. Mais comme, dans les questions ott Pon a
recours a cette méthode, dans les questions de terrassements
et de transport des terres par exemple, une exactitude rigou-
reuse n'est pas nécessaire, on a soin de ne pas prendre le
nombre n trop grand, afin de ne pas avoir un trop grand
nomwbre de sections & délerminer ; et, toutes les fois que cela

est possible, on se sert des courbes de niveau déja figurées sur
le plan du terrain,




