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Mais, pour le succés de la méthode, il faut avoir soin de
préparer |'équation différentielle de maniére a ne pas contemir
de radicaux. Nous n’insisterons pas davantage sur ce sujet.

§ 8. — DE L'INTEGRATION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES
DU SECOND CRDRE, A DEUX VARIABLES.

240. — Dans le cas le plus général, une équation diffé-
rentielle du second ordre 4 deux variables 2 et y contient,
indépendamment de ces variables, les dérivées du premier
et du second ordre g’ et 9. Mais nous considérerons d’abord
quelques cas particuliers.

Le plus simple est celui oit équation différentielle se pré-
sente sous la forme

y'=f(2).
En multipliant par dx et remarquant que y'de=dy', on
obtient
dy' = [ (2) d,

et, en infegrant,

= f f (z) dz +G.

Supposons que D'intégration indiquée puisse se faire, et soit
o (%) I'intégrale obtenue, on aura

= (.Q?) —+C.

Multipliant de nouveau par d, et remarquant que y de=dy,
il viendra
dy=o (x) dz + G dz,

et, en intégrant,

y:f?(:n) iz + e+,
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(7 désignant une nouvelle constante arbitraire. Si I'integra-
tion indiquée dans le second membre peut s’effectuer, on ob-
tiendra ainsi y en fonction de #. La relation obtenue par ce
moyen sera I'intégrale générale cherchée. Onremarque qu'elle
contient deux constantes arbitrairesC et C/.

Soit pour exemple I'équation différentielle

{[ ey
y"=cosmz,

on en tirera successivement

i— fcos mx de + G= sn:nma; +G,
et

A s
y :Efsm medz + Cx +0' =— co:n?:wc + Cz+C.

241. — On traite aussi facilement le cas ol I'équation
différentielle se présente sous la forme

y'=fy)-
On a, en eifet,

Ay YAy ydy
T ooagidr dy !
on pourra done écrire, en multipliant I'équation proposée
par dy,
y'dy' ={(y) dy,

et, en intégrant,
%- — ff(y) dy + C.

Si V'intégration indiquée peut s’effectuer, soit o (y) Vintégrale
obtenue, on aura '

=2 (y)+2C, dout y =y2 (y)+2C.
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Kemplacant alors gy par dy

dp? 0 sépare aisément les varia-

bles et 'on obtient
dy =
V29 (y) +2

___f dy Sy
20 (y) + 2C

et, si 'intégration indiquée peut s'effectuer, on a ainsi 2 en

et, en intégrant,

fonction de y ; la relation obtenue est I'intégrale générale. On

voit qu’elle renferme encore deux constantes arbilraires.
Soit, pour exemple, I'équation différentielle

y“ = ({.2 1 ;

on obtiendra successivement

Ul ay
o @y dy +C—= 9 +G,

Y =Va*y* + 20,

e dy 1_ dy
a

[@y+2G G’
Ve + \'/ PERL
et, en intégrant,

I i iy 2k 2
Hh— %lo” ('y \/ >+C

242. — L’équation dilférentielle du second ordre a deux
variables se trouve immédiatement ramenée au premier ordre
quand elle ne contient aucune de ces deux variables, mais
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seulement les dérivées du premier et du second ordre. Car si
I'on a & intégrer I'équation

i g =1,

en remarquant que y” est la dérivee premiére de y’, on voil
qu'on a affaire & une équation du premier ordre entre y’ ct sa
dérivée. Supposons que Pintégration puisse s’effectuer, on ob-
tiendra y" en fonction de et d’une constante arbitraire C;
so1t

y’:? ("171 C))

Iintégrale trouvée. En multipliant par dz et intégrant de
nouveau, on obtiendra

= [ yis o

ce sera l'intégrale générale, avec deux constantes arbitraires,
de I'équation du second ordre proposée.
Soit, pour esemple, I'équation différentielle

ot

: d
on en tirera, en remplacant y” par E%’ et séparant les va-

riables,
dy

adr = —=—— ;
\/1 + _y!i

et, en intégrant,
az + G =log' (y’ + 1+ y’z),
relation qui revient a

A=y +\T+y%,
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en remplacant e® par A. — On tire de I

r_i oz 1 —0z
y_.é(Ae -—“16 ).

Multipliant par d et intégrant de nouveau, on obtient

= & (e L)ty

¢’est I'équation intégrale cherchée.

243. — L’équation différentielle du second ordre se ra-
méne encore au premier lorsqu’elle ne contient, avec y” et '
que V'une des deux variables & ou y.

Supposons, par exemple, qu'elle soit dela forme

Y +e(@) -y -+ (@) =0.
En multipliant par dx, on pourra écrire
dy' +¢ () .y do 4+ (2) =0,

équation différentielle du premier ordre entre y' et @. Si on
peut Iintégrer, on obtiendra une intégrale de la forme

y'=f(z,0);

- multipliant de nouveau par dz et intégrant, on obtiendra

y:ff{'_o:,(])dm-}-(}’,

¢t, sil'intégration indiquée peut s'effectuer, on aura enfiny en
fonction de &, avec deux constantes arbitraires.

Supposons, au contraire, que Péquation différentielle pro-. -

posée soit de la forme

Y +o(y)y +¢@y)=0.
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, o YAy o
in remplagant y” par " ct multipliant par dy, on aura

ydy' + ¢ (y) y'dy + ¢ () dy =0,

équation différentielle du premier ordre entre y” et y. Si on
peut intégrer, on obtiendra une intégrale de la forme

y=1y)+C.

Remplaganty par %, séparant les variables et intégrant, on

frouvera

dy
t=| 7+ —n+0,
ff(-y)-!-ﬂ

et, si I'intégration indiquée peut g'effectuer, on aura enfin 2
en fonction de , avec deux constantes arbitraires.
Soit, pour premier exemple, I'équation différentielle

Yy +a
yn___ :0;

T
on en tirera

dy' _dz

r——

y+a z’
et, en intégrant,
log’ (' + @) =log’ & +log’ G=1log' Cz,
d’ot
y =0z — a

Multipliant par dz et intégrant de nouveau, on trouvera

y:% Coz — az + (',

*
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Soit, pour second exemple, I'équation différentielle

¥'—y (y+a)=0;
on en tirera

y'dy’ ;
J(—;y”i:y (y+a) ou dy' = (y+a) dy,

et, en intégrant une premiére fois,

r

Y =5y +ay+C,
: dy. 5 .
Remplagant ¢’ par dp 4 separant les variables il viendra

G 2dy
P+ %ay +2C°

et, en intégrant une seconde fois,

o dy :
“'—Q'fm:;g—r“’

2
¥—= ——— .arctang —=

St
_ — (.
V2—a Vil

a?

244. — On rencontre fréquemment dans les applications
un genreparticulierd’équations différentielles du second ordre,
ce sont celles ot la fonction y et ses dérivées y" ety” n’entrent
quau premier degré et ne sont pas mullipliées entre elles,
équations auxquelles on donne, i cause de cela,
d’équations différentielles linéaires.

Le cas le plus simple est celui ont tous les coefficients sont
constants et ou il 0’y a pas de terme indépendant des va-
riables; ot par conséquent, 'équation différentielle peat

le nom
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étre mise sous la forme
(1) ¥ +py +q=0,

p et g étant des constantes données.
Dans ce cas, on pose

y=Ce"™,
d’ot
y’:C:n{"e“’-” et y'=Cmze™ ;
en substituant dans (1), on obtient
Ge™ (m* +mp + ¢q) =0,

et U'on voit que 'équation différentielle sera satisfaite si m est
une des racines de I'équation

(2) m2 - mp + q=0.

Supposons d'abord que cette équation ait ses racines réelles
et inégales, et désignons-les par m, et m,. L’équation diffé-
rentielle proposée sera satisfaite par les deux relations

(3) —Ket el =

Mais il est aisé de voir, et cela tient a la forme linéaire de
Péquation (1), qu'on satisfera encore # cetle équation en pre-
nant pour y la somme des valeurs exprimées par les relations
(3), et en posant :

(4) y :C‘gmiz = Cre‘mgz.

Or cette derniére relation sera P’intégrale générale cher-
chée, puisqu’elle contient deux constantes G et (7,

Si, par exemple, on a a intégrer I’équation différentielle
y'— (e +b)y +aby=0,
20
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on trouve, en suivant la marche indiquée, que I'intégrale gé-
nérale est

9 — Ge* -+ Cle™.
245. — Lorsque les racines de équation (2) sont égales,
la méthode tombe en défaut, parce que I'équation (4) revient
alors &

y:(C—}—C’) e

et ne contient plus qu'une constante arbitraire €+ C’. On
procede alors d'une autre manitre. Soit

() y' — 2y’ + pry=0

I'équation proposée ; clle se trouve dans le cas que nous exa-
minons, puisque I'équation (2) deviendrait

m—2pm —+p*=0 ou (m—p)*=0,
équation qui a ses deux racines égales. On pose dans ce cas

y=—¢e" (Cz +0C),
Yy =me™ (Cx + (') + Ce™

y'=me" (Cx + ')+ 20 me™.
En substituant dans I'équation (5), on obtient
(Cx + C') (m* — 2pm + p*) + 26 (m—p) =0,

et Pon voitque cette équation est satisfaite en prenantm=—1p.
Ainsi l'intégrale générale est alors

y=¢e* (Cax +- ().

246. — Lorsque les racines de I'équation (2) sont imagi-
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naires, on pourrait passer des exponentielles imaginaires aux
lignes trigonométriques & I'aide des formules connues. Mais
on peut poser directement

y=0Ce** cos (Br +C');

on en déduit
Y = Cae™ cos (fz + ') — CRe*™® . sin (fx + ('),
y"= Ca® ™ cos (Br—+ (') — 20ap e sin (Bz 4 C)
— CG@*e* cos (P + ().

En substituant dans I'équation (1), on obtient, aprés avoir
divisé par Ge**,

(02— B+ pa =+ gq) cos (fx +C')— £ (22 + p) sin (Bz+-C)=0,

et I'on voit que I'équation est satisfaite en posant

@ —@+pat-qg=0 et 2+ p=0,

0
a5 et B:\/g—%.

La valeur de § ainsi trouvée est réelle, puisque, les racines
de I'équation (2) étant supposées imaginaires, on a

d’on

P p
i g<<0, ou q—-4>0.

24%. — Si, dans I'équation (1) du n® 244, le second mem-
bre, au lieu d’¢tre nul, avait une valeur donnée, et qu’on et

¥ +py +qy=r,
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on raménerait ce cas au précédent en posant y=u+g;
car, en substituant cette valeur, il vient

W+ pu’ + qu=0.

248.'— Lorsque les coefiicients de 1'équation linéaire du
second ordre sont fonctions de la variable z, I'intégration ne
peut s'effectuer que dans des cas particuliers. On pose alors

y=¢*, dou y=¢e'.u et y'=eu'+ v,

et, en substituant dans I'équation (1) et supprimant le
facteur e*,

W+ (1+p)w +q=0,
di' 4+ (1 +p)u’ . dx + qdz=0,
équation différentielle du premier ordre entre u’ et z. Si elle
peut s’intégrer par quelqu’une des méthodes exposées plus

haut et que son intégrale soit

= () + G,

on en tirera

= [‘]‘ (z) dx 4+ Czx + U,

et I'on aura, par suite, la valeur de g. Ce sera l'intégrale gé-

nérale, puisqu'elle contient deux constantes arbitraires GetC'.

249. — Enlfin si, parun moyen quelconque, on a réussi a
trouver une intégrale particuliére de I'équation différentielle
proposée, la recherche de Pintégrale générale pourra étre
ramenée 3 Vintégraticn d’une équation différenticlle du pre-
wmier ordre i deux variables,
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Soit, en effet,
() ¥ +py +qy=0
I'équation différentielle proposée, et soit Y une intégrale par-
ticulicre de cette équation, c'est-d-dire une fonction de z qui,
mise a la place de y dans (a), satisfasse & cette relation, On

posera y = Yu, u désignant une nouvelle fonction de z. On
en déduit

y=Yu+Yu' et y'=Yu-+2Yuw+ Yo,
et, en substituant dans (a), on obtient
Yo' + (2Y' +pY) ' + (Y'+pY 4+ ¢Y) =0.

Or la derniére parenthése est nulle puisque, par hypothése,
la fonetion Y satisfait & 1'équation (a) ; il reste donc
: z C Y +pY)dz
() Yu'+(2Y +pY)uw'=0, ou %-!J—%L — )
équation différentielle du premier ordre entre u’ et & ; les va-
riables s’y trouvent immédiatement séparées.

Si
w={f(x)+GC

est U'intégrale de celte équation, on en tirera, comme plus
haut,

u:ff(zc) dz+ Cx+ 0,

et, par conséquent, la relation

y:Y[Jqf(:c) dx—l—Ca:-{—C’],

qui sera I'intégrale générale.
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La méme méthode s’appliquerait encore si le second mem- -

bre de I'équation (a), au lieu d’étre nul, était une fonction
de 2; mais I'équation du premier ordre entre u’ et z serait
moins simple.

§ 4. — DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES SIMULTANEES

250. — Considérons d’abord deux équations différentielles
simultanées du premier ordre entre trois variables z, y et £,
dont les deux premiéres sont fonctions de la troisieme. Ces
équations seront de la forme |

dx dy R fdz o dy
(i) (f-ﬁ ? {If %> Y t>_0’ et 4 (ﬁ 3 Eta Z, Y, t):(],

et il s'agit d’en déduire z ety en fonction-de ¢. Pour cela, la

.

méthode générale consiste 4 différentier les deux équa-
tions (1) parrapport a ¢. On obtient ainsi deux équations de
plus, qui contiennent, outre les quantités contenues dans les
relations (1), les dérivées du second ordre di_t"f et (;1 Si, en-

dy
de’

etz

tre ces quatre équations, on élimine les {rois quantités —2

dy d*z dx
d—t-et 1,1l restera une équation ne contenant que —— FToET
Ce sera donc une équation différentielle du second ordre,
entre 2 et £. Supposons qu’on puisse I'intégrer, on obtiendra

une intégrale générale de la forme
(2) z=[(t, G, (),
contenant deux constantes arbitraires C et (/. On en tirera G

de’
et, en substituant dans 'une des équations (1) pour z et

dz
pour — i leurs valeurs en fonction de ¢, on aura une équation
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différentielle du premier ordre, entrey et ¢. Si elle peut s'in-
tégrer , on obtiendra une intégrale générale de la forme

(3) y="F(t, ),

contenant une nouvelle constante arbitraire. Les relations (2)
et (3) seront les équations intégrales du probleme.

251, — (ette méthode est rarement applicable dans toute
sa généralité ; mais il arrive souvent que les équations simul-
tanées sont linéaires par rapport aux variables x et y et &
leurs dérivées, et sont de plus a coefficients constants. En éli-

minant alternativement entre elles les dérivées d{—;: et %,
on obtient deux équations différentielles simultanées, équiva-

lentes aux premiéres, linéaires comme elles, et de la forme

dz

W Frwey=c 9

[”4—& z+b0y=~C.

On fait disparaitre les seconds membres en posant
z=u-+h, y=v+1Ek,
et déterminant h et k par les relations
ah—+bk=C, a'h+b'k=C.
Il reste alors deux équations de la forme

du dv e
(5) - + au—+ bv=0, ai—l—azs—[—bv—o

Tirons v de la premiére, nous aurons

15y g vy i duoids
e e e

.

Portant ces valeurs dans la seconde équation (5), ordon-




