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La méme méthode s’appliquerait encore si le second mem- -

bre de I'équation (a), au lieu d’étre nul, était une fonction
de 2; mais I'équation du premier ordre entre u’ et z serait
moins simple.

§ 4. — DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES SIMULTANEES

250. — Considérons d’abord deux équations différentielles
simultanées du premier ordre entre trois variables z, y et £,
dont les deux premiéres sont fonctions de la troisieme. Ces
équations seront de la forme |

dx dy R fdz o dy
(i) (f-ﬁ ? {If %> Y t>_0’ et 4 (ﬁ 3 Eta Z, Y, t):(],

et il s'agit d’en déduire z ety en fonction-de ¢. Pour cela, la

.

méthode générale consiste 4 différentier les deux équa-
tions (1) parrapport a ¢. On obtient ainsi deux équations de
plus, qui contiennent, outre les quantités contenues dans les
relations (1), les dérivées du second ordre di_t"f et (;1 Si, en-

dy
de’

etz

tre ces quatre équations, on élimine les {rois quantités —2

dy d*z dx
d—t-et 1,1l restera une équation ne contenant que —— FToET
Ce sera donc une équation différentielle du second ordre,
entre 2 et £. Supposons qu’on puisse I'intégrer, on obtiendra

une intégrale générale de la forme
(2) z=[(t, G, (),
contenant deux constantes arbitraires C et (/. On en tirera G

de’
et, en substituant dans 'une des équations (1) pour z et

dz
pour — i leurs valeurs en fonction de ¢, on aura une équation
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différentielle du premier ordre, entrey et ¢. Si elle peut s'in-
tégrer , on obtiendra une intégrale générale de la forme

(3) y="F(t, ),

contenant une nouvelle constante arbitraire. Les relations (2)
et (3) seront les équations intégrales du probleme.

251, — (ette méthode est rarement applicable dans toute
sa généralité ; mais il arrive souvent que les équations simul-
tanées sont linéaires par rapport aux variables x et y et &
leurs dérivées, et sont de plus a coefficients constants. En éli-

minant alternativement entre elles les dérivées d{—;: et %,
on obtient deux équations différentielles simultanées, équiva-

lentes aux premiéres, linéaires comme elles, et de la forme

dz

W Frwey=c 9

[”4—& z+b0y=~C.

On fait disparaitre les seconds membres en posant
z=u-+h, y=v+1Ek,
et déterminant h et k par les relations
ah—+bk=C, a'h+b'k=C.
Il reste alors deux équations de la forme

du dv e
(5) - + au—+ bv=0, ai—l—azs—[—bv—o

Tirons v de la premiére, nous aurons

15y g vy i duoids
e e e

.

Portant ces valeurs dans la seconde équation (5), ordon-




a
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nant et chassant le dénominateur b, on obtient

DES FQUATIONS DIFFERENTIELLES ET DE LEUR INTEGRATION 313
Ve R
En suivant la marche indiquée, on aura & integrer P’équa
tion du second ordre
d*u du .
(7)

?ﬁ; + (a+ ) 7 F (@' —abu=0,

- ,du
e de? dt
équation linéaire du second ordre entre u ef £, sans second -
membre et & coelficients constants. Elle pourra donc s'inté-
grer parla méthode des n** 244 et suivants; et Pon obtiendra

une intégrale générale de la forme

b T .

e

dont Pintégrale générale (244) est

= Cﬂgi -+ Cre“-

i

u={(,C,C),

s )
avec deux constantes arbitraires. On en dédujra “% en fone-

dt
: ; du
tion de ¢; et, en substituant pour u et it leurs valeurs dans

la premiére des équations (6), on aura la valeur correspon-

dante de v. On en déduira immédiatement les valeurs de z ot
de y.

Prenons pour exemple les deux équations simultanées

2 I
®) T +o—dy=1 o %+5m——6y:6,

qui ont la forme des équations (4).
Les équations qui donnent h et k seront ici

h—4k=1 et 3h—6k=6,
qui donnent

h=5 ret k— é
On posera done

9) T=u-+3 et -y:'u-i-%

et 'on aura les équations sans sccond membre

(10) %—e—u—@:ﬂ, ot 2

U —+ du— 6y =0,

On en fire

0 _gge + 306,
dt

et. en substituant dans la premitre des équations (10), on
trouve

4
7

Par suite

=

[2Ce* +3C'¢* + Ce¥ + G| = ;-; Ce*+Ce.

3 G
=0+ Ce*+3 et y:iCeﬂ—kC’e‘T :

252. — Nous supposerons maintenant que'l’an ait 51‘ in?é-‘
grer un systéme de trois équations snnultar}ees dul‘plemlm
ordreentre les variables z, ¥, 2, [, dc.mf,les t:‘ms premie_l.'es s.t{nt
fonction de la quatriéme; on congoit que | Plxrpomjralt.suu [‘B'
une marche analogue 2 celle du n° 250. _0;1 dlffercnt’leralt deus
fois par rapport & ¢ chacune des équations proposees; on au-
rait ainsi neuf équations, entre lesquelles on pourrait éliminer

1 il %; il resterait
les huit quantités = s 0 U 750 g @0
une équation différenticlle entre z et ty m'aistelle serait d};
troisieme ordre. Une fois celte équation mntegree, on m'etiral
pour  sa valeur en { dans deux des équations piEpa-c s et
la question serait ramenée dl'intégration d'un systeme de deux




ey

e

(12)
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éql.;ations simultanées et du premier ordre entre Y, 5 et t.
Mais cette méthode, purement théorique, n’est jamais em-
ployée.

Nous considérerons sur-le-champ le cas le plus simple, et
qui se I:cncontre dans les applications, celui ot les équations
proposées sont linéaires et i coefficients constants ; par une
transformation analogue 4 celle dunuméro précédent, on peut

toujours les ramener & avoir zéro pour second membre, Elles
sont alors de la forme

dz
EE—'—&&?—}*by-{-cz:O,

dy ., .
ar TeT+ by +cz=0,

den i
T e+ VY4 ez=0.

Il existe plusieurs mé inté Squati
. EIHSIBUI‘:: méthodes pour intégrer les équations de
genre. Nous nous contenterons de faire connaitre la suj-

vante, qui pourrait aussi étre employée dans le cas de deux
variables.

On pose
& =Ce™, y—AGCe™, s—=ple™,
d’ott Ion tire

dz dy %
T=mn Ce™ , Eg: mA Ge™, %:mp(}em'.

On substitue ces valeurs dans les équations proposées ; et,

apres avoir divisé par Ge™, il reste

M+ a + M + pe =0,
WA N e =0,
My, == 0" - W+ e’ =0,
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Si I'on élimine A et . entre ces trois équations, on obtient
une équation du troisieme degré en m. Soient m,, m, et my,
ses trois racines ; et solent G, C,, C,, trois valeurs arbitraires
de G, correspondantes & ces trois racines. A cause de la forme
linéaire des équations (11), on reconnait qu’elles seront satis-
faites par le systéme de valeurs :

i Ct.’mlt S Ciemgl = C5 emr,t 3
Yy= ?xiciemit =l }‘26261’12! S ?‘3(}5 e ?

= 5l
= 3"1(:13mt - 51,2026’” - :J.scs ety

les lettres h,, Ay A, gy Vay Ui Teprésentant les valeurs de a et
de p. qui correspondent respectivement aux trois racines de
I’équation en m. Les équations (15) seront les intégrales gé-
nérales du systéme d’équations différentielles proposées.

253. — Quant aux équations simultanées d'ordre supérieur
au premier, elles donnent lieu a des calculs de plus en plus
compliqués a mesure qu’elles sont d'un ordre plus élevé , et
elles ne peuvent étre intégrées que dans des cas tout a fait par-
ticuliers.

Pour ne parler que du cas d'un systéme de trois équations
différentielles entre trois variables &, et t, sil'une était du
deuxiéme ordre et la seconde du premier, on pourrait différen-
tier lapremiére une fois par rapporta t, etlaseconde deux fois;
on obtiendrait ainsi cing équations, entre lesquelles on pour-
rait éliminer les quatre quantités %, %t_?’ %, Y,
terait une équation entre @ et ¢ ; mais elle serait du troisiéme
ordre.

Si les équalions proposées étaient toutes deux du second
ordre, on pourrait différentier deux fois chacune d’elles par
rapport & ¢ ; on aurait ainsi six équations, entre lesquelles on
dy &y ¢y dy
i dF dit? di

et il reste-

¢liminerait les cing quantités et y; il res-
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terait une équation diflérentielle entre x et ¢, mais elleserait
du quatrieme ordre.

Nous renverrons, pour de plus amples détails sur ce sujet,

aux traités plus étendus, le cas d’un systeme d’équations dif-

férentielles simullanées d’ordre supérieur au premier ne se
présentant pas dans les applications usuelles.

§ 5. — DES EQUATIONS DIFFERINTIZLLES TOTALES

254. — Nous nous bornerons au premier ordre et an cas
de trois variables @, y, z, dontla derniére est fonction des
deux autres. Le probléme a résoudre est d'abord celui-ci:
étant donnée une différentielle exacte de la forme

(1) ds = (,y) dx + 4 (x,y) dy,

en déduire la valeur de % enfonction des variables 2 et 4. Pour
que cette équation soit intégrable, il faut qu’clle remplisse une
condition. Les fonctions ¢ (x, y) et & (z,y) doivent étre les
dérivées partielles de z par rapport & x et & y pour que le
second membre de (1) soit une différentielle exacte. Or, on
sait (55) que l'on doit avoir, en général,

d*z Az
de dy — dydx’

Dans le cas actuel, cette relation devient

d? (:51 y) db ("En y) 4

dy dx

c’est la condition dintégrabilité que Iéquation différentielle

proposée doit remplir. Si on la suppose satisfaite, on a

d’abord

dz . v B2 do(zm,y)
(E-—?(x;!j); d’ou Tdy~ _dy

= + [y =(;y), dou () =d(@,y) — =
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on en tire

dz—=o(z,y)dz,

et, en intégrant par rapport 4 &, on obtiendra z; mais il faut
bien remarquer qu'il ne suffira plus ici d’ajouter au second
membre une constante arbilraire; car, dans ladifférentiation
de % par rapport & z, une fonction de y seul peut avor dis-
parn ; ce qu'il faut ajouter au second membre apres Pintégra-
tion, ¢'est donc une fonction inconnue dey. Si I'on représente
par @ (x, y) lintégralede ¢ (, ) dz par rapport a&,on devra
donc écrire

3 2= (z,y) +1y),

f désignant la fonction inconnue.
Si maintenant on différentie par rapport a y, on aura

de _d.0&H) Loy

Cette valeur devant étre égale a ¢ (2,y), on a

d.(:[)(:x:“y) d.q‘(ﬂ},? )

B

Cette relation fait connaitre f’(y); et, en inlégrani par
rapport a y, on aura {(y). Par suite, I'équation (3)
donnera 2.

Soit, par exemple, I'équation

dx= (2amy® + by + 2x) dz + (2a2*y + bz + 2ey) dy.

On aura d’abord

d ¢
E&:Qamyﬁ + by + 2ext,
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2 4 ;
d—y_ﬁam Y+ bx -+ 2ey.

Multipliant la premiére de ces relations par dz, et mtégrant
par rapport a &, on trouvera

A= a2y’ — bxy + cx* + f (y)-
Par suite,

gﬁzqaa’ay+bx+f’ ).

En comparant cette valeur & celle qui est écrite plus haut,
on en conclut

" (y)=2ey, dod f(y)=ey*+C.
Par suite,
2= ar*y* + bxy + cx? - eyt + (.
255. — Soit maintenant P'équation plus générale

(3) Mdx -+ Ndy + Pdz =0,

dans laquelle M, N et P sont des fonctions des trois varia-
bles @, y et z. Sile premier membre est la différentielle exacte
d’une fonction u des trois variables z, Y, %, tout se réduit a
trouver cette fonction, car alors Pintégrale derandée sera

%= const.

Or, si le premier membre de Péquation (8) est une diffe-
rentielle exacte, 'ensemble des deux premiers termes, ou
Mdz -+ Ndy, doit aussi étre une différentielle exacte quand
on y regarde z comme constant. Soit dy celte différentielle,
el supposons que nous ayons intégré I'équation

dv=Mdz + Ndy,
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par la méthode indiquée au numero précé.de’nt , Nious auron.
9=¢ (x, ¥, %). Orla fonction u ne peut différer de v que par
une fonction de %, puisque, en regardant # comme constant,
du Sest réduit & dv. On peut done écrire

u=2 (s, %) +1 ().
On en déduit

Cette valenr doit coincider avee P; on doit done avoir

_b.o@ 98 o0
pteltibhd o

et, en intégrant par rapport a z,

f(%)zf[l)—— d——'?(z;y’z)]dz.

Dés lors l'intégrale cherchée sera
o (¢, y, %) + [ () = const.
Prenons pour exemple I'équation différentielle

(ayz + bz + ky) do -+ (azz -+ ¢z + kx) dy
~+ (axy + bx - ¢y + 2ez) dz=0.

Or on aura ici
dv= (ayz + bz + ky) dz + (axz + ¢z -+ kz) dy;

et si Pon intégre cette équation en regardant z comme con-
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tant, la méthode du n® 254 donnera

v = (uz -+ k) xy + bz + czy + const. ;
par suite

U= (az+ k) 2y + bzx + ¢y + const. + f (z).

On en tire

du
Uyt it s 19

et, en comparant avec le coefficient de dz dans équation
différentielle proposée, on en déduit

" (®)=2ez, dou f[(z)=ex~C.
Par conséquent, I'équation intégrale cherchée est
0xyx + brz - eyz + kxy + ex2— constante.

Nous renverrons aux traités plus étendus pour le cas ot
Péquation différentielle proposée ne satisfait pas & la condi-
tion d’intégralité.

§ 6. — DES EQUATIONS AUX DIFFERENCES PARTIELLES

256. — L'intégration des équations aux différences par-
tielles forme un sujet trés-étendu que nous n’avons pas in-
tention de développer ici. Nous nous bornerons i traiter des
équations aux différences partielles du premier ordre et 3
donner comme exemple du second ordre les équations diffé-

& rentielles les plus simples que 1'on rencontre dans les ques-
" tions de Géoméirie on de Physique mathématique.
Considérons d’abord I'équation différentielle
dz dz

(1) X V=5
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dans laquelle X, Y, Z représentent des fonclions quelconques
des trois variables z, v, 2.
Soit

f@yy, 21 =0

Iintégrale de cette équation différentielle.
En la différentiant, soit par rapport & #, soit par rapport
a y, on obtient les deux relations

df , df ds__

o __df ds_
R S T B "

0, dy * dxdy

; % d
Sil'on en tire les valeurs de o et de = pour les substituer
dx dy

dans 'équation (1), et qu'on chasse le dénominateur intro-
duit, on pourra la mettre sous la forme

df  vdf 5 df _
@) X+ +L =0

et si 'on pouvait tirer de celle-ci la valeur de fen z, y et z,
le probléme serait résolu.
Pour y parvenir, on considére les équations

” de dy dzx
) e

qui forment un systéme de deux équations différentielles si-
multanées et du premier ordre. Goncevons qu’on les ait inté-
grées, et soient

fi(® 9, 2)=C, et f,(z,y,2=C,

les intégrales obtenues. On en déduit par la différentiation

dfi _dﬁ_ : (_!& i
E.,E dﬂ:"+’ dy dy_l_ dz drﬂ-—oj




