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tant, la méthode du n® 254 donnera

v = (uz -+ k) xy + bz + czy + const. ;
par suite

U= (az+ k) 2y + bzx + ¢y + const. + f (z).

On en tire

du
Uyt it s 19

et, en comparant avec le coefficient de dz dans équation
différentielle proposée, on en déduit

" (®)=2ez, dou f[(z)=ex~C.
Par conséquent, I'équation intégrale cherchée est
0xyx + brz - eyz + kxy + ex2— constante.

Nous renverrons aux traités plus étendus pour le cas ot
Péquation différentielle proposée ne satisfait pas & la condi-
tion d’intégralité.

§ 6. — DES EQUATIONS AUX DIFFERENCES PARTIELLES

256. — L'intégration des équations aux différences par-
tielles forme un sujet trés-étendu que nous n’avons pas in-
tention de développer ici. Nous nous bornerons i traiter des
équations aux différences partielles du premier ordre et 3
donner comme exemple du second ordre les équations diffé-

& rentielles les plus simples que 1'on rencontre dans les ques-
" tions de Géoméirie on de Physique mathématique.
Considérons d’abord I'équation différentielle
dz dz

(1) X V=5
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dans laquelle X, Y, Z représentent des fonclions quelconques
des trois variables z, v, 2.
Soit

f@yy, 21 =0

Iintégrale de cette équation différentielle.
En la différentiant, soit par rapport & #, soit par rapport
a y, on obtient les deux relations

df , df ds__

o __df ds_
R S T B "

0, dy * dxdy

; % d
Sil'on en tire les valeurs de o et de = pour les substituer
dx dy

dans 'équation (1), et qu'on chasse le dénominateur intro-
duit, on pourra la mettre sous la forme

df  vdf 5 df _
@) X+ +L =0

et si 'on pouvait tirer de celle-ci la valeur de fen z, y et z,
le probléme serait résolu.
Pour y parvenir, on considére les équations

” de dy dzx
) e

qui forment un systéme de deux équations différentielles si-
multanées et du premier ordre. Goncevons qu’on les ait inté-
grées, et soient

fi(® 9, 2)=C, et f,(z,y,2=C,

les intégrales obtenues. On en déduit par la différentiation

dfi _dﬁ_ : (_!& i
E.,E dﬂ:"+’ dy dy_l_ dz drﬂ-—oj
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dfﬂ dx -+ _JC dy + fﬂ p—

ou, en ayant égard aux relations (3),

vy g9 o, txdf+Yd’; 2%:—0.
dy dz e

(les derniéres expriment que les fonctions f, et f satisfont
toutes deux 2 I'équation (2) et sont par conséquent des inté-
grales particuliéres de I equatlon (1).

Or, on peut démontrer qu’une fonction arbitraire de f, et
de f, eathfalt ézalement 2 I'équation (1). En effet, désignons
par ¢ celte fonction arbitraire. \Iultlphant la premiére des
équations (4) parf{-,- , et la seconde par dfg ,pmsa;outons-les

df;

terme 2 terme, il viendra

. (do df, . . de df, ) Y(cb d[d +d_o_ %)
2 (ﬁ‘a'ﬁ“ﬂu;dﬂ 2\ dJ YUy

; ds df,
1 GG+ i

ou, ce qui revient au méme, puisque ¢ est une fonction de f,
et de [, (27, 23),
do do ds

K= e

TR TNE ST 0,

Cest-d-dire que la fonetion o satisfait a I'équation (2) et que,
par conséquent, 'intégrale générale de I'équation (1) est
o (fin ) =0

On la met souvent sous la forme
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¢ représentant également une fonction arbitraire. 11 est clair,
en effet, que ces deux formes sont équivalentes.

25%. — L. Prenons, pour premier exemple, I'équation aux
dilférences partielles

s _
i
On a ici
X:i, Y:—(L, Z—=0

Par conséquent les équations (3) deviennent
dx + =)

qui ont pour intégrales

y+ax=0 et z=C,.

Par suite, I'intégrale générale de ’équation proposée est

2= (y + ax) ;
on a, en elfet,

valeurs qui satisfont & I'équation proposée.
II. Soit, pour second exemple, I'équation

AZ 3%,
dx dy

dans laquelle A, B, C sont des constantes données. On a ici
X—A N—B 71—
Les équations (3) deviennent

de  dy

Aeia
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elles ont pour intégrales
Ay--Br—const. et Az— Cz= const.

Par conséquent, l'intégrale générale de I'équation proposée
est
Az— Cz=1¢(Ay — Dz),

¢ désignant une fonciion arbitraire.
I Soit encore I'équation

e b5 _
YAy
On a ici
Xe—ay N—y,
On peut prendre pour les équations (3) les relations

de ' dz
= — =l
T % Y %

dy__dz

I
qui donnent
log’ s —log’s—const. et log’y — log'z= const,,

d’ou

£
= const. et — const.

L'intégrale générale de I’équation proposée est done

o désignant toujours une fonction arbitraire.

258, — 1. Considérons maintenant I'équation aux diffé-

rences partielles du second ordre

a2 d*z

(i) (W:fi‘@g.
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On y satisfait de la maniére la plus générale en posant
@) 2=9 [y —ax) + ¢ (y +az),

¢ et ¢ désignant des fonclions arbitraires. Car on en tire scu-
cessivement :

dz . ;
oz —— % (y— )+ a¥(y+aw),

dz

iy Pty
d*z :

T =t @y [y — ) + Y [y +aa),
@5 _

To= ¢ —w) +¥+a),

et I’équation proposée est évidemment satisfaite par ces denx
derniéres valeurs.

II. Considérons de méme I'équation

s
d:cdyﬁc’

on y satisfait de la maniére la plus générale en posant
s=g (&) + 4 (y) - cay.
[II. Soit encore I'équation

d*z Az d*%
Bl i e e | el D
. dz? %B'da:dy+3 di? =0

on v satisfait de la maniére la plus générale en posant

%=¢ (Ay +DBx) + ¢ (Ay + Bx) ;
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car on en tire

2

e B:g" 4+ 2By + B2z,
dz?

dﬂz I
o 1! \r
2 di AB¢'+ AY +ABzy',
d*z

g!.' = n
d.y"A + A’z

el ces valeurs substituées dans la proposée rendent le premier
membre identiquement nul.

1V. Soit enfin I'équation

% 9 d*z s
12+ xydmdr deﬂ_

on y satisfait de l]a maniére la plus générale en posant
)t
z T

de
R g
de g,"
dzdy 7. & T
2 s
g~ 7

¢ar on en tire

,,+QTJ v Ly,

af"

sl

et, en substituant ces valeurs dans la proposée, on reconnait
qu'elle est satisfaite.

1l suffira de ces exemples pour donner une idée du role que
jouent les fonctions arbitraires dans Pintégration des équa-
tions aux différences partielles. Pour la théorie méme de cette
intégration, quand I'équation dépasse le premier ordre, nous
renverrons aux traités plus étendus.
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§ 7. — APPLICATIONS GEOMETRIQUES DE L'INTEGRATION DES EQUATIONS
DIFFERENTIELLES

259. — L. Trowver la courbe dont la sous-normale est con-
stante. L'expression de la sous-normale étant gy, I'équation
du probléeme est

W=
en désignant par p la constante. Cette équation revient a
ydy=rpdz,

équation différentielle du premier ordre et du premier degréa
deux variables. En I'inlégrant, puisque les variables y sont
séparées (230), on obtient

1
%: pr-+C ou = 2px + 20,
équation d’une parabole qui a pour axe de figure 'axe des z.

II. Trouver la courbe dont la sous-tangente est proportion-
nelle & Pabscisse. L'équation du probleme est

1
J—, = mr,
Y

m désignant une constante. On sépare aisément les variables
et I'on obtient

dy dz
m-—— —
Yy &

et, en integrant,

mlog’ y=Ilog'x +log’ C=log’ Cz,

attendu que P’on peut représenter la constante par log’ G,




