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PRÉFACE 

L'ana lyse in f in i t é s ima le es t u n e science for t é t e n d u e , 

e t les a u t e u r s qu i on t t r a i t é ce t te m a t i è r e y on t t o u j o u r s 

consac ré deux , et que lquefo i s t rois g r o s v o l u m e s . Mais 

u n e t r è s - g r a n d e p a r t i e de cet te sc ience n 'a q u ' u n in t é rê t 

p u r e m e n t t h é o r i q u e et res te sans app l i ca t ion d a n s les 

q u e s t i o n s usue l l e s q u e les i n g é n i e u r s ont à r é s o u d r e . Les 

règles de la d i f f é r en t i a t i on , le ca lcul des q u a d r a t u r e s , 

l ' i n t ég ra t i on des équa t ions d i f fé rent ie l les les p l u s s i m -

ples , e t q u e l q u e s app l i ca t ions g é o m é t r i q u e s consacrées 

p a r l ' u sage , sont tou t ce q u ' i l est nécessa i re de conna î t r e 

p o u r a b o r d e r l ' é t u d e de la Mécan ique i n d u s t r i e l l e ou 

celle de la S tab i l i t é des cons t ruc t ions . — Il n o u s a d o n c 

s e m b l é q u ' u n o u v r a g e où s e r a i e n t développés les p r i n -

cipes les p lus é l émen ta i r e s d u Calcul d i f fé ren t ie l e t du 

Calcul in tégra l pouva i t ê t r e ut i le aux j e u n e s gens q u i se 
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proposen t d ' e m b r a s s e r la c a r r i è r e d ' i n g é n i e u r , en les 

d i spensan t de c h e r c h e r d a n s d e gros l ivres la so lu t ion 

des ques t ions q u i les i n t é r e s sen t p l u s p a r t i c u l i è r e m e n t . 

C'est cet o u v r a g e q u e n o u s avons essayé de r é d i g e r , en 

p r o f i t a n t d e l ' expé r i ence q u e nous avons pu a c q u é r i r d a n s 

u n e n s e i g n e m e n t tou t spéc ia l , s u r les beso ins de la j e u -

nesse e n ce q u i louche le s u j e t don t il s ' a g i t . 

Ce l iv re n e s au ra i t avoi r a u c u n e p ré t en t ion sc ien t i -

fique, e t il a fa l lu f a i r e a b n é g a t i o n d ' a m o u r - p r o p r e p o u r 

nous r é d u i r e a u rôle t r è s - seconda i r e q u e n o u s avons 

accepté . Mais si n o u s avons réuss i à ê t r e u t i le aux lec-

t eu r s p o u r lesquels cet o p u s c u l e est é c r i t , n o u s n o u s r e -

g a r d e r o n s c o m m e s u f f i s a m m e n t payé de n o t r e p e i n e . 

Les r igor i s t es nous r e p r o c h e r o n t s ans dou te d ' avo i r 

omis ce r t a ines d iscuss ions ou laissé dans l ' o m b r e ce r t a ins 

po in t s dé l ica ts . Nous les p r i o n s de n o u s f a i r e g r âce e t de 

vouloi r b ien c o n s i d é r e r q u e , d a n s u n e n s e i g n e m e n t auss i 

é l é m e n t a i r e , des t iné s u r t o u t à p r é p a r e r p r o m p t e m e n t les 

l ec teurs aux app l i ca t ions u t i l es , n o u s avons d û fa i r e l e 

sacr i f ice de tou t ce qui a u r a i t r e t a r d é n o t r e m a r c h e . 

es p r i n c i p e s é l é m e n t a i r e s d u Calcul in f in i t é s ima l son t 

a u j o u r d ' h u i si r é p a n d u s , q u e n o u s p o u r r i o n s nous dis-

p e n s e r d ' i n d i q u e r les sou rces auxque l les n o u s avons 

p u i s é . Cependan t n o u s c royons r e m p l i r u n devoir en dé -

clarant que le Traité élémentaire de Calcul différentiel 
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et de Calcul intégral de Lacroix, le Traité élémentaire de 

la Théorie des fonctions et du Calcul infinitésimal de 

M. Cournot, le Cours d'Analyse de l'École polytechnique 

par M. Duhamel, enfin le Cours de Calcul différentiel et 

intégral d e M. A . S e r r e t , s o n t les o u v r a g e s q u e n o u s 

avons l e p l u s f r é q u e m m e n t consu l tés . 
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C A L C U L I N F I N I T É S I M A L 

P R E M I È R E P A R T I E 

PREMIERS ÉLÉMENTS DU CALCUL DIFFÉRENTIEL 

I . — N O T I O N S P R É L I M I N A I R E S 

1. — Le calcul différentiel est la partie des mathématiques 
qui traite des variations infiniment petites des fonctions. 

— On sait qu 'une variable y est dite fonction d 'une autre 
variable x, si y varie avec x, et si y prend une ou plusieurs 
valeurs déterminées quand on atlribue une valeur déterminée 
à x. Ains i , en coordonnées rect i l ignes, l 'ordonnée d 'une 
courbe est une fonction de l'abscisse 

Si la relation qui lie x et £ est exprimée par une équation 
résolue par rapport à y, comme y=f{x), on dit que y est une 
fonction explicite de a;. Si cette relation est exprimée par une 
équation non résolue, comme f ( x , y) = 0, on dit que y est 
une fonction implicite de x. Dans l 'un et l 'autre cas, x prend 
le nom de variable indépendante; c'est celle à laquelle on 
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attribue des valeurs particulières pour en déduire les valeurs 

correspondantes de la fonction y. 

3 . — De même, une variable s est dite fonction de deux 
autres variables x et y , si elle varie en même temps que a; et y, 
et si elle prend une ou plusieurs valeurs déterminées quand 
on at tr ibue des valeurs déterminées à x et y. Ainsi, en coor-
données rectilignes, l ' o rdonnées d 'une surface courbe est une 
fonction des deux autres coordonnées x et y. 

C'est une fonction explicite si la relation qui lie les trois 
variables est exprimée par une équation résolue par rapport 
à z comme z=f(x,y); c'est une fonction implicite si cette rela-
tion est exprimée par une équation non résolue, comme 
f(x,y,z) = 0 . Dans l 'unet l 'autre cas, x clày sont les varia-
bles indépendantes ; ce sont celles auxquelles on attribue des 
couples de valeurs particulières, pour en déduire les valeurs 
correspondantes de la fonction z. 

4. — U n p o u r r a i t a v o i r à c o n s i d é r e r d e s f o n c t i o n s d e p l u s 
d e d e u x v a r i a b l e s i n d é p e n d a n t e s , c o m m e z=f(x,y, t), ou 
f(x,y,z,t) = 0. 

5 . — On appelle infiniment petit une quantité qui tend 
vers zéro, et que l 'on considère dans un état très-voisin de sa 
limite. 

11 résulte de cette définition que si un infiniment petit a est 
ajouté à une quantité finie et déterminée a , on peut toujours 
négliger a devant a, puisque, à la limite, a H-a se réduit à a. 
Il en serait de même si a tendait lui-même vers une limite 
finie ai ; car, à la limite, « - h a se réduirait à ar 

G. — Dans une question où l'on a divers infiniment petits 
à considérer, il y en a toujours fin auquel on rapporte tous les 
autres, et que, pour cette raison, on appelle infiniment petit 
principal. 

Soit a l 'infiniment petit principal ; et soit ¡3 un autre infini-

ment petit qu'on lui compare. Si le rapport - tend vers une 

limite finie k, différente de zéro, on dit que [3 est un infini-

ment petit du premier ordre ; et l 'on peut le représenter 

par foc. Si le rapport - tend vers un infiniment petit du pre-
* Ci 

mier ordre foc, on dit que ¡3 est un infiniment petit du second 

ordre ; et l'on peut le représenter par /¿a2. Si le rapport -
x 

tend vers un infiniment petit de second ordre fo.% on dit que 
¡3 est un infiniment petit du troisième ordre ; et l'on peut le 
représenter par lia3. En général , si un infiniment pelit peut 
être représenté par kx", on dit que c'est un infiniment petit de 
Vordre n. 

•s. — La somme de plusieurs infiniment petits du même 
ordre , en nombre déterminé, est encore un infiniment petit 
du même ordre. Car si kxfcV, & V , . . . , représentent les 
infiniment peti ts considérés, leur somme sera 

( i + / / + £ " + . . . ) a». 

Or les termes étant en nombre déterminé, la quantité entre 
parenthèses est une quantité finie K ; la somme cherchée est 
donc Ivxn, c 'est-à-dire un infiniment petit de l 'ordre n . 

8 . — La différence de deux infiniment petits du même 
ordre kxn et ¿ V est un infiniment petit du même ordre 
{k—hJ) x\ 

9. — Le produit d 'un infiniment pelit kxn par un facteur 
fini A est encore un infiniment petit du même ordre . Car Akxn 

ou A k . a" est encore le produit de a" par un facteur fini A k. 

1 0 . — Le rapport de deux infiniment petits du même 

ordre kx" et kfxn est une quantité généralement finie (Ce 
le 

n'est que dans des cas particuliers que ce rapport prend la 
valeur zéro ou une valeur infinie.) 

1 1 . — Un infiniment petit d 'ordre soit kJx", peut lou-



jours être négligé vis-à-vis d 'un infiniment petit de l 'ordre im-
médiatement inférieur fa"-1. Car la somme fcxn_1 -+- /c'a" peut 
s'écrire an~ : (k + Jfa). Or l ' infiniment petit k'a peut être 
négligé vis-à-vis de la quantité finie k, et il reste b . " - 1 . 

Généralement, tout infiniment petit peut être néglige vis-à-
vis d 'un infiniment petit d 'un ordre inférieur ; comme AV 
devant fcx, par exemple, ou fc'a5 devant fcx* ; etc. 

i s , - Lorsque deux variables x et y sont liées par une 

relation telle que 

(1) y-=f{*), 

si l'on donne à x un accroissement AX, il en résulte pour y 
un accroissement correspondant, positif ou négatif, A y ; et 
l 'on a 

y-+-Ay = f(x-+-AX); 

d'où l 'on déduit par soustraction 

(2) Ay=f(x-hAx)—f(x). 

Les accroissements Ax et Ay portent le nom de différences. 
La fonction f est dite continue, si l 'on peu tprendre Ax assez 

netit pour que Ay puisse être rendu moindre que toute quan-
tité donnée. Nous ne considérerons que les fonctions continues, 
les seules que l 'on rencontre dans les applications. Dans ce 
cas, si AX devient infiniment petit, il en est en général de 
même de Ay ; les différences prennent alors le nom de diffé-
rentielles; et l 'on remplace la caractéristique A par l a carac-
téristique d. On écrit ainsi 

(5) dy=f{x + d x ) - f { x ) . 

La différentielle dy de la fonction y est donc l 'accroissement 
que f (x) a éprouvé quand on a ajouté à a; sa différen-
tielle dx. 

La partie de l'analyse qui a pour objet principal la recherche 
des différentielles est le calcul différentiel; et chercher la 
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différentielle d'une fonction est ce que l 'on appelle différentiel-
cette fonction. 

Nous nous occuperons d'abord des fonctions d 'une seule 
variable, en commençant par les fonctions explicites. 

II . — PRINCIPES DE DIFFERENTIATION 

§ I. — DIFFERENTIATION DES FONCTIONS EXPLICITES 

F O N C T I O N S E X P L I C I T E S D ' U N E S E D L E V A R I A B L E 

f 3 . — Divisons par AX les deux membres de l'équation (2) 
du numéro précédent ; il viendra 

Ay = f(x-+-Ax) — f(x) 

AX AX 

Si l'on fait tendre AX vois zéro, Ay tendra aussi vers zéro; 

mais le rapport ne deviendra pas pour cela indéterminé ; 

il tend toujours, comme le calcul le démontrera, vers une 
limite déterminée; cette limite est encore une fonction de x , 
qui dérive d e f ( x ) , et que pour cette raison on appelle fonction 
dérivée ou simplement dérivée, et qu'on désigne par !a nota-
tion f'{x). 

On écrit en conséquence 

(4) lim. — = lin. . f ( * + > * ) - M = f M . w AX AX 1 X 1 

On voit, d 'après cette relation, que la dérivée d'une fonc-
tion est la limite du rapport entre laccroissement de celte 
fonction et Vaccroissement de la variable, et que, pour obtenir 
cette dérivée, il faut, duns lu fonction f ( x ) , changer x en 
x - f - Ax, retrancher f (x) de f (x - h Ax) , diviser le reste \vir AX, 
et. chercher la limite vers laquelle tend le quotient lorsque Aï 
tend vers zéro. 
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14. — D ' u n autre côté, il résulte d e l à relation (4) que 

~ est égal à f'(x) plus une quantité e qui tend vers zéro en 
AX 

même temps que AX, et qu'on peut écrire 

Si l 'on remplace les accroissements AX et A y par les infi-
niment petits dx et dy, e devient aussi un infiniment pet i t , 
que l'on peut négliger vis-à-vis de la quantité (inie f'(x), et 
il reste 

(5) g = m 

On en tire 

(6) dy = f'{x)dx. 

Cette relation exprime que la différentielle d'une fonction 
est égale à sa dérivée, multipliée par la diflérentielle de la 
variable. 

La relation (y) montre que réciproquement la dérivée d'une 
fonction est égale à sa différentielle divisée par la différen-
tielle de la variable. 

On voit que le calcul des différentielles revient au calcul 
des dérivées. 

REMARQUE. Lorsque la dérivée est représentée par elle 

prend souvent le nom de coefficient différentiel. 

15. — La relation (4) du n° 15 indique la marche à suivre 
pour trouver la dérivée d 'une fonction explicite de x. Mais on 
n'applique directement celte règle qu'à trois fonctions fon-
damentiles :xm (pour m entier et positif), log x, et sin x. 
A l'aide de principes faciles à établir, on déduit ensuite de la 
dilîérentiaticn de ces trois fonctions celle de toutes les autres. 

16. — Soit donc d'abord y=x". Si, pour se conformer à 

l a r è g l e d u n ° 15, o n c h a n g e x e n X-\-AX, p a r s u i t e y e n 

y H - A y , e t q u ' o n d é v e l o p p e , o n o b t i e n t 

y- -A y=x'"-hm.xm~l AX 
1 . 2 

m (m — 1) (m — 2) 
1 . 2 . 5 

les termes non écrits contenant tous le facteur AX à des puis-
sances supérieures à la troisième. En retranchant ces deux 
égalités membre à membre, et divisant ensuite par AX, on 
trouve 

Ail „, , m (m • 
AX 

— a;"1-2 AX 
1 . 2 

m (m — 1) (m — 2 ) 
1 . 2 . 5 

AX- + ...; 

les termes non écrits contenant tous le facteur AX à des puis-
sances supérieures à la seconde. 

Baisons tendre Ax vers zéro; le rapport — tendra vers la 
AX 

dérivée de y, que l'on représente habituellement par y' ; tous 
les termes du second membre, à l'exception du premier, con-
tenant le facteur Ax, tendront chacun vers zéro ; et,- comme 
ils sont en nombre fini, leur somme tendra elle-même vers 
zéro ; il viendra donc 

y'= mxm~l, 
et par conséquent 

dy = mx"'~idx, ou d.x'n=mxm~idx, 

c'est-à-dire que, pour différentiel• xm, il faut multiplier par 
l'exposant m, diminuer ensuite cet exposant d'une unité, et 
multiplier par dx. 

On tirerait ninsi, par exemple, 

d e y = xi, dy=h xi dx, 
d e y = x*, dy=9 x^dx% 

et ainsi de suite. 
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1 9 . — Soit en second lieu 

y = log s , 

le logar i thme étant pr is dans u n système que lconque . Si l 'on 
change x e n x -+- Ax, et y e n y -+• A y, il vient 

y + Ay = log (z - t -Aa; ) , 

et , en r e t r anchan t m e m b r e à m e m b r e et divisant ensui te 
par A#, 

Ay l o g f o - t - A j r ) — loga: _ 
AX AX Ââ; 

Si l 'on faisait t e n d r e i m m é d i a t e m e n t AX vers zéro, le n u -
méra teu r t endra i t vers log 1 , qui est aussi égal à zéro. Pour 
éviter la f o rme on peut fa i re décro î t re AX de telle man iè re 
qu ' i l soit toujours u n e pa r t i e a l iquote de la quan t i t é x, q u ' o n 
ne fait pas var ier dans ce calcul ; c 'es t -à-dire qu 'on peu t poser 

x 

AX = ~ , m étant u n n o m b r e q u e l 'on p o u r r a faire croî t re in-

déf in iment . On aura ainsi 

log f i + log f i + - Y 
^y _ \ rnj __ 0 \ m) 
AX x %x 

m 

Si ma in tenan t , pour faire t e n d r e Ax vers zéro, on fai t t en-

dre m vers l ' inf in i , le n u m é r a t e u r du second m e m b r e t end 

( l \ m 

vers la l imite du loga r i t hme de ( 1 -f- — j pour m infini , ou , 

ce qui revient au m ê m e , ve r s le logar i thme de la l imite de 

- h ^ . Or , on d é m o n t r e e n a lgèbre (*) q u e cette l imite 

Voy. l'Appendice. 
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est le nombre 

¿ = 2 , 7 1 8 2 8 1 8 2 8 . . . , 

base des logar i thmes népér iens ; il viendra donc 

A?/ , l o ç e „ , , , dx 
l i r a . - £ = y ' = - — - , d 'où dy = loge . — , 

aX X «« 

ou 

d . log iE = l o g e . — 
X 

Si les logar i thmes étaient n é p é r i e n s , loge serai t égal à 

l ' un i té , et l 'on aura i t s imp lemen t 

, dx 
-> x ' 

dx 
REMARQUE. P o u r cette ra ison, on donne à l 'expression — le 

X 

n o m de différentielle logarithmique de x. 

18. — Soit enfin y = sin x. On en tire 

y -+- Ay = s in (x -+- AX) , 

et 
Ay sin (x + Ax) — sin x 
AX AX 

Si l 'on faisait t end re immédia t emen t AX vers zéro, le second 
m e m b r e p rend ra i t la forme £ . P o u r l 'évi ter , on t rans forme, 
au numéra t eu r , la d i f férence des deux sinus en u n produit 
conformément à la formule 

s i n p — s i n ç = 2 s i n f (p—q). cos f ( p + q), 

on obt ient ainsi 

Ay _ 2 sin | AX . cos (a; - i - 1 AX) _ 

AX AX 
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ce qu 'on peut écr i re 

A Y s i n | AX . , 
— = — r - ^ — . c o s (x +1 A£ . 
AX | AX V 2 ' 

Si ma in t enan t on fait t endre AX vers zéro, le r appo r t 
S 1 Ï Ï — AX 

— entre le s inus et l ' a rc tend vers l ' un i té ; et le second 
7 AX ' 

facteur tend vers cos x. Il vient donc 

lim . — = ?/' = cos x, d 'où du = cos xdx, 
AX J ' 

O U 

d. sin x = cosxdx. 

19. — Nous al lons ma in t enan t exposer les pr incipes qui 
pe rme t t en t de r a m e n e r la différentiat ion d ' u n e fonction ex-
plicite quelconque d e « à celle des trois fonctions fondamen-
tales que nous venons d ' é tud ie r . 

I . La différentielle d'une constante est nulle. Car si l 'on a 
I L = C , la lettre C désignant u n e cons tante , on aura encore , 
en changeant a; en a; -HÀsc, et y en y + Ay, 

y + Ay = C, 
'S. -

d 'où il résul te Ay = 0; e t , p a r c o n s é q u e n t , à l a l imite , dy=0; 
ce qu'i l fallait é tabl i r . 

R E M A R Q U E . On en dédui t aussi =0,ouf'(x) = 0; c 'est-

à-dire que la dérivée d'une constante est nulle. 

2 0 . — I I . La différentielle de la somme ou de la diffé-
rence de deux fonctions est égale à la somme ou à la d i f f é -
rence clés différentielles de ces fonctions. Car si l 'on a 

y = u ±v, 
u c l v désignant deux f o n d i o n s de a ; , quand on changera .« 
en x -+- Aa;, u deviendra u + Au, v deviendra v + av, et y s e 
changera en Y + AIJ. On aura donc 

Y + Ay = (U H - AU) ± (v + AV). 

En r e t r anchan t ces deux égali tés m e m b r e à m e m b r e , on . 

obt ient 
A Y = A U ± AV 

et , à la l imi t e , 

dy — du ± dv. 

Si, pa r exemple , on avait 

y = x m 4 - s i n a J , 

on en dédui ra i t 

dy=mxm~l dx - f - cos x dx. 

Ce pr inc ipe s ' é tendra i t sans difficulté à la somme a lgébr ique 

d ' un n o m b r e que lconque de fonct ions. 

ai. — III. La différentielle logarithmique d'un produit de 
plusieurs fondions est égale à la somme des différentielles 
logarithmiques de ces fonctions. Soit par exemple 

(1) y = uvw; 

u, v, w é tan t des fonctions de x. En p r e n a n t les logari thmes 

népér iens des deux m e m b r e s , on aura 

log' y = log7 u + log' v - h log7 w, 

e t , pa r conséquent , en vertu du p r inc ipe I I , 

dy __du , dv dw_ 

Y ~ ^ ^ ^ w ' 

ce qu ' i l s 'agissai t de d é m o n t r e r . 

R E M A R Q U E S . 1 ° Si l 'on mult ipl ie m e m b r e à m e m b r e les deux 

relat ions (1) et (2) , on obt ient 

( 5) dy = vw du-{- uw dv 4- uv dw ; 

ce qu i m o n t r e que la différentielle d'un produit peut être obte-
nue en multipliant la différentielle de chaque facteur par le 
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produit de tous les mitres, et faisant la somme des résultats. 
Si, par exemple, on avait 

y = x m . l o g x . s i n ® , 

on en déduirait 

dy =\ogx.s\n x. rnxm~idx+xm s\nx}~ dx-\-xm.\ogx.cosxdx. 
X 

2° Si F un des facteurs est constant, on obtient la différen-
tielle cherchée en multipliant le facteur constant par la diffé-
rentielle du produit des facteurs variables. Car si u est con-
stant, du est nul , et la relation (5) devient 

dy = uw dv + uv dw=u (w dv + v dw), 

or w dv + v dw est la différentielle du produit vw. 
Si, par exemple, on avait 

y=4x*\ogx 

on en déduirait 

ou 
dy=4a;4(l + 5 1 o g ' x ) d x . 

— IV. La différentielle logarithmique du quotient de 
deux fonctions est égale à la différentielle logarithmique 
du dividende, moins la différentielle logarithmique du divi-
seur. Car si l'on a 

(» 
on en déduit yv=u, et , en vertu du principe précédent, 

/cn dy dv du ,, , du du dv (Si) — -} = — , d ou — 
y v u y u v 

ce qu'il s'agissait d 'établir . 

R E M A R Q U E S . 1 ° Si l'on multiplie membre à membre les rela-

tions (1) et (2), on obtient 

(5) 
du udv vdu — udv 

d y = T ~ ~ V R = = ' V s : 

c'est-à-dire, que pour obtenir la différentielle d 'un quotient, 
il faut multiplier le dénominateur par la différentielle du numé-
rateur-, retrancher de ce produit celui dii numérateur par la 
différentielle du dénominateur, et diviser le résultat par le 
carré du dénominateur. 

Si, par exemple, on avait 

y = 
x' 

si n a; 

on en déduirait 

sinx.'2xdx—x2cosxdx _ x(2su\x — xco?x)dx 
d l J — sin2« ~~ siifx 

2° Si le dénominateur v est constant, dv est nui, et il reste 

du 
du = — ; J v 

c'est-à-dire que, pour avoir la différentielle du quotient, il suf-
fit de différentiel' le numérateur et d'écrire au-dessous le 
dénominateur constant. 

. sina; , .. , c o s x d x 
Ainsi i = -7— donnerait dy = —r—• 

d o 

5° Si le numérateur u est constant, du est nul, et il reste 

udv 
J = = W 

Si, par exemple, on avait 

D 

I 
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on en déduira i t 

, 5 . 2 xdx , A dx 
dij = r— = — \ 0 — J x% x" 

23- — Fonctions de fonctions. Il peu t arr iver q u e y , au 
lieu d 'ê t re d i r ec t emen t fonction de x, so i t fonction d ' une var ia-
ble in te rmédia i re u , qui est e l l e -même fonction de x, et q u ' o n 
a i t , par exemple , y=f(u), avec u—o (x). On di t alors que y 
est une fonction de fonction. Si x var ie de aîc, u var iera de au, 

et y var iera de A y . Or on a iden t iquemen t 

Ay _ Ay a u 

AX A II ' AX 

et à la l imi te 

djj _ cly du 
dx du ' dx ' 

ce qui expr ime que la dérivée de y par rapport à x est égale à 
la dérivée de y par rapport à la fonction intermédiaire u , mul-
tipliée par la dérivée de u par rapport à x . E n mul t ip l iant pa r 
dx, on obt ient la différent iel le d e y . 

Si, par exemple , on a 

y = l o g u avec u=x'ny 

on en dédui t 

dy = j o g e m ^ = log e.rnxm~l 

dx u xm 

et pa r suite 

, , dx 
ay=m loge.—. 

X 

«4. — Au lieu d ' u n e fonct ion i n t e r m é d i a i r e , il pour ra i t y 
en avoir p lus ieurs . On peu t avoir, p a r exemple , y = f (u), 
avec u = ç (v) et (x). 

m l o y g 

Si x varie d e AX, v variera de AV ; par sui te , u v a r i ^ a 

de au, et y de a y . Or , on a iden t iquemen t 

a y _ Ay a u AV 

J x _ A U ' Av' AX1 

et à la l imite 

dy _ dy du ch 
dx — du dv' dx' 

c 'es t -à-dire que, pour obtenir la dérivée d e y par r appor t h x, 
il faut p rendre la dérivée de y par r appor t à u , la mul t ip l i e r 
pa r la dérivée de u par r appo r t à v, et par la dérivée de v pa r 

rappor t à _ . n 

En mult ipl iant ensui te par dx, on obt iendra la différent iel le 

de y . 
Si l 'on a , pa r exemple 

y = log M, u = vm, v = sinx, 

on en dédu i ra 

ru/ lo-Tg m \o«e .[¿\nx)m-l.cosx 

d'où 

_ mhge.cosxdx = m , g _ cQtx ^ 
a » — s i n x 

a 5 — Il peu t arriver encore que y et x soient t ous d e u i 

f o n d i o n s d ' une t ro i s ième variable a , et qu 'on ait , p a r exem-

ple, y=<? (a) avec x=<!> («)• 
Si a varie de Aa, x variera de ax , et y de Ay. Or on a 

iden t iquement 

/ A y \ ( d l \ 

m s s 
VJ. 



c'est-à-dire que, pour obtenir alors la dérivée de y par rapport 
à x, il faut prendre la dérivée de y par rapport à a, et la 
diviser par la dérivée de x par rapport à a. 

Cette dérivée est exprimée en fonction de a ; on l 'obtien-
drait en fonction àex, en mettant pour a sa valeur en x tirée 
de la relation x=ù(z). 

En multipliant ensuite par dx, on aurait la dir"érentielle 
de y . 

Si, par exemple, on a 

? / = s i n a et x=ka, 

on en tire 

| = cos< et | = d . o ù | ^ 

Mais on a a = - ; on peut donc écrire 
x 

dv cosJc 
£ = T ' e t Par suite dy=cos-.ïf. Il K 

FOXCTIOSS EXPLICITES DE PLDSIEDRS VARIABLES 

t 
a c . — Considérons la fonction 

(1) *=f(u,v), 

dans laquelle u e t , sont des variables indépendantes quelcon-
ques. On peut d'abord ne faire varier que l 'une des variables 
indépendantes, et changer par exemple« en u + du, en regar-
dant t, comme constant. La variation infiniment petite que 
subit a ors la fonction f est ce que l 'on appelle sa différentielle 
partid e prise par rapport à » . Elle est égale à la dérivée par-
celle de f prise par rapport à u, multipliée par du ,14) On 
represente cette dérivée partielle de deux manières : soii par 

la notation f'u(u, v), soit par la notation dans laquelle 

il ne faut pas voir un quotient, mais une simple manière 

d'écrire la dérivée. L'accroissement infiniment petit que prend 

f(u,v) quand on fait croître u de du peut donc s 'écrire 

f'u[u,v).du ou -J^. du. 

De même, si l 'on regardait u comme constant, et que l 'on 
fit varier v de dv, la fonction f [U, V) varierait d 'une quanti té 
infiniment petite qui serait sa différentielle partielle prise par 
rapport à v, et qui aurait pour valeur 

fv{u,v)dv ou ^ - d v , 

l'une quelconque des notations f'v{u,v) ou ^ représentant la 

dérivée paftielle de la fonction par rapport à v. 

t u . — Supposons maintenant que l'on fasse varier à la fois 
u et v, l 'un de du et l 'autre de dv, la fonction 2 variera d 'une 
quantité infiniment petite dz, que l 'on appelle sa différentielle 
totale, et qui a pour valeur 

dz=f(u + du,v + dv)—f(u, v). 

Or, on ne troublera pas cette valeur en retranchant et 
ajoutant à la fois la quantité f[u,v-1r dv) ; on peut donc écrire 

( 2 ) dz=f(u-\-du;v-+-dv)—f(u,v+dv)+f(u,v-\-dv)—f(u,v). 

Mais l 'ensemble des deux premiers termes du second mem-
bre n'est autre chose que la différentielle partielle de la ¡'onc-
tion f (u, v -+- dv) prise par rapport à u, ou la différentielle par-
tielle par rapport à M de la fonction f (u, v), puisque dv est 
aussi voisin de zéro qu'on le voudra et disparaît devant la quan-
tité finie v ; l 'ensemble de ces deux termes peut donc s'écrire 

JÇ 
fu(u,v).du ou du. 

De même, l'ensemble des deux derniers termes n'est autre 



chose que la différentielle part iel le d e f(u, v) prise par rap-
nArK?ii,i ; i]s peuvent donc s 'écr ire 

IL 

d j f = r t f , v) du +• /"'„ (u, v)Jv, 

ou 

(4) dz = ^j- • du -(- -J~. dû ; 
du dv 

ce qui revient à dire que la différentielle totale est la somme 
des différentielles partielles. 

88. — Supposons que l'on ait 

(o) z=f[u,v,w), 

u,v,w désignant trois variables indépendantes quelconques. 
Si l'on fait varier l 'une d'elles seu lemen t , et qu 'on lasse croî-
tre u de du par exemple, la fonct ion variera d 'une quantité 
infiniment petite qui sera sa différentielle partielle par rap-
port à u , et que i on pourra écr ire 

f'u (u, v, w). du ou — . du. 

De même pour les autres var iables . 
Si on les fait varier toutes les t ro is , et que a, v, w croissent 

respectivement de du, dv, dw, la fonction z variera d 'une 
quantité infiniment petite dz, qui sera sa différentielle totale, 
et l'on aura 

dz=f[u -t- du, v-\-dv, w -+- dw) — f (u, v, iv); 

mais cette relation peut s 'écrire 

dz = f(u-Jr du, v-\-dv,w + dw) — f (u, v-+-dv, w 4- dw) 
+ f (ut v -t- dv, w + dw) — f (u, v, w + dw) 
-hf(u, v, w-h dw) — f v, w). 

Or la première ligne du second membre est la différentielle 
partielle de f{u,v + dv, w+dw) prise par rapport à « , ou, 
ce qui revient au .même, la différentielle partielle de 
f(u,v,w), puisque dv et dw sont aussi v o i s i n s , de zéro 
qu'on le voudra , et disparaissent devant les quantités i-
nies « e t « . De même, la seconde ligne est la différentielle 
partielle de f(u, v, « H - d w ) , par r a p p e l a ou, ce qu. ><-
vient au même, la différentielle partielle de f{u, v, w), 
que dw est aussi voisin de zéro qu'on le voudra et disparaît 
devant w. Enfin la troisième ligne est la différentielle par-
tielle de f(u, v, w) par rapport à w. On a donc 

(6) dz=f'u{u,v,w) du + f'v(u,v,iv) do+r.(*,v,»)dw, 

ou 

{ 7 ) dz=-{idu + f v d v + ^ 

ce qui signifie encore que la différentielle totale est égale à la 
somme des différentielles partielles. 

Ce principe pourrait être étendu de la jnême maniere a une 

fonction d 'un nombre quelconque de variables indépen-

dantes. 

F O N C T I O N S C O M P O S É E S 

2 0 . _ Reprenons l 'équation 

z = f[u, v). 

Au lieu de regarder u c t v comme des variables indépen-
dantes, supposons-les toutes deux fonctions d 'une même va-
riable g ; la fonction 2 sera alors ce que l'on appelle une 
fonction composée d e * . Or celle supposition ne changera 
rien à la démonstration du n° 27; on aura donc encore 

dz=f'u{u, v) du -h f'v(u, v) dv. 
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Mais u c l » étant des fonctions d e o n a alors 

du=u' dx, et dv=v' dx, 

u' et v' désignant les dérivées de u et de v par rappor t à x. On 

aura donc 

dz=f'u{u, V) U' dx + f'v{u, v)v'dx, 

et , en divisant par dx, 

(^=f'u(u,v).u' + fv.(u,v).v': 

ce que l 'on peut aussi écrire 

dz df , df , 
dx du ' ' dv 

c'est-à-dire, en vertu du principe sur la différentiation des 
fonctions de fonctions (23), que la dérivée d'une fonction com-
posée f ( u , v) est la somme de ses dérivées partielles par rap-
port à u et à y, obtenues en regardant successivement u et 
v comme des fonctions de x. 

On arriverait à une conclusion analogue pour la fonction 
z = f ( u , v, 10), si u, v et 10 étaient des fonctions d 'une 
même variable x , c'est-à-dire qu 'on aurait 

^ = f\(u, v, w).u' + f'v {u, v, w). v' H- f'w (u, v, w). îv'i 

ce qu ' on peut écrire aussi 

dz df . df , df , 
dx du dv div 

| 2. - DIFFÉRENTIATION DES FONCTIONS IMPLICITES 

3 0 . — Considérons d 'abord l 'équation 

( 1 ) / > , ? / ) 

dans laquelle y est dite fonction implici te de a . Si x varie 

de dx, ij variera d 'une quanti té correspondante dy hee a dx 

par la relation 
f ( x + dx, y -+- dy) = 0, 

et, en re t ranchant ces deux relations membre à membre , on 

obtient 

f (x + dx, y + dy) — f[x,y^ = 0 ; 

ce qui signifie que la différentielle totale de la fonction f est 

constamment nulle. Or, d'après ce qu 'on a vu au n 2 9 , cette 

propriété peut s 'écrire 

(2) f ^ y ) . i + f ' g ( x , y ) . y ' - - = 0 , 

ou 

\ z ) dx J dy 

attendu que x est i f t e fonction de « dont la dérivée est 1 , et 
que y est une fonction de « dont la dérivée est y ' . On lire 

de là 

® y — f Ç K i ) ' 

c'est-à-dire que, pour obtenir la dérivée d'une fonction impli-
cite de x, exprimée par léquation f (x, y) = 0, il faut pren-
dre la dérivée partielle du premier membre par rapport a x, 
la diviser par la dérivée partielle par rapport à y, et changer 
le signe du résultat. 
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Soit, par exemple , l 'équalion 

i f . — 5 axy + x° = 0 , 

on trouvera 

/ ' * ? / ) = — 5 {("J - , f'v (x, y) = 3 (y2 e x ) , 

et par suite 
ay — x* 

V = - . - — • y- — «x 

S I . —REMARQUE . Lorsque la relat ion en t re x e t y se p ré -
sente sous la forme a (y) =à(x), dans laquel le ces variables 
sont séparées , l'application de la règle p r écéden t e donne 

« / (* ) o u 

? ' (y) ' 

d 'où l 'on tire 

o'{y)dy=à'{x)dx; 

c 'es t -à-dire que quand les variables x et y sont séparées, /a 
différentielle du premier membre est égale à la différentielle 
du second; ce qu 'on aurai t pu prévoi r , car pou r que deux 
fonctions de variables d i f férentes soient c o n s t a m m e n t égales, C ' 

il faut que leurs accroissements inf in iment pe t i t s s imultanés 
soient égaux. 

3 3 . — L e s règles qu i p récèdent p e r m e t t e n t de généra l i se r 
facilement le pr incipe sur la d i f férenl ia t ion de la fonct ion x'", 
en l 'é tendant au cas de m f r ac t ionna i r e ou négat i f . 

I . En effet, soit d 'abord 
p 

p et q é tant deux nombres en t i e r s . En é levant les deux m e m -
bres à la puissance q, on obt ient 

PRINCIPES DE DIFFÉRENTIATION. 2 5 

et , p a r conséquent , en vertu de la r emarque ci-dessus (31) , 

d 'où 

ou 

qif~ldy = pxp~idxi 

dy p x"-l
 = p x"-l.y 

dx q' yq~l q' y" ' 

d j = p x'-l.xi = p x
P

q-~, 

dx q' xp q 

ce qui revient à la règle du n° 1 6 . 

Si, pa r exemple on a , 

s 
y = x\ 

on en dédui ra 

Si l 'on a 

on en déduira 

5 1 

y'= - 2 

y = \ , X = X i , 

1 _ L 1 

I I . Soit main tenant 

y = x~m; 

on en t i re 

yxm — 1 = 0 , 

e t , en appl iquant la règle expr imée par l 'équation i;2) du 

n" 5 0 , 

7nyxm~l-hxm.y'=0; 
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d'où 

y x~m 

)/' = — m - =— m. — = — mx~m~l ; J x x ' 

ce qui revient encore à la régie du n° 1 6 . 
Si, par exemple, on a 

- i . 1 - 5 . 
y = x *, on en tire y' = — - x 5 . 

z 

Si Ton a 

1 1 
y=-=x 1 , on en lire y' = — x~* = 5. 

X 

3 3 . — Soit maintenant la relation f(x,y,z) = 0 , dans la-
quelle 2 est une fonction implicite des deux variables x et y. 
Si x et y varient respectivement de dx et de dy, % variera 
d 'une quantité correspondante dz liée à dx et à dy, par la 
relation 

f ( x + dx,y + dy,z-1- dz)=0. 

En retranchant les deux relations membre à membre , on 
aura donc 

f{x + dx,y + dy,z-hdy) — f(x,y,z) = 0; 

ce qui exprime que la différentielle totale de la fonction f est 
constamment nulle. 

Or, d'après ce qu'on a vu au n° 28 , cette propriété est ex-
primée par la relation 

(Il faut bien se rappeler que les notations ^f-, nerepré-
(IX dy dz 

sentent pas des quotients, mais bien les dérivées partielles de 
la fonction f(x,y,z), par rapport à x, à y et à z). La relation 
ci-dessus exprime donc que la somme des différentielles par-

tielles de la fonction f ( x , y , z ) , p a r rapport aux trois variables 

est égaie à zéro. 
On démontrerai t de même que si l 'on avait / (x, y,z, i) — u , 

on en pourrait déduire 

III. - APPLICATION DES PRINCIPES DE DIFFÉRENTIATION 

AUX FONCTIONS LES PLUS USITÉES 

34 _ Fonctions algébriques rationnelles. L e s f o n c t i o n s q u e 

l ' o n r e n c o n t r e l e p l u s s o u v e n t s o n t l e s f o n c t i o n s a l g é b r i q u e s 

e n t i è i e s , t e l l e s q u e 

(1 ) y=Axm-h Bx"1-1 + Cxm~*... + T® + U. 

La différentielle d 'une somme étant la somme des différen-
tielles de ses parties (20), il faut , p o u r obtenir la différentielle 
d e y , différencier successivement chacun des termes du second 
membre . Or, chacun de ces termes est le produit d 'un facteur 
constant par une puissance d e ® ; sa différentielle s 'obtient 
donc (21, 2 ') on multipliant le facteur constant par la diffé-
rentielle du facteur variable. Or, celui-ci étant une puissance 
de x on obtient sa différentielle en multipliant par l 'exposant 
de x , diminuant cet exposant d 'une uni té et introduisant le 
facteur dx (16). En appliquant ces divers principes, on aura 
donc 

dy=[mAaf-+ (m - 1 ) B + (m - 2) . . + T] dx ; 

le terme U disparaît, a t tendu que la différentielle d'une-con-
stante est nulle (19). 

Si l'on a, par exemple, 
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d 'où 

y x~m 

)/' = — m - =— m. — = — mx~m~l ; J x x ' 

ce qui revient encore à la régie du n° 1 6 . 
Si, par exemple, on a 

- i . 1 - 5 . 
y = x *, on en tire y' = — - x 5 . 

z 

Si Ton a 

1 1 
y = - = x 1 , on en tire y'= — x~i = 5. 

X 

3 3 . — Soit maintenant la relation f(x,y,z) = 0 , dans la-
quelle 2 est une fonction implicite des deux variables x et y. 
Si x et y varient respectivement de dx et de dy, z variera 
d 'une quanti té correspondante dz liée à dx et à dy, par la 
relation 

f ( x + dx,y + dy,z-1- dz) = 0. 

En ret ranchant les deux relations membre à m e m b r e , on 
aura donc 

f{x + dx,y + dy,z-hdy) — f(x,y,z) = 0; 

ce qui exprime que la différentielle totale de la fonction f es t 
constamment nulle. 

Or, d 'après ce qu'on a vu au n° 28 , cette propriété est ex-
primée par la relation 

(Il faut bien se rappeler que les notations ne repré -
(IX dy dz 

senlent pas des quotients, mais bien les dérivées partielles de 
la fonction f(x,y,z), par rappor t à a , à y et à s ) . La relalion 
ci-dessus exprime donc que la somme des différentielles par-

tielles de la fonction f ( x , y , z ) , p a r rapport aux trois variables 

est ép'le à zéro. 
On démontrerai t de même que si l 'on avait / (£, y, s , ') — u' 

on en pourrai t déduire 

III . - APPLICATION DES PRINCIPES DE DIFFÉRENTIATION 

AUX FONCTIONS LES PLUS USITÉES 

34 _ Fonctions algébriques rationnelles. L e s f o n c t i o n s q u e 

l ' o n r e n c o n t r e l e p l u s s o u v e n t s o n t l e s f o n c t i o n s a l g é b r i q u e s 

e n t i è i e s , t e l l e s q u e 

(1 ) y = A x m -4- Bx""1 + C x m - 2 . . . + T® + U. 

La différentielle d 'une somme étant la somme des différen-
tielles de ses parties (20), il faut , p o u r obtenir la différentielle 
d e y , différencier successivement chacun des termes du second 
membre . Or, chacun de ces termes est le produit d 'un facteur 
constant par u n e puissance d e ® ; sa différentielle s 'obtient 
donc (21, 2 ' ) on mult ipl iant le facteur constant par la diffé-
rentielle du facteur variable. Or, celui-ci étant une puissance 
de x on obtient sa différentielle en multipliant par l 'exposant 
de diminuant cet exposant d 'une uni té et introduisant le 
facteur dx (16). En appl iquant ces divers principes, on aura 
donc 

dy=[mkx^+ (m - 1 ) B s - + (m - 2) . . + T] dx ; 

le terme U disparaît , a t tendu que la différentielle d'une-con-

stante est nulle (19). 

Si l 'on a, par exemple, 
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on trouvera 

dy= (2 x4 - 6a? - 2 x' + x — 4) dx. 

35. — Après les fonctions algébriques entières, celles qu'on 
rencontre le plus souvent sont les fractions algébriques ; leur 
différentielle s 'obtient en appliquant la règle donnée au n° 22 
(Rem. 1°) pour la différentiation d 'un quot ient . 

Si l'on a, par exemple, 

( 1 ) S ' - 5 S + C 
J x2—4x-h4' 

on obtiendra successivement 

(x-—4x + 4) 

4x-j-4) 

Dans cet exemple il y a u n e vérification facile : les deux 
termes de la fraction (1) proposée admet ten t le facteur® — 2 ; 
si on le supprime, il reste 

En appliquant la règle de différentiation d 'un quotient, on 
obtient 

, , „ _ ( ® - 2 ) d ( x - 5 ) - ( x — 5 ) g f a - 2 ) fa-jj)-

comme 

APPLICATION DES PRINCIPES DE DIFFÉRENTIATION. 2 7 

se - Fondions algébriques irrationnelles. La règle pour 

la différentiation d'un radical du second degré peut être faci-

lement établie. Supposons, par exemple, que l 'on ait 

Posons 

il viendra 

y=isl ax^ + bx + c. 

u=ax- + bx-{-c, 

i 
y = v / M = ! t â 

et, en d i f f e r en t i a l y comme une fonction de fonction (2o), 

1 _i du_ (2 ax + b)d.v_m 
dy = -u « du = ç> v - — 2 y ^ M - l ^ T c ' 

c'est-à-dire que, pour obtenir la différentielle d'un radical du 
second degré, il faut prendre la différentielle de la quantité 
placée sous le radical, et la diviser par le double du radical. 

3 Î . — On suit une marche analogue pour différentiel- un 

radical d' indice quelconque. Soit 
i 

y = \ u = = M* ' 

u étant une fonction de x . On en tirera (52) 

. ! \ du du 
dy=::u*~i du — — 

Il 1 1 U 5 ÎiV M " - 1 * 

d'où il serait facile de déduire une règle. 

Soit, par exemple, 

y = y (IX5 + bx" -4-CX + d9 

on trouvera 
(5 ax- + 2 bx + c) dx 

d>J = '%\J'(aa?+b3? + cx + d f 
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3 8 - On peut r e n c o n t r e r des expressions dans lesquelles 
les radicaux sont mêlés à des fonctions r a t ionne l l e s , entières 
ou f rac t ionna i res . ' e u u e i e * 

Soi t , c o m m e exemple , 

(1 + 2 ® « ) / T T J . 

En appl iquant d ' abo rd la règle pour la diflerentiat ion d ' un 

quo t ien t , après avoir mis en facteur i , on t rouvera 

o u , en effectuant les différent iat ions indiquées au numéra 

J — ( l + S ^ y / l 

Suppr iman t le fac teur rf c o m m u n aux deux te rmes , e t mul-
t ipl iant ensuite ces deux te rmes par v / Î ^ F , il vient 

- 1 ( i —x*) 
~— ——L il/v» 

Effectuant les calculs au n u m é r a t e u r , et réduisan t , on 
trouve enfin ' 

On trouvera de m ê m e 

donne pa r la différenliat ion 

APPLICATION DES PRINCIPES DE DIFFÉRENTIATION". 29 
39. — Fonctions exponentielles et logarithmiques. Soit 

main tenan t à différentier la fonction exponent ie l le 

y = 

La mé thode la plus s imple consiste à p r e n d r e d 'abord les 

logar i thmes des deux m e m b r e s et à écrire D 

' l o g ? j = a ; l o g a . 

Les var iables é tant s épa rées , on peu t (51) égaler les diffé-
rentiel les des deux m e m b r e s , et écr i re (17) en conséquence 

l o ^ = log g.dx, 
y 

d 'où 

d y ^ l o g « ^ « d . Q Ù ¿ i ^ ^ t e . 

d x ~ \ o ë e J l o g e loge 

Ainsi, pour ob ten i r la dérivée de ax, il suffit de mul t ip l ie r 
log a . 

par le facteur constant j ^ . 

Si l ' on avait a = e, il v iendra i t 

Ainsi la fonction ex jou i t de cette p ropr ié té qu 'el le est égale 

à sa dér ivée. 

4 0 . — L'exponentiel le y = a~z peut être ramenée à la pré-

cédente en posant — x=u; d 'où da=—dx. On a alors 

y = a"; 

par sui te 

d y ^ a " du = - ^ a ~ * d x . J l oge loge 
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Si a était égal à e, on aurait 

y=e~z e t = 

ainsi la fonction e~x est égale et (le signe contraire à sa déri-
vée. 

4 1 . — On peut avoir en exposant le produit de x par une 
constante. Soit, par exemple, y=amx. On posera u=mx, 
d'où du=mdx. On aura alors 

loge l o g e 

On trouverait de même que y = a~m donne par la differen-
tiation 

du = — J ^ crm mdx. 
loge 

On rencontre souvent des expressions de la forme 

y=Aemx -+-Be~mx. 

On en lire, en appliquant les règles précédentes, 

dy = 7ii (A.em — V>e~mx) dx. 

4 8 . — On a vu au n° 17 comment on difierentie le loga-
rithme de ¿c ; mais on peut avoir à différentier le logarithme 
d'une fonction de x, par exemple, 

y — log' (x + \/l +x-). 

On posera 

m = « + V'I + d'où du=( X )dxy 
\ v'1 +x-J 

A P P L I C A T I O N D E S P R I N C I P E S D E D 1 F F É R E N T I A T I O N . 5 1 

on aura alors 

U +—^=\dx 
„ , . du \ \'i-hX-J 

s = 1 ° s < l o u " ! ' = « = - x + v / r + x ' ' 

ou 

(y'1 dx _ dx_ 
J " {x - H s j ï + t f ) y/î+d V L + 

4 3 . — On pourrait être embarrassé pour différentier la 
fonction y =xx. Il suffit pour cela de prendre les logarithmes 
népériens des deux membres , ce qui donne 

lo»'y= x\og x. 

Les variables étant séparées, on peut égaler les différentielles 

des deux membres (31), et l 'on trouve 

- y = A o g ' x + x . - )dx = ( 1 + l o g ' ® ) dx ; 
y \ XJ 

d'où 

dy=y( 1 + log' x)dx=af{\ + log' x) dx. 

4 4 . — Fonctions circulaires. On a vu (18) que la différen-

tielle de sin® esteos xdx. 
Soit maintenant y = vos x. Pour différentier cette fonc-

tion, on pourrait suivre une marche analogue à celle du 
n° 1 8 ; mais il est plus simple d'opérer de la manière sui-
vante. Posons 

— « , d 'où — et du= dx. 

Nous aurons 

y = cos fc — n^j = sin u, 
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et par conséquen t 

dy = cos u du=cos — x^j. ( - dx) = - sin a dx. 

Soil y = tangx. On p o u r r a écr i re 

sin x 
y = ; v cos x 

et , en appl iquant la règle p o u r la different ia t ion d 'un quo-
t ient (22) , on t rouvera 

. _ c o s g . d s i n x — sinx.d cosx _ c o s 2 x 4 - sin2 a: 
cos1® d x 

dx 
cos2 x 

Soit de m ê m e y = cota : ; on écrira 

cos x 
v==——, si n a; 

d 'où 

( j _ s i n x . ^ c o s x — cosa; d sin x — s i n 2 x — cos*a; 
J s i«»« 

dx 
&in-x 

45.—La sécante et la cosécante sont r a r e m e n t employées; 
mais la d i f férent ia t ion de ces fonctions n 'o f f r i ra i t aucune dif-
ficulté. Soi t , par exemple , 

1 
y = sccx= . 

cos x 
On posera 

\ 

u = COS a;, d 'où du = — s'mxdx. 

On aura alors 

APPLICATION DES PRINCIPES DE DIFFÉRENTIATION. 5 5 

et par conséquent 

i - 2 í d u 

ou bien 
si nxdx 

0 C O S " X 

Pour y = coséca;, on t rouvera i t 

, c o s x dx 
dll = r-;—. J sin2 x 

46. —Au lieu des fonct ions circulaires directes dont nous 
venons de pa r l e r , on peu t avoir affaire aux fonct ions c i r c u -
laires inverses. 

Soit, par exemple , 

y a r c . s i n x; 

on en déduira d ' abo rd 

x = sin y, d 'où dx = cos y dy, 

ou 

dx = v'1 — sin2 y. dy = \Ji — x2. dy ; 

d 'où 
dx 

dy = -
v 1 —a:* 

Soit , en second l ieu, 

? / = a r c . cos a; ; 

on en dédui ra 

x = cos y , 

d 'où 

dx = — sin ydy = — \ji — cos2 y .dy, 

ou 

dx — — v'1 — x'1. dy , 
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d'où 
dx 

différentielle dont la forme ne diffère de la précédente que 
par le signe. 

Soit encore 

?n en déduit 

d 'où 

y = arc tang x ; 

x = t ang y ; 

ou 

d'où 

Soit enfin 

on en déduit 

d 'où 

dx=( 1 -h x-) dij, 

dx 
cui = -. . J 1 + x* 

y — arc cot x ; 

x ~ cot y . 

dx = — Sir- = — (!•+- cot2 y ) . dy-
s u r y v 

ou 

dx = — (1 h-a;2) dy 

d'où 
dx 

dy 
1 - b ® 2 ' 

différentielle dont la ' o r m e ne diffère de la précédente que 

par le signe. 
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4 Î — On peut rencontrer des fonctions analogues aux 

précédentes (45, 40), mais dans lesquelles® est multiplie 

par un facteur constant. 

Soit, par exemple, 
y = si n m x ; 

d'après la règle de la différentiation des fonctions de fonc-
tions (25), ou , en prenant mx pour variable, on trouvera 

dy = cos mx. dmx = m cos mx dx ; 

c'est-à-dire qu'i l faut opérer comme au n° 4 5 , et multiplier 

le résultat par m. 

Soit de môme 
£C 

y = arc sin - ; J a 

en appliquant les mêmes règles, on trouvera 

d.X \dx ( k a a tiX 

dy = 
/ . » / i ^ v«-

V 1 - ? - V 

On trouvera semblablement que 

y = tang mx 

mdx 
donne 

et que 

donne 

d y " " c u s 2 m ® ' 

x 
?j = arc tang -

x 
a • a __ 0 dx 

( h J = F 2 — û â + ® î ' 
1 + -1 or 
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48. — Enfin les fonctions circulaires peuvent se t rouver 
mêlées avec des fonctions algébriques ou logari thmiques. Nous 
en donnerons deux exemples . 

Soit d 'abord 

y = c — log' cot \ x. 

Posons 

^ x = v , et c o t v ^ = M ; 

il viendra 

y = c — log'«; 

par conséquent 

. du 
(ty = ; J u 

mais 

et 

, du 
du = -

dv = -f- dx ; 

il viendra donc, en substi tuant 

— {dx 

h _ _sin* ?x _ _ dx dx 
J ml i» O o cot. ~x 2 sin | x cos ± x sin x' 

Soit, en second lieu, 

y = Pi a r c . cos — ^ — yj-)]\x — x\ 

Posons 

A = R arc cos — , u = 1 - ~ , Iî — yjïHx — x'; 

il viendra 

y = A — B , d'où dy = d\ — </B • 

APPLICATION DES PRINCIPES DE DIFFERENTIATION. 51 

A = R a r c c o s w , d 'où 

du dx 
dA.= — R - R = = — 

v ' i -

ou 

et 

dB 

Hdx 

(2 P. — 2 x) dx _ ( R — x ) d x 

~ 2 v / 2 R a ; — s / 2 R x — ^ 

par conséquent 

R — (R — x) x d x _ _ , 
= T i r a - v ^ r a " " V a * - * 

On peut, à l 'a ide des règles ci-dessus établies, différentier de 

même toutes les fonctions d 'une variable. 

4 9 — Les fonctions composées peuvent toujours être dif-
f é r e n c e s di rectement comme des fonctions d e l à variable in-
dépendante et il y a r a remen t avantage à appliquer la règle 
du n° 29, qui n o u s a servi sur tout à établir la méthode de 
différentiation des fonct ions implicites. Cependant, pour com-
pléter ce que nous avons à dire sur ce sujet , nous traiterons 
un exemple de fonction composée. 

Soit 

(1) z = = u s / \ - v ì + - = f[u<,v)ì 

relation dans laquelle on suppose u = ez e t » = s i n s . 

On aura d 'abord 

df m , » 1 df — uv ». _ l = v et (7" - s / r = ? xir 
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Par conséquent . 

Ce résultat peut être facilement vérifié. Si l 'on y met pour 
il et v leurs valeurs, en remarquant que, 

du = ezdx et dv=cosxdx, 

on trouve 

, ( s i n a A _ / E s i l i a ; 1 \ 

* = ( « « » - ^ ~ ( j W + 

ce qu'on peut écrire 

(5) dz=(excosx —e^sinx — e1 sinx — e - r cosa ; ) dx. 

Or si dans la relation (1) on met pour u et v leurs valeurs, 
on a 

z = excosx - 4 - e ~ * s i n ; r , 

et si l 'on différentie d i r ec t emen t , en appliquant les règles 
pour la différentiation d 'une somme et d 'un produit , on re-
tombe sur le résultat expr imé par la relation (5). 

IV. — DIFFÉRENTIELLES SUCCESSIVES DES FONCTIONS 

§ I. - FONCTIONS EXPLICITES D'UNE VARIAELE 

50. — La dérivée d 'une fonction de x étant elle-même une 
fonction de 

x, on peut en prendre la dér ivée; on obtient ainsi 
ce que l 'on appelle la dérivée seconde de la fonction. La dér i -
vée première étant représentée par f' (x) ou par y', on repré-
sente de même la dérivée seconde par /'" (x) ou par y". 

Cette seconde dérivée é tan t encore une fonction de x , on 
peut en prendre la dérivée ; et l 'on obtient ce que l'on appelle 

la dérivée troisième, que l'on représente par f" {x) ou 

par y1". 
En prenant la dérivée delà dérivée troisième, on obtiendrait 

la dérivée quatrième, que l'on représenterait par f" (x) ou 
par y'\ et ainsi de suite. 

s i . — Mais on emploie encore, pour représenter ces déri-
vées successives, une autre notation qu'il faut connaître. 

On a vu (14) que la dérivée première peut être représentée 

par et porte alors plus particulièrement le nom de coef-

ficient différentiel. Par analogie, on peut représenter la déri-
dij ' 

vée seconde y", c'est-à-dire la dérivée de y', p a r - ^ - ; e t , en 

du 
mettant pour y' son expression ^ , on a 

dx. 

Or, dans le cours d 'un même calcul, l 'accroissement infini-
ment 'pet i t dx at tribué à la variable indépendante est toujours 
considéré comme constant, ce qui revientà supposer que cette 
variable croît en progression arithmétique dont la raison 
est dx. L'expression ci-dessus peut donc s'écrire 

,„ _ dAi 
dx• y — fiva- • 

Au lieu d'écrire deux fois le signe d de la différentiation, 

on convient de ne l 'écrire qu 'une fois ; mais on l'affecte de 1 in-

dice % et l 'on écrit 
„ d'y 

ii" = — - . y dx2 

Sous cette forme, la dérivée seconde prend plus particulière-
ment le nom de coefficient différentiel du second ordre. 
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Par conséquent . 

Ce résultat peut être facilement vérifié. Si l 'on y met pour 
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par et porte alors plus particulièrement le nom de coef-
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du 
mettant pour y' son expression ^ , on a 

dx. 
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considéré comme constant, ce qui revientà supposer que cette 
variable croît en progression arithmétique dont la raison 
est dx. L'expression ci-dessus peut donc s'écrire 
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De même on peut représenter la dérivée troisième y'", 
la dérivée de y", par 

dy" . d'y 
- , — OU d.-ri 
dx dtf 

dx ' 
et , puisque dxest regardé comme constant, on peut écrire 

_ d£y 
J dxz ' 

On n'écri t le signe d qu ' une fois en l 'affectant de l'indice 
et l 'on a 

y'" = " dx3 ' 

c'est le coefficient différentiel du troisième ordre. 

En général, on représente d't ine manière analogue la déri 
vée d 'un ordre quelconque n • et l 'on écr i t . 

J dx" ' 

c'est le coefficient différentiel de l'ordre n . 

s a . — Soit, par exemple, y = x m , on en tirera 

dy , d'- v 

tx = mx > dd = m ( m ~ V f ; 

= M ( M — 1 ) ( Î H — 2 ) 

et en général 

d"y 

d x ^ = m ( m — 1 ) [m — 2 ) . . . (m — n + 1 ) x
m ~ \ 

On peut remarquer que, peu r n=m, on obtient 
dmy 
^ = » ( » - ! ) . . . 3 . 2 . 1 , 

quanti té constante ; en sorte que la dérivée de l 'o rdre m 4 - 1 
est nul le , et qu'il en est de même de toutes les suivantes. 

On en conclut q u ' u n e fonction algébrique entière du degré m 
n'a pas plus de m dérivées successives ; la dérivée de l 'ordre m 
est constante, et toutes les suivantes sont nulles. 

Mais, pour toutes les autres fonct ions , le nombre des déri-
vées successives est indéfini. Si, par exemple, on ay = ex, on 
en déduira 

dx ~ ' dx* " ' dx3 

et ainsi de suite ; toutes les dérivées sont égales entre elles et à 

la fonction ex. 
Si l'on a y=s'mx, on en déduit 

= Cos®; ^ = 
dx dx* 

P { = - cosx- ^ = + s i n ® , . . . ; 
dx3 d'x 

les dérivées se reproduisent périodiquement dans l 'ordre 

- l -cos®, —sin®, — cos®, H-s in®. 

On verrait de même que les dérivées de er* ont toutes pour 
valeur absolue er*, mais qu'elles sont al ternativement affec-
tées du signe — et du signe + , et que les dérivées successi-
ves de cos x se reproduisent pér iodiquement dans l 'o rdre 

— sin®, — c o s ® , -+- s in®, -+-cosx. 

5 3 . — La notation des différentielles successives se déduit 

de celle des dérivées. 

Les différentielles successives de y sont : 

dy, d. dy ou d'y, cl. d'y ou d'y, 

et ainsi de sui te . Si maintenant on se rappelle que la différentielle d u n e fonc-
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lion d e x est égale à sa dérivée mult ipl iée par dx, et q u e le 

facteur dx doit être considéré comme constant, on aura 

dij = f'(x)dx = (^dx, 

dtH = f"(x)dxdx = ^ d x \ 

iï'y=r(x)dx\dx = ^ d x \ 

et ainsi de suite, relations qu' i l ne f au t pas confondre avec des 
identités, attendu que 

dy dry dry 
dx ' dx* ' dx3 ' '"•' 

sont des notations spéciales et non des quot ien ts . 
On a, en général , 

dn v = —J- dxn 
1 dx> ax ' 

et l 'on voit que la différentielle de l ' o rd re » e s t un infiniment 

petit du même ordre , pu i sque le facteur g , qui représente 

une dérivée, est généralement fini, 

§ 2. - DIFFÉRENTIELLES SUCCESSIVES DES FONCTIONS EXPLICITES 

DE PLUSIEURS VARIABLES 

54. — Soit f(u,v) une fonction de deux variables indé-
pendantes. On a vu que sa dérivée partielle (26) par rappor t 

à u est représentée par Cette dérivée é tant , en général , 

elle-même une fonction de u et de on peut en prendre la 
denvee partielle par rapport à u ; e t , conformément à la no-
tation adoptée pour les fonction d u n e variable (51) , on la re-

présentera par g Cette dérivée seconde étant u n e fonction 

de u et de » , e n g o r r a en p rendre la dérivée partiel le par 

rappor t à H , et Von aura la dérivée troisième ^ ; et ainsi de 

S " On verrai t de la même manière que les dérivées partielles 

- des divers ordres prises par rappor t à » sont representees par 

df dV <Ff 
d v ' d v ^ d f " 

Mais, après avoir pris la dérivée partielle par rapport a u , 

£ , comme cette dérivée e s t i m e fonction de u et d e » , on peut 

en prendre la dérivée par rapport à » ; on la représente , pa r 

d*f 
analogie, par 

On pourrai t , au contraire, après avoir pr is la denvee de 

f [ u , v ) par rapport à v, f , p rendre la dérivée partiel le de 

celle-ci par rappor t à u ; on la représente par ^ 

Plus généralement, on peut , après avoir pris p dérivées par-
tielles successives de f(u, v) par rappor t a u , prendre ensmte- g 
dérivées partielles successives de la dermere par rappor t a v. 

Le résultat final de ce calcul est une dérivée de 1 ordre p + q, 

que l 'on représente par 

d*f 
du" dvq ' 

en remplaçant, pour abréger , p -4- q par » . 
Si, par exemple, on a pris deux dénvees partielles suc-

c e s s i f s par rapport à u , puis trois dérivées partielles succes-
sives par rappor t à » , le résultat final s e r a represente par 

iPf 
du5dvr 
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On lait voir a isément , par exemple, qu'on a 

A ri» ri«' 
En effet, on a vu au n° 12, que si l 'on ay = f ( x ) , on en t i re 

d i j = f ( x + d x ) _ _ f { x ) 

u ou • ' 

d x éT~—• 
Si (J 

c o n s t a n t , o n a u r a C e s t - a " d l r e » c o m m e 

d u m — 

S j l ' o n v e u t o b t e n i r l a d é r i v é e d e c e t t e e x n r ^ î 
P ° r t 3 ¡1 f a u d r a , d ' a p r è s l a r è l ' " P 8 r raP" 

l , o n ( 1 ) e l l e - m ê m e , c h a n g e r d a n ^ h r e , a " 

l a v a r i a b l e , e n . i f ^ l Z ^ Z Z ^ * ^ 
m ' t l V e e c e s e c o n d m e m b r e , e t d i v i s e r l 7 r ^ P n " 
c e q u i d o n n e r a , a d , f f e r e n c e p a r tft-, 

/2 f (5) 

du dv ^—^^-^ii^zz^izili^^ ® ) 
du du - . 

S u p p o s o n s m a i n t e n a n t q u e I o n f a s s e l e c a l c u l I 
inverse. E n - faisant varier d 'abord ¿ t o i t l " ^ 

d v ~du— • 

Pour obtenir la dérivée de celte e v n r ^ • 
'1 faut , conformément à la è T e ^ T ™ T > 

p l e e x P r , m e e par la relation (1), 

D I F F É R E N T I E L L E S S U C C E S S I V E S D E S F O N C T I O N S . -45 

changer , dans le second membre , la variable u en u -f- du, 
re t rancher du résu l ta t la valeur primitive de ce second mem-
bre , et diviser la différence par du, ce qui donne (4) 

d-z f(u+du,v-\-do)—f {u-{-du,v)—f (u,v-hdv)+f(u,v) 
dv du dv du 

Or, si l 'on compare les seconds membres des relations (5) 
et (4), on reconnaî t qu'ils ne diffèrent que par l 'o rdre des 
termes du n u m é r a t e u r , ou par l 'ordre des facteurs du déno-
mina teur ; ils sont donc égaux, et l 'on a 

d'z _ d2z 
du dv ~ dv du' 

Ce théorème étant applicable aussi bien à une dérivée qu'à 
la fonction f (u, v) elle-même, il en résulte qu 'on pourra tou-
jours intervert ir l ' o rd re de deux différentiations consécutives 
quelconques, et amene r par conséquent les différentiations à 
se succéder dans un ordre quelconque; ce qu'il s 'agissait 
d 'é tabl i r . 

5 6 . Cela posé, on a t rouvé au n° 27 que la relation 

z = f(u,v) 

donne 

df , df , 
(5) dz= ¿ du+(¡'vdv, 

dz désignant la différentielle totale de f(u, v). 
Si l'on di f férence les deux membres en faisant tout var ier , 

l 'application des règles relatives à la différentiation d 'une 
somme et d 'un produi t donnera 

(6) ^ Q d u + l i ' u + ^ d v ^ . 

Mais si l 'on applique aux fonctions -f- et la règle exprimée 
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par la relation (5), on obtient 

, d \ d f , f 7 , 
<l.[-r )=-jk du-h -r-v . di 

\duj du2 dudv \uuy au- auav'ù'J 

et 

(I ldC\ = ÊLda + llldv 
\ d v ) dvdu du2 

Subst i tuant ces valeurs dans la relat ion (6), et r emarquan t 
drf d?f 

que 1 - ! - r = 1 — i r on trouve 
1 au av dv du 

< 7 > 

59 . — Pour obtenir d?z, il faudrai t différentiel- la rela-
tion (7) en faisant tout var ie r ; la differentiat ion in t rodu i ra i t : 

£).<«•(?). d<,ni°» 
obtiendrait la valeur en appliquant à ces fonctions la règle ex-

primée par l 'équation (5) , et 2° les quant i tés d (-¡ )et d(^f 
Kdu) • \dv/ 

déjà obtenues plus hau t ; en faisant les subst i tu t ions , et tenant 
compte du théorème du n° 55 , on arr iverai t à la valeur de d5z. 
On suivrait une marche analogue pour obtenir d*z et les 
différentielles suivantes. Mais le calcul va toujours en se com-
pliquant , et , au delà de d*z, les résul ta ts ne sont pas utiles 
dans les applications ordinaires . 

R E M A R Q U E S . — I . Dans le cas part iculier où u et v sont r em-
placés par x et par y, et où l'on a 

on pose souvent 

DIFFÉRENTIELLES SUCCESSIVES DES FONCTIONS. 

Les équations (5) et (7) deviennent alors 

(8) | d . ~ = rdx~ -+- 2s dx dy -+-1 dy2 -+- pd~ x H- qd~ y • 

Ces notations sont adoptées par beaucoup d 'auteurs 
IL Si les variables x et y, au lieu d 'être indépendante , 

étaient fonctions d ' une même variable indépendante a, la va-
riable s serait aussi fonction de «, et 1 on aurait 

En substi tuant ces v a l e u r s dans la relation (8) et divisant 

par dx2, on trouve 

, 3. - DIFFÉRENTIELLES SUCCESSIVES DES FONCTIONS COMPOSÉES 

5 8 — S i , dans la fonction f M ) , les variables « e t r , au 
lieu d 'être indépendantes, sont fonctions d 'une m e m e y * 
riable x , la relation (7) du n° 56 n 'en a pas moins heu . Mais 

on a alors 

du=u'dx, d? u = iï'dx*, dv = v'dx, d*v = V'dx>, 

u, U" v' v" d é s i g n a n t l e s d e u x p r e m i è r e s d é r i v é e s d e u e t 
d e / p a ; r a p p o r t à S u b s t i t u a n t c e s v a l e u r s e t d i v . s a n t 

p a r dx\ o n o b t i e n t 
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* = / > . y), 
nous en déduirons, en vertu de l 'équation ( 1 0 ) du „ - 5 8 . 

Mais puisque la fonction f f a y ) e s t C 0 B s l a m m m t 

en e s t i m e de ses dérivées successives (19 Rem ) on a 

d 0 n C S ' - ° - E " i ™ p s , * devenant ) a variable mdé-

pendante, o n a , ' = 1 e t * » = „ ; l'éqnation ci-dessns devient 

( l l > 0 . 

relation^ r e r a a r q U e r ^ C e " e P < ! U t s e d é J u i r e <>e la 

' dx + ydy~0' 
établie au n° 50. Il suffit pour c e ] a d e ^ g ^ 

.mer membre en fa.sant tout varier, et en regardant comme 

un o n c t a de et d'égaler à zéro la dérivée a , n s 4 t e n 
S 1 on opère de meme sur larelation (11), c'est-à-dire s. I o n 

differentie le prem.er membre en faisant tout varier c e " 

équation qu'on pourrait obtenir aussi, mais moins simplement, 
en suivant la marche indiquée au n° 57, changeant u et v e n x 
et en y et remarquant que puisque x devient variable indé-
pendante, on a 

x'=i, x"=0, x"'=0. 

On voit que la première dérivée est donnée par la relation 
(12) ; cette dérivée étant connue, on substituera sa valeur 
dans la relation (11), qui d o n n e r a / ; les dérivées y' cl y" étant 
connues, on substituera leurs valeurs dans la relation (15), 
qui donnera y'". 

Les dérivées suivantes ne se rencontrent pas dans les appli-
cations ; mais elles s 'obtiendraient par des calculs analogues. 
Pour obtenir y'v , par exemple, il faudrait égaler à zéro la déri-
vée du premier membre de l 'équation (11) prise en faisant 
tout varier et en regardant y', y" et y'" comme des fonctions 
de x. 

V . — D É V E L O P P E M E N T D E S F O N C T I O N S E N S É R I E S 

§ I. — FONCTIONS D UNE SEULE VARIABLE 

6 0 . — É t a n t donnée une fonction de x, que nous représente-
rons par /' (x), on donne à la variable x un accroissement h, 
et l'on se propose de développer f (x-+- h) en une série ordon-
née suivant les puissances croissantes de h ; en d'autres ter-
mes, on se propose de trouver une série de ce genre qui puisse 
remplacer la fonction f ( x - h h ) . Il faut pour cela que la série 
obtenue soit convergente (voy. l'Appendice), et qu'en prenant 
un nombre suffisant de termes, on puisse, quelque soit®, ap-
procher autant qu'on le voudra de la valeur de f ( x - h h ) . 

6 1 . — Si la fonction proposée est algébrique et entière par 
rapport à x, le développement demandé est facile à obtenir. 
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* = / > , y), 
nous en dédui rons , en ver tu de l 'équat ion (10) du „ - 5 8 . 

Mais pu isque la fonct ion f f a y ) e s t C 0 B s l a m m m t 

en e s . d e m ê m e de ses dérivées successives (19 Rem ) on a 

d 0 n C S ' - ° - E " t emps , * devenant l a v a r i a l ) l e m J A . 

pendante , o „ a , ' = 1 e t * » = „ ; l 'équation ci-dessns devient 

( l l > 0 . 

r e l a t i o n ' r e r a a r q U e r ^ C e " e r e k l i ° n ^ S e d é J u i r e * 

' dx + ydy~0' 
établ ie au n° 5 0 . Il suffit p „ „ r c e ] a d e ^ g ^ 

.mer m e m b r e en fa,saut tout varier , et en regardan t c o m m e 

un o n c o n de et d 'égaler à zéro la dérivée a . u / o b t e n 

S 1 on opère de me ,ne sur larelat iou ( I 1 ) , c 'es t -à-di re s, I o n 
differenlie le p r e m . e r m e m b r e en faisant tou t varier c e " 

équation qu 'on pourra i t obtenir aussi, mais moins s imp lemen t , 
en suivant la m a r c h e indiquée au n° 5 7 , changeant u et v e n x 
et en y et r e m a r q u a n t q u e pu isque x devient variable indé-
pendante , on a 

x'=i, x"=0, x"'=0. 

On voit que la p remiè re dérivée est donnée pa r la relat ion 
(12) ; cette dér ivée é tant connue , on subst i tuera sa valeur 
dans la re la t ion (11) , qui d o n n e r a / ; les dérivées y' et y" étant 
connues , on subs t i tuera leurs valeurs dans la relat ion (15) , 
qui donnera y'". 

Les dérivées su ivantes ne se r encon t r en t pas dans les appl i -
cations ; mais elles s ' ob t i endra ien t par des calculs ana logues . 
Pour ob ten i r y ' v , p a r exemple , il f aud ra i t égaler à zéro la dér i -
vée du premier m e m b r e de l ' équat ion (11) prise en faisant 
tout var ier et en r ega rdan t y', y" et y'" comme des fonctions 
de x. 

V. — DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS EN SÉRIES 

§ I. — FONCTIONS D UNE SEULE VARIABLE 

6 0 . — É t a n t donnée u n e fonction de x, que nous représente-
rons par /' (x), on donne à la variable x u n accroissement h , 
et l 'on se propose de développer f ( x - + - h) en une série o rdon-
née suivant les puissances croissantes de h ; en d ' au t res ter-
mes , on se propose de t rouver u n e série de ce genre qui puisse 
remplacer la fonction f ( x - h h ) . Il faut pour cela que la sé r ie 
obtenue soit convergente (voy. l'Appendice), et qu ' en p r e n a n t 
u n nombre suff isant de t e rmes , on puisse , q u e l q u e soit a;, ap-
procher au tan t q u ' o n le voudra de la valeur de f(x-t-h). 

6 1 . — Si la fonction proposée est a lgébr ique et en t iè re par 
rappor t à x, le développement demandé est facile à obteni r . 
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que , d a n s le développement d ' u n e puis -

lime x 4 - h, c h a q u e t e r m e se fo rme du 

f i an t pa r l ' exposant de x dans ce t e rme , 

u n i t é l ' exposan t de x, en a u g m e n t a n t 

it de h, e t . cn divisant enfin par le n o m b r e 

_ i ' p r écèden t celui que l 'on veut f o r m e r . Ceci 

r e l e n t à di.rS tyte, dans le déve loppement , le coefficient de 

chaque.puissance de h est égal à la dér ivée pa r r a p p o r t à x du 

coefficient p récédent , divisée par le n o m b r e des t e r m e s qui 

précèdent celui que l 'on cons idè re . Ainsi le t e r m e général , du 

développement de ( ® 4 - h ) m , savoir : 

m (m — 1 ) (m - 2 ) . . . (m — « 4 - 1 ) h„ 
• 1 . 2 . 5 . . . » 

donnerai t d 'après cette règle 

m (m — 1 ) (m — 2 ) . . . ( m — » 4 - 1 ) ( m — ») h , + l . 

1 . 2 . 3 . . . « ( » 4 - 1 ) 

ce qui est b ien le terme, su ivant du déve loppement . 
La m ê m e règle subs is te ra i t év idemmen t si la puissance de 

x 4 - h que l 'on développe étai t mul t ip l iée par un fac teur con-
s t a n t ; car ce facteur af fectera i t tous les t e rmes du développe-
m e n t sans a l térer la loi su ivant laquel le se forment les coeffi-
cients successifs des puissances de h. 

— C e l a posé , soit 

f(x) =kxm 4 - l k m - 1 + Cxm~\.. 4 - Ts 4 - U , 

changeons x cnx + h, il v iendra 

f ( x + h) = A (x 4 - h)m 4 - B (x 4 - h)""14- C (x 4 - h) 

+ T ( ® 4 - / i ) 4 - U 

m—a 

, en développant et o r d o n n a n t par r appo r t à h , 

DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS EN SÉRIES. 

+ : : 



Or, les termes qui forment la première colonne verticale 
reproduisent la fonction proposée f ( x ) . D'après la remarque 
aite plus hau t , chacun des termes qui forment le coefficient 

de h est la dérivée par rapport à x du terme qui lui correspond 
dans la colonne précédente, divisée par 1 ; l 'ensemble de ces 
termes est donc la dérivée de f ( x ) par rapport à x , divisée 

fijÀ 
par 1 , et peu t conséquemment s'écrire Chacun des ter-

mes qui forment le coefficient de/i4 est la dérivée par rapport 

à « du terme qui lui correspond dans la colonne précédente, 

divisée par 2 ; l 'ensemble de ces termes est donc la dérivée de 

divisée par 2 , et peut s'écrire y ^ . On verrait de même 

que l 'ensemble des termes qui forment le coefficient de ¥ est 

la dérivée par rapport à £ de , divisée par 3 ; et peut 

f'" (®) 
s'écrire , ' Et ainsi de suite ; on a donc 

1.2.0 

Ce développement n'a qu 'un nombre limité de te rmes , 
parce que la dérivée d 'o rdre m est constante et que toutes les 
suivantes sont nulles. Le nombre des termes du développement 
est donc w + 1 'r on l 'écrit ordinairement 

f{X + h) = f ( x ) + f (X) \ + f " ( x ) ~ + f ' " ( x ) Î 3 T 5 + . . . , 

Cette formule est connue sous le nom de formule de 
Taylor. 

Si, par exemple, on a 

f(x)=x>—Zx^ + hx*— 7 ® - b 4 , 

on trouvera successivement 

f ' ( x ) = 4 ® s - 9 ® s + 1 0 ® — 7 , 
f"{x)=12«* — 1 8 « + 1 0 , 
j"'(x) = 24® — 1 8 , 
n ® ) = 2 4 , 

et par suite 

f(x+li) = ®lH- 4®3 

—5® s— 9®2 

-+-5®*4-10® 
—7® — 7 
+ 4 

ou 

/' (x+h)= ® v + 4®s 

—5® s— 9®5 

4-5®M-10® 
- 7 ® — 7 
+ 4 

y+ 1 2 ® 4 

— 1 8 ® 

+10 

0 + 2 4 ® 

- 1 8 

¥ 
2 4 , 

0 5 ^ 1 . 2 . 3 . 4 

J t + 6 ® * 
— 9 ® 
+ 5 

4® 
— 5 

6 3 . — Il était naturel de rechercher si les fonctions autres 
que les fonctions algébriques entières peuvent être dévelop-
pées d 'une manière analogue. On démontre de plusieurs ma-
nières que la série de Taylor subsiste toutes les fois que la 
fonction f(x) et toutes ses dérivées conservent une valeur 
finie entre les limites répondant à ® et à ® -f- h, h étant d'ail-
leurs une quantité très-petite. Nous adopterons la démonstra-
tion suivante, qui e s t , à quelques détails p r è s , celle de 
Lagrange. 

Il faut d'abord établir le lemme su ivant : 
Toute fonction o (h) qui s'annule avec la variable h, est de 

même signe que sa dérivée pour des valeurs de h suffisam-
ment petites. En effet, lorsque h croît à part ir de zéro, la va-
leur absolue de c ( h ) est nécessairement croissante, et 



? (ft-f- A ft) est d e m ô m e s i g n e que ? (ft) pour h s u f f i s a m m e n t 
pe t i t . Or on a (15) 

(1) o'(h) = iim.?(ft+A/0-9 
A ft 

Si ? (ft H - A f t ) et 0 (ft) son t tous deux positifs, la différence 
0 (ft + Aft) — ? (ft) est positive ; e t , comme A/Î est posit if , le 
second membre de la re la t ion ( I ) est posi t i f ; il en est de 
m ê m e à la l imite, c 'es t -à-dire pou r A ft inf iniment pe t i t ; donc 
ç' (ft) est positif, c 'es t-à-dire de m ê m e signe q u e ? (ft). 

Si o (ft + Aft) et o (ft.) sont tous deux négat i fs , la différence 
? (ft + Aft) — ? (ft) est négat ive; donc ? ' (ft) est négatif , c 'est-
à-dire encore de m ê m e signe que ? (ft). 

64.—Cela posé, considérons une fonction f ( x ) , finie et 
continue, dont toutes les dérivées res tent finies depuis la va-
leur x de la variable j u s q u ' à la valeur x 4 - ft peu d i f férente . 
On pourra toujours écrire 

j f ( x + h ) = f ( X ) + r ( x ) \ + r ( x ) ~ 

(2) r
 1 1 - 2 

[ R, 

la lettre R„ désignant u n e quant i té définie par la rela-
tion (2) elle-même, et à laquel le on donne le nom de reste. I! 
s 'agit de faire voir que , dans les condi t ions indiquées ci-dessus, 
ce reste peut être rendu aussi petit qu 'on le voudra en pre-
nant un nombre de termes suff i samment g rand . 

Ce reste est une fonct ion de a; et de ft qu 'on peu t toujours 
met t re sous la fo rme 

( 5> M ) -

Pour des valeurs déterminées de x et de ft, Rn a lu i -même une 
valeur déterminée , et d 'a i l leurs finie comme le mont re s a v a -

leur t i rée de (2). Nous la supposerons d 'abord positive pour 
fixer les idées. 

Soient A et B deux nombres comprenant entre eux F (x, li). 
Si dans la relation (2) on met à la place de F (x, ft) un nom-
bre plus peti t A, l 'égalité (2) se changera en inégali té; et , en 
passant tous les termes dans le premier m e m b r e , on aura 

f ( x + h ) - [ f ( x ) + f ' ( x ) \ + f"(x)-^ 

Le premier m e m b r e de celte inégalité est une fonction de h 
qui s 'annule avec ft; en vertu du lemme démont ré plus hau t , 
il est donc de m ê m e signe que sa dérivée par rappor t à ft; et 
l 'on a 

f ' ( x + h ) - [ f ' ( x ) + f » ( x ) l + r ( x ) ^ 

If-1 -1 

• 1 . 2 . o . . . ( n - l ) J > 0 ' 

Le premier m e m b r e de celle inégali té est encore une fonc-
tion de ft qui s ' annule avec ft ; il est donc de m ê m e signe que 
sa dérivée pa r r appor t à ft ; et l 'on a 

f'(x + h ) - [ f " (*)+ f"(*) ï + ... 

+ A 1 . 2 . 5 ! . . ( » - 2 ) ] > Q -

En cont inuan t ainsi, on ar r ive , après n di lférentiations, à 
l ' inégalité 

(7) fn(x-+-h) — A > 0. 

Supposons main tenan t que dans la relation (2) on r em-
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place F (x, h) par le nombre plus grand B, on aura l ' iné-

î + r r * 

h3 ^ h" 

f ( x + h ) - [ f ( x ) - i - r ( x ) h
{ + r ( x ) - ^ 

En raisonnant et opérant sur cette inégalité comme sur 
l 'inégalité (4), on verra qu'après n différentiations par rap-
port à h, on arrive à l 'inégalité 

(9) fn(x + h)-B< 0 . 

Il résulte des relations (7) et (9) que f" (x + h) est com-
pris entre A et B, résultat qui subsistera encore si l 'on prend 
pour A et B la plus petite et la plus grande valeur que puisse 
prendre fn (x + h) quand h varie de 0 à ft. 

Mais si les relations (7) et (9) sont satisfaites, on voit aisé-
ment qu 'en vertu du lemme invoqué toutes les inégalités 
précédentes sont également satisfaites, et qu 'on a en parti-
culier les inégalités (4) et (8), ce qui suppose que A et B 
comprennent entre eux F (x, ft). La fonction F (x, ft) est donc 
comprise entre la plus petite et la plus grande valeur de 
f*(x + h); elle est par conséquent égale à l 'une de ses va-
leurs intermédiaires-, et l 'on peut poser 

(10) F (x,h) = f*(x + th), 
6 désignant un multiplicateur inconnu, mais compris 
entre 0 et 1. 

Nous avons supposé R„ positif: s'il était négatif , les raison-
nements demeureraient les mêmes, il n 'y aurai t de changé 
que le sens des inégalités ci-dessus écrites ; on parviendrai t 
donc encore à la relation (10). Il en résulte qu 'on peut 
écrire 

B M H M H I 
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Cette formule peut encore s 'écrire : 

(11 bis) 

i t e 3 - 1 . 2 . 5 

6 5 . — REMARQUE. Cette formule donne la valeur de 
l 'accroissement ay d 'une fonction correspondant à l 'accrois-
sement AX de la variable. Il suffit d 'y remplacer H par AX, et 
de remarquer que f (x -\-h) — f (x) devient alors 

f(x + Ax) — f{x) ou A y. 

On a donc 

df d*f AX"- dzf AX5 

Si AX devient inf in iment pet i t , il en est de m ê m e de A Y , 

et l 'on peut écrire 

df , d'f dx2 , d5f (h? 

Ce n'est donc qu 'en négligeant les infiniment petits du second 

ordre qu'on peut écrire 

dy = fxdx, ou dy = fxdx. 

Cette dernière relation n ' e s t donc une identité qu'en appa-

rence. 

6 6 . — REMARQUES. I . Si, comme on l'a supposé, f{x) et 
toutes ses dérivées conservent une valeur finie de la valeur® 
à la valeur x + h, le reste R„ tend vers zéro à mesure qu'on 
prend un plus grand nombre de termes . Cela est évident 
pour ft<l, puisque il" peut devenir plus petit q u e toute 
quantité donnée en prenant n suffisamment grand. Mais cela 
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est vrai encore pour ft que l conque . Car soient p et p-\-l deux 

nombres ent iers comprenan t ft, la f rac t ion 

- . hn 

1 . 2 . 5 . . . n 

pourra s 'écrire 

h" h h h h 

Or 

1 . 2 . 3 . . . p ' p - h l 'p + l'p-ho' " n' 

h h h h 
. . . X -

p-hi'p-h2'p + 5'" îi 

est moindre que 

/ h V - ° 

et comme p +1 est plus g r a n d que ft, la puissance n — p de 

la fraction -yq—j peut ê t r e r e n d u e aussi pe t i t e q u ' o n voudra 

en p renan t n suf f i samment g rand . Le reste R„ r en fe rme donc 
un fac teur qui t end vers zéro ; donc il t end lu i -même vers 
zéro, puisque par hypo thèse , les au t re s facteurs sont finis 

II. Le lemme d é m o n t r é au n° 6 5 est tou jours vrai 
pour ft t r è s -pe t i t ; mais il peut subsis ter pour u n e va leur finie 
quelconque de ft, si, de 0 à ft, la dérivée a' (ft) 'conserve son 
s igne, et que o (ft) con t inue à croî tre en valeur absolue; car ce 
sont les seules condit ions nécessaires pour que la d é m o n s t r a -
tion du lemme demeure appl icable . 

g ï . — En r épé t an t les r a i sonnemen t s du n° 6 4 , on dé-
m o n t r e qu 'on a 

(12) 
f ( * - h ) = f ( x ) - r ( x ) \ + r { x ) £ z 
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formule qui ne diffère de la fo rmule (11) q u ' e n ce que ft a été 
changé p a r t o u t en — h. 

Les formules (11) et (12) cons t i tuent la série de Taylor. 
Elles sont appl icables à toutes les fonctions don t les dér ivées 

successives, ainsi que la fonction e l le-même, conservent une 

valeur finie entre les l imites x — ft et x + h-

6 8 . — Le reste R„ de la série de Taylor est susceptible de 

plusieurs au t res fo rmes ; nous ferons connaî t re la suivante 

dont on a quelquefois beso in . 

L 'accroissement h donné à a; étant a rb i t ra i re , on peu t le 

choisir de m a n i è r e que x + h soit égal à u n e cons tan te c, et 

qu 'on ait x-hh = c, d 'où dx -\-dh=0. Le res te R„, qui est 

généra lement fonction de a; et de ft, devient dans ce cas fonc-

tion de x et de c — x, c 'est-à-dire qu 'on peu t le r ep r é sen t e r 

par o [x). On a donc 

(1 ) f(x + h) = f(c) - f ( x ) + V (*) f" M O 

Différentions en faisant varier x et ft ; les t e rmes se rédui -

ron t deux à deux en ver tu de la relat ion dx-hdh—0, et il 

res tera 

d 'où 

(2) 9 ' ( x ) = - f n W i ^ . . . ( n - \ Y 

Mais on a , pa r la fo rmule de Tay lor , bornée au p remie r 

t e rme , 

ç ( a ; + fc)=ç(s)+o'(* + eft)fc 
d 'où 
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Or,il résulte de la relation (1) que o (x) s 'annule pour 7t = 0 , 
ou x=c ; on a donc? (c ) = 0, et il reste 

(5) o(x) = — lu'(x-hQh). 

Dans la relation (2), changeons x en x + Wi; comme h 
égale c — x, h se changera en c — x — Oh ou en h — G/i, ou 
enfin en h(i —6) , et il viendra 

et, en substi tuant cette valeur dans la relation (3), 

(4) 

• Telle est la seconde forme qu'on peut donner au reste R, 
dans le développement de f ( x + h). 

S'il s'agissait du développement de f ( x — h), on trouverait 
de même 

<5) + 

69. — Dans la série (11) on peut remplacera: par h et h 
par x et écrire 

/ (h+x)=A»)+r (h) f . + r m ^ . + r ( h ) ^ + . . . 

Si alors on fait h = 0 , on obtient 

_ \ m = m + r ( 0 ) t + M W ^ + e t c . 

I + ' * < t e > ï m 

Cette formule est connue sous le nom de série de Maclaurin. 

Elle sert à développer une fonction de x suivant les puissances 
croissantes de cette variable. Elle suppose que les fonctions 

f ( 0 ) , f ( 0 ) , f"{0), . . - , f n M soient des quantités finies. 
Nous en verrons bientôt les applications. 

On peut donner au reste la forme (68) 

fn (0®) 
xn (1 -

1 . 2 . 5 . . . ( n — 1 ) ' 

§ 2. - DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS DE DEUX VARIABLES 

9 0 . — La série de Taylor peu t être étendue aux fonctions 

de deux variables. 
Étant donnée u n e fonction de deux variables f(x,y), on y 

change x en x + h, et y en y + k, et l 'on demande de déve-
lopper f(x + M + k) en série ordonnée suivant les puissances 

croissantes de h et de k. 
En considérant d 'abord f ( x + Ky + k) comme une fonction 

de®, c'est-à-dire en regardant y comme constant, on pourra 
appliquer la série de Taylor ( 6 4 , 1 1 bis), et écrire 

( 1 ) 

_. df(x,y+-k) h 
f(x-hh,y+ k)=f(x,y-hk) + Tx T 

# f ( x , y + k) 
' 1 . 2 

cFf{x, y -+- k) h\ 

dx- dx* • 1 . 2 . 5 

Si maintenant on considère comme des fond ions de y seul 

les expressions 

„ df(x,y-hk) | f { x , y + k) tff(x,y+h) 

f ( * , y + * h — È — ' ' dr 

on aura , en appliquant de nouveau la série de Tay lo r , 

n f , , d f ( x , y ) k d2f(x,y) dy 

d?f{x,y) J£_ 
dif 1 . 2 . 5 
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d f ( x , y + k ) = d f { x , y ) { &f(x,y) k , ( ï f [ x , y ) k^ 
dx dx dxdy ' 1 ' dxdif ' 1 . 2 

tff(x,y + k)=d*f(x,y) | d*f(x,y) k | d*f(x, y) 

dx"" dx1 dx-dy '1 dx2dif ' 1 . 2 

&f(x,y + k)_iPf(x.y) , dlf(x,y)k ; 

dx3 dx3 ' dx3(/y 1 ' "*' 

Substituant dans la relation (1) , et ordonnant , on obtient 

t , , .. ,, d f k drf fca drf h 
d y l d f - 1 . 2 (/y5 1 . 2 . 5 ' 
d f / i fefo dY ^ _ 
dxl^dydx 1 1 .2 

dy /t2
 t drf /,-/i-

+ dx*\ M+dydx*\.<2 
dY fc» , 
do;3 1 . 2 . 5 

ou, en réduisant, dans chaque colonne, au môme dénomi-
nateur , 

(2) 
+ f t , y + />:)=/•(*, y) + / i + | f e ) 

1 .2 (i/o;5'1 " dx dy '' ' (/y2 ^ ) 
1 ( d r f , . „ drf , _ d 3 / M , i f f , \ 

+ + 0 ¡ d p - * ) + \r2.o\dx 

Le terme général de ce développement est 

1 
1 . 2 . 5 . . . » 

multiplié par 

I V * +Udx«dij L + 1 . 2 'dxn~2drf l v + - + d f l J ' 
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On peut l 'écrire symboliquement : 

1 . 2 . 5 . . . » I da; dy ) 

en entendant par cette notation qu 'en développant la quanti té 
entre parenthèses d'après la formule d u b i n ô m e , les exposants 
qui devraient affecter df seront remplacés par 1 md.ee » , de 
telle sorte qu 'on aura d"f dans chaque terme. 

_ On peut aussi é tendre aux fonctions de deuxvariables 
la série de Maclaurin. Dans la relation (2), on changera d'abord 
s en h et h enx, puisy en k et k en y ; enfin l 'on fera h=0 et 

k= 0 ; on obtient ainsi : 

( 5 ) 

les expressions 

représentant ce que deviennent respectivement les quantités 

, df df d?f _dY_ i£ 
A*'»)' dx' d? dx» dxdif dy» 

quand on y fait à la fois x = 0 et y = 0 . 

t 2 _ Il est entendu que la série de Taylor ne peut être 
étendue ainsi aux fonctions de deux variables qu'à la condit ion 
que la fonction proposée et toutes ses dérivées partielles res-
ten t finies dans les limites entre lesquelles on fait varier 

X l i a sénc de Maclaurin, étant un corol la iredecel le de Taylor, 

est soumise aux mêmes restrict ions. 



V I . - A P P L I C A T I O N S A N A L Y T I Q U E S 

§ I. - EXEMPLES DE DÉVELOPPEMENTS DE FONCT.ONS EN SÉRIES 

»3 - Développement de e'et de e - Les dérivées succes-
s i v e s d e * sont toutes égales à ^ (52) ; et , pour a; = 0 elle 

L 7 1 U , S e l \ ° U t e S à / U n i , é - E n a P P l i ( ï u a n t I a formu'le de Maclaunn (69) , on a donc 

f
T__. ® X*- X3

 r
n 

Ou a vu (65) que 

x" 

1.2.3...» 

tend vers zéro à m e s u r e q u e n augmente ; d 'ai l leurs, ^ reste 
.m ; donc, le res te tend vers zéro, et la série peut touiours 

e t re employée. »"JUUIÎ, 

M . - Si l 'on a à développer 0 „ r e m a r q u e r a que les 

ZZTTT^ V e t t C f ° n C t i 0 n S ° n t a l t ^ t i v e m e n t 

~ e et + * o2) ; et , p o u r s = 0 , elles se réduisent aller-
na t iyement a - 1 et à + 1 . D ' a i l l e u r s , la fouct ion proposée se 
rédui t e l le-même à + 1 ; on a donc dans ce cas 

1 ^ 1 . 2 1 . 2 . 3 + , " ± Î I O H l ' 

et I o n verra i t comme ci-dessus q u e le reste tend vers zéro. 

9 5 . - Développement de sin x et de cos x. Les dérivées suc -
cessives de sin * se reproduisent pé r iod iquement dans l 'or -

+ C0S£, - Sina;, - c o s a ; , + s i n * , 
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et, pour x=0, elles p r e n n e n t pér iodiquement les valeurs 

+ 1 , 0 , — 1 , 0 , etc. 

D'ailleurs, la fonction proposée e l le-même se rédu i t à zéro. 

En app l iquan t la fo rmule de Maclaurin, on trouve donc 

x 
s m x = r -

1 

Or 

a f 
1 . 2 . 5 ' 1 . 2 . 5 . 4 . 5 

+ xn 

1 . 2 . 5 . . . n 
fn (0a ; ) . 

— tend vers zé ro , et fn (9®) a pour valeur abso-
'1.2.0 ...n 

lue cos G®, n é tant supposé impa i r ; le reste tend donc vers 
zéro . 

Ï G . — Si l 'on a à développer cos x, on r e m a r q u e que ses 
dérivées successives se r ep rodu i sen t pé r iod iquement dans l 'or -
d re (52) 

— sin®, — cos®, + sin a;, + cos x,...., 

ce qui donne pé r iod iquement p o u r a ; = 0 

0 , - 1 , 0 , + 1 , . . . . 

D'ail leurs, la fonction proposée se rédu i t e l le -même à - f - 1 . 

On a donc dans ce cas 

cos® = 1 
xz 

1 . 2 
J - Ô - ^ cos 0 ® , 
1 . 2 . 5 . . J I 1 . 2 . 5 . 4 

si l 'on suppose n pa i r . Le reste t end donc encore vers zéro. 
— Développement de log' (1 + x) et de log' (1 —x) 

Soit d 'abord 

f ( x ) = l o g ' ( l + ® ) , 

on t rouvera successivement 

f' = 

f " ( x ) = - 1 . ( 1 + ® ) - ' , 

f" (x) = + 1 . 2 (1 + 5 ) - 3 , 
f"(x)=—1.2.3(1 + ® ) - 4 , 

f*(x)=± 1.2.5...(7i—1) (1 + x)-"; 



et, pour £ = 0 , 

f ( 0 ) = l o g M = 0 , 

V (0)=+J, 
. r ( o ) = — î , 

/ » ( 0 ) = + 1 . 2 , 
r v ( o ) = — 1 . 2 . 5 , 

La formule de Maclaurin donnera donc 

1 1 1 2 1 2 5 1 

i o g f l + s ) = 0 4 - ^ - ^ 4 - m r -

+ 1 . 2 . 5 . . . ( n - l ) s » 
~ 1 . 2 . 3 . . . ( n — 1 ) » ' + ' 

ou 
/*» <y»- /Y1"* «Y»'* 

(1) l o g ' ( 1 + 4 = 1 + . . . ± 1 ( 1 + 0 ^ ) - " . 

Or, le reste peut s'écrire 

. 1 
il \ 1 4 - 0£ 

et l'on voit qu'il tendra vers zéro si ^ ^ est égal à l 'unité 

ou plus petit que l 'unité, ce qui exige que x soit égal ou infé-
rieur à l 'unité . 

ï 8 . — Soit maintenant 

f(x)=log'(l-tf); 

on trouvera 

f {x) = - ( \ - x ) ~ \ 
f»(x)=+L(i-x)-\ 
f">(x)=-1.2(1 — a ^ - % 
f"(x) = -\- 1 . 2 . 3 ( 1 - « ) - * ; 

On aura donc dans ce cas, en émplovant la seconde forme 
du reste (68), 

Le reste peut s 'écrire 

La quanti té entre crochets étant plus petite que l 'unité, puis-
que a; est supposé moindre que 1, et xn pouvant devenir aussi 
petit que l 'on voudra, on voit que le reste tend vers zéro à 
mesure que n augmente . 

ï » . — On déduit des deux formules précédentes (1) et (2) 
la formule qui sert à calculer les logarithmes. Si l'on suppose 
x < i , on peut les appliquer toutes deux, sans tenir compte 
des rest.es ; et, en retranchant ces formules membre à membre , 
on obtient 
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et ainsi de suite. Et pour £ = 0 , 

f (0)=0, 
f ( 0 ) = - l , -
f"( 0 ) = - l , 
/ " " ( 0 ) = - - I . 2 , 

f"( 0) = - 1 . 2 . 3 , 

x z 
. , 1 

l i - * J - 2 L r h 3 " 
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d'où 

\ — X~ 11 

et l'on a 

fn+\\ r i 1 1 
( 5 ) l o § \ ~ J = 2 L l ( 2 n + l ) ^ 3 ( 2 » + l ) 5 + 5 ( 2 n + l ) 5 + " J 

Or, le p r e m i e r m e m b r e rev ien t à log' ( n - j - 1 ) — l o g ' n ; 

c 'est donc la différence tabulaire e n t r e les logar i thmes des 

nombres consécutifs il et » 4 - 1 . 

Cela posé , on fera d ' abord » = 1 d a n s la fo rmule (3) , qui 
donnera ainsi l o g ' 2 . On fera ensui te J I = 2 dans la m ê m e 
formule , qui donnera la différence e n t r e log' 5 et log ' 2 , et pa r 
s u i t e l o g ' 5 . Enfa i san t s u c c e s s i v e m e n t « = 3 , n = = 4 , n = 5 , 
on obt iendra de même les logar i thmes des nombres 4 , 5 , G , . . . ; 
et l 'on pour ra construire ainsi u n e table des logar i thmes né-
périens. Mais il est clair qu 'on n ' emplo ie la fo rmule (3) que 
pour les logari thmes des n o m b r e s p remie r s ; les logar i thmes 
des autres nombres s 'obt iennent en faisant la s o m m e des loga-
r i t hmes de leurs fac teurs . 

La fo rmule (3) est t r ès -convergen te . Les hu i t p r e m i e r s 
t e rmes donnen t log' 2 , à mo ins d ' un cent -mi l l ième. Quand ou 
a atteint le nombre 1 0 0 0 , le p remie r t e rme de la série devient 
suff isant . 

Ayant construi t une table des logar i thmes n é p é r i e n s , il 

suffit de les mult ipl ier tous pa r u n e même quan t i t é pour ob-

ten i r les logari thmes des mômes n o m b r e s dans u n système 

quelconque. Si, par exemple , il s ' ag i t des logar i thmes vul-

gaires dont la base est 1 0 , on a , en dés ignant par v le loga-

r i t h m e vulgaire d ' un nombre et p a r u son logar i thme népé-

r ien , 

10" =e", 
d 'où 

V log' 10 = M 

et 

v = 
log ' . 10 

u. 

Le n o m b r e constant pa r lequel il faut mul t ip l ie r les loga-
r i t hmes népé r i ens pour obtenir des logar i thmes vulgaires est 
donc dans ce cas 

1 

ou 

ou enfin 

log' 10 

1 

2 , 3 0 2 5 8 5 1 

0 , 4 3 4 2 9 4 5 . 
Ce mul t ip l ica teur fixe por te le n o m de module du système dont 

la base est 1 0 . 

8®. — Développement de (a + b)mpour m quelconque. Les 
n o m b r e s a et b étant généra lement inégaux, soit a > b. On 
posera b=ax, d ' où (a-\-b)m=am(i-{-xm) ; et la quest ion 
est r amenée à développer (1 -\-x)m, x étant mo ind re q u e 
l 'un i té . 

Soit donc \(x ) - H < 
h\ 

f ( x ) = ( l - h x ) m , 
d 'où f' ( x ) = m (1 - h x ) m ~ ' , 

f" (x)=m {m — \) (\ +x)m~\ 
f (x) —m (m — 1) (m+2) (1 + « ) " 

On t rouvera successivement 

f (0) = 1, 
d 'où 

r i°)=m' 
f" (0) = m (m — 1) , 
f " (0) — m ( m — 1 ) ( m — 2 ) . 
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enfin 

fn (x) = m (m — 1 ) . . . (m -n+1 ) (1 + x)"'"'. 

Par conséquen t , la formule de Maclaurin donnera 

m m (m — 1) , 
(-1 + ® ) » = 1 + j x H — — x ~ 

. ffl(m-i ) ( w i — 2 ) ^ 
+ — r u * + -

C'est la fo rmule connue du b inôme , é tendue au cas de m 
que lconque , et complétée p a r le r e s t e 

Il faut m o n t r e r q u e ce reste tend vers zéro à mesure que n 

augmen te . La r e m a r q u e du n° 65 n ' es t p lus appl icable à ce 

cas, a t t endu que dans f" (x) le coefficient 

m {m — \)...(m — n + 1) 

croît indéf in iment en valeur absolue. Mais on peu t p rendre 

le tour de démons t ra t ion suivant . Regardons d ' abo rd m 

comme posit i f . 

Supposons que nous p ren ions u n t e rme de p lus dans le dé-
Aeloppement, et soit le nouveau res te , on aura 

R - m(m-\)...(m-n^])(m-n) « 
- 1 . 2 . . . h . ( H + - 1 ) * 1 1 + 9 , r ) 

En comparan t ces deux restes consécutifs, on r econna î t 

a isément que l 'on a 

m — ti 
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Si l 'on suppose q u ' o n ait poussé le développement assez 
loin pour que n soit plus g r a n d que m , on a u r a , en valeur 
absolue , 

w _R x 

d 'où , en r e m a r q u a n t que n — m est mo ind re que il +1, 

x 

et à fort iori 

R n + 1 < R „ i C . 

Si R,1 + s , R„ + 3 , . . . , R n + P r e p r é s e n t e n t de môme les restes 

successifs qu 'on ob t iendra i t en p r e n a n t 2 , o,... p t e rmes de 

plus, on t rouvera i t de môme 

"n-t-î 

f'n+ô IW, X , 
< 

d 'où , en mul t ip l i an t toutes ces inégal i tés m e m b r e à m e m b r e , 

et s implif iant , 

R„+ p <C R„. xv. 

Or, x é tan t m o i n d r e que 1 par hypothèse^ on peut tou jours 
p r e n d r e p assez g r a n d p o u r que xv soit moindre que tou te 
quant i té donnée . D'ai l leurs R„ est une quan t i t é dé te rminée et 
fixe; donc enfin R n + P peu t ê t re r e n d u lu i -même plus pet i t 
que toute quant i té ass ignable . 

Si m est négatif m a i s moindre que 1, la f rac t ion r , n i n+1 
qu 'on peut a lors éc r i r e , en met tan t le s igne de m en évidence, 
'IX 1 1YI ' t 

j - , est encore u n e quant i té plus pet i te que l ' un i t é ; ainsi 
Il - j - 1 
le r a i sonnemen t qui précède subsiste . 
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Si m est négatif et plus grand que 1, on peut toujours 
prendre 11 assez grand pour que le multiplicateur de R„, c'est-

i j ; r e
 w + m - , soit plus pet i t qu 'une fraction déterrai-

a Q I n + 1 ' 1 + 0 « ' 1 1 

née k, comprise entre x et l ' un i té . Car ce mult ipl icateur est 

moindre que et si l 'on satisfait à l ' inégali té 
1 » 4 - 1 

on satisfera à fortiori à l ' inégali té 

» 4-m x . , 
(2) T T ^ T ' î + e ï 

Or la relation (1) donne 

nx 4 - mx < /en 4- k. 

Si mx est moindre que fc, c e t t e inégalité est satisfaite, quel que 
soit n, puisque x est moindre que k. Si mx est supérieur à fe, 
on tire de cette relation 

^ mx — k 
n>l~=F' 

inégalité à laquelle il est tou jours possible de satisfaire. 

Dès lors on aura 

et l'on en déduira comme plus hau t 

et , comme k est moindre que 1 , on pourra toujours prendre]) 
assez grand pour que R„_p soit aussi petit que l 'on voudra, 
donc le reste tend vers zéro, puisque k? peut devenir aussi 
petit que l 'on voudra. 

Soit, en second l ieu, à développer ( a—b) m ; on posera 

comme plus haut b=ax- et la ques t ion sera ramenee a dé-
velopper ( 1 — x ) m . En opérant comme ci-dessus, on trouvera 

m m [ m - 1 ) m ( m ^ l ) ( f f l # ) 
{ . [ - x ) m = i — O ® T X 5 

4 - . . . i ^ -

C'est encore la formule du b inôme, complétée par le reste R„. 
Si l 'on adopte la seconde forme du r e s t e (68), on a 

_ m j m — & ( 1 _ e ® ) " 1 - " (1 - 6 ) " . ' 
1/2.. . (u—1) 

L'après la loi de formation de ce res te , on trouve aisément 

_ m—11 ( 1 — 1 

R B + I = R « - . « I 

ou, en valeur absolue, dès que n est p l u s grand que m, 

„ n — m ! 1 — 

Si m est positif, la q u a n t i t é ^ es t une f ract ion; il en 

est de même d'ailleurs de la q u a n t i t é entre crochets ; on a 

donc 

et l 'on en déduira comme plus h a u t , 

R n + p < R n . * p , 

d'où il résulte que le reste tend ve r s zéro, puisque, * étant 
une fraction, a ? p e a t être r endu auss i peUt qu 'on voudra . 

Si m est négatif, le mult ipl icateur d e Rn devient 

n + m ( \ — 

M 1— OxJ' 
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on a donc 

n«+i<»8 •- .x. n 

Or, si k csl une fraction comprise entre x et l 'uni té et 
qu on pose 

n H - m 
——— - x < k , on eu tire n > ^ L 

k—x ' 

relation à laquelle on peut toujours satisfaire. On peut don-
ecrire 1 

d'où, comme ci-dessus, 

K+P<S„,k>. 

Donc le reste tend vers zéro, puisque k" peut devenir aus<i 
petit que I on voudra. 

§ 2. - VÉRITABLE VALEUR DES EXPRESSIONS QU. PRENNENT L UNE 

DES FORMES ¡¡, 0 X co 

~ (v) 
8 1 • ~ S o i t p ) u n e e x ' , r e s s i o n fractionnaire, dont les deux 

termes s 'annulent pour une valeur particulière a de la va 
r .able x ; on aura 

? (a) =0, ô(a) = 0; 

et l'expression se présentera sous la forme ¡ . Pour en trou 
ver la vraie valeur, on commence par remplacer d ' a b o r d * 
par a+h, h étant une quanti té que l'on fera ensuite tendre 
vers zéro; le résulat définitif sera le même que si l 'on eût fait 
immédiatement x=a; mais la forme indéterminée aura dis 
paru . On aura, en effet, -

? (a - f - h) 

4* (« + h) ' 

OU 

Supprimant ? (a) et d. (a), qui sont nuls par hypothèse, et divi-
sant les deux te rmes de l 'expression par h, on obtient 

Faisant t end re maintenant h Vers zé ro , il ne reste que 

le premier t e r m e de chaque développement , et il vient en 

définitive 

6' ( a ) ' 

c'est-à-dire que lorsqu'une expression fractionnaire prend la 
forme f pour une valeur particulière a de la variable, il suffit, 
pour obtenir la vraie valeur de cette expression, de remplacer 
chacun des deux termes par sa dérivée, et de faire ensuite 
x = a . 

Ce qui précède suppose uniquement qu 'on puisse appliquer 
à chacun des deux t e rmes la formule deTaylor (64), c'est-à-
dire que les fonctions ? [x) et [x) soient continues depuis la 
valeur x= a jusqu 'à une valeur très-voisine x = a + h. 

Si les dérivées <?' (x) etd>' {x) s 'annulaient toutes deux pour 
X = A , il f a u d r a i t appl iquer la règle précédente à l 'expres-
sion c'est-à-dire remplacer chacun des deux termes 

<!/ [x) ' 

par sa dérivée, et faire ensuite x=a, ce qui donnerait 

f" (f l) On continuerait généralement ainsi à remplacer les 
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on a donc 

n«+i<»8 •- .x. 
n 

Or, si k est «ne fraction comprise entre x et l 'uni té et 
qu on pose 

n - i - m 
——— .x<k, on eu tire n > - m x . 

k—x ' 

relation à laquelle on peut toujours satisfaire. On peut don-
ecrire 1 

i W t < n n.k, 

d'où, comme ci-dessus, 

K+P<S„,k'. 

Donc le reste tend vers zéro, puisque k" peut devenir aus<i 
petit que I on voudra. 

§ 2. - VÉ3,TABLE VALEUR DES EXPRESSIONS QU. PRENNENT L UNE 

DES FORMES g , OXco 

" (v) 

8 1 • ~ S o i t p ) u n e e x ' , r e s s i o n fractionnaire, dont les deux 

termes s 'annulent pour une valeur particulière a de la va 
riable x ; on aura 

9 (a) = 0, 6(«) = 0; 

et l'expression se présentera sous la forme ¡ . Pour en trou 
ver la vraie valeur, on commence par remplacer d ' a b o r d * 
par a+h, h étant une quanti té que l'on fera ensuite tendre 
vers zéro; le résulat définitif sera le même que si l 'on eût fait 
immédiatement x=a; mais la forme indéterminée aura dis 
paru . On aura, en effel, -

? (a-h h) 

4* (« + h) ' 

ou 

Suppr imant ? (a) et d> (a), qui sont nuls par hypothèse, et divi-
sant les deux te rmes de l 'expression par h, on obtient 

^ I + ^ Ï I + ^ I R S 4 " " 

Faisant t end re maintenant h Vers zé ro , il ne reste que 

le premier t e r m e de chaque développement, et il vient en 

définitive 

6' ( a ) ' 

c 'est-à-dire que lorsqu'une expression fractionnaire prend la 
forme £ pour une valeur particulière a de la variable, il suffit, 
pour obtenir la vraie valeur de cette expression, de remplacer 
chacun des deux termes par sa dérivée, et de faire ensuite 
x = a . 

Ce qui précède suppose uniquement qu 'on puisse appliquer 
à chacun des deux t e rmes la formule deTaylor (64), c'est-à-
dire que les fonctions ? {x) et <!/ {x) soient continues depuis la 
valeur x= a jusqu 'à une valeur très-voisine x = a-\-h. 

Si les dérivées <?' (x) etd>' {x) s 'annulaient toutes deux pour 
X=A, il f a u d r a i t appl iquer la règle précédente à l 'expres-
sion c'est-à-dire remplacer chacun des deux termes 

<!/ [x) ' 

par sa dérivée, et faire ensuite x=a, ce qui donnerai t 

?" (f l) On continuerait généralement ainsi à remplacer les 



deux termes de l 'expression obtenue par leurs dérivées, jus-
qu'à ce qu 'on obtienne deux te rmes qui ne s 'annulent pas à 
la fois. 

Exemple. L'expression x ~ h ' " X p r end la forme £ quand 
1 — cos X 0 n 

o n V fait x = 0 . Remplaçons les deux termes par leurs déri-

» 1 — COS X 
vees, nous aurons — — — . Les deux termes de cette se-

SU 1 X 
conde expression s 'annulent encore pour x = 0; remplaçons-

les par leurs dérivées, nous obtiendrons ^ ^ , expression 
cosx 1 

qui, pour x = 0, se réduit à - , c 'est-à-dire à zéro. Telle est 

donc la vraie valeur de l 'expression proposée. 

8 « . — On ramène à la règ le précédente les expressions qui 

prennent la forme Soit, en effet, une e v n r ^ i n n l M 

qui, pour x=a, p renne la forme f . On pourra l 'écrire 

[ ï œ L X . , ; désignons par W (x) et <ï> (x) ses deux termes . Puis-

que l 'on a <b (a) = *> et ? (a) = oo , il en résulte 

• á¡T° e t
 f T ) = 0 ' 

ou 

W(a) = 0, $(fl) = 0. 

La question revient donc à chercher la vraie valeur d 'une 
expression 

<S>(x) ' 

APPLICATIONS ANALYTIQUES. 7 7 

dont les deux termes s 'annulent pour x=a. Celte valeur sera 

donc 

W ' ( f l ) 
<3>' ( a ) ' 

Exemple. Soit l 'expression 

t a n g y 

qui pour a ; = 4 prend la forme 1 ; on pourra la met t re sous 

la forme 

. r.x 
c o " 2 , 
1 — x 

qui pour x = 1 prend la fo rme 

Remplaçant les deux termes de celle-ci par leurs dér ivées , 

on obtient 
1 

. s r.X 
sin 2 

2* ï ' 

quantité qui pour x = i p r e n d la valeur telle est la vraie 

valeur de l 'expression proposée. 

8 3 - On ramène encore à la même règle les expressions 

nui prennent la forme O x oo. Soit en e f f e t une expression 

o(x) M X ) , telle que < ? ( a ) = 0 et • ( « ) = • • On pourra 

l 'écrire 



I 3. _ MAXIMA ET MINIMA DES FONCTIONS D'UNE VARIABLE 

84. - Une fonction f (x) est croissante ou décroissante à 
partir d'une valeur déterminée de x selon que sa dérivée esi 
positive ou négative. On a, en effet, par la formule de Tavlor 
bornée au premier terme (64), ' 

f ( x + h)=f(x) + hf'(x + Oh)-

par conséquent, f[x -f h) sera plus grand que f ( x ) , si f tX\ 
conserve une valeur positive de x à x + h; et dans ce cas, la 
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en représentant par W (x) l'inverse de o(x). Or , puisque 

• c ' e s t - à - d i r e W(a) = 0. La vraie valeur 

de l 'expression - ^ r r est donc 

W ( x ) r ( a ) 

Exemple. Soit l 'expression « . l o g qui, pour 

x= GO, prend la forme oo x O . On l'écrira d'abord 

l o g ( [ + - ) 
Y 4 0 I I i o g ( I + M ) 

en faisant i = « . Pour x== oo, il vient u=0; il faut donc 

chercher ce que devient p o u r U = Q L e § ^ 

termes devenant nuls en même temps, on les remplacera par 

Jog g 

leurs dérivées, et l'on a u r a i ± l i , expression qui, p o u r u = 0 

ou x= oo, se réduit à logé ; telle est donc la vraie valeur de 
l'expression proposée. 

f o n c t i o n f(x) s e r a croissante. A u c o n t r a i r e , f(x-hh) s e r a 
m o i n d r e q u e f(x) s i f (x) e s t n é g a t i f d e x à x - h h ; e t d a n s c e 
c a s , l a f o n c t i o n f[x) s e r a décroissante. 

8 5 _ _ H peut arriver qu 'une fonction /'(x) soit croissante 

( ] e x _ _ a _ h à x • = fl, puis décroissante de x = a à x = + h, 
h étant une quanti té très-petite. On dit alors que f[a) est un 

maximum. , 
11 peut arriver, au contraire, que la fonction soit decrois-

sante de x=a — h à x = « , puis croissante de x=a à 
x=a-+-h. On dit alors que f(a) est un minimum. 

Dans le premier cas, f (x) passe du positif au négatif quand 
x atteint la valeur a ; dans le second cas, f' (x) passe, au con-
traire, du négatif au positif. - La fonction f' (x) ne peut 
ainsi changer de signe sans passer par 0 ou par oo. La condi-
tion nécessaire pour que x=a corresponde à un maximum ou 
à un minimum de f{x) est donc que, pour x = a, la dérivée 
f (x) devienne nulle ou inlinie. Nous examinerons successive-
ment ces.deux cas. 

8 6 . —Supposons d'abord que la fonction f(x) cl toutes ses 
dérivées restent finies d e x = a — hh x=a + h. Remplaçons 

• x par ces deux valeurs, développons f(a — h)el f(a-hh) pal-
la formule de Taylor ; en faisant passer f(a) dans le premier 
membre , nous obtiendrons 

<l) 

(2) 

h h2 

f(a — h) - f(a)=—f (a) j +f" (a) j y , 

f ( a + i t ) - Î ( f l ) = + f ( « ) i + Î " ( f l ) o 

Pour que f(à) soit un maximum ou u n minimum, il fautque 
les deux différenees f[a—h)—f (a) e t f ( « + * ) - / » s o i e n t 



de même signe. Or on démontre en algèbre (voy. Y Appendice) 
que lorsqu'un polynome est ordonné par rapport aux puissan-
ces croissantes d 'une variable h , on peut toujours prendre cette 
variable assez petite pour que le premier terme du polynome 
donne son signe à tout le développement. Pour que les seconds 
membres des relations (1) et (2) soient de même signe, il faut 
donc que les termes — f ' ( a ) . h et + f (a) h . , qui sont de signe 
contraire, disparaissent ; ce qui exige qu'on ait 

(5) f'(a)=0. 

Les valeurs d e * qui rendent f ( x ) maximum ou minimum 
sont donc comprises parmi les racines de l'équation (5). 

Supposons cette condition rempl ie ; les seconds membre 
des deux relations (1) et (2) auront le même premier terme 

f" (a) y - ^ ; ils seront donc de même signe ; et ce signe sera 

celui de f"(a), puisque h- est positif. Si f" (a) est positif, il 
en sera de même des premiers membres de (1) et (2) ; on aura 
donc à la fois 

f(a)<f(d-h) et f(d)<f(a + h); 

ainsi f(a) sera un min imum. Si f" (a) est négatif , il en sera de 
même des premiers membres de (1) et (2) ; on aura donc à la 
fois 

f(a)>f(a-h) et f(a)>f(a+h); 

ainsi f(a) sera un maximum. La valeur x=a, qui annule f (x), 
correspondra donc à un min imum ou à un max imum, suivant 
que f" (d) sera positif ou négatif. 

8 * . — Mais il pourrai t arriver que f " (a) fût nul. Les seconds 
membres des relations (1) et (2), ayant alors pour premier 

terme l 'une — f" {x) et l 'autre + f" (x) quisont 

de signe contraire, les premiers membres seraient de signe 
contraire, et il n 'y aurait ni max m u m ni min imum. Pour 

qu'il y ait l 'un ou l ' au t re , il faut donc que ces termes dispa-
raissent, ce qui exige qu 'on ait f'" (o) = 0. Et dans ce cas les 
premiers membres des relations (1) et (2) seront tous deux 
positifs ou tous deux négatifs, c 'est-à-dire qu'on aura un mini-
m u m ou un maximum, suivant que f" (a) sera positif ou né-
gatif. 

On pourrait supposer aussi f,v (a) = 0 et passer aux dérivées 
suivantes ; on verrait ainsi que, pour qu'il y ait minimum ou 
maximum, il faut que la première dérivée qui ne s'annule pas 
pour x = a soit d'ordre pair; et que, dans ce cas, on aura un 
minimum ou un maximum selon que cette dérivée sera positive 
ou négative pour x = a. 

On voit donc quelle est la marche à suivre pour trouver les 
maxima et minima d 'une fonction d 'une variable : égaler sa 
première dérivée à zéro ; t i rer les racines de l 'équation ainsi 
posée ; substituer chacune de ces racines dans les dérivées 
successives de la fonction ; si la première dérivée qui ne s 'an-
nule pas par cette substi tution est d 'ordre impair, il n'v a ni 
maximum ni minimum ; si elle est d 'ordre pair , on a un mi-
nimum ou un maximum selon qu'elle prend le signe + ou le 
signe — . 

S8. — Exemples. I. Soit 

f(x)=x5—4^ + e*3—4*s+*. 

On aura d 'abord 

f (x)= 5®* — 1 6 * 3 + 18* 2 — 8 * + l , 
f"(x)= 2 0 * ' - 4 8 * 2 + 5 6 * - 8 
f"'(x)= 6 0 * 2 — 9 6 * + 5 6 , 
f"{x)=120* — 9 6 , 
f ( * ) = 1 2 0 . 

L'équation f' (*) = 0 a une racine simple * = | et une racine 

triple * = 1. Si l'on substitue * = g dans la seconde dérivée, elle 



8 2 P R E M I E R S É L É M E N T S DU C A L C U L I N F I N I T É S I M A L , 

prend la valeur - 2 , 6 ; il en résulte que * = g correspond à 

un maximum. 

La racine * = 1 annule les dérivées f"{x),f"'{x) et donne 

f» = + 24 ; il en résulte que * = 1 correspond à un mini-

m u m . 

89 __ II . Partager le nombre a en deux parties telles (pie 
le produit de la puissance p de la première par la puissance q 

de là seconde soit un maximum (p et q étant deux nombres 
entiers). . . 

On aura ici f(x)=x"(a-xy, en désignant p a r * la p re -
mière part ie. En égalant à zéro la dérivée de cette fonction, on 

trouve 

px"'1 (a — *)?—qx" (a — x)"'1=0 

ou 

x*~l(a—x)q~l. [î» { a - x ) - q x } = 0 . 

Cette équation admet trois racines : 

« = 0 , x = a et « = l
a -

Les deux premières ne répondent pas à la quest ion; il faut 

donc considérer la troisième. 

On trouve 

f ( * ) = [ p ( f l — — • ^ ^ ^ ^ ^ —ïp+q)xv~l(a—x)'l~1. 

Si l 'on met pour * la valeur a, le premier t e rme dispa-

raît , et le second prend u n e valeur négative; la valeur sub-

stituée correspond donc à un maximum. 

De 

« = 77—:,•«> on déduit a — x=—^—.(i 
P -r- <1 p-hq 

d'où / 

x p 
a —x ~q ' 

c'est-à-dire que les deux parties du nombre a doivent être 
proportionnelles aux exposants p et q. Quant au maximum 
cherché, il a pour valeur 

p". qq 
1 1 ,. aP+i. p+q ' 

» 0 . — III. Inscrire dans une ellipse un rectangle dont la 
surface soit un maximum. — Les médianes du rectangle in-
scrit partageant chacune en deux parties égales deux cordes 
parallèles à l ' aut re , forment u n système de diamètres con-
jugués rectangulaire ; ce sont donc les axes de la courbe. Si 
* et y sont les coordonnées de l 'un des sommets du rectan-
gle, rapportées à ces axes, la surface du rectangle est exprimée 
par 4 * y , ou, en met tant pour y sa valeur, 

b 
4 - * y « 2 — xi. 

a 

La fonction à rendre max imum est d o n c * — x 1 , ou, ce 

qui revient au même , ^ a 8 * 2 — * \ On peut donc poser 

f(x)=a2xi — xi. 

La dérivée égalée à zéro conduit à l 'équation 

2« 2 * — 4 * 3 = 0 , 

ou 

* (a- — 2*a) = 0. 
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Cette équation a trois racines : 

, a 
x = 0, e t " x = àz —=. 

\ I 

La première ne répond pas à i a quest ion. Si l ' o n subs t i tue 

l 'un des deux autres dans la seconde dérivée 

2a2 — 1 2 ^ , 

on obtient — 4a2 , quanti té négative. Les valeurs 

a 

V 2 

correspondent <3onc à un maximum. Elles ne f o r m e n t d 'ai l leurs 

qu 'une seule et même solution, a t tendu q u e si x e t y sont les 

coordonnées d 'un des sommets du r ec t ang le , — x e t — y sont 

les coordonnées du sommet opposé. 

De 

X = - ^ = on déduit y = — , 
v '2 V;2 

d'où 

x a' 

On obtient donc un des sommets du r ec t ang l e d e m a n d é en 

cherchant l ' intersection de l 'ellipse avec la d r o i t e 

b 
y = - X , J a 

qui n'est autre que la diagonale du rec tangle c o n s t r u i t sur les 

deux demi-axes. 

Si l'ellipse devient un cercle, le rec tangle i n s c r i t maximum 
devient un carré. 

o i . — IV. Etant donné le volume d'un cylindre, déter-

miner ses dimensions de manière que sa surface soit un 
minimum. On a à résoudre ce problème toutes les fois que 
l'on veut construire un vase cylindrique d 'une capacité donnée 
et employer le moins de mat ière poseible. Mais il faut distin-
guer deux cas. 

Le vase peut être ouvert à la partie supérieure. Soit alors y 
sa hauteur et x le rayon de sa base; si V est la capacité 
donnée, on aura 

r.x-y=Y, 

nous représenterons V par Ti«3 pour la commodité de l 'écri ture. 
Nous aurons ainsi 

(1) xiy = az. 

La surface du cylindre sera exprimée pa r 

+ 2 r.xy, 

ou, en mettant pour y sa valeur tirée de la relation (1), 

, 2-fl5 

t.X* H 
x • 

La quantité à rendre minimum est donc 

f ( x ) = x \ + K 

En égalant en zéro sa dérivée, on forme l 'équation 

2fl5 

1x r = 0 , d 'où l'on t i re x'°=a5, ou x = a. 
x-

l 'ar suite l 'équation (1) donne aussi y = a. C'est-à-dire qu'on 
obtient le minimum de surface en faisant le rayon de la base 
égal à la hauteur. Ce min imum de surface est 

r.a% + 2 -a 2 ou 3 -0* , 



5 / v 

ou, en r e m a r q u a n t que a = W - , 

ou enfin, 3 V^ ï* . 

4 a5 

C'est bien un m i n i m u m , car on a f" («) = 2 -f- — , quan-

tité positive p o u r x = a. 

Le vase peut être fermé à la partie supérieure. En conser-
v a n t les m ê m e s notat ions, la relation ( 1 ) subsiste encore ; 

mais la surface est exprimée par 
0 „ 2 t a * 2 « k s + 2*®», OU 2 z®2 + — , 

et la quanti té à r endre minimum est alors 

f ( x ) = x * + • 

La dérivée égalée à zéro donne l 'équation 

d'où ® s = o ; 
X* > 

si l 'on met dans (1) 2®3 à la place de a\ on obtient y = 2®. 
C'est-à-dire q u e dans ce cas on obtient le minimum de surface 
en faisant la hauteur égale au diamètre de la base. Le mini-
mum a pour valeur 

* 2Z® 2 + 4K® 2 , OU GT.X\ 

ou - . 

— , ou encore 

On reconnaî t ra i t comme ci-dessus que c'est bien un mi -

n i m u m . 

— N o u s avons dit que f' (x) peut changer de signe 

en passant par la valeur zéro ou par la valeur infinie; nous 

avons examiné le p remier cas; il nous reste à parler du 

second. 
Concevons donc que pour x=a, f (x) devienne infini, la 

fonction f ( x ) res tant d'ailleurs finie. Si, de x = a — h à 
x = a, f {x) est positif, et qu'il devienne négatif de x = a à 
x = a->rh, f (a) sera un max imum; car la fonction f [x) 
croîtra de a — h à a, et décroîlra de a à « H- h. 

Si, de x=a — h à x=a, f {x) est négatif, et qu'il de-
vienne positif de x=a à x=a+h, f(a) sera un m i n i m u m ; 
car f ( x ) décroîtra de a — h h a, et croîtra de aà a + h. 

Soit, par exemple, la fonction 

f(x) = 1+f®"*, 

on trouve 

six 
Û ' 

Pour « = 0 , cette dérivée devient infinie. D'ailleurs elle est 
négative ou positive en même temps que x ; de x= — h à 
x=-hh elle passe donc du négatif au positif; donc f (0) ou 
1 est un min imum. 

C'est sur tout dans la discussion des courbes que l 'on ren-
contre des exemples de maxima ou de minima donnés par 

/"(«) = *>• 

§ 4. - MAXIMA ET MINIMA DES FONCTIONS DE DEUX VARIABLES. 

9 3 . — On dit qu 'une fonction f (x, y) de deux variables 
indépendantes est maximum pour x = acty = b, lorsque la 
quanti té f (a + fc, b + k) est moindre que f (a, 6), les quan-
tités h et k étant des accroissements positifs ou négatifs auss 
petits que l'on voudra . On dit que la fonction f (x, y) est m -



ou, en r e m a r q u a n t que a = W - , 

ou enfin, 3 " ^ V 2 . 

4 a5 

C'est bien un m i n i m u m , car on a f" («) = 2 -f- — , quan-

tité positive p o u r x = a. 

Le vase peut être fermé à la partie supérieure. En conser-
v a n t les m ê m e s notat ions, la relation ( 1 ) subsiste encore ; 

mais la surface est exprimée par 
0 „ 2 r.a> 

2 T.x'- + ou 2 zx* + — , 

et la quanti té à r endre minimum est alors 

f(x) = x * + • 
»• * 

La dérivée égalée à zéro donne l 'équation 

d'où n? 
x° > 

si l 'on met dans (1) 2x3 à la place de a\ on obtient y=1x. 
C'est-à-dire q u e dans ce cas on obtient le minimum de surface 
en faisant la hauteur égale au diamètre de la base. Le mini-
mum a pour valeur 

* 2z« 2 + 4KE2, OU GT.X\ 

ou - , 

— , ou encore 

On reconnaî t ra i t comme ci-dessus que c'est bien un mi -

n i m u m . 

— N o u s avons dit que f' (x) peut changer de signe 

en passant par la valeur zéro ou par la valeur infinie; nous 

avons examiné le p remier cas; il nous reste à parler du 

second. 
Concevons donc que pour x=a, f'(x) devienne infini, la 

fonction f ( x ) res tant d'ailleurs finie. Si, de x = a — h à 
x = a, f [x) est positif, et qu'il devienne négatif de x = a à 
x = a->rh, f (a) sera un max imum; car la fonction f [x) 
croîtra de a — h à a, et décroîtra de a à « H- h. 

Si, de x=a — h à x=a, f [x) est négatif, et qu'il de-
vienne positif de x=a à x=a+h, f(a) sera un m i n i m u m ; 
car f (x) décroîtra de a — h h a, et croîtra de aà a + h. 

Soit, par exemple, la fonction 

f(x) = l+fa:"*, 

on trouve 

six 
Û ' 

Pour « = 0 , cette dérivée devient infinie. D'ailleurs elle est 
négative ou positive en même temps que x ; de x=—h à 
X=+h elle passe donc du négatif au positif; donc f (0) ou 
1 est un min imum. 

C'est sur tout dans la discussion des courbes que l 'on ren-
contre des exemples de maxima ou de minima donnés par 

/"(«) = *>• 

§ 4. - MAXIMA ET MINIMA DES FONCTIONS DE DEUX VARIABLES. 

9 3 . — On dit qu 'une fonction f [x, y) de deux variables 
indépendantes est maximum pour x=a et y = b, lorsque la 
quanti té f (a + /i, b + k) est moindre que f (a, 6), les quan-
tités h et k étant des accroissements positifs ou négatifs auss 
petits que l'on voudra . On dit que la fonction f (x, y) est m -



nimum pour x=a, y = b, lo rsque , p o u r les m ê m e s accrois-
s e m e n t h et h, la quanti té f(a + h,b + k ) est plus grande 
qu e f ( a , b ) . 

Posons k = eh, e étant le r a p p o r t a lgébr ique , d 'ai l leurs 
a rb i t r a i r e , que l 'on établit e n t r e k et h. Développons 
f { x + h , y + z h ) par la formule de Taylor (70); nous aurons , 
en passant f ( x , y) dans le p remier m e m b r e , 

1 

( i ) 

relation dans laquelle nous s u p p o s e r o n s que x et y aient les 
valeurs a et b. 

Pour que la différence f ( x + h , y - h k ) - f ( x , y) conserve 
son signe, quels que soient les s ignes des accroissements h 
et k d faut que le second m e m b r e de ( I ) conserve son signe, 
quel que soit le sigue d e * . Or, ce déve loppement é tant or-
donne par rapport aux puissances croissantes de h on peut 
toujours supposer h assez peti t p o u r que le p r e m i e r t e rme 
donne son signe à tout le d é v e l o p p e m e n t ; il f au t donc que le 
terme affecté de la première p u i s s a n c e de h disparaisse et 
qu on ait 

Mais cette condition doit ê t re r e m p l i e quel q u e soit le rap-
port s; il faut donc que l 'on ait s é p a r é m e n t 

1 = « ' - -

ce sont les conditions communes au m a x i m u m et au mini-
m u m . Les valeurs et y=b d e v r o n t sat isfaire à ces deux 
équat ions; elles seront donc c o m p r i s e s parmi les systèmes 
de valeurs qu 'admettent ces deux é q u a t i o n s . 

9 4 . — Supposons les conditions (2) rempl ies ; le système 
x = a, y — b pourra répondre à un m a x i m u m ou à un mini -
mum. Pour que ce soit u n max imum, il faut que la diffé-
rence qui forme le premier membre de la relation (1) soit 
négative; or, le second membre commence alors par le t e rme 
en ¥ qui donnera son signe à tout le développement si h est 
suffisamment pet i t ; il faut donc que ce te rme en fe2 soit né-
gatif, et qu'on ait par conséquent, quel que soit e, 

quand on mettra pour x et pour y les valeurs a et b données 
par les équations (2). Soient A, B, C les valeurs que prennent 
dans ce cas les quantités 

dr£ d*f d2f 

dx3 ' dx dy ' dif 

On devra avoir, quel que soit s, 

(4) A - t - 2 B s 4 - C s 2 < 0 . 

D'après les propriétés des t r inômes du second degré, cette 

condition exige qu 'on ait à la fois 

(5) G < 0 , et B 2 - A C < 0 ; 

la seconde relat ion est nécessaire pour que le t r inôme con-
serve son signe, q u e l q u e soit e, et la première est nécessaire 
pour que ce signe soit négatif . Si les relat ions (5) sont satis-
faites, le sys tèmex = a , y = b correspondra à un maximum. 

On verrait de la même manière que , pour que ce système 
corresponde à u n min imum, il faut et il suffi t que l 'on ait à la 
fois 

(6) C > 0 , avec B2 — A C < 0 , 

9 5 . — Exemple. Soit proposé d ' inscr i re dans une sphère 



de rayon R un parallélépipède rectangle dont le volume soit 
un maximum. Rapportons la sphère à trois axes parallèles 
aux arêtes du parallélépipède; et so ien t* , y, z les coordon-
nées de l 'un des sommets . Le volume du parallélépipède aura 
pour valeur 8 x y z , ou, en remarquant que 

x ' + y ' + z — R2, 

Sxii y R2 x* y s , ou encore 8 y/xhf ( R 2 — x
2 - y f . 

La l'onction à rendre maximum est donc 

f y)=RVÎ/2—xy—xy. 

On en tire successivement 

/ r 

%=my-l<2xy-V; = —Sxy'°; 

Si l 'on égale à zéro les dérivées partielles ï et en sun-
dx di/ 1 

primant dans la première le facteur 2 x y \ et dans ìa seconde 
le facteur 2x2y, qui donneraient des solutions étrangères à la 
question que l'on a en vue, on obtient les deux équations 

R2 2x2 - y2 = 0, et R* _ ^ _ 2 * / = 0, 

qui donnent 

< = » = 4 \Jd 

en ne prenant que la solution positive. Si l'on substitue ces 
valeurs dans les dérivées partielles du second ordre, on 
trouve après réduction 

Le coefficient C est donc négatif ; on trouve d'ailleurs 

quanti té négative; les deux conditions (5) sontdonc remplies, 

e t l e s valeurs * = y = R é p o n d e n t à un maximum. 

Ces valeurs donnent * = 4 ; H eu résulte q u e le parallélé-

R3 

pipède maximum est le cube. Son volume est S . 

o e - Si le terme en h2 dans le développement (1) deve-
nait nul pour x=a et y = il faudrait pousser l e ^ o p -
pement plus loin. On verrait que le terme en h doit dispa 
S e et que dans ce cas il y a maximum ou m.nimum, 

S n ' t qu le te rme en » prendra une valeur negaUve ou 
positive Mais cette circonstance ne se présente pas d ordi-
naire dans les applications. 

On pourrait aussi généraliser la question qui fait l objet de 
ce paragraphe, et l 'on reconnaî trai t , par des moyens ana-

que pour qu 'une fonction de plusieurs variables inde 
penda tes devienne maximum ou minimum pour un system 
de valeurs de ces variables, il faut que ces valeurs annulent 
les dérivées partielles du premier o rd re , etc. M a , nous n m-

t ons pa sur ce sujet plus curieux qu 'ut i le , pour leque 
n u renverrons aux traités plus étendus. Pour des raison 
analogues, nous n 'examinerons pas ici le cas ou les derivees 
partielles du premier ordre deviendraient infinies. 

VII. APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES 

G _ TANGENTES ET NORMALES AUX COURBES PLANES. 

_ o n sait que l 'on appelle tangente à une courbe, en 
un point donné de cette courbe, la limite des positions que 



de rayon R un parallélépipède rectangle dont le volume soit 
un maximum. Rapportons la sphère à trois axes parallèles 
aux arêtes du parallélépipède; et soient y , % les coordon-
nées de l 'un des sommets . Le volume du parallélépipède aura 
pour valeur 8 x y z , ou, en remarquant que 

Sxii y R2 — x*—y2, ou encore 8 y/xhf ( R s — x
2 - y f . 

La fonction à rendre maximum est donc 

f («, y)=RVy«—xy—xy. 

On en tire successivement 

/ r 

%=my-l<2xy-V; = —Sxy'°; 

Si l 'on égale à zéro les dérivées partielles ï et en sun-
ite di/ 1 

primant dans la première le facteur ïxy\ et dans ìa seconde 
le facteur 2x*y, qui donneraient des solutions étrangères à la 
question que l'on a en vue, on obtient les deux équations 

R 2 _ 2 x 2 - y ' - = 0 , et R* _ ^ _ 2 î / = 0, 

qui donnent 

< = » = 4 \Jd 

en ne prenant que la solution positive. Si l'on substitue ces 
valeurs dans les dérivées partielles du second ordre, on 
trouve après réduction 

Le coefficient C est donc négatif ; on trouve d'ailleurs 

quanti té négative; les deux conditions (5) sontdonc remplies, 

« t l e s valeurs * = ij = R é p o n d e n t à un maximum. 

Ces valeurs donnent * = 4 ; il eu résulte q u e le parallélé-

R3 

pipède maximum est le cube. Son volume est 8 . 

o e - Si le terme en fc» dans le développement (1) deve-
nait nul pour $ = a et , = il faudrait pousser le d e v e b , . 
pement plus loin. On verrait que le terme en h doit dispa 
S e et que dans ce cas il y a maximum ou mmimum, 

S n ' t qu le te rme en » prendra une valeur negaUve ou 
positive Mais cette circonstance ne se présente pas d ordi-
naire dans les applications. 

On pourrait aussi généraliser la question qui fait l objet de 
ce paragraphe, et l 'on reconnaî trai t , par des moyens ana-
£ s, que pour qu 'une fonction de plusieurs variables inde 
pendantes devienne maximum ou minimum pour un system 
de valeurs de ces variables, il faut que ces valeurs annulent 
les dérivées partielles du premier o rd re , etc. Mais nous n m-

t ons pa sur ce sujet plus curieux qu 'ut i le , pour leque 
n u renverrons aux traités plus étendus. Pour des raison 
analogues, nous n 'examinerons pas ici le cas ou les derivees 
partielles du premier ordre deviendraient infimes. 

VII. APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES 

G _ TANGENTES ET NORMALES AUX COURBES PLANES. 

_ On sait que l 'on appelle tangente à une courbe, en 
un point donné de cette courbe, la limite des positions que 



prend une sécante menée p a r ce point , lorsqu'on la fait tour-
ner jusqu'à ce qu'un second p o i n t d ' intersect ion vienne se 
confondre avec lé premier . 

L'équation de la tangente se dédui t immédiatement de cette 
définition. Soit y = f{x) l ' équa t ion de la courbe, x et y les 
coordonnées du point par lequel on veut mener la tangente, 
x - h AX et y + Ay les coordonnées d 'un po in t voisin pris sur 
la même courbe. L'équation de la sécante passant par ces deux 
points sera, en désignant p a r X et Y les coordonnées cou-
rantes, et appliquant l 'équat ion connue de la droite passant 
par deux points donnés, 

ï - ^ p M f i 

Si l'on fait tourner la sécante au tour du point x, y jusqu'à 
ce que le second point x-+-Ax,y + Ay vienne se confondre 
avec le premier, a * et A y t e n d r o n t s imul tanément vers zéro 

Ay ' 
e t - t e n d r a vers la dérivée f (x) ou y' de la fonction don-
née f [ x ) . En même temps la sécante t endra vers la position 
pour laquelle elle prend le n o m de t angen te . L'équation de la 
tangente sera donc 

. S i r ° n m e t pour y et pour y ' l eurs valeurs e n * , on peut 
ecrire 1 

(2) Y - f ( x ) = f ' ( x ) { X - x ) . 

On voit que lorsque l 'abscisse * du point de contact sera 
donnee, tout sera connu dans l 'équat ion (2) , et il sera facile 
de construire la droite qu'elle représen te . 

9 8 . - L a forme de l 'équat ion (2) suggère souvent un 
moyen geometnque simple p o u r m e n e r la tangente. C'est ce 

qui arrive pour les courbes du second degré ; nous renverrons 

à cet égard aux traités de Géométrie analytique. Nous nous 

contenterons des deux exemples qui suivent. 
_ Soit la courbe y =xm. On e n t i r e 

y' : mx .IB—1. mx'" 
x 

my^ 
x ' 

Pour construire la tangente au 
point M, on prendra donc, sur la di-
rection de l 'ordonnée, une longueur 
PN é^ale à my ou m . M P ; on joindra 
ON, et par le point M on mènera MT parallèle à ON; ce sera la 

tangente demandée, car on a 

NP my 
t a n g MTP = tang NOP = Qp — ^r* 

H. — Soit la courbe y = A l o g s . On a dans ce cas 

, A log e 

Pour construire la tangente en M, 
o n prendra d'abord sur l 'axe des y une 
longueur Oli «gale à À log e ; e n j o i n -
dra le point fixe II au pied P de l 'or-
donnée, et par le point M on mènera 
MT parallèle à PH; ce sera la tangente 
demandée ; car on a 

Fis. 2 

tang MTP = tang HPO = 'jjp — 
HO Alo" e 

x 

99. 
on 

Si dans l 'équation (8) de la tangente on fait 
\ = x + h, h étant une quantité infiniment pet i te , 

en tire 
Y=f(x)+f'(x).h. 



Or la formule de Taylor (64) donue pour l 'ordonnée f ( x + h) 
de la courbe qui répond à l'abscisse x H- h, la valeur 

//^ ' + 
f - + p w _ * L + . . . . 

11 en résulte 

Y - f ( x + h ) = _ f " (*) _ r ( x ) 

Ainsi la différence entre l 'ordonnée de la tangente et l 'or-
donnée de la courbe qu, correspondent à une môme abscisse 
nf -ument peu supér ieure à celle du point de contact, est 2 

quantité mfîniment petite du second ordre (6). Il u ' n pour 

On considère souvent une cou r t e comme un polvgone infi 

m, de côtes inf iniment petits ; l 'un quelconque de ces cotés est 
ors ce q „ e [•„„ a p p e l l e „ „ é l é m e n t ^ 

l ' Ï : r C ° " S 7 " f s - P»'ygone, en regard e lVLU > ou du moins le pro on"-empnf rl« 
se confondant avec la t a n g L e ^ t S Z 

g . «angente en M n 'es t autre chose que l 'élément m ~ 

Cette manière de voir suppose, d'après ce qui précède uu 'o„ 
neg ge les ,„Animent petits du second ordr'e, 
v nt a supposer que le point tf . „ O i À e n t vo L du p „ t M 
est situe sur la tangente en M. Cette hypothèse „ w " , 
permise dans les questions où il est „Vcl f P 

compte des infiniment petits du second ordle ^ 
On peut présenter la m ê m e observation sous une au t re 

forme Si dans l 'équation de là tangente on m e t ¿ à l a p l a c e 
de f'(x), on peut l 'écrire ( U 

APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES, 

et il semble qu'elle soit satisfaite pour 

l = x + d x , et Y = y + dj/, 

c 'est-à-dire qu'il semble que la tangente passe par le point 

x 4_ dx, y -f- dy de la courbe infiniment voisin du point de 
contact. Mais, quand on fait cette substitution, il vient 

relation qui n 'est réellement une identité que lorsqu'on néglige 
les infiniment petits du second ordre (64bis ) . 

REMARQUE. Lorsque deux courbes sont tangentes, elles ont 
au point de contact une tangente commune ; il est donc 
facile de déduire de ce qui précède que leurs ordonnées, 
correspondantes à une abscisse infiniment peu supérieure à 
celle du point de contact, est la somme ou la différence de 
deux infiniment petits du second ordre, et est par conséquent 
elle-même un inf iniment petit du second ordre . 

t o o _ On peut avoir à mener la tangente à une courbe, 

par un point extérieur à cette courbe, ou parallèlement à une 

droite donnée. 
I. — Dans le premier cas, soient a et g les coordonnées 

du point extérieur donné. Ces coordonnées devront satisfaire 
à l 'équation de la tangente , et l'on aura , en appelant tou-
jours x et y les coordonnées du point de contact , 

(5) P — » = P O » ) ( * - * ) ; 

mais on a aussi 

(4) y=f(*)-

Ces deux relations serviront à déterminer les deux inconnues 

x et y. 
On pourrai t aussi considérer ces relations comme les équa-

tions de deux lieux géométriques dont les intersections sont 
autant de points de contact ou dt solutions de la question. 



L'un de ces l ieux géomét r iques (4) est la courbe donnée 
e l le-même. 

II. - Dans le s econd cas, soit a le coefficient angula i re de 
la droi te donnée . 

On devra avoir f ' ( x ) = a, si l ' équat ion de la courbe est 

y = f { x ) i ou p lus g é n é r a l e m e n t — s i y -
. • î i , ' 'J\xiV) 
t ion de la courbe est f ( x , y)=0 ( 30 ) . 

Cette re la t ion , j o i n t e à 

y = f{x), ou à f[x,y)~0, 

servira à d é t e r m i n e r les c o o r d o n n é e s inconnues * et « du 
point de contac t . J 

On pour ra i t auss i cons idé re r ces deux rela t ions c o m m e les 

s T n n I 7 i / / U X
1

l i e U X S 6 o m é t r i f I u e s les in tersec t ions 
se ron t au tan t de so lu t ions de la ques t ion. 

Nous n ' i n s i s t e rons pas sur ces considérat ions , qui sont dé-
veloppées dans tous les t r a i t é s de Géométr ie ana ly t ique . 

tôt. - On appe l le sous-tangente la por t ion de l 'axe des * 
comprise e n t r e le p i ed de l ' o rdonnée et le pied d e l à tangente 
P o u r 1 obtenir il su f f i t de fa i re Y = 0 dans l ' é q u a t i o n ^ a 
angente , car X est a lors l 'abscisse du pied de la t angen , 

et ous- tangente n ' e s t au t re chose , en valeur absolue , qu 
la différence X - * e n t r e cet te abscisse et celle du p ied de 
1 ordonnée . Or l ' équa t ion de la t a n g e n t e , q u i J r J u 

~ y = g ' a - x ) , 
donne 

r 
Telle est l ' express ion de la sous - tangen te Si p.» ! 

même signe que y , X - x e s t n é U f ? ! e s t *» 

pied de la tangente es t alors à g a u c h e du pied de 1 ordonnée^ 

APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES. 9 7 

si l 'on adopte les convent ions o rd ina i res . Si y' est de signe 
cont ra i re à y, X — x es t pos i t i f , c ' e s t -à -d i re q u e le pied de la 
tangente est alors à d ro i t e du pied de l ' o rdonnée 

Considérons, par exemple , la cou rbe 

y = Ae™ ; 

on déduit de cette équa t ion 

y' = mkem , 

e t , pa r conséquen t , 

X — x _____ £ _ _ i 
y' m 

quan t i t é cons tante . 
On voi t q u e , dans cette logar i thmique , la sous- tangente est 

cons tante , et q u e le pied de la t a n g e n t e est s i tué à gauche du 
pied de l ' o rdonnée . 

î o a . — On appelle normale la perpendicu la i re à la t a n -

gente m e n é e par le po in t de con tac t . Si les axes sont rectan-

gulaires , ce qui est le cas le p lus f r é q u e n t , sur tou t dans les 

appl icat ions , il suffit p o u r ob t en i r l ' équa t ion de la normale de 

changer , dans l ' équat ion de la t a n g e n t e , le coefficient angu-

laire y ' en — ~ , ce qui d o n n e 

(6) Y - y = - l
? [ X - x ) . 

On pour ra i t , c o m m e d a n s le cas de la t a n g e n t e , m e n e r la 
normale par u n point ex té r ieur ou pa ra l l è l emen t à une dro i te 
donnée ; les mé thodes sera ient les m ê m e s , mais les calculs 
sont en général plus compl iqués . 

103. — On d o n n e le n o m de sous-normale à la por t ion de 
l 'axe des x comprise ent re le pied de l ' o rdonnée et le p ied de 
la n o r m a l e . Pour l ' ob ten i r , il f au t fa i re Y = 0 dans l ' équa-
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t ion (6) de la n o r m a l e ; X est alors l 'abscisse du pied de la 

no rma le , e t X — x est , en valeur absolue , la l ongueur de la 

sous -normale . Or l ' équa t ion (6), qui se rédu i t alors à 

Telle est l ' express ion de la sous-normale . Si y et y' sont de 
signe con t r a i r e , X — x est négat i f , et le pied de la normale 
est à gauche de l ' o r d o n n é e ; si y et y' son t de m ê m e signe, 
X — # est positif et le pied de la normale est à dro i te du pied 
de l ' o rdonnée . 

E X E M P L E S . I . Considérons la parabole y2 = 2 p x ; on a dans ce 

c a s e t par sui te yy'=p, c 'est-à-dire que la sous-
y 

normale est cons tan te . En même temps yy' est positif , et le 

pied de la n o r m a l e est à droi te du pied de l 'o rdonnée . 

I I . On sait q u e la cycloïde est représentée par les 

équat ions 

a ; = R (a — s i n a ) , Î / = R ( 1 — c o s a ) , 

R désignant le rayon AC du 
cercle géné ra t eu r , et a l ' angle 
MCA que fait avec l 'axe des y , 
ou avec CA, le r a y o n CM 

m e n é au poin t décrivant . On 
en t i re 

dx=R (1 — cos a) (h, et dy = R sin adx, 

d 'où 

, R sin a R sin a 
1J ~~ R ( 1 — c o s a) y ' 

par suite 

yy' = R sin a., 

c'est-à-dire que la sous-normale est la project ion PA du rayon 

décr ivant CM sur l ' axe des x. 1 en résu l te que la normale à 
la cycloïde en un point donné M de cette courbe est la droite MA 
qui joint ce point au point de contact A du cercle générateur 
avec l'axe des x. 

104. — L 'équat ion (1) d e l à t angen te et l ' équat ion (6) de 

la normale p e u v e n t , lo r squ 'on y remplace y' par ^ , se m e t -

t r e r espec t ivement sous la f o rme 

/Q\ d X — dD 
w I — x — Y - y ' 

e t 

(9) (\-x)dx + (Y-y)dy = 0. 

Ces formes , symét r iques et faciles à r e t e n i r , son t souven t utiles 

dans les calculs. 

§ 2 . — C O U R B E S E N V E L O P P E S -

1 0 5 . — Lorsque l 'équat ion d ' u n e courbe cont ient u n para-
m è t r e a rb i t ra i re que l ' on peu t fa i re var ier , tou tes les courbes 
qu i co r responden t aux différentes valeurs de ce pa ramè t r e 
f o r m e n t ce q u ' o n appel le u n e famille de courbes. On appel le 
enveloppe d ' une pareille famille de courbes le lieu des inter-
sect ions successives des diverses courbes qui composent la 
famille, c 'es t -à-di re le l ieu des in tersect ions de deux courbes 
de la m ê m e famil le dans lesquelles les valeurs du paramèt re 
a rb i t r a i r e n e d i f fè ren t que d ' u n e quan t i t é inf iniment petite. 
Si, par exemple , f [ x , y, a) = 0 , r eprésen te l 'une des courbes 
considérées, et f ( x , y , a+da) = 0 une aut re courbe de la 



même famille ne différant de la première qu 'en ce que le pa-
ramètre arbi traire a a varié d 'une quanti té inf in iment pet i te , 
ces deux courbes seront dites inf in iment voisines, et leur point 
d'intersection sera un des points de l 'enveloppe. 

iOG. — Le procédé à suivre pour t rouver l 'équation de 
l 'enveloppe se t i re de ladéf in i t ionmême. Soit/"(a;, y , a ) s = 0 ( 1 ) 
l 'équation de la famille de courbes considérées. Changeons 
d 'abord a en d + Ad, l ' équat ion f(x,y,a-t-àa)=0Ç2) sera 
une autre courbe de la m ê m e famille ; et les coordonnées des 
points communs à ces deux courbes s 'obt iendraient en cher-
chant les systèmes de valeurs de x et y, qui satisfont à la fois 
aux deux équations. Or on sai t que l 'on peut remplacer l 'une 
de ces équations par une combinaison des deux par voie d 'ad-
dition ou de soustract ion. On peut donc subst i tuer , par 
exemple, à la seconde la combinaison 

f{x, y, o - f - aa) — f{x, y, a ) = 0 , 

ou, ce qui revient au m ê m e , 

f(x,y,a-hAa)-f(x,y,a)_ 
Ad 

Supposons maintenant q u e l 'on fasse t endre Ad vers zéro, 
les deux courbes deviendront consécutives, et leurs points 
communs appart iendront à l 'enveloppe. Les coordonnées de 
ces points seraient donc données pa r la résolution des deux 
équations 

f(x, y, d) =0, 
et 

Jim f(*,V,a+&«)-f(x,y,a) 
Ad 

on 

f{x, y, a) — 0, 
et 

(5) f\(x,y,a) = Q. 

Pour obtenir l 'équation de l 'enveloppe, il n 'y aura donc 
qu'à éliminer entre ces deux équations le paramèlre a qui 
particularise les points communs. 

Ainsi, pour obtenir l'équation de l'enveloppe des courbes 
représentées par une équation telle que f ( x , y , a) = 0 , il 
suffit d'éliminer le paramètre a entre cette équation et sd dé-
rivée, prise par rapport à ce paramètre. 

109 . — Il est aisé de reconnaître que chacune des courbes 
enveloppées est tangente à l 'enveloppe. Soient, en effet , AB, 
A'B', A"B" trois courbes consécu-
tives de là famille considérée, M l ' in-
tersection des courbes AB et A'B', 
i\ l ' intersection des courbes A'B' et 
A"B". Les deux points M et N ap-
part iendront à l 'enveloppe; il en sera 
donc de même de l 'é lément infini- . Flg" 4> 

ment petit MN ; cet é lément sera donc commun à l'enveloppée 
A'B' et à l 'enveloppe. Donc l 'enveloppe est tangente à l'enve-
loppée A'B'. On démontrerai t de la même manière qu'elle est 
tangente à toutes les autres enveloppées. 

Mais cette propriété peut être démontrée par l 'analyse de la 
manière suivante. Puisque l 'équation de l 'enveloppe résul te 
de l 'élimination du paramètre a entre les équations 

f{x,y,a) = 0 et fa(x,y,d) = 0, 

on peut , pour obtenir le coefficient angulaire de la tangente à 
l 'enveloppe au point x,y, différencier l'équation f[x,y,a) =0 
en y regardant a comme une fonction de x et de y , cette der-
nière variable étant elle-même fonction de x. On obtient 
ainsi (53, 23) 

df , df df fda , , da\ n 

dx dy da \dx 9 dy 

mais ~ est nul en vertu de l 'équation f'a(x, y,a)= 0 , il 
da 
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reste donc 

dx + y d y 

c 'es t -à-dire que le coefficient angula i re de la t angen te à l 'en-
veloppe au point x, y est donné par la m ê m e équa t ion que le 
coefficient angula i re de la tangente à l 'enveloppée au m ê m e 
po in t . Donc l 'enveloppée est t angente à l 'enveloppe. 

1 0 8 . — E X E M P L E S . I . Une droite mobile coupe les axes 
e-oordonnés à des distances a et h de l'origine, dont la somme 
demeure constante; on demande l'enveloppe des positions de 
cette droite. Soit a - h b = m. L'équation de la famille de 
droi tes dont il s 'agit sera 

/A\ X . ¡1 I X M . (1) - + y- = 1, ou - H J-— — 1 . 
w a b a m—a 

Égalant à zéro la dérivée pa r r appo r t à a , on obt ient 

/JQ 11 . 

e t par suite 

et ( . - . ) = • 
\ / x + \y \x +\iy 

Subst i tuant dans (1) , on t rouve pour l ' équa t ion de l ' en-
veloppe, 

(2) ( v / â n - s l y Y = m , 

équat ion d ' une p a r a b o l e qui a p o u r axe la bissectr ice du pre-
mie r angle des axes coordonnés , et qui touche ces axes aux 
points r é p o n d a n t à 

y=0, x = m, e t x = 0 , y = m. 

APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES. 1 0 3 

On vérifie a i sément q u e cette parabole est t angente à chacune 

des droites proposées ; car si l 'on p o r t e dans l 'équat ion (1) la 

valeur de y donnée par l ' équat ion (2) , on obt ient u n e équation 

d u second degré en x qui a ses rac ines égales. 

II . Trouver L'enveloppe des ellipses qui ont même surface 

et leurs axes dirigés suivant les mêmes droites. 

Nous pouvons représen te r par r.r2 la sur lace c o m m u n e de 

ces el l ipses; nous au rons alors 

d ' où 

a 

L'équat ion de la famille d'ellipses considérée sera donc 

x"- a!if . 
(1 ) + ^ = ? 

P r e n a n t la dér ivée par r a p p o r t à a, et s u p p r i m a n t le fac-

teur 2a devenu c o m m u n , on ob t i en t 

a" rh 

d 'où 

et = 
«a y 

Subst i tuant d a n s (1) , on t rouve 

r2 ~ r* {*) r2 r 2 ' 

ou 

. r* 
$y = — 2 • 



L'enveloppe d e m a n d é e se compose donc des deux hyper-

boles équilatères qui on t les axes p o u r asymptotes et pour 

r* 
puissance 

Si l 'on porte dans l ' équat ion (1) la valeur de y tirée de 
l 'équation (2) , on o b t i e n t u n e équat ion en x qui est bicarrée 
et qui a ses racines égales deux à deux . On vérifie ainsi que 
l 'enveloppe est t angen t e en deux p o i n t s à chacune des en-
veloppées. y 

§ 3 . - C O N V E X I T É E T C O U R B U R E D E S L I G N E S P L A N E S . 

109. — Un arc de cou rbe , aussi pe t i t que l'on voudra, est 
concave du côté de sa corde , et convexe du côté opposé, 
c'est-à-dire du côté des tangentes m e n é e s par ses extrémités. 

Considérons u n arc très-peti t MM' (fig. 5 et 6) d 'une courbe 
dont l 'équation en coordonnées rectangulai res est y = f ( x ) . 
Soient x et x H- h les abscisses de ses extrémités. 

Si, comme dans la figure 5 , les tangentes MT, M'T' menées 
aux extrémités de l ' a rc MM' se coupent au-dessous de cet arc 
(en regardant l 'axe OY comme vert ical pour fixer les idées), 
l 'arc tourne sa convexi té vers le ba s , c 'est-à-dire vers les y 
négatifs. En même t e m p s le coefficient angulcire de la tan-
gente M'T' est plus g r and que le coefficient angulaire de là tan-
gente MT ; ainsi le coefficient angula i re de la tangente , c'est-
à -d i re f' [x), est u n e quan t i t é croissante, depuis l 'abscisse x 
jusqu 'à l 'abscisse x -+- h. 

Si, comme dans la figure 6 , les tangentes MT et M'T' se 

coupent au-dessus de Tare MM', cet arc tourne sa convexité 

vers le haut , c'est-à-dire vers les y positifs. En même temps 

le coefficient angulaire de la tangente M'T' est plus petit que 

celui de la tangente MT; ainsi, dans ce cas, f' (x) est une 

quanti té décroissante , depuis l 'abscisse x jusqu 'à l ' ab-

scisse X -h h. 
Or, d 'après ce qu 'on a vu au nù 84 , la fonction f (x) est 

croissante ou décroissante, de x à x 4 - h, suivant que sa dé-
rivée f" (x) est positive ou négative. On peut donc dire que 
l ' a rc MM' tourne sa convexité vers le bas ou vers le haut , selon 
que, de x à x -+- h, la seconde dérivée f" (x) est positive ou 
négative. 

Nous avons supposé l 'ordonnée croissante dans les figures 5 
et 6 ; les mêmes résul ta ts subsistent en supposant l 'ordonnée 
décroissante comme dans les figures 7 et 8 . Ainsi, dans la 

F'!?- 7- F i g . 8 . 

figure 7 , l 'arc MM' tourne sa convexité vers le bas ; or le coef-
ficient angulaire de M'T' est moindre en valeur absolue que 
celui de MT ; et, comme ils sont tous deux négatifs , f' {x) 
est une fonction qui croît a lgébr iquement . Dans la figure 8 , 
au contraire, l 'arc MM' tourne sa convexité vers le h a u t ; or 
le coefficient angulaire de M'T' est plus grand en valeur ab-
solue que celui de MT; et, comme ils sont tous deux néga-
tifs, f {x) est une fonction qui décroît a lgébriquement 

D'ail leurs, dans tout ce que nous venons de dire, la posi-
tion de l 'axe des * par rapport à l 'arc considéré est inditte-
r en t e ; donc enfin une courbe y = f (x) tourne sa convexite, 
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à partir d 'un point déterminé M ayant x pour abscisse, vers 
îes y négatifs ou vers les y positifs, suivant que h seconde dé-
rivée f"(x) est positive ou négative pour cette valeur de x. 

REMARQUE. — On vérifie à l'aide des considérations qui pré-
cèdent la règle donnée au n° 86, pour reconnaître les maxima 
ou minima d'une fonction d 'une variable. Si l 'ordonnée d'une 
courbe a un maximum ou un minimum, en ce point la tan-
gente doit être parallèle à l 'axe des x , et par conséquent la 
première dérivée doit être nulle. S'il y a maximum, la courbe 
tourne sa convexité vers les y positifs, et par conséquent la 
seconde dérivée doit être négative. S'il y a m i n i m u m , la 
courbe tourne sa convexité vers les y négatifs, et par consé-
quent la seconde dérivée doit être positive. Mais ces considé-
rations deviennent insuffisantes quand la seconde dérivée 
s'annule, et il faut recourir à la théorie exposée au numéro 
cité. 

t i o . — Considérons, par exemple, la courbe qui a pour 
équation 

y = sin x, 

et qui a la forme représentée 
par la figure 9 . On tire de 
celte équation 

y" 
Fis. 9. 

Par conséquent, on reconnaît que depuis # = 0 , qui ré-
pond à l 'origine, jusqu'à x = - , qui répond au point A où la 
courbe rencontre de nouveau l'axe des x, f" (x) est négatif et 
que la courbe tourne sa convexité vers les y positifs. Au con-
traire, depuis x=iz jusqu'à x= 2 - , c'est-à-dire depuis le 
point A jusqu'au point B, où la courbe coupe, pour la troi-
sième fois, l 'axe d e s x , f"(x) est positif, la courbe tourne 
sa convexité vers les y négatifs. 

Les mêmes résultats se reproduisent périodiquement pour 

a 

les valeurs d e # supérieures à 2TÎ, ou pour les valeurs néga-
tives de cette variable. 

i i l . — Il peut arriver que le coefficient angulaire de la 
tangente, ou f'(x), après avoir été croissant d e x = a— h 
ax = a, devienne décroissant de x = a à x = a-\-li, ou 
vice versa-, en d 'autres termes, il peut arriver que l'abscisse 
x — a corresponde à un maximum ofi à un minimum de f' [x). 
On sait qu'alors sa dérivée f" [x) prend pour x = a la valeur 
f[a)=s0, ou la valeur f" (a) = o o (85). 

Les points qui présentent cette circonstance se nomment 
des points d'inflexion. Ce sont des points où la convexité de là 
courbe change de sens; si, par exemple, d e x = a — h à 
x = a, la courbe tournait sa convexité vers les y négatifs 
de x=a à x = a - b h, elle tourne sa convexité vers les y po-
sitifs; ou bien c'est l ' inverse qui a lieu. Dans les deux cas la 
courbe passe d'un côté à l ' au t re de sa tangente, c'est-à-dire 
que si elle était d'abord d 'un côté de la tangente de x=a — h 
àx=a, elle passe de l 'autre côlé de x=a à x = a -f- h. 

Dans là courbe y = s i n x (fig. 9) les po in t s0 , A, B , . . . sont 
des points d'inflexion ; car pour ces points on a 

f" (x) =— s i n x = 0. 

Nous.aurons occasion de revenir sur les points d'inflexion 
en nous occupant d 'une manière plus générale des points 
singuliers. 

11 a . — Les notions sur la courbure des lignes résultent 
de la comparaison des arcs de courbe quel-
conques avec les arcs de cercle. 

Un arc de cercle de longueur déterminée 
est d 'autant plus courbe que l'angle aigu 
formé par les tangentes menées à ses ex-
trémités est plus grand . Soit, par exemple, o 
l 'arc MM'; menons les rayons OM et OM', Fis-10-
et les tangentes MT et M ' T ' qui se coupent au point ] . Si 



108 PREMIERS ÉLÉMENTS DU CALCUL INFINITÉSIMAL, 

l 'arc MM' a une longueur dé te rminée , il sera d 'autant plus 
courbe que l 'angle TIT' s e r a plus g rand . Or cet angle est 
égal à l 'angle MOM'; on p e u t donc dire qu 'un arc de cercle 
de longueur déterminée e s t d 'autant plus courbe qu'il ré-
pond à un angle au c e n t r e p lus g r a n d ; ou, ce qui re-
vient au même, qu'il est d ' a u t a n t plus courbe qu'il appar-
tient à un cercle d 'un r a y o n plus pet i t . Ainsi, pour un arc de 
cercle de longueur donnée, la courbure varie en raison inverse 
du rayon. 

C'est ce que l'on peut v o i r encore d ' une autre maniè re . On 
sait qu 'on a 

MM' = OM x arc MOM', 

ou en appelant s l ' a rc MM', a l 'angle MOM' (ou l ' a rc qui lui 
sert de mesure dans le ce r c l e dont le rayon est 1) et r la lon-
gueur OM, 

# = r a , 

d 'où l'on t i re 

On prend l 'angle a pour la m e s u r e de la courbure de l ' a rc S ; 
on voit dès lors que pour u n arc de même longueur elle varie 
en raison inverse du r a y o n . 

Le quotient — représen te la courbure par unité de longueui 

de lares. D'après la r e l a t i o n (1), elle est égale à l ' inverse du 
1 

rayon ; et c'est dans ce s e n s que - ser t de mesure à la cour-

bure . 

H3. — P o u r étendre ces notions à une courbe plane quel-
conque, on compare les t r è s -pe t i t s arcs de cette courbe à des 

arcs de cercle. Cette comparaison peut d 'abord se faire d ' une 

manière élémentaire, comme il suit . 

I . Soit AB la courbe considérée dont l 'équation est 

y = f ( x ) . 

Soit M un point quelconque de cette courbe , dont les coor-
données sont « et y , e t soient M' et M" deux points consécutifs 
très-voisins du premier . Par les 
trois points M, M', M", qui ne sont 
point en ligne droite, on peut faire 
passer u n cercle; soit C son cen-
t r e ; joignons les rayons CM et CM'. 
Si les points M, M', M" sont très- __ 
rapprochés, l 'arc de cercle qui les 
joint différera très-peu de l ' a rc cor-
respondant de la courbe propo- F l g"1 1 ' 
sée; et si on les rapproche de plus en p lus , de mamere 
à se confondre avec le point M, l ' a rc de cercle tendra à se 
confondre avec l 'arc correspondant de la courbe AB. La limite 
vers laquelle tend ainsi le cercle mené par les t r i s points 
consécutifs M, M', M" est ce que l 'on appelle le cercle de 
courbure de la courbe au point M ; son centre est le centre de 
courbure, et son rayon p rend le nom de rayon de courbure. ^ 

On voit que le centre de courbure relatif au point M est à 
la rencontre de la normale en M avec u n e normale M'C infi-
niment voisine. On voit aussi qu ' à la limite les deux lon-
gueurs MC et M'C peuvent ê t re considérées comme égales. 

1 1 4 . — S o i t p le rayon de courbure CM; désignons par ds 
l 'arc infiniment petit MM', et par da. l 'angle infiniment 
petitMCM'. Cet angle, formé p a r l e s deux rayons CM, CM', 
est égal à l 'angle formé par les deux tangentes MT, M'T', et 
çor te , pour celte raison, le nom à'angle de contingence. 

T / T > 
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Pu i sque l ' a re MM' se confond avec l ' a r c co r re spondan t dq 

cercle de c o u r b u r e , on a 

Cette fo rmule et les considérat ions géomé t r iques qu i précèdent 
peuvent d ' a b o r d servir à t rouver l ' express ion du rayon de 
c o u r b u r e . 

Les coordonnées d u point M é tan t x e t y , celles du poin t M' 
sont 

x + dx, et y -hdy • 

la distance de ces deux points , ou l ' a r c MM' r ega rdé c o m m e 
ayant p o u r l imite sa corde, a donc p o u r valeur 

ds = lim .\JA£C*H- A y * , 

ds = \¡dx* -+- dìf = dx y 1 + y'2. 

Le coefficient angulai re de MT é tan t i f , celui de M'T' est d e 
même y' + dy''; la tangente de i ' angle d e ces deux droi tes est 
donc donnée par la relation 

tangMCM 
l + y ' f e ' H - d y ' ) 

ou , en p r e n a n t l ' a rc pour la t a n g e n t e , ce qui est p e r m i s , 
at tendu que l ' a rc est inf in iment p e t i t , e t , en négl igeant l ' in-
finiment pet i t dy' devant y ' , 

da — dy' 

Telle est l 'expression d u r a y o n de courbure Elle ne d o n n e 
pas pour p u n e va leur néga t ive , a t t endu que, d « P J ^ g " 
qui a servi à l ' é t ab l i r , la c o u r b e tourne sa c o n v e x e v e r , les y 

posi t i fs , et que dès lo rs y" est négatif 1 0 9 ) . 
P Si l 'on fait la figure pour l e cas où la courbe AB tour ne sa 

convexi té vers les y néga t i f s , on voi t 
que les calculs r e s t en t les m ê m e s , si 
ce n ' e s t que p o u r avoir la tangente 
de l ' angle de MT avec MT', il faut , en 
app l iquan t la formule connue qu i donne 
la tangente de l 'angle de deux droi tes , 
r e t r a n c h e r y' de y'+dy', au lieu de . 
soustraire y ' + dy' de y ' c o m m e tou t FIS. 12. 
à l ' h e u r e . On obt ient a lors 

( i + r ) 

y" 

et comme y" est alors pos i t i f , on obt ient encore pour p u n e 

valeur posit ive. 

II. Mais on peu t é tabl i r la m ê m e f o r m u l e p a r les considé-

ra t ions analyt iques qui su iven t . 

Considérons d ' abo rd deux courbes quelconques 

y = f { x ) e t y = < ? ( # ) , 

qui ont u n po in t c o m m u n r é p o n d a n t à l ' absc i sse a , de tel le 

APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES. 

P a r sui te 

? = d x . y ! + y ' 2 ' 

ou enfin 
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sorte qu'on ait f (a) = o (a). Si dans les équations de ces 
courbes on remplace x par a -f- h, h désignant une quantité 
infiniment petite, on aura (64) en admettant que de x = a 
à x = a + h, les fonctions f ( x ) et 9 (x) et toutes leurs dér i -
vées conservent des valeurs finies, 

f{a+k) =f(a) + f (a) \ -h/>) ^ + f"(a) ^ +... 

et 

Si l'on a f' (a) = ? ' ( « ) , les deux courbes ont au point com-
mun la même tangente, et l 'on dit qu'elles ont entre elles u n 
contact du premier ordre, et leurs ordonnées 

f[a-\-h) et ? (a + h) 

ne diffèrent que d 'un inf in iment petit du deuxième ordre. 
Si l'on a en outre f" (a), = ©" (a), on dit que les courbes ont 

un contact du deuxième ordre; et leurs ordonnées 

f ( a + /i), et <p(a + /i) 

ne diffèrent que d 'un inf in iment petit du troisième ordre. 
En général, si les n p remières dérivées prennent des va-

leurs égales pour x = a, on dit que les courbes ont un contact 
du nilme ordre, et leurs o rdonnées 

Y 
f[u + h) et ©(c + /i) 

ne diffèrent que d 'un in f in iment petit de l 'ordre n + 1 . 
Si l 'une des courbes est algébrique et de degré n, et qu'elle 

ait avec l 'autre courbe un contact du nième ordre , on dit que 
la première courbe est osculatrice par rapport à la seconde. 

Conformément à cette déf ini t ion, un cercle tangent à une 

courbe est dit oscillateur, par rapport à cette courbe, s'il a 

avec elle un contact du deuxième ordre. 
P r o p o s o n s - n o u s de t r o u v e r le c e r c l e o s c i l l a t e u r à u n e 

c o u r b e d o n n é e y = f (x) au p o i n t q u i a p o u r c o o r d o n n é e s 

x e t y. S i X e t Y s o n t les c o o r d o n n é e s d e s o n c e n t r e , e t p son 

r a y o n , son é q u a t i o n s e r a d e la f o r m e 

On en tire, en dilférentiant deux fois de suite, 

(2) (œ — X) + y ' [y — Y ) = 0 , 

(5) i + y ' 2 + î / < y - Y ) = 0 -

Pour que ce cercle soit oscillateur à la courbe donnée au 
point x et y, il faut que y' et y" soient les mêmes pour la 
courbe et pour le cercle. Dès lors l'équation [% signifie que le 
centre du cercle est sur la normale au point commun; car elle 
exprime que les coordonnées X et Y satisfont à l 'équation de 
la normale. Quant à l'équation (5), elle exprime que le centre 
du cercle est sur la normale à la courbe proposée, au point 
infiniment voisin qui a pour coordonnées x + dx et y + dy; 
car si, dans l'équation (2), on r emp lace» par x-h dx, el y 
p a r y + dy pour avoir la normale au point infiniment voisin, 
on retombe après réductions sur l'équation (3). 

Le rayon p se déduit aisément des trois relations ci-dessus 

écrites. La troisième donne 

y Y = - ( l + y ' V 

y 

substituant cette valeur dans la relation i2), on en déduit 

T V , y M ! ± j b . X — X — H -„- . 

I 

! 



et, par suite, la relat ion (1) donne 

. ( 1 - t - y ' 2 ) 5 , ( i - h l l ' 4 
P = — s . > d o ù p = ± - " ' L y"* ' y" ' 

c'est la valeur obtenue pour le rayon de courbure par la pre-
mière méthode . 

On devra prendre le s igne + ou le signe — suivant que y" 
sera positif ou négatif, p o u r que la valeur d e p , qui exprime 
une longueur absolue, soit positive. C'est-à-dire qu' i l faudra 
prendre le signe + ou le signe — , suivant que la convexité 
de la courbe sera tournée vers les y négatifs ou vers les u 
positifs. 

Ce calcul montre l ' ident i té du cercle oscillateur avec le 
cercle de courbure passant par trois points consécutifs infini-
ment voisins, tel que nous l 'avions d 'abord considéré 

Nous appliquerons la formule du rayon de courbure à deux 
exemples. 

u s . — I . Nous prendrons pour premier exemple l 'ellipse. 
De l 'équation de cette courbe 

on tire d 'abord y'= — b-. a o aî yi 

d'où 

li" — _bl (y —MA V /cnf- H- __ b* 
«aV y* J «2V 

Par suite, 

(3)" P = + 

1 H- ^ - V 

à1 a'b' 
aHf 

y 

APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES. 

On trouve, par exemple, que pour 

et que, pour 

fl3 
x = 0 et y = b, on a 

x = a et y = 0 , on a P = — • • 

Mais on peut déduire de la formule (3) une construction 
géométrique. Soit M le point où l'on 
veut déterminer le rayon de cour-
bu re ; on joint ce point aux deux 
foyers F et F ' ; on mène la bissec- y F 
t r ice MN de l 'angle FMF' ; c 'est la 
normale au point M ; par son pied N 
on lui élève une perpendiculaire NI F l°-15-

terminée à l 'un des rayons vecteurs MF'; et au point I on élève 
une perpendiculaire IC à ce rayon vecteur ; le point C où elle 
coupe la normale est le centre de courbure correspondant au 
point M; et MC est le rayon de courbure. 

En effet, menons l 'ordonnée MP. La sous-normale NP a 
pour valeur 

Ain , b-x 
N P = y f l ' = w x r - = r . y j * tfy a? 

La valeur de la normale MN est donc 

Soit® l 'angleNMF'; on a 

ATT MN „ _ MI , , , r MN 
M I = , MC = , donc MC = — r . 

cos? c o s ? cos '? 



Or l 'angle <? est la d i f f é r ence des ang les MNA et MF'A, qui 

ont respect ivement pour t a n g e n t e 

^ e t - L ; 
b*x* x + c' 

on a donc 

c'y y 
_ b-x x-i-c __ aHj (x + c) — b*xy 

,ang ? ahf ~~~ n'y2 -h b*x' + b-cx 
1f'x{x-hc) 

_ &xy + a^cy cy 
~ h'b^ + if-cx b*' 

Par conséquent , 

•1 b> aW 
C 0 S * = i + ta 11 g 2 o = ¥ + 7 f = a > f + 

» 9 

Subs t i tuan t ces valeurs d a n s l ' express ion de MC, on obt ient 

_ K<ay-hb'x°- a y + blx* _ (ay -+- _ 
M t — ft2 X flS&4 — n 

ce qui justifie la c o n s t r u c t i o n . 
Cette cons t ruc t ion est appl icable à l 'hyperbole et à la 

parabole. 

1 1 6 . — II. Nous p r e n d r o n s p o u r second exemple la cycloïde. 

De ses équat ions 

£ C = R (a — sin a ) , y = R (1 — cos a ) , 

on a t i ré au n° 1 0 5 , II, 

, sin a 
y = . J 1 — cos a 

On en déduit 

/2 (1 — cos a)1 + s i n ' « _ 2 
i + r — ( î — cos a)2 1 — cos a ' 

APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES. 1 » 

on trouve ensuite 

(1 — cos a) cos a — s i n a . s i n a , dx 
dy'=± ( I Z ^ p 1 cos a 

on a d 'ai l leurs, 

(te = R ( l — cos a) (la. 

Par conséquent 

1 
y ~~ dx R ' ( l — cos a ) " 

Subst i tuant dans l ' express ion du rayon de c o u r b u r e , o n 

ob t ien t 

3 

/ 2 \2-

p = + \ 1 — = 2R y s v/ï - cos a = 4 R sin a . 
1 

,2 R ( 1 — c o s a)2 

Or, si l ' on se repor te à la figure du n° 1 0 5 , on reconnaît 

que l 'on a 

MA = 2 R sin \ a . 

Donc 
p = 2MA, 

c'est-à-dire que dans la cycloïde le rayon de courbure est le 

double de la normale. 

| 4 . _ D É V E L O P P É E S D E S L I G N E S P L A N E S 

t t 9 . — On appelle développée d ' u n e cou rbe plane le h e u 

géométr ique de ses cent res de cou rbu re . Soit ABCDE.. une 

courbe plane que l conque ; et soient A , B, C, D, E , . . . es 
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ont respect ivement pour t a n g e n t e 
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Subs t i tuan t ces valeurs d a n s l ' express ion de MC, on obt ient 

_ y/ay-hb'x2 a y + ¿>V _ (ay -+- b'x2) _ 
M t — ft2 X flS&4 — n 

ce qui justifie la c o n s t r u c t i o n . 
Cette cons t ruc t ion est appl icable à l 'hyperbole et à la 
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De ses équat ions 
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, sin a 
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APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES. H T 

on trouve ensuite 

(1 — cosa) c o s a — s i n a . s i n a , d% 
dy' = [- ( I Z ^ p 1 cos a 

on a d 'ai l leurs, 

dx = R (1 — cos a) (la. 

Par conséquent 
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Subst i tuant dans l ' express ion du rayon de c o u r b u r e , o n 

ob t ien t 
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/ 2 \2-

p = + y l — c ^ W . = 2R y s v/ï - COS < x = 4 R sin *- a . 
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,2 R ( 1 — c o s a ) 2 

Or, si l ' on se repor te à la f igure du n° 1 0 5 , on reconnaît 

que l 'on a 

MA = 2 R sin \ a . 

Donc 
p = 2 M A , 

c'est-à-dire que dans la cycloïde le rayon de courbure est le 

double de la normale. 

| 4 . _ D É V E L O P P É E S D E S L I G N E S P L A N E S 

il*. — On appelle développée d ' u n e cou rbe plane le h e u 

géométr ique de ses cent res de cou rbu re . Soit ABCDE.. une 

courbe plane que l conque ; et soient A , B, C, D, E , . . . es 



F i " . U . 

points tr cs-rapprochés su r cette courbe. Menons par ces points 

les normales. Aa, B£>, Ce, D d , 
E e ; . . . ces normales formeront 
par leurs intersections succes-
s i v e s u n e ligne polygonale abc 
de.... Concevons maintenant 
que les arcs AB, BC, CD, DE, . . . 
deviennent infiniment petits ; 
les points a, b, c, d, e,... de-
viendront les centres de cour-

bure de ces arcs ( 1 1 5 ) ; e t la ligne polygonale abede... de-
viendra une courbe continue, lieu de ces centres de courbure . 
C'est celle courbe que l'on appelle la développée de la courbe 
ABCDE,... laquelle, prend le nom de développante par r ap-
port à la c o u r b e abede.... Voici l 'origine de ces dénomina-
tions. 

Remarquons d 'abord q u e si les arcs AB, BC, CD, DE,. . . 
sont infiniment pet i ts , on peu t écrire (113) c A = f l B , 6 B = i » C ; 
«C = cD ; dïï = dE ; . . . Cela posé, imaginons que l 'on enroule 
sur la courbe abede... u n fil flexible mais inextensible dont 
u n e extrémité aboutisse en A ; puis , supposons qu 'on la dé-
roule en le tenant toujours tendu, et en faisant marcher son 
extrémité libre A dans le sens de la flèche, l 'autre extrémité 
étant fixée quelque par t sur la courbe abede. L'extrémité A 
décrira d 'abord u n élément de cercle ayant son centre e n « ; 
cet arc de cercle passera par lepoint B, puisque «A = ûB;et i l 
se confondra avec l 'élément AB de la courbe donnée, puisqu'il 
a pour centre le centre de courbure a de cet élément. Quand 
l 'extrémité libre du fil sera parvenue en B, sur le prolonge-
ment de l 'élément ab, le mouvement changera, et l 'extrémité 
l ibre décrira un élément de cercle ayant son centre en b ; cet 
arc de cercle passera par le point C, puisque 6B = Z>G ; et il se 
confondra avec l 'é lément BC de la courbe donnée, puisqu'il a 
pour cent re le centre de courbure b de cet élément. Q u ^ i d 
l 'extrémité libre du fil sera venue en C, sur le prolongement 

de l 'élément bc, l e mouvement changera encore ; l 'extrémité 
libre décrira un élément de cercle ayant son centre enC ; cet 
arc de cercle passera p a r l e pointD, puisque cC = cD, et d se 
confondra avec l 'é lément CD de la courbe donnée, puisqu ' i l a 
pour centre le centre de courbure c de cet élément. En conti-
nuant ainsi, on voit que l 'extrémité libre du fil décrira une 
série d'arcs de cercles ayant leurs centres sur abede... et qui 
se confondront avec les éléments successifs de la courbe 
donnée ABCDE.... En définitive, elle d é c r i r a cette courbe d 'un 
mouvement cont inu. 

Ainsi, une courbe donnée quelconque ABCDE... peut tou-
jours être considérée comme décrite par l 'extrémité libre d 'un 
fil enroulé sur la courbe abede... lieu de ses centres de cour-
bure . Dans ce mouvement le fil enroulé se développe; d'où les 
noms de développée e t de développante donnés aux courbes 
abede... et ABCDE.... 

Il résulte de ce mode de description que, dans toutes ses 
positions, le fil est normal à la courbe ABCDE,... puisqu' i l est 
normal aux éléments de cercle avec lesquels elle se confond; 
en même t emps le fil est tangent à la courbe abede... puisqu'il 
est toujours le prolongement d 'un de ses éléments. On peut 
donc dire que tonte tangente à la développée est normale à la 
développante, et réciproquement, toute normale à la dévelop-
pante est tangente à la développée. 

it8. — Ces considérations géométriques pourraient suffire 
à la r igueur pour établir les propriétés de là développée. Néan-
moins, il est utile d 'en donner la démonstration analytique. 

On a vu au n° 114, II, que le centre de courbure répondant 
au point d 'une courbe donnée, dont les coordonnées s o n t » et y , 
est situé sur la normale en ce point à cette courbe, et sur la 
normale infiniment voisine menée par le point dont les coor-
données sont x + dxety-+- dy, c 'est-à-dire que le lieu des 
centres de courbure est le lieu des intersections successives des 
normales à la courbe proposée, ou, en d 'autres termes, que la 
développée est l 'enveloppe des normales à cette courbe. Or, 



on a démonIré, au n° '107, que l 'enveloppe est tangente à cha-
cune des enveloppées. Il est donc démont ré que la développée 
d'une courbe est t a n g e n t e à chacune des normales à cette 
courbe, et le point de contact est le centre de courbure répon-
dant à chaque normale . 

Cela posé, soient X, Y les coordonnées du centre de courbure 
répondant au point x, y de la courbe proposée, et soit p le 
rayon de courbure en ce po in t . On aura 

p2 = (X — a f + iY — y)\ 

Différentions les . deux m e m b r e s , il viendra, après avoir 

divisé par 2 , 

pdp = (I—x) d\ - h (Y - y ) dX - [(£— x) dx + (Y—y) dy]. 
^ T 

Mais la quant i té e n t r e crochets est nulle, a t tendu que le 
point X, Y est situé su r la normale [104 (9)]; il res te donc, 
en divisant par p 

• ' - - -

(1) d p ^ d X . ^ + dY. ï = J f . 
p p 

appelons (o l 'angle que la normale fait avec l'axe des x , nous 
aurons 

•x Y — y . 
= costi) et - = s i n w , 

P. 

et l 'équation (1) p o u r r a s ' écr i re 

(2) dp —; t/X cos w - h dY sin w. 

En même temps , si dS représente l 'é lément de la déve-
loppée, nous aurons aussi , a t t endu que cet élément a la di-
rection de la no rma le à la courbe donnée , 

Si l 'on met pour cos w et sin w ces valeurs dans la relation (2), 

elle devient 

«V = ou dp = dS. 
(5) a?- d S H- d S i / s 

Cette relation exprime que la longueur de l 'élément de 
la développée est précisément égale à l 'accroissement infini-
ment petit du rayon de courbure , ce qui justifie le mode de 
description de la courbe indiqué plus haut , et la dénomina-
tion de développée employée pour désigner le lieu des centres 
de courbure . 

il». — C ' e s t en considérant la développée comme l 'en-
veloppe des no .maies à la courbe donnée qu 'on obtient 
l 'équation de cette développée. 

Soit y = f[x) l 'équation de la courbe donnée. On a vu 1U2) 

que l 'équation de la normale à cette courbe est 

ou 

(4) [ Y - / » ] f (a) + ( X - * ) = 0 . 

Cette équation est l 'équation commune de toutes les nor-
males; l'abscisse x du point de contact doit y être considérée 
comme un paramètre variable qui part icularise la normale. 
Pour avoir l 'équation de l 'enveloppe des normales il faut donc, 
conformément à la règle exposée au n° 107, él iminer x entre 
l 'équation (1) et sa dérivée prise par rapport a x. 

Au lieu de remplacer y et y' en fonction de a , dans 1 équa-
tion de la normale , il peut être parfois plus commode d in-
troduire partout y ; il faut alors éliminer ij entre l 'équation de 
la normale ainsi préparée, et sa dérivée prise par rappor t a y , 

regardée comme variable indépendante . 

Nous donnerons quelques exemples du calcul qui conduit 

à l 'équation de la développée. 



m PREMIERS ÉLÉMENTS DU CALCUL INFINITÉSIMAL. 

b o l e 1 ^ ] L N 0 U S P r e n d r O n S d ' a b ° r d P ° U r 6 X e m P l e P ^ 

L'équation de la normale est 

Y 

ou, en remplaçant x en fonction de y, 

( 1 ) Y —y = ~y 
J p\ V ' 

ou bien 

y'-hïp(p-X)y-.<2fY== o . 

Différentiant par rapport à y , on a 

» e n t r ° , e S ^ t i o » (1) et (2). Pour cela 

et en substituant dans (1), il vient 

2 f = _ 2 ^ Y , d'où 

Substituant dans (2) on obtient 

ou 

Ys - 1 
' 2 7 p 

Î Î - ' Â " l a d é Ç e l 0 P P é e ' E U e a 1 3 

APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES. 

Nous ne nous arrêterons pas à sa discussion. 

II. Nous prendrons pour second 
exemple l 'el l ipse, parce que , pour 
obtenir l'équation de la développée 
sous une forme simple, il convient 
de suivre une marche particulière. 

L'équation de la normale est 

( ! ) ï - l É S ^ ) » 
Fig. 13. 

O U 

v v . „ « 
' y b* ~ b3 'x b2 J• 

Prenons la dérivée par rapport à $ , en regardant?/ comme 

fonction de x ; nous aurons 

- q ' X (xy'-y\ c* „,, 
0 = ba \ x2 h s » ' 

ou 
0 = a * X (xy'—y) — c°-x y . 

fr2» 
Mettant pour y' sa valeur — — , il vient 

a*y 
c*x2. b2x a'I.a'b" , cW 

d'où 

a-y 

x% __oX 
c* 1 

a?y a*y ' 

et par suite 



I u PREMIERS ÉLÉMENTS DU CALCUL INFINITÉSIMAL. 

Or on trouverait par un calcul analogue 

6» 
bj 
c-

il suffit pour cela de remplacer x par y, X par Y, a pari», 
b par a , et de changer par conséquent le signe de ca . Ces va-
leurs, mises dans l 'équat ion de l 'ellipse, donnent 

ou 

Fig. 1G. 

(aTf+(bYf=c\ 

Telle est l ' équat ion de la développée de l 'ellipse; celte 
courbe a la forme indiquée pa r la figure 16 . 

I i l . Nous chercherons encore 
la développée de la cycloïde, parce 
qu'elle peut s 'obtenir par des con-
sidérations géométriques très-sim-
ples. Soit 0I1B (fig. 17) la cycloïde 
considérée; M l 'un de ses points; 
C la position correspondante du 
centre du cercle généra teur ; A son 

point de contact avec l'axe OX. Traçons le cercle C' symétrique 

du cercle C par rapport à 
OX; et l irons MA, qui r en-
contrera le cercle l ' / en M'. 
A cause de la symétr ie on 
aura évidemment AM' = 

B x A M , et par conséquent 
MM' = 2MA. Le point M' 
sera donc (116) le centre 
de courbure de la cycloïde 
correspondant au point M. 

Cela posé, p renons OK = , et menons HKK' parallèle à 

l 'axe des y ; menons encore 0 0 ' parallèle à KK' et O'K' pa-
rallèle à 4 e OX, et tangent en A' au cercle C . Nous aurons 

0 ' K ' = O K = - R , et 0 'A' = 0A. 

Or on a À Al' 
arc AM = OA = arc AM , 

puisque les cordes AM et AM' sont égales à cause de la symé-

tr ie . 11 en résulte 

a r c A ' M ' = a - A M ' = 0 ' K ' - 0 ' à ' = .VK<. 

Donc le point M' es t sur une cycloïde « W a j a u t pour 
J e générateur !e cercle C' ; et qui serait eugendree par un 
ÏÏ de la circonférence de ce cercle C' roulant sur OX en 

eTs inverse du roulement dn cercle C. Or la courbe a n , , de-
c™ e! lien des centres de courbure W de la c jc lorde donnee, 

est la développée de cette cycloïde. 
Donc la Hdmée de la c ^ e est une cyMe égalé, p . 

se serait abaissée parallèlement d ïaxe ies , d'une guannte 
Jean diacre du cercle générateur, et gu, aura, avance 

ou reculé parallèlement à l ' a x e d e s x d'une g,,anl,té égalé » 
une demi-circonférence de ce cercle. 

. . o b i s - On peut remarquer que, d 'après le mode de 
description d 'une courbe fondé sur l 'emploi de sa développee, 
il ; a toujours une infinité de courbes qui ont la meme déve-
loppée • on les obtient en faisant vaner la longueur du fil en-
Z sur cette développée commune. Toutes ces courbes ont 
les mêmes normales; ce sont les taugeutes a la commune dé-
veloppée; et la port ion de normale comprise entre deux de 
l E u r b e s est constante dans toute leur étendue ; en d antres 
ternes ees courbes sont partout équldistantes. 

Réciproquement , deux courbes qui ont toutes leurs nor-
males communes et qui sont par tout équidrstantes on la 
même développée. Car si la première peu t ctre d e m i e . 1 a,de 
de sa développée, en adoptant nue certaine longueur de 1.1, 



la seconde pourra ê t re décrite à l 'aide dé la m ê m e développée 
en faisant varier la longueur du fil d 'une quant i té égale à la 
distance des deux courbes. 

§ 5 . - P O I N T S S I N G U L I E R S D E S C O U R B E S P L A N E S 

f 2 t . — On appelle points singuliers d 'une courbe p l ane 
les points qui offrent quelque particulari té indépendante du 
choix des axes. 

D'après celte définit ion, les points où l 'ordonnée est maxima 
ou minima ne sont pas des points s inguliers , car ils perdent 
leur propriété quand on fait varier la direction des axes. C'est 
ainsi, par exemple, que le sommet du petit axe d 'une ell ipse, 
qui répond au maximum de l 'ordonnée quand on rappor te la 
courbe à ses axes, perd cette propriété si l 'on prend pour axes 
deux diamètres conjugués quelconques. 

Nous supposerons d 'abord l'équaiion de la courbe résolue 
par rappor t à y . 

Nous aurons à considérer les points singuliers que peu t p ré -
senter une même b ranche de courbe; puis ceux qui résu l ten t 
de la rencontre de plusieurs branches . 

132. — Points singuliers que peut présenter une même 
branche. 

I. Points d'inflexion. Nous avons déjà eu occasion de 
par le r de ces points au n° 111; ce sont ceux où le coefficient 
angulaire de la tangente f [x) passe par un maximum ou p a r 
un m i n i m u m , et où par conséquent f (x) devient nul ou in-
fini. Nous avons donné pour exemple du premier cas la s inu-
soïde; on peut p rendre p o u r exemple du second cas la courbe 

7 9 * 

T 
/ • s n m 

0 X 

y ' = i + | # , T , 

l 

F ^ 

Pour x = 0 , on t rouve ° x 

y = h} y' = 1 , y" = • F i g . 1 8 . 

Le point M qui r épond aux coordonnées 

x=0 et x=h, 

es tun pointd ' inf lexion. Le coefficient angulaire y ' estdécrois-
sant pour x négatif et croissant pour x posi t i f ; il passe donc 
par un min imum pour x=0 ; la seconde dérivée y" prend 
alors une valeur infinie. 

On peut r emarque r que quand y" est. n u l , le rayon de 
courbure p (114) devient infini; et quand y" est inf ini , le rayon 
de courbure est nu l . On voit donc qu 'aux points d ' inflexion le 
ravon de courbure devient nul ou infini . 

a 2 3 _ II. Points d'arrêt ou de rupture. Ces points sont 
ceux où l 'ordonnée passe b rusquement d 'une valeur finie à une 

valeur infinie ou à une aut re valeur finie. 

I . Soit, par exemple, la courbe 
ïi 

y = i — e?. L 

Si l 'on fait varier x de — co a 

à 0 , y est positif et augmente 
de 0 à 1 , ce qui donne la bran-
che aL Si l 'on fait var ier x 
d e - t - s o à 0 , y est négatif et 
augmente de 0 à l ' infini, ce qui 
donne la b ranche cb. Pour » = 0 , on a donc ou une ordonnée 
finie 0 Â = 1, ou une ordonnée négative infinie en valeur ab-



la seconde pourra ê t re décrite à l 'aide dé la même développée 
en faisant varier la longueur du fil d 'une quanti té égale à la 
distance des deux courbes. 

§ 5 . - P O I N T S S I N G U L I E R S D E S C O U R B E S P L A N E S 

f 2 t . — On appelle points singuliers d 'une courbe p lane 
les points qui offrent quelque particularité indépendante du 
choix des axes. 

D'après celte définition, les points où l 'ordonnée est maxima 
ou minima ne sont pas des points singuliers, car ils perdent 
leur propriété quand on fait varier la direction des axes. C'est 
ainsi, par exemple, que le sommet du petit axe d 'une ellipse, 
qui répond au maximum de l 'ordonnée quand on rappor te la 
courbe à ses axes, perd cette propriété si l 'on prend pour axes 
deux diamètres conjugués quelconques. 

Nous supposerons d'abord l'équaiion de la courbe résolue 
par rapport à y. 

Nous aurons à considérer les points singuliers que peu t p ré -
senter une même branche de courbe; puis ceux qui résul tent 
de la rencontre de plusieurs branches. 

132. — Points singuliers que peut présenter une même 
branche. 

I. Points d'inflexion. Nous avons déjà eu occasion de 
par ler de ces points au n° 111; ce sont ceux où le coefficient 
angulaire de la tangente f [x) passe par un maximum ou p a r 
un min imum, et où par conséquent f (x) devient nul ou in-
fini. Nous avons donné pour exemple du premier cas la sinu-
soïde; on peut prendre pour exemple du second cas la courbe 

7 9 * 

T 
/ • s n m 

0 X 

y' = l + | # , T , 

l 

F ^ 

Pour x = 0 , on trouve ° x 

y = h} y' = 1 , y" = • F i g . 1 8 . 

Le point M qui répond aux coordonnées 

x=0 et x=h, 

es tun poin td ' inf lexion. Le coefficient angulaire y ' estdécrois-
sant pour x négatif et croissant pour x posit if ; il passe donc 
par un min imum pour x=0 ; la seconde dérivée y" prend 
alors une valeur infinie. 

On peut remarquer que quand y" est. n u l , le rayon de 
courbure p (114) devient infini; et quand y" est infini , le rayon 
de courbure est nul . On voit donc qu 'aux points d' inflexion le 
ravon de courbure devient nul ou infini . 

a 2 3 _ II. Points d'arrêt ou de rupture. Ces points sont 
ceux où l 'ordonnée passe brusquement d 'une valeur finie à une 

valeur infinie ou à une autre valeur finie. 

I. Soit, par exemple, la courbe 
ïi 

y = i — e?. L 

Si l 'on fait varier x de — co a 

à 0 , y est positif et augmente 
de 0 à 1 , ce qui donne la bran-
che aL Si l 'on fait varier x 
de -t- so à 0 , y est négatif et 
augmente de 0 à l ' infini, ce qui 
donne la b ranche cb. Pour » = 0 , on a donc ou une ordonnée 
finie 0 Â = 1, ou une ordonnée négative infinie en valeur ab-
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solue. Ainsi l 'ordonnée passe brusquement d 'une valeur finie 
à une valeur infinie. 

II. Soit en second lieu la courbe 

1 x y = a r c . tang -, . 
, ° x \ + x r 

Si l'on fait varier x de — oo à 0, y est négatif et varie 

de 0 à — Si l 'on fait varier 

x de -f-oo a 0 , y est. positif 

0 * et varie de à 0 + ^ . P o u r £ = 0 

l 'ordonnée passe donc brus-
Kig. -2o. quement de la valeur finie 

— £ à la valeur finie - f -
L 2 

Ce genre de points s ingul iers ne se rencontre que dans les 
courbes transcendantes. 

184. — III. Points saillants. On nomme ainsi lés points 
où le coefficient angulaire de la tangente passe brusquement 
d 'une valeur finie à u n e autre valeur finie, et où par consé-
quent la courbe semble se briser et former un angle dont le 
sommet est le point sail lant. 

Soit, par exemple, la courbe 

y = h - J
r x . arc tan g. - . 

X 

On tire de cette équation 

1 x y'=arc tang , - . 
J ° x 1 + af 

Fig. 21. Or , on vient de voir que pour 

# = 0 c e l t e fonction passe brusquement de la valeur — ^ à la 

valeur H- ¿L La courbe se brise donc au poinfe A, qui devient 
h 

le s o m m e t de l 'angle formé par les deux parties consécutives 
de la courbe ; ce sommet est le point saillant. 

Ce genre de points singuliers ne se rencontre également 
que dans les courbes t ranscendantes. 

its. —Points singuliers résultant de la rencontre de plu-
sieurs branches. 

I . Points multiples. Ces points sont ceux où deux branches 
de courbe se croisent. Cela arrive lorsque y a deux valeurs 
distinctes qui se confondent pour une valeur particulière 
de x, et qu'en même temps y' conserve deux valeurs dis-
tinctes. 

On peut prendre pour exemple l 'équation 

irTh ,, < , 1 + 2a 
y = x K d 'où y ' = — . - = = r . 3 y b 2\Jb s/x+a 

Pour x = 0 on trouve 

y = 0, et y' = ± \ J y 

La courbe a la forme indiquée 
(fig. 22) ; le point 0 est un point 
multiple. 

Ces points se rencontrent dans 
les courbes dont l 'équation contient 
des radicaux d'indice pair. ^ ^ 

i a 6 . _ I 1 peut arriver que les deux branches de courbe au 
lieu de se croiser soient tangentes. Le point de contact est alors ce 
qu'on appelleun point multiple avec contact, et il est dit de 
première ou de deuxième espèce, suivant que les deux 
branches sont situées de part et d 'autre de leur tangente 
commune ou d'un même côté de cette tangente. 

Û 



130 PREMIERS ÉLÉMENTS DU CALCUL INFINITÉSIMAL. 

Ce qui caractérise ces points, c'est d'abord que deux va-
leurs distinctes de y se confondent en une seule; que deux 
valeurs de y' se confondent également en une seule; et le 
point est de première on de deuxième espèce, suivant que sur 
les deux branches y" a des signes différents ou le même 
s igne. 

Comme exemple d'un point multiple avec contact de pre-
mière espèce, on peut prendre la courbe (fig. 23 

y=icsy/l+ic. 

On a dans ce cas 

, 4» + 5x2 _ 8 + 2 4 » - M 5»* 
y '9 rr-— ; y -

16 ( 1 + » ) 2 

P o u r # = 0 , on trouve 

y=0, î/=0, et y"=±\. 

Les deux valeurs de l 'ordonnée se réduisent à une seule; il 
en est de même des deux valeurs 
d e y ' ; quant aux deux valeurs de 
y", elles restent distinctes et de 
signe d i f férent ; le point 0 est donc 
u n point multiple avec contact de 
première espèce. 

Comme exemple d'un point m u l -
tiple avec contact de deuxième espèce, nous prendrons la 
courbe (fig. 24) , 

F i g . 2 3 . 

On a dans ce cas 

, 0 4 » - f - 5 » s „ 0 , 8 4 - 2 4 « - M S » 
î/ = 2 a > + 7 - 7 = = = » y ~ 2 + — 

4 v l + » 8 ( 1 + * ) ' 

Fi " . 24. 

y = 0 , y ' = 0 , y" = 2 zh 1 ; 

les deux valeurs de y se réduisent 
encore à une seule, il en est de 
même des valeurs de y ' ; mais les 
deux valeurs de y" restent distinctes 
et ont toutes deux le même signe. 
Le point 0 est donc bien un point -
multiple avec contact de deuxième 
espèce. 

t a » . — II. Points de rebroussement. Ce qui caractérise 
ces points, c'est que l 'ordonnée est imaginaire, soit en deçà , 
soit au delà; qu'elle a deux valeurs distinctes, soit au delà, 
soit en deçà, qui se confondent en une seule au point consi-
déré , et que le coefficient angulaire y ' a aussi deux valeurs 
distinctes qui se confondent en une seule en ce point . La 
courbe présente donc au point de rebroussement deux bran-
ches tangentes entre elles, mais qui 
ne s 'étendent que d ' u n côté de ce 
point. Le point de rebroussement est 
dit de première ou de deuxième espèce, 
suivant que les deux branches sont si-
tuées de part et d 'aut re de leur tangente 
commune ou d'un même côté de cette 
tangente, ce qu ' indique le signe de y". 

Soit (fig. 25) l 'équation 

Fig. Ï 5 . 

4 | 
y = h-hx-h ^ X-, 

on en tire 
2 

f = * + g * ' , et y " = \!x-

Pour # = 0 on a y = h, y ' = l ; d'ailleurs y devient imagi-

naire (ainsi que y') pour les valeurs négatives de » . De 
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plus y" a un signe différent s u r les deux b r a n c h e s . On a donc 
au point A un point de rebroussement de première espèce. 

Soit au contra i re (fig. 26) l ' équa t ion 

y = h H- ^ x + x^-t ? x% 

on en t i re 

et y" = 1 
I 

3 r 
0 V®' 

\ 
Pour x— 0 , on a y = h, y' = et 

y est imag ina i re p o u r les va leurs né -
gatives de x. De p lus , p o u r de t rès -
peti tes va leurs positives de x, les deux 
valeurs de y" sont de m ê m e s igne. Le 

Fig. 26. p0 in t a est donc un point de rehaus-
sement de seconde espèce. 

i«8. — III. Points conjugués (ou isolés). Ces points pro-
v iennent o rd ina i rement d ' u n e b r a n c h e de c o u r b e fe rmée qui 
se rédu i t à un point pour u n e va leu r par t icu l iè re d ' u n para-

m è t r e e n t r a n t dans l 'équat ion 
de la cou rbe . Ils sont caracté-
risés p a r cette c i rconstance q u e , 
en deçà et au delà , l 'o rdonnée 
est i m a g i n a i r e , j u squ ' à une 
va leu r convenable de x; et qu 'au 

F l g - 2 7 , po in t lu i -mêmey ' e s t imagina i re . 

Soit , par exemple , la courbe 

y 
_\[%(x- -a) (x—b) 

m 

qui a la forme représentée par la figure 2 7 . 

xJx—b 
v = — -, d ou y — - — - , y m ' 3 2 m \x — b m 

Pour s = 0 on a y=0. Mais pour T 

des valeurs positives de x mo ind re s 
que b , ou pour des valeurs négat ives 
de cet te var iable , y est imag ina i r e . Au 
point 0 lu i -même (fig. 2 8 ) , y ' est ima-
ginaire . Ce poin t est donc un point 

coniuqué. , . . „ 
1 2 9 . - Supposons m a i n t e n a n t que l 'équat ion ne puisse 

pas ê t re résolue par r a p p o r t à y, soit f ( x , y) — 0 cette 

' ' C e l o n s - n o u s q u ' o n en dédu i t pa r la differentiat ion 
(50, 59) 

Fig. 28. 

(a) 

(b) 

(«) 

*f.v.*L-0 

lK 
dx2 dx dy 

d±r 
dy 

• 5 f 
d'f , d[f 

dxnlg^^ dxdf d i f j 

L'équat ion (a) donne y'-, en subs t i tuan t cet te valeur dans 
l 'équat ion [b), on en t i re f ; e t , en subs t i tuant es valeurs 
de y' et de y" dans l ' équa t ion (c), on en t i re ra i t y' ; e t ainsi 

de sui te . . . , 
Il n 'y a r ien de par t icu l ie r à r e m a r q u e r pour les points 

s ingul iers que peu t p r é s e n t e r u n e m ê m e b r a n c h e de courbe . 



Mais il peu t arriver qu'au point que l 'on considère on ail 
à la fois 

f = o , et i = 0 ; dx ' dy ' 

Dans ce cas, l 'équation (a) qui donnait y' devient illusoire, et 
c 'est alors l 'équation (b) qui donne cette première dérivée, 

a t t endu que le terme en y" disparaît, puisque ^ = 0 c'est-à-
dy ' 

dire qu'alors y' est donné par une équation du second degré. 
Si les racines sont imaginaires, on a affaire à un point 

conjugué. 
Si les racines sont réelles et inégales, c'est un point mul-

tiple ordinaire. 
Si les racines sont égales, il s'agit d'un point multiple avec 

contact, ou d 'un point de rebroussement. Si y conserve u n e 
valeur réelle en deçà et au delà du point considéré, c'est un 
point mult iple; si y devient imaginaire en deçà ou au delà, 
c'est un point de rebroussement. 

Dans les deux cas, Vespèce du point sera donnée par y", 

que l'on tirera alors de l 'équation (c), at tendu que y1" dispa-

ra î t , puisque ^ est nul . Si les deux valeurs dey" sont de 

signe contraire , on aura affaire à un point multiple de p re -
mière espèce ou à un point de rebroussement de première 
espèce ; si les deux valeurs de y" sont de même signe, ce sera 
un point multiple de deuxième espèce ou un point de re-
broussement de deuxième espèce. 

Les détails qui précèdent suffisent pour les besoins de 
l 'application. 

§ 6 . — C O U R B E S A D O U B L E C O U R B U R E 

130. — Une courbe quelconque, dans l'espace, est repré-
sentée, en coordonnées rectangulaires, par deux équations 

en t re les trois variables » , y, z. Ces deux équations sont celles, 

de deux surfaces dont l ' intersection est la courbe consideree. 

Le plus souvent les deux équat ions ne r en fe rmen t chacune 

que deux variables et se présentent sous la forme 

(1) x=o(z), y=à(z), 

elles représentent alors les cyl indres qui proje t tent la courbe 

sur le plan des xz, e t sur l e plan des yz. 
On prend ordinai rement z pour variable indépendan te ; 

cependant , pour la symétr ie des fo rmules , il est souvent 
commode de regarder » , y et « comme fonctions d une va-
r i a b l e indépendante auxiliaire; on adopte alors géneralemen 
pour variable indépendante l ' a rc s d e l à courbe ; X , y , z sont 
considérés comme fonctions de s. 

131. — Expression d'un élément de la courbe. Soient * , 
y, 2 les coordonnées d 'un point M de la courbe, et soient 

X - h A», y + A y , Z+ AZ, 

les coordonnées d 'un point voisin M'. Si l représente la droite 
qui joint les points M et M', on aura, d 'après une formule 
connue de Géométrie analytique à trois d.mensions 

1= \ /Â» 2 - t -Ay 2 + Az2. 

Si l 'on rapproche indéfiniment le point M' du point M, la 
corde l de l 'arc MM' t endra vers l 'arc lui-même, que 1 on re -
présente par ds, en même temps que A®, Ay, AS t end ron t 
respectivement vers dx, dy, dz. On aura donc 

d s = l i r a . S / A » a - 1 - Aif + A t f , 

ou 

ds = \fdx*-h dy9 + dz*. 

L'arc infiniment peti t ds es t ce qu 'on nomme un élément de 

la courbe. 



Mais il peu t arriver qu'au point que l 'on considère on ail 
à la fois 

f = o , et i = 0 ; dx ' dy ' 

Dans ce cas, l 'équation (a) qui donnait y ' devient illusoire, et 
c 'est alors l 'équation (b) qui donne cette première dérivée, 

a t t endu que le terme en y" disparaît, puisque ^ = 0 c'est-à-
dy ' 

dire qu'alors y' est donné par une équation du second degré. 
Si les racines sont imaginaires, on a affaire à un point 

conjugué. 
Si les racines sont réelles et inégales, c'est un point mul-

tiple ordinaire. 
Si les racines sont égales, il s'agit d'un point multiple avec 

contact, ou d 'un point de rebroussement. Si y conserve u n e 
valeur réelle en deçà et au delà du point considéré, c'est un 
point mult iple; si y devient imaginaire en deçà ou au delà, 
c'est un point de rebroussement. 

Dans les deux cas, Vespèce du point sera donnée par y", 

que l'on tirera alors de l 'équation (c), at tendu que y'" dispa-

ra î t , puisque ^ est nul . Si les deux valeurs da y" sont de 

signe contraire , on aura affaire à un point multiple de p re -
mière espèce ou à un point de rebroussement de première 
espèce ; si les deux valeurs de y" sont de même signe, ce sera 
un point multiple de deuxième espèce ou un point de re-
broussement de deuxième espèce. 

Les détails qui précèdent suffisent pour les besoins de 
l 'application. 

§ 6 . — C O U R B E S A D O U B L E C O U R B U R E 

130. — Une courbe quelconque, dans l'espace, est repré-
sentée, en coordonnées rectangulaires, par deux équations 

en t re les trois variables a>, y , Ces deux équations sont celles, 

de deux surfaces dont l ' intersection est la courbe consideree. 

Le plus souvent les deux équat ions ne r en fe rmen t chacune 

que deux variables et se présentent sous la forme 

( i ) « = ? ( « ) , y = t M * ) > 

elles représentent alors les cyl indres qui proje t tent la courbe 

sur le plan des xz, e t sur l e plan des yz. 
On prend ordinai rement % pour variable indépendan te ; 

cependant , pour la symétr ie des fo rmules , il est souvent 
commode de regarder » , y et « comme fonctions d une va-
r i a b l e indépendante auxiliaire; on adopte alors géneralemen 
pour variable indépendante l ' a rc s d e l à courbe ; y, % sont 
considérés comme fonctions de s. 

131. — Expression d'un élément de la courbe. Soient x, 
y, 2 les coordonnées d 'un point M de la courbe, et soient 

x -(- A®, y-^ày, z-i-Az, 

les coordonnées d 'un point voisin M'. Si l représente la droite 
qui joint les points M et M', on aura, d 'après une formule 
connue de Géométrie analytique à trois dimensions 

lz= \Jjx Ay*+ -

Si l 'on rapproche indéfiniment le point M' du point M, la 
corde l de l 'arc MM' t endra vers l 'arc lui-même, que 1 on re -
présente par ds, en même temps que AX, Ay, AZ t end ron t 
respectivement vers dx, dy, dz. On aura donc 

ds = l i r a . \ / A X 2 - f - A , 

ou 

ds = \Jdx* -4- d)f + dz1. 

L'arc infiniment peti t ds es t ce qu 'on nomme un élément de 

la courbe. 
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Si 1' on prend z pour variable indépendante, on peut écrire 

dx du 
ou, en tirant -y- et des équations (1) de la courbe 

clz clz 

( 3 ) ds = s/[<?'(z)]*+W(z)Y+l. 

138. — Tangente. Les équations de la droite qui joint les 
points M, M' avant pour coordonnées 

x,Y,z, et X-H AX, Y-H AY, z +AZ, 

sont , en désignant par X, Y, Z les coordonnées courantes, 

AX 
X - * = £ ( Z - * ) , et Y - y = ^ ( Z - z ) . 

A Z A Z 

Si l 'on fait tendre M' vers M, la sécante MM' tendra vers la 
tangente en M ; en m ê m e temps 

AXAy . dx . du 
— et — , tendront vers -¡— et — ; 
A Z A z dz dz 

les équations de la t angente sont donc 

(4) ! - « = * ( . l - z ) , .et Y - 9 = | ( Z _ S ) . 

On peut les écrire symétr iquement sous la forme 

dx dy dz 
( 5 ) X — x Y—y l — z 

On remarquera que les équations (4) sont celles des tan-
gentes aux courbes représentées par les équations (1); ainsi 
lu projection de la tangente à une courbe esi tangente à la 
projection de cette courbe, ce qu'i l était aisé de prévoir. 

APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES. 1 3 7 

C o n s i d é r o n s l e s p o i n t s d e la c o u r b e e t d e sa t a n g e n ^ qu i 

correspondent à l 'ordonnée z + h,h étant une quanti té inti 
corresponde coordonnées du pre-
niment petite, soient x v y v * -r , 
mier de ces points , que nous appe l l e ronsp ; et U , « + ». 
S L du second, que nous appellerons P. D'après ce qui a 
expliqué au n° 99 la différence X 1 — s e r a un infiniment 

e U du econd o id re , si la courbe n 'éprouve pas de discou-
r t au point que l 'on considère; et il en sera de m e - d 

la différence Yt - ft. On en conclut aisemen q u m ^ ne 
des points P et p est el le-même un infiniment petit du 
ordre , car cette distance o a pour expression 

0 r , d 'après . q u ' o n vient ^ ^ ^ ^ 

donc 

• a s s e s s » - - : * 

p e t i t s d u s e c o n d o r d r e . 

13« bis - O n sait que s i a = « + P , T : 
les équations d 'une droite, les cosinus des angles qu elle fait 
avec les axes ont respectivement pour valeur 

* — 

Si l 'on applique ces formules à la tangente, on aura donc 
en désignant p'ar a , p, , les angles qu'elle fait avec les axes 

des X, des y et des z, 



• d z dx d x 
(6) COSa: 

et de m ê m e 

cosp=È, et co dz 
1,6 ds' 

n é e t P o n t n ; P r n t ^ ^ * ^ d o n t - o r d o n -nées sont a;, y , s o n é q u a l i o n ^ d e J& ^ 

- + - » ( Y — y ) -f -G (Z —-i) = o. 

A = c - s > -

Subs t i tuan t dans l 'équat ion précédente ces valeurs de A et 

obtien', ' S U P P ™ a n t l e f — — , o n 

O U 

c'est l ' équa t ion du p l an no rma l 

plans tangents est év idemment de la f o rme 

(8) [ ( X - ^ & H Z ^ i f e j + x f o r ^ ^ j z « , , ^ ^ 

car cette équat ion représen te u n p lan , et ce plan cont ient la 
t angen te , puisque l ' équat ion (8) est satisfaite en m ê m e t emps 
que les équations (4) de l a t a n g e n t e . 

Nous r emarque rons encore ici que ce p lan , qui passe par le 
po in t x, y, z, ne passe pas pa r le po in t dont les coordonnées 
sont x + dx, y-r-dy,z + dz, e t que si ces coordonnées pa-
raissent satisfaire à l ' équa t ion (8) , c 'est parce q u ' o n néglige 
les inf iniment petits du second ordre . 

u s » . — P l a n o s c i l l a t e u r . I . Considérons t rois points con-

sécutifs M, M', M" s u r la c o u r b e ; par ces t rois po in t s , qui 

ne sont pas généra lement en l igne droi te , on pour ra faire 

passer un p l a n . Si l 'on fait t e n d r e les points M' et M" vers le 

point M, ce plan t endra ve r s u n e posit ion l imi te ; le plan qui 

occupe celte position l imite est ce que l 'on appel le le plan os-
cillateur au point M. 

Ce plan devant passer par le point M, dont les coordonnées 

sont x, y, z, son équation est de la f o rme 

A (1-x) + B (Y - y) + C (Z - z) = 0 . 

Nous s u p p o s o n s « , y , et 2 fonctions d ' une variable auxil iaire 

indépendante . 

Si* x-hdx, y -h dy, z+dz sont les coordonnées du 
point M', elles doivent sat isfaire à l 'équat ion du p lan , ce qui 

donne 

Adx 4- My H- Cdz = 0 . 

Lss coordonnées du poin t M" é tan t 
x + dx + d% y 4- dy + d'y, z + dz-h d% 

elles doivent éga lement sat isfaire à l 'équat ion d u p lan , ce qui 

donne , en ayant égard à la re la t ion ci-dessus, 

Ad'x+M'y + Cd^O. 

De ces deux dern iè res équat ions on t irera les rapports 



A . B £ et g ; et , en subst i tuant pour A et B leurs valeurs en C 

dans l 'équation du p lan , et supprimant le facteur C devenu 
commun, on obt iendra 

( 9 ) 
(X — x) (dy d*z — dz d'à) + (Y—y) (,dz d~x — dx d*z) 

H- (Z — z) (dx dry — dy d*x) = 0, 

c'est l 'équation du plan oscillateur. 
On en ferait disparaître les infiniment petits en divisant 

par ds\ si s est la variable indépendante. S i« ' , «" , y\ y", s ' , z" 
représentent les premières et secondes dérivées de x, y et z 
par rappor t à s, on pourrai t écrire 

(l—x) (y'z" — z'y") + (Y-y) (z'x"-x'z") 
+ (Z-z) (x'y"-y'x") = 0, 

équation qui ne r e n f e r m e pins d'infiniment petits. 

II. Le plan osculateur contient la tangente en M; car si 
I o n remplace X - * , Y - y , Z—z par dx, dy, dz qu i leur 
sont proportionnels en vertu des équations (5) de la tangente, 
tous les te rmes de l 'équation (9) s 'entre-détruisent. Le plan 
osculateur est donc compris parmi les plans tangents. 

III. Si l 'on prend % pour variable indépendante, il en résulte 
dz= constante et dîz=0. L'équation du plan osculateur de-
vient alors, en divisant par dz5 : 

(9 bis) 

- M î - S - Â - S O - « -

Sous cette forme, on reconnaît aisément que le plan oscu-
lateur au point M, dont les coordonnées sont x, y, z, est pa-
rallèle à la tangente au point M' ayant pour coordonnées 

x + dx,y + dy, dz. En effet : | et | étant les coeffi-

cients angulaires de la tangente en M, ceux de la tangente 

en M's 'obt iendront en y changeant a; en x-{-dx et y en y + dy, 

ce qui donne 

Or, on sait que pour qu 'une droite, ayant pour coefficients 

angulaires a et b, soit parallèle au plan qui a pour équation 

Aa i4 -By + C z - 4 - D = 0 , 

i l faut et il suffit qu 'on ait 

Aa + Bfc + C = 0 . 

Bans le cas qui nous .accupe, cette condition devient 

d*y (dx ^ d'x \ d\v (dy d*y , \ 

(dx dhj dy d*x\_0 
+ \dz ' dz" dz'dz'J ' 

égalité qui est en effet satisfaite d 'el le-même, attendu que les 
termes du premier membre s 'entre-détruisent . 

IV. On déduit encore de ce qui précède que la plus courte 
distance des tangentes menées en M et en M' est un infiniment 
petit du 3 e ordre. En effet : cette distance n 'es t autre chose 
que la distance du plan osculateur à la tangente en M' qui lui 
est parallèle. Il fau t donc démontrer que celle-ci est un infini-
ment petit du 3« ordre. On simplifie la démonstration en pre-
nant la tangente en M pour axe des z, le point M pour origine, 
e t le plan osculateur en ce point pour plan des zx. L'équation 
(9 bis) du plan osculateur se réduit alors à 

d'y 

car on a ® = 0, y = 0 , * = 0 , puisque l'origine est en M, et 



A dy ' . „ 
— = U avec — = 0, puisque l 'axe des 2 est une tangente . 

Pour que le plan osculateur se confonde avec le plan des zx, 
et que son équation se réduise à Y = 0, il faut donc qu 'on ait 

dz* u-

Cela posé, soit (z) l 'équation de la projection de la 
courbe sur le plan des yz; on aura pa r la série de Maclau-
rin v 

y=W(0) + w ( 0 ) | + W " (0) ^ + W " (0) - h . . . 

Mais W (0) est nul , pu i sque la courbe passe par l 'origine; 
W (0) est nul, puisqu'elle est tangente à l 'axe des 2; enfin, la 

d* y 
condition = 0 revient à W" (0) = 0. Il reste donc 

Donc si z est un infiniment petit du premier ordre , comme cela 
doit avoir lieu pour le point M' inf in iment voisin du point M, 
l 'ordonnée y , qui mesure la plus courte distance du plan oscu-
lateur à la tangente en M', est un infiniment pet i t du 3 e o r d r e , 

11 en résulte qu'en négligeant les inf in iment petits du 
5e ordre, on peut regarder le plan osculateur en M comme 
contenant les tangentes en M et M'. 

135 bis. — Normale principale. On donne le nom de nor-
male principale à la perpendicula i re à la tangente qui se 
trouve dans le plan osculateur . C'est l ' intersection du plan 
osculateur avec le plan normal ; et l 'on pourrai t obtenir ses 
équations parce l le considération. Mais il est préférable d ' em-
ployer la méthode suivante, qui conduit aisément à diverses 
autres conséquences utiles. 

Soient M et M' deux points inf iniment voisins sur la courbe; 
MT et M'T' les tangentes en ces deux points. La distance de la 

tangente M'T' au plan osculaleur mené en M étant un infini-
ment petit du 5e o rd re , on peut , en négligeant les infiniment 
petits de cet ordre , regarder M T comme contenu dans le 
plan osculateur. Supposons que ce soit le plan de la figure. 
Soit C le centre de courbure en T 
M de l 'arc MM' considéré ainsi 
comme plan; menons CM et 
CM' ; la droite MC, normale en 
M ( l l o ) , sera la normale pr in-
cipale. Par l 'origine des coor- ' 
données, menons les droites Oi 
et Oi' parallèles à MT et à M'T' ng. 29. 
et égales à l 'uni té , et joignons tt'. Le triangle MCM' peut ê tre 
considéré comme un triangle rectiligne isocèle, dont l 'angle 
en C est égal à l 'angle de contingence, que nous représente-
rons par (fe, et dont les angles à la base sont aussi voisins 
qu'on le voudra de 90°. Or, le triangle tOt' est aussi un triangle 
isocèle, dont l 'angle en O est égal à l 'angle de contingence; il 
est donc semblable au triangle MCM'; et , puisque Oi et Oi' 
sont respectivement perpendiculaires aux normales MC etM'C', 
il faut que le troisième côté tt' soit perpendiculaire à MM', et 
par conséquent aussi voisin qu'on le voudra d 'être parallèle à 
MC. La direction de la normale principale MC est donc en dé-
finitive celle de la droite tt', et tout se réduit à trouver cette 
dernière. -

Pour cela , soient 5, vj, Ç les coordonnées du point t ; 
g + d-, rt 4 - d-r\, 'C + dl, seront celles du point t'. La dis-
tance de de ces deux points sera exprimée (151) par 

da = \Jdqi-hdr?-i-d':î; 

et si X, [>., v désignent les angles que tt' fait avec les axes, on 

aura (152) 
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Or , a , ¡3, y dés ignant les angles de la t angente MT ou de la 

parallèle 01 avec les axes, on a 

z = O t . c o s a , Y J = O Î . c o s ¡3, Ç = O Î . C O S Y , 

ou s implement , p u i s q u e Of = 1 , 

£ = c o s a , Y j = c o s p , C = COSY-

Maison a t rouvé au i f 1 3 2 

cos a 

On a donc 

dx _dy dz 
d s ' 

e t , p a r sui te , 

Il est commode de p r e n d r e s pour variable i n d é p e n d a n t e ; 

on p e u t écr i re alors 

La valeur de ds devient alors 

dx 
cosf3 = § , 

dz 
cos Y = - J - . 1 ds 

1 

d*x 
<1 

cos X = — — " s 

'\/WFWFm 

ds2 

cos v = — 
'(PxV , (dhj v(: dsy \ds*J ^ \ds 

La direct ion de la normale principale se trouve ainsi déter-
minée . 

i36. — Rayon de courbure. L 'arc de mesure l 'angle tOt' 
dans le cercle d o n t le rayon est 1 ; c 'est donc la mesure de 
l 'angle de cont ingence MCM'. On a donc , en désignant p a r p 
le rayon de c o u r b u r e MC du cercle oscula teur en M (114) , 

/¿m d<s l i , , ds 1 (1(J) -y- = - , d o u a = — = : 
ds ? da . /(d*x\* t ¡d'y 2 (dh f 

R E M A R Q U E I . On r e m a r q u e r a qu 'à l 'a ide de cette valeur 
on peu t écrire les va leurs des cosinus des angles X, ¡A, V de la 
normale p r inc ipa le avec les axes sous la forme 

( H ) c o s X = p g , e o s ^ g , c „ s , = p g . 

R E M A R Q U E II . On peut observer aussi que les formules qu i 
précèdent sont applicables aux lignes p lanes ; il n 'y a de dif-

10 
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et l 'on t rouve enf in , pour les angles X, v, les valeurs 



P o u r o b t e n i r l ' a n g l e dti, i l f a u d r a i t , d a n s l ' é q u a t i o n d u plan 

o s c u l a t e u r , c h a n g e r x, y , z e n x -4- dx, y -+- dy ,z-{-dz, 
e t c h e r c h e r l ' a n g l e d e s d e u x p l a n s a ins i o b t e n u s . Cet a n g l e , 

q u e n o u s d é s i g n e r o n s p a r dx, es t l ' a n g l e d e to r s ion c o r r e s p o n -

d a n t à l ' a r c ds-, la t o r s ion p a r u n i t é d e l o n g u e u r d e l à c o u r b e 

es t d o n c , a u p o i n t c o n s i d é r é , e t s o n i n v e r s e ^ es t l e 

rayon de torsion ou r a y o n d e s e c o n d e c o u r b u r e . 

On p e u t encore su iv re u n e a u t r e méthode et employer des 
considéra t ions analogues à celles qu i nous o n t servi aux 

„, noS 1 3 5 et 1 3 6 . Nous r enve r rons 
pour ce t te ques t ion , qui a peu d ' u -
tilité d a n s la p ra t ique , à des t ra i tés 
plus é t e n d u s . 

«38. — Application à l'hélice. 
Nous supposerons que l 'on p r e n n e 
pour a x e des z l 'axe de l 'hél ice, et que 
l 'on fasse passer l 'axe des x par un 
point A p r i s sur la courbe. Soit ABA' 
la t race s u r le plan des xy du cylindre 
sur lequel l 'hél ice est t racée ; soit 

de 1 ,, , ds 
J s = - d o n = 

1 4 6 P R E M I E R S ÉLÉMENTS DU CALCUL INFINITÉSIMAL, 

f é rence q u ' e n ce que , dans ce cas, les résul ta ts du calcul sont 

géné ra l emen t p lus s imples . 

1 3 î . — Seconde courbure. Deux plans osculateurs consécu-
tifs font e n t r e eux u n angle d ièdre inf in iment pe t i t , que nous 
dés ignerons par dÔ, et que l ' on appel le l 'angle de torsion ou de 
seconde courbure. On assimile ce t t e seconde courbure à la 
cou rbu re d ' u n cercle, et l 'on n o m m e rayon de seconde cour-
bure le r a y o n d ' u n cercle dont la courbure serait équivalente 
à la to rs ion de la courbe cons idérée . Si désigne ce rayon de 
c o u r b u r e , on pose par analogie 
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r son rayon . Soit h le pas de l 'hél ice ; nous poserons 

h t . 
— t a n g í . 

Soient a; = OQ, y = P Q , « = M P les coordonnées d ' un point 
de la c o u r b e , et soit w l ' angle que le rayon OP fait avec OX. 
Les équat ions de l 'hé l ice j e r o n t 

h 
(12) x=r c o s w , î / = r s i n o ) , w = = r t a n g ¿ . u>. 

¿n 

On en t i re 

dx = — î ' s ino)dto , y = H - r e o s w d u , dz = r t a n g í . d w , 

ou 

dx=—y du, dy=-\-x du, dz=rtangi .du. 

Par su i t e r du 
ds = du v / r ' + r H a n g 4 « = — r . v cos l 

Les équat ions de la t angen te sont , en suppr imant le fac-

teur du, 

— V __ x _ ' ' t a n g i (13) \ — x ~ Y - y ~ Z — a 

On voi t , en p r e m i e r l ieu, que la project ion de la t angente 
sur le p lan XOY a p o u r équat ion 

ÇL—x)x-+-(J—y)y = 0 

ou. 

Xa + Y y = f » ; 

c 'est l ' équa t ion de la t angen te PR au cercle de base , menée 
p a r l e pied P de l ' o rdonnée du po in t de contac t . On démont ra 
cette p ropr ié té dans les E lémen t s . 



On voit, en second l ieu, que le cosinus de l 'angle que la 

dz 
ds 

dz 
tangente fait avec l 'axe OZ de l 'hélice, c 'est-à-dire -r-, a pour 

V 
valeur l e q u o t i e n t d e r t a n g i par r , c'est-à-dire sin i , quan-cos t 

tité constante. C'est encore une propriété connue. 

Si l 'on fait Z = 0 dans les équations de la tangente , on 

trouve 

v „ y* v x z 

r t a n g i ' ~ y r t a u g i 

X et Y désignant alors les coordonnées du point R où la tan-

gente perce le p lan XOY. 

On a donc 

z 
P R = ^ ( X - a ) » - i - ( Y - » ) " = — . = r w ; 

c'est-à-dire que la distance PR est égale à l 'arc AP ; cette pro-
priété se démont re aussi dans les Eléments . 

Des valeurs trouvées plus haut pour dx, dy, dz, ds, on 

tire 

dx y c o s i dy _ xcosï dz . . 

on en déduit 

d'x cos i dy _ cos H 
T d s ~ ~ r* 

dhj cos i dx cos2i 

ds* ~~ 
d'z 

ds2 r ' ds " r* V 

Cette dernière relation mont re que la normale principale a 
une direction perpendicula i re à l 'axe des 2 ; car elle revient 

cohH 
—ry 

c o s u , = 
. / / c o s ' i V Aos 8 i Y v H 

ce qui mon t r e q u e la projection de la normale principale sur 
le plan des xy coïnci !e avec le rayon OP. La normale prin-
cipale MN rencon t re donc l 'axe de l'hélice et lui est perpendi-
culaire. 

Le plan osculateur se trouve dès lors déterminé par la tan-
gente MR et par la normale principale MN ; il fait donc un 
angle constant avec cet axe. • 

Enfin, le rayon de courbure est donné par la formule 

= = -1 = i = r 
P

 A ® 7dh l \ ï cosH cos H ' v y — • • 
c'est u n e quant i té constante. Il est facile d 'en déduire que le 
lieu des centres de courbure est une hélice de même pas que 
la proposée , mais tracée sur un cylindre de même axe ayant 
pour rayon p — r ou r tang2 j . 

Dans l 'hélice, l 'angle de torsion et le rayon de seconde cour-
bure peuvent s obtenir directement comme il suit . Soient M 
et M' deux points infiniment voisins sur la courbe. Concevons 
que par l 'origine des coordonnées on mène deux droites res-
pectivement perpendiculaires aux plans oscillateurs en M et en 
M'; ces perpendiculaires feront avec l 'axe de l 'hélice des an-

— sin m ; 
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à cosv = 0 . Les deux premières donnent 

= = — cos w 
r 
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gles égaux à i ; et détermineront avec cet axe un angle trièdra 
dans lequel l 'angle dièdre qui a p o u r arête OZ sera exprimé 
par i/o>. L'angle des deux perpendiculaires sera d'ailleurs dx. 
Si, dans la formule fondamentale de la tr igonométrie sphé-
r ique 

cos a = cos & cos c H- sin & sin c cos A, 

on fait 

a=dx, b = c=i et A = du, 

on trouve 

cos dx = cos2 i H- sin2 i . cos du, 

ou, attendu que d-. et du sont inf in iment p e t i t s , 

relation qui se réduit à 

d'où 

Or 

il vient donc 

cfe* . 2. cJo>2. 
T - s i n 2 * . ^ , 

d- = sin i . du. 

d s . c o s i . 
du = * j r 

. s'micosids 
d- = 1 

d'où 

dx _ sin i cosi ^ ds ^ _ r 
¿s r dx sin i c o s i ' 

en appelant pt le rayon de seconde courbure. 

§ 7 . — S U R F A C E S C O U R B E S . - N O T I O N S S U R L A C O U R B U R E . 

139. — Plan tangent. On sait qu ' une surface, quand on la 
rapporte à des coordonnées rectangulaires , est représentée par 
u n e équation entre ces coordonnées. 

Soit 

(1) f ( * , » , * ) = o 

l 'équation de la surface considérée. Si par le point M, dont les 
coordonnées s o n t « , y , z, on fait passer u n e courbe tracée sur 
la surface, courbe qui sera en général à double courbure , les 
équations de la tangente en M à celte courbe seront (152) 

dx _ dg dz 
[Z> l—x~Y — y Z—% 

Mais, la courbe étant tracée sur la surface, les dx, dy, dz, 
doivent satisfaire à la relation qu 'on obtient en différentiant 
l 'équation (1) , savoir (53) 

(5) ^ d x + ^ - d y + ^ f d z = 0 . v ' dx dy dz 

Si, dans cette dernière re la t ion, on remplace d«, dy, dz par 
les quantités X — « , Y — y, 1 — z qui leur sont proport ion-
nelles en vertu des équations (2), on trouve 

Cette relation entre les coordonnées courantes X, Y, Z de la 
tangente demeure la même pour toutes les tangentes que l 'on 
peut mener à des courbes tracées sur la surface et passant par 
le point M. Elle représente donc le lieu de ces tangentes . Or, 
l 'équation (4) étant du premier degré en X, Y, Z, représente 
un plan ; il en résulte ce théorème : toutes les tangentes 
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gles égaux à i ; et détermineront avec cet axe un angle trièdre 
dans lequel l 'angle dièdre qui a p o u r arête OZ sera exprimé 
par i/o>. L'angle des deux perpendiculaires sera d'ailleurs dx. 
Si, dans la formule fondamentale de la tr igonométrie sphé-
r ique 

cos a = cos & cos c H- sin & sin c cos A, 

on fait 

a=dx, b = c=i et A = du, 

on trouve 

cos dx = cos2 i H- sin2 i . cos du, 

ou, attendu que dx et du sont inf in iment p e t i t s , 

relation qui se réduit à 

d'où 

Or 

il vient donc 

cfe* . 2. cJo>2. 
T - s i n 2 * . ^ , 

dx = sin i . du. 

d s . c o s i . 
du = * j r 

. s'micosids 
dx = 1 

d'où 

dx _ sin i cosi ^ ds ^ _ r 
ds r dx sin i c o s i ' 

en appelant pt le rayon de seconde courbure. 

§ 7 . — S U R F A C E S C O U R B E S . - N O T I O N S S U R L A C O U R B U R E . 

139. — Plan tangent. On sait qu ' une surface, quand on la 
rapporte à des coordonnées rectangulaires , est représentée par 
u n e équation entre ces coordonnées. 

Soit 

(1) f ( * , » , * ) = o 

l 'équation de la surface considérée. Si par le point M, dont les 
coordonnées s o n t « , y , z, on fait passer u n e courbe tracée sur 
la surface, courbe qui sera en général à double courbure , les 
équations de la tangente en M à celte courbe seront (152) 

dx _ dg dz 
[Z> l—x~Y — y Z—% 

Mais, la courbe étant tracée sur la surface, les dx, dy, dz, 
doivent satisfaire à la relation qu 'on obtient en différentiant 
l 'équation (1) , savoir (35) 

(5) ^ d x + ^ - d y + ^ f d z = 0 . v ' dx dy dz 

Si, dans cette dernière re la t ion, on remplace d«, dy, dz par 
les quantités X — « , Y — y, 1 — z qui leur sont proport ion-
nelles en vertu des équations (2), on trouve 

Cette relation entre les coordonnées courantes X, Y, Z de la 
tangente demeure la même pour toutes les tangentes que l 'on 
peut mener à des courbes tracées sur la surface et passant par 
le point M. Elle représente donc le lieu de ces tangentes . Or, 
l 'équation (4) étant du premier degré en X, Y, Z, représente 
un plan ; il en résulte ce théorème : toutes les tangentes 
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menées par un même point d' une surface aux différentes cour-
bes que l'on peut faire passer par ce point sur la surface, sont 
dans un même plan. Eu raison de cette propriété, on donne à 
ce plan le nom de plan tangent. Son équation est facile à for-
mer quand on a l 'équation de la surface. 

Supposons, par exemple, qu' i l s'agisse de l'ellipsoïde dont 
l 'équation est 

, f , _ A ® + + 

On t rouvera 

d f _ _ ï x d f _ 2 y df =
 ch 

dx~ a: dy ~~ ¥ ' dz~ c* 

et l 'équation du plan tangent s e r a , en supprimant le fac-

teur 2, 

(X-®)« (Y-y)y (Z~z)z_ 
tf ¥ " c1 ~~ ' 

équation que l 'on peut écrire 

lx Ym Iz . 
1 -\ ; 1 . 

a2 ^ b9- c* 

Dans le cas de la sphère, on a 

a— b = c — R; 

l 'équation du plan tangent devient donc 

lx + Yy + Z § = R s , 

et il est facile de vérifier qu'il est perpendiculaire au rayon 
dont les équations sont 

X = - Z et Y = - Z. 
z z 

Les angles que le plan tangent fait avec les plans coordon-

nés des zy, des zx et des zy ont respectivement pour cosinus 

d[ 
dx 

vw-ÎD 
df 
dy 

' n 
dfV ' 

Jz) 

* Jx) + U) 
df 
dz 

'dfV ' 
KdzJ 

(jlx) ï> 5 
(Voy. les traités de Géométrie analytique.) 

140 - Normale. On nomme ainsi la perpendiculaire au 

plan tangent menée par le point de contact. Ses équations 

sont faciles à établir . Comme la normale passe par le point 

dont les coordonnées sont x, y, ces équations sont de la 

forme 

X-x = a(Z-z), Y-y=b(Z-z). 

D'ailleurs, le plan tangent est représenté par l 'équation (4) 

du numéro précédent . Or on sait que si une droite a pour 

équations 

x = az+m, y=bz-\-n, 
* 

et si un plan est représenté par 

A« + By + Cz + D = 0 , 

A B 
les conditions de perpendiculari té sont a = ç et & = Dans 



(d£) f d f ] 

Par conséquent, les é q u a t i o n s de la normale sont 

d[_ d[ 

I _ « = | ( Z _ „ e t T - , = g ( Z - z ) , 

(h 

ce qu'on peut écrire sous la f o r m e plus symétrique 

__ Y — y _ Z-z 

\dxj \dijJ \ d j 

Les cosinus des angles q u e ce t t e droite fait avec les axes 
des x, des y et des 2 ont r e s p e c t i v e m e n t pour valeur 

d[_ 
dx 

v/ffl 
df 
dy 

~ {dz) 

vw 
df 
dz 

dxl ^ + (|)S 

REMARQUE . L o r s q u e l ' é q u a t i o n d e la s u r f a c e e s t d o n n é e s o u s 

la f o r m e 

z=o{x,y) ou ?(x,y)—z=0, 

la dérivée du premier membre par rapport à 2 se réduit 
à - 1 ; et si l'on représente par p et q les dérivées partielles 
par rapport à « et par rapport à y (57), les cosinus des angles 
que la normale fait avec les axes deviennent 

P _ (l - — 1 . . 

T ' s j f + ( f - h 1 s j f + f - f 

En même temps, les équations de la normale deviennent elles-

mêmes 

( X — ® ) + p ( Z — s ) = 0 , 

et 

( * - » ) + «( z - * ) = o, 

forme sous laquelle il est utile de les retenir. 

1 4 1 . — T o u t p l a n m e n é s u i v a n t la n o r m a l e à u n e s u r f a c e 

p o r t e l u i - m ê m e l e n o m d e plan normal L ' é q u a t i o n g é n é r a l e 

d ' u n p l a n n o r m a l es t de la f o r m e ( ° ) 

X désignant une indéterminée. C'est bien, en effet, l'équation 
d'un plan; et l 'on reconnaît aisément que ce plan contient la 
normale, car si l 'on y remplace X - s , e t Y - y pa r l eu r s va-
leurs en Z — z tirées des équations (5) de là normale, 1 équa-
tion (6) est satisfaite, quel que soit Z. 

§ 8 . — S U R F A C E S E N V E L O P P E S . 

1 4 « . — S o i t f (*, y, a) = 0, l 'équation d 'une famille de 
surfaces qui ne diffèrent que par la valeur du paramétré a. Si 
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l 'on change a en a + da, les deux courbes f ( x , y, z, a) = 0 , 
et f ( x , y , z, a-\-da) — 0, seront dites infiniment voisines 
l 'une de l 'autre . Leur intersection sera une courbe à laquelle 
on donne le nom de caractéristique. Le lieu des caractéris-
tiques ainsi déterminées par l ' intersection de deux surfaces 
inf iniment voisines, faisant partie d 'une mè:ne famille, est ce 
que l'on appelle l ' enveloppe de ces surfaces. 

La recherche de l 'équat ion de l 'enveloppe d'une famille de 
surfaces est tout à fait analogue à celle de l 'enveloppe d 'une 
famille de courbes (1Q6). 

Soient 

0 ) . f{x,y,z,a) = Q, 
et 

('2) f(%,y,z, a + Aa) = 0 

les équations de deux surfaces de la même famille; leur in-
tersection sera représentée par l 'ensemble des équations (1) 
et (2). Mais on peut remplacer l 'équation (2) par la suivante, 
qui en est une conséquence. 

(3) f ( x ' y , z , « + M ) - f { x , y , z , a ) 
A a • 

Si l 'on fait tendre A a vers zéro, l 'équation (5) tendra vers 

(4) f'a(x,y,z,a) = 0, 

et l ' intersection des deux surfaces deviendra la caractéristique 
qui répond à la valeur part iculière a. Pour avoir le lieu des 
caractéristiques, ou l 'enveloppe cherchée, il suffira donc d'éli-
miner a entre les équations ;1) et (4). 

Ainsi, pour obtenir l'enveloppe d une fmille de surfaces 
représentées par une équation telle \ue f (x, y, z, a) = 0, il 
suffit d'éliminer le paramètre a entre cette équation et sa déri-
vée prise par rapport à ce paramètre 

E X E M P L E I . Un plan se meut en passant constamment par 

un point donné et en demeurant à une distance constante d'un 
second point donné ; on demande l'enveloppe des posi tions de 
ce plan. Prenons le premier point pour origine, et faisons 
passer l 'axe des x par le second point ; l 'équation du plan mo-
bile pourra être mise sous la forme 

(1) X cos a. + Y sin a + fcZ = 0 . 

On voit, en effet, q u e ce plan passe par l 'origine. De plus, 

sa distance à un point situé sur l 'axe des 2 à une distance h de 

l 'origine est exprimée par 

kh 
> / t t f 

quantité constante qui peut être regardée comme donnée, ce 

qui détermine k. Le paramètre arbitraire est ici l 'angle a . Si 

l 'on différentie l 'équation (1) par rappor t à ce paramètre , on 

obtient 

(2) — X sin a + Y cos a = 0 . 

L'équation (1) peut d'ailleurs s 'écrire 

X cos a + Y sin a = — k l . 

Élevant au carré et a jou tan t , on obtient 

(5) V + 

c'est l 'équation d ' u n cône à base circulaire , comme on pou-

vait s'y a t tendre . 

I I . Tomer Venveloppe des sphères de même rayon dont les 
centres sont sur une circonférence donnée. L'équation de la 
sphère mobile est 

( 1 ) ( « - a V + f o - P P + rf^, 

en prenant pour axe des z la perpendiculaire élevée par le 
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cent re du cercle donné sur le p lan de ce cercle . En même 
le mps on a 

A8 - | - | 3 S = R*. 

él iminant d'abord (3 en t r e ces deux équat ions , on obt ient 

(2) x'-hif+z- — îy.x — 2 v / î l 2 —a 2 .y + R2 — r2 = 0. 
Différentiant par r appor t à a , on t rouve , après avoir divisé 

par 2, 

(5) — - p — r - 0 

d'où 

Rx 

et 

\/R2 — A2 

\!x- + f 

_ % 
sjx1 + y2 

Substituant dans (2) et r é d u i s a n t , on ob t i en t 

(4) x*-hy2— 2R s/x2 + f H - 22 + R 2 — Î-S = 0, 

c'est l 'équation d 'un fo re , c o m m e on pouvait le p révoi r . 

143. — En chaque poin t d ' une caractér is t ique, le plan 
tangent est le même p o u r l 'enveloppe et pour l 'enveloppée. 
Soient, en effet, S t , S 2 , S . t ro i s surfaces consécutives de la 
même famille; AB l ' in tersec t ion de S t et Sg , A'B' l ' intersec-
tion de Ss et de S.. Les deux courbes AB et A'B' seront deux 
caractéristiques in f in iment vois ines; pa r conséquent , deux 
courbes infiniment vo i s ines su r l ' enveloppe. Soit M un point 
quelconque de la carac té r i s t ique AB ; joignons-le à u n point M' 
infiniment voisin sur la caractér is t ique A'B', et menons MT 
tangent à AB en M. La dro i te MT, tangente à une courbe tracée 
sur la surface S2 et sur l ' enve loppe , est tangente à ces deux 
surfaces. La droite MM', corde d 'un arc inf iniment peti t , se 

confond avec sa tangente en M, c'est-à-dire avec une tangente 
en M à la surface S, ou à l 'enveloppe. Donc le plan des droites 
MT et MM' est tangent en M à la sur-
face S8 et à l 'enveloppe ; donc ces 
deux surfaces ont le même plan tan-
gent au point commun M. Or, ce point 
M est u n point quelconque de la ca- fig. 3i-
ractéristique AB. Donc enfin l 'enveloppe et l 'enveloppée S2 

ont les mêmes plans tangents aux différents points de la 
courbe commune AB; donc ces deux surfaces sont tangentes 
le long de cette courbe. On en dirait autant d 'une enveloppée 
quelconque. 

Mais on peut aussi démontrer cette propriété par l 'analyse. 

Soit 

(1) f(x,y,z,a)= 0 

l 'équation de la famille de surfaces considérée, et 

? (x, y, «)=0 

l 'équation de l 'enveloppe résultant de l 'élimination du para-
mètre a entre l 'équation (1) f = 0 et sa dérivée par rapport à a 

« 1 - -

L'équation du plan tangent en u n point M d'une caractéris-

tique, point situé sur la surface (1), est (139) 

(4) < I - . ) « - H 

et l 'équation du plan tangent au même point M, considéré 
comme situé sur l 'enveloppe, est de même 

\ 



Mais l 'équation ? (x, y,z) = 0 n'est autre chose que l 'é-
quation (1) dans laquelle a est remplacé par sa valeur en 

x, y,z t irée de ^ = 0 ; on aura donc les dérivées partielles 

t£c' !ly' lîz' 611 d i f férent iant l 'équation (1), pourvu qu 'on y 

regarde a comme u n e fonction de x, y, z. On trouve ainsi 
(29, 23) 

do df df da 
dx~ dx da ' dx? 

d? __ df i df da 
dy~~ dy ' da'dy' 

do _ df df da 
dz dz da' dz' 

rlf 
Mais, en vertu de l 'équation ^ = 0 , qui est une des équa-

tions de la caractérist ique, ces relations se réduisent à 

d?_df d?_df_ çh^df 
dx ~~ dx' dy~ dif dz dz' 

Par conséquent , les équations (5) et (6) sont ident iques. 
Ainsi donc, en tous les points d 'une même caractéristique 
l 'enveloppe et les surfaces enveloppées ont les mêmes plans 
tangents. Donc enfin chaque enveloppée est tangente à l'enve-
loppe, et la caractéristique est la ligne de contact. 

Il serait facile de vérifier cette propr ié té sur les exemples 
traités plus hau t . 

§ 9 . — C O U R B U R E D E S S U R F A C E S 

144. — Courbure des surfaces. Le mot courbure, appliqué 
aux surfaces, n ' a pas en Géométrie un sens plus précis que 

dans le langage ordinaire ; et il n 'existe aucune quanti té ma-
thématique qui en soit la mesure . On juge de la courbure 
d 'une surface en un de ses points par celle des différentes 
lignes que l'on peut faire passer sur la surface par ce point. 

On peut r emarque r d 'abord qu' i l suffit de considérer les 
lignes planes tracées sur la surface. Car si AB est une courbe 
à double courbure menée sur la surface par le point M, son 
plan osculateur, passant par les trois 
points consécutifs M, M', M", déter-
mine dans la surface une section 
plane ab qui a deux éléments consécu-
tifs MM' et M'M" ou trois points consé-
cutifs M, M', M" communs avec AB, Fig. 32. 
et qui, par conséquent , a le même cercle osculateur et le 
même rayon de courbure . 

Nous allons chercher les relations qui existent entre les 
rayons de courbure des différentes lignes planes que l'on peut 
mener sur la surface par un même point M. 

445 . — Théorème de Meunier. Soit MT une tangente quel-
conque menée à la surface par le 
point M ; e t soit MN la normale 
à la surface au po in t M. Le plan 
TMN sera un plan normal (141) . 
11 coupera la surface suivant une 
courbe AB, que l 'on appelle une 
section normale, et dont le centre 
de courbure sera en un certain Fig. 53 
point C sur MN. Nous désignerons par p0 le rayon de courbure 
MC de la section normale AB. 

Par la même tangente MT, faisons passer un second plan ; 
il coupera la surface suivant une courbe ab, que l'on peut 
appeler une section oblique ; son centre de courbure sera situé 
en un point c sur la normale Mn à cette courbé. Nous désigne-
rons par p le rayon de courbure Me de la section oblique ab. 
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Soit V l 'angle des deux normales MN et M11. 
La première de ces normales , qui est la normale à la sur-

face, fait avec les axes coordonnés des angles dont les cosinus 
ont respectivement pour valeur (140) 

V — 1 

La seconde, qui est la normale pr incipale de la courbe ab, 
fait avec les mêmes axes des angles qui ont pour valeur (136) 

APPL'CATIONS GÉOMÉTRIQUES. 1 6 5 

On t i re de cette relation 

d-x • d'y dh r (dx\- , dx dy JcluV] 

et , en substi tuant dans (1), 

( 2 ) v v ' cos V = p . 
\/ p 1 + «f + i 

Concevons maintenant que l 'on fasse varier la sectioiï 
oblique menée par la tangente MT, l 'angle V var ie ra ; il er* 
sera de même de p ; mais les deux points M et M' ne cessant 
pas d 'appar teni r à la section obl ique , les accroissements 

clx (lil 
dx, dy, dz ne changeront pas; les coefficients reste-

ront donc les mêmes. D'ailleurs les coefficients p, q, r, s, t qu i 

ne dépendent que de x,y, n ' au ron t pas varié. Il en résulte que 

la quantité qui multiplie p dans le second membre de l ' équa-

tion (2) conservera sa va leur ; en la désignant par K on peut 

donc écrire 
cos V — p . K. 

Cette formule, étant générale, aura lieu encore pour Y = 0 , 
auquel cas la section considérée se confondant avec la section 
normale, p se changera en p0. On peut donc écrire aussi 

1 = P , . K . 

En divisant ces deux égalités m e m b r e à m e m b r e on en l i re 

c o s V = - , d 'où p = p 0 cosV, 
Po 

ou 

Me = MC. cos Y, 

ce qui montre que le rayon de courbure de la section oblique 



est la projection, sur le plan de cette section, du rayon de 
courbure de la section normale. 

Cette proposition r emarquab l e est connue sous le nom de 

Théorème de Meunier. 
On peut lui donner une forme encore plus frappante. Si l'on 

décrit une sphère de C c o m m e centre avecMC pour rayon, le 
plan T M Ï I la coupera suivant u n petit cercle dont le centre 
sera c. Ainsi, les cercles suivant lesquels les divers plans qu'on 
peut mener par une même tangente coupent cette sphère sont 
les cercles osculateurs des sections correspondantes. 

146. — Indicatrice. A v a n t de comparer les courbures des 
sections faites suivant une mêmenormale , il est utile d'établir 
une propriété des surfaces dont nous aurons à faire usage. 

On nomme indicatrice d ' u n e surface courbe en un point 
donné de cette surface, son intersection avec un plan mené 
parallèlement au plan t angen t à une distance infiniment petite 
de ce plan. — Comme il s 'agi t d 'étudier une propriété indé-
pendante du choix des axes , on simplifie le calcul en prenant 
pour plan des xy le plan t a n g e n t lui-même, et pour axe des 2 
la normale. Quant à la d i rec t ion des deux axes des x et des y, 
nous la laisserons indéterminée pour le moment. 

Soit z = f ( x , i j ) l ' équat ion de la surface rapportée à ce 

système d'axes. 
On a vu (71) qu 'en développant la fonction f (x , y) par la 

formule de Maclaurin on peut écrire 

Si l'on fait z=h, la le t t re h représentant une quantité in-
finiment petite, positive ou négative, 011 aura l 'équation d 'un 
plan parallèle au plan tangent et infiniment voisin de ce 

plan ; son intersection avec la surface sera donc l ' indicatr ice; 

APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES. 1 6 5 

et comme celle-ci se projette en vraie grandeur sur le plan 
àesxy qui lui est parallèle, on aura son équation en rem-
plaçants par h dans l 'équation (1). Mais cette équation peut 
être simplifiée. En premier lieu, h étant infiniment petit , il en 
sera, en général, de même des coordonnées x et y des points 
communs à la surface et au plan s = h ; on pourra donc né-
gliger les termes affectés des puissances de x et de y supérieures 
à la seconde. En second lieu, la surface passant par l 'origine, 
on a f(0,0) = 0 . Enfin, le plan dos xy étant le plan tangent, 

les dérivées partielles ^ et ^ s 'annulent pour l 'origine , 

c 'est-à-dire p o u r « = 0 et y = 0 . Car il faut que l'équation du 
plan tangent , qui, dans le cas de z = f ( x , y) est 

se réduise à Z = 0 p o u r x = 0, y = 0 , a = 0 , indépendam-
ment de X et de Y, ce qui exige que les termes en X et Y dis-
paraissent. Si donc on pose pour abréger 

diï)0
=r» \dxdy)0

 S°' WVo - *<» 

il restera pour l 'équation de l ' indicatrice 

2 / i = r 0 : r î + 2 s 0 xy-ht0y\ 

On peut même la simplifier encore, car, la direction des 
axes des x et des y étant jusqu'ici indéterminée, on peut la 
choisir de manière à faire disparaître le terme en x y. Il reste 
alors 

(2) 2 h=r0x*+t0y>. 

14». Si r0 et t0 sont de même signe, il faut , pour que 



celle équation représente u n e courbe réelle, donner le même 
signe à h ; ce qui veut d i re qu 'aux environs du point de con-
tact la surface est tout ent ière d ' u n même côté du plan tan-
gent . L'indicatrice est alors une ellipse. Elle se rédui t à l 'ori-
gine pour h = 0 . 

L'ellipsoïde, le paraboloïde ell iptique et l 'hyperboloïde à 
d e u x nappes offrent l ' exemple du cas dont nous par lons . 

Si r0 et t0 sont de s igne cont ra i re , on peut d o n n e r ' à h le 
•signe 4 - o u le signe — . Ainsi la surface s 'é tend alors des deux 
côtés du plan tangent . — Pour h positif ou pour h négatif , 
l ' indicatrice est une hyperbole ; mais les deux hyperboles, pro-
jetées sur le plan des xy, sont conjuguées ; c 'es t -à-di re qu'elles 
ont les mêmes asymptotes ; mais que si l 'une est située dans 
le premier et le t roisième angle des asymptotes , l 'autre est 
située dans le deuxième et le qua t r i ème . Elles se réduisent 
toutes deux à leurs asymptotes pour h = 0 . L'hyperboloïde à 
•une nappe et le paraboloïde hyperbol ique offrent l 'exemple de 
•ce cas. 

Si l'on a ro = 0, l ' indicatrice se c u . . v o s e de deux droites 
parallèles à l 'axe des® e t inf in iment voisines. Elle se rédui t à 
l 'axe des x pour h=0. 

Si l'on a i o = 0 , l ' indicatr ice se compose de deux droites 
parallèles à l 'axe des y , e t elle se réduit à cet axe pour h — 0. 
Le cylindre est un exemple de ce cas. 

Il en est de même d u cône, parce q u ' u n plan infiniment 
voisin du plan tangent coupe la surface suivant u n e parabole 
qui dégénère en deux droi tes paral lèles . 

I48- — Théorème d'Euler. Nous pouvons main tenant re -
prendre l 'étude de la c o u r b u r e des surfaces, et comparer les 
courbures des sections p lanes faites suivant une même nor -
male. —Supposons , c o m m e tout à l 'heure que 0 soit le point 
de la surface que l 'on cons idère , que XOY soit le plan tangent 
et OZ la normale. Soit ZOU u n plan quelconque mené suivant 
cette normale, et OA son intersect ion avec la surface. Soit M 

« 

un point de cette intersect ion très-voisin du point 0 ; soit MP 
son ordonnée. Joignons OM ; menons MH parallèle à OU, et 
MB perpendiculaire à OM. Enfin soit C le milieu de OB. 

Le cercle qui, dans le p lan ZOU,alepoint C pour centre et CO 
pour rayon tendra vers le cercle oscu-
lateur de l 'arc OA en 0 , quand le point 
M se rapprochera indéf iniment du po in t 
0 . Car, dans le triangle OCM, l 'angle en 
C tendant vers zéro, les angles égaux 
COM et CMO tendent vers 90° ; et par 
conséquent CM tend vers u n e perpen-
diculaire à la çorde OM, ou vers une 
normale à l 'arc OM. 

En appelant p le rayon de courbure 
de la section 0A au poin t O, on a 
donc Fig. 34. 

p = l i m . OC = l i m . | OB = l i m . | (oïl + ^ 

r 1 A T T r M H * = l i m . ^ O H + l i m . 2 ~ Q J £ * 

Or 

l i m . ^ O H — 0 . i 
Donc 

p = l i m . 
M H * 

' ¿OU 

o u , e n p o s a n t 0 1 1 = h e t M H = m , 

p = l im 

Mais si 6 représente l 'angle XOU, 6 et «peuven t être regar-
dés comme les coordonnées polaires du point M dans un plan 
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parallèle à IOY. Ce plan coupe la surface suivant l ' indicatr ice, 

dont l 'équation est 

r0x*- + t0y*-=<2h 

ou, en coordonnées polaires , 

u s (r0cos2 0 4 - i0 sin2 e ) = 2 f e . 

Or, à la limite, on a 
u2 

d'où 

i _ n 
p M2 

Donc enfin 

(5) * = r 0 c o s 2 6 - M 0 s i h ? ô . 

Supposons d'abord que l 'indicatrice soit une ellipse. 
Soient R t e tR 2 le maximum et le minimum des valeurs de p , 
correspondantes à 6 = 0 et à 6 = 9 0 ° ou vice versa, on aura 

1 1 
i i , : f » e t % = t > -

Par conséquent 

(4) - = i - cos2ô + ^ sin'O. 
W P K I 2 

Changeons 0 en 6 + 90° ; e t soit pt la valeur correspondante 

de p ; on aura de même 

(5) i = i - s i n 2 G + ^ - c o s 2 ô . 
K ' PI R I 

En ajoutant membre à m e m b r e les relations (4) et ( 5 ) , on 

obtient 

1 , 1 1 _ u 1 

(6) - p + v r ^ 

c'est-à-dire que la somme des courbures de deux sections nor-
males perpendiculaires entre elles est une quantité constante. 
La formule (6) est connue sous le nom de théorème d'Euler. 

Dans le cas où l'on a r 0 = i 0 , c 'est-à-dire où l ' indicatrice 
est un cercle, il en résulte R j = R 2 ; et l 'on a p = R 1 , i n d é p e n -
damment de l 'angle 6. Les points d 'une surface qui jouissent 
de cette propriété que la courbure des sections normales est la 
même dans toutes les directions por ten t le nom à'ombilics. 

Dans l 'ellipsoïde, par exemple , il y a quat re ombilics : ce 

sont les points où le plan tangent est parallèle à u n e section 

circulaire ; car, en ces points , l ' indicatrice est évidemment un 

cercle. 

149. — Supposons r0 et i 0 de s i g n e s contraires ; en donnant 

à h des valeurs positives et négatives et opérant comme ci-

dessus, on t rouvera 

Le rayon de courbure p a, dans ce cas, deux minimums R 1 

et R2 répondant à 6 = 0 et à 6 = 90° ; et il devient infini 

pour 

ce sont les directions asymptot iques . 
M2 

En résumé, on voit, par la relation p = que le rayon 

de courbure d 'une section normale est proport ionnel au carré 

du rayon vecteur de l ' indicatrice. 



Les sections normales pour lesquelles le rayon de courbure 
est un maximum ou un m i n i m u m , por ten t le nom de sections 
principales, et les courbures correspondantes sont dites des 
courbures principales. En chaque po in t de la surface, les 
sections principales sont perpendicula i res entre elles. 

La recherche des rayons de c o u r b u r e des surfaces peut 
donner lieu à des cas singuliers, q u i sont sans in térê t dans 
les applications, et pour lesquelles nous renverrons aux trai-
tés plus étendus. 

i s o .—Lignes de courbure. On appelle ligne de courbure 
d 'une surface, toute ligne tracée s u r cette surface, et jouissant 
de la propriété que les normales à la surface, en chacun des 
points de cette ligne, sont les généra t r ices d 'une surface dé-
veloppable. 

On sait qu 'une surface développable est le lieu des tan-
gentes à une courbe à double c o u r b u r e , à laquelle on donne 
le nom d'arête de rehaussement. So ien t M et M' deux points 
infiniment voisins sur la ligne de c o u r b u r e , et dont les coor-
données sont x, y , et x + dx, y +dy, z -h dz. Soient N 
et F les points où les normales à la sur face menées en M et M' 
touchent l 'arête de rebroussement de la surface développable. 
Cette arête de rebroussement é tan t u n e courbe à double 
courbure, ses tangentes en N et en N' ne sont pas dans u n 
même plan, mais leur plus courte d is tance est un inf iniment 
petit du troisième ordre (135, IV) ; si donc on néglige les in -
finiment petits de cet ordre devant ceux d 'un ordre infér ieur , 
on peut regarder les normales consécutives MN et M'N' 
comme situées dans u n même p l a n , et comme concourant 
en u n certain point C, dont nous dés ignerons les coordonnées 
par X et Y. 

Supposons l 'équation de la sur face donnée sous la fo rme 
z = f ( x , y ) , et désignons pa r p et q les dérivées partielles de 
la fonction 2, par rapport à x et à y. Le point C étant sur la 
normale MN, on aura, en vertu des équations de cette nor -

maie (140) 

(l—x)+p(Z—z)=0 

et 

ÇÎ-y) + q(Z-z) = 0. 

Mais le point C se trouvant aussi sur la normale M'N', il 
faut que ces deux équations subsistent quand on y remplacera 
les coordonnées x, y, z du point M par les coordonnées 
x-hdx, y 4 - d y , z + dz du point M', sans faire varier X, Y 
et Z, ce qui revient à dire que l 'on peut égaler à zéro les dif-
férentielles des premiers membres des deux équations ci-
dessus, en regardant X, Y, Z comme constants, et s , bien en-
tendu, comme fonction de x et de y, ce qui donne, en posant 
toujours 

dP=r = ^ = s et dq=t 
dx ' dy dx ' dy ' 

— dx—p (pdx -h qdy) -+- (rdx-f-sdy) (Z—z) = 0, 

d'où 

1_% = (1 +f-) dx + pq dy 
rdx + sdy ' 

et 

— dy—q [pdx + qdy) 4- (sdx -h tdy) (Z— z) = 0, 

d'où 

z z = ^ + q,)dy+pgdx 
sdx + tdy ' 

et par conséquent 

(1 +p*)dx+yqdy __ (1 + g') dy+pqdx^ 
' ' rdx + sdy sdx - 4 - tdy 

Telle est la relation à laquelle doivent satisfaire les accroisse-



ments infiniment petits dx et dy, pour que le point M'soit sur 
la ligne de courbure passan t par le point M. Ayant l'équation 
de la surface, on p e u t r egarder les quantités p, q, r , s, t 
comme des fonctions données de x et de y, la relation (1) est 
donc l 'équation différentiel le de la ligne de courbure passant 
au point M, ou plutôt l ' équat ion différentielle de sa projection 
sur le plan des xy. Et si l 'on savait en déduire la relation qui 
lie y à x, cette relation, jo in te à l 'équation de la surface, dé-
terminerait complètement la ligne de courbure. 

On voit que la recherche des lignes de courbure dépend du 
calcul inverse du calcul différentiel , c'est-à-dire du calcul 
intégral . 

I 5 i . — Mais on peut , sans remonter à la relation primi-
tive entre x et y, qui caractér ise une ligne de courbure, dé-
montrer une propriété impor tante de ce genre de lignes. Divi-
sons par dx les deux te rmes de chaque membre de l 'équa-
tion (1). Posons, comme d 'habi tude , 

dx 

puis chassons les dénomina teurs et ordonnons par rapport 
aux puissances décroissantes de tf, il viendra 

[(•1 +qt)s—pqt]y"+[{\+q,)r-{\+p') t] y 
— 1(1 +p*)8 — pqr]= 0. 

Cette équation étant du second degré en y', elle mont re déjà 
qu' i l y a en général deux directions à prendre sur la surfane, 
en partant du point M, pour y tracer u n e ligne de courbure. 

Mais, comme il s 'agit ici d 'une propriété géométrique indé-
pendante de la position des axes, nous pouvons les choisir de 
manière à simplifier le calcul. Nous prendrons, comme au 
n° 146, le point M pour or igine, le plan tangent en M pour 
plan des xy, et nous dir igerons l 'axe des x, et par suite l 'axe 

des y, de manière à faire disparaître le terme en xy dans l 'équa-

tion de l ' indicatrice. Ce choix d'axes suppose les valeurs 

p = 0 , q = 0, e t s = 0 . 

L ' é q u a t i o n (2) se r é d u i t d o n c à 

(3) ( r - i ) y' = 0. 

Si le point M que l 'on considère n 'es t pas un ombilic, et 
que r soit différent de t, cette équation donne y' = 0 ; et 
comme elle a perdu son p remier terme, elle donne aussi 

, / = oo . 

Les deux directions indiquées par ces valeurs sont donc per-

pendiculaires entre elles. 
Or, on a vu au n° 1 4 6 , que les plans des zx et des zy que 

nous 'avons choisis sont précisément les plans des sections 
principales faites au point M. C'est donc dans la direction des 
sections principales au point M qu'il faut marcher sur la sur-
face en par tant dece point , pour t racer sur la surface u n e ligne 
de courbure . 

Il r é s u l t e de c e q u i p r é c è d e : I o q u ' e n c h a q u e p o i n t M d ' u n e 

s u r f a c e , sauf les p o i n t s s i n g u l i e r s d o n t i l n ' e s t p o i n t q u e s t i o n 

i c i , p a s s e n t d e u x l i g n e s d e c o u r b u r e ; e t q u e ces d e u x l i g n e s 

d e c o u r b u r e s o n t p e r p e n d i c u l a i r e s e n t r e e l l e s ; 2° q u e ces 

l i g n e s d e c o u r b u r e on t c h a c u n e u n é l é m e n t c o m m u n a v e c 

u n e des s e c t i o n s p r i n c i p a l e s , o u , p l u s e x a c t e m e n t , q u ' e l l e s 

o n t p o u r t a n g e n t e en M la t a n g e n t e e n ce p o i n t à la sec t ion 

p r i n c i p a l e c o r r e s p o n d a n t e . 

Il en résulte encore qu 'on peut tracer sur une surface deux 
sys tèmes-de lignes de courbure qui la divisent en quadri-
latères curvilignes ayant leurs angles droits. 

On voit que les lignes de courbure tirent leur nom de ce 
qu 'en chaque point elles ont la direction qui répond au 
maximum et au min imum de courbure en ce point . 



«5« . — Dans les surfaces cylindriques, le plan tangent en 
un point est t angen t tout le long de la génératrice qui passe 
par ce point; les normales à la surface menées par les divers 
points de cette généra t r ice sont donc comprises dans un 
même plan perpendicula i re au plan tangent ; or le plan est 
compris parmi les surfaces développables. Les génératrices 
d 'un cylindre fo rmen t donc un premier système de lignes de 
courbure. Le second système est formé par les sections droites, 
qui sont des courbes perpendiculaires aux génératrices. 

Dans les surfaces coniques, le plan tangent en un point est 
également tangent tou t le long de la génératrice qui passe par 
ce point; et l 'on en conclura comme ci-dessus que les généra-
trices du cône f o r m e n t un p remie r système de lignes de 
courbure ; le second système est formé p a r l e s courbes qui 
coupent toutes les génératrices à angle droit . On appelle ces 
courbes les trajectoires orthogonales des génératrices. Dans 
le cône de révolut ion, ces trajectoires ne sont au t re chose que 
les parallèles de la surface . 

Plus généra lement , dans les surfaces développables, le 
plan tangent en u n point contient, comme dans toutes les sur-
faces réglées, la généra t r i ce qui passe par ce point , mais il 
peut aussi être considéré comme contenant la génératrice infi-
niment voisine; c a r ces deux génératrices étant tangentes aux 
extrémités d 'un m ê m e élément de l 'arête de r e h a u s s e m e n t , 
leur plus courte dis tance est un infiniment peti t du troisième 
ordre (155,1Y) . 11 en résulte que le plan tangent en un point 
est tangent tout le long de la génératr ice qui passe par cepoint . 
Donc encore les généra t r ices forment un premier système de 
lignes de cou rbu re , et le second système est fo rmé de leurs 
trajectoires or thogonales . 

Dans les surfaces gauches, deux génératr ices inf iniment 
voisines ne peuven t p lus être considérées comme situées dans 
un même plan , e t le plan tangent en u n point de la surface , 
bien que contenant la génératrice qui passe par ce point, n 'est 
tangent qu ' en ce po in t à la surface. Les normales à la surface 

menées par les différents points d ' une même génératrice sont 
sur unesurface gauche à plan d i rec teur , perpendiculaire à la gé-
nératr ice, et ne sont par conséquent plus sur une surface déve-
loppable. Il en résulte que , dans les surfaces gauches, les géné-
ratrices ne sont plus des lignes de courbure . Si l 'on coupe la 
surface par un plan parallèle au plan tangent et infiniment 
voisin de ce plan, il ne peu t rencontrer la génératrice contenue 
dans le plan t angen t ; il coupe donc la surface suivant une 
courbe à branches inf inies; e t , d 'après ce que nous avons vu 
a u n ° 1 4 7 , cette courbe est u n e hyperbo le ; la direction des 
lignes de courbure qui passent au point considéré est déter-
minée pa r les axes de cette hyperbole . Dans les surfaces gau-
ches du second degré, pa r exemple , qui ont deux systèmes de 
génératrices rectil ignes, le plan tangent en un point de la 
surface contient les deux génératrices de différents systèmes 
qui passent en ce point ; l ' indicatrice est une hyperbole dont 
les asymptotes sont parallèles à ces deux génératr ices; pour 
obtenir la direction des lignes de courbure qui passent au point 
considéré, il faut donc marche r sur la surface dans la direc-
tion des bissectrices des angles formés par ces génératrices. 

Dans les surfaces de révolut ion, les normales aux différents 
points d 'un même méridien sont contenues dans le plan de ce 
méridien, c 'est-à-dire qu'el les appart iennent à une surface dé-
veloppable. Les mér id iens fo rment donc u n premier système 
de lignes de courbure . Les normales aux dilférents points d 'un 
même parallèle viennent concourir en u n même point de 
l 'axe de révolution ; elles sont donc situées sur u n cône, c'est-
à-dire sur u n e surfacedéveloppable ; ainsi les parallèles d e l à 
surface forment le second système de lignes de courbure . 

Si l 'on applique à l 'ellipsoïde à trois axes inégaux l 'équa-
tion (2) du n° 1 5 1 , on ob t i en t , pour l 'équation différentielle 
de la projection des lignes de courbure sur le plan des xg, 
une équation de la forme 

Ax y. y" + [x% — mif — n) y' — xy=0, 
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et, en remontant à l 'équat ion pr imit ive entre x et y (voy. les 
traités de Caleul intégral), on reconnaît que les projections 
des lignes de courbure sur le p lan des x y, qui contient le grand 
axe et l 'axe moyen, sont, pou r l 'un des systèmes, des ellipses, 
et pour l 'autre système des hyperboles . Ces ellipses et ces 
hyperboles tournent leur concavité vers les points où se pro-
jet tent les ombilics. 

g 1 0 . — C A R A C T È R E S A N A L Y T I Q U E S D E S P R I N C I P A L E S F A M I L L E S 

D E S U R F A C E S . 

t 5 3 . — S u r f a c e s cylindriques. Une surface cylindrique peu t 
être considérée comme engendrée pa r une droite qui reste 
parallèle à elle-même, en r encon t ran t toujours une courbe fixe 
qu 'on appelle sa d i rec t r ice ; et l 'on ne restreint pas la géné-
rali té de cette définition en supposant que la courbe fixe soit 
plane ; car on peut toujours p r e n d r e pour directrice l ' inter-
section du cylindre par un plan, pourvu que ce plan ne soit 
pas parallèle aux générat r ices . 

Supposons donc la directrice p lane ; prenons son plan pour 
plan des xy, et soit 

(1) o(x,y) = 0, 

son équation dans ce plan. Soient 

(2) x = az-hv. et y = bz-h$, 

les équations d 'une génératr ice quelconque. Les coordonnées 
de ses traces sur le plan des xy, savoir 

x=a e t y = [3, 

devront satisfaire à l 'équation (1) ; on aura donc 

( 3 ) ï M ) = 0 , 
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o u , en met tan t pour a et ¡3 leurs valeurs tirées des équa-
tions (2), 

(4) ? (x — az,y — bz) = 0 . 

C'est l 'équation générale des surfaces cylindriques. 

On peut en déduire une relation indépendante de la fonc-
tion arbi traire <p. Pour cela , différentions successivement 
l 'équation (3) par rappor t à a; et par rapport à y ; nous obtien-
drons, en posant comme d 'ordinaire 

dz , dz 
di%" c t ,ly-1-

(t) Si l 'on égale les valeurs du rappor t tirées de ces rela-

U) 
t ions, on trouve 

(5) -.——— = — ou ap-\-bq=\; v ' 1 — ap aq 1 ' 

c'est le caractère analytique des surfaces cyl indr iques , ou 
l 'équation aux différences partielles de toutes les surfaces de 
ce genre. On voit qu'elle est du p remier ordre. 

Nota. On appelle équation différentielle toute relation entre 
les différentielles de plusieurs variables ; une relation entre 
les dérivées partielles d 'une fonction de plusieurs variables 
s'appelle une équation aux différences partielles, le mot dif-
férences étant pris ici dans le sens de différentielles. 

4 5 4 . — Surfaces coniques. On regarde une surface conique 
comme engendrée pa r une droi te assujettie à passer par un 
point fixe, qui est le sommet du cône, et à rencontrer une di-

12 
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et, en remontant à l 'équat ion pr imit ive entre x et y (voy. les 
traités de Caleul intégral), on reconnaît que les projections 
des lignes de courbure sur le p lan des xy, qui contient le grand 
axe et l 'axe moyen, sont, pou r l ' un des systèmes, des ellipses, 
et pour l 'autre système des hyperboles . Ces ellipses et ces 
hyperboles tournent leur concavité vers les points où se pro-
jet tent les ombilics. 

g 1 0 . — C A R A C T È R E S A N A L Y T I Q U E S D E S P R I N C I P A L E S F A M I L L E S 

D E S U R F A C E S . 

t 5 3 . — S u r f a c e s cylindriques. Une surface cylindrique peu t 
être considérée comme engendrée pa r une droite qui reste 
parallèle à elle-même, en r encon t ran t toujours une courbe fixe 
qu 'on appelle sa d i rec t r ice ; et l 'on ne restreint pas la géné-
rali té de cette définition en supposant que la courbe fixe soit 
plane ; car on peut toujours p r e n d r e pour directrice l ' inter-
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o u , en met tan t pour a et ¡3 leurs valeurs tirées des équa-
tions (2), 
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On peut en déduire une relation indépendante de la fonc-
tion arbi traire <p. Pour cela , différentions successivement 
l 'équation (3) par rappor t à a; et par rapport à y ; nous obtien-
drons, en posant comme d 'ordinaire 

dz , dz 
di%" c t ,ly-1-

(t) Si l 'on égale les valeurs du rappor t - h ^ . tirées de ces rela-

U) 
t ions, on trouve 

(5) -.——— = — ou ap-{-bq=\: v ' 1 — ap aq 1 ' 
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ce genre. On voit qu'elle est du p remier ordre. 

Nota. On appelle équation différentielle toute relation entre 
les différentielles de plusieurs variables ; une relation entre 
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1 5 4 . — Surfaces coniques. On regarde une surface conique 
comme engendrée pa r une droi te assujettie à passer par un 
point fixe, qui est le sommet du cône, et à rencontrer une di-

12 
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r ec tnce ûxe, que l 'on peu t supposer p lane sans res t re indre la 

généralité de la ques t ion; car on peu t toujours prendre pour 

directrice l ' intersection de là surface par un plan quelconque , 

pourvu que ce plan ne passe pas pa r le sommet . 

Prenons donc le plan de la directr ice pour plan des xy, 

soit 

(1) Ç ( * , ! J ) = ° 

son équation dans ce plan ; et soient ®0, y 0 , l e s coordon-
nées du sommet. 

Les équations d 'une génératr ice seront de la fo rme 

(2) x — x0=a[z — z0) et y-y0=b(z — zQ). 

Les coordonnées de sa trace sur le plan des x, y sont 

x=x0 — az0 et y=y0 — bz0. 

Ces coordonnées doivent satisfaire à l 'équation (1) ; ainsi l ' on 

doit avoir 

<p(x0 — azQ, yo — bzo)=0, 

ou, en vertu des équations (2) , 

(3) <? (x—az, y — bz)=Q. 

On en t ire, comme ci-dessus, p a r l a différentiat ion pa r r a p -

por t à g et par rappor t à y , la condit ion 

(4) ap + bq=1, 

et , en met tant pour les pa ramèt res variables a et b leurs va-

leurs tirées des équations (2) , 

(5) z—z0=p{x —x0) 4-q(y — y0) ï 

c'est le caractère analvtique des surfaces coniques, ou l ' équa-
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t ion aux différences partielles de toutes les surfaces de ce 

genre. Elle est encore du p r e m i e r ordre . 

155. — Surfaces de révolution. Soient 
i 

(1) X = «Z + a et Y = ftZ-H 

les équations de l 'axe de révolution. La surface peut être con-
sidérée comme engendrée par u n cercle variable perpendicu-
laire à cet axe et ayant son centre sur cet axe. On peut r ega r -
der ce cercle comme l 'intersection d 'une sphère de rayon 
variable, ayant son cent re en un point déterminé de l 'axe de 
révolution, par exemple, sa trace sur le plan des x y , dont les 
coordonnées sont X = a , Y = p, Z = 0 , et d 'un plan variable 
perpendiculaire à l 'axe. Ce cercle peut donc ê t re représenté 

par l 'ensemble des deux équations : 

( * - « ) • + ( y + * 

ax + by 4 - c= k, 

les variables p2 et k é tant liées par u n e relation arbitraire 

(3) P3 = ?(fc)> 

qui déterminera la loi suivant laquelle varie le cercle généra-

teur . Ainsi la surface de révolution peut être représentée par 

l 'équation 

(4) £ r - a y + {y-&)*+z'=<?[ax-hby + c). 

En différentiant l 'équation (5) d 'abord par rapport à a et 
ensuite par rapport à y, on pourrai t é l iminer , comme on l'a 
fait aux deux numéros précédents, la fonction arbi traire ç, et 
obtenir l 'équation différentielle générale des surfaces de révo-
lution. Mais on l 'obtient plus s implement en remarquant que, 
dans ce genre de surfaces, la normale rencontre l 'axe. Si donc 
X, Y, Z sont les coordonnées du point de rencontre , ces coor-

(2) { 
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données doivent satisfaire d ' une part aux équations (1) , et de 
l 'autre aux équations de la normale (140), savoir 

(5) ( X — x ) (Z — z ) = 0 et (Y — y) 4 - q (Z —z) = 0 ; 

Si l 'on élimine X, Y, Z en t re les équations (1) et (5), on 

obtient 

(6) (a + p) (qz + y-Ç>)-[b + q) (pz + x - a) = 0, 

c'est l 'équation aux différences partielles des surfaces de révo-

lution. 

Cette équation peut s 'écrire : 

(y—bz— $) p— (x — az— a.) q-b a(y — $) —b [x—a)=0. 

156. — Surfaces développables. Une surface développable 
peu t être considérée comme l 'enveloppe d'un plan mobile , 
c 'est-à-dire d 'une famille de plans dont les équations ne dif-
fèrent que par un paramèt re variable. L'équation d 'une pa-
reille famille de plans peut ê t re présentée sous la forme 

(1) z=h-+-X<?(h) -f- y<b(h), 

et l 'équation de l 'enveloppe résulterait de l 'élimination de h 
entre cette relation et sa dérivée par rappor t à / i , c 'est-à-
dire 

( 2 ) Q = i+x<t'{h)+yV{h). 

Mais on peu t , sans part iculariser les fonctions <p et 6 , et 
par conséquent sans opérer l 'élimination de /t, obtenir l 'équa-
tion différentielle des surfaces développables. 

En effet, la différentielle totale de z donnée par l 'équation 
de la surface doit être de la forme 

(5) dz=p dx-+- qdy, 

et q désignant les dérivées partielles de 3 par rappor t à a; et 
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à y. Or, si l 'on différent ie l 'équation (1) en faisant tout varier , 

on obtient 

dz=dh-+- Xo' (h) dh -h y 6' (h) dh + ? (h) dx+ty (h) dy. 

Mais les termes mult ipl iés par dh disparaissent en ver tu de 

l 'équation (2) ; il res te donc 

dz=o(h)dx-Jt-ty{h)dy, 

ce qui exige 

p=?(h) et q=$(h). 

Concevons qu 'on a i t t iré de ces deux dernières les valeurs 

fc=$(p), et h=W(q). 

Il en résulte d 'abord 

(3) * ( p ) = W ( < l h 

et l 'équation (1) de la surface peut s 'écr i re 

(4) z=®(p)-hpx-hqg, ou z=W{q)+px + qy; 

c'est une première f o r m e de l 'équation différentielle de là sur-
face. Mais elle cont ien t u n e fonction a rb i t ra i re ; pour la faire 
disparaître on opérera comme il suit. Reprenons l 'équa-
tion (3) . On en t i re , en différentiant, 

&(p)dp=:W'{q) dq, 

et , a t tendu que l 'on a 

dp = sdx 4 - tdy et dq=rdx -+- sdy, 

en désignant par r , s , t les dérivées partielles du second 

ordre (57, Rem. I ) , il vient 

(p) (sdx -h tdy) = W (q) [rdx -+- sdy). 
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Comme x e t y sont deux variables indépendantes , cette re-
lation doit avoir lieu indépendamment des valeurs particu-
lières attribuées à dx et à dy ; il faut donc que l 'on ait sépa-
rément 

<ï>' (p). s=W (g) . r et ( p). t = ( q ) . s, 

et , en divisant ces relations m e m b r e à membre , on obtient 

(5) d'où s* — rt= 0, 
z s 

c'est l 'équation aux différences partielles des surfaces déve-
loppâmes. On voit qu'el le est du second ordre et du second 
degré. — 

REMARQUE. On vérifie aisément que les surfaces cylindriques 
et les surfaces coniques satisfont à la relation (5) . 

Pour les surfaces cylindriques, par exemple, on a t rouvé 
le caractère 

On en t i re 

ap + bg = 1. 

adp -+- bdq — 0, 

a (sdx + tdy) -+- b [rdx -f- sdy)=0. 

Celte relation devant être satisfaite indépendamment du 
rapport entre les valeurs de dx et de dy, on doit avoir sépa-
rément 

as + ftr=0 et at-\-bs=0, 

e t , en él iminant entre ces deux relations le rappor t on re-

t o m b e su r la condition (5) . 
Pour les surfaces coniques, on a t rouvé le caractère 

z—z0=p(x—x0)-hq(y-y0). 

PREMIERS ÉLÉMENTS DU CALCUL INFINITÉSIMAL. 185 

On en tire 

dz=pdx + gdy + dp(x —x0) + dq(y —y0). 

Mais on a 

dz=pdx -4- gdy, 

il reste donc 

dp (x-x0)-hdq (y — y0)= 0, 
ou 

(sdx-ht dy) (x—x0) + (rdx H- s dy) ( y - y9), 

équation qui se sépare en deux comme ci-dessus, et donne 

s (x — x0) + r(y-y0) = 0, 

avec 

t(x — x0) -hs(y — y0) = 0, 
X X 

et en é l iminant entre ces deux dernières le rappor t - _ ^ 5 

on re tombe sur la condition (5) . 

15ï> _ Surfaces gauches. On distingue ordinairement 
parmi ces surfaces celles qui ont u n e directrice rectiligne et 

celles qui ont u n plan d i rec teur . 

I . S u p p o s o n s d ' a b o r d q u e l a s u r f a c e a i t u n e d i r e c t r i c e 

rectiligne. On la prend ord ina i rement pour axe des z , e t 

s j z = = h est l 'ordonnée du point où u n e génératrice de la sur-

face rencontre la directrice, les équations de cette généra-

trice peuvent ê t re mises sous la fo rme 

(1) z=h-hx?(h), et z=h-hyHl 

On en t i re 
x?(h) = yï (h), 



y _ ? (h) 
x «1» (h) ' 

ce qui montre que h est u n e fonction du rapport On peut 
w 

donc poser 

d'où 

f ( * ) = * ( * ) , 
et , par suite, l 'équation de la surface peut s 'écrirc 

(2) * = $ ( Ï W s W ' y 

On éliminera la fonction <ï> par une première differentiation 
par rapport à a; ou par rapport à y ; car on obtient ainsi 

et , si l 'on multiplie la première de ces relations par x, la se-
conde par y , et qu'on ajoute, on trouve 

(3) px + q y = x v ( [ |). 

On élimine la fonction W par une seconde différentiation, car 
on obtient 

Multipliant la première de ces relations para ; , et la seconde 
par y , puis ajoutant membre à m e m b r e , on trouve 

rxî + '2sxy + tyi + px + (iy=W ( | ) > 

relation qui, en vertu de l 'équation (3), se réduit à 

II Supposons, en second lieu, que la surface ait un plan 
directeur. On le prend ordinairement pour plan des xy, et 
si h est l 'ordonnée d'un point de la surface, les équations de 
la génératrice qui passe par ce point peuvent être ecrites sous 

la forme 

z=h, y=x<t(h)+$(h). 

On en déduit immédiatement pour l 'équation d e b surface 

(5) y=x? (z)-bû(z). 

On élimine la fonction arbitraire «J» par une première diffé-

rentiation, qui donne 

0=?(z)-hX?'(z)p+V(z)p, 

Multipliant la première par q, la seconde par p, et retranchant , 

on obtient 

(6) p = — qo (z), ou p + q?{z) = 0 . 

Une seconde différentiation fait disparaître la fonction arbi-

traire car on trouve, en différentiant, par rapport a a ou 



r-hso (z) -f- <?' (z) pq = 0, 
s-htç (z) -+- ?' (z) q4 = 0. 

Si l 'on multiplie la première de ces relations par </, la seconde 
par pf que l'on retranche m e m b r e à membre , et que l 'on 
mette pour ? (z) sa valeur tirée de l 'équation (6), on obtient 

q*r — Ipqs -+-p*t=0. 

III. — Les conoïdes sont des surfaces gauches qui ont à la 
fois une directrice rectiligne et un plan directeur; elles doi-
vent donc satisfaire à la fois aux deux conditions (4) et (7). 

Mais si le conoïde est droit, c 'est-à-dire si la directrice rec-
tiligne est perpendiculaire au plan directeur, la surface peut 
être caractérisée par une équation différentielle plus simple. 
Prenons la directrice rectiligne pour axe des z , et le plan di-
recteur pour plan des xy ; les équations d 'une génératrice 
pourront être mises sous la forme 

z = h, y = xo (h), 

ce qui donne pour l 'équation de la surface, 

>8) y—xo(z), 

équation que l 'on peut aussi écrire 

( 9 ) , = * ( | ) . 

On élimine la fonction arbi t ra i re © en différentiant l ' équa-
tion (8) par rapport à a: et par rappor t à y , ce qui donne 

0 = <p (z) -hxo' (z) p, 
1 = Xo' (z) q. 

Multipliant la première de ces relations pa r q, la seconde 
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par p , et retranchant membre à membre , on obtient, 

p = — </<? (z), ou p + qo[z) = Q, 

ou, en mettant pour ? (s) sa valeur tirée de (8), 

« + ^ = 0, ou enfin px+qy = 0, 
' x 

équation aux différences partielles qui n 'est que du premier 

ordre. 

158. - Surfaces réglées. On peut demander le caractere 
analytique général des surfaces r é g l é e s . - Dans ce cas les 
équations d 'une génératrice renferment trois fonctions arbi-
traires. Car si on les met sous la forme 

x = az-ho., y = bz-t-$, 

on peut d'abord regarder p comme une fonction de a ; la rela-
t i o n S - f ( a ) représentant la trace de la surface sur le plan 
des xi, En regardant ensuite les inclinaisons a et & comme 
des fonctions de a et de P, ou, ce qui revient au même, de « 
seul, on peut écrire 

« = a + «?(a).*, y = f (a)+<!<(*)•*; 

les fonctions <?, * et f étant trois fonctions arbi traires, expri-
ment la loi suivant laquelle la génératrice se déplacé. 

On ne peut faire disparaître ces trois fonctions arbitraires 
au 'en différentiant trois fois de suite par rapport a g et par 
rapport à y. La relation qui caractérise les surfaces 

s donc une équation aux différences partielles du troisième 
dre on trouve de plus qu'elle est du troisième degre Nous 

renverrons aux traités plus étendus pour la recherche de 
cette équation différentielle qui n ' a point d 'ut ihte dans les 

applications. 

F I N DU CALCUL DIFFÉRENTIEL. 



DEUXIÈME PARTIE 

P R E M I E R S ÉLÉMENTS DU CALCUL INTÉGRAL 

/ 
I . - N O T I O N S P R É L I M I N A I R E S 

1 5 9 . — Le calcul intégral est l ' inverse du calcul différen-
tiel. Dans ce de rn ie r , les questions se ramènent toujours en 
définitive à trouver la dérivée d ' u n e fonction ; dans le calcul 
intégral , au contraire, les questions sont toujours ramenées à 
trouver une fonction connaissant sa dérivée. Les notions fon-
damentales du calcul intégral peuven t être présentées de di-
verses manières ; la plus simple est celle qui s 'appuie sur les 
considérations géométriques su ivantes . 

t e o . — Soit y = f ( x ) l ' équa t ion , en coordonnées rec-
tangulaires, d 'une courbe plane AB ; 
et proposons-nous d'évaluer l 'a i re 
AA'B'B comprise entre cette c o u r b e , 
l 'axe des x et les deux ordonnées 
AA' et BB\ répondant aux abscisses 
O A ' = a et 0 B ' = & . 

Pour cela, divisons l ' intervalle A' B' 
en n parties égales, et par tous les points de division menons 
des ordonnées; l ' a i re à évaluer se t rouvera divisée en ? ipe t i t s 

trapèzes curvilignes tels que MPP' M'. Par les points M et M' 
menons les droites MI et M' II parallèles à l 'axe des x ; nous 
formerons deux rectangles : l ' u n MPP' I plus petit que le tra-
pèze correspondant MPP'M' , l ' au t re IIPP'M' plus grand que 
ce trapèze. Si nous opérons de même pour les autres, nous 



formerons deux séries de rectangles, les uns intérieurs et dont 
la somme sera moindre que l 'aire à éva luer , les autres exté-
rieurs et dont la somme sera plus grande que l 'aire à 
évaluer. 

Si donc on désigne par U cette aire, par y0, yv y 2 , . . . , y„ les 
ordonnées successives tracées s u r la figure, depuis AA' jus-
qu'à BB', et h l 'intervalle PP' compris entre deux ordonnées 
consécutives, on aura 

U > y 0 h + y, h + y 2 h . . . + y „ _ , / i 
;t 

V<yih-l-yih...-i-yB_lh-hyHh. 

fj es seconds membres de ces inégalités diffèrent de y„h —y0 h 
ou de (y„ y0) h. 

Orlo facteur yn — y0 est constant , et le facteur h peut de-
venir aussi petit que l'on voudra en prenant n suffisamment 
grand. L'aire U est donc comprise entre deux sommes dont la 
différence peut être rendue aussi petite que l 'on voudra ; ce 
qui revient à dire que U est la l imite commune vers laquelle 
tendent ces deux sommes ; on peut donc é c r i r e , par 
exemple , 

U = l i m . 2 y h , 

la caractéristique S représentant une somme de quantités 
analogues au produit yh écrit à sa droite. 

Lorsqu'on passe à l a limite, c 'est-à-dire lorsque n devient 

infiniment grand, h devient infiniment petit ; et on peut le 

représenter par dx, puisque ce n 'est autre chose alors que 

l 'accroissement infiniment petit de l'abscisse. En même temps, 

on remplace la caractéristique S , qui se rapporte à une somme 

de quantités variant d 'une manière discontinue, par la carac-

téristique J , qui se rapporte à u n e somme de quantités va-

riant d 'une manière continue, ou par degrés infiniment oetils. 
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Et, comme la somme 2 n' indiquait qu 'une valeur approchée 

de l'aire AA' B' B, tandis que la somme J * indique l 'aire exacte, 

ou la somme intégrale des éléments de cette a i r e , on donne 
le n o m d'intégrale à cette seconde somme. On écrit donc 

(1) U = J ydx, 
égalité qu'on énonce : U égale l'intégrale de ydx. 

° Chacun des produits analogues à ydx est ce que l 'on appelle 

un élément de l'intégrale. 
Cette intégrale est dite indéfinie, lorsque l'on n'indique pas 

entre quelles limites elle est p r i s e , c'est-à-dire lorsque l 'on 
n'indique pas les abscisses extrêmes. Si l 'on veut indiquer les 

l imi tes } on écrit au bas du signe J l 'abscisse répondant a la 

limite inférieure, et au hau tde ce signe l'abscisse répondant à 
la limite supérieure ; si, par exemple, on veut indiquer que 
l ' intégrale est prise depuis l 'abscisse a jusqu'à l 'abscisse x , on 

écrit 

(2) U = f a V d X ' 

et l ' intégrale est dite définie. Si l ' intégrale est prise de AA' à 

BB', c'est-à-dire depuis l'abscisse a jusqu'à l 'abscisse 6, on 

écrit de même 

(3) 11 = P y d x > 

ce qui s'énonce : U égale l'intégrale de & à b de ydx, ou 
U égale somme deaàbde ydx. L'intégrale définie prend dans 
ce cas une valeur particulière au lieu de conserver la forme 
générale représentée par (2). 

Le calcul d 'une intégrale définie est ce que l 'on nomme une 
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quadrature, pa rce que ce t t e in tégra le expr ime une a i re , ou le 

car ré équivalent à cette a i r e . 

t c i , — Il s ' ag i t m a i n t e n a n t de fa i re voir c o m m e n t ce cal-
cul peut être ef fec tué . 

Considérons d ' abord l ' a i r e AA'PM limitée à l 'o rdonnée fixe 
AÀ', et à une o r d o n n é e q u e l c o n q u e MP ou y . Cette a i re est 
év idemment u n e fonc t ion de a? ; car elle var ie avec l 'abscisse 
OP et p rend u n e va leur d é t e r m i n é e pour chaque valeur attri-
buée à cette abscisse. Nous pouvons donc poser 

U = = F ( s ) . 

Le trapèze MPP' M' est l ' a cc ro i s semen t AU de l 'a i re considé-

r é e . Mais ce t rapèze es t c o m p r i s en t re les rectangles MPP' I et 

1IPP' M' ; si donc on dés igne PP' par AX, on pour ra écr i re 

y AX<AU< (y-hAy) AX, 

y-hAy r e p r é s e n t a n t l ' o r d o n n é e M' P ' . En divisant les trois 

m e m b r e s par AX, on a 

AU ^ 

y<-rx<y+Ay-

Si ma in t enan t on fai t t e n d r e AX vers zéro, il en sera de 

m ê m e de A y, e t le r appo r t — t e n d r a vers F' (x) ; à la l imite 

£±3/ 
on aura donc 

F' {x) = y ou F (x)=f(x), 
c'est-à-dire que la fonction f (x) quireprésenteV ordonnée est la 
dérivée de la fonction F (x), qui représente Faire de la courbe. 
En m e t t a n t donc p o u r y sa valeur dans la relation (1 ) , il 

vient 

(4) U = F ' (x) dx. 
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On pour ra i t égaler le second m e m b r e à F (#) , qui est la va-

leur de II ; m a i s il y a ici u n e r e m a r q u e i m p o r t a n t e à fa i re . 

On a vu que la dérivée d ' u n e cons tante est nulle ; en sorte 

q u e si l 'on a jou te u n e c o n s t a n t e à u n e fonc t ion q u e l c o n q u e , 

sa dérivée ne change pas . Lors donc que l ' on r e m o n t e de la 

dér ivée à la fonct ion p r imi t ive qui l 'a p r o d u i t e , o n doit , si l 'on 

veut que le résul ta t ait t o u t e la généra l i té désirable, a jou te r 

à cette fonction u n e cons t an t e a rb i t ra i re . On devra donc 

écr i re 

(5) j F'{x)dx = F{x) -+-C, 

C désignant u n e cons tante a r b i t r a i r e . Cette cons tante se dé -

t e r m i n e quand on cons idè re l ' i n t ég ra le déf inie . Car si l 'on 

p rend , pa r exemple , p o u r l imi tes de l ' in tégra le a et x et que 

l 'on pose 

JX F' (x)dx = F(®)+C, 

l ' in tégrale devra s ' annu le r p o u r x=a, p u i s q u e alors l ' a i re U 

est rédui te à zéro. Ceci exige q u ' o n ait 

C = — F (a ) . 

On doi t donc écr i re 

(6) fjp(x)dx=F(x)-F(a). 

Pour x = b, on aurai t 

(7) J J f ' (X) dx = F (b) F (a). 

On voit que, pour ob ten i r l 'a i re cherchée , il faut déterminer 

la fonction F [x) dont f (x) est la dérivée, y remplacer x par 
la limite supérieure, puis par la limite inférieure, et retrancher 
le second résultat du premier. 



t rouver la l imite de — , nous avons supposé l 'ordonnée crois-

santé ; si elle était décroissante, ces raisonnements subsiste-

raient encore ; il n 'y aurait de changé que le sens des inéga-

lités. 

i f , a . — Les équations (6) et (7) constituent un théorème 
de calcul qui est indépendant de toute considération géomé-
trique. Car si l 'on donne une fonction dérivée quelconque 
F ' (s) , en la supposant cont inue , on peut toujours la p rendre 
pour l 'ordonnée d 'une courbe, et poser 

y = F'(s); 

dès lors le premier membre de l 'équation (7) représentera 
l'aire de cette courbe, depuis l 'abscisse a jusqu 'à l 'abscisse b ; 
et l 'équation (7) montre el le-même comment cette aire pourra 
être calculée. On peut donc dire, sans avoir égard aux con-
sidérations géométriques : si F' (x) désigne la dérivée d'une 
fonction continue , la limite vers laquelle tend la somme des 
produits F' (x).dx, quand on y fait varier x d'une manière 
continue depuis une valeur a jusqu'à la valeur b, s'obtient en 
cherchant la fonction dont F' (x) est la dérivée, remplaçant 
dans cette fonction la variable x par la limite supérieure h de x, 
puis par sa limite inférieure a, et retranchant le second résultat 
du premier. On verra que ce théorème t rouve des applications 
fréquentes. C'est le théorème fondamental du calcul intégral ; 
et l'on aperçoit que ce calcul est l 'inverse du calcul différen-
tiel puisqu'il consiste à remonter à une fonction dont on a la 
dérivée. 

Remonter ainsi de la dérivée à une fonction est ce que l 'on 
appelle intégrer cette dérivée ; cette locution est abrégée ; elle 
signifie qu'il faut préalablement multiplier cette dérivée 
par dx , et chercher la limite vers laquelle tend la somme des 

produits analogues quand on fait varier « d 'une manière con-

t inue entre des limites données. 
REMARQUE. Tout ce qui précède suppose que la--fonction f(x 

ou F' (x) conserve une valeur finie depuis x = a jusqu'à x— l>. 
On peut avoir à considérer des l imites infinies, et, dans ce 
cas, il peut se faire que la fonction f (x) croisse indéfiniment 
à mesure que a; augmente en valeur absolue; l ' intégrale se 
compose alors d 'éléments qui croissent indéfiniment eux-
mêmes. Néanmoins, il peut arriver que cette intégrale con-
serve une valeur finie; on en verra des exemples plus loin. 

1 6 3 . — Afin de donner sur- le-champ un exemple de ce 
genre de c a l c u l , supposons qu'il s'agisse de trouver l 'aire c o m -
prise entre la courbe y = 3 a;2, l 'axe des x, et les ordonnées 
répondant aux abscisses 1 et 3 . En appelant U.cette aire, on 
aura 

U=l 5x-dx. 

Il s 'agit donc de trouver la fonction dont 3 a;2 est la dérivée ; 
il est aisé de voir que c'est a;3. Si , dans cette fonction x 3 , on 
remplace a? par 3 , on obt ient27 ; si l 'on remplace a; par 1 , on 
obtient ! ; le résultat est donc 27 — 1 ou 26 . Ainsi 

^ 3 a;* dX=26. 

1 6 4 . — Avant d'aller plus loin, il y a quelques remarques 

utiles à faire. 
I. Nous avons supposé jusqu'ici les axes rectangulaires; s'ils 

faisaient entre eux un angle 6 différent de 90°, les rectangles 
élémentaires, tels que y h, seraient remplacés par des paral-
lélogrammes ayant pour mesure yh sin 9. On aurait donc 

U = lira . 2 yh s in 0 = sin 6 . l im 2 yh 



U = sinO j ydx, 

c 'es t -à-d i re qu ' i l suffirait de multiplier par sin 0 l 'expression 
p récédemment obtenue pour l 'aire de la courbe. 

II. Une intégrale peut avoir des éléments négatifs. Soit, par 
exemple , la courbe ABMCD, qui coupe deux fois l 'axe des x ; 

l 'aire comprise en t re cette courbe , 
l 'axe des x , et les ordonnées AO 
et DD', présente une par t ie BMC, 
si tuée au-dessous de 1 axe des x . 
Dans cette part ie de la courbe, 

Fig. 56. l 'o rdonnée é tant négative, on 
regarde l 'a i re de cette portion de courbe comme négative 
e l l e - m ê m e . 

S'il arrivait que la partie négat ive fû t égale en valeur ab-

solue à la partie positive, l 'aire totale serai t regardée comme 

nul le . 

III. Les signes Jet d représentant des opérations inverses, 

se détruisent lorsqu'ils se superposent. Ainsi jdu = u, sauf la 

constante arbi t ra i re . Ainsi encore 

On convient d 'écr i re de même 

d.Jf'{x)dx = f'{x) dx. 

IV. a vu que l 'on a g é n éralement 

J j ' ( x ) d x = f(b)-f(a). 

jb
af'(x)dx=f(a)-f(b)i 

1 
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d'où il résul te 

lf'(x)dx = - J j ' ( x ) d x , 

c'est-à-dire que Von change le signe tune intégrale en inter-
vertissant ses Unités. Cette convention est quelquefois com-

mode. 

IL. - , INTÉGRATION DES DIFFÉRENTIELLES. 

§ _ P R I N C I P E S E T P R O C É D É S D ' I N T É G R A T I O N 

165 . 
I. Lorsque la quantité placée sous le signe J est 

affectée d'un facteur constant, « facteur peut être mis hors 
du signe. Soit, pa r exemple , l 'expression 

(1) J x f ( x ) d x . 

Le facteur A affectant t ous les é léments de l ' intégrale est 
u n facteur c o m m u n à tous les te rmes d 'une somme, et peut , 
p a r conséquent , ê t r e mis en évidence ; o n p e u t d o n c e c n r e 

(2) . 
dx. 

Réciproquement : lorsqu'un facteur commun est place de-
vant le si m e d'intégration, on peut le faire passer sous le 
siane Dans l 'expression (2), par exemple, le facteur A affecte 
un somme ; on peu t donc effectuer la mult ipl icat ion, ce qui 
reVjenuTaffecter du facteur A chacun d e s t e rmes de la s o m m e , 

et peut s 'écr i re sous la forme (1 ) . 

Ì 6 6 - II. L'intégrale d'une somme de différentielles est 
égale àia somme des intégrales de ces différentielles. 
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solue à la partie positive, l 'aire totale serai t regardée comme 

nul le . 

III. Les signes jet d représentant des opérations inverses, 

se détruisent lorsqu'ils se superposent. Ainsi jdu = u, sauf la 

constante arbi t ra i re . Ainsi encore 

On convient d 'écr i re de même 

d.Jf'{x)dx = f'{x) dx. 

IV. a vu que l 'on a g é n éralement 

J j ' ( x ) d x = f(b)-f(a). 

jb
af'(x)dx=f(a)-f(b)i 

1 
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d'où il résul te 

lf'(x)dx = - J j ' ( x ) d x , 

c'est-à-dire que Von change le signe tune intégrale en inter-
vertissant ses limites. Cette convention est quelquefois corn-

mode. 

II. - , INTÉGRATION DES DIFFÉRENTIELLES. 

§ _ P R I N C I P E S E T P R O C É D É S D ' I N T É G R A T I O N 

1 6 5 . 
I. Lorsque la quantité placée sous le signe J est 

affectée d'un facteur constant, « facteur peut être mis hors 
du signe. Soit, pa r exemple , l 'expression 

(1) J x f ( x ) d x . 

Le facteur A affectant t ous les é léments de l ' intégrale est 
u n facteur c o m m u n à tous les te rmes d 'une somme, et peut , 
p a r conséquent , ê t r e mis en évidence ; o n p e u t d o n c e c n r e 

(2) . 
dx. 

Réciproquement : lorsqu'un facteur commun est place de-
vant le si mi e d'intégration, on peut le faire passer sous le 
Z n e Dans l 'expression (2), par exemple, le facteur A affecte 
un somme ; on peu t donc effectuer la mult ipl icat ion, ce qm 
" I n U a f t e c t e / d u facteur A chacun des te rmes de la somme, 

et peut s 'écr i re sous la forme (1 ) • 

UG - II. L'intégrale d'une somme de différentielles est 
égale àia somme des intégrales de ces différentielles. 



J\f{x)+?{x)]dx. 

Elle revient à la somme des quant i tés suivantes (162) : 

" f (a) dx -l- y (a) dx 
-hf(a-h- dx) dx -f- f (a -h dx) dx 

4 - f (a - h 2 dx) dx 4 - ? (a 4 - 2 dx) dx 
4 - f (a 4 - 5 dx) dx 4 - ? (a-h 5 dx) dx 

+ f [« 4- [n — 1 ) dx] dx -f- ? [«-+-(«—1) dx] dx, 

en supposant b = a-bndx. Or la somme des termes qui for-

ment la première colonne est égale hj* f ( x ) d x , et la somme 

des termes qui fo rment la seconde colonne est égale à 
Cb 
I f (x) dx. On p e u t donc écrire 

J^ [f{x) + r (x) ] dx f (x) dx + JJ ? (x) dx. 

C'est ce qu'il fallait démontrer . 
On étendrait sans peine la démonstrat ion à la somme d 'un 

nombre quelconque de différentielles. 

I 6 ï . — 111. L'intégrale de la différence de deux différen-
tielles est égale à la différence entre les intégrales de ces diffé-

rentielles. C'est-à-dire que l'on a 

j * l f ( x ) -?(£)] dx f (x) dx o (x) dx. 

La démonstration est la môme qu'au numéro précédent ; il 
suffit de remplacer les signes 4 - qui séparaient les deux termes 
de chaque élément de l ' intégrale proposée pa r des signes — . 

Il résulte de cette proposi t ion et de la précédente que l'in-
téqrale de la somme algébrique d'autant de différentielles qu on 
voudra est égale à la somme algébrique des intégrales de ces 
différentielles. Ces intégrales se trouvent ainsi affectées des 

mêmes signes que les di f férents termes d 'un meme element 

de l ' intégrale proposée. On aurai t , par exemple, 

f ; [f (x)+,(«)-* (*) i ** = f : m ** * Mdx 

1 6 8 On a vu , dans le calcul différentiel, qu'il existe 
une règle générale pour la différentiation des fonctions (45). 
U n ' e x i s t e malheureusement pas de règle générale analogue 
pour ¡'intégration des diiférenlielles. Si l 'expression qui est 

sous le signe f est u n e différentielle connue, l ' intégration se 

trouve immédia tement effectuée; si cela n 'a pas lieu, on peut , 
en employant divers procédés, chercher à ramener 1 expres-
sion donnée à u n e différentielle connue ; mais on ne peut pas 
toujours ê t re certain à l 'avance qu 'un de ces procèdes réussira. 

Ces procédés sont au nombre de trois . Le plus simple con-
siste ¿multiplier et diviser par un facteur constant convena-

blement choisi. 

Soit, par exemple , l ' i n t é g r a l e j x"'dx. 

Telle qu'elle se présente, l 'expression sous le signe Jn 'est 
pas u n e différentielle connue ; mais on voit aisément qu 'on la 
ramènerai t à une différentielle connue en multipliant sous le 
signe par m 4 - 1 ; car (m 4 - 1 ) af< dx est la différentielle de 

Or on peut effectuer cette multiplication sous le signe, 
à la condition de diviser par m 4 - 1 hors du signe (165) , car 



ce sont deux opérations contraires effectuées sur l 'intégrale 
proposée. On peut donc écr i re 

en ajoutant une constante arbi traire C si les limites de l ' inté-

grale ne sont pas indiquées . 

Soit encore l 'expression J a x dx. 

con-La quanti té sous le s i g n e j n ' e s t pas une différentielle 

nue , mais elle deviendrait une différentielle connue si elle 

était multipliée par Or o n P e u t effectuer cette mult i -

plication sous le signe, à la condition de multiplier hors du 

. , • log e j 
signe par la quanti té inverso -j-j-^- î on a u r a donc 

fa*dx = ]-^ f — 
J log a j log e log a 

1 G 9 . — Le second procédé d'intégration consiste à changer 
de variable, c'est-à-dire à établir entre la variable qui figure 

sous le signe j et une variable auxiliaire une relation telle 

qu 'en remplaçant la variable donnée par sa valeur t i rée de 
cette relation, l 'expression placée sous le signe d ' intégrat ion 
se change en une différentielle connue. 

. C (Jx 
Soit , par exemple, l 'expression J 

La quanti té placée sous le signe J n'est pas une différen-

c i e connue ; mais si l 'on pose x = au, d'où dx = a du, et 

I N T É G R A T I O N D E S D I F F É R E N T I E L L E S . -

qu'on fasse la substitution, on trouve 

/» dx r ailu — = a r c . s i n t f + C » 

ou , en remettant pour u sa valeur 

J v ^ - a * 
— . a r c . s i n - 4 - C . d 

/

dx 

La quanti té placée sous l e signe n 'est pas une différentielle 

»nnue ; mais si l ' o n ; 

substi tue, on trouve 

1 ,1'nù dr Î et qu 'on connue ; mais si l 'on pose g = - , d ou ( I X - u> " 

du ' 
-Î r —dy 

r _ £ = = f-=S 

f&=t- I U'-i f 

= a rc . cos y 4 - C, 

ou , en remet tant pour y sa valeur î , 

/

dx 

xs/x^ 
te = = a r c . cos - 4 - G. 

1 x 

l ï 0 __ Le troisième procédé est connu sous l e nom d ' in-
, , , parties locution inexacte mais consacrée. On 

s a U ^ u T s i u e t T sont deux fonctions d 'une même variable » , 

on a (21) 
d.uv = udv + vdu. 

On en t i re 
udv = d.uv — vdu. 
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Les deux membres de cette égalité étant deux différentielles 
égales, si on les in tègre entre les mêmes limites, les résul-
tats seront égaux, puisque les deux intégrales obtenues se 
composeront d 'un m ê m e nombre d'éléments égaux chacun à 
chacun. On peut donc écrire 

judv = J d.uv— Jvdu 

ou, attendu que les signes J et d se détruisent quand ils se 

superposent, 

(1 ) J udv = uv — j velu. 

C'est sur cette relation que se fonde le procédé d'intégration 

par parties. Elle exprime que si Von a sous le signe J un 

produit de deux facteurs u et dv, dont l'un dv est une d i f f é 
rentielle connue, l'intégrale de ce produit est égale au pre 
mier facteur u , multiplié par l'intégrale v du second, diminue 

d'une seconde intégrale dans laquelle il ij a sous le signe J 

l'int égrale v qu'on vient d'obtenir, multipliée par la différen 
tielle du du facteur qui n'avait pas été touché. 

Soit, par exemple, l 'expression 

J xeTdx, 

on trouvera, en appliquant cette règle, 

jxe*dx=x.ez — J ez.dx=xex— ex + C. 

Il arrive dans ce cas que l ' intégration proposée est ramenée à 
l'intégration d 'une différentielle connue. 
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Soit encore l'expression 

/ arc t a n g x . d x , 

on trouvera de même 

n C 
I arc tang x . dx = arc tang x. x — J 

ce qu'on peut écrire 

^ 1 C ^xdx r 1 C 5 

I arc tang x. dx=x arc tang x — ^ J ^ 

L'intégration proposée se trouve ainsi ramenée à une in-
tégration plus facile. Car si l'on examine la quantité placee 

sous le second signe f , on reconnaît que le numérateur 2 x d x 

est la différentielle du dénominateur 1 + a? ; cette quantité 

est donc de la forme - , qu i e s t l a différentielle du logarithme 

népérien de u ; on a donc ici 

j arc tang x.dx = x. arc tang x — ^ log' (1 + + C> 

en ajoutant toujours u n e constante arbi traire si les limites de 

l ' intégrale ne-sont pas indiquées. 
L'habitude du calcul peut seule suggérer le choix à faire 

dans chaque cas entre les procédés que nous venons d'ex-
poser ; et il est utile de répéter qu'on ne peut pas toujours être 
assuré d'avance qu 'on réussira à effectuer l ' intégration pro-
posée en employant un ou plusieurs de ces procédés. 

§ 2 . - I N T É G R A T I O N D E S D I F F É R E N T I E L L E S L E S P L U S U S I T É E S . 

i*t . — Différentielles algébriques entières.— Considérons 
d'abord la différentielle monome Ax'"dx. Pour l ' intégrer, on 
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emploiera le procédé du n° 168, c 'est-à-dire qu'on multi-
pliera par m - h 1 , sauf à diviser l 'intégrale par ce facteur ; on 
aura ainsi (165 ,168) 

/ A c Axm+l 

A xmdx=——; ( n n - l ) xmdx = — — + const. 
m -+-1 J m - l - l 

On voit que la règle à suivre consiste à augmenter l'expo-
sant de x d'une unité, et à diviser par cet exposant ainsi 
augmenté. On trouvera ainsi 

s 
/ - 10a;5 -

1 0 x 5 d x = — g — h const = 6a;5 -f- const. 
3 

REMARQUE. La règle est en défaut pour m = — 1 , parce 
que le dénominateur m - h 1 devient nul . Mais, dans ce cas, 

l 'expression placée sous le signe j 

est une différentielle con-

nue, celle du logarithme népér ien de car on a 
J Ax~'dx = A J ^ ~r — A x + const. 

1 9 2 . — S u p p o s o n s maintenant que la différentielle soit 
polynome. En combinant la règle ci-dessus avec le principe 
du n° 166, on trouve aisément 

Aa;m+1 ¥>xm 

m + 1 + ~wT 
j(Axm + Bap1-1 - h . . . - t -Ta -f-U) dx= 

Ta;2 

+ — + U a ; + const. 
L 

Par exemple, 

/ (a;4—3a;2-+- 6x-7)dx = j — x*-h 3a;2 — 7x + const. 

t*3 — Différentielles algébriques fractionnaires. On peut 
ne considérer que le cas où le numérateur est d 'un degre in-
férieur à celui du dénominateur ; car , s'il en était autrement 
on pourrait effectuer la division; le quotient se composerait 
d 'une partie entière et d 'une fraction ayant pour numérateur 
le diviseur, c'est-à-dire un polynome de degré moindre que 

le dénominateur proposé. 
Supposons d 'abord que le dénominateur soit du preimer 

degré ; et soit 
Adx 

mx 4 - n 

la différentielle proposée. On multiplie le numérateur par m, 
et l'on divise l 'intégrale par ce même facteur ; on a ainsi 

r kdx A r mdx Ç Adx A r j n 
J mx + n mJ mx 

M a i s alors le numérateur de l 'expression placée sous le signe 

d'intégration est la différentielle du dénominateur ; cette ex-

pression est donc de la forme f , qui est la différentielle du 

logarithme népérien de M. On a donc 

/ A d x - = - log' (mx - h » ) + const. 
. «i ° J mx + n m 

Par exemple , 

l ^ L = (4ÎC— 1) + const. 
4a; — 1 4 / 

„ 4 - Supposons, en second lieu, que le dénominateur 

soit du second degré, le numérateur sera au plus du premier , 

et la différentielle donnée sera de la forme 

(ma; + n) dx 
ax* -+- bx + c' 
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Il y a lieu (le dist inguer trois cas, suivant que les racines du 
trinôme placé en dénominateur sont réelles et inégales , 
réelles et égales, ou imaginaires. 

I . — Considérons d 'abord le cas où ces racines sont réelles 
et inégales; en les désignant par a et ¡3, on pourra écrire le 
dénominateur sous la forme 

a(x — a) (x — p). 

La méthode consiste à poser 

/jv mx -+- » A B 
( ® _ a ) ( x - t y - x - a + ïï^' 

et à déterminer A et B de manière que cette relation ait l ieu 
quel que soi t« . En chassant les dénominateurs, elle devient 

mx-hn=k(x—p) HrB (X — a). 

Cette relation devant avoir lieu ident iquement , on peut y faire 
successivement 

x = a et X'=$, 
ce qui donne 

m x + n = A ' ( « - p ) , d 'où A = m + W 

a — ¡3 ' 
et 

jnp + f i É = B ( p - « ) , d 'où B = + n 

a — ¡ 3 ' 
en supposant a > [3. 

Les coefficients A et B étant ainsi déterminés, on aura, en 
vertu de la relation (1), 

f , x + n)dx A r j x ^ B ç dx 
J a [x — a) (x — 0) uJ x —a + a j x — $ 

= 'llog' ( ® - a ) + ? log' - ¡3) + const. 
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Par exemple, on trouvera en suivant cette marche 

r l&r + l ) d x f dx 9 r _dx_ 
J 3a;2— 15a;-h 1B 3 J x - o 3"J 

= ' ! | l o g ' . ( a ; - 3 ) - | log'(flc—2)+const. 

On traitera de même l 'exemple suivant, qui se rencontre 

dans les applications : 

r dx i ç dx 1 f j i t 
J tf—x- 2a J a-+-x 2aJ a—x 

1 r dx 1_ Ç —dx 
2aJ a-j-x 2 a J a — x 

= i log' (a + x) — l oë ' (« - ®) + const • 

= ± w _[_ const. 

IX. Si les racines du trinôme placé en dénominateur sont 

réelles et égales, la différentielle proposée peut s 'écrire 
[mx + n)dx &n e l a n t a l a r a c i n e double. La méthode 

a[x — a ) 2 

consiste alors à changer de variable en posant 

X — a.= u, d'où dx = du. 

On a ainsi 
ç (mx + n) dx r {mu -H ma + n) du 

J a(x — af ~~J au\ 
_m ¡'du , ma + n f du 

aJ u a J il' 

= - log ' . u — ^ L t l . - + const. 
a ° a M 

m. ,, x m+n 1 , p n n t . . 
= (x — *) —• 5-Z-a+cons ' 
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On trouvera, par exemple, ainsi 

/ • ( * * + * ) * » — ; — 2 ) 4 - 3 . ——9 -+-const. J 5 (£C — 2)2 5 0 2 

III. Nous supposerons enlin que les racines du trinôme en 

dénominateur soient imaginaires. On sait que dans ce cas le 

trinôme peut se mettre sous la forme 

La méthode consiste à poser x — a = , d'où dx = £ du; 

en substituant, on obtient 

r (mx 4- n) dx __ r(mÇ>u+m* + n)?Ju__m f udu 
J «[(s-a)2+^j-~J + a j u2 +1 

ma -H n C d u 

^ afi J W + i ' 

La différentielle placée sous le second signe J est une diffé-

rentielle connue ; on ramène celle qui est sous le premier 

signe J à une différentielle connue en multipliant par 2 sous 

le signe et en divisant par 2 hors du signe ; car on a alors 
2 udu . , , 

sous le signe d' intégration 1 expression d o n t l e n u m e " 

rateur est la différentielle du dénominateur, et qui a par con-
séquent pour intégrale le logarithme népérien de ce dénomi-
nateur ; 011 trouve ainsi 

Ç (mx-+-11) dx , 
J a[(x — a ) 2 + p 2 ] 2a [ U 

+ arc tang u 4 - const = * log' 4 - 1 ] 

+ arc t a n g . ^ + const. 
aS & P 
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Par exemple, on obtient ainsi 

r (ix+i)dx _ 2 ,r(g-5r- n 
J 3 a f - 3 0 # 4 - 8 7 ~ 3 ° ° L 4 ^ J 

7 4 a- - 5 
-1- ^ . arc tang — 4 - const. 

§ijg, — On peut concevoir que l 'on suive une marche ana-
logue quand le dénominateur de la fraction est d'un degré 
quelconque. L'algèbre fournit des méthodes pour décomposer 
les fractions rationnelles en fractions simples ; on peut donc, 
théoriquement du moins, ramener ainsi l ' intégration d 'une 
différentielle fractionnaire rationnelle, dont le dénominateur 
est un polynome en x de degré quelconque, à l 'intégration de 
plusieurs différentielles fractionnaires plus simples. Mais cela 
suppose qu'on puisse trouver les racines d 'une équation de 
degré quelconque, ce qu'on ne sait pas faire. Nous ne croyons 
donc pas utile pour les applications de développer ici cette 
méthode générale ; nous nous contenterons de traiter les exem-
ples suivants, où le dénominateur est du troisième degré. 

I. Supposons d'abord que la différentielle proposée soit 

(x2 — off 4 - 3") dx 
( # 4 - 1 ) (îc —1) (x —2) ' 

Nous poserons 

x* — 4 - 5 = A B , C 
( a + l ) ( a — l ) ( a — 2 ) s + 1 x-V 

ou 

+ C ( # 4 - 1 ) ( # - 1 ) . 

En faisant successivement x=— 1 , # = 4 - 1 , # = 4 - 2 , 
14 



o n trouvera 

9 = 6A, d'où A = | 

_ 4 = — 2 B , d'où B = 

— 5 = 3C, d'où C = — 4 . 

Par conséquent, on pourra écrire 

r (x~—5%-h 5) dx 5 r dx 1 f dx 
J (x + i ) ( x - i ) ( x - 2 ) ~ 2 J « 4 - 1 2 J «—-1 

— log' (« — 2) H- const. 

II. La méthode que nous venons d'employer est en défaut 
lorsque deux racines du dénominateur sont égales. 

Supposons, en effet , qu'on ait à considérer la fraction 
n u ? • ! » { - ( / 

{« — «) (« — &)" 

m«2 -4- nx 4 - p A B C ^ 
(x-a)[x — by2~~x—a x—b x—b' 

en chassant les dénominateurs on obtient 

?n«2 4 - 4 - p = A (« — &)* 4 - (B 4 - C) [x — a) (x — b), 

relation qui ne saurait être une identité, puisque le second 
membre s 'annule p o u r « = 6, tandis que le premier ne cou-
den t pas le facteur x — b, si la fraction proposée a été réduite 
à sa plus simple expression, ce qu'on peut toujours supposer. 

Dans ce cas, au lieu de décomposer la fraction proposée en 
trois fractions dont les dénominateurs soient du premier degré, 
on la décompose en deux fractions seulement, l 'une ayant un 
dénominateur du premier degré (x — a), l ' au t re un dénomi-
nateur du second degré (x—b)s. 
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Soit par exemple à intégrer ^ ^ ^ — ¿ j ^ ; on posera 

x- — 5a; H - 3 
B « 4 - C 

( « 4 - 1 ) (« — 2)2 « 4 - 1 [x — 2)2 ' 

ou, en chassant les dénominateurs, 

a ; 2 - 5 a ; + 5 = A (a; — 2 ) * 4 - ( B « 4 - C ) ( « 4 - 1 ) ; 

et l'on déterminera les coefficients A, B, G en donnant à x trois 
valeurs distinctes, par exemple.« = — 1, « = 2 et x = 0 ; 
on trouve ainsi : 

pour a; = — 4 , 9 = 9A, d'où A = 1 ; 
p o u r « = 2 , — 3 = 5 ( 2 B 4 - C ) ; 
pour « = 0 , 4 - 3 = 4 A 4 - C ; 

les deux dernières donnent C = — 1 , et B = 0. 
On aura donc 

(x2—5a; + 5) dx 
( « 4 - 4 ) [x—2)2 

dx 
~ J x + 1 , 

= l o g ' ( « 4 - 4 ) 

[x — 2)2 

1 
> - 2 ) 

const. 

III. On emploie encore le même ordre de décomposition 
quand le dénominateur a deux racines imaginaires. Soit, par 

. , (a;4— 5 a ; + 5) dx 
exemple, a integrer ^ ^ ^ y + tf P o s e r a 

a - — 5 ® + 5 B«-f-C 

(® + i ) [ ( a J - 4 ) « + 4 j « 4 - 4 [ ( « - l ) 2 + 4] 

ou, en chassant les dénominateurs, 

s» _ 5a; + 3 = A [(«—4)»•4- 4] 4 - (B« 4 - C) [x 4 - 1 ) , 

et l'on fera successivement x = — 4 , « = 0 , « = 4 - 1 ; on 
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trouvera ainsi 
9 

pour x = — 15 9 = 8 A , d'où A = g j 
24 

pour ai = 0 , 3 = 5 A + C, d'où C = 5 5 A = ¿ p 

p o u r * = i , — l = 4 A - b (B + C)2, ^ 

d 'où B = — | — 2A — C = — g. 

On aura donc 

(x2 — 5a; + 5 )dx _ 9 f dx 1 f(x-h2l)dx 
£ + - S j x - h i 8 J [(x-i)*+4]m / 
La première intégrale du second membre a pour valeur 

log' (¡c + 1 ) ; la seconde, traitée par la méthode du n° 174, III, 

donne | log' + l ] + H arc tang ; il vient 

donc enfin 

ç $ x + 5) dx 9 ( d ) 

J ( a + 1) [ ( a - ! ) * • + • 4] 8 

_ l o g ' + 1 j - y arc tang ~ + const . 

IV. Nous supposerons enfin que le dénominateur aitses trois 

racines égales et qu 'on ait à in tégre r , par exemple, 

(a;2 — 5 a - h 3 )dx 
[ x - ï y ' 

On posera a ; — 2 = u , d 'où dx = du; et en faisant la sub-

stitution il viendra 

du du _du - dtt 
lé 0U u u- u* ' 

La première de ces trois différentielles a pour intégrale log' u, 

la seconde - , la troisième, qui revient à — 3 m - 3 du, a pour 11 
3 3 1 

2 M " ° U 2 V 

O O A 
intégrale + ^ ou s . - j . On a donc ° 9 v. u1 

f (x 2)° 

1S6. Différentielles irrationnelles du second degré. I.Onsait 

que l 'expression , d x est la différentielle de l 'arc dont le 

sinus est x ; on a donc immédia tement 

r dx 
• = arc sin x -+- const. 
V 1 —a;2 

II. Soit maintenant l 'expression dx\J 1 — a ; 2 ; pour l ' inté-

grer, on commence pa r multiplier et diviser pa r \l \ — x \ ce 
/ | /v2\ (Iw 

qui donne - — = = = — , et par conséquent 
1 \ / l —x* 

( 1 ) 

f f dx C 
dx y 1 -x2 = - • 5 

J J v'f —x J [ - x 

La première intégrale du second membre est connue. La 

a;«' o n a 

ainsi sous le signe j*deux facteurs dont l ' un , le second, est 

une différentielle connue, car c'est celle de \l 1 — a * (36). Si 
donc on applique à cette intégrais le procédé de l ' intégration 
par parties (170), on aura 

(2) + [x. ~X<IX = xsfi^x* — fs,l\-x\dx* 
J y l — X2 J 
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Substituant cette valeur dans la relation (1), on obtient 

J dx v 1 —x-= a rc sin x-hx y l — x1 — j dx y l — x'.' 

On voit qu'on a ainsi reproduit en signe contraire dans le 
second membre l ' intégrale qu'il s'agissait d'obtenir ; si on la 
fait passer dans le premier membre, celui-ci se trouvera donc 
doublé, et, en divisant par 2 , on obtiendra finalement 

dx y/ 1 — x2 = Q [ arc sin x-h x y 1 — x3] 4 - const. 

« ï ï . — III. Pour intégrer • on change de variable, 
y/l+x* 

et l'on pose 

(1) \Ji-hx2=u—x. 

Élevant au carré et réduisant, on obtient 

1 =u2 — 2 ax, 

et, en différentiant et divisant par 2 , 

0 = u d u — udx—xdu, d'où = - , 
U — X 11 

ou, ce qui revient au même en vertu de la relation (1), 

dx du 

On peut donc écrire 

/ d x fdu , , 
= — = log7 u + const 

V1 4 - X2 J « 

= log' (x 4 - \ j i 4-ÎC2) 4 - const. 

H 

(1$ 
On intégrerait de la même manière et l 'on aurai t 

0 \/a2 4 - k 

r d X log' ( x 4 - y/x2 4 - k) 4 - const. 
V x2 -h k 

IV. Soit maintenant à intégrer dx yjl+œs ; on commencera 
. , (.14- x2)dx 

par multiplier et diviser par \ / l -4-x2 , ce qui donne— 

On a donc 

(2) f d x < i + x 2 = f - ^ + f 
x2dx 

v/ITâT8 

La première intégrale du second membre est confle ; la 
seconde peut s'écrire 

C xdx 

' J S/1 + 

la quantité sous le signe J est alors un produit de deux fac-

teurs, dont le second est la différentielle de \l 1 4 - x2 ; on a 

donc, en appliquant le procédé de l'intégration par parties, 

f x . î 4 È = = x y / I + ^ - f y/ï+x2.dx; 
J 4-«2 - J 

et, en substituant dans la relation (2), 

J dx y/TTx2 = log' (x + y/lTÔT8) 

4- x y/TTx2 - j . dx. 

Le dernier terme du second membre est alors le p remier 
membre changé de signe. Si on le fait passer dans le premier 
membre, et qu'on divise par 2 , il viendra donc ^ 
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f d x s J M = 2 [log' ( * + v / ï + ^ O + a y ï + r f ] + const. 

On intégrerai t de m ê m e dx et l 'on trouverai t 

f d x s j ¥ + k = \ [ /¿ log ' (¿c+vV' + fc) + c o n s t . 

Mais si l 'on avait à intégrer dx \lx-~ k, on aurait 

j d x \ l - k log' {x + + a . 

Ce résultat ne diffère du p r é c é d e n t , comme on pouvait s'y 

a t tendre , qu 'en ce que k est changé en — k. 

198. _ Y. s i , dans les exemples qui précèdent , le radical 
portai t su r un t r inôme du second degré , ce cas pourrai t ê tre 
ramené aux précédents ; mais les résul ta ts seraient de nature 
différente, selon que le t e rme en x- serait affecté d ' un coeffi-
cient positif ou négat i f . 

Supposons-le d 'abord négatif , e t soit c + bx— ax1 le tri-
nome placé sous le rad ica l . Ce t r i n ô m e pourra s 'écrire 

/c b «A 
a - H- - x — x-}, 

\a a ] 

ou, en a joutant et re t ranchant uans la parenthèse , 

quanti té qui est de la fo rme 

a [ p - ( x — a)5]; 

c b2 

car on doit admettre que - -+- ~ es t positif, aut rement le 

radical serait imaginaire pour t ou t e s les valeurs de x. On 

pourra donc poser 

a; = a + (ÎM, d'où dx=$du-, 

et en faisant la subs t i tu t ion , on donnera an t r inôme la 

forme O P (1 - M 2 ) , et le radical portera sur 1 - u \ On sera 

donc ramené aux cas traités au n° 176. 

Soit , par exemple, à intégrer 5 e n a j ° u l a n t 

et re t ranchant sous le radical le carré de la moitié du cocffi-
dx 

cient de x, c 'est-à-dire 9 , on pourra écrire — ( « — 5 Y 

On posera 

a; = 3 + 4 u , d ' o ù dx = Uu, 

et l 'on aura 

J à u ou simplement d " " , VU - J 

^ / 1 6 — 1 6 M 2 

on aura donc 
r dx __ r du 

f l + bx-x* J -W2 
- = a r c . sin u + const . 

x 5 
: a r c . sin — + const. 

4 

Soit encore à intégrer 

d x ^ x - x ' y 

c pourra écr i re 

( t e v /9 — (« — 5)*. 

On posera donc 

x = ù + 3M, d 'où dx = 3du, 

et il viendra 

Zduv'9 — 9 M 2 J ou O r f i i f l — U * 
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On aura donc 

f dx^x — x— 9 Jdu</i = u2 

9 r . , , 
= g [a rc sin u + u y/1 — u

2 \ - h const. 

9 r x 5 1 - i 
= 2 a r c s i n — + - ( « _ 3 ) y / 6 « — « 2 + const . 

i ï 9 . — VI. Supposons on second lieu que le coefficient 
de« 2 soit posit if , et soit ax24-bx + c le t r inôme. On] pourra 
l 'écrire 

« ( W - R I E ' ; , 
V a a) 

ou, en ajoutant et r e t ranchan t dans la parenthèse le terme — 
4a2 

7 by c b2 1 
L r + 2 a ) + a 40® J 

quantité de la fo rme 

a[(x — *y±p ]. 
On posera 

x=X ± $u, d'où - dx=± $du ; 

et, en subs t i tuant , le t r inôme deviendra 

a (¡32m2 ± ¡32), ou a£2(u*±i); 

et le radical por tera sur u2± 1 . On sera donc ramené mx cas 
traités au n° 1 7 7 . 
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Soit, par exemple, à intégrer 

(5 x — ï)dx 
^ x 2 — 1 6 « + 20* 

Le t r inôme sous le radical pour ra s 'écrire 

4 («2 — 4 « + 5 ) , ou 4 [(« — 2 ) 2 + ' l ] . 

On posera donc 

« = 2 - 4 - « , d ' o ù dx = du ; 

et, en subst i tuant dans la différentielle donnée, elle deviendra 

( 5 M 4 - 4 ) du 
2 \Ju2 4 - 1 ' 

On aura donc 

Ç (5« — 2) dx 5 r udu C 
J v/"4«2— 1 0 « 4 - 2 U - J \/w2 4 - 1 J 

du 
sju* 4 - 1 

= 1' / u 2 4 - 1 - U l o g ' ( i t 4 - v/m2 4 - 1 ) + c o n s t -

= ^ y / («—2) 2 4 - 1 4 - d o g ' [ ( « — 2 ) - h \ / ( ® 2 ) 2 4- l ] 

= log ' [ (« — 2) 4 - \ / œ 2 - 4 a : 4 - 5 ] 

' S' + y - f - ^ J v ^ 2 — 4« 4 - 5 4 - const. 

180— Différentielles binômes. On donne ce nom aux 
différentielles de la forme 

(1) xr"(a-!r bxn)p. dx. 

On peut r emarquer d 'abord que si p était un nombre en-
tier, on pourra i t développer le binôme, et , en multipliant ses 
termes pa r xmdx, on aurait une suite de différentielles de la 



forme Axhlx que l'on pourrait intégrer séparément . Nous n'a-
vons donc à considérer que le cas où p n 'est pas un nombre 
entier. 

On ne diminue pas la généralité de l'expression (1), en 
supposant n positif, car si l'on avait 

on pourrait écrire, en multipliant par x" dans la parenthèse 
et en divisant par xnp hors de la parenthèse, ce qui ne chan-
gerait pas le produit , 

xm~np (b + axn)p dx, 

expression qui est de même forme que la proposée, mais où 
l'exposant n est positif. 

On ne diminue pas non plus la généralité de l'expres-
sion (1) en supposant m et n entiers. Supposons-les, en 

effet, de la forme ~ et , de telle sorte que la différentielle 
' o 

proposée soit 
m / „ \ p 

a^a-h bxs J dx. 
On posera 

x = u'\ d'où dx = rsuTS~ldu ; 

et, en substituant, il viendra 

: rs.um{a + b"r)p.urs-l.du, 

expression qui, au facteur constant près rs, est de même 
forme que la proposée, avec cette seule différence que les 
exposants ms et nr sont entiers. 

En définitive, on voit que dans la différentielle binôme (1) 
il est permis de regarder m et n comme entiers, et n comme 
positif. 

181 . - Nous avons vu que la différentielle binôme est in-
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é r a b l e dans le cas de p entier. Elle l 'est encore dans deux 

autres cas. I o Posons, en effet , 

a + bx" = u, 

d'où L _ ( 

/ „\fe 1 iu—ay du 
x - Ç ' Y " ) . * ) " F -

E „ substituant ces valeurs dans l 'expression proposée, on 

obtient ^ ^ 

• i - ' ^ v r 

et l 'on voit que celte différentielle serait mtegrable . — 

était un nombre entier et positif. _ « r - W x 
2° La différentielle binôme peut s écrire X p ' ( ^ 'J^' 

« L opèresnr cette quantité comme nous venons de le faire 
! , l t en a condition d ' i n t é g r a b i l i t é en remplaçant » pa 

I " " » par - n . On trouve aussi que l 'expression est 

intégrable si la quantité 

ou - f ^ + p ) 
il 

i t , e n é r e à l 'aide des fonctions algébriques et l o g a n t a -

ï ^ e s ^ ^ . , ^ ^ possible en 

valeur absolue. 
t 8 a . __ Si l 'on écrit la différentielle binôme sous la forme 

(a + bxny.xwdx, 

on voitqu'elle est le produit de deux facteurs, dont l 'un 



est une différentielle connue; on peut donc appliquer le procédé 
de l ' intégration pa r part ies , et l'on aura 

{2) 
I {a-h bx'f.xmdx = (a + bxn)p. -

J m + 1 
* ¡¿m+i 

m-

m + 1 

-.pbn {a + bxny-l.a?-ldx. 

(a-hbxn)"xmi-i pbn C 
= — ^ T ï j *** (a + bx")p~l. dx. 

La différentielle b inôme placée sous le signe j*dans le se -
cond membre est de m ê m e forme que la proposée ; elle en dif-
fère en ce que p est remplacée par p — 1 et m par m + n. 
Mais on peut déduire de la formule (2) une autre formule qui 
ramène l ' in tégrat ion de la différentielle proposée à celle d 'une 
différentielle de m ê m e forme, dans laquelle m conserve sa 
valeur, et p est remplacé par p—1. Pour cela, on observe 
<ju on a 

bx™ = xm (a + bx?)-ax\ 

• Si l'on substi tue cette valeur dans (2), on obtient 

f (a Hh bxy. xHx = 1 ' 
J ' m + 1 

•~ï f + bxn)pxmdx 
pn 

m-h 
pn 

q J x n (a + bxny~l dx, m-f-1 

et , si l'on passe le t e r m e affecté du signe - dans le premier 
membre, on en t i re après réduction 

( 5 ) 

f (a-+-bx»yx><dx = (a + bxn}Px: 
J m-bi+p 

' i ~ f x m ( a + bx»y-idx. 

cm+l 

-h pn 
P} 

m - j - • 

On peut renverser cette formule, c'est-à-dire en t i rer la 

valeur de l ' intégrale qui figure dans le second membre . Si l 'on 

fait ce calcul, et que l 'on change ensuite p en p - h l , on 

obtient 

r (a -4- bxn)p+i . xm+l 

J (a -+- bxny. xmdx = { p J \ ) n a 

+ ( P + I ) n a J 1 

Les formules (5) ou (4) serviront, quel que soit le signe d e p , 
à ramener l ' intégrale proposée à une autre de même forme, 
où, m restant le même, la valeur absolue de p aura été di-
minuée d 'une unité. Et, en répétant un nombre de fois suffi-
sant cette opération, on ramènera l'exposant d ep à avoir pour 
valeur absolue une fraction. 

1 8 S . _ La différentielle proposée peut être décomposée 
d 'une autre manière en deux facteurs dont l 'un soit une diffé-
rentielle connue. Multiplions et divisons, en effet, par la dé-
rivée de bx\ c'est-à-dire par nbx"~l ; nous pourrons écrire 

J_ xm-n+i _ la ])xny . bnxn~'dx. 
bn -

i 

Sous cette forme on reconnaît que le facteur 

(a + bxn)p. bnx"~'dx 

est la différentielle de (<» -f- bxny+l, divisée p a r p - M . En 
appliquant donc le procédé de l 'intégration par parties, on 
pourra écrire 

< 5 ) 

r 1 m n 4 , (a-hbxny+1 

(p -f-1) nb J 

L'intégrale proposée se trouve donc ainsi ramenée à une 
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autre de même forme, dans laquelle l'exposant m est remplacé 
par m — » , et l 'exposant p p a r p + 1. Mais on peut déduire 
de la forme (5) une aut re formule qui ramène l ' intégrale 
proposée à une intégrale de même forme, dans laquelle p con-
serve sa valeur, et m est changé en m — 1. Pour cela, on 
observe qu'on a 

xm-n (a + bxny+i=xm-n (ft + fony _ + 

= ax'"-n (a + bxn)p -+- bxm (a + bx")p. 

On a donc 

j x ( a + bxn)p+l .dx=a j xm~n (a + bxj dx 

bj xm{ a + bx"Y dx 

Si l 'on substitue cette valeur dans la relation (5), qu'on 
fasse passer le dernier te rme dans le premier membre et 
qu'on réduise, on en tirera 

Î6) 
\ « { a + b x y d x = X T < i { a t b X ' T l v ' b (m-1-1 H - n p 

_ a { m ± i - n fxm-n{a + bxn)Pd^ 
b (m +1 + np) J v 

On peut ensuite renverser cette formule, c'est-à-dire en 
tirer la valeur de l ' intégrale qui figure dans le second membre; 
et si l 'on change alors m en m - h h , on obtient 

(7) )J a(m + i) 
b (m-hi+n + np) f m,„, . , 

- „ ( „ , + ! ) - J + 

Les formules (6) ou (7) serviront, quel que soit le signe 
bm, à ramener l ' in tégrale proposée à une autre de même 

forme, dans laquelle, p restant le même, la valeur absolue de m 
sera diminuée de n. 

En employant successivement les formules (5) ou (4), puis 
les formules (6) ou (7), on parviendra à retrancher de p toutes 
les unités contenues, et de m tous les multiples de n qu'il ren-
ferme. Quelquefois l 'opération peut être abrégée par l'emploi 
des formules (2) ou (5). 

REMARQUE. Les formules (3) et (6) sont en défaut quand 
est n u l ; o u , ce qui revient au même, quand 

Ttï | x 
\-p est égal à zéro. Mais alors la différentielle binôme 

n 
est intégrable directement (181, 2°). Le nombre p é t a n t frac-
tionnaire, on n 'a jamais p + 1 = 0 ; ainsi la formule (4) n'est 
jamais en défaut. Mais la formule (7) est en défaut pour 
m = — 1. Or, dans ce cas encore, la différentielle binôme peut 
être intégrée directement (181, 1°). 

184. — Prenons pour exemple la différentielle 

-rV/r 
X 3 OU £C*(1 —xs) 2.dx. 

(l—x'f 

On a dans ce cas 
/ o 3 

m = 4 , n = 2, p = — 

Pour diminuer d 'abord la valeur absolue de l'exposant p et 
celle de l'exposant m, employons la formule (5) ; elle don-
nera 

/ . JL -A 
(8) / xk (1—x2) 2 dx = + x5 (1 - x-) 2 dx 

— 3 J x2(l—x2)\dx. 

Pour diminuer encore l 'exposant de x dans le facteur hors 
15 
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parenthèse, faisons usage de la formule (6), en y faisant 

1 

m = 2, n= 2 , p = — ^ ; elle donnera 

Jx*(1 -x»)"*dx=-±x{ 1 - a 2 ) * + 1 f x ° (1 - & 
I i 

= — ç X \ / l — x * - i - ^ arc sin a: + const. 

Substituant cette valeur dans (8), on obtient 

JV (1 — s2)"2 dx=x3 (1 — xY + |a (1 — x")2 

5 — jr arc sin x -+- const. 
185. — Différentielles logarithmiques et exponentielles. 

L'intégrale de l o g x . d x s 'obtient par le procédé de l ' intégra-
tion par parties. On a , en effet, 

J \ogx.dx = \ogx.x— J ^ ^ - d x . % 

=x\ogx—x log e + const. 

Plus généralement on trouve par le même procédé 

C , , XM^ C Xm+1 loge , 
J x m l o g . x . d x = l o g . x . ~ J ^ T j ' ~ x ~ 

xm+i\ogx , x^1 

= 2 l o g e . — + c o n s t . 
m + 1 ° ( m + 1 ) 2 

On a vu (168) comment on peut intégrer azdx en mult i-
pliant et divisant p a r une constante convenable. On a , en 
effet, 

[ a * d x = ^ r ^ a < d x = p - e a > - i - const. 
J log aJ loge log a 

Si a=e, il vient 

Jexdx = ex-\-const. et J e~xdx = —e~xconst. 

Il peut arriver que, dans ces expressions, x soit multiplié 
par un facteur constant ; comme, dans la différentiation, ce 
facteur affecte la dér ivée , il faut, dans l ' in tégrat ion, tenir 
<?ompte de cette circonstance en multipliant et divisant par ce 
même facteur. On trouvera, par exemple, 

J (emx -b e~mx)dx=~J (memx-\-rne-mx)dx 

1 
= -(em — e~mx) -+- const. 

m ' ' 

J (em — e~m) dx = ^ J (rnem — me~m) dx 

1 
= -(emx-h e~m) + const. 

mx ' 

Ces deux formules trouvent leur emploi dans les applica-
tions. 

L'exponentielle peut ê t re multipliée par une puissance d e a ; 
l ' intégration par parties permet alors de diminuer d 'une unité 
l 'exposant de cette puissance. On a, par exemple, 

(1) j xm exdx—xm ex — m j'at—1 ezdx. 

Si m est entier et positif, en répétant un nombre suffisant de 

• <\\Y>> Î.V,,. 
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fois cette opération, on obtiendra exactement l ' intégrale de-

mandée. On trouvera, par exemple, 

J ' x 2 ezdx=ex (« 2 — 2 « + 2 ) 4 - c o n s t . 

Si m est négatif , on peut renverser la relation (1), c'est 
à-dire en t irer la valeur de l ' intégraie placée dans le second 
m e m b r e ; en changeant ensuite m en m + 1 , on obtient 

(2) f ^ ^ - ^ î f ^ ' 

et. si m est en t ie r , en appliquant un nombre suffisant de fois 
cette f o r m u l e , on ramènera l ' intégration demandée à dépendre 

de jx~le*dx. On ne pourra pas aller au delà, parce que la 

formule (2) est en défaut pour m = — i. On verra plus loin 

que cette de rn iè re intégrale s 'obtient par développement en 

série. 
Si l 'exposant m est fract ionnaire, l 'emploi des formules (1) 

ou (2), selon qu'il sera positif ou négatif , permet t ra de ramener 
l ' in tégrale demandée à une intégrale de même forme dans la-
quelle l ' exposant de x sera une fraction. 

t 8 6 . — Differentiellesrenfermant des fonctions circulaires. 
11 résul te immédia tement de ce qu'on a vu dans le calcul dif-

férentiel (44) que l'on a 

J sin xdx = — cos x + const. 

e t 

j c o s xdx= + sin x 4 - const. 

Soit à in tégrer 
sin xdx 

tang x dx ou ; 
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on remarquera que le numérateur est, au signe près, la diffé-
rentielle du dénominateur ; si donc on écrit 

— sin xdx 
c o s « 

on aura u n e expression -de la forme — , qui est la différentielle IL 

du logari thme népérien de u ; on aura donc 

/

C — sin xdx , , M , „ , 

t i n g xdx = — = — l o g ' , c o s « - + - c o n s t 
° J cos« 

On trouvera de même 

/

C c.osxdx , , . 

cot « dx = — = log' . s i n « + const. J s i n « 
. . dx 

T o u r i n t e g r e r - — , o n p o s e 

« = 2 M , d 'où dx = 2dUj 

ce qui donne d 'abord 

2 du du 
ou 

sin 2M sin M COS M 

On divise ensuite les deux termes par cos 2«, ce qui donne 

du 
COS2 M 
tang M 

Mais est précisément la différentielle de tang M ; ainsi 
cos2 M 

l 'expression à intégrer est la différentielle du logarithme né-
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périen de tang u. On a donc 

dx 
sin® 

4 
log ' . tang u 4 - const. = log' . tang ^ x 4 - const. 

L'intégrale j ^ ^ se ramène à la précédente en posant 

d 'où 

et, par suite, 

dx= — dì] ; 

/
te — — f = — log' tang ^ y + const, 

cos x J s m y ° D 2 v 

= — log' tang ( ^ — | ) 4 -cons t . 

1 8 » . — I l résulte de ce qu'on a vu dans le calcul diffé-
rentiel (44), que l 'on a immédiatement 

/ te dx=—cot. x - h const. 
s u r x 

C dx 
J ^ = l a n ^ + C O n s t ' 

Quant aux intégrales 

Jsin-xdx, et Jcossada, 

on les obtient aisément par addition et soustraction. On 
a , en effet, 

J c o s - x d x - b J s i ï f x d x 

= J(cos2 a 4 - sin2a) dx = Jdx=x 4 - const. 

INTÉGRATION DES DIFFÉRENTIELLES. 2 3 1 

J cos 2 a d a — j sin8 a da 

= j*(cos2 x — sin2 x) dx = j*cos 2a dx, 

ou, en multipliant et divisant par 2 , afin d'avoir sous le 
signe d la même variable que sous le signe cosinus, 

J coè-xdx— y ' s i u 2 £ (te = ¿1; j c o s 2 a d . 2 # 

1 
= sin 2# 4 - const. 

u 

Par suite, 

r 4 4 
J cos*xdx = ^ x 4 - j sin 2a 4 - const. 

2a 4 - s in 2a 
— -. h const. 

4 

et 

C 4 4 J s\nixdx=^x — ^ s i n 2 a 4 - c o n s t . 

2a — sin 2a 
= 1 h const . 

Si l 'on avait à intégrer sin2 a cos* a da , on pourrait écrire, 
en multipliant et divisant par 4 , 

1 1 
7 . 4 s in2a cos2a dx, ou -, sin52a dx, 
4 ' 4 

ou encore 

1 
g sin2 2a d . 2a . 
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En vertu de la formule qui précède, il viendrait donc 

Jsin2«cos2xdx = gj*sin22«d.2x = ^X " 4X 4 - c o n s t 

Si l'on avait à intégrer 

f f dx — t a n g « — « 4 - const. 
J cos2« J cos2« J 

On aurait de môme 

fcos'xdx c dx r . 
I —T-^—== / -T-; dx =—cot« — « 4 - c o n s t . 

J s u r « J s u r « J 

Plus généralement, si l 'on a à i n t é g r e r sinm« COS P «Î /« , et 
que l 'un des exposants m ou p soit impa i r (on les suppose tous 
deux entiers), l ' intégration pourra ê t re r amenée à celle d 'une 
fonction algébrique entière. Car soi t , p a r exemple, 

p = 2 f c 4 - l . 

On pourra écrire 

sin"1« cos2* « . c o s « ( / « ; 

et , en posant 

s i n « = w, d'où cos « i = (1—M2)9 , 

et 

cos « dx = du, 

on aura à intégrer 

um (1—u~Y. du , 

différentielle algébrique, rationnelle e t ent ière . 

/»SI J J " X • 
/ —— dx, on pourrai t écrire 
J C O S X 

/ 

I N T É G R A T I O N D E S D I F F É R E N T I E L L E S . 

Par exemple, on trouvera ainsi 

j sin6 « cos5 x d x = f M6 (4 — U'Y du 

= \ - S * + f i u " ~ k 1 1 1 5 + r s M l B + c o n s t -
4 . 6 . 4 . 

= î sin7 « - 1 s in 9 «4-JTJ sin11 « — ^ s i n 1 3 « 

1 
+ t t ; sin15« 4 - const. 

l o 

Plus généralement encore, et quels que soient les expo-
sants m et p, on peut t ransformer sin"1« cosp« dx en une dif-
férentielle binôme, en posant sin x = u. Car on peut écrire 

ce qui revient à 

s in" 1 «cos" - 1 « . c o s x d x , 

£-1 
um ( 1 — M 2 ) 2 . du. 

188. — Les différentielles qui renferment des fonctions 
circulaires inverses, telles que arc sin xdx, ou arc tang xdx 
s' intègrent par le procédé d'intégration par parties. On trouve, 
en effet, 

Ç xdx 
J arc sin xdx=arc sin « . « — J 

= « arc sin « 4 - v^ — H- c o n s t -
dx 

j*arc tang « . d x = a r c t a n g x . x — J x . j ' 4 4 - « * 
- 1 f"2xdx 

= arc t a n g « . « - 2 I 

Dans le sscond membre, la quantité sous le signe j est une 

fraction dont le numérateur est la différentielle du dénonn-

f 

i l l ¡ ¡ j i Ni f i 
1 H 
I ; Pe 

I li fijl 

H 



nateur , c 'est-à-dire une fraction de l à forme — , qui est la dif-
u 

férentielle du logarithme népérien du dénominateur u-, il vient 
donc 

J arc tang x. dx=x arc tang x — ? log' (1 + x*) 4 - const. 

On trouverait de même 

Jarc cos x.dx=x arc cos x — ^/l — a 2 4- const . , 

et 

J a r c cot xdx=x arc cot x + i log' (1 + ® 2 ) + const. 

18» . — C'est encore à l 'aide du procédé d'intégration par 
parties que l 'on intègre les différentielles simples qui con-
tiennent des exponentielles et des sinus ou cosinus. On 
trouvera, par exemple, 

J excosxdx = exsinx— j*'e?âa xdx, 

mais 

— Je* s'm xdx = J ex (—sin x)dx = ex cos a —J excos xdx. 

Par conséquent 

j e * c o s x d x = e x (sin x 4 - cos a) — J e x cos x dx, 

et, en passant le dernier terme dans le premier membre et 
divisant par 2 , 

Jexcosxdx = ^ex (sin x + cos ;;) + const. 

1 9 0 . — S i , dans les expressions étudiées aux n0s 186, 
187 , 188 , 1 8 9 , la variable x était multipliée pa r un facteur 
constant, l ' intégrale devrait ê t re divisée par ce facteur. On 
aurai t , par exemple, 

/ I f , si nmx 
cosmxdx = - / cos mx. dmx = h const. 

m j m 
/ I f , cos mx , 

sin mx dx = | — sin mx. umx= h const. 
m j m 

j tan gmx.dx=—^ j* 
1 r — sin mx d mx 

cos mx 

1 
= log' cos mx -+- const. 

m D 

1 C c o s mx dmx 1 

/

, 1 C c o s mx dmx 1 , , . , , 

cot mxdx—— — = — log' sm mx + const. 
m J sin??ia m ° 

/
sin2 mx dx = — f sin2 mx. dmx 

m j 

2 mx— sin2îWic 
: ; - 4 - const. 

4 m 

/
cos2 mx dx=— f cos2 mx. dmx m j 

2mx 4 - sin %)\x . 
= t 4 - const. 

4 »i 

et, ainsi des aut res . 

§ 3. — INTÉGRATION DES DIFFÉRENTIELLES PAR DÉVELOPPEMENT 

EN SÉRIE 

19t. — Considérons d'abord l 'expression / f(x)dx. Cette J 0 
expression est une fonction de x, dont la dérivée est f (x) ; si 



nateur , c 'est-à-dire une fraction de l à forme — , qui est la dif-
u 

férentielle du logarithme népérien du dénominateur u ; il vient 
donc 

J arc tang « . dx=x arc tang x — ? log' (1 + ®*) 4 - const. 

On trouverait de même 

J " a r c cos x.dx=x arc cos x — y/1 — x* 4 - const . , 

et 

J a r c cot xdx=x arc cot x + i log' (1 + ®2) + const. 

18» . — C'est encore à l 'aide du procédé d'intégration par 
parties que l 'on intègre les différentielles simples qui con-
tiennent des exponentielles et des sinus ou cosinus. On 
trouvera, par exemple, 

J excosxdx = exsinx— j*'e?âa xdx, 

mais 

— Je* s'm xdx = J ex (—sin x)dx = ex cos® —J excos xdx. 

Par conséquent 

j e T c o s x d x = e x (sin x 4 - cos a) — J e x cos x dx, 

et, en passant le dernier terme dans le premier membre et 
divisant par 2 , 

Jétcosxdx = ^ét (sin x + cos ;;) + const. 

1 9 0 . — S i , dans les expressions étudiées aux n0s 186, 
187 , 188 , 1 8 9 , la variable x était multipliée pa r un facteur 
constant, l ' intégrale devrait ê t re divisée par ce facteur. On 
aurai t , par exemple, 

/ I f , si nmx 
cosmxdx = - / cos mx. dmx = h const. 

m j m 
/ I f , cos mx , 

sin mx dx = | — sin mx. dmx= h const. 
m j m 

j tan gmx.dx=—^ j* 
1 r — sin mx d mx 

cos mx 

1 
= log' cos mx H- const. 

m D 

1 C cos mx dmx 1 

/

, 1 C cos mx dmx 1 . , . , , 

cot mxdx—— — = — log' sin m® 4 - const. 
m J sin??i® m ° 

/
sin ~mxdx=— f siri* mx. dmx 

m j 

2 m x — sin 2 m® 
: ; - 4 - const. 

4 m 

/
cos2 mx dx=— f cos2 mx. dmx m j 

2mx 4 - sin 2mx . 
= t 4 - const. 

4 »i 

et, ainsi des aut res . 

§ 3. — INTÉGRATION DES DIFFÉRENTIELLES PAR DÉVELOPPEMENT 

EN SÉRIE 

19t. — Considérons d'abord l 'expression / f(x) dx. Cette J 0 
expression est une fonction de®, dont la dérivée est f (x) ; si 
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donc f(x) et ses dérivées successives conservent des valeurs 
finies de 0 à a , on pourra développer l'expression proposée 
par la formule de Maclaurin (69) ; et, en remarquant que 
l'intégrale s 'annule pour # = 0 , on aura 

La série qui forme le second membre pourra donc tenir 
lieu de la fonction dont f(x) est la dérivée. 

Considérons maintenant l ' intégrale J f(x)dx. Si f(x) et 

ses dérivées conservent des valeurs finies de 0 à a , on pourra 
remarquer que l 'on a 

J
/»* f i /ta 

f ( x ) d x = / f ( x ) d x - f(x)dx. 
a J o J o 

Si donc on développe p a r l a formule (1) les deux intégrales 
qui figurent dans le second membre , et qu 'on opère l asous-
traclion, on obtiendra 

(2) 
f j ( x ) d x = f ( 0 ) x ^ + r ( 0 ) x \ ^ 

x°— a° 
f - v ^ m 

Si f (a) et ses dérivées conservent des valeurs finies de a 
à x, mais qu'il ne soit pas permis d'y faire a; = 0, on pourra 
opérer comme il su i t . 

Posons 

a = a - b w , 
et 

s : f[a+u) du=Y(u)> 

I N T É G R A T I O N D E S D I F F É R E N T I E L L E S . 2 5 7 

Nous pourrons développer la fonction F par la serie de 

Maclaurin. Mais nous aurons 

F ( 0 ) = 0 , F ' ( « ) = / " («4-m) , d'où F' (0) =f (a), 
F"(M) = f'[a-hu), d 'où F" (0) = f (a), 
F " > ( u ) = f " ( a + u), d'où F ' " ( 0 ) = / » ( « ) , 

et ainsi de suite. Il viendra donc 

(3) J f(a+u)du=0+f(a). 7[ + f ( f f ) ï 3 

ou 

(3) 

1 9 S Î _ L ' i n t é g r a t i o n p a r d é v e l o p p e m e n t e n s é r i e p e u t 
e n c o r e ' ê t r e p r é s e n t é e d ' u n e a u t r e m a n i è r e q u ' i l e s t u t i l e d e 

connaître. Soit f (x) la fonction placée sous le signe J ; et 

supposons qu'on puisse la développer par la série de Ma-

claurin, on aura 

f (x) = f( 0)+f (0) f H" (0) ^ + r (0) p o 

M u l t i p l i o n s l e s d e u x m e m b r e s p a r d a , e t i n t é g r o n s e n t r e l e s 

l i m i t e s 0 e t a , i l v i e n d r a 

(4) 

[ m d x = f ( 0 } l + f ' ( 0 ) £ + r ( 0 ) S 
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Or, soient « et 0 la plus grande et la plus peti te valeur 
que prend R n quand « varie de 0 à « ; on aura 

*dx>Rndx>$dx, 

et, par conséquent , 

J \ d x > ï x . 

La quan t i t é J R . & est donc égale' à u n certain p ro-
etU6 M ^ T Ï T Y d é S , ' g n e U n e q U a n t i t é C O m P " s e - t r e a 
et p. lais t e n d a n t vers zéro à mesure que n augmente il 
en es de m ê m e de a et de fc et par cons ignen t a L T e' 

quantité in te rmédia i re t . Donc fa tend vers zéro à 

q u e n augmente , c 'est-à-dire que l ' intégrale qui file d I 

Si l'on in tégra i t e n t r e les limites a et on re tomberai t de 
même sur l ' équat ion (2). On p o u r r a i t a u s s i t o l i ^ l S 
m a m e r e 1 équa t ion (5) en développant/"(a + w). 

198 bis. - Comme premier exemple de ce qui précède 
proposons-nous de développer un arc en fonction d ^ s o n l t ' 
L application de la formule du b inôme (80) donne, p o T * 
compris e n t r e + 1 et — 1 , P ' 

'
 T n Î «J- - K . . . 

M u l t i p l i e s deux membres pa r dx, et intégrons de 0 à 

2 . 5 2 . 4 . 5 

I N T É G R A T I O N D E S D I F F É R E N T I E L L E S . 

P o u r 0 = 1 , o n o b t i e n t 

239 

* . 1 1 . 2 ^ 1 . 3 . 5 
<5) 2 2 Ï I 7 

Comme second exemple, cherchons le développement de 

l ' a rc en fonction de sa tangente . La formule du binôme 

donne 

1 = ( 1 — a f ) - * = l — 
I + 0 2 1 

* 

M u l t i p l i o n s p a r dx e t i n t é g r o n s d e 0 à 0 , n o u s a u r o n s 

xz ®5 . 
( 6 ) a rc tang 0 = 0 — + y — 

Pour 0 = 1 , on obtient 

1 1 1 

W I = 1 - | + 5 - 7 + -

1 9 3 . REMARQUE . — Les formules (5) et (7) ne convergent 
pas assez rapidement pour servir au calcul du n o m b r e * . Mais 
on peu t en déduire des formules plus convergentes. On dé-
montre aisément, et il est facile de vérifier, que l 'on a 

1 1 
arc t a n g . 1 = 4 arc tang g — arc tang . ^ , 

d 'où 

4 a rc tang | — arc t a n g . • 

On calcule arc t ang î et arc tang ^ par la formule (6), et 

en substi tuant on obtient la valeur d e * . Il suffit d 'employer 
les onze premiers te rmes du premier développement, et les 
trois premiers termes du second, pour obtenir le nombre r. 



avec quinze décimales. (Voir les Trai tés d 'Algèbre supé-
r ieure . ) 

194. — Au lieu de multiplier les deux m e m b r e s de la for-
mule de Maclaurin par dx, on peut les mul t ip l i e r par xmdx, 
m étant un exposant positif; e t , en in t ég ran t de a à x, on 
obtient 

fz
 rm+1 ,.m+1 

xmf(x) dx=((0). " + f ( 0 ) 
m-f-1 ' v ' 1 . ( m -+- 2) 

ZV.WL-I-3 F.M+T» 

On démontrerai t , comme au n° 191, que le reste de la série 
tend vers zéro. 

On peut appliquer une méthode analogue à l ' intégrat ion de 
ex dx 

la différentielle , que nous avons r e n c o n t r é e au n° 185 . 
x 

On a, en effet, 

, , , x x2 x3 xk „ 

dx 
Multiplions les deux membres par — et in tégrons de a à x, a 

X 

étant supposé positif, il viendra 

x x — a . x* — ci2 a;3 — a 3 

J A X 1 
(8) 

1 . 2 . 3 . 4 . 4 ' ' X 

1 . 2 . 2 1 . 2 . 3 . 3 

V d x 

Or, si a et p désignent , comme p lus h a u t , la plus grande 
et la plus petite valeur que p renne R„ q u a n d x varie de a à x, 

l ' intégrale J^ Rn ^ sera comprise en t r e a J ^ et p J ^ ~ , 

-4P 

X X 
c'est-à-dire entre a. l og ' . - et S l o g ' . - . Elle aura donc pour 

° a ° a 1 

X 
valeur une quanti té telle que k l og 7 . - , k é tant compris entre 

a et p. Mais R„ tendant vers zéro à mesure que n augmente , 
il en est de même de a et de ¡3, et par conséquent aussi de 

c* dx 
l ' intermédiaire k. Donc enfin l ' intégrale I R„ — est un reste 

J a X 
qui tend vers zéro, et que l 'on peut se dispenser d 'écr i re . 

§ 4. — CALCUL DES INTÉGRALES DÉFINIES PAR APPROXIMATION 

i » 5 . — Lorsqu 'une intégrale définie ne peut être obtenue 
par aucun des procédés d ' intégrat ion connus , on peut tou-
jours en calculer la valeur numér ique avec une approxima-
tion plus que suffisante en général pour les besoins de l 'ap-
plication. 

C'est encore au calcul approché qu' i l faut recourir lorsque, 

comme cela arrive f réquemment dans les questions qui tou-

chent à la prat ique, la fonction qui figure sous le signe J 

n'est point connue sous forme mathémat ique , mais qu'elle 
est seulement donnée par des valeurs isolées ou par le tracé 
d 'une courbe. 

Il existe, pour le calcul approché de la valeur numérique 
des intégrales définies, plusieurs méthodes , dont la plus répan-
due est fondée sur les considérations géométriques suivantes. 

Supposons d 'abord qu'il s 'agisse 
d 'évaluer le trapèze curviligne AOQC, 
limité par une courbe ABC qui n 'est 
point donnée, mais déterminée seule-
m e n t par les trois ordonnées équidis-
tantes AO, BP, CQ, que nous appelle-
rons y0, yv y2 . Désignons par 11 l ' inter-
valle OP = PQ des ordonnées. 

10 

ï 
: 

A 

y0 
y, y, 

0 P C X 

Fig. 57. 
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Si la courbe ABC est cont inue, e t si, entre les points A et Cr 

elle ne présente ni inflexion n i aucun aut re point singulier, 
on pourra , sans e r reur notable , la remplacer par u n e autre 
courbe quelconque rempl issant les mêmes conditions, par 
exemple par une parabole ayant pour axe une parallèle aux 
ordonnées; c 'est-à-dire que l ' a i re du trapèze curviligne limite 
par cette parabole , l 'axe des x e t les ordonnées extremes, 

1 différera fort peu du trapèze curvi l igne proposé. Et 1 erreur 
Isera d 'autant moindre que la dis tance h sera plus pet i te . 
' Si l 'on m e t l 'or igine au p ied 0 de la première ordonnée , 
l 'équation de la parabole dont il s 'agi t sera de la forme 

(1) y=y0-hax-hbx\ 

Et comme elle doit passer par les points B et C qui ont pour 

coordonnées 

x=h,y=yl, et x==1h,y=yv 

on devra avoir 

yi=y0-hah + bh\ yk=y0 + 2ah-h4bh% 

équations qui déterminent a e t b. Posons A 1 = t / 1 — y 0 , 'la 
première des équations (2) p o u r r a s 'écrire 

A ±=ûh + bh*. 

Posons de même 

= î / 2 — ? / i ; 

en re t ranchan t membre à m e m b r e les équations (2) on ob-

t iendra 

(4) A \ = a K + W P . 

Posons enfin, 

A 2 = A ' J — A N 

on trouvera, en re t ranchan t m e m b r e à membre les équa-

IINTÉGRATION DES DIFFÉRENTIELLES, 

tions (3) et (4), 

(5) A î = 2 M î . 

De cette dernière on t i re 

b = 
2 br ' 

e t , en substi tuant dans (3), on obtient 

1 
A l 2 A® 

L'équation de la parabole est donc 

(6) 

Cette équation, dans laquelle les quantités A1 eL A2 sont ce que 
l'on appelle la différence première et la différence seconde, 
est celle qui, dans la pra t ique , sert à résoudre le problème de 
1 ' I N T E R P O L A T I O N * . 

Pour obtenir l 'aire de la parabole, il suffit (162) de multi-
pl ier les deux membres de l 'équation (6) par dx, et d ' inté-
grer en t re les l imites x = 0 et x — 2 h , ce qui donne , en ap-
pelant U l ' a i re cherchée, 

U = 2 % 0 - h 2/i ! a2 ) + 1 A2/Î 

ou, en remet tan t pour \ et A2 leurs valeurs = y t — ?/0, et 

A 1 = » 1 — 2 ^ + ï o , 
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valle OC de ces ordonnées en un nombre pair n de parties 
égales, et soit h l 'une de ces par t ies . Par tous les points de di-
vision menons des ordonnées , que nous désignerons successi-
vement par y „ y „ y s . . . y ^ . Soit ttl l 'aire du trapèze curvi-
ligne limité par les ordonnées y0 et y 2 , «2 celle du trapèze 
limité par les ordonnées y2 et y„ et ainsi de suite;^ enfin, 
u celle du trapèze limité par les ordonnées î/n_2 et Y. rsous 
aurons, en vertu de la fo rmule (7) établie au numéro pré-
cédent 

u * = | M y , + 

î i 3 = | / t ( y , 4 - 4 y 5 + y 0 ) , 

u n = g J i ( y „ _ 2 + y „ _ i + Y ) . 

Ajoutons membre à m e m b r e toutes ces inégalités, et soit U 

l 'aire totale à évaluer. Le facteur | h sera commun. Les or-

données extrêmes y0 et Y n ' en t r e ron t chacune qu 'une seule 

fois dans la somme. Les ordonnées d'indice pair y s , y4, 
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t»«.—Supposons m a i n t e n a n t q u ' i l s ' a g i s s e d ' é v a l u e r l ' a i r e 
d u t r a p è z e A O C B l i m i t é p a r u n e c o u r b e q u e l c o n q u e A B , l ' a x e 
d e s x, et. d e u x o r d o n n é e s e x t r ê m e s y 0 , Y . D i v i s o n s l ' m t e r -

y 6 , . . . y„_ 2 ,y entrent chacune deux fois. Les ordonnées d ' in-
dice impair y l 5 y . , y . , . . . y n _ _ u y entreront chacune quatre 
fois. On aura donc 

( 3 ) 

i 

U = g / i [ ( y 0 + Y ) + 4 ( y 1 + y3 + y s - t - . . . - i - y s _ 1 ) 

+ 2 ( y 2 + y4 + y 6 - t - . . . + yn_2)]. 

Telle est la formule de Thomas Simpson. Elle s'énonce en 
disant que : faire de la courbe a pour valeur le tiers de l'in-
tervalle de deux ordonnées consécutives, multiplié par la 
somme des ordonnées extrêmes, plus quatre fois la somme des 
ordonnées d'indice impair, plus deux fois la somme des or-
données d'indice pair. 

Le résultat du calcul s 'approchera d 'autant plus de la 
vérité que le n o m b r e n sera plus considérable. 

I 9 ï . — Pour donner une idée de l 'approximation, propo-
sons-nous d'évaluer par cette méthode l 'aire de l 'hyperbole 
équilatère xy= 1, depuis l'abscisse 1 jusqu'à l'abscisse 11. 
Divisons l ' intervalle 1 1 — 1 en dix parties égales ; les ordon-
nées répondant aux abscisses 1, 2 , 5 . . . , 10 , 11 auront pour 
valeur : 

x = 1 y0 = 1,-000 
a = 2 yl = 0 , 5 0 0 
x = 5 Y , = 0 , 3 3 3 

x = 4 y. = 0 , 2 5 0 
x = 5 y4 = 0,200 
x = 6 y. = 0 ,167 

x— 7 . . . y 6 = 0 , 1 4 3 
x= 8 . . .y7 = 0 , 1 2 5 
a = 9 . . . y 8 — 0 , 1 1 1 
a = 1 0 . . . y 9 = 0 , 1 0 0 
x = 1 1 . . . Y = 0 , 0 9 1 

La somme des ordonnées extrêmes y0 + Y est 
égale à 1 ,091 

La somme des ordonnées d'indice impair 
3/5 + 3/7+2/9> a pour valeur 1 , 1 4 2 ; e n . 

multipliant par 4 , on obtient 4 ,568 

A R E P O R T E R . . . 5 , 6 5 9 
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R E P O R T 5 , 0 5 9 

La somme des o rdonnées d ' indice pair 

î/î + î/i + î/e + î/s a P o u r v a ' e u r 0 , 7 8 7 ; en mul t i -

p l iant par 2 , on t rouve . . . 1 , 5 7 4 

La somme de ces nombres es t 7 , 2 3 3 
En mult ipl iant par le t ie rs de l ' interval le de 

. 4 
deux ordonnées consécutives, c 'es t -à-d i re pa r 

o 
puisque ici h = 1 , on obt ient 2 , 4 1 1 

Or l 'a i re dont il s 'agit es t donnée exacte-
ridx 

ment par la fo rmule I — = l o g ' . l l = 2 , 5 9 7 9 . . . 
J i x 

ou e n v i r o n . . 2 , 3 9 8 

Il y a donc une e r reur en p lu s , qu i est de. . . 0 , 0 1 3 
1 3 

Et l ' e r reur relative co r respondan te est ^ g g ou u n peu 

• i 1 moins de 

I » 8 . — REMARQUES. I . Si la c o u r b e proposée avait des 
points d' inflexion, il faudra i t m e n e r les ordonnées de ces 
points, et évaluer séparément les p a r t i e s de l 'aire totale com-
prises en t re ces ordonnées . 

I I . Si la courbe coupait l ' axe des x , auque l cas u n e 
part ie de la courbe serait s i t uée au-dessous de cet axe, il 
faudrai t évaluer séparément les a i res positives placées au-
dessus, et les aires négatives ( 1 6 4 , II) placées au-dessous. 

III. La formule de Thomas S impson s 'appl ique à toutes 

k s intégrales définies, car la fonct ion placée sous le signe J 

peut toujours , si elle est con t inue , r ep résen te r l 'o rdonnée 
d ' u n e courbe , et par conséquent l ' in tégra le proposée r e p r é -
sente l 'aire de cet te courbe . 

La fo rmule n 'es t en défaut que lorsque l ' une des limites 
est inf inie , ou qu'elles le sont toutes les deux . 

III. — APPLICATIONS DU CALCUL DES INTÉGRALES DÉFINIES 

§ I. - RECTIFICATION DES COURBES 

199.— Rectification des courbes planes. On entend par 
longueur d ' u n a rc de courbe , la l imi te vers laquelle tend la 
longueur d ' u n e l igne brisée inscrite ou circonscri te , te rminée 
aux mêmes ext rémités . On a vu (114) que si y sont les 
coordonnées rectangulaires d 'un point d 'une courbe plane, et 
« + A ® , y + Ay celles d 'un point voisin sur cette courbe, la 
corde qui les jo in t a pou r expression y/A«2-h Aif. Si le second 
point se rapproche indéf in iment du premier , la corde tend 
vers l ' a rc inf in iment pe t i t , que l 'on désigne pa r ds, en sorte 
qu 'on a 

ds = l im. \]AX-+Aif = dx \/\ - M / 2 . 

Cet a rc in f in iment peti t est ce qu 'on appelle un élément de la 
courbe , et ce qu 'on appelle la longueur de la courbe , en t r e 
deux points donnés de cette courbe , est la somme de ses élé-
men t s compris en t re ces deux points . Rectifier u n e courbe , 
c 'es t calculer sa longueur , depuis le po in t qu i a pour abscisse a , 
j u squ ' au point qui a p o u r abscisse b. On a donc, en appe-
lant s cet te l ongueu r , 

'(•1) s= I ds = j dxv'i + y'2-

Pour faire le calcul, il f audra donc t i re r de l 'équat ion de 
la courbe la valeur de g' en fonction de x , et évaluer l ' inté-
grale définie qui fo rme le second m e m b r e d e l à relat ion (1) . 
Nous en donnerons quelques exemples. 
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R E P O R T 5 , 0 5 9 

La somme des ordonnées d'indice pair 
i/î + î/i + î/e + î/s a P o u r v a ' e u r 0 , 7 8 7 ; en multi-
pliant par 2 , on trouve . . . 1 , 5 7 4 

La somme de ces nombres est 7 , 233 
En multipliant par le t iers de l 'intervalle de 

. 1 
deux ordonnées consécutives, c 'est-à-dire par 

o 
puisque ici h = 1, on obtient 2 ,411 

Or l 'aire dont il s'agit est donnée exacte-
ridx 

ment par la formule I — = l o g ' . l l = 2 , 5 9 7 9 . . . 
J i x 

ou envi ron. . 2 , 3 9 8 

Il y a donc une erreur en plus , qui est de. . . 0 , 013 
13 

Et l 'erreur relative correspondante est ^ g g ou un peu 

• i 1 moins de 

I » 8 . — R E M A R Q U E S . I . Si la courbe proposée avait des 
points d'inflexion, il faudrait mener les ordonnées de ces 
points, et évaluer séparément les par t ies de l'aire totale com-
prises entre ces ordonnées. 

II. Si la courbe coupait l 'axe des x , auquel cas une 
partie de la courbe serait s i tuée au-dessous de cet axe, il 
faudrait évaluer séparément les aires positives placées au-
dessus, et les aires négatives ( 1 6 4 , II) placées au-dessous. 

III. La formule de Thomas Simpson s 'applique à toutes 

k s intégrales définies, car la fonction placée sous le signe J * 

peut toujours, si elle est continue, représenter l 'ordonnée 
d 'une courbe, et par conséquent l ' intégrale proposée repré -
sente l 'aire de cette courbe. 

La formule n'est en défaut que lorsque l 'une des limites 
est infinie, ou qu'elles le sont toutes les deux. 

III. — APPLICATIONS DU CALCUL DES INTÉGRALES DÉFINIES 

§ I. - RECTIFICATION DES COURBES 

199.— Rectification des courbes planes. On entend par 
longueur d 'un arc de courbe, la limite vers laquelle tend la 
longueur d 'une ligne brisée inscrite ou circonscrite, terminée 
aux mêmes extrémités. On a vu (114) que si a , y sont les 
coordonnées rectangulaires d 'un point d 'une courbe plane, et 

&x, y + AY celles d 'un point voisin sur cette courbe, la 
corde qui les joint a pour expression y'ÂiM^Âj/5 . Si le second 
point se rapproche indéfiniment du premier, la corde tend 
vers l 'arc infiniment petit , que l 'on désigne par ds, en sorte 
qu'on a 

ds = l i m . v / A ^ + A i f = dx \/\ - M / 2 . 

Cet arc infiniment petit est ce qu'on appelle un élément de la 
courbe, et ce qu'on appelle la longueur de la courbe, entre 
deux points donnés de cette courbe, est la somme de ses élé-
ments compris entre ces deux points. Rectifier une courbe, 
c'est calculer sa longueur, depuis le point qui a pour abscisse a , 
jusqu'au point qui a pour abscisse b. On a donc, en appe-
lant s cette longueur, 

'(•1) s= I ds = j dxv'i + y'2-

Pour faire le calcul, il faudra donc t irer de l 'équation de 
la courbe la valeur de y' en fonction de x , et évaluer l 'inté-
grale définie qui forme le second membre de là relation (1). 
Nous en donnerons quelques exemples. 
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2«o. — Rectification de la parabole. Prenons l'axe de la 
courbe pour axe des y , son équation pourra être mise sous 

la forme 

x- ,, , , x 
y = — , d 'où « = - • J 2 p p 

Par conséquent, en comptan t les arcs à part i r du sommet , 

par exemple, on aura 

:=i?x\/l+7 
Pour faire l ' in tégra t ion , il est commode de poser 

x=pu, d'où dx—pdu. 

L intégrale indéfinie 

J*pdu\/\+u* 

a pour valeur 

p X [log7 (u H - S / 1 + Î Î 2 ) + u V / 1 + M 2 ] + const. 

ou, en remet tant pour u sa valeur - • 

+ const. 

Cette valeur devant s ' annu l e r pour 0 = 0 , auquel cas la quan-
tité entre parenthèses s ' annu l e , il faut que la constante soit 
nulle. On a donc enfin 

p, . x-h\/x--hp xJxr+p' 
l og ' . — + q L -2 ° p 2 p 
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aoi. — Rectification de la chaînette. La courbe qui porte 
le nom de chaînette est celle qu'affecterait une chaîne infini-
ment mince, pesante , et parfai tement flexible, l ibrement 
suspendue par ses extrémités . On démont re en Mécanique 
que l 'équation de cette courbe est 

a i x- - î \ 
y = = - ^ e a + e « J , 

on en tire 

Par conséquent 

On a donc, en comptant les arcs à partir du point le plus bas 

qui répond à x=0, 

sans constante, at tendu que l 'expression doit s 'annuler 

pour x=0. 

a0â. _ Rectification de la cycloïde. On sait que cette 
courbe est représentée par les équations 

# = R (x — s ina ) , et y = R ( l — c o s a ) . 

On en tire successivement 

dx = R (1 — cos a) dz, dy=R sin a da, 

, dy _ s i n a . 
y ' dx 1 — cos a ' 
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On a donc, si l 'on calcule la longueur de la cycloïde entière, 
depuis le point qui a pour abscisse 0, jusqu 'au point qui a 
pour abscisse 2dR, 

* = i*2 R ( 1 — c o s « ) d x . r ^ 
J 0 y 1 — cos « 

_ r ^ /»2TT A 
= RV

;2 J o dxji — c o s a = 2 R J s i n ^ a d a , 

ou, en multipliant et divisant par 2 , afin d'avoir sous le 
signe d la même variable que sous le signe sinus, 

r** \ 1 
? = 4R J sin^a.d^a. 

L'intégrale indéfinie est — cos | a ; et, entre les limites 0 

et elle devient 1 + 1 ou 2 . On a donc enfin pour la lon-
gueur de la cycloïde entière 

( 4 ) S = 8 1 , 

ou 8 fois le rayon du cercle générateur. 

«03. — Rectification des courbes à double courbure. 
Soient a , Y, Z, et X-\-AX, y + AY, z + A z , les coordonnées 
de deux points voisins sur la courbe ; la corde qui les joint a 
pour expression v ^ 2 + A Î / 2 + A : Î 2 . Si l 'on conçoit que le se-
cond point se rapproche indéfiniment du premier, cette 
corde tendra vers l 'arc qu'elle sous-lend, que l 'on appelle un 
élément de la courbe, et que l 'on désigne par ds. On a donc 

^ +1. ds = l im . v / A 3 ' + A y ' + ^ = dz ( f J 

La longueur de la courbe ent re deux points, répondant aux 
ordonnées z = a et z = b, est la somme de ses éléments com-

APPLICATIONS DU CALCUL DES INTÉGRALES DÉFINIES. 2 5 1 

pris entre ces deux points. En la désignant par s on adone 

<*> . = J > = J > \ / g R 

Pour faire le calcul, on t irera des équations de là courbe les 

valeurs de ^ et de et l 'on évaluera l 'intégrale définie 
dz dz 

formant le second membre de la relation (5). 

204. — Nous prendrons pour exemple la courbe qui a pour 

équations 

x=az cos mz, et y = az sin mz ; 

c'est une hélice conique, intersection d'un cône de révolution 
avec un cylindre dont les génératrices sont parallèles à l'axe 
du cône, et qui a pour base une spirale d 'Archimède. 

On tire de ces équations 

—=acosmz — maz sin mz, 
dz 

^ = a sin mz + maz cos mz. 
dz 

Élevant au carré et ajoutant , on obtient 

Par conséquent, on aura, en comptant les arcs à partir du 

plan des xy, 

s = f g < f e v / a * + r a ' W + 1 . 

Peur effectuer l ' intégration, on posera 

v / l + a 4 , , , , \ / l + a \ 7 ) ( . 
¿= . u, d'où dz= dir, 

ma ' ma 
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il viendra 

1 + a 2 r , ,J—-
= du J1 -+- u 

ma J 

1 + a~ 
2 ma 

[log' (M + y/1 + M8) + w y/1 + M 2 ] , 

sans constante, a t t endu que l 'arc doit s 'annuler pour 3 = 0 , 
et par conséquent p o u r u = 0 . En remettant pour M sa 

. maz 
valeur • , on t rouvera 

sj\ + a2 

(6) 

1 + <c 
2 ma 

lo 
, f maz + v/'l + a2 -I- m2a2z2 

' V v ' T T t f 

ou 

maz y/1 + a2 + m2 a V 

•1 - h a 2 . , maz + i/ l 4 - « 2 -4- m 2 a 2 z 2 

— los 1 

2 ma y / l + a 2 

+ ^ v / l + i ! î + m î a 2 s 2 . 

On traiterait de la m ê m e manière , mais p lus facilement, 
l ' h é l i c e ordinaire, dont la rectification se fait d 'ailleurs immé-
diatement par des considérations géométriques. 

§ 2. — CALCUL DE L'AIRE DES COURBES PLANES | 
— O n a vu au n° 162 que l 'aire comprise entre une 

courbe donnée dont l ' équat ion en coordonnées rectangulaires 
est y = f ( x ) , l 'axe des x et les ordonnées qui correspondent 
à deux abscisses a et b est donnée par la formule 

U= Jj(x)dx. 
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Nous prendrons pour premier exemple le cercle, parce qu'il 
est intéressant de retrouver par celte voie les résultats ob-
tenus par des voies toutes différen- Y 

tes. Proposons-nous d'évaluer l 'aire 
comprise entre un arc de cercle BM, 
l 'axe des x passant par le centre , et 
les deux ordonnées répondant à X=0 
qui est l 'abscisse ducentre , et x = 0 P 
qui est une abscisse quelconque. 

Fig .59 . 

On a dans ce cas y = \/li2 — x 2 , et par conséquent 

U = j dx y R 2 — a ? -

Si l 'on pose 

a ; = R u, d'où dx=Mu, 

on obtient 

U = P i 2 j du / I — H* = R 2 ^ (arc sin u + u v/1 — vty, 

sans constante, puisque l 'a i re doit s 'annuler pour w = 0 . En 
X t 

remettant pour u sa valeur ^ , on peut écrire 

(1) U = | R 2 arc s i n | + 1 x v/R2 — 

Ce résultat est conforme à la Géométrie; car si l 'on tire le 

rayon OM, on a 

surf . BOPM = sect . BOM + t r i . OMP 

= | R 2 . angle BOM + | OP .MP, 

expression qui coïncide avec la précédente. 
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il viendra 

1 4 - a 2 / " , / T — 2 = du J1 -+- u 
ma J 

1 + a2 

2 ma 
[log' (ît + v/1 + M8) + M + U2] , 

sans constante, a t tendu que l 'arc doit s 'annuler pour z=0, 
et par conséquent pour u = 0 . En remettant pour M sa 

. maz 
valeur • , on trouvera 

v/1 + a2 

(6) 

1 + <c 
2 ma 

lo 
, (maz + v/'l - t- ft2-hm2a2s2 

' V v T T t f 

ou 

maz / l + fls+m5itV 

•1 H- a 2 , , maz + v/'l + a~ + a' 
— los 2 ma y / l + a 2 

-\-^z\J\-\-a2 + m- a-zK 

On traiterait de la m ê m e manière, mais plus facilement, 
l'hélice ordinaire, dont la rectification se fait d'ailleurs immé-
diatement par des considérations géométriques. 

§ 2. — CALCUL DE L'AIRE DES COURBES PLANES | 
— O n a vu au n° 162 que l'aire comprise entre une 

courbe donnée dont l 'équat ion en coordonnées rectangulaires 
est y=f(ie), l 'axe des x et les ordonnées qui correspondent 
à deux abscisses a et b est donnée par la formule 

U= Jj(x)dx. 

APPLICATIONS DU CALCUL DES INTÉGRALES DÉFINIES. 255 

Nous prendrons pour premier exemple le cercle, parce qu'il 
est intéressant de retrouver par celte voie les résultats ob-
tenus par des voies toutes différen- Y 

tes. Proposons-nous d'évaluer l 'aire 
comprise entre un arc de cercle BM, 
l'axe des x passant par le centre, et 
les deux ordonnées répondant à x=0 
qui est l'abscisse ducentre , et x = 0 P 
qui est une abscisse quelconque. 

Fig .59 . 

On a dans ce cas y = \jKs — x 2 , et par conséquent 

U = j dx y R 2 — 

Si l 'on pose 

a ; = R u, d'où dx=Mu, 

on obtient 

U = R 2 j du v/1 — ir = R 2 ^ (arc sin u + u v/1 — u*), 

sans constante, puisque l 'a ire doit s 'annuler pour w = 0 . En 
X t 

remettant pour u sa valeur ^ , on peut écrire 

(1) U = | R 2 arc s i n | + 1 a v ^ - * 2 -

Ce résultat est conforme à la Géométrie; car si l 'on tire le 

rayon OM, on a 

surf . BOPM = sect. BOM + Iri . OMP 

= Î R 8 . a n g l e B 0 M + ? 0 P . M P , 

expression qui coïncide avec la précédente. 
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Pour ® = R , on aurait le quart du quadrant; dans ce cas, 

arc sin j j = ^ , par conséquent U = ^ *R2, 

attendu que le second terme disparaît. L aire du cercle entier 
est bien ainsi représentée par 

2 0 6 . — Aire de l'ellipseOn pourrait opérer comme ci-
dessus ; mais le calcul se simplifie. On a , en effet, pour l 'aire 
du quadrant d'ellipse 

U = I - Jaî—xi.dx=- f dx \/a*—x2. 
J0 a ajo ^ 

Or, l 'intégrale qui figure dans le second membre exprime 
l'aire d 'un quadrant dé cercle ayant pour rayon a; elle équi-

1 
vaut donc à ^ r.a\ On a donc 

TT b 1 1 1 A 11= - . 7 TM— yTvOb. 
A 4 4 

L'aire de l'ellipse entière est représentée ainsi par nab. 
On peut remarquer que si l 'on compare des aires limitées 

aux mêmes ordonnées dans l'ellipse et dans le cercle décrit 
sur le grand axe comme diamètre , les expressions de ces aires 
ne diffèrent que parce que celle de l 'ellipse est multipliée 

par ^-.L'aire prise sur l'ellipse est donc à celle qui lui cor-

respond sur le cercle dans le rapport de b à a. 

a©«. — Aire de la parabole. Calculons l'aire comprise entre 
la courbe, l 'axe des x et une ordonnée quelconque. Nous 
aurons 

i 
y=<J1px=\/2p.x\ 
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par suite 

2 U= J 

sans constante, puisque l'aire doit s 'annuler p o u r a ; = 0 . Cette 
expression peut s'écrire 

2 
L'aire considérée est donc les ^ du rectangle construit sur les 

coordonnées x et y du point auquel correspond l 'ordonnée 
prise pour limite. 

On peut remarquer que si, au lieu de la parabole du se-
i 

conddegré y = \ 2 p . x \ on considère une parabole de degré 
quelconque y = axm, m étant un exposant positif quelconque, 
l'aire limitée par l 'ordonnée correspondante à une abscisse x 
est toujours une fraction rationnelle du rectangle construit 
sur les coordonnées x et y, car on a 

U = J axmdx = 
axm+l 

m-hi y 

sans constante, ou bien 

^ axm. x __ yx 
m -hl ~~ m + r 

s 
Dans la parabole y=ax* pai exemple, on a 



aos . — Aire de l hyperbole rapportée à ses asymptotes. 
On se propose d 'obtenir l 'a i re comprise en t re la courbe , l 'axe 
des x et deux ordonnées répondant aux abscisses a et a . En 
appelant 0 l 'angle des asymptotes, et p renant xy = ?n2 pour 
l'équation de la courbe , on a 

rx d 
U = sinO / m 2 . — = m 2 s i n 0 . l o g ' . - . 

Ja x 0
 a 

Si l 'on suppose m = 1 , a = l et 6 = 90°, il vient 

U = log ' . x , 

c'est-à-dire que, dans ce cas, l'aire considérée est exprimée 
par le même nombre que le logarithme népérien de l'abscisse 
qui répond à la limite supérieure; c'est pour cette raison que 
les logarithmes népér iens portent aussi le nom de logarithmes 
hyperboliques. 

209. — Aire de la logarithmique. L'aire de la loga-
r i thmique 

y = a\ogx 

prise à part i r de x = l , a pour expression 

U = a J^ logxdx = a [a log a — [x - 1 ) log e]. 

La m ê m e courbe autrement dis-
posée peut ê t r e présentée sous 
la forme 

y = A a~x . 
L'aire de celte courbe, comptée 

Fi- 40 à P a r t i r d e ® = 0 , a P o u r e x P r e s " 
' sion 
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Pour x = c c , on trouve 

log a 

Ainsi, l 'aire dont il s 'agi t , quoique prolongée indéfiniment 

dans le sens des x positifs, a néanmoins une valeur finie. 

2 io . — Aire de la sinusoïde. L'aire de la courbe 

y = a sin mx, 

comptée à par t i r de # = 0 , a pour expression 

/
' x a 

sin mx dx = — ( 1 — cos mx). o m • ' 

Pour x= — , elle prend la valeur — . Pour x = — , elle 
m m m 

prend la valeur zé ro ; ce qui l ient à ce que de x= — à 

2 ̂  , 
x — ~ la courbe présente, au-dessous de l'axe des x, une 

portion égale à celle qu'elle offre au-dessus de zéro à — ; 
lït 

en sorte que la par t ie négative de l 'aire détrui t algébrique-
ment la partie positive. 

2 F L I . — Aire de la cycloide. On a vu que l'on a , dans 
ce cas, 

y = R ( l — c o s a ) , et c k c = R ( l — c o s a ) d a . 

Il en résulte que l 'a i re entière de la courbe, depuis x = 0 
jusqu 'à a = 2 î c R , est donnée pa r la formule 

U = R2 J ^ (1 — c o s a f d x 

a2* pu f2it x 

a x — 2 I cos a da + I c o s ' a d a ) . 



La première de ces trois intégrales a pour valeur 2r. ; la 
seconde est nul le ; la troisième (187) a pour v a l e u r * . Il 
vient donc 

U = R 9 ( 2 * + *), ou U = 5*R2 , 

c'est-à-dire que l'aire de la cycloïde équivaut à trois fois l'aire 
du cercle générateur. S 

212. — Aire d'une figure irrégulière quelconque. Rappor-
tons cette figure à deux axes rectangulai res tracés dans son 
p lan ; puis, par des parallèles à l 'axe des y , supposons-la di-
visée en bandes très-minces, telles que MNN'M'. Si les cordes 

MN et M'N' sont suff isamment 
r approchées , on peut remplacer 

B la bande dont il s 'agit par le 
rectangle MNIII, en négligeant 
les t r iangles curvil ignes MÏM' 
et NON' infiniment petits par 

Ô i ' f F B- x r appor t à ce rectangle. On peut 
Fig. 4i. d o n c regarder l 'a i re proposée 

comme la l imi te d 'une somme de rectangles analogues, ayant 
pour hauteur la corde MN, que nous désignerons par u , et 
pour base la longueur NH ou PP ' , qui n ' e s t au t re chose que 
l 'accroissement Ax de l 'abscisse OP ou x, qui r épond à cette 
corde. Soient O A ' = « , et O B ' = b les ' absc i sses correspon-
dantes aux parallèles à l 'axe des y menées tangentiel lement 
à la figure donnée. Nous aurons 

U = l im. f 
.la 

udx. 

Comme la corde u ne sera pas e n général donnée en fonction 
de®, on emploiera la formule de Th . Simpson. On divisera 
l ' intervalle À'B' en un nombre pai r n de parties égales ; par 

' les points de division on mènera des parallèles à l 'axe des y , et 

l ' o n mesurera les cordes telles que MN ; nous les désignerons 
par Î Î 2 , « 3 , . . . M „ _ I . Les cordes extrêmes seront nulles, 
puisqu'elles correspondent aux tangentes AA' et BB'. En appe-
lant donc h la niim part ie de AA', on aura, avec une approxi-
mation dépendant de la grandeur du nombre n , 

ü = 4 [4 K + ut - h t í . . . . ) -f- 2 (u4 H- us - h ue...)]. 
o 

L'approximation sera toutefois limitée at tendu que les 
cordes M,, ?Î2 , M . , e tc. , ne sont obtenues elles-mêmes que pa r 
un procédé graphique qui ne saurai t donner des mesures r i -
goureuses. Néanmoins, ce procédé est f réquemment employé 
dans les applications. 

213. — Aires des courbes en coordonnées polaires. Quoique 
l 'on fasse ra rement usage des coordonnées polaires dans les 
applications, il peut être utile de savoir évaluer l 'aire des cour-
bes rapportées à ce genre de coordonnées. 

On se propose ordinairement dans ce cas de calculer le sec-
teur compris entre un arc AB de la courbe et les rayons vec-

Désignons par u cette fonction. g-

Quand w croîtra de Aw, u croîtra de Au ; et cet accroissement 
sera l 'aire du secteur M'OM compris entre les rayons vecteurs 
OM = p et O M ' = p + Ap qui répondent à w et à u H - Au. Or, 
si l 'on décrit du pôle 0 comme centre les arcs MI et M'II, on 
reconnaît que le secteur M'OM est compris en t re les secteurs 
circulaires MOI et M'OH, qui on t 'pour angle au centre Aw. On 
a donc 

1 1 
ô p2 Ato < AU < ô (? + Ap)'2 Aw , 
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d'où 

Si l 'on fait tendre Aco vers zéro, — tend vers ^ ; en même Aw «to 
\ 

temps le dernier membre lend vers ^ f , puisque Ap tend vers 

zéro. À la limite on doit donc avoir 

d'où 

du 1 , 

du = ~ p-diù 

Et si l 'on intègre à partir de w = AOX = a jusqu 'à 
t o=MOX, on trouve 

f w 1 
u = Ik 2?*do)> 

expression dans laquelle il restera à mettre pour p sa valeur en 
fonction de w tirée de l 'équation de la courbe. 

Pour B O X = ( 3 , on aurait , en appelant U l'aire AOB, 

M 

« 2 ' 
U = I ^ f d w . 

8 1 4 . — E X E M P L E S . I . Prenons d'abord la spirale d'Archi-
mède, dont l'équation est p = ctw; on aura, en comptant les 
aires à partir de w = : 0 , 

J- . 1 1 

o 2 6 
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ce qu'on peut écrire 

1 1 
M = 3 ' 2 ^ ' ° > ' 

c'est-à-dire que l'aire du secteur de spirale considéré est le 
tiers du secteur circulaire qui aurait pour rayon p et pour 
angle un centre to. 

II. Considérons en second lieu la] spirale logarithmique 
p==ctea. 

Nous aurons 

u = a- J " e q - » du = | a2 (e9-»-1) = | (pa — a2), 

expression facile à construire. 
On peut remarquer que si l 'on prend pour limite — w et 

zéro, on obtient 

Ainsi l 'aire indéfinie que décrit le rayon vecteur dans le sens 
des o) négatifs, lorsque la courbe tourne indéfiniment autour 
du pôle en s'en rapprochant d'aussi près qu'on voudra sans 
jamais l 'atteindre, a néanmoins une valeur finie. 

§ 3. — CALCUL DE L'AIRE DES SURFACES COURBES. 

a ï s . — On entend par Paire d 'une surface courbe fermée 
la l imite vers laquelle tend une surface polyédrale inscrite ou 
circonscrite. On peut toujours imaginer un polyèdre à faces 
triangulaires inscrit dans la surface proposée ; et s i , par 
chacun de ses sommets, on mène des plans tangents à la 
surface, on détermine un polyèdre circonscrit. Si l 'on mult i-
plie indéfiniment le nombre des faces du polyèdre inscrit, et , 

t 
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d 'où 

Si l ' o n f a i t t e n d r e Aco v e r s z é r o , — t e n d v e r s ^ ; e n m ê m e Aw «to 
\ 

t e m p s l e d e r n i e r m e m b r e t e n d v e r s ^ p 2 , p u i s q u e Ap t e n d v e r s 

z é r o . À l a l i m i t e o n d o i t d o n c a v o i r 

d ' o ù 

du 1 , 

du=^ p-du 

Et si l 'on intègre à partir de w = AOX = a jusqu 'à 

t o = M O X , on trouve 

f w 1 
u = Ik 2?*do)> 

expression dans laquelle il restera à mettre pour p sa valeur en 
fonction de w tirée de l 'équation de la courbe. 

Pour B O X = ( 3 , on aurai t , en appelant U l 'aire AOB, 

M 

« 2 ' 
U = I ^p2d(o. 

8 1 4 . — E X E M P L E S . I . Prenons d'abord la spirale d 'Archi-
mède, dont l 'équation est p = ctw; on aura, en comptant les 
aires à part i r de w = : 0 , 

J- . 1 1 

¿r a V d w = x a2o)5 , 
o 2 6 
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ce qu 'on peut écrire 

1 1 
M = 3 ' 2 ^ ' ° > ' 

c'est-à-dire que l 'aire du secteur de spirale considéré est le 

tiers du secteur circulaire qui aurait pour rayon p et pour 

angle un centre w. 

II. Considérons en second lieu la] spirale logarithmique 

p=aeu. 
Nous aurons 

u = a 2 J " e q - » do) = | a 2 (e9-» - 1 ) = | (p2 — a 2 ) , 

expression facile à construire . 
On peu t r emarquer que si l 'on prend pour limite — w et 

zéro, on obtient 

Ainsi l 'a i re indéfinie que décrit le rayon vecteur dans le sens 
des o) négatifs, lorsque la courbe tourne indéfiniment autour 
du pôle en s 'en rapprochant d'aussi près qu'on voudra sans 
jamais l 'a t teindre, a néanmoins une valeur finie. 

§ 3. — CALCUL DE L'AIRE DES SURFACES COURBES. 

s i s . — On entend par Paire d 'une surface courbe fe rmée 
la l imite vers laquelle tend une surface polyédrale inscrite ou 
circonscrite. On peut toujours imaginer un polyèdre à faces 
triangulaires inscr i t dans la surface proposée ; et s i , par 
chacun de ses sommets , on mène des plans tangents à la 
surface, on détermine u n polyèdre circonscrit. Si l 'on mul t i -
plie indéfiniment l e nombre des faces du polyèdre inscri t , e t , 

t 



par suite, celles du polyèdre circonscrit , les aires de ces deux 
polyèdres tendent vers u n e limite commune ; c'est cette l imite 
qui est l 'aire de la surface proposée. ' 

Si la surface, au lieu d 'être fe rmée , est terminée par un 
certain contour C, on peut concevoir qu 'on ait pris sur ce 
contour un nombre indéfini de points pour servir de sommets 
au polyèdre inscr i t , et qui seront en même temps les points de 
contact d 'autant de faces du polyèdre circonscrit. Le polyèdre 
inscrit se te rminera alors à une l igne brisée L inscrite au con-
tour C, et le polyèdre circonscrit se te rminera à une ligne bri-
sée L' circonscrite au même contour . (En négligeant les infini-
ment petits du t rois ième ordre, on peut toujours admettre 
que deux tangentes consécutives de ce contour se rencontrent . ) 
Quand on mul t ip l ie ra indéfiniment le nombre des sommets du 
polyèdre inscrit , e t , par suite, le nombre des faces du polyèdre 
circonscrit , les l ignesbr isées L e tL ' tendront vers le contour C, 
et les surfaces des deux polyèdres tendront vers une même 
limite, qui sera encore l 'aire de la surface proposée. 

Il résulte de ces considérations que , dans u n e étendue in-
finiment petite, aux environs d 'un point pris sur la surface, 
cette surface peut ê t r e confondue avec, son plan tangent en ce 
point. 

On peut r e m a r q u e r qu 'on emploie des considérations du 
même genre dans la Géométrie élémentaire lorsqu'on regarde 
la surface latérale d 'un cyl indre comme la limite de celle d 'un 
pr isme, celle d ' u n cône comme la limite de celle d 'une pyra-
mide, ou celle d ' une sphère comme la limite d 'une série de 
surfaces de t roncs de cônes engendrés par les côtés d 'une 
ligne brisée. 

216. — Surfaces de révolution. Soit AB la génératr ice de 
la surface ; OX l 'axe de révolution, AG et BD les traces des 
deux plans perpendiculaires à cet axe et qui l imitent la surface 
à évaluer. On peu t , à l 'aide d 'une série de plans perpendicu-
laires à OX, diviser cette surface en zones élémentaires, telles 

que celle qui serait engendrée par l 'arc MM'. La corde de cet 
arc engendre la surface latérale d 'un t ronc de cône, dont la 

mesure est ~ . 2 * (MP + MT') . MM'. Si M ' s e rapproche in-

définiment du point M', la corde Ï 

MM' tendra vers l 'arc élémentaire 

ds, et la surface du t ronc de cône 

tendra vers la zone élémentaire f/U 

de la surface considérée. 
En même t e m p s , si y représente 

l 'ordonnée MP, l 'ordonnée M'P' ou 
y + Ai/ tendra vers y. On aura donc à la limite 

dU = 2r,y ds ; 

et si a et & sont les abscisses qui répondent aux extrémités A 

et B d e l à génératr ice, on en déduira 

(1) U = 2 * £ y ds = 2* f * y dx \ji + y'\ 

L'équation de la généra t r ice étant donnée par rappor t aux 
axes OX etOY, on en t i re ra y et y ' , et l 'on calculera l ' intégrale 
définie qui forme le second membre de l 'équat ion (1). ^ 

2 8 ? . — I . Prenons p o u r premier exemple l a zonesphér ique . 
En plaçant l 'origine au cent re du cercle générateur , on aura 
pour l 'équation de ce cercle 

d'où l'on tire 

et 



Substituant dans la formule ( I ) , on obtient 
,„ * 

(2) U = 2 r J ^ M x = cî-'R{b-a) 

Ce résultat est conforme à la Géométrie, car il exprime que 
l 'aire d 'une zone sphérique a pour mesure la circonférence 
2 - R d 'un grand cercle multipliée par la hauteur b — a de 
zone. 

II. On peut, comme exercice, calculer la surface engendrée 
parunecycloïde tournant autour de la droite sur laquelle roule 
le cercle générateur, c'est-à-dire autour de l'axe des x. On 

6 4 

trouvera U = —^R*, R désignant le rayon du cercle généra-

teur. 
2 — III. Nous prendrons encore pour exemple la surface 

de l 'ellipsoïde de révolution. Nous supposerons l'ellipsoïde 
aplati aux pôles, ce qui est le cas du globe terrestre ; c'est-
à-dire que nous prendrons pour axe de révolution le petit axe. 
Nous pourrons écrire alors l 'équation de l'ellipse génératrice 
sous la forme 

x- if 
h — — 1 

a2 - b2 ' 

d ' o ù 

b'x 

mais nous supposerons b > a , et nous poserons 

c2 = 62 — a\ 

Nous aurons d'abord 

J ~ iïf — ' 

APPLICATION DU CALCUL DES INTÉGRALES DÉFINIES. 2 6 5 

d ' o ù • j # 
b v'«4 + 

e t , e n s u b s t i t u a n t d a n s l ' é q u a t i o n ( 1 ) , e t n e p r e n a n t q u e l a 

m o i t i é d e l ' e l l i p s o ï d e , 

Ça b dx y/tt» + c 'a ' __ 2 z b f « f l T / f l - q ^ . 

J o ~ ~ û 2 

Pour effectuer l ' intégration, nous poserons 
2 

x = - u , d ' o ù dx=— du ; 
c c 

et, en subst i tuant , 

[]:-J*a>l' f"dn\/T+û' 
c Jo 

J S i Ç . . | [log/ (tt + 

s a n s c o n s t a n t e , a t t e n d u q u e l ' a i r e d o i t s ' a n n u l e r p o u r x = 0 
e t , p a r c o n s é q u e n t , p o u r u = 0 . R e m e t t a n t p o u r u s a v a l e u r 

—, on trouve, après réductions, 
a2 

t:a2&, g g \ , r b x J a ' + M l o g V * / fl2 • ' 
a i s a n t e n f i n x = a e t r é d u i s a n t , o n o b t i e n t 

TT rMa-b, ,(b + c \ , , 
u = T s V - J + 

L'aire de l 'ellipsoïde entier en est le double, ou 

( 3 ) 
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REMARQUE. Cette fo rmule doit r edonner L ' a i r e de la sphère 
quand on suppose b — a. Si l 'on fait à la fois a = b et 

= le p r e m i e r te rme de l 'expression (3) p rend la forme 
£. Mais le fac teur variable de ce t e r m e peut s 'écr ire , en regar-
dant b comme constant , et me t t an t à part le facteur 2 z b , 

— — M t f ^ f o u c ' 2 ^ b=Tc> 

c'est-à-dire 

l J [ log' (b + C) - log' (b ç) - i ç log' l ± ? c . 

Pour c = 0 , le second t e rme disparaî t . Le premier prend 
la f o r m e | ; ma i s , en remplaçan t le numéra t eu r e t le dénomi-
nateur par leurs dérivées (81) , on t rouve 

1 ^ 1 _ 

4 M 6 + C ' B — ° . 
2 ° 1 ' 

et pour c = 0 , il reste 

1 . . 2 
5 &8 . T , ou 6 . 

La valeur de l 'a i re est donc 

27 , -& 2 + 2 T O U 4 z b \ 

ce qui est b ien l 'a i re de la sphère dont le rayon est b. 

ai». — Surface quelconque donnée par son équation.— 
Soit ABC une surface courbe dont l 'équation est 

(1) z—f(x, y). 

Par des p l ans D E F , D'E'F' parallèles au plan des zy, on la 
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décompose d 'abord en zones élémentaires telles que DEE'D'; 
p u i s , par des plans 
MPP'M', NQQ'N', pa-
rallèles au p lan des 
zx, on subdivise cette 
zone en quadri la tè-
res .curvilignes, tels 
que MNR'M'. Si les 
distances telles que 
FF' et PQ deviennent 
inf iniment peti tes, ces 
quadri la tères seront 
ce que l 'on n o m m e les 
éléments de la surface l i s ' 4 4 ' 

considérée, et- la somme de ces é l é m e n t s , pr ise en t re les 
limites convenables , sera l'aire de cette surface. 

Concevons que l 'on ait mené le plan tangent en M; les 
plans MPQN et M'P'Q'N' d ' une par t , et les plans MPP'M', et 
K Q Q ' j V de l ' au t re , détermineront sur ce plan tangent u n 
quadr i la tère qui sera la l imite vers laquelle tend M M ' M ' . Or, 
ce quadri latère déterminé sur le plan t angen t a pour projec-
tion le rectangle PQQ'P ' ; en sorte que, si l 'on appelle d U 
l 'é lément M M ' M ' , ou le quadri la tère qui lui correspond sur 
le plan tangent , et y l 'angle que ce plan tangent fait avec le 
plan des xy, on aura , par une p ropr ié té connue, 

d 'où 

dU. cos y = P Q Q ' P ' = dxdy, 

d U = -
C O S F 

Mais cos Y a pour valeur (159) 

C O S Y = 



les lettres p et q désignant les dérivées partielles de z prises 
par rapport à # et à y. Il vient donc 

dU = dx dy \Jf + q* 1, 

ou 

<2> -

L'aire demandée est la somme des éléments représentés 
par ces formules, dans laquelle il faut supposer qu'on ait 

dz t dz , , . , , „ 
mis pour ^ et ^ leurs valeurs tirees de 1 équation (1) de 

la surface. Mais, pour obtenir cette somme, il 5 a deux in-
tégrations à faire. Si l 'on fait d'abord la somme de tous les 
éléments compris dans la zone élémentaire DEED', x ne va-
riera pas ; mais il faudra faire varier y depuis y = 0, qui 
répond au plan des zx, jusqu 'à l 'ordonnée FE de là courbe AB. 
Pour obtenir cette ordonnée, il faut, dans l 'équation (1) de 
la surface, faire 2 = 0, et en tirer y en fonction de x , ce 
qui donnera une valeur de la forme y = ? (x). Cette première 
intégration, donnant l 'aire de la zone DEED', devra donc 
être faite depuis y = 0 jusqu'à y = 0 (x). C'est-à-dire que l'on 
prendra d 'abord l ' intégrale indéfinie, en y regardant x comme 
constant; et , pour avoir l 'intégrale définie, on remplacera 
successivement y par © («) et par zéro, puis l 'on retranchera 
le second résultat du premier . Le résultat de ce calcul sera 
une fonction de®, multipliée par le facteur dx. 

Il faudra ensuite faire la somme de toutes les zones élémen-
taires analogues; pour cela, il faudra faire une seconde in-
tégration par rapport à x, et dont les limites seront x = 0, 
qui répond au plan des zy, et ¿ = OA = a , qui répond au 
point A. Le résultat de ce calcul sera l'aire de la portion de 
la surface comprise dans le premier angle des plans coor-
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donnés. On le représente pari ' intégrale double 

ou bien 

û - j r r w s ^ w 7 1 -

Plus Généralement, et c'est notamment ce qui arrive quand 
la surface ne coupe pas les plans coordonnés, on se propose 
d'obtenir l 'aire de la partie de cette surface qui se projette 
sur le plan des xy, entre les deux courbes ayant pour 

équation 

y= à(x), et y=?(%), 

et qui peuvent être deux branches d 'une même courbe, et les 
deux parallèles à l 'axe des y, qui ont pour équations 

x=a, et x=b. 

On écrit alors 

Et pour faire ce calcul il faut , comme ci-dessus: 1°rem-

7 c e r - et ~ par leurs valeurs tirées de l'équation (1) de la 
1 dx dy 
surface; intégrer une première fois enregardantx comme 
constant; remplacer ensuite y par les limites 0 (x) e i i ( x ) , et 
soustraire le second résultat du premier; 5° intégrer de nou-
veau par rapport à x ; et remplacer enfin x par les limites b 
et a, et soustraire le second résultat du premier. 

a s o . - îsous nous proposons, par exemple, d'évaluer l 'aire 
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de la por t ion de la su r face 

(5 , 

qui se p ro je t t e e n t r e la d r o i t e x + %j= 3 , et les axes des x 
et des y . 

On t i re d ' a b o r d de l ' équa t ion (5) 

dx y 9 ' e t
 d y - y — • 

Il vient donc, e n appelant U l 'a ire cherchée , 

ü = 
p3 rz-x 
I dx dy \Jx -f- y •+• 1. 

J o J 0 

L' in tégra le indéf in ie pr i se par rappor t à y est 

2 i 

si l 'on me t p o u r y les valeurs 5 — x et 0 , et qu 'on r e t r anche 
le second résu l t a t d u p r e m i e r , on obt ient 

Multipliant pa r dx, et i n t ég ran t de nouveau ent re les l imites 
0 et 3 , on t rouve 

ou, en ef fectuant , 

1 * 6 
- H T , ou 7 , 7 3 3 . . . 
1 5 

Ce genre de calcul se r encon t r e r a r e m e n t dans les appl i -
cat ions. 
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§ 4. _ CALCUL DES VOLUMES TERMINÉS PAR DES SURFACES COURBES. 

aal.—Volumes terminés par des surfaces de révolution. 

I S o i t A B la généra t r ice de la sur face , OX l 'axe de r évo lu t ion , 

OY u n axe pe rpend icu la i r e au pre-

m i e r , A A' et B B ' les traces de deux 

plans perpendicu la i res à l ' axe OX, 

et l imi tant le vo lume qu 'on se p ro -

pose d 'évaluer . On suppose la courbe 

A B donnée par son équat ion 

y = f(x). 

Fig. 45. 

Menons u n e o rdonnée que lconque MP, et par cette o rdon-
née faisons passer u n p l an perpendicula i re à l ' axe de révo-
lu t ion . Désignons pa r V le vo lume compr is en t re les p lans MP 
et AA' ; ce volume sera une fonct ion de l 'abscisse x du poin t M. 

Si l 'on suppose que le po in t M se t r anspor t e en M', et que 
OP ou x a u g m e n t e de PP' ou AX, le volume Y s 'accroî t ra du 
volume é lémenta i re A V engendré par le t rapèze curvi-
l igne MPP'M'. Mais, si l 'on m è n e MI et M'H paral lè les à OX, il 
es°t aisé de voir que le vo lume engendré pa r ce t rapèze est 
compr is en t re les vo lumes engendrés par les r ec t ang le s MPP'I 
et HPP'M', lesquels sont des cyl indres ayant respec t ivement 
p o u r m e s u r e 

zifAX, e t s (y H- Ay)*AX. 

On a donc 

rafAX < A V < RC (Y + A?/)2 AX, 



270 PREMIERS ÉLÉMENTS DU CALCUL INTEGRAL, 

de la portion de la surface 

(5, 

qui se projet te en t re la droi te x + y = 3 , et les axes des x 
et des y. 

On tire d 'abord de l 'équation (5) 

dx y 9 ' e t
 d y - y — • 

Il vient donc, en appelant U l 'aire cherchée, 

ü = 
r z - x 

I dx dy \Jx -f- y -f-1. 
J 0 J 0 

L'intégrale indéfinie prise par rapport à y est 

2 i 

si l 'on met pour y les valeurs 3 — x et 0 , et qu'on retranche 
le second résultat du premier , on obtient 

Multipliant par dx, et intégrant de nouveau entre les limites 
0 et 3 , on t rouve 

ou, en effectuant, 

1*6 
- H T , ou 7 , 7 3 3 . . . 
15 

Ce genre de calcul se rencontre rarement dans les appli-
cations. 

§ 4. _ CALCUL DES VOLUMES TERMINÉS PAR DES SURFACES COURBES. 

aal.—Volumes terminés par des surfaces de révolution. 

I S o i t AB la génératrice de la surface, OX l'axe de révolution, 
OY un axe perpendiculaire au pre-
mier , A A' et BB' les traces de deux 
plans perpendiculaires à l 'axe OX, 
et limitant le volume qu'on se pro-
pose d'évaluer. On suppose la courbe 
AB donnée par son équation 

y = f(x). 

Fig. 45. 

Menons une ordonnée quelconque MP, et par cette ordon-
née faisons passer un plan perpendiculaire à l 'axe de révo-
lution. Désignons par V le volume compris entre les plans MP 
et AA' ; ce volume sera une fonction de l'abscisse x du point M. 

Si l'on suppose que le point M se transporte en M', et que 
OP ou x augmente de PP' ou &x, le volume Y s'accroîtra du 
volume élémentaire AV engendré par le trapèze curvi-
ligne MPP'M'. Mais, si l 'on mène MI et M'H parallèles à OX, il 
es°t aisé de voir que le volume engendré par ce trapèze est 
compris entre les volumes engendrés par les rectangles MPP'I 
et HPP'M', lesquels sont des cylindres ayant respectivement 
pour mesure 

zifAX, et T: (y + &y)2Ax. 

On a donc 

rjfAX < AV < lï (y + Al/)2 AX, 



Mais si l 'on fait tendre AX vers zéro, ^ tendra vers la dé-

, , d\ 
rivée de Y par rappor t a c'est-a-dire vers ; en meme 

temps y - f -Ay tendra vers y , et les membres extrêmes des 

inégalités c i - d e s s u s tendront à devenir égaux; on aura donc, 

à la limite 

d'où d,X = r.ifdx, 
CLX 

et par conséquent 

(2) V : = % J * y i d x i 

en appelant a l 'abscisse du point A. 

Pour avoir la valeur comprise entre les plans AA' et BB', il 
suff ira de remplacer la limite x de l ' intégrale définie (2) par 
l'abscisse du point B, que nous désignerons par b. Nous au-
rons ainsi 

(3) V = * £ f d x . 

Et, pour effectuer le calcul, il suffira de remplacer y par sa 
valeur tirée de l 'équat ion (1) de la génératr ice, e t d 'effectuer 
l ' intégrat ion en t r e les limites indiquées. 

REMARQUE. — La figure suppose l 'ordonnée y croissante ; si 
elle était décroissante , les mêmes raisonnements subsiste-
raient ; il n 'y aurai t de changé que le sens des inégalités qui 
nous ont servi de point de départ. 

a 2 2 - _ Nous appliquerons d 'abord la fo rmule (5) à l'el-
lipsoïde de révolut ion. L'axe de révolution étant , par exemple, 
le grand axe, et le centre étant pris pour origine, on aura 

If = = £ ( « • _ * • ) ; 

A P P L I C A T I O N DU C A L C U L D E S I N T É G R A L E S D É F I N I E S . 2 7 Ô 

et, par suite, 

(4) V = , ( * - * ) - I a ° ) = I r f » . 

II. Nous prendrons pour second exemple le paraboloïde 
de révolution, te rminé par un plan perpendiculaire à l 'axe 
de la parabole, qui est l 'axe de révolution. 

En met tan t l 'origine au sommet , on aura 

y2 = 2 p x , 

et, par suite, 

(5) Y = r . . î p î xdx = r..p .x* = -T..if~x, 

c'est-à-dire que ce volume est la moitié du cylindre qui a pour 
rayon y et pour hauteur x. 

III. On peut , comme exercice, appliquer la formule (3) au 
volume engendré p a r l a cycloïde tournant autour de la droi te 
sur laquelle roule le cercle générateur , c 'est-à-dire autour de 
l'axe des x . On trouvera 

Y = 5tS R 3 , 

R désignant le rayon du cercle générateur . ) 

823. — Volume de lellipsoïde à trois axes inégaux. Ce vo-
lume peut être obtenu pa r une seule intégration, en remar-
quant que, dans l 'ellipsoïde, 
toutes les sections parallèles 
sont des ellipses semblables. 
Soit OABC la portion de l'el-
lipsoïde comprise dans le 
premier angle des axes ; 
soient OA = a , OB = b , 
0C = c les trois demi-axes. 
Menons deux plans très-voi- W 
sins MNP, M O T parallèles FÏS, 46. 
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au plan des zy; ils c o m p r e n d r o n t en t re eux u n é l émen t AV du 

volume que n o u s c h e r c h o n s . Or, ce vo lume est compris e n t r e 

les deux cyl indres à b a s e el l ipt ique qu i ont pour hau t eu r 

commune PP ' ou AX, et pour base l ' u n l 'el l ipse MNP, don t u n 

quadran t seulement est r ep résen té sur la figure, 1 a u t r e l el-

l ipse M'N'P'. Si l 'on f a i t t e n d r e PP' vers zéro, ces deux cylin-

dres t end ron t l ' u n vers l ' au t r e ; i l en sera donc de m ê m e de 

l ' é l ément AV c o m p r i s e n t r e e u x ; et à la l imite on pour ra 

écrire 

dV = ell ipse MNP X dx. 

Si G désigne l ' e l l ipse CBO, et o> l 'e l l ipse MNP, on a , à cause 

de leur s imi l i tude , 

w ; o —Ml»2 : Ô G % 

d ' o ù , en dés ignant MP par z , 

Pa r conséquent 

d\=%z*dx. 
c2 

Mettons pour s* sa va leur en s t i rée de l ' équa t ion de l 'e l-

lipse AC, et i n t é g r o n s en t re les l imites — a et + a, U 

viendra 

C U' J —a 

Mais Q = r.bc. U v i en t donc enfin 

(6) \ = t d T M b c . 

On peu t su ivre la m ê m e marche pour ob ten i r le volume 

-f- -

d ' u n segment de parabolo ïde el l ipt ique, t e rminé pa r u n p lan 
perpendicula i re à son axe pr inc ipa l . Si son équat ion est 

y^ , z* 

on t rouvera p o u r l ' express ion d u vo lume don t il s ' ag i t 

v 1 

2 z X l J z ; 

c 'es t la moi t ié du cy l ind re ayant pour base la m ê m e ell ipse 
rtjz, et la m ê m e hau teu r x. 

234. Volume terminé par une surface quelconque dont on a 
l'équation. Repor tons -nous à la figure et aux notations du 
n° 2 1 9 . En employan t le m ê m e m o d e de décomposi t ion , on 
divisera le vo lume d e m a n d é en éléments p r i smat iques tels que 
MNN'M'PQQ'P. Soient &' la p lus g rande et z" la p lus peti te des 
qua t r e ordonnées MP, M'P' , NQ, N'Q' ; l 'é lément de volume 
cons idéré AV sera é v i d e m m e n t compr is en t re les deux pr i smes 
qui ont pour base c o m m u n e PQQ'P' et p o u r hau teur l ' un z ' , 
l ' au t re z", pr ismes qui ont pour m e s u r e z' AXAy et z"AXAy. 
Mais si AX et Ay t enden t s imul tanément vers zéro , z' et z" t en-
d r o n t vers l ' o rdonnée d u poin t M, c 'est-à-dire versz ; on aura 
donc à la l imi te 

d\=zdxdy, 

et la somme de tous les é l émen t s analogues à dV, pr i se en t re 
les l imites convenables , se ra le volume V que l 'on se propose 
d 'ob ten i r . 

Pour trouver cette s o m m e , on aura deux in tégra t ions à effec-
tuer , comme au n° 2 1 9 . 

Dans le cas de la figure, on aura 

V=J J zdxdy, 



276 PREMIERS ÉLÉMENTS DU CALCUL INTÉGRAL. 

? (x) désignant l 'ordonnée de la courbe AB, et a la lon-

gueur OA. 

Si le volume cherché est compris entre les cylindres ayant 
pour équation y = à[x) et y = ?(x), et les plans x=a, 
X=B, on devra écrire 

Pour effectuer le calcul indiqué, on remplacera d'abord s p a r 
sa valeur tirée de l 'équation de la surface; on intégrera par 
rapport à y en regardant d'abord x comme constant, et., dans 
l 'intégrale indéfinie obtenue, on remplacera y par les limites 
a (x) et à (x) et l 'on retranchera le second résultat du premier . 
On obtiendra ainsi une fonction d e s , que l 'on multipliera par 
dx, et l 'on intégrera par rapport à x, entre les limites a et 6; 
ce qui donnera le volume que l 'on cherche. 

11 est important de se bien pénétrer du sens qu'il faut atta-
cher à une intégrale double, telle que la formule ( 8 ) , sens 
qui est expliqué par la règle dont nous venons de donner le 

détail. 

R E M A R Q U E S . I . Comme % peut être considéré comme l ' inté-
grale de dz, on é c r i t quelquefois la valeur du volume Y sous la 

forme 

y = fb
 f ' W fa

 ' ^ dx dy dz. 
I . / I M In a JA{X) J° 

On a alors ce que l 'on appelle une intégrale triple. On in-
tègre une première fois par rapport à s , et l'on met pour sle& 
limites {(x , y) et zéro, et l'on r e t r anche ; on intègre une se-
conde fois par rapport à y, et l'on met pour y ses limites ? (x) 
et ù [x), et l 'on re t ranche; on intègre enfin, une troisième 
fois, par rapport kx ; on met pour x ses limites b et a, et l 'on 

retranche. 
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Il est rare qu'on ait à effectuer un calcul de ce genre poul-
ie besoin des applications. 

II. Le volume, au lieu d 'être limité inférieurement par le 
plan des xy, pourrait l'être par une aut re surface donnée 
z — fi y). Les limites de x, au lieu d'être f ( x , y) et zéro 
seraient alors f ( x , y) et ft (x, y). Cela ne changerait rien à la 
marche du calcul. 

8 8 5 . — Proposons-nous, comme exemple, de calculer le 
volume compris entre la surface qui a pour équation z=xy\ 
le plan des xy,\es cylindres représentés par les deux équa-
tions y = - et y = — \/2px, et les deux plans qui 
ont pour équation x = 0 et x = a. Nous aurons 

n+V'2/w 

v , „ 

L'intégration par rapport à y donne 

1 

g X. y + const. ; 

et , en substituant à y ses limites, et faisant la soustraction, 

g œ . 2 ( 2 p x f ou ? ( 2 p ) K Â 

Multipliant par dx et intégrant de 0 à a, on obtient 
| ( W ^ J ou ~(ïpa)Ka\ 

ou, en nommant b l 'ordonnée de la parabole y 2 = 2 p x qui 
répond à l'abscisse tr, 
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2 Calcul des volumes par approximation. Lorsque les 

intégrations nécessaires pour obtenir le volume d 'un corps ne 
peuvent pas s'effec-
tue r , ou lorsque le 
corps a une forme i r -
régulière qui se re-
fuse à toute définition 
géométrique, ce vo-
lume ne peut s 'ob-
tenir quepar approxi-
mat ion. Afin d 'en don-
ne r un exemple, nous 
supposerons qu'il s 'a-

gisse d 'obtenir le volume d ' u n monticule de ter re donné par 
son contour apparent sur le plan vertical de projection et par 
la projection horizontale de ses courbes de niveau. 

Concevons qu 'on ait divisé ce volume par des plans horizon-
taux en tranches très-minces ; et soit M'N'P'Q'. M N P Q l ' u n e d e 
ces tranches. Désignons p a r co l ' a i re de la section M'N', MIN, 
par 2 sa distance au plan horizontal de projection ; soit A* la 
distance des plans M ' N ' e t P ' Q ' ; co-Ao> l 'aire de la section 
P'Q', PQ. La t ranche considérée , dont nous représenterons le 
volume par AV , sera comprise en t re les deux cylindres qui 
ont pour hauteur commune A3 et pour bases w et u — Au ; on 
a donc 

d'où 

tóA% > a Y > (tó — Ató) AZ , 

AV 
tó> — > tó — Ató. 

AZ 

Mais si AZ tend vers zéro, les membres extrêmes tendent à 
A Y . 

devenir égaux tous deux à w ; en même t emps — tend -vers 
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dV , 
on a donc a la limite 

dV 
— d'où dY = wdz, 

e t , par conséquent , si h désigne la hau teur totale du mont i -
cule, 

Y = f\>dz. 
• 10 

Comme w n 'est pas donné en fonction de z, on fera usage 
delà formule de Th . Simpson (196) . On divisera la hauteur h 
en un nombre pair n de part ies égales ; par tous les points de 
division on mènera des plans hor izontaux, qui détermineront 
dans le monticule au tant de sections, que nous représente-
rons, en les numérotant à part i r du bas, par w0, w„ w, . . . 
en vertu de la formule citée, on aura donc 

( 9 ) V = ¿ I k + u » ) + 4 ( « 4 + u ) , + . . . ) + 2 ( M , + W t + . . . ) ] . 

Dans cette formule est n u l , et nous ne l 'avons conservé 
que pour la symétrie. 

Comme les aires w0, o ) 2 , . . . ne peuvent être elles-mêmes 
obtenues que par approximation, l ' emploi de la formule (9) 
est assez pénible. Mais comme, dans les questions où l'on a 
recours à cette méthode, dans les questions de terrassements 
et de t ranspor t des terres par exemple, une exactitude rigou-
reuse n 'est pas nécessaire, on a soin de ne pas p rendre le 
nombre n t rop grand, afin de ne pas avoir un trop grand 
nombre de sections à déterminer ; e t , toutes les fois que cela 
est possible, on se sert des courbes de niveau déjà figurées su r 
le plan du te r ra in . 



IV. DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ET DE LEUR INTÉGRATION. 

§ I. DIS ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 

28py# — On appelle équation différentielle toute équation 
qui contient, indépendamment des variables, leurs différen-
tielles ou leurs dérivées d 'ordre quelconque. 

Les équations différentielles que l'on rencontre le plus fré-
quemment dans les applications, sont celles qui ne renfer-
ment que deux variables, dont l 'une est considérée comme 
indépendante, et les dérivées de la première par rapport à 
cette variable indépendante. Ce sont les équations différen-
tielles ordinaires. 

On rencontre aussi des équations différentielles renfer-
mant plusieurs variables, dont une seule indépendante, et les 
dérivées des premières par rapport à celles-ci; par exemple, 
quatre variables x, y, z, t, etles dérivées de x, dey et de s par 
rapport à t. Ces équations se présentent alors par groupes et 
forment ce que l 'on appelle un système d'équations différen-
tielles simultanées. 

On peut avoir à déterminer une fonction de plusieurs va-
riables indépendantes, deux par exemple, connaissant la dif-
férentielle totale de cette fonction exprimée, soit à l'aide des 
variables indépendantes seulement, soit à l 'aide de ces varia-
bles et de la fonction elle-même. C'est ce que l'on appelle 
une équation aux différentielles totales. 

Enfin, on peut avoir à traiter des équations différentielles 
renfermant trois variables, dont une fonction des deux autres, 
et les dérivées partielles de la première par rapport à ces 
deux autres; c'est ce que l 'on appelle improprement une 
équation aux différences partielles. 

»28. — Intégrer une équation différentielle, c'est remonter 

de cette équation entre les variables et leurs dérivées à ia re-
lation primitive qui lie les variables elles-mêmes. Cette rela-
tion primitive est dite Y équation intégrale de l'équation diffé-
rentielle proposée. Ainsi l'équation différentielle 

f'A*, yì+yTìi** y ) = ° 

a pour intégrale 

7 (X,Y) = constante. 

De même que l'on démontre en algèbre que toute équation 
a une racine, on démontre, dans le calcul intégral, que toute 
équation différentielle a son équation intégrale. Mais la dé-
monstration de cette proposition peut être omise dans une 
première é tude, et nous renverrons, à cet égard, aux traités 
spéciaux, et particulièrement au Cours de calcul différentiel et 
intégral de M. Serret, tome II, page 553 et suivantes. 

229 . — Les équations différentielles ordinaires se classent 
entre elles d'après 1 ordre le plus élevé des dérivées qui y en-
trent. Si, par exemple, il s'agit d 'une équation différentielle 
entre deux variables x et y, elle sera dite du premier ordre 
si elle contient y', du second ordre si elle contient y", du 
troisième ordre si elle contient i f , et ainsi de suite. 

Il en est de même pour les systèmes d'équations différen-
tielles simultanées. 

Il en est de même encore pour les équations aux différences 
partielles. Si, par exemple, il s 'agit d 'une équation aux dif-
férences partielles entre trois variables x, y, z, dont l 'une z 
est fonction des deux autres, elle sera dite du premier ordre, 
si elle renferme les dérivées partielles du premier ordre 

^ ou ^ ; elle sera du second ordre, si elle renferme les dé-
dx dy 

d'z d2z d*~z 
rivées partielles du second ordre , , ou ^ ; et de 

même pour les ordres supérieurs . 
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Nous nous occuperons d 'abord de l ' intégration des équa-

tions différentielles ordinaires , en commençant par le pre-

mier ordre . 

§ 2. — DE L'INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 

ORDINAIRES DU PREMIER ORDRE, A DEUX VARIABLES. 

2 3 © . — O n a vu, dans le calcul différentiel (31) , que si 
l'on a une équat ion en t re deux variables x et y, telle q u e 
ces variables y soient séparées, comme dans l 'équation 

(1) * ( ï ) = * ( * ) » 

on en tire par la d i f férent ia t ion 

(2) ?' (y)dy=V(x)dx, 

c'est-à-dire que l 'on peut égaler les différentielles des deux 
membres . Réc iproquement , si l 'on a u n e équation différentielle 
telle que l 'équation (2) , dans laquelle les variables sont sépa-
rées , elle exprime que les différentielles des fonctions primitives 
O et à sont constamment égales, et que par conséquent ces 
fonctions croissent de quanti tés toujours égales, d 'où il ré -
sulte que leur différence ne change pas , ou, en d 'autres ter-
mes, que ces fonctions primitives ne peuvent différer que par 
une constante. On peu t donc dédu i re de l ' équat ion di f féren-
tielle (2) la relotion 

(3) ? (y) = <J> (®) + c , 

C désignant une constante a rb i t ra i re . La relation (5) est l ' in-
tégrale de l 'équation différentielle (2) . 

On voit que lorsque, dans une équation différentielle du 
premier ordre à deux variables, ces variables sont séparées, il 
suffit, pour obtenir l'équation intégrale, d'intégrer séparément 
les deux membres, et d'ajouter à l'un d'eux une constante 

arbitraire. La relation ainsi obtenue est l'intégrale générale; 
si l 'on at t r ibue une valeur particulière à la constante arbi-
t raire , on obtient ce que l'on appelle un eintégrale particulière. 

Soit, par exemple, l 'équation différentielle t rès-simple 

(4) — = m dx, v ' y 

on en t irera 

log' .y=mx-hC, 

d ' o ù 

(5) y = emx+c, ou y = kemx, 

en posant A = ec. Si l 'on attribue à A des valeurs particu-
lières, on aura autant d ' intégrales particulières de l 'équation 
différentielle (4) ; et la relation (5) sera l ' intégrale générale. 

2 3 1 . — La p remière chose à faire pour i n t ég re rune équa-
tion différentielle du premier ordre à deux variables est donc 
de séparer les variables s'il est possible. Il suffit le plus sou-
vent pour cela de transformations algébriques analogues à 
celles qu 'on fait subir aux équations du premier degré, qu 'on 
veut résoudre, c 'est-à-dire que l'on réunit en un seul tous les 
termes qui contiennent le facteur dy, et en un seul aussi tous 
ceux qui contiennent le facteur dx ; il ne saurait y avoir de 
terme indépendant de dy et de dx, car il faut pour l 'homo-
généité que tous les termes soient infiniment petits. En divi-
sant ou en mult ipl iant alors pa r un facteur convenable, on 
mettra l 'équation sous la forme (2), et les variables seront 
séparées. _ 

Soit donnée, par exemple, l 'équation différentielle 

xdy — y dx = dy \ / l + x3 + dx y/1 -f- i f , 
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o n l a m e t t r a s o u s l a f o r m e 

dy _ 

P o u r i n t é g r e r e n s u i t e c h a q u e m e m b r c J U u f f i r a d e m u l t i -
p l i e r e t d e d i v i s e r l e p r e m i e r p a r y - , * l e s e c o n d 
p a r x V v ' T T ^ - ; n o u s n e n o u s a r r ê t e r o n s p a s a a c h e v e r c e 

C a On peu t r e m a r q u e r que les variables se séparen t immédia -

t e m e n t quand l ' équa t ion d i f férent ie l le est de la f o r m e 

y' = o(x).à(y), 

car on en t i re 

j L = c(x)dx. 

Si , par exemple , on avait à i n t é g r e r 

y'=x*(A-btf), 

o n o b t i e n d r a i t d ' a b o r d 

dy :X -dX\ 
1 + j C 

e t , en effectuant les in tégra t ions , 

1 
arc t ang y = ^ x ° - b cons t . 

Toutes les fois q u ' o n a réussi à séparer les variables, la ques-

tion est di te ramenée aux quadratures, pa rce q u ' o n n a p lus a 

ef fectuer que des in tégra t ions analogues à celles q u i l taut 

exécuter pour calculer l ' a i re d ' u n e cou rbe . 

a 3 a _ Quand l ' équa t ion différent ie l le proposée est h o m o -

gène en x e t y , c 'es t -à-di re quand tous les facteurs qui multi-

D E S É Q U A T I O N S D I F F É R E N T I E L L E S E T D E L E U R I N T É G R A T I O N . 2 8 5 

pl ient soit dx, soit dy, sont du m ê m e degré , on parvient aisé-

m e n t à séparer les var iables en posan t y = ux, u désignant 

u n e variable auxil iaire. 

Soit 

? (x, y) dx-hù(x,y) dy = 0 , 

l ' équa t ion différentielle proposée, dans laquelle les fonct ions ? 

et 6 sont supposées homogènes et du degré m. En met tan t ux à 

la place de y , ces fonctions acquer ron t le fac teur xm, que l 'on 

pour ra suppr imer ; et , en r emplaçan t dy p a r sa valeur 

u dx -h x d u, 

il v iendra 

? (1, u) dx-b (1, u) (udx + x du) = 0 , 

d 'où l 'on t i re 

dx ù (1, u) . du) Q 
X ' 9 ( 1 , U) -b uà ( 1 , M ) 

équat ion dans laquelle les var iables sont séparées . 

P renons p o u r exemple l ' équat ion 

xdy — ydx — dx \Jx?-by* ; 

on la t r a n s f o r m e en 

dx _ du 

d 'où 

log7 x = log' (M -+- \J 1 + M2) + cons t . , 

ou , en dés ignant pa r c u n e constante , 
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équation qui revient à 

x-— 2e y — c2 = 0. 

L'équation différentielle proposée résulte, en effet, de l'éli-
mination de la constante c entre cette relation et sa différen-
tielle. 

2 3 3 . — On sépare encore les variables quand l 'équation 
différentielle proposée est linéaire par rappor t à y' et à y , c'est-
à-dire lorsque ces deux quantités n 'y entrent qu'au premier 
degré et n'y sont point multipliées entre elles. Une équation 
de ce genre peut toujours se mettre sous la forme 

( ! ) y ' + y ? ( £ ) = / » . 

On pose alors 

(2) y=uv, 

u et v étant deux fonctions indéterminées de x. On en dé-

duit 
dy = udv-jrv du, 

et, en substituant dans l 'équation (1), après avoir multiplié 

par dx, 

(4) u dv-h v du -\-uvo (x) dx = f (x) dx. 

On voit alors que l 'on peut satisfaire à cette relation en 

posant séparément 

(4.) udv = f(x)dx 

et 

(5) du + uo(x)dx = 0 . 

La relation (5), mise sous la forme 

^ 4- <f (x) dx — 0 
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donne, en intégrant, 

log' . u + j o(x)dx= const. 

ou, en désignant par X l'intégrale J ? [x) dx , dans laquelle 

on peut faire entrer la constante, 

l o g ' . M + X = 0 , 

d'où 

u = e~x. 

Mettant pour u cette valeur dans la relation (4), on obtient 

e~*.dv=:f{x) ou du=éif[x)dx, 
d'où 

(6) t) = fe*f{x)dx. 

Par suite, il vient 

(7) y = e~x-f exf[x)dx 

Cette méthode conduira donc à l ' intégrale cherchée toutes 

les fois que l 'on pourra effectuer les deux quadratures expri-

mées par X = J ? [ x ) dx, et par l 'équation (6). 

Prenons pour exemple l 'équation 

y'-hy——ax. 

On aura ici 

ç (ÎC) = 1 et f ( x ) = — ax-, 

par conséquent 

X= f l . d x = x , 
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d'où 

u = e~x, 
et 

v——J ex.axdx=a( \—x) ex-hC. 

Par suite 

y=e~*. [ « ( 1 — Î C ) C * - H C ] , 

ou 

y = a({— x)-hCe~x. 

«34. — On ramène au cas précédent l 'équation différen-
tielle 

y'-hy9{x) = y»f(x). 

Pour cela, on pose 

y = u\ d 'où y' = ku"-l.u\ 

et, en substituant, 

ku^.u' + uk<?{x)=u*nf[x), 

puis en divisant par knk~*, 

U ' + U . 0 M = U U - M M . 
k k 

Pour que cette équation devienne de même forme que 
l'équation (1) du numéro précédent , il suffit que l'on ait 

kn-k-h 1 = 0 , 
d'où 

1 
k= n — 1 

a s » . — La séparation des variables n'est pas le seul pro-
cédé qui puisse être mis en usage pour intégrer les équations 
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différentielles du premier ordre à deux variables. Une pareille 

équation peut toujours être mise sous la forme 

(1) Mdar-l-N d » = 0, 

M et N étant des fonctions de £ et de y. Or il peut se faire 
que le premier membre de cette équation soit la différentielle 
exacte d 'une fonction des deux variables x et y, considérées 
comme indépendantes. Si f(x,y) est cette fonction, l'intégrale 
générale cherchée est alors 

f ( x , y)= const. 

Soit, par exemple, l 'équation différentielle 

m xdy — y d x _ 

On reconnaît que le premier membre est la différentielle 

exacte de l 'arc dont la tangente est — ; on aura donc Tinté-
x 

grale générale en posant 

y 
arc tang - = cons t . , 

X 

ce qui revient à y = cx, c désignant une constante arbi-
traire. 

Mais pour que le premier membre de l 'équation (1) soit une 
différentielle exacte, il faut (55) que la dérivée de M par r ap-
port à y soit égale à la dérivée de N par rapport à x ; car M 
et N sont les dérivées partielles du premier ordre de la fonc-
tion f . 

Cette condition est remplie par l 'équation (2). Or elle ne 
le serait pas par l 'équation plus simple 

( 3 ) xdy — ydcc=0, 



puisque la dérivée de x p a r r appor t à x est + 1, tandis que 
la dérivée de — y par rappor t à y est — 1 . Le premier m e m b r e 
de l 'équation (5) n'est donc pas la différentielle exacte d 'une 
fonction des deux variables x e t y. Mais on la rendra i t diffé-
rentielle exacte en mul t ip l iant le premier m e m b r e par l e fac -

j 
teur — . On démont re qu ' i l existe toujours un facteur 

propre à rendre M dx -+- N d y u n e différentielle exacte; mais la 
recherche de ce facteur dépend de l ' intégration d ' une équa-
tion aux différences par t ie l les , c 'est-à-dire d 'un calcul plus 
difficile que le calcul d i r ec t emen t proposé. 

D'ailleurs, les exemples s imples que l 'on donne d 'ordinaire 
peuvent toujours se trai ter p a r la séparation des variables. 
Nous n'insisterons donc pas s u r la méthode du facteur propre 
à rendre le premier m e m b r e de (1) intégrable. 

236.—-Lorsque aucune des méthodes précédemment expo-
sées ne peu t réussir , on p e u t , pour se faire une idée de 
l 'équation intégrale que l 'on che rche , avoir recours à u n pro-
cédé graphique qui, bien qu ' i l n e soit qu'assez grossièrement 
approximatif , rend parfois des services dans les applica-
tions. 

L'équation différentielle p roposée peut toujours être mise 

sous la forme 

( 1 ) 
y' = f(x,y). 

Or l 'équation intégrale c h e r c h é e peut être regardée comme 
l 'équat ion d 'une courbe, et la 
relat ion (1) donne alors la valeur 
d u coefficient angulaire de la 
t angen te à cette courbe au point 
qu i a pour coordonnées x, y. 

Cela posé, ayant tracé deux 
axes rectangulaires OX et OY, 

on mènera une série de d ro i tes bB, cC, c?D, eE, f F , équidis-

! ! 1 /'f / 
! i 1 
i U U 

1 

• t i i 
i ! 
' ' ! 

r T» • 
i i i i 

o i» f 
F i g . 
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tantes et parallèles à l 'axe des y. Puis on prendra sur l 'axe 
des y un point arbi t ra i re A, à une distance y0 de l 'origine, et 
on admettra que la courbe cherchée passe pa r ce point A. On 
met t ra dans le second m e m b r e de l 'équation (1) les valeurs 
x = 0 et y=y0 qui sont les coordonnées du point A; cette 
équation donnera alors l ' inclinaison de la tangente en A à la 
courbe; e t l ' o n p o u r r a t racer cette tangenteAT0 . Son équation est 

(2) y — y o = f ( M o M -

Soit h l ' intervalle de deux parallèles consécutives à l 'axe 
des y . L'abscisse du point B où la tangente AT0 coupe 6B 
sera h, et l 'on obtiendra son ordonnée en faisant x = h dans 
l 'équation (2 ) .So i ty 1 cet te ordonnée. En négligeant les quan-
tités très-petites du second ordre, on pourra regarder le 
point B comme étant sur la courbe cherchée. On fera x = h 
et y = y t dans la relation (1), qui donnera l 'inclinaison de 
la tangente en B ; et l 'on pourra tracer cette tangente B T r Son, 
équation sera 

(3) y — yl==f (ft, y f ) .(x — h). 

L'abscisse du point C où cette tangente coupe cC sera 2/i,. 
et l 'on obtiendra son ordonnée en faisant # = 2 h dans l 'équa-
t ion (5). Soit y2 cette ordonnée. On admettra , comme ci-des-
sus, que le point C appar t ient à la courbe cherchée. On fera 
a ; = 2 h et y=y.2 dans la relation (1), qui donnera l ' incl inai-
son de la tangente en C ; et l 'on pourra t racer cette t angente 
CT2. Son équation sera 

(*) v - y . = f ( 2 f c , y t ) ( * - 2 k ) . 

L'abscisse du point D où cette tangente coupe dd sera 3ft,. 
et l 'on obtiendra son ordonnée en fa i san te = 3/i dans l 'équa-
tion (4). On admet t ra encore que le point D est sur la courbe 
cherchée. En cont inuant ainsi , on obtiendra une ligne brisée 



ABCDEF... qui approchera d 'autant plus de la courbe cher-
chée que l'intervalle h aura été choisi plus petit, et qui, dans 
beaucoup de cas, donnera une idée suffisante de la forme de 
la courbe. Le choix arbi traire que l 'on fait du point A tient 
lieu dans cette opération de la constante arbitraire qui doit 
entrer dans l'équation intégrale. 

Si l 'ordonnée devenait infinie, la construction serait en dé-
faut ; maison peut faire disparaître cette circonstance en ren-
versant l 'équation (1) et écrivant 

ite . 
í 5 ) ^ = * = dy f (x, y) 

Au lieu de parallèles à l 'axe des y, on emploierait alors des 
parallèles à l'axe des x. En employant avec discernement ces 
deux moyens, on peut presque toujours avoir, par aperçu, la 
forme de la courbe cherchée dans la région où l 'on a intérêt à 
la connaître. 

2 3 ï . — Une équation différentielle du premier ordre à deux 
variables peut être d 'un degré supérieur au premier. Si, pàr 
exemple, elle ne contient que la première dérivée y ' , mais que 
cette dérivée y entre au second degré, l 'équation différentielle 
sera du premier ordre, mais du second degré. 

Dans ce cas, ce qu'il y a de plus simple à faire est de ré-
soudre l 'équation par rapport à y' ; on obtiendra ainsi deux 
équations séparées du premier degré, que l'on intégrera sépa-
rément , s'il est possible, par l 'une des méthodes exposées ci-
dessus. On obtiendra ainsi deux équations intégrales telles 
que 

(1) et y — / i ( ¡ B , c , ) = 0 , 

e i et c2 désignant des constantes arbitraires. Et l ' intégrale 

générale sera le produit de ces deux équations membre à 
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membre, savoir: 

(2) ly-fA^o^y-f^x,evo-
car en différentiant celle-ci, on obtient 

[ y - f ; M l [ y ' - t i f a c j ] 
+ f y - / ; M ] [ y ' - f / M l ^ o , 

relation qui est évidemment satisfaite, soit que l 'on adopte la 
solution 

y—fl(x,c1)=o, 
d'où 

y'—f'i (x>ci)=o, 

soit qu'on adopte la solution 

9 - f , (*>*) =0, 
d'où 

t / - r , M = 0 . 

On peut même remarquer que l 'on ne diminue pas la géné-
ralité de l ' intégrale (3) en supposant c, = c t , attendu que ces 
deux constantes n 'entrent jamais à la fois dans la solution qu 
l'on choisit. 

Soit proposée, par exemple, l'équation 

y'2 — -f- a sin2 x= 0 ; 

on en tirera 

y' = a ± a / l — s i n 2 a ; = a (1 ± cos x), 

d 'où, en intégrant, 

y=(tx-hc± asina?. 
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L ' i n t é g r a l e g é n é r a l e s e r a d o n c 

^j-ax—c — asinx) (y — ax — c-hasmx) = 0 

ou 
(y —ax — c)2 —a* sin*x = 0. ^ 

Si 1 équation différent iel le proposée était du degré n en i f , 
on verrait de m ê m e q u ' o n obt ient l ' intégrale générale en dé-
terminant les n valeurs de y ' , in tégrant les n équations dif-
férentielles du p remie r deg ré ainsi obtenues , passant tous les 
termes de chacune dans le p remier m e m b r e , et mult ipl iant 
membre à membre toutes ces équat ions , dans lesquelles il est 
permis, sans d iminuer pour cela la générali té de l 'équation 
intégrale, de représen te r les constantes arbi t raires par u n e 
même lettre. Mais on r e n c o n t r e ra rement , dans les applica-
t ions, une équation dif férent ie l le d 'un degré supérieur au se-
cond. „ , . 

Lorsque l ' équat ion différentiel le ne peu t e t re resolue par 

rapport à y ' , o u l o r s q u e les équations différentielles du premier 
d e - r é en y' que l 'on en tire ne peuvent ê t r e intégrées, 1 inté-
grale générale ne peu t ê t r e ob tenue , sauf les cas particuliers 
où l 'on peut avoir recours à quelque artifice que l 'habi tude du 
calcul suggère. On en t rouvera des exemples dans les t rai tes 
plus étendus. 

2 3 8 — Il peut a r r iver qu ' une équat ion différentiel le du 

premier ordre à deux variables soit satisfaite pa r une relation 

entre ces variables tou t à fait distincte de l ' intégrale générale; 

et ne pouvant pas s ' en dédu i re ; ce n 'est point alors une inté-

grale particulière, e t on lui donne le nom de solution singu-
lière*, 

* Quelques auteurs adoptent le nom de solution particulière; mais, 

dans ce cas, il faut éviter de confondre ce nom avec l'expression à inté-

grale •particulière. 
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Quelques considérations géométriques feront comprendre 

l 'origine de ces solutions. 

Soit 

(«) f(x,y,y') = o 

l 'équation différentielle proposée, et soit 

F (x,y,c)=0 

son intégrale générale. Cette équation (2) représente une fa-
mille de courbes, dont Yenveloppe (106) a pour équation 
l 'équation qui résul te de l 'élimination de la constante c entre 
F (x, y,c)= 0 et sa dérivée par rapport à c. Soit 

l 'équation de l 'enveloppe. On a vu que le caractère géomé-
tr ique de cette courbe est d 'être tangente à toutes celles qui 
sont comprises dans l 'équation (2). Par conséquent , si x et y 
désignent les coordonnées du point de contact entre l 'enve-
loppe et l 'une des enveloppées, on obt iendra pour y' la même 
valeur , soit qu 'on la tire de l 'équation différentielle propo-
sée (1), soit qu 'on la t i re de l 'équation (5) de l 'enveloppe. 11 
en résulte que l 'équat ion (3) satisfait à l 'équation (1), bien 
qu'elle ne soit pas en général comprise dans l 'équation (2). Ce 
n'est donc pas une intégrale particulière, comprise dans Fin • 
tégrale générale ; c'est une solution singulière. 

Considérons, par exemple, l 'équation 

c m — c : = 1 1 

qui représente u n e famille de droites, lorsqu'on y fai t varier 
la constante c. 

Si on la différentie, ce qui donne 

c m — c 
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et que l 'on é l imine c entre les relations (4) et (5) , on obtient, 

après réductions, l 'équation 

(6) x[xy,2 — (x-hy — m)y' + y] = 0 , 

qui est l 'équation différentielle de toutes les droites représen-

tées par l 'équation (4). 
On peut r emarquer qu'el le est satisfaite par # = 0 ; mais 

cette solution provenant du facteur x, qui peut être supprimé, 
n'est point la solution singulière. Si l 'on cherche l 'équation 
de l 'enveloppe des droites ( 4 ) , et que pour cela on élimine c 
entre cette équation et sa dérivée par rapport à c, on ob-
t ient (! 08) 

(7) ( y / x - h \ / y ) 2 = m ou y = x - \ - m — 1\ /mx, 

qui est l 'équation d 'une parabole. Or, si l 'on différentie cette 

dernière , on en tire 

valeur qui, substituée dans l 'équat ion différentielle (6), satis-

fait à cette équation. L'équation (7) est donc la solution sin-

gulière. 

8 3 9 . — Lorsque , comme dans l 'exemple précédent , on a 
l ' intégrale générale, on voit qu'il est facile d'en déduire la so-
lution singulière, s'il y en a une , puisqu' i l suffit d 'opérer 
comme s'il s'agissait de trouver l 'équation de l 'enveloppe des 
lignes représentées par l ' intégrale générale. 

Mais lorsqu'on n 'a pas l ' in tégrale générale, il f au t opérer 
d 'une autre manière , que les considérations géométr iques ai-
deront encore à comprendre . 

Soit M le point de contact de l 'enveloppe avec l 'une des 
enveloppées. Cette enveloppée est coupée par une enveloppée 
inf iniment voisine en un point M'infiniment voisin du point M ; 

et, au point M', ces deux enveloppées ont généralement des 
tangentes distinctes ; c 'est-à-dire qu'au point M' la dérivée y ' 
a deux valeurs différentes , selon que l'on considère l 'une ou 
l 'autre des deux enveloppées dont il s 'agit. Mais, si l'on fait 
tendre le point M'vers le point M, chacune des deux tangentes 
dont il s 'agit tend vers la tangente en M ; pa r conséquent., au 
point M lui-même, les deux valeurs de y' qui étaient distinctes 
se confondent en u n e seule, c'est-à-dire que l 'équation 
fix> ïl7 y') — 0 donne , en ce point, pour y', deux valeurs 
égales. Or le caractère des racines multiples, c'est que la déri-
vée de la fonction devient nu l l e ; au point M on doit donc avoir 

i f - o . 
d y ' - U ' 

et , si l 'on élimine y' entre les équations f(x,y, y') = 0 et 
d ^ 
— = 0 , on obtiendra une relat ion entre x ei y qui appar-

tiendra à tous les points de l 'enveloppe ; ce sera donc la solu-

tion singulière qu'il s'agissait d 'obteni r . 

Dans l 'exemple du numéro précédent , si l 'on égale à zéro 
la dérivée, par rapport à y' du premier m e m b r e de l ' équa-
tion (6) débarrassée du facteur étranger on obtient 

2xy' — (x h- y — m) = 0 , 

et , en él iminant y ' entre celte relation et l 'équation (6), on 
trouve 

y = Isjmx, 

c'est-à-dire qu 'on re tombe sur l 'équation (7) , attendu que , 
dans l 'une ou l ' au t r e , le radical porte nécessairement avec 
lui le double signe. Ainsi on re t rouve, par cette méthode, 
la solution singulière qui avait été dédui te de l ' intégrale gé-
nérale. 



2 9 8 PREMIERS ÉLÉMENTS DU CALCUL INTÉGRAL. 

Mais, pour le succès de la méthode , il faut avoir soin de 
préparer l'équation différentielle de manière à ne pas contenir 
de radicaux. Nous n'insisterons pas davantage sur ce sujet . 

§ 3. - DE L'INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 

DU SECOND ORDRE, A DEUX VARIABLES. 

240 . — Dans le cas le plus général , u n e équation diffé-
rentielle du second ordre à deux variables x et y contient, 
indépendamment de ces variables, les dérivées du premier 
et du second ordre y' et y". Mais nous considérerons d'abord 
quelques cas particuliers. 

Le plus simple est celui où l 'équat ion différentielle se pré-

sente sous la forme 
y"=f(x). 

En multipliant par dx et r emarquan t que y"dx=dy', on 

obtient 
d f = f ( x ) dx, 

et, en intégrant, 

y' = f f(x)dx + C. 

S u p p o s o n s q u e l ' i n t é g r a t i o n i n d i q u é e p u i s s e s e f a i r e , e t s o i t 

c» (x) l ' i n t é g r a l e o b t e n u e , o n a u r a 

y' = 9(x)-i-C. 

M u l t i p l i a n t d e n o u v e a u p a r dx, e t r e m a r q u a n t q u e y' dx = dy, 

i l v i e n d r a 
dy=o (x) dx-i-Cdx, 

et, en intégrant, 

y= j o (x) dx 4 - Cx -+- C', 
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C' désignant une nouvelle constante arbitraire. Si l ' intégra-
tion indiquée dans le second membre peut s'effectuer, on ob-
tiendra ainsi y en fonction de x. La relation obtenue par ce 
moyen sera l 'intégrale générale cherchée. Onremarque qu'elle 
contient deux constantes arbi traires C et C'. 

Soit pour exemple l 'équation différentielle 

y" = cosmx, 

on en tirera successivement 

C 7 ' n s'mmx , n y'= I cos mx dx -+- L = h L , 
J J m ' 

et 
y=~ fsmmxdx + C x + C ' = - ? ^ + Cx-hC'. J m j m2 

34fl . — On traite aussi facilement le cas où l 'équation 
différentielle se présente sous la forme 

y"=f(y)-

On a, en effet, 

,,—dy'^y'dy' = y ' d y \ 
J dx y'dx dy ' 

on pourra donc écrire, en multipliant l 'équation proposée 

par dy, 
y'dy'=f[y)dy, 

et , en intégrant, 

f - J f ( y ) d y + c . 

Si l 'intégration indiquée peut s 'effectuer, so i t? (y) l 'intégrale 

obtenue, on aura 

y " = 2 ? ( y ) 4 - 2 C , d'où y' = s /2?{y ) + 2C 
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y ' 2 = 2 ? ( y ) 4 - 2 C , d 'où y' = s/2? {y) + 2C 



Remplaçant alors y' par 011 sépare aisément les varia-

bles et l 'on obtient 

dy 

fio.{y)-hM 

et, en in tégrant , 

— dx, 

* = [ + c f î 
J fis [y)-h 2 C 

et, si l ' intégration indiquée peut s 'effectuer, on a ainsi x en 
fonct ion de y ; la relation obtenue est l ' intégrale générale. On 
voit qu'elle renferme encore deux constantes arbi t ra i res . 

Soit, pour exemple, l 'équation différentielle 

y"=a*y, 

on obtiendra successivement 

Ç = fa*ydy + C=^+C, 

d'où 

puis 

Y ' = J A * T F + 2 C , 

d ^ = i dy 

et, en intégrant, 

348. — L ' é q u a t i o n différentielle du second ordre à deux 
variables se trouve immédiatement ramenée au premier ordre 
quand elle ne contient aucune de ces deux variables, mais 
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seulement les dérivées du premier et du second ordre . Car si 
l'on a à intégrer l 'équat ion 

f ( y ' , f ) = o , 

en remarquan t que y" est la dérivée première de y ' , on voit 
qu'on a affaire à une équation du premier ordre entre y' et sa 
dérivée. Supposons que l ' intégration puisse s 'effectuer, on ob-
tiendra y' en fonction de x et d 'une constante arbi traire C ; 
soit 

y'=?(x, C), 

l ' intégrale trouvée. En mult ipl iant par dx et intégrant de 
nouveau, on obt iendra 

y= J o ( x , C) dx + C'; 

ce sera l ' intégrale générale, avec deux constantes arbitraires, 
de l 'équation du second o rdre proposée. 

Soit, pour exemple, l 'équation différentielle 

y"=a\Ji -j- î/'2, 

du' 

on en t i rera , en remplaçant y" par et séparant les va-

riables, 
adx= ^ : 

v/1 • 

et, en in tégrant , 

ax + C = log' (y ' + v T + 7 1 ) , 

relation qui revient à 
/ 

A.eax=y' + Vr+iA 
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en remplaçant ec par A. — On tire de là 

Multipliant par dx et intégrant de nouveau, on obtient 

c'est l 'équation intégrale cherchée. 

2 4 3 . — L'équation différentielle du second ordre se ra -
mène encore au premier lorsqu'elle ne contient, avec y" et y', 
que l 'une des deux variables x ou y. 

Supposons, par exemple, qu'elle soit d e l à forme . 

y" + ç ( « ) . y' -H «!>(«) = 0 . 

En multipliant par dx, on pourra écrire 

dy' + o{x). y' dx H- ti> '(«)'=0, 

équation différentielle du premier ordre entre y' et x. Si on 
peut l ' intégrer, on obtiendra une intégrale de la forme 

y' = f ( x , G); 

multipliant de nouveau par dx et intégrant, on obtiendra 

y= J f (x,C) dx -+- C ' , 

et , si l 'intégration indiquée peut s 'effectuer, on aura enfin y en 
fonction de x , avec deux constantes arbitraires. 

Supposons, au contraire, que l 'équation différentielle pro-

posée soit de la forme 

y " + ? ( y ) y ' -
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i n remplaçant y" par et multipliant par dy, on aura 

y'dy' + ?{y)y'dy + ù{y)dy=0, 

équation différentielle du premier ordre entre y' et y. Si on 
peut l ' intégrer, on obtiendra une intégrale de la forme 

y ' = f ( y ) + c . 

Remplaçant?/' par séparant les variables et intégrant, on 
UX 

trouvera 

dy + c , 
f ( y ) + c 

et, si l ' intégration indiquée peut s 'effectuer, on aura enfin x 
en fonction de y , avec deux constantes arbitraires. 

Soit, pour premier exemple, l 'équation différentielle 

y" x 

on en t irera 

dy' _ dx 
y'-h a ~ x ' 

et, en intégrant, 

log' (y' + c) = log' x + log'C = log ,Ca;, 

d'où 

y' = Cx — a. 

Multipliant par dx et intégrant de nouveau, on trouvera 

I y = -Cx9- — ax-\-U. 



y"~y' (y + a)=o; 

on en tirera 

y'dif l ï f = W + «) ou ¿y' = (y + a) dij, 

et, en intégrant une première fois, 

y' = % y * + a y + C. 

Remplaçant y' par et séparant les variables il viendra 

d x = ™ l , 
y* + 2a0 + 2 C ' 

et, en intégrant une seconde fois, 

x = 2. f i_f!' 
J y» + 2fl0 + 2C+u 

ou 

x = 2 . arc tang - ï ^ L i . . , r / 
V'2C—a2 ° V 2 C ^ 

844 . — On rencontre f réquemment dans les applications 
un genreparticulierd'équations différentielles du second ordre, 
ce sont, celles où la fonclion y et ses dérivées y' et y" n'entrent 
qu'au premier degré et ne sont pas mullipliées entre elles, 
équations auxquelles on donne, à cause de cela, le nom 
d'équations différentielles linéaires. 

Le cas le plus simple est celui où tous les coefficients sont 
constants et où il n'y a pas de terme indépendant des va-
riables ; où, par conséquent, l 'équation différentielle peut 
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être mise sous la forme 

d ) f + py' + qUO, 

p et q étant des constantes données. 
Dans ce cas, on pose 

y— Ce™, 
d'où 

y' — Cnhmx et y" = Cm*em* ; 

en substituant dans (1), on obtient 

Cé"x (m* + mp + q) = 0, 

et l 'on voit que l'équation différentielle sera satisfaite si m est 
une des racines de l 'équation 

(2) m* + mp-\-q = 0 . 

Supposons d 'abord que cette équation ait ses racines réelles 
et inégales, et désignons-les par m i et m v L'équation diffé-
rentielle proposée sera satisfaite par les deux relations 

(5) y = Cemix et y = C'é"-x. 

Mais il est aisé de voir, et cela t ient à la forme linéaire de 
l'équation (1), qu'on satisfera encore à cette équation en pre-
nant pour y la somme des valeurs exprimées par les relations 
(3), et en posant 

(4) y = CemiX-h C'em*x. 

Or cette dernière relation sera l ' intégrale générale cher-
chée, puisqu'elle contient deux constantes C et C'. 

Si, par exemple, on a à intégrer l 'équation différentielle 

y"-(a-hb)y'-{-aby=0, 



30Ô PREMIERS ÉLÉMENTS DU CALCUL INTÉGRAL. 

on trouve, en suivant la marche indiquée, que l ' intégrale gé-
nérale est 

y = Ctfw + C /e t e. 

« 4 5 . — Lorsque les racines de l 'équation (2) sont égales, 
la méthode tombe en défaut, parce que l 'équation (4) revient 
alors à 

y-—(C + C')emx 

et ne contient plus qu 'une constante arbitraire C 4 - C'. On 
procède alors d 'une au t re maniè re . Soit 

(5) y» — ï p y ' + - p H j = 0 

l 'équation proposée ; elle se trouve dans le cas que nous exa-
minons, puisque l 'équation (2) deviendrait 

m 2 — 2pm 4 - p 2 = 0 ou (m — p)2 = 0 , 

équation qui a ses deux racines égales. On pose dans ce cas 

(6) y = em*( Caî + C ' ) , 

d 'où 

y' = memx (Cx 4 - C') 4 -

e t 

y" = m V * (C® 4 - C') -f- 2G mem. 

En substituant dans l 'équation (5), on obtient 

(Cx 4 - C') (m2 — 2pm 4 - ps) 4 - 2C (m —p) = 0 , 

et l 'on voit que cette équation est satisfaite en p r e n a n t m = p . 
Ainsi l ' intégrale générale est alors 

y = efX(Cx +C). 

2 4 6 . — Lorsque les racines de l 'équation (2) sont imagi-
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naires, on pourrai t passer des exponentielles imaginaires aux 
lignes tr igonométriques à l 'aide des formules connues. Mais 
on peut poser directement 

y = CeaX cos p + C) ; 

on en déduit 

y' = Czeax cos (ß® 4 - C') — Cße«* • sin ( ß g 4 - C ' ) , 

et 

y" = Ca2 cos (ß® 4 - C') - 2 Gaß e«* sin (ß® 4 - G') 

— Cß*eax cos (ß# 4 - C ' ) . 

En substituant dans l 'équation (1), on obtient, après avoir 

divisé par C e,ccX , 

(a2— ß 2 + p a -t- q) cos (ßa? 4 - C')— ß (2a 4 - p ) sin (ß®4-C ' )= 0, 

et l 'on voit que l 'équation est satisfaite en posant 

a2 — ß2 4 - pa + ç = 0 et 2a 4 - p = 0 , 

d 'où 

a = - i ' e t 

La valeur de ß ainsi trouvée est réelle, puisque, les racines 
de l 'équation (2) étant supposées imaginaires, on a 

£ - « < 0 , ou q - f > 0 . 

» 4 » . — Si, dans l 'équation (1) d u n ° 244 , lesecond mem-
bre, au lieu d'être nul, avait une valeur donnée, et qu 'on eût 

y"+F/ + qy=r, 



r 

on ramènerai t ce cas au précédent en posant y = u + - ; 

car, en substi tuant cette valeur , il vient 

u" + pu' + qu=0. 

8 4 8 . — Lorsque les coefficients de l 'équation l inéaire du 
second ordre sont fonctions de la variable x, l ' intégration ne 
peut s 'effectuer que dans des cas particuliers. On pose alors 

y=e\ d'où y' = e".u' et y"=euu"-h e"u', 

et , en substi tuant dans l 'équation ( l ) et supprimant le 

facteur e", 

u"-h( 1 +p)u' + q = 0, 

ou I 
du' + (1 + p) u'. dx H- q dx=0, 

équation différentielle du premier ordre entre u' et x. Si elle 
peut s ' intégrer par quelqu 'une des méthodes exposées plus 
haut et que son intégrale soit 

u'=~-f{x)-f-C, 

on en t irera 

i= f f(x)dx-hCx + C', 

et l'on aura, par sui te , la valeur de y . Ce sera l ' intégrale gé-
nérale , puisqu'elle contient deux constantes arbitraires C et C'. 

3 4 9 _ Enfin si, par un moyen quelconque, on a réussi à 
t rouver une intégrale particulière de l 'équation différentielle 
proposée, la recherche de l ' intégrale générale pourra être 
ramenée à l ' intégrat irn d 'une équation différentielle du pre-
mier ordre à deux variables. 
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Soit, en effet, 

(a) tf + py' + qy = 0 

l 'équation différentielle proposée, et soit Y une intégrale par-
ticulière de cette équation, c 'est-à-dire une fonction de x qui , 
mise à la place de y dans (a), satisfasse à celte relat ion. On 
posera y = Y u, u désignant une nouvelle fonction de x. On 
en déduit 

y'=Y'u-hYu' et y" = Y" M + 2YV + Yu", 

e t , en subst i tuant dans (a), on obtient 

Yu" + (2Y' + pY)u' + (Y" + pY' 4 - qY) = 0 . 

Or la dernière parenthèse est nulle puisque, par hypothèse, 
la fonction Y satisfait à l 'équation (a) ; il reste donc 

<») w + p f + , i K = o , o» = M * 

équation différentielle du premier ordre entre u' et x ; les va-
riables s'y trouvent immédiatement séparées. 

Si 

u'=f{x)~t-C 

est l ' intégrale de cette équation, on en t i rera , comme plus 
haut , 

u= j f(x)dx+Gx-\-C,\ 

et, par conséquent, la relation 

y = Y ^ J f (x) dx-i-Cx-h C'J, 

gui sera l ' intégrale générale. 



La même méthode s 'appliquerait encore si le second mem-
bre de l 'équation (a), au lieu d'être nul, était une fonction 
de mais l 'équation du premier ordre entre u' et x serait 
moins simple. 

§ 4. — DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES SIMULTANÉES 

250. — Considérons d'abord deux équations différentielles 
simultanées du premier ordre entre trois variables x, y et t, 
dont les deux premières sont fonctions de la troisième. Ces 
équations seront de la forme 

et il s'agit d 'en déduire x et y en fonction de t. Pour cela, la 

méthode générale consiste à différentier les deux équa-

tions (1) par rapport à t. On obtient ainsi deux équations de 

plus, qui contiennent , outre les quantités contenues dans les 

relations (1), les dérivées du second ordre ~ et ^ f . S i , e n -
CIL CIL 

t re ces quatre équations, on élimine les trois quanti tés ~ , 
CIL 

d u . , . . d- x dr 
et y, il restera une équation ne contenant que - r v , - t - etx. 

dt 1 dt2 dt 
Ce sera donc une équation différentielle du second ordre , 
entre x et t. Supposons qu 'on puisse l ' intégrer, on obtiendra 

une intégrale générale de la forme 

( 2 ) x = f ( t , C , C ' ) , 

contenant deux constantes arbitraires C et C . On en tirera — • dt1 

et ; en substituant dans l 'une des équations (1) pour x et 
clx 

pour -77 leurs valeurs en fonction de t , on aura une équation 
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différentielle du premier ordre, entre y et t. Si elle peut s ' in-
tégrer , on obtiendra une intégrale générale de la forme 

(3) y = F ( i , C " ) , 

contenant une nouvelle constante arbitraire. Les relations (2) 
et (3) seront les équations intégrales du problème. 

2 5 t . — Cette méthode est rarement applicable dans toute 

sa généralité; mais il arrive souvent que les équations simul-

tanées sont linéaires par rapport aux variables x et y et à 

leurs dérivées, et sont de plus à coefficients constants. En éli-

minant alternativement entre elles les dérivées ^ et 
dt dt 

on obtient deux équations différentielles simultanées, équiva-
lentes aux premières, linéaires comme elles, et de la forme 

(4) ^ + + = d^ + a'x-hb'y=C. 

On fait disparaître les seconds membres en posant 

x = u+h, y=v-hk, 

et déterminant h et k par les relations 

ah + bk=C', a'h + b'k=G. 

Il reste alors deux équations de la forme 

(5) jt -hau + bv=0, jt + a'u-hb'v = 0. 

Tirons v de la première, nous aurons 

1 du a „ , dv i d2u a du 
( b ) Î > = — 7 . — - M d O U - J - = - ~ T . - J - T • -J7 • w b dt b ' dt b dt2 b dt 

Portant ces valeurs dans la seconde équation (5), ordon-



La même méthode s 'appliquerait encore si le second mem-
bre de l 'équation (a), au lieu d'être nul, était une fonction 
de mais l 'équation du premier ordre entre u' et x serait 
moins simple. 

§ 4. — DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES SIMULTANÉES 

250. — Considérons d'abord deux équations différentielles 
simultanées du premier ordre entre trois variables x, y et t, 
dont les deux premières sont fonctions de la troisième. Ces 
équations seront de la forme 

et il s'agit d 'en déduire x et y en fonction de t. Pour cela, la 

méthode générale consiste à différentier les deux équa-

tions (1) par rapport à t. On obtient ainsi deux équations de 

plus, qui contiennent , outre les quantités contenues dans les 

relations (1), les dérivées du second ordre ~ et ^ f . S i , e n -
CIL CIL 

t re ces quatre équations, on élimine les trois quanti tés ~ , 
CIL 

d u . , . . d- x dr 
et y, il restera une équation ne contenant que - r v , - t - etx. 

M 1 dt2 dt 
Ce sera donc une équation différentielle du second ordre , 
entre x et t. Supposons qu 'on puisse l ' intégrer, on obtiendra 

une intégrale générale de la forme 

( 2 ) x = f ( t , C , C ' ) , 

contenant deux constantes arbitraires C et C \ On en tirera — • dt1 

et ; en substituant dans l 'une des équations (1) pour x et 
clx 

pour -77 leurs valeurs en fonction de t , on aura une équation 
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différentielle du premier ordre, entre y et t. Si elle peut s ' in-
tégrer , on obtiendra une intégrale générale de la forme 

(3) y = F ( t , C"), 

contenant une nouvelle constante arbitraire. Les relations (2) 
et (3) seront les équations intégrales du problème. 

a s t . — Cette méthode est rarement applicable dans toute 

sa généralité; mais il arrive souvent que les équations simul-

tanées sont linéaires par rapport aux variables x et y et à 

leurs dérivées, et sont de plus à coefficients constants. En éli-

minant alternativement entre elles les dérivées ^ et 
dt dt 

on obtient deux équations différentielles simultanées, équiva-
lentes aux premières, linéaires comme elles, et de la forme 

(4) d^-h*x-t-by=C, ^ + a'x + b'y =C'. 

On fait disparaître les seconds membres en posant 

x = u+h, y=v-hk, 

et déterminant h et k par les relations 

ah + bk=G'y a'h + b'k=G. 

Il reste alors deux équations de la forme 

(5) jt -hau + bv=0, jt + a'u-hb'v = 0. 

Tirons v de la première, nous aurons 

1 du a ,, , dv 1 dîu a du 
( b ) î > = — 7 . — — z u d o u - j - = - ~ t . - j - t • -j7• w b dt b ' dt b dt b dt 

Portant ces valeurs dans la seconde équation (5), ordon-
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nant et chassant le dénominateur b, on obtient 

( 7 ) • £ + ( • + » ' ) £ + ( * - * » ) < • = = o , 

équation linéaire du second ordre entre u et t, sans second 
membre et à coefficients constants. Elle pourra donc s ' inté-
grer parla méthode des n o s 2 4 4 et suivants; et l 'on obtiendra 
une intégrale générale de la forme 

u = f ( t , C , C ) , 

avec deux constantes arbitraires. On en déduira — en fonc-
dt 

tion de í ; et, en substiluant pour u et ~ leurs valeurs dans 

la première des équations (6), on aura la valeur correspon-
dante de v. On en déduira immédiatement les valeurs de x et 
d e y . 

Prenons pour exemple les deux équations simultanées 

(8) g + s _ 4 y = 1 et § + 3 * - 6 y = 6 , 

qui ont la forme des équations (4). 
Les équations qui donnent h et k seront ici 

h — 4k=i et 5/t — 6k=6, 

qui donnent 

1 h = ù et k=~. 
a 

On posera donc 

(9) x=u-\-3 et y=v + ^ 
M 

et l 'on aura les équations sans second membre 

(10) *? + tt_4„ = 0, et 1 + 3 , - 6 , = 0 . 
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En suivant la marche indiquée, on aura à intégrer l ' équa-

tion du second ordre 

d'u v du , a 
dt dt 

dont l ' intégrale générale (244) est 

On en tire 

dt 

e t , en substituant dans la première des équations (10), on 

trouve 

t > = i [ 2 C e
9 1 + 3 G ' e 5 ! + + C ' r ' ] = \ C e 2 1 + C V . 

Par suite 

3 1 
x = Cen + C'e3i + 3 et y = ^ C e 2 ' + C'e5 !-b 

a 5 a . _ Nous supposerons maintenant que l 'on ait à inté-
grer un système de trois équations simultanées du premier 
ordre entre les variables a;, y , z, i , don t l e s trois premières sont 
fonction de la quatrième ; on conçoit que l'on pourrait suivre 
une marche analogue à celle du n° 250 . On différentierait deux 
fois par rapport à t chacune des équations proposées; on au-
rait ainsi neuf équations, entre lesquelles on pourrait éliminer 

une équation différentielle entre x et i, mais elle serait du 
troisième ordre. Une fois cette équation intégrée, on mettrait 
pour x sa valeur en t dans deux des équations proposées-, et 
la question serait ramenée à l ' intégration d 'un système de deux 



équations simultanées et du premier ordre entre y, z et t. 
Mais cette méthode, purement théorique, n 'es t jamais em-
ployée. 

Nous considérerons sur-le-champ le cas le plus simple, et 
qui se rencontre dans les applications, celui où les équations 
proposées sont linéaires et à coefficients constants ; par une 
transformation analogue à celle du numéro précédent, on peut 
toujours les ramener à avoir zéro pour second membre . Elles 
sont alors de la forme 

0 , 

0 , 

0 . 

Il existe plusieurs méthodes pour intégrer les équations de 
ce genre. Nous nous contenterons de faire connaître la sui-
vante, qui pourrai t aussi être employée dans le cas de deux 
variables. 

On pose 

x=C(T>, y = \Cemt, z=liCent
t 

d'où l 'on t ire 

On substitue ces valeurs dans les équations proposées ; et , 
ap rè s avoir divisé par C e * il reste 

m + a + Xb + v.c = 0 , 
(12) 

ink + a' -f- Xb' - f . •jx' == o? 

+ a" -h lb" + p.c" = 0. 

dx 
— + ax -+. by + cz = 

(11) C^+a'x + b'y + c'z = 

dz 
•jfî-ha"x + b"y + c"z= 
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Si l 'on élimine X et ¡a entre ces trois équations, on obtient 

une équation du troisième degré en m. Soient m0 mî et m s , 
ses trois racines ; et soient C t , C2, C3, trois valeurs arbi traires 
de C, correspondantes à ces trois racines. A cause de la forme 
linéaire des équations (11), on reconnaît qu'elles seront satis-
faites par le système de valeurs : 

x= Cem11 + C,em°J +Cse™5t, 

( 1 5 ) y = X1C1em i t + \C2em°-1 - h a 3 C . em*, 

les l e t t r e s \ a . , p*,, \>.- représentant les valeurs de X et 
de \). qui correspondent respectivement aux trois racines de 
l 'équation en m. Les équations (15) seront les intégrales gé-
nérales du système d'équations différentielles proposées. 

2 5 3 . — Quant aux équations simultanées d 'ordre supérieur 
au premier, elles donnent lieu à des calculs de plus en plus 
compliqués à mesure qu'elles sont d 'un ordre plus élevé , et 
elles ne peuvent être intégrées que dans des cas tout à fait par-
ticuliers. 

Pour ne parler que du cas d 'un système de trois équations 
différentielles entre trois variables x, y et t, si l 'une était du 
deuxième ordre et la seconde du premier , on pourrait différen-
t ie r lapremière une fois pa r rapport à i, etla seconde deux fois; 
on obtiendrait ainsi cinq équations, entre lesquelles on pour-

. „• • , d3» d-y du , 
rait eliminer les quatre quantités y, et il reste-

terait une équation entre x et t ; mais elle serait du troisième 
ordre . 

Si les équations proposées étaient toutes deux du second 
ordre , on pourrait différentier deux fois chacune d'elles par 
rappor t à t ; on aurait ainsi six équations, entre lesquelles on 

éliminerait les cinq quantités , ~ , et y ; il res-

\ 



terni t une équation différentielle entre a; et t , mais elle serait 
du quatr ième ordre. 

Nous renverrons, pour de plus amples détails sur ce sujet , 
aux traités plus étendus, le cas d 'un système d 'équations dif-
férentielles simultanées d 'ordre supérieur au premier ne se 
présentant pas dans les applications usuelles. 

5. — DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES TOTALES 

« 5 4 . — Nous nous bornerons au premier ordre et au cas 
de trois variables x, y, z, dont la dernière est fonction des 
deux autres . Le problème à résoudre est d 'abord celui-ci : 
étant donnée une différentielle exacte de la forme 

(i) dz = o{x,y)dx + 'b(x,y)dy, 

en dédui re la valeur de z en fonction des variables x et y. Pour 
que cette équation soit integrable, il faut qu'elle remplisse une 
condition. Les fonctions o (x, y) et ti (x, y) doivent être les 
dérivées partielles de z par rapport à x et à y pour que le 
second membre de (1) soit une différentielle exacte. Or, on 
sait (55) que l'on doit avoir , en général, 

d2z d2z 
dx dy dy dx' 

Dans le cas actuel , cette, relation devient 

m ào {x, y) _ dô (x, y)m 

c'est la condition d'intéijreibilité que l 'équation différentielle 
proposée doit rempl i r . Si on la suppose satisfaite, on a 
d 'abord 

dz . . ,, , d2z da(x,y) 

on en tire 

dz = c(x,y) dx, 

et , en in tégrant par rappor t à x, on obtiendra z ; mais il faut 
bien r emarquer qu' i l ne suffira plus ici d 'a jouter au second 
membre une constante a rb i t ra i re ; car , dans ladifférent iat ion 
de z par rapport à x, une fonction de y seul peut avoir dis-
paru ; ce qu' i l faut ajouter au second membre après l ' intégra-
t ion, c 'est donc u n e fonction inconnue d e y . Si l 'on représente 
par <1> (x, y) l ' intégrale de ® (x, y) dx par rapport à a;, on devra 
donc écrire 

(3) z=${x,y) + f{y), 

f désignant la fonction inconnue. 
Si maintenant on différentie par rapport a y , on aura 

dz _ d.<l>{x,y) fl( ] 

dy~~~di} I [ J ) ' 

Cette valeur devant ê t re égale à b(x,y), on a 

(4) ¿'où m - f f ^ 

Cette relation fai t connaître f ' ( y ) ; et, en intégrant par 
rappor t à y , on aura / ' (y). Par suite, l 'équation ( 5 ) 
donnera z. 

Soit, par exemple, l 'équation 

dz= (ïctxif + by h- 2ex) dx + (2ax*y + bx + 2ey) dy. 

On aura d 'abord 

^ = 2 axy* + fey 2 ex*, 
d x J 

> 



dz 

Multipliant la première de ces relations par dx, et intégrant 
par rapport à x, on trouvera 

2— ax^if — bxy 4- ex- + f (y). 

Par suite, 

d a 
J y = 1 ax>y + bx+f'(y). 

En comparant cette valeur à celle qui est écrite plus haut , 
on en conclut 

f'(y)=2ey, d'où f{y)=ey* + C. 

Par suite, 

z=ax* f 4- bxy 4- ex2 + etf + C. 

8 5 5 . — Soit maintenant l 'équation plus générale 

(5) Mdx4-Ndy 4 - Vdz = 0 , 

dans laquelle M, N et P sont des fonctions des trois varia-
bles g , y et a . Si le premier membre est la différentielle exacte 
d 'une fonction u des trois variables x, y , a , tout se réduit à 
trouver cette fonction, car alors l ' intégrale demandée sera 

w = c o n s t . 

Or, si le premier membre de l 'équation (5) est une diffé-
rentielle exacte, l ' ensemble des deux premiers termes, ou 
M dx 4 - N dy, doit aussi ê t re une différentielle exacte quand 
on y regarde a comme constant . Soit dv cette différentielle, 
et supposons que nous ayons intégré l 'équation 

dv = Mx 4 - N d y , 
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par la méthode indiquée au numéro précédent , nous a u r o n , 
v=<? (x, y, z). Or la fonction u ne peut différer de v que par 
une fonction de a, puisque, en regardant z comme constant , 
du s 'est réduit à dv. On peut donc écrire 

u=o(x,y,z)+f(z). 

On en déduit 

eh d? [x, y, z) + , . 
dz dz ' w' 

Cette valeur doit coïncider avec P ; on doit donc avoir 

f = d . o ( x y, s ) + r ( g ) > 

dz 

d 'où 

/ > ( s ) = p _d.o(x,yz). 

et, en intégrant par rappor t à z , 

Dès lors l ' intégrale cherchée sera 

<p ( x , y, z) 4- / " ( a ) = const. 

Prenons pour exemple l 'équation différentielle 

(ayz 4 - £»a 4 - ky) dx 4 - (axz 4 - cz 4 - kx) dy 
4 - (axy 4 - bx 4 - cy 4 - 2ez) dz—0. 

Or on aura ici 

dv = (ayz 4 - bz 4 - ky) dx + (axz 4 - cz 4 - kx) dy, 

et si l 'on intègre cette équation en regardant a comme con-



v = (az + k) xy H - bzx czy -+- const. ; 

par su i te 

u = (az + h) xy + bzx + czy -+- cons t . + f{z). 

On en t i re 

du 
-=axy + bx-hcy + f'(z); 

et, en comparant avec le coefficient de dz dans l ' équa t ion 
différentielle proposée , on en dédui t 

f'(z)=<2ez, d'où f(z)=ez> + C. 

Par conséquent , l ' équat ion in tégra le cherchée est 

axyz + bxz + cyz + kxy H- ez* = cons tante . 

Nous renverrons aux t ra i tés plus étendus p o u r le cas où 
l 'équat ion différentielle proposée ne satisfait pas à la condi-
tion d ' intégral i té . 

§ 6. - DES ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENCES PARTIELLES 

8 5 6 . — L ' in tégra t ion des équat ions aux différences p a r -
tielles f o rme un su je t t rès -é tendu que nous n ' a v o n s pas l ' in-
tention de développer ici. Nous nous bo rne rons à t ra i te r des 
équations aux différences part ie l les du p remier o r d r e et à 
donner comme exemple d u second o r d r e les équat ions diffé-

^ rentielles les plus s imples que l ' on rencont re dans les ques-
lions de Géométrie ou de Phys ique m a t h é m a t i q u e . 

Considérons d ' abord l ' équat ion différent ie l le 

( U X * + T * = Z , 
dx dy ' 
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dans laquel le X, Y, Z r e p r é s e n t e n t des f o n d i o n s quelconques 
des trois var iables y, z. 

Soit 

f (x, y, z) = 0 

l ' in tégrale de cette équat ion différent ie l le . 
En la d i f férent iant , soit par r appo r t à x , soit p a r r appor t 

à y , on obt ient les deux relat ions 

di + í f . ( ± = o et Ï h - Ï . Î ? = 0 
dx dz dx ' dy dz ' dy 

cl% d% 
Si l 'on en tire les va leurs de et de — pour les subs t i tuer 

dx dyr 

dans l 'équat ion (1) , et q u ' o n chasse le dénomina teu r i n t r o -
dui t , on pour ra la me t t r e sous la f o r m e 

(2) + x ' dx dy dz 

et si l 'on pouvai t t i r e r de celle-ci la valeur de f en x, y et z, 
le p rob lème serai t résolu . 

Pour y pa rven i r , on cons idère les équat ions 

dx _ dy _ dz 
W y - y - y , 

qui f o rmen t u n sys tème de deux équat ions différentiel les s i -
mul tanées et du p remie r o r d r e . Concevons q u ' o n les ait in té-
grées , et soient 

fi(x,y,z) = Ci et fi(x,y,z) = C8 

les intégrales ob tenues . On en dédui t pa r la différentiat ion 

^ d x + ^ d y - + - ^ d z = = 0 , 
dx dy dz 



v = (az + k) xy H - bzx czy -+- const. ; 

par suite 

u = (az + h) xy + bzx + czy -+- const . + f{z). 

On en t i re 

du 
-=axy + bx-hcy + f'(z); 

et, en comparant avec le coefficient de dz dans l 'équation 
différentielle proposée, on en déduit 

f'(z)=<2ez, d'où f(z)=ez> + C. 

Par conséquent, l 'équation intégrale cherchée est 

axyz + bxz + cyz + kxy H- ez* = constante. 

Nous renverrons aux trai tés plus étendus pour le cas où 
l 'équation différentielle proposée ne satisfait pas à la condi-
tion d'intégralité. 

§ 6. - DES ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENCES PARTIELLES 

8 5 6 . — L'intégration des équations aux différences pa r -
tielles forme un sujet t rès-étendu que nous n 'avons pas l ' in-
tention de développer ici. Nous nous bornerons à trai ter des 
équations aux différences partielles du premier ordre et à 
donner comme exemple du second o rdre les équations diffé-

^ rentielles les plus simples que l 'on rencontre dans les ques-
lions de Géométrie ou de Physique mathémat ique. 

Considérons d 'abord l 'équation différentielle 

( U X * + T * = Z , 
dx dy ' 
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dans laquelle X, Y, Z représentent des fond ions quelconques 
des trois variables y, z. 

Soit 

/ > , y , z) = 0 

l ' intégrale de cette équation différentielle. 
En la différentiant, soit par rappor t à x , soit pa r rapport 

à y , on obtient les deux relations 

di + í f . ( ± = o et Ï h - Ï . Î ? = 0 
dx dz dx ' dy dz ' dy 

cl% d% 
Si l 'on en tire les valeurs de et de — pour les subst i tuer 

dx dyr 

dans l 'équation (1) , et qu 'on chasse le dénominateur in t ro-
duit, on pourra la met t re sous la fo rme 

(2) + x ' dx dy dz 

et si l 'on pouvait t i rer de celle-ci la valeur de f en x, y et z, 
le problème serait résolu. 

Pour y parvenir , on considère les équations 

dx _ dy _ dz 
W y - y - y , 

qui forment un système de deux équations différentielles si-
multanées et du premier ordre . Concevons qu 'on les ait inté-
grées, et soient 

fi(x,y,z) = Ci et fi(x,y,z) = C8 

les intégrales obtenues . On en déduit par la différentiation 

^ d x + ^ d y - + - ^ d z = = 0 , 
dx dy dz 
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et 

dx dij J dz 

ou, en ayant égard aux relations (5), 

I M ^ + T ^ + Z ^ - O et d s 

Ces dernières expr iment que les fonctions f t et f2 sat isfont 

toutes deux à l 'équat ion (2) et sont par conséquent des inté-

grales part iculières de l 'équat ion (1). 
Or, on peut démont re r qu 'une fonction arbi traire de fi et 

de ft satisfait également à l 'équation (1) . En effet, désignons 
par o cette fonction arbi t ra i re . Multipliant la première des 

équations (4) p a r p , et la seconde par ^ , puis ajoutons-les 

terme à te rme, il viendra 

ou, ce qui revient au m ê m e , puisque <? est une fonction de £ 

et de f s ( 2 7 , 2 3 ) , 

dx dy dz 

c'est-à-dire que la fonction o satisfait à l 'équation (2) et que , 
par conséquent , l ' in tégrale générale de l 'équation (1) est 

* ( f » A ) = o . 

On la met souvent sous la forme 
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<J> représentant également une fonction arbi traire . 11 est clair, 

en effet, que ces deux formes sont équivalentes. 
8 5 ? . — I. Prenons, pour premier exemple, l 'équation aux 

différences partielles 

dz dz dz dz A 
- j - = a ~r ou -, a — = 0 . 
dx dy dx dy 

On a ici 

X = l , Y = — a , Z = 0 

Par conséquent les équations (3) deviennent 

+ 4 = 0 et dz = 0 , 
a ' 

qui ont pour intégrales 

y-\-ax = C1 et z = C2. 

Par suite, l ' intégrale générale de l 'équation proposée est 

z=ty(y + ax) ; 
on a, en effet, 

jx
=a,y ( y + a x ) e t dj]=^ ^ + a x ) ' 

valeurs qui satisfont à l 'équation proposée. 
II. Soit, pour second exemple, l 'équation 

^ dz_ g dz ç 
dx dy ' 

dans laquelle A, B, C sont des constantes données. On a ici 

X = A, Y = B, Z = C. 

Les équations (3) deviennent 
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elles ont pour intégrales 

A y — B# = const, et Az—Cx= const . 

Par conséquent , l ' intégrale générale de l 'équation proposée 

est 

Kz — Gx='b (Ay — B®), 

<{/ désignant une fonction arbi t ra i re . 
III. Soit encore l 'équation 

dz d. 
x 

On a ici 

XTx + Vdy = Z-

X=x, Y = y , 1 — z . 

On peut p rendre pour les équations (5) les relations 

dx _ dz et djj dz 
~x — ~z y » ' 

qui donnent 

log' x — log' z=const, et log' y — log' 2 = c o n s t . , 

d 'où 

- = const, e t - = const . 
z z 

L'intégrale générale de l 'équation proposée est donc 

? j 
z ' \z 

<1 désignant tou jours une fonction arbi t ra i re . 

2 5 8 . — I . Considérons maintenant l 'équation aux diffé-

rences partielles du second ordre 

(2) ¡ 5 = ? (y -ax)-h<l> (y + ax), 

o et <]< désignant des fonctions arbi traires . Car on en t ire scu-
cessivement : 

% = - «?' {y-ax) + aù'{y+ax), 

dz 

djj = ?' (y — ax)-\-V{y + ax), 

g = + tf (y - ax) + (y + ax), 

?" {y-ax) + 

et l ' équat ion proposée est évidemment satisfaite par ces deux 
dernières valeurs. 

II. Considérons de m ê m e l 'équation 

d*z 
dx dy ' 

on y satisfait de la manière la plus générale en posant 

Z=Q(X) + ty (y) -H cxy. 

III. Soit encore l 'équation 

on v satisfait de la man iè re la plus générale en posant 

z=<f(ky + B ; c ) +ÎC<JI ( A y + B a ; ) ; 



B V + 2B<!/ + B * ® f t dx-

- j ^ J - = AB o" 4 - A-K + A B z f , 
dx dy 

P - — A Y + A8s»J/\ 
(/y2 

et ces valeurs substituées dans la proposée rendent le premier 

membre identiquement nu l . 

IV. Soit enfin l 'équation 

, d?z a d-z , (Pz n 

on y satisfait de la manière la plus générale en posant 

/ — J y \ i l 

car on en t i re 

d-z 
dix? ~ 

2» , 
X 

d*z I f -
dx dy ~ X2 • X*7 

d*z_ 
dy- ~ > 

X° 

e t , en substi tuant ces valeurs dans la proposée, on reconnaît 

qu'elle est satisfaite. 
Il suffira de ces exemples pour donner une idée du rôle que 

jouent les fonctions arbi t raires dans l ' intégration des équa-
tions aux différences partielles. Pour la théorie même de cette 
intégration, quand l 'équation dépasse le p remier o rdre , nous 
renverrons aux traités plus étendus. 

§ 7. - APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES DE L'INTÉGRATION DES ÉQUATIONS 

DIFFÉRENTIELLES 

259. — I. Trouver la courbe dont la sous-normale est con-
stante. L 'expression de la sous-normale étant yy', l 'équation 
du problème est 

yy'=v . 

en désignant par p la constante. Cette équation revient à 

ydy = pdx, 
\ 

équation différentielle du premier ordre et du premier degréà 
deux variables. En l ' in tégrant , puisque les variables y sont 
séparées (250) , on obtient 

t = V x + C ou y * = 2])ÎC + 2C, 

équation d 'une parabole qui a pour axe de figure l'axe des x. 

II. Trouver la courbe dont la sous-tangente est proportion-
nelle à l'abscisse. L 'équat ion du problème est 

V —, = mx, 
y 

m désignant u n e constante. On sépare aisément les variables 
et l 'on obtient 

du dx 
m — = — y x 

» 

e t , en intégrant , 

m log' y = log'® -+- log' C = log' C # , 

attendu que l 'on peut représenter la constante pa r log ' C , 



B*®" + 2B<!/ + B * f f f t dx-

_ ? l = ABç" + A ^ + A R B ^ , 
dxdy 

P-— A V + A » « f t dy 

et ces valeurs substituées dans la proposée rendent le premier 

membre identiquement nu l . 

IV. Soit enfin l 'équation 

(Vz a d°-z , (Pz n 

on y satisfait de la manière la plus générale en posant 

/ — J y \ i l 

car on en t i re 

* = » ( i i l ' 

d-z 
dix? ~ 

2» , 
X 

d*z I f -
dx dy ~ 0 « X2 ' X*7 

d*z_ 
dy- ~ > 

x° 

e t , en substi tuant ces valeurs dans la proposée, on reconnaît 

qu'elle est satisfaite. 
Il suffira de ces exemples pour donner une idée du rôle que 

jouent les fonctions arbi t raires dans l ' intégration des équa-
tions aux différences partielles. Pour la théorie même de cette 
intégration, quand l 'équation dépasse le p remier o rdre , nous 
renverrons aux traités plus étendus. 

§ 7. - APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES DE L'INTÉGRATION DES ÉQUATIONS 

DIFFÉRENTIELLES 

259. — I. Trouver la courbe dont la sous-normale est con-
stante. L 'expression de la sous-normale étant yy', l 'équation 
du problème est 

yy' = p» 

en désignant par p la constante. Cette équation revient à 

ydy = pdx, 
\ 

équation différentielle du premier ordre et du premier degréà 
deux variables. En l ' in tégrant , puisque les variables y sont 
séparées (250) , on obtient 

t = V x + C ou y* = 2])îc + 2C, 

équation d 'une parabole qui a pour axe de figure l'axe des x. 

II. Trouver la courbe dont la sous-tangente est proportion-
nelle à l'abscisse. L 'équat ion du problème est 

V —, = mx, 
y 

m désignant u n e constante. On sépare aisément les variables 
et l 'on obtient 

du dx 
m — = — 

y s 
» 

e t , en intégrant , 

m log' y = l og ' x -+- log' C = log' , 

attendu que l 'on peut représenter la constante pa r log ' C , 



ym=Cx. 

C'est une parabole du degré m . 
Si la sous-tangente est double de l 'abscisse, on a m = 2, 

et la courbe cherchée a pour équation 

f = Cx. 

C'est la parabole ordinaire. 

III. Trouver la courbe dont la sous-normale est proportion-
nelle à l'abscisse. L'équation du problème est 

yy'=mx 

ou 

ydy = mx dx. 

En intégrant , on obtient 

if=mx2 -h C, 

équation d 'une hyperbole ou d 'une ellipse, suivant que m 
est positif ou négatif . 

260. — IV. Trouver la courbe dont la normale est con-
stante. L'équation du problème est 

yyjl -hy'*=a, 

a désignant une constante. C'est une équation différentielle du 
premier ordre, mais du second degré . On en tire 

y y 

le radical por tant avec lui son double signe. On peut met t re 
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cette équation sous la forme 

J l =dx. 

En intégrant , on obtient 

— \la*- — if = x + C 

ou 

Y + {x +• cf = a\ 

équation d 'un cercle qui a pour rayon a et son centre sur l 'axe 

des x . 

V. Trouver la courbe dont la tangente est constante. L'équa-
t ion du problème est 

d 'où 

v > = y 
y v / « 2 - / 

ou , en séparant les variables, 

y 

Pour effectuer l ' in tégrat ion du second membre , il est com-

mode de poser 

y = a s inw, d 'où dî/ = a c o s w d a ) , 

et , par suite, 

dx = a2 ( - - sin w ] du 
\ sin w / 



x + C = a- J^log' tang i w + cos coj-

Remplaçant ensuite c en fonction de y, on trouvera, toutes 
réductions faites, 

« + C = a - log ' . * A + V g - g + fl 

V fl + s/a3 — y' 

La courbe représentée par cette équation porte le nom de 
tr actrice. 

VI. Trouver la courbe dans laquelle la longueur de lare est 
proportionnelle au carré de l'abscisse. 

En désignant par s l 'arc de la courbe, on peut écrire l ' é q u a -
tion du problème sous la forme 

d'où 

7 xdx , rrlr ds=~1~ ou dx v/i + ir- = 
'«• " k 

On en tire 

puis i 

dy = ~dxs/x-—hi 

et , en intégrant (177), 

y+c=^ [ - k* log' (x + ^ - i * ) + x . 

SGfi. — VII. Trouver la courbe dont le rayon de courbure 
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est constant. L'équation du problème est 

y" 

équation différentielle du second ordre. 
En mult ipl iant par y", et remplaçant cette dérivée pa r 

V - $ - , on a d 'abord 
dy 

d'où 

ày_ y'(ty. 

a - (1 +</)r' 

et, en intégrant , on trouve 

il -h C 1 a y/1 

On t i re de cette équation 

V = n Q ± Z OU d y ( y + C \ =dx 
J y + c y/a9-— [y+cY 

et , en in tégrant de nouveau, on obtient 

— (y + cY = x+ c' ou [x + C'Y + (y + c)4 = a, 
équation d 'un cercle de rayon a. 

VIII. Trouver la courbe dont le rayon de courbure est double 
de la normale. L'équation du problème est 

s 

Cette équation se simplifie quand on supprime le facteur 



\ / l + y'~ ; et il reste 

y" 

Multipliant pa r y", e t remplaçant ensuite cette dérivée pa r 

, il vient dy 

2 y y'du' dy ïy'dy' 
— l + y 2 — , J ou - = , v J ' dy y 1 + y 2 

En intégrant , on obt ient 

d'où = 

ou 

dx 

Sous cette forme, on reconnaît aisément l ' équat ion différen-
tielle de là cyeloïde. Si l 'on pose, en effet, 

1 1 
- C (a — s i n a ) et y =. — C (1 — cos a ) , 

on reconnaît que l ' équat ion différentielle est satisfaite. 

IX. Trouver la courbe dans laquelle la longueur de Varc est 
proportionnelle au coefficient angulaire de la tangente. L'équa-
tion du problème est 

s = ay'. 

Il faut d 'abord la d i f fé ren t ie r , afin de pouvoir remplacer 
l 'arc , ou du moins son é lément , en fonction du coefficient an-
gulaire de la tangente . On trouve ainsi 

ds = dx v/l + y'i=a dy', 
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d'où 

dx _ dy' 
a ~~ V/1 + y'2 

et, en in tégran t , 

^ = i o g ' ( < / + s / r T 7 2 ) . 

a 

En passant aux n o m b r e s , on peut écrire 

x+C 

On t i re de cette relation 
,J r I+Ç _ (£+£)' 

y 

ou 

,1 [- I+C (S+C)-| 

| r- X+C _(E±£]"1 
d y = ^ \ e a - e a \dx. 

En intégrant de nouveau, il vient enfin 

a p jx+Q-n r I+G Jx+Q-1 

En t ranspor tant les axes parallèlement à eux -mêmes , et 
met tant l 'or igine au po in t qui a pour coordonnées x = —C 
et y=—C', on m e t cette équation sous la fo rme plus 

simple 

La courbe qui est représentée par cette équation por te le 

nom de chaînette. 

263 _ X . Trouver l'équation générale des surfaces dont 
l'équation différentielle est 

dz . 
a -r + £> — = 1. 

dx dy 



Cette équation est une équation aux différences partielles 
du premier ordre ; on aura donc à appliquer la méthode dé-
veloppée au n° 256 . Les équations à deux variables qu'il faut 
d 'abord intégrer sont ici 

dx dy 
— = az et -? = dz. 
a b 

qui donnent 

z — ax=C1 et z—by = C,2. 

L'équation intégrale demandée est donc 

ç{z— ax,z — by) = 0 ou z — ax=à(z — by), 

les caractéristiques ? et <J» représentant des fonctions arb i -
traires. Cette équation est l 'équation générale des cylindri-
ques (155). 

XL Trouver l'équation générale des surfaces dont Véqua-
tion différentielle est 

dz dz 
Z = X~r + t/ -y. dx ' dy 

Les équations à intégrer sont ici : 

qui donnent 

dx dz dy dz 
x ~ z y ~~~z ' 

f = c , et f = C , 

L'équation demandée est donc 

z ' \z 

© désignant une fonction arbitraire. Cette équation est l 'équa-
tion générale des surfaces coniques dont le sommet est à l'ori-
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XII. Trouver Véquation générale des surfaces dont l'équa-
tion différentielle est 

dz. dz A y-, x-j- = 0. J dx dy 

Les équations simultanées à intégrer sont ici 

dx __ dy _clz _ 0 ' 

elles reviennent à 

xdx + ydy=0 et dz= 0 

et donnent 

^ + = et * = C2. 

Par conséquent , l 'équation cherchée est 

z = a{xB--hy2), 

? désignant u n e fonction arbi t ra i re . C'est l 'équation générale 

des surfaces de révolution qui ont pour axe l 'axe des z . 

8G3. — Pour te rminer ces applications géométriques, nous 
traiterons encore le problème connu sous le nom de Problème 
des trajectoires. Voici en quoi il consiste : étant donnée une 
famille de courbes dont l 'équation est 

( 1 ) f M > a ) = ° > 

t rouver un courbe qui rencontre celles-ci sous un même angle 
donné V. (Cette courbe p rend le nom de trajectoire ; si l ' an -
gle V est droit, c'est une trajectoire orthogonale.) 
° Le coefficient de la tangente à l 'une des courbes données, 
au point dont les cordonnées sont x et y , a pour expression 

d£ 
dx 



Le coefficient angulaire de la tangente à la trajectoire qui passe 

au m ê m e point y est d'ailleurs y - . On doit donc avoi r , 
(IX 

d'après la condition du problème, 

/ 
dx J 

tang V = r 

ou, en mettant pour y' sa valeur ci-dessus, et multipliant les 

d e u x t e r m e s d e la f r a c t i o n p a r 
r clx 

dy d[^df 
/en . ir dx'dy ' dx 

2 tano V = 17 -, Te ' w ° df_ dy df 
dy dx ' dx 

Si l 'on élimine le paramètre a entre cette dernière rela-
tion et l'équation (1), on obtient une relation en x et y , qui 
est l 'équation différentielle de la trajectoire. Cette équation 
différentielle est toujours du premier ordre; en l ' intégrant, on 
obtient l 'équation générale des trajectoires cherchées, puis-
que l ' intégration introduit une constante arbitraire. 

Lorsqu'il s'agit des trajectoires orthogonales, on a 

tan g Y = oo , 

et la relation (2) est remplacée par 

v dx dx dx 

264. — I . Proposons-nous, comme premier exemple, de 
chercher les trajectoires orthogonales des paraboles qui ont 
même axe et même sommet. Ces paraboles ont pour équation 

(4) y-=2px, ou if — 2px=0. 

dx~ 2p> dy y ' 

et , en substituant dans la relation (5), on obtient 

y+Vjx=Q, o u y+py'=o. 

Cette relation donne 

1 r 

et, en substituant pour p cette valeur dans l 'équation (4), on 
trouve 

t ^ f = 0 . 

Cette équation différentielle est satisfaite par y = 0 ; et, en 
effet, l'axe commun des paraboles les rencontre toutes à 
angle droit. Si l 'on supprime cette solution, il reste 

, A 
Y 7 

ou 

y d y + 1xdx = Q. 

En intégrant on obtient 

y 4 4 - 2 # ! = c o n s t . 

C'est l 'équation générale d 'une famille d'ellipses semblables 
et semblablement placées, ayant pour centre le sommet com-
mun des paraboles. 

I I .—Nous chercherons, comme second exemple, les tra-
jectoires orthogonales des cercles de rayon R, qui ont leurs 
centres en ligne droite. 
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En prenant la droite des centres pour axe des x, l 'équa-

tion générale des cercles considérés sera 

(5) , / + ( * - a ) 2 = R2 . 

On en t i r e 

g = 2 ( * - « ) , et 

Substi tuant dans la condition (3), on obtient 

V — y'(x-a)=0, d 'où x— a = |„ 

et , en remplaçant x — a par cette valeur dans l 'équation (5)» 

il vient 

, y\ _m tf+!L=W, d 'où s l ( W - t f ) . d y = y d x . 
y 

On sépare immédiatement les variables, et l 'on a 

v'iv — if , 
dx=- —dy, 

y 

et , en in tégrant , 

V, — t m—à \ / R s — 
• const. 

* = i ° g - . — y — 

(Pour faire l ' intégrat ion, il est commode de poser 

y = R sin w, 

» étant une nouvelle variable. ) 

I I I .—Enfin nous nous proposerons, commedernier exemple, 

de trouver les courbes qui coupent sous un angle donné, dont la 
tangente est k , toutes les paraboles qui ont même axe et même 
paramètre. 
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L'équation générale de ces paraboles est 

tô) tf=ïp(x-a). 

On en t i re 

î — * - J - * 
En substi tuant dans la condition (2), on obtient 

y y' — p 
ou (kP—y)dy+{hj-hp)dx= 0, 

équation qu ' i l convient d 'écrire , en divisant par k, sous l a 
forme 

( r - f ) d y + ( y + { ) < i x = o . 

Cette équation ne contenant pas a , il n'y a pas d'élimina-
tion à faire, et l 'on a ainsi immédiatement l 'équation g é n é -
rale des trajectoires. 

En séparant les variables, on la met sous la forme 

r - t y d y 
dx-h ± =0. 

» - I 

Pour l ' intégrer, on posera y + | = u, d'où dy=du, et, en 

substi tuant, 

ou 

, ( y - t H ) * 1 n dx-\-~ — = 0 , 

; , (\ i \ d u du A 



et, en remet tant pour u sa valeur, et tirant celle de ¿c, 

c'est l 'équation générale des trajectoires demandées. 

Si l 'angle donné est droi t , on a k = o o , et l 'équation des 

trajectoires orthogonales est 

x = C — p l o g ' . g , 

équation que l 'on peut met t re sous la forme 

X 

y=A.e P; 

c'est une logari thmique ord ina i re . 

F I N 

A P P E N D I C E 

DÉMONSTRATION DE QUELQUES PRINCIPES D'ALGÈRRE 

EMPLOYÉS DXKS LES 

PREMIERS ÉLÉMENTS DU CALCUL INFINITÉSIMAL 

I 

Notions sur la convergence des séries. 

î . — On nomme série u n e suite indéfinie de nombres , 
entiers ou fractionnaires, positifs ou négatifs, qui se succèdent 
d 'après une loi déterminée. Ainsi les progress ions , soit 
ar i thmétiques, soit géométriques, sont des séries. 

Une série est dite convergente lorsque la somme de ses 
termes tend vers une limite finie et déterminée, lorsque l'on en 
prend un nombre de p lus en plus grand. Ainsi une progres-
sion géométrique décroissante est une série convergente, car 
on sait que la somme s de ses termes tend vers la limite 

a 

a désignant le premier t e rme et q la raison. 
Une série est dite divergente lorsque la somme de ses termes 

croit au delà de toute limite ou lorsqu'elle ne tend pas vers 



+ ! i ^ l o g ' M — | = C, 

et, en remettant pour u sa valeur, et tirant celle de x, 

c'est l 'équation générale des trajectoires demandées. 

Si l 'angle donné est droi t , on a k = o o , et l 'équation des 

trajectoires orthogonales est 

x=C—plog'.g, 

équation que l 'on peut met t re sous la forme 

X 

y=A.e P; 

c'est une logari thmique ordinai re . 

F I N 

A P P E N D I C E 

DÉMONSTRATION DE QUELQUES PRINCIPES D'ALGÈRRE 

EMPLOYÉS DXKS LES 

PREMIERS ÉLÉMENTS DU CALCUL INFINITÉSIMAL 

I 

Notions sur la convergence des séries. 

î . — On nomme série une suite indéfinie de nombres, 
entiers ou fractionnaires, positifs ou négatifs, qui se succèdent 
d'après une loi déterminée. Ainsi les progressions, soit 
ari thmétiques, soit géométriques, sont des séries. 

Une série est dite convergente lorsque la somme de ses 
termes tend vers une limite finie et déterminée, lorsque l'on en 
prend un nombre de p lus en plus grand. Ainsi une progres-
sion géométrique décroissante est une série convergente, car 
on sait que la somme s de ses termes tend vers la limite 

a 

a désignant le premier terme et q la raison. 
Une série est dite divergente lorsque la somme de ses termes 

croit au delà de toute limite ou lorsqu'elle ne tend pas vers 



une limite déterminée. Ainsi la suite naturelle des nombres 
forme une série divergente. Il en est de même, pour x = i c , 
de la série 

1 + cos® + cos2x + cos3® + . . . , 

car elle devient, pour cette valeur particulière de x, 

+ 1 — 1 + 1 — 1 + 1 . . - , 

série dont la somme tend vers + 1 ou vers zéro, selon que 
l 'on prend un nombre de termes impair ou pair . 

Nous considérerons d'abord les séries dont tous les termes 

sont positifs. 
2 . — Pour qu'une série soit convergente, il faut avant tout 

que ses termes aillent en décroissant indéfiniment, au moins 
à partir d 'un certain rang. Car si les termes restaient constam-
ment supérieurs à une quantité fixe 8, d'ailleurs aussi pe-
tite qu'on le voudra, la somme des n premiers termes serait 
supérieure à no, quantité que l 'on peut rendre aussi grande 
que l'on voudra en prenant n suffisamment grand ; la série ne 
serait donc pas convergente. 

Mais cette condition de convergence, toujours nécessaire, 
n 'est pas suffisante. Il suffit de le montrer sur un exemple. On 
choisit ordinairement pour cela la série 

1 1 1 1 1 1 

qui porte le nom de série harmonique. Elle remplit la condi-

tion dont il s'agit, puisque le terme général - peut être rendu 

aussi petit que l 'on voudra. Cependant elle est divergente, 

car on peut l 'écrire 

î i \ 
7 + 8 j 

A * , 1 \ , 

La première parenthèse a une valeur plus grande que 
. 1 1 . , 

2 fois | ou ^ ; la deuxième parenthèse a une valeur plus 

1 1 
grande que 4 fois H ou ~ ; la troisième a une valeur plus grande 

o L 
. 1 1 

que 8 fois ^ ou ^ ; et ainsi de suite. 

La somme des termes de la série se compose donc d 'une 
1 

suite de quanti tés toutes plus grandes que sauf le premier 

terme ; cette somme peut donc devenir aussi grande que l'on 
voudra en prenant un nombre suffisant de termes. Donc la 
série harmonique est divergente. 

3 . — On a donné divers caractères pour reconnaître la 
convergence des séries ; le plus utile dans la pratique est le 
suivant : 

Une série est convergente si le rapport d'un terme à celui 
qui le précède est constamment moindre qu'une quantité fixe k 
plus petite elle-même que limité. Soient, en effet, u0, uv w2, 
IL, . . . , un, e tc . , les différents termes de la série. On pourra 
écrire : 

«i < liu0, 
ut -< kui < li2 u0, 
IL < KU, < FC3 W0, 

UN < KK U0, 

et, en ajoutant membre à membre, et désignant par S„ îa 
somme des termes depuis u0 jusqu 'à un, 

S „ < w0 (1 + k + k' + J? + . . . + 1 ) , 
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ou, p u i s q u e k est mo ind re q u e 1 , 

.J 

S > < « . - T — ' 

Or , à m e s u r e q u e n augmente , le second m e m b r e s ' ap-
1 

proche de p lus en plus de u0. j — j - . Donc la série est conver-

gente . 

Il est facile, à l ' a ide d ' u n r a i sonnemen t analogue, d 'évaluer 

une l imi te supér ieure de l ' e r r eu r commise en s ' a r r ê t an t a u 

t e rme u„. En ef fe t , le res te R , ou l ' ensemble des t e rmes qui 

suivent u„, peu t s ' éc r i re : 
R = Un+i + ««+2 + Un+ô + • • • » 

e t , comme on a 

un+l < kun, 
un+z<ki!n+l<k-u,n 

iin+i<kiin+*<k%.uin 

et ainsi de sui te , on peu t écr i re : 

R < M-» (fc H - r - + * ? + . . . ) 

ou 
k 

4 . — On appl ique ord ina i rement ces règles à la sér ie 

1 1 1 1 
1 + ï + 0 + ï i S + " 1 - 2 . 3 . . . « 

Le r a p p o r t du dernier t e r m e écri t à celui qui le p récède 

e s t - , quan t i t é mo ind re que l ' u n i t é ; et le r appor t de deux 

t e rmes consécutifs va sans cesse en d i m i n u a n t à m e s u r e q u ' o n 
avance dans la série ; donc , en ver tu du pr incipe ci-dessus 
d é m o n t r é , cet te série est convergen te . On désigne sa valeur 
pa r la le t t re e ; c 'est la base des logar i thmes népér iens . 

Si l 'on appl ique à cel te sér ie la r èg le ci-dessus relative à 
l ' e r r e u r c o m m i s e , on voit qu ' en s ' a r rê tan t au t e rme 

4 
— on commet une e r r e u r mo ind re que 

1 .2 .0 . . . ? ? 

• 1 
n-i-l 1 

1 . 2 . 5 . . . n ' . 1 0 U 1 . 2 . 3 . . . n V 
1 r 

n + 1 

On reconnaî t ainsi que les 12 p remie r s termes donnen t le 

n o m b r e e à moins d ' u n e u n i t é d u neuvième ordre décimal. 

On trouve : 

e = 2 , 7 1 8 2 8 1 8 2 8 . . . . 

Ce n o m b r e , qui joue u n rôle i m p o r t a n t dans l 'analyse, est 
u n e quant i té i ncommensu rab l e . Car si sa valeur pouvait ê t re 

lïl 
r ep résen tée par u n e f rac t ion c o m m e n s u r a b l e — et qu 'on eût 

m , 1 , J _ 1 1 

n ~ 1 1 1 . 2 ^ 1 . 2 . 3 . . . » " I " l . 2 . 5 . . . » ( » - + - 1 ) M 

on au ra i t , en mul t ip l ian t les deux m e m b r e s par le p rodu i t 

1 .2 .3 . . . ?? , 

1 . 2 . 3 . . . (??—1) . m = u n nombre ent ier 

. + [ ^ h I + ( n + l ) ( n + 2 ) 
Or, la quan t i t é en t re c rochets est mo ind re que la somme 
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des termes de la progression géométr ique décroissante qui a 

pour premier t e rme et pour raison ^ p y , c'est-à-dire 

qu'elle est moindre q u e - . On aurai t donc u n nombre entier 

égal à un nombre entier plus une fraction, ce qui est impos-
sible. Donc le nombre e ne saurait ê t re représenté par une 
fraction commensurable. 

5 . — On reconnaît aisément que la série 

x x2 r xn 

est convergente, quel que soit x. Car si l 'on pousse la série 
assez loin pour que n soit supérieur à x, les te rmes suivants 

se formeront en mult ipl iant successivement par 

X , . . . . facteurs inférieurs à d o n c , e n vertu du pr in -
7 7 /)} n + 3 ' ' ' n 

cipe exposé au n° 5 , la série est convergente. 
Il en est de m ê m e de la série 

Bx Cx- Dr . Nxn 

A + - r 
1 1 . 2 ' 1 . 2 . 5 1 . 2 . 5 . . . Î I ' 

pourvu que les coefficients A, B, C, . . . , N , . . . , restent finis 
et n'aillent pas en croissant indéfiniment . Si, en effet, on 
désigne par M le plus grand de tous ces coefficients, on voit 
aisément que la somme des termes de la série proposée est 
moindre que la somme des termes de la série 

/ . x x2 x5 , & \ 

Or la quantité entre parenthèses a u n e l imite ; et puisque M 

est fini, il en est de même du produi t de celte parenthèse 
par M. Donc la série proposée est convergente. 

6. — Ce q u ' o n p e u t d i r e d e p l u s g é n é r a l s u r l e s s é r i e s d o n t 
t o u s l e s t e r m e s n e s o n t p a s p o s i t i f s , c ' e s t q u ' u n e s é r i e e s t 
c o n v e r g e n t e s i , e n p r e n a n t t o u s l e s t e r m e s a v e c l e s i g n e 
4 - , o n o b t i e n t u n e s é r i e c o n v e r g e n t e , c e q u i e s t é v i d e n t . 

Mais il se présente f r équemmen t u n e circonstance qui mé-
rite d'être étudiée à part : c'est celle où les termes de la série 
sont al ternativement positifs et négatifs. Dans ce cas, il suffit, 
pour la convergence, que les termes aillent en décroissant 
indéfiniment. Considérons, en effet, la série 

"o — «i + ~ u. 4 - . . . + «„ — un+l 4 - uw 4 - . . . 

Désignons par S„, S n + 1 , S n + 2 la somme qu'on obtient en s 'ar-
rêtant respectivement aux te rmes un, un+1, un+2. On aura 

S„+» - S n + 1 - f - u n + i , d 'où S„+2 S„+i 

et 
s«+2 = S» — (/(,+t — un+î), d 'où S n + 2 ^ - Sn , 

a t tendu que, les termes de la série allant en diminuant , 
u n + i — u n + 2 est positif. 

On arriverait à des conclusions analogues si le t e rme un était 
précédé du signe — ; il n ' y aurait de changé que le sens des 
inégalités. Dans tous les cas, S„+2 est donc compris entre S„ et 
S n + 1 . Il en résulte que S n + 5 est compris de même entre S,!+1 e t 
SK+2, et par conséquent aussi entre S„ et S a + 1 ; de même en-
core S„+ i est compris en t re S n + 2 et S n + 3 , et par conséquent 
aussi entre Sft et SB+1) et ainsi de suite. La somme des termes 
de la série tend donc vers u n e limite finie, puisqu'elle reste 
comprise entre S„ e tS„ + 1 ; donc la série est convergente. 

Quand on s 'arrête au te rme un, l 'erreur commise est moindre 
que la différence entre S„ et S n + 1 , c'est-à-dire moindre que 
un+l, ou moindre que le t e rme qui suit immédiatement celui 



auquel on s 'a r rê te . L 'er reur est par excès ou par défaut sui-

vant que u n + l est négatif ou positif. 

I I 

Limite vers laquelle tend l'expression 

i + i m 

lorsque m tend vers l'infini. 
Pour t rouver cet te l imite , on suppose d 'abord m entier ; on 

peut alors développer l 'expression proposée par la fo rmule du 
b inôme ; e t , si l 'on désigne p a r S„ la somme des n + 1 p re -
miers t e rmes , on a 

m 1 m(in—\) 1 t m (m— 1) [m—2) J_ 
T "m~* 1 . 2 . 5 ' m 3 

m (m—1) ( m — 2 ) . . . ( m — « + 1 ) 
+ 1 . 2 . 3 . . . » ' m " ' 

ou, en effectuant la division des divers numéra t eu r s par la 
puissance de m qui figure au dénominateur , 

s - 1 + 1 + ™ + V w v ! ! k + . . . 1 + 1 + 1 . 2 1 1 . 2 . 3 ^ 

m / \ m) \ m 
~ r ~ 1 . 2 . 5 . . . n ' 

On compare alors Sre à la somme des » + 1 premiers t e r -
mes de la série e ; soit en cette somme, on sait que l 'on a 

, 1 1 1 , 1 
1 + ï + 0 + T 7 2 7 5 1 . 2 . 5 . . . » 

On reconna î t aisément que , à par t i r du troisième t e r m e de 
ces deux sommes , chaque t e r m e de SB est mo ind re que le 
t e rme cor respondan t de en, e t qu' i l a pour limite c.e t e rme 
correspondant , lorsque l 'on fai t t endre m vers l ' inf ini , le nom-
b r e n conservant une valeur fixe. Il en résul te que en est la 
limite vers laquel le tend S„ quand m tend vers l ' inf in i . On 
peut donc écr i re 

p. dés ignant u n e quant i té qui s ' annule p o u r m inf ini . 

Mais, la série e é tant convergente, e est la l imite vers la-

quelle tend en lorsque le nombre des termes tend vers l ' inf in i . 

On peu t donc écr i re 

(2) e — en=v, 

v dés ignant u n e quant i té qui s 'annule pour n infini . 

Si m a i n t e n a n t on imagine que l 'on fasse t endre à la fois m 
et n vers l ' inf ini , m étant toujours supposé ex t rêmement grand 
pa r r appor t à n , les deux relations ( I ) et (2) ayant lieu à la 
fois, on aura en les a joutant m e m b r e à m e m b r e 

(5) e — S„=ii + v, 

et , comme p. et v t enden t alors tous deux vers zéro, il en est 
de même de l eu r s o m m e . Il en résul te que la différence e.— Sn 

tend vers zéro, et que par conséquent S„ a pour l imite e, lors-
que m et n t enden t tous deux vers l ' inf ini , m étant toujours 
supposé in f in iment grand par r appor t à » . On peut donc 
écr i re 

/ -I \ m 

+ = 0 = 2 , 7 1 8 2 8 1 8 2 8 . . . . 

On peu t fa i re voir main tenant qu' i l n 'es t pas nécessaire de 
donner à m des valeurs entières. Quelle que soi t , en effet, la 



550 APPENDICE. 

valeur positive at tr ibuée à m, elle sera comprise entre deux 
nombres entiers consécutifs?) etp + 1 . Or on peut écrire 

et ces inégalités subsisteront quand on fera tendre m , et par 
suite p, vers l ' infini . Mais on a 

p-t-M \ p+ii • v - f - i y ' 

quantité qui a pour limite e, car, p + 1 étant ent ier , le divi-
dende tend vers e, et le diviseur vers 1 . 

On a aussi 

•quantité qui-a aussi pour l imite e, car le premier l 'acteur tend 
vers e, puisque p est ent ier , et le second tend vers l 'uni té . 

( l \ m . 
Il en résulte que 11 -+- — 1 est compris entre deux quan-

tités qui ont pour limite commune e, lorsqu'on fai t tendre m, 
et par suite p , vers l'infini;, donc cette quant i té in termédiai re 

( l " \ m 

r l + — j a el le-même pour limite le nombre e. 

On peut même faire voir que l 'expression proposée tend 
encore vers g, lorsqu'on donne à m des valeurs négatives. On 
a, en effet, 

m) \ m — 1 / \ m — 1 / \ r m — 1 / ' 

quantité qui a pour limite e, puisque, m — ï é tant positif, le 
premier facteur tend vers e, tandis que le second tend vers 
l 'uni té . 

I I I 

Lorsqu'un pohjnome est ordonné par rapport aux puis-
sances croissantes d'une variable h, on peut toujours donner 
à cette variable une valeur assez petite pour que le premier 
terme du pohjnome donne son signe à tout le développement. 

Supposons d 'abord que le premier terme soit constant, et 
que l 'on ait à considérer le polynome 

A - t - Bh + + Clf + B/r + . . . + N/i". 

Il s'agit de démontrer que l 'ensemble des termes qui sui-
vent le premier peut être rendu moindre que A en prenant h 
suffisamment peti t . En effet, soit M le plus grand de tous les 
coefficients, en valeur absolue, à partir de B; l 'ensemble de 
tous les termes qui suivent A est évidemment moindre que 

Mft + MfcM-Mfc5 + . . . + M/1" 

ou moindre que 

expression qui revient à 
h—h"+l 

M. 
1 — h 

et tend vers zéro en même temps que II, et peut par cons é 
quent être rendue moindre que toute quanti té donnée, en pre-
nant h suffisamment peti t . Cette expression peu t donc ê t r e 
rendue moindre que A; e t , à plus forte raison, on pourra 
rendre l 'ensemble des termes qui suivent A dans le polynome 
proposé moindre que ce p remier t e rme . Donc enfin ce pre-
mier terme donnera son signe à tou t le développement. 



5 5 2 A P P E N D I C E . 

S u p p o s o n s , e n s e c o n d l i e u , q u e l e p r e m i e r t e r m e c o n t i e n n e 
e n f a c t e u r u n e p u i s s a n c e d e / i , e t q u ' o n a i t à c o n s i d é r e r l e p o -
l y n o m e 

Ah" + B /T N + 1 + C h n + î H - . . . + P/I"+P, 

o n p o u r r a l ' é c r i r e 

H" ( A + B / I + C/T2 + . . . + P / J P ) . 

O r , d ' a p r è s c e q u i a é t é d é m o n t r é c i - d e s s u s , o n p e u t p r e n -
d r e h a s s e z p e t i t p o u r q u e l a q u a n t i t é e n t r e p a r e n t h è s e s 
p r e n n e le s i g n e d e A ; d o n c l e p o l y n o m e p r o p o s é a u r a l e s i g n e 
d e Ah", c ' e s t - à - d i r e l e s i g n e d e s o n p r e m i e r t e r m e . 

F I 3 D E L ' A P P E N D I C E . 

— MicJ. 4. y d. -
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