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PREFACE

I’analyse infinitésimale est une seience fort élendue,

el les auteurs qui ont traité cette matiére y ont toujours

consacré deux, et quelquefois trois gros volumes. Mais
une trés-grande partie de cette science n’a qu’un intérét
purement théorique et reste sans application dans les
questions usuelles que les ingénieurs ont A résoudre. Les
rdgles de la différentiation, le calcul des quadratures,
Iintégration des équations différentielles les plus sim-
ples, et quelques applications géométriques consacrées
par I'usage, sont tout ce qu’il est nécessaire de connaitre
pour aborder I'étude de la Mécanique industrielle ou
colle de la Stabilité des constructions. —I1 nous a donc
semblé qu’un ouvrage o seraient développés les prin-
cipes les plus élémentaires du Calcul différentiel et du
Caleul intégral pouvait étre utile aux jeunes gens qui se
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proposent d’embrasser la carriére d’ingénieur, en les
dispensant de chercher dans de gros livres la solution
des questions qui les intéressent plus particuliérement.
(est-cét ouyrage que nous avons essayé de rédiger, en
profitantde I'expérience que nous avons pu acquérir dans
un enseignement tout spéeial, sur les besoins de la jeu-

nesse en ce quifouche le sujet dont il s'agit.

(e livre ne saurait avoir aucune prétention scienti-
figue, et il a fallu faire abnégation d’amour-propre pour
nous réduire au réle Lrés-secondaire que mous avons
aceeplé. Maissi nous avons réussi i étre utile aux lee-
teurs pour lesquels cet opuscule est écrit, nous nous re-
garderons comme suffisamment payé de notre peine.

Les rigoristes nous reprocheront sans doute d’avoir
omis cerlaines discussions ou laissé dans ombre certains
points délicats. Nous les prions de nous faire grice et de
vouloir bien considérer que, dans un enseignement aussi
¢lémentaire, destiné surlout & préparer promptement les
lecteurs aux applications utiles, nous avons da faire le
sacrifice de tout ce qui aurait retardé notre marche.

es principes élémentaires du €aleul infinitésimal sont
aujourd’hui si répandus, que nous pourrions nous dis-
penser d’indiquer les sources auxquelles nous avons
puisé. Cependant nous croyons remplir un devoir en dé-
clarant que le Traité élémentaire de Calcul différentiel
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et de Calcul intégral de Lacroix, le Traité élémentaire de
la, Théorie des fonctions et du Calcul infinitésimal de
M. Cournot, le Cours d’ Analyse de I'Ecole polytechnique
par M. Duhamel, enfin le Cours de Calcul différentiel et
wtégral de M. A. Serret, sont les ouvrages que nous

avons le plus fréquemment consultés,
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CALCUL INFINITESIMAL

PREMIERE PARTIE

PREMIERS ELEMENTS DU CALCUL DIFFERENTIEL

—_—

1. — NOTIONS PRELIMINAIRES

1. — Le calcul différentiel est la partie des mathématiques
qui traite des variations infiniment petites des fonctions.

2. — On sait qu'une variable y est dite fonction d’une autre
variable z, si y varie avec @, et si prend une ou plusieurs
valeurs déterminées quand on atiribue une valeur déterminée
@ . Ainsi, en coordonnées rectilignes , I'ordonnée d’une
courbe est une fonction de 1'abscisse

Si larelation qui Jie z et 9 est exprimée par une équation
résolue par rapport  y, comme y=—{(z),on dit que y est une
fonction explicite de z. Si celte relation est exprimeée par une
équation non résolue, comme f(x, y)=0, on dit que y est
nne fonction implicite de &. Dans I'un et I'autre cas, @ prend
le nom de variable indépencante; cest celle & laquelle on

1




2 PREMIERS ELEMENTS DU CALCUL INFINITESIMAL.
attribue des valeurs particulidres pour en déduire les valeurs
correspondantes de la fonction u.

2. — De méme, une variable z est dite fonction de deux
autres variables z ety si elle varie en méme temps quex et y,
et si elle prend une ou plusieurs valeurs déterminées quand
on attribue des valeurs déterminées a x et y. Ainsi, en coor-
données rectilignes, I'ordonnée z d'une surface courbe est une
fonetion des deux autres coordonnées x ct y.

(Cest une fonction explicite si la relation qui lie les trois
variables est exprimée par une équation résolue par rapport
i zcommez=={ (z,4); ¢'est une fonction implicite si cetle rela-
tion est exprimée par une équation non résolue, comme
[(2,y,%)==0. Dans I'unet 'autre cas, & et a y sont les varia-
bles indépendantes ; ce sont celles auxquelles on attribue des
couples de valeurs particulieres, pour en déduire les valeurs
correspondantes de la fonction z.

4. — Un pourrait avoir  considérer des fonctions de plus
de deux variables indépendantes, comme 2={ (2,3, 1), on
fx,y,%,t)=0.

5. — On appelle infiniment petit une quantité qui tend
verszéro, et que l'on considére dans un état trés-voisin de sa
limite.

1 résulte de cette définition que si un infiniment petit « est
ajouté & une quantité finie et déterminée a, on peut toujours
négliger o devant @, puisque, ala limite, a +-ase réduit a a.
Il en serait de méme si a tendait lui-méme vers une limite
finie a, ; car, a la limite, ¢+ 2 se réduirait a @,.

6. — Dans une question ot 'on a divers infiniment pelits
a considérer, il y en a foujours@in auquel on rapporte tous les
autres, et que, pour cette raison, on appelle infiniment petit
principal.

Soit o Pinfiniment pelit principal ; et soit  un autre infini-

ment pelit qu'on lai compare. Sile rapport = tend vers une
a
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)
limite finie k, dilférente de zéro, on dit que § est un infini-
ment petit du premier ordre ; et T'on peut le représenter

par kz. Si le rapport ; tend vers un infiniment petit du pre-
mier ordre kz, on dit que @ est un infiniment petit du second
ordre ; et 'on peut le représenter par k. Si le rapportE

e

tend vers un infiniment pelit de second ordre ka?, on dit que
f est un infiniment pelit du troisiéme ordre ; et 'on peunt le
représenter par k2*. En général, si un infiniment pelit peut
élre representé par ks, on dit que ¢’est un infiniment petit de
Pordre n.

7. — La somme de plusieurs infiniment petits du méme
ordre, en nombre déterminé, est encore un infiniment petit
fiu‘n?emc Ol‘(]l:(l. Car si ka", K'2*, K", ..., représentent les
infiniment pelits considérés, leur somme sera

(nln:—*—lsl—*“]»" -+ ...) 1“.

Or les termes étant en nombre déterminé, la quantité entre
parenthéses est une quantilé finie K; la somme cherchée est
done Ko?, ¢'est-a-dire uninfiniment petit de Pordre a.

8. — La différence de deux infiniment petits du méme
ordre k=" et K" est un infiniment petit du méme ordre
(’l—’wj) at.

9. — Le produit d’un infiniment pelit ks par un facleur
fin1 A est encore uninfiniment pelit du méme ordre. Car Al
ou Ak . o est encore le produit de o par un facteur fini Ak.

10. — Le rapport de deux infiniment petits du méme
ordre ko™ et k'z" est une quantité généralement finie ;—‘,. (Ce

v
: e s
n'est que dans des cas particuliers que ce rapport prend la
valeur zéro ou une valeur infinie.)

11, — Un infiniment petit d'ordre n, soit I, peut lou-
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jours étre négligé vis-d-vis d’un infiniment petitdel’ordre 1m-
meédiatement inférieur ka*~*. Car la somme k2"~* -+ F'a" peut
séerire o** (k-Ka). Or linfiniment petit Ka peut élre
négligé vis-a-vis-de la quantité finie k, et il reste k21, _
Généralement, fout infiniment petit peut étre négligé vis-a-
vis d’un infiniment petit d'un ordre infricur ; comme ka®
devant kz, par exemple, ou K'a® devant k2*; elc.
12. — Lorsque deux variables z et y sont liées par une
relation telle que

(1) y=/(x),

si I'on donne & & un accroissement Az, il en résulte pour y
un accroissement correspondant, posilil ou négatif, ay; et
Pon a

y -+ Ay=—{ (2 4+ A2);

d’oti 'on déduit par soustraction
(2) Ay=(z+az)—[ ().

Les aceroissements Az et Ay portent le nom de différences.

La fonction f est dite continue, sil'on peutprendre Az assez
petit pour que Ay puisse étre rendu moindre que loute quan-
tité donnée. Nousne considérerons que les fonctions continues,
les seules que V'on rencontre dans les applications. Dans ce
cas, si_ Az devient infiniment petit, il en est en général de
méme de Ay'; les différences prennent alors le nom de diffeé-
rentielles; et Pon remplace la caractéristique A par la carac-
téristique d. On écrit ainsi

(3) dy—f(z+dx)— f(z).

La différentielle dy de lafonctiony est done Vaceroissement
que [ (z) a éprouyé quand on a ajoulé a x sa diffcren-
tielle dz.

La partie de l'analyse qui a pour objet principalla recherche
des différentielles est le calel différentiel ; et chercher la

PRINCIPES DE DIFFERENTIATION. 8

différentielle d'une fonction est ce que I'on appelle différentier
cette fonction.

Nous nous occuperons d'abord des fonctions d’une seule
variable, en commencant par les fonctions explicites.

1. — PRINCIPES DE DIFFERENTIATION

§1. — DIFFERENTIATION DES FONCTIONS EXPLICITES

FONCTIONS EXPLICITES D'UNE SEULE VARIABLE

13. — Divisons par Az les deux membres de I'équatien (2)
du numéro précédent ; il viendra

Ay _ f(z+az)—f(z)
B AT

Si I'on fait tendre Az vers zéro, Ay tendra aussi vers z6ro;

h Al . e
mais le rapport A—i ne deviendra pas pour cela indéterminé ;

il tend toujcurs, comme le calcul le démontrera, vers une
limite déterminée; cette limite est encore une fonction de 2,
qui dérive de f (z), et que pour cette raison onappelle fonction
derivée ou simplement deérivée, et qu'on désigne par la nola-
tion [ ().

On écrit en conséquence

; 2 Al
(%) Mim. 2Y
AL

flz4az) — f(x) = 1

= lim ).
AT

On voit, d’aprés cette relation, que la dérivée a’une fone-
tion est la limite du rapport enire U'accroissement de celle
[onction et Uaccroissement de la variable, etque, pour obtenir
celte dérwee, il faut, duns lu” fonction f(x), changer x en
X -+ Ax, refrancher f(x) de f(x + Ax), diviser le reste par Ax,
et chercher la limite vers laquelle tend le quotient lorsque Ax
tend vers zéro.
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14. — D'un aufre coté, il résnlte de la relation (%) que

Ay . 5 1 : !
i est égal a f'(z) plus une quantité = qui tend vers zéro en

méme lemps que AZ, et qu’on peut écrire

ANy 2) -
A.‘L‘_—I &)+

Si I'on remplace les accroissements Az et Ay par les infi-
niment petils dx et dy, « devient aussi un infinimen! petit,
que I'on peut négliger vis-a-vis de la_quantité finie f’(z), et
il reste
dy

(3 L —
(9) dz

@)
On en tire

(6) dy = f"(z)dz.

Cette relation exprime que la différentielle d'une fonction
est égale-a sa dérivée , multipliée par la différentielle de la
variable.

La relation (5) montre que réciproquement la dérivée d'une
fonction est éqale @ sa différentielle divisée par la différen-
tielle de lavariable.

On voit que le calcul des différenticlles revient au caleul
des dérivées. .

Resargue. Lorsque la dérivée est représentée par %, elle
prend souvent le nom de coefficient différentiel.

15. — La relation (4) du n® 15 indique la marche a suivre
pour trouver la dérivée d'une fonction explicite de 2. Mais on
n'applique directement cette régle qu'a trois fonetions fon-
damentles : 2™ (pour m entier et positif), log z, et sin 2.
A l'aide de principes faciles a établir, on déduit ensuite de la
différentiation de ces trois fonclions celle de foutes les autres.

16. — Soit donc d'abord y=2". Si, pour se conformer a

PRINCIPES DE DIFFERENTIATION. 7
la régle du n° 15, on change z en @ -+ Ax, par suile y en
y -+ Ay, et qu'on développe, on obtient

m(m—1) o

1.2

2

y+Ay=2z"+m.z"" Ar + AL
m(m—1) (m—2)
1.2.3

AR

les termes non écrits contenant tous le facteur Az a des puis-
sances supérieures a la troisieme. En retranchant ces deux
¢galilés membre & membre, et divisant ensuite par Az, on
trouve
m (m—1)
—_— i~

, B_nm +————1 )
m (m—1) (m—2)

1.2.5

P

122 Az

TP ALY s

les termes non éerits contenant tous le factenr Az a des puis-
sanees supéricures a la seconde.

.. ! Ay
Faisons tendre Az vers zéro; le rapport s tendra vers la

dérivée de y, que I'on represente habitucllement par i’ ; tous
les termes du second membre, a Pexception du premier, con-
tenant le facteur Az, tendront chaeun vers zéro; cl; commie
ils sont en nombre fini, leur somme tendra elle-méme vers
zéro; il viendra done
Y = ma™,
et par conséquent
dy=ma™'dz, ou d.2"=mz" 'dr,

cest-a-dire que, pour différentier x™, il faut multiplier par
l'exposant m, diminuer ensuile cel exposant d'une unité, et
multiplier par dx.
On tirerait 2msi, par exemple,
dy=>bz‘dz,
dy="9 2 dz,

et ainsi de suite.
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13. — Soil en second lieu
y s lOg X ,

le logarithme étant pris dans un systéme quelconque. Si 'on
changex en z + Az, et.y en y -4 Ay, il vient

Yy + ay=log (z + az),

et, en retranchant membre 4 membre et divisant ensuite
par Az,

log (1 +2*
Ay log(z+az)—loge “°\ "z
AR AT iy AT :

Si I’on faisait tendre immédiatement Az vers zéro, le nu-
mérateur tendrait vers log 1, qui est aussi égal 4 zéro. Pour
éviter la forme ¢, on peut faire décroiire Az de telle maniére
qu’il soit toujours une partie aliquote de la quantité &, qu'on
ne faitpas varier dans e calcul; c’est-a-dire qu'on pent poser

v

z . ; : =
A=, m étant un nombre que I'on pourra faire eroitre in-
définiment. On aura ainsi

o i)
g 100(1+"—l>_1ob (1+E

/

AT x N iz
m
Si maintenant, pour faire tendre Az vers zéro, on faikden-
dre m vers l'infini, le numératenr du second membre tend
o ! " S
vers la limite du logarithme de (‘l -+— | pour m infini, ou,
m

cer qui revient au méme, vers le logarithme de la limite de

. g :
(I ey [ Or, on démontre en algébre (*) que cette limite

Yoy. ’Appendice.

PRINCIPES DE DIFFERENTIATION.

est le nombre
e=—2,718281828...,

base des logarithmes népériens; il viendra done

.Y loge : dx
llm.—J:y’: e d’on dy=loge. 7

dz
d.logz=loge. s

Si les logarithmes étaient népériens, loge serait égal a
I'unité, et l'on aurait simplement

by _
Y—=
. L o d
Reanoue. Pour cette raison, on donne a Uexpression = le
nom de différentielle logarithmique de .
18. — Soit enfin y —sin . On en tire
y -+ Ay —sin (z + Az),

Ay sin (z + AZ)—sinz
e AT

Si lon faisait tendre immédiatement Az vers zéro, le second
membre prendrait la forme . Pour I'éyiler, on transforme,
au numeratevr, la différence des deux sinus en un produit
conformément a la formule

sin p—sing =2sin 1 (p —q). cos +(p +¢),
on obtient ainsi

Ay _ 2sin .08 (2§ ATj
AL Az ’
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ce qu'on peut écrire

Ay siniaz

ZJ;ZT cos (z+1Ax).
bl, maintenant on fait tendre Az vers zéro, le rapport
Nn‘;lﬁ enire le sinus et Parc tend vers I'unité; et le second

facteur tend vers cos 2. 1] vient done

LAY \
lim . i Yy =cosz, dot dy=coszdz,

o

d.sinz—cosxdz.

#9. — Nous allons maintenant -exposer les principes qui
permettent de ramener la différentiation d'une fonction ex-
plicite quelconque dez & celle des trois fonctions fondamen-
tales que nous venons d’étudier,

I. La différentielle d'une constante est nulle. Car si I'on a
y=_, la lettre G desngq’al\lt une constante, on aura encore,
en changeant x en @ + Az, et y en y - Ay,

y—+ay =0,
d’oti 1! résulte Ay =0;et, parconséquent, ala limite, dy=0;
ce qu’il fallait établir.

Reyaroue. On en déduit aussi %’—] =0, 0uf" (x)=10; c'esl-
dx R g

a-dire que la dérivéz d'une constante est nulle.

20. — Il. La différentielle de la somme ou de la diffé-
rence de deux fonetions est égale @ la somme ou i la diffé-
rence des différentielles de ces fonctions. Car sil'on a

y—=n=u,
% el v désignant deux fonctions de 2, quand on changera z
en & -+ Az, u deviendra u + Au, v deviendra v + A, et y se
changera en y + Ay. On aura donc

Y —+ Ay = (u + Au) == (v + Av)

PRINCIPES DE DIFFERENTIATION. 1
En retranchant ces deux égalités membre & membre, on .

obtient
Ay = Au == Av

et, a la limite,
dy = du= dv.
Si, par excmple, on avail
y=—a" -+ sinx,
on en déduirait
dy=ma" " dx +cosz dx.

Ce principe s'étendrait sans dilficulté a la somme algébrique

d’un nombre quelconque de fonctions.

a1, — III. La différentielle loyarithmique d'wn produit de
plusieurs fonctions est éyale & la somme des différentielles
logarithmiques de ces fonetions. Soit par exemple

(1) y=uvw,
1, v, w étant des fonctions de z. En prenant les logarithmes
népériens des deux membres, on aura
log' y=log u+log'v+log"w,
et, par conséquent, en vertu du prineipe I,

gﬂ_drt_y_(_lg { @

9]
T 2
) Y U w '

-

ce qu'il s"agissait de démontrer.

Remsnoues. 1° Si Uon multiplic membre 3 membre les deux
relations (1) et (2), on obtient
(3) dy =vw du +ww dv 4+ uv dw;

ce qui montre que la différentielle d'un produit peut étre obte-
e en multipliant la différentielle de chaque facteur par le
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produit de tous les autres, et faisant la somme des résultats.
Si, par exemple, on avait

JE—— 3
y=z". logz.sinz,
on-en déduirait
N Fo P, . loge
dy=logr.sinx. mz™dz+2" smx.T’f dz+ z™.logz.cosxdr

AR : :
2° Si l'un des facteurs est constant, on obtient la différen-
tielle cherchée en multipliant le facteur constant par la diffe-
rentielle du produit des facteurs variables. Car si u est con-
stant, du est nul, et la relation (3) devient
dy=uw dv +w dw=u(wdv+vdw),

orwdv—+vdw estla différentielle du produit vw.
Si, par exemple, on avait

y=4z*log'z
on en déduirait

= - 1
y=4 I:a gt log' wdr+2°. = d.r]

dy=4az* (1 +5log z) dx.

22— IV. La différentielle logarithmique du quotient de
deux fonctions est égale o la différentielle logarithmique
du dividende , moins la différentielle logarithmique du. divi-
seur. Carsi l'on a

i _u
(1) Y==50

on en déduit yv=u, ef, en vertu du principe précédent,

y v u Yy u )

ce qu'il s'agissait d’établir.

PRINCIPES DE DIFFERENTIATION. 15

Remanoues. 1° Si 'on multiplie membre & membre les rela-
tions (1) et (2), on obtient
) Sl du  udv t'(lu——utlv;
\ o o) 2 ‘v“_’
est-a-dire, que pour obtenir la dilférentielle d'un quotient,
il faut multiplier le dénominateur par la différentielle du numé-
vateur, vetrancher de ce produit celui di numérateur par la
différentielle du dénominateur, et diviser le vésultat par le
carré du dénominateur.

Si, par exemple, on avait

on en déduirait

" sing. 2vdr—atcosxdr  z(2sinz—acosx) de
( y — = ¢

s e St

9° i le dénominateur v est constant, dv est nul, et il reste

du
dy = e
¢'est-a-dire que, pour avoir la différentielle du quotient, il sul-
fit de différentier le numérateur et d éerire au-dessous le
dénominateur constant.

. sin & ! cosz dx
Ainsi ¢ = —— donnerait dy = ——.

- 3

3° Si le numérateur w est constant, du est nul, et il reste

udy
dy = — —

v‘_

Si, par exemple, on avait




14 PREVIERS ELEMENTS DU CALCUL INFINITESIMAL.

on en déduirait

4 ——=—10

5. 2xdx dx
—J;_S‘

23. — Fonctions de fonctions. 11 peut arriver que y, au
lieu d’étre directement fonction de z, soit fonction d'une varia-
ble intermédiaire u, qui est elle-méme fonction de z, et qu’on
ait, parexemple, y —f(u), avec u=g (x). On dit alors que y
est une fonction de fonction. Si x varie de Az, u variera de Au,
et y variera de ay. Or ona identiquement

Ay Ay Au
A/ Au| A%
et a la limite

dy _dy du
dr — du dz’

ee qui exprime que la dérivéede y par rapport ax est égale @
la dérivée de y par rapport o la fonetion intermédiaire u, mul-
tipliée par la dérivée de u par rapport & x.En multipliant par
dx, on obtient la différentielle de y.

Si, par exemple, on a

y=logu avec u— z",

on en déduit

dy Eﬁf mam—t — loge. ma™"' mloze

d.'l; u o T v

et par suite

dr
dy=m loge.T.

24, — Au lien d'une fonction intermédiaire, il pourrait y
en avoir plusieurs. On peut avoir, par exemple, y=f(u)

avec u=g (V) et v=1¢ (). '

PRINCIPES DE DIFFERENTIATION. 15
Si z varie de Ax, v variera de Av; par suite, u variera
de au, ety de ay. Or, on a identiquement
Ay Ay Au Av

AT AU AV AZ’

et a la limite
dy dy du dv,

de — du dv dz’

est-a-dire que, pour obtenir la dérivée dey par rapport a z,
il faut prendre la dérivée de y par rapport d u, la multiplier
par la dérivée de u par rapport d v, et par la dérivée de » par
rapport a . Tl N

En multipliant ensuite par dz, on ohtiendra la différentielle

de u. :
Si Pon a, par exemple .

y=logu, u=0", v=s%,

on en déduira
mloge . (sinz)™". cos®
(sina)®

dy loge ,

T 0 it cosT=
dz u
d’ou
mloge.cosx d

MO "~ — mloge.cotzdz.
dy SINT

2 solent tous deux

25. — Il peut arriyer encore que j et
, par exeni-

fonctions d'une trosicme variable «, el qu'on ait
— o () avee £=10(2).

ple, y=2(2) \2) il

Sj « varie de Az, x variera de Ar, ety de ay. Orona

dy)
dz

identiquement

et a la limite
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c'est-a-dire que, pour obtenir alors la dérivée do Y par

diviser par la dérivée de x par rapport @ a.
(,lotte dérivée est exprimée en fonction de «; on l'obtien-
drait en fonction de &, en mellant pour zsa v

; aleur en 2 tirée
de la relation T=1 (1)

En.multipli; St : i
tipliant ensuite par dz, on aurait la di%r

e cntielle

o1, par exemple, on a

Y=sina et x=ka,
on en tire

dy dr
—(E —= cosa el ;[—_- =

ky, dou -;—{EZEI:]

Mais on a a=p; on peut donc écrire
L3

A 7 1w
» et parsuite - dy=—cos, ">
k™ k

FONCTIONS EXPLICITES DE PLUSIEURS VARIADLES
26. — Considérons Ia fonction

() #={{u,v),

dans laquelle w et v sont des variables indépendantes quele
ques. On peut d’abord ne faire varier que une des V"Iar'iaifll(:;
1lndependantes, ct changer par exempleu enu - du, en recar-
uan.t v comme constant. La variation infiniment ;mtile'c( u
suln% alors la fonction f estce que 'on appelle sa différ ’nl'llle
1{a1'11¢'lle prise par rapport a u. Elle cst éoale & la de’rz'lv;e ’}" 'e
.'zelle‘ de f prise par rapport i u, mulliptl’iée par du (14) 1?))-
represente cette dérivée partielle de deux maniéres : so)i.t pall]'

la notation £, (u, v it 1 . d
f(u, v), soit par la notation d—l;, dans laquelle

e s rapport
a x, il faut prendre la dérivée de v par rapport a %, et la
v 2
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il ne faut pas voir un quotient, mais une simple maniére
d’éerire la dérivée. L'aceroissement infiniment petit gae prend
f(1,v) quand on fait croitre u de du peut donc s'écrire

df
Iui“a 1') t d”' ou I

=i il
: du

De méme, si I'on regardait u comme constant, et que I'on
fit varier v de dv, la fonction f(u,v) varierait d'une quanlité
infiniment petite qui serait sa différentielle partielle prise par
rapport @ v, et qui aurait pour valeur

s (e, v)dv  on d—f dv,

dv’
Pune queleonque des notations {7, (t,) ou 9L représentant
une quelconque des nofations " (uyv) ou T5 representant la
dérivée pattielle de la fonction par rapport a.v.
23. — Supposons maintenant que 1'on fasse varier & lafois
u ct v, l'un de du et 'antre de dv, la fonetion z variera d'unc
quantité infiniment petite dz, que I'onappelle sa différentielle
totale, et qui a pour valeur

da—f(u+ du,v +dv)—f (u, ).

Or, on ne troublera pas cetle valeur en retranchant et
ajoutant a la fois la quantité f (u,v 4+ dv) ; on peat donc écrire

(2) da=](ut-duv + dv)—f (,0+-dv)-f (;0-+-dvj—f(w0).

Mais I'ensemble des deux premicrs termes du second mem-
bre n'est-autre chose que la différentielle particlle de la fone-
tion f(u,v 4+ dv) prise par rapport a u, oula différcntielle par-
ticlle par rapport & u de la fonction f (, v), puisque dv est
aussi voisin de zéro qu’on le voudra et disparait deyant la quan-
tité finie v ; U'ensemble de ces deux termes peut done s'cerive

["u(u,v).du on %.du.

pcnéme, I’ensemble des deux derniers lermes n’est autre
2
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cliose gigda dilférentielle partielle de f(u, v) prise par rap-
pbdtes als peuvent donc s’écrire
Rt

_—0n adone. enfin

df ¢
= —/ du—+ —-. dv;
du dv
ce quirevient a dire que la différentielle totule est la somme
des différentielles partielles.

28. — Supposons que I'on ait
(5) 2—fl(u,v,w),

i, v, w désignant trois variables indépendantes quelconques.
Si T'on fait varier 'une d’elles seulement, et qu’on fasse eroi-
tre u de du par exemple, la fonction yariera d’une quantité
infiniment petite qui sera sa_différentielle partielle par rap-
port a u, et que I'on pourra éerire

df

w0, w).du ou Tu'd”"

De méme pour les autres variables.

Si on les fait varier toutes les trois, et que «, v, w croissent
respectivement de du, dv, dw, la fonction % variera d’une
quantité infiniment pefite dz, qui sera sa différentielle totale,
et I'on aura

dz—=[ (4 +du, v+ dv, w ~+ dw) — f (u, v, w);
mais eette relation peut s'éerive
dr=f (w4 du, v+ dv, w +dw) —f (1, v+ dv, w + dw)

+ [ (1, v+ dv, w4 dw} — f (w, v, w4 dw)
+ [ (4, vy w4 dw) — f (u, v, w).

[ RINCIPES DE DIFFERENTIATION. 19
Or la premitre ligne du second membre est la ;lifl‘(-r‘enllt‘lle
partielle de f (u, v+ dv, w+dw) Prise par 1‘apport»u\ llll: 03;
ce qui revient au .méme, la dlerlll-wllc.,l?af‘lm“b?,;l.ol
[ (w, v, w), puisque dv et dz-v sont aussi YOISIDS. l;t.'.:[i-
quon le voudra, et disparaissent q;z\'urlt les quw -
nies v et w. De méme, la seconde ligne est Ia différenticile
particlle de f (u, v, w—+ dw), par ra!\pma;l v, ou, ce qui l:
vient au méme, la difféventielle particlle de f (u, 7, w).,- [‘."".~"t
que dw est aussi voisin de zéro qu'on le \'011(1['51 et .dlhl“‘"‘”‘
devant w. Enfin la troisieme ligne cst la différentielle par-
tielle de f (i, v, w) par rapport d w. Ona done

» Y )
(6) ds="{"s(u, v, w) du—+ ety v, ) dy ~+ [wltts 5 w) dw,
df

df =g
(T) dz = 5 du—+ - dv +

af

~ dws
dw

i ifférentielle it eqale & la
ce qui signifie encore que la diffeér entielle totale est éyale
somme des différentielles partielles. e

1t A Y . A ¢ We i 3

(¢ principe pourrait étre étendu de la méme mam_u«\ i
rariables spen-

fonction d'un nombre quelcongue de variables ndepe

dantes.

FONCTIONS COMPOSEES

29, — Reprenons I'équation

z=[(u, v)-

Aulieu de regarder u etv comme des variables ul-dcpex}-
dantes; supposons-les foutes deux fonctions ’d'unc mclxllic ‘:;
yiable z; la fonction z sera alors ce quc'l'on appelle ru
fonction composée de . Or celle supposition ne changera
rien 2 la démonstration du n® 27; on aura donc encore

dz= f",(w, v) du " (1 v) dv.
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Mais u et v étant des fonctions de 2, on a alors
du=u'dz, et dv=v'dx,

r ’ ey - N AMITOA a
o’ el v’ désignant les dérivées de u et de v par rapport a 2. On
aura donc

dz={", (i, v) & dz 4+ ['y(u, v)v'dz,
el, en divisant par dx,

dz ] - 1
@:/'u(u, o)t = flys (W ¥) 03

ce que I'on peul aussi écrire

fl_::——ﬂ L (1/
de du  dv !

L

cesl.-.a-dtl‘e, en vertu du principe sur la différentiation des
fono_:llo.ns de fonctions (23), que la déyivée d'une fonction com-
posée f(u, v) est la somme de ses dérivées partielles par rap-
porta u et & v, obtenues en regardant successivement u et
v comme des fonctions de x.

~_Uu arriverail 1 une conclusion analogue pour la fonclion
s—{(u, v, w), si u, v et w étaient des fonctions d'une
méme variable x, c’est-a-dire qu’on aurait

dz
BV X ", . 3
d;u_l (1, 0y00) 0 = [ (1, 0, W) 0" = (150, W) < 0

ce qu’ on peut écrire aussi

dz< 8, Rdf L,

i BN\,
> Pl iy o el

PRINCIPES DE DIFFERENTIATION.

§2. — DIFFERENTIATION DES FONCTIONS IMPLICITES

s0. — Considérons d’abord I'équation
(1) f(x, y)=0
dans laquelle y est dite fonction implicite de z. Si @ varie
de dzx, y variera d’une quantité correspondante dy liée & dx
par la relation
f(x—+ de, y~+dy)= 0,

et, en retranchant ces deux relations membre & membre, on
obtient
f (x4-das-y + dy) —f (&, y! —0;

ce qui signifie que la différenticlle totale de la fonetion f est
constamment nulle. Or, d'aprés ce qu'on a vu ad n’ 29, cette
propriété peut s'éerire

(2) f«(z, y)-1+ I (@, y) -U’:Oa

ol

d

. P

df—i—y'. .

0 !
2 dw dy

attendu que x est uhe fonction de 2 dont la dérivée est 1, et
que g est une fonction de z dont la dérivée est y. On lire
de la

4] : f (z,y
| & N =— 55—,
4 Y f'y (@, 9)

Cest-a-dire que, pour obtenir la dérivée dune fonction impli-
cite de x, exprimée par I équation f (x, y) =70, il faut pren-
dre la dévivée partielle du premier membre par rapport & x,
la diviser par la dérivée partielle par rapport & y, et changer
le signe du résultal.
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Soit, par exemple, I'équation

P—5 axy + 27 =0,

on tronvera

[ (@, ) =—3 (ay—a7), 4y (x, y)=3y"— ez},
et par suite
L ay —x?
Tyt —ax’

31. — Remsrove. Lorsque la relation entre @ et 4 se pré-
senle sous la forme ¢ (y) =4 (x), dans laquelle ces variables
sont séparées, i application de la régle précédente donne

)

o ( ey
2@ Ay Y(e)

W’ dz ¢ 1y)
d’ont I'on tire
J (y)dy=y (x) dx; ~

c’est-a-dire que quand les variables x et y sont séparées, la
différentielle du premier membre est égale a la différentielle
du second ; ce qu'on aurail pu-prévoir, car pour que deusx
fonctions de variables dilférentes soient constamment égales,
il faut que leurs accroissements infiniment petits simullanés
soient égaux.

32. — Les régles qui précedent permettent de généraliser
facilerment le prineipe sur la différentiation de la fonction 27
en Pétendant au cas de m fractionnaire on négatif.

I. En elfet, soit d’abord

{4
y=a:"1,

- p et g étant deux nombres entiers. En élevant les deux mem-
bres a la puissance g, on oblient

y'=a’,

PRINCIPES DE DIFFERENTIATION.

et, par consequent, en vertu de la remarque ci-dessus (31),

qut—"dy = px*~dz,
d’ou

dy__p o _p a2y

de™ ¢’y gy

7

r
dy 1 .zt p

de— q' 2

ce qui revient  la régle du n® 16.
Si, par exemple on a,

on en déduira

Silena

on en déduira

11, Soit maintenant

on en tire

yat—1=0,

et, en appliquant la régle exprimée par I'équation (2) du
n® 50,

mya”t a2y =03
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p Y "
y=—me=—m.— =—ma";
x z K

ce qui revient encore a la regle du n® 16.
Si, par exemple, on a

=o' %, conen'tive (y =
Sil’'on a

y_—:;‘ =z ', onen tire
33. — Soit maintenant la relation f(z,y; 2)=0, dansla-
{‘l‘!lcllc z est une fonelion implicite des deux \‘arialxl’m T (t 1
Si x ct y varient respectivement de dx et de dy :f ;'aric'rle;
d'une quantitée correspondante dz lice a dz et "1,(11 ar |
relation e B

[(z+ du,y+ dy, 5+ dz)=0.

En retranchant les deux relations membre & membre. on
v " ,
aura done

[(@+ de,y~+dy, 2+ dy) — f (z,y,2) =0;

ce qui exprime que la dilférentielle totale de la fonction f est
constamment nulle,

Or, d’aprés ce qu’
L Ry -
g I quon a vu au n° 28, cette propriété est cx-
primée par la relation

df

df df
5 dx + &y dy + 7 dz = 0.

(Il fauthien se rappeler.que les notations df df df AN
senfent nas des a:oti . da’ dy’ dx pré-
i fent pas:des quotients, mais bien les dérivées partielles de
a fouction f(z,y,2), par rapporta x,ay et a z). La relation

ci-dessus exprime done que la somme des différentielles par-
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tielles de la fonction f (X, Y, z), par rapport auwx trois varwables
esl éqaie @ %€ro.

On démontrerait de méme que si 'on avait f (2,4, %, () —1]
on en pourrait déduire

(_I/_([J;+I ] dﬁ ~,+ﬂdt:0.
dx ay = 65 dt

IIl. — APPL!CATION DES PRINCIPES DE DIFFERENTIATION
AUX FONCTIONS LES PLUS USITEES

s4.— Fonctions algébriques rationnelles. Lesfonctions que
I'on rencontre le plus souvent sont les fonctions algébriques
entiézes, telles que

(1) y=Az™+ Ba" '+ Ca" ... +Tr+U.

La différentielle d'une somme étant lasomme des différen-
{iclles de ses parties (20), ilfaut, pour obtenir ladifférentielle
dey, différentier successivement chacun des termes du second
membre. Or, chacun de ces termes est le produit d’un facteur
constant par une puissance dex; sa différentielle s'obtient
donc (21, 2) en multipliant le facteur constant par la dilfé-
renticlle du facteur variable. Or, celui-ci étant une puissance
de x; on oblient sa différentielleen multipliant par Pexposant
de z, diminuant cet exposant d’une unité et introduisant le
facteur do (16). En appliquant ees divers principes, on aura
doue

dy=[mAz""+ (m —1) Ba—*+ (m— 2) Ca™ .. . + T| dz;

le terme U disparait, attendu que la différentielle d’'une.con-
stante est nulle (19).
Sil'on a, par exemple,
9 z 9

— s 3 1 )2 /e 7
y__:_; Q‘L S‘L —}—:il,-—'—f.'b"}‘l,




PREMIERS ELEMENTS DU CALCUL INFINITESIMAL,

p Y "
y=—me=—m.— =—ma";
x z K

ce qui revient encore a la regle du n® 16.
Si, par exemple, on a

=o' %, conen'tive (y =
Sil’'on a

y_—:;‘ =z ', onen tire
33. — Soit maintenant la relation f(z,y; 2)=0, dansla-
{‘l‘!lcllc z est une fonelion implicite des deux \‘arialxl’m T (t 1
Si x ct y varient respectivement de dx et de dy :f ;'aric'rle;
d'une quantitée correspondante dz lice a dz et "1,(11 ar |
relation e B

[(z+ du,y+ dy, 5+ dz)=0.

En retranchant les deux relations membre & membre. on
v " ,
aura done

[(@+ de,y~+dy, 2+ dy) — f (z,y,2) =0;

ce qui exprime que la dilférentielle totale de la fonction f est
constamment nulle,

Or, d’aprés ce qu’
L Ry -
g I quon a vu au n° 28, cette propriété est cx-
primée par la relation

df

df df
5 dx + &y dy + 7 dz = 0.

(Il fauthien se rappeler.que les notations df df df AN
senfent nas des a:oti . da’ dy’ dx pré-
i fent pas:des quotients, mais bien les dérivées partielles de
a fouction f(z,y,2), par rapporta x,ay et a z). La relation

ci-dessus exprime done que la somme des différentielles par-
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tielles de la fonction f (X, Y, z), par rapport auwx trois varwables
esl éqaie @ %€ro.

On démontrerait de méme que si 'on avait f (2,4, %, () —1]
on en pourrait déduire

(_I/_([J;+I ] dﬁ ~,+ﬂdt:0.
dx ay = 65 dt

IIl. — APPL!CATION DES PRINCIPES DE DIFFERENTIATION
AUX FONCTIONS LES PLUS USITEES

s4.— Fonctions algébriques rationnelles. Lesfonctions que
I'on rencontre le plus souvent sont les fonctions algébriques
entiézes, telles que

(1) y=Az™+ Ba" '+ Ca" ... +Tr+U.

La différentielle d'une somme étant lasomme des différen-
{iclles de ses parties (20), ilfaut, pour obtenir ladifférentielle
dey, différentier successivement chacun des termes du second
membre. Or, chacun de ces termes est le produit d’un facteur
constant par une puissance dex; sa différentielle s'obtient
donc (21, 2) en multipliant le facteur constant par la dilfé-
renticlle du facteur variable. Or, celui-ci étant une puissance
de x; on oblient sa différentielleen multipliant par Pexposant
de z, diminuant cet exposant d’une unité et introduisant le
facteur do (16). En appliquant ees divers principes, on aura
doue

dy=[mAz""+ (m —1) Ba—*+ (m— 2) Ca™ .. . + T| dz;

le terme U disparait, attendu que la différentielle d’'une.con-
stante est nulle (19).
Sil'on a, par exemple,
9 z 9

— s 3 1 )2 /e 7
y__:_; Q‘L S‘L —}—:il,-—'—f.'b"}‘l,
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on trouvera

dy=(22*— 6a° — 2a* + 2 — 4) dx.
m:::m;e\ISII:';UI:ZCE(IJ:;::?]S algébriqnc_s enticres, celles qu on
différentielle s’obticnt en ; ;gltulzba:;ltalclhxocr; :Li‘li’l:i‘(])lf: nioi”’

P = - M ¥ 73 <5 L
( lf;l.h.’l ) pour la différentiation d'un quoticnt
Si I'on a, par exemple, .

(1) e B 52 H-6

= =777
& —d4x 4
on obtiendra successivement

w3 Loav v A= A
(x*—da—+4)dlx —a2+4-6) —(2* -5+ 6)

dy:

X d(*—4p-+4)
(x* — 4w 4+ 4)* dx

Cell N 775 AR P4 &) [
[ |f= 4.L—i—.;)\2;1.—»;—q_mf—S.v+6)<‘2.L'—2;

(L% — 4z 4+ 4)? dx

(@ —2)*

Dans ce il 'y if]
is cet exemple il 'y a une vérification facile : les deux

termes de la fracti ;
t sdela fl'dL[IO‘Il (1) proposée admettent le facteurz — 9-
si on le supprime, il reste -

En appliquant la ré :
3 a l'L‘”IC dC d '["‘ alos - X
Shant 3 ifférentiation d’un quotient, on

(2—9) d (1—3) NI
dy:(.l. 2)d (x—3)—lr—75)d(r—2) (x Loy

e 7 A € .17—3)
(X = ('U__L)}g dz

_ dx
(x—2)*
comme plus haut,

la différentiation d’un radical Ju second d
lement établie. Supposons, par exemple, que l'on ait

APPLICATION DES PRINCIPES DE DIFFERENTIATION. 27

36. — Fonctions algébriques irrationnelles. Larégle pour
egré peut étre faci-

IR )
y=y aa® -+ bx -+ C.

Posons
u— az®+br ¢,

il viendra
=
=\ H—u
et, en différentiant y comme unc fonction de fonction (23}

- du (2ax+-b) d>

dj=-=u = ——=— —_—

=2 Qfe- 1 2 yaz by + ¢’
o'est-a-dire que, pour obtenir la différentielle d'un radical du
second degré, il faut prendre la différentielle de la quantité
placée sous le radical, et la diviser par le double du radical.
3. — On suit une marche analogue pour différenticr un

radical d’indice quelconque. Soit
= d
=y u="u"?

wétant une fonction de 2. On en tirera (32)

1
n

dy :)—ll wn =

dotu il serait facile de déduire une regle.
Soit, par exemple,

o =\ 02 1 ba® +ex - d,

on trouvera
(3 ax*+ 2 bz +c) dx
dy —

-—————;’_—’———’—"
3 = = .
5\ (@2® +ba* + cx +d)’
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38. — On peut rencontrer des expressions dans lesquelles
fes radicaux sont mélés 3 des fonctions rationnelles , entiéres
ou fractionnaires,

Soit, comme exemple,

— T RV
=V

(! e
Y I

En appliquant d’abord la régle pour la difiérentiation d’un

: I AMM 1
quotient , aprés avoir mis en facteur %5 Ol trouyera

(14227 JT—3 (1 +22% V1 —2*, dg
‘,l:vJ

dy:%.

ou, en effectuant les différentiations indiquées au numéra-
teur,

=1 =222 —

[.1 :L‘\‘l—m’—(—l—- 2) J (-+2 01—z 502
3 [1—&

dy=1x . p dx

Supprimant le facteur 2 commun aux deux termes, et myl-
tipliant ensuite ces deux termes par /1 —a* il vient
4 .1‘[4.E(1——:L‘E)—(’1—{—9.1;’)17] —3(1+22%)(1—2?)

dy — lc.
Y Ll)‘\'l—l"z x

Effectuant les. caleuls au numérateur, et réduisant, on

trouve enfin
dz
= — ———e
2\ —a

On trouvera de méme que

(82* +4ar - 5)z*—1

K 5z

donne par Ia différentiation
dz
dy = =
Tyt —

APPLICATION DES PRINCIPES DE DIFFERENTIATION. 29

39. — Fonctions exponentielles ét logarithmiques. Soit
maintenant & différentier la fonction exponentielle

y = a’.

La méthode la plus simple consiste a prendre d'abord les
1 s deux p 3 écrire
logarithmes des deux membres eta écri

‘logy,—:gj IOg a.

1) égaler les diffé-
) en conséquence

Les variables étant séparées, on peut

(3
rentielles des deux membres, et écrive (17

{
|
M — ]Og a.dx )
Y
d’on
loga

loza A O iy
dy  loga y—=2% g dod dy= g a*dx

._——'. e

de " loge ™™ loge

i srivée de %, il suffit de multiplier
Ainsi, pour obtenir la dérivée de &%, 1l su I
loga - :

08
par le facteur constant I_oge'

Si I’on avait a=ge, il yiendrait

1
y:cf ei .(l_—:e’.

dx
1 roprieté ¢ S 57 lC

Ainsi la fonction ¢ jouit de cefte propriété qu'elle est éga

4 S
a sa dérivée. e

20. — Lexponentielle y=—a~" peut étre ramence a la pre
c(-den.te en posant —Z=—1u; d’ott du=—— dxz. On a alors

y=a -

par suite

log
dy= :
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Si a était égal a e, on avrait

dy

4 —="¢= vet
y dx

— —
c ?

. Q- - — ~ r ’ P, o * S
ainsi la fonetion ¢ est égale et de signe contraire 3 sa déri-
vée.

41. — Oa peut avoir en exposant te produit de x par une
constante. Soit, par exemple, y=—a"* On poscra u=—1mz
b \ 2
d’olt du=mdz. On aura alors

lUL"(I l oa

[ nY s 0?\(

(U _ =3 (l" dll —_= (['III 1“(’ 3
l ¢ l PR w il ve

. On trouyerait de méme que y==a~" donne par la dilféren-
tiation ;

loca
dy = — —— a7 mdg.

loge
On rencontre souvent des expressions de la forme
y=—=Ae"™ + Be™.
On en tire, en appliquant les régles précédentes,
dy=m (Ae"™ — Be—™) dz.
42— On avuau n° 17 comment on difiérentie le loga-
rithme de &; mais on peut avoir a différentier le logarith;le

d'une fonction de x, par exemple,

y=log' (v + yT+2%),

On posera

u=x-+\1+2a*, don «Iu:(’i-%- z _>(l.’c,
vi+a®

APPLICATION DES PRINCIPES DE DIFFERENTIATION.

e

u

on aura alors

= log"t, Fou dy=

(I+2+z)de _  ds

(IU: : — — T T———
(@41 —{—;1)‘)\“‘1-%—.‘1:‘ vl

43. — On pourrait élre embarrassé pour différentier la
fonction y =27 Il suffit pour cela de prendre les logarithmes
népériens des deux membres, ce qui donne

log’ y == log' z.

Les variables étant séparces, on peut égaler les différentielles
des deux membres (31), et 'on trouve

- ( log' ¢ + 1) de=(1-+1log'z) dz;
yu \ X .
dont

dy=y (1 +log ) de=a*(1 + log’z) dx.

14. — FPonctions circuluires. On a vu (18)que la difiéren-
ticlle de sin z est cos x dx.

Soit maintenant y = cos &. Pour différentier cette fonc-
tion, on_poutrait suivre une marche analogue a celle du
n° 18 mais il est plus simple d'opérer de la maniere sui-
vante. Posons

t—=—u, dot u=;—z, et du=—dz.

T ) ='smu
2 > "

Noug aurons
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el par conséquent

—
I

dy = cos udu=cos (‘2 — z) (—dr) = —sinzdy.

Soil y =tang z. On pourra écrire

sin 2
T cos

et, en appliquant la régle pour la différentiation d'un quo-
tient (22), on trouvera

cosZ.dsimz—sinz.d cosz  costa —+sinx

2

Cos* cos*x

dy= dx

__dx
T oeos'z
Soit de méme y =cotz; on écrira
s CcOos »
== ]

d'ou

sinz.deos 2 — cos2 dSNT  —sin® e — cncdm
di== r—cosaxd ML  —sin®z— cosly

=y
SIM- 2 e

sin*y
dz
sy’

45.—La sécante et la coséeante sont rarement employdes;
mais la différentiation de ces fonctions n’offrirait aucune dif-
ficulté. Soit, par exemple,

On posera
u=cosz, dol du=—singdz.

On aura alors

— =%
?]—,‘,——“ H

APPLICATION DES PRINCIPES DE DIFFERENTIATION.

et par conséquent

du
dy = —u 2(111:—;1—.3,

ou bien
sinwdx
dj— ——-
cos*
Pour y = coséex, on lrouverait

cosa dx
sin® &

dy

46. — Au lieu des fonctions circulaires directes dont nous
venons de parler, on peut avoir affaire aux fonctions circu-
laires inverses.

Soit, par exemple,

y =—arc.sin&;
on en deduira d’abord
x=siny, dou dr= cosydy,

de = 1 —sin*y.dy=y1—a*.dy;

dy = —dl'—
\11 —
Soit, en second lieu,
y==arc.cos;
on en déduira
&= o8 Y,
d'ott
de=—sinydy=— 1T —cos’y.dy,

v = —yl—ua*. (Iy,
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23. — On peut rencontrer des fonctions analogues aux

dy_—_—-T——J, précédentes (49, 46), mais dans lesquelles z est multiplié
Vi == par un facteur constant.

différentielle dont la forme ne différe de la précédente que Soit, par exemple,
par le signe. = sin m¥;

Soit encore
d'apres la regle de la difiérentiation des fonctions de fonc-

y — are tanz'a'; . o= .
J o tions (23), ou, en prenant mx pour variable, on trouvera

a0 en déduit
dy = cos ma . dmx =m cos ML dx;
x=taniy;
dlott ¢'est-d-dire qu’il faut opérer comme au n° 45, et multiplier
dy le résultat par m.
dx:——'-: 1 2 ¥ $ Q 1 61
oty (1 +tang®y) ¢y, Soit de méme

LD
y = arcsin - ;

de=(1+a)dy
%) dy 5 g X
en appliquant les mémes régles, on‘irouvera

| @ |
dx di - dx

iz \ a u dx
‘_*_J) (IU:—————:_-——————— —

dy =

Soit enfin \/i & \/1 a? \_u’——ﬁ'
y—are cob 2 ; @ @
on en deéduit On tronvera semblablement que

z == col . y = tang m¥
donne

mde
— — (] 4=col2y).dyz ___md.
1 (1 3-cot*y).dy . dy costma

el que

dz (1423 dy,. j = arc tang -
v 22

dr donne

d'l:’_'l L]
1+ z°

différentielle dont la forme ne différe de la précédente que
par le signe.
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8. — Enfin les fonctions circulaires peuvent se trouver
méléesavec des fonctions algébriques ou logarithmiques. Nous
en donnerons dCUX Oxemplcs. E .
Soit d’abord

y=c¢—log'cot ! z.

Posons

Lol
& =7, et cotv=u;
il viendra

y=c— log'u;

par conséquent

di.— ' —

sin 9
et
dv=—1 dx;

AR .
il viendra done, en substituant

dx dr
txcosix sing

Soit, en second lien,

W\

_— n Q & YT, -
y=Rarc.cos <'1 =5 ) — 2R — 2%

Posons

1= REBUCIAMN.-GES
arc co (1 R)’ =1 —l—i,L:\"ll(.l'—ﬁ;

il viendra

y=A—B, dou dy=d\— db;

APPLICATION DES PRINCIPES DE DIFFERENTIATION.

A=R arc cosu, d’ou

dA—=—R ,1_"_"_: o B Yy
\ = i T
Vi-(—1)

Rdx

l_.x — e,
0= V9Rz —a*

IB— 2R—2x)dr _ (R—z)dv
B= o The—z y2Ra—2"

par conséquent

R—(R—2)

} de =
\ 9Rhy —2°

dy =

Onpeut,a l'aide des régles ei-dessus établies, différentier de
meéme toutes les fonctions d'une variable.

29, — Les fonclions composées peuvent toujours étre dif-
férentiées directement comme des fonctions de la variable in-
dépendante @, et il y a rarement avantage & appliquer la régle
du n° 29, qui nous a servi surtout A établiv la méthode de

différentiation des fonctions implicites. Gependant, pour com-
nous traiterons

pléter ce que nous avons a dire sur ce sujet,
un cxemple de fonction composée.
Soit
_
(1) =1y 'l—v"—!—ﬁ:f(u,z-),

relation dans laquelle on suppose u=—¢é” et v=—sinZ.
On aurad’abord

df i iy 2 df _ .~ _t
du= " I —v w (“11_'—\'1__”‘! o
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Par conséquent

(2) dz= (\: et #) du — (,“—P 4 l) dv.

Wi—v  w

Ce résultat pent étre facilement vérifié. Sil'on y met pour
wetv leurs valeurs, en remarquant que,

du=e"dx et dv=cosadz,
on trouve

g A . sinx ersin g |
dz — <CQ§.L— = ) exde — (___ 4= ) cos s
e CoS T &

4 \

ce qu'on peut éerire
(3) dz=(e"cosx— e~*sinx — e*sinx — e~Feos ) dr.

Or <i dans la relation (1) on met pour w et v leurs valeurs,
on a
Z=e€'cosT-}+ e Tsinx,
ef si lon.dllfferc.nhhe directement , en appliquant les régles
pour la différentiation d'une somme et d’un produit, on re-
tombe sur le résultat exprimé par la relation (3).

iV. — DIFFERENTIELLES SUCCESSIVES DES FONCTIONS

§ I. — FONCTIONS EXPLICITES D'UNE VARIAELE

50. — La dérivée d'une fonction de & étant elle-méme une
fonction de z, on peut en prendre la dérivée ; on obtient ainsi
ce que 'on appelle la dérivée seconde do la fonction. La déri-
vée premiére ctant représentée par [ (x) ou par y', on repré-
sente de méme la dérivée seconde par /”( ) ou par y".

Cette seconde dérivée ¢tant encore une fonction de z, on

peut en prendre la dérivée ; et Pon obtient ce que 1'on appelle

DIFFERENTIELLES SUCCESSIVES DES FONCTIONS.
la de'riz'e'e troisieme, que l'on représente par " (x)
par 3" -
En p\enantla dérivée dela dérivée troisitme, on obtiendrait
la (I('mw quutueme, que on représenterait par ¥ () ou
par ¥, et ainsi de suile.

31. — Mais on emploie encore, pour représenter ces déri-
vées successives, une autre nofation qu'il faut connaitre.
On a vu (14) quela dérivée premiére peut étre représentee

par dy et porte alors plus particulierement le nom de coef-

da’
ficient différentiel. Par analogie, on peut représenter la déri-

; . dy’
vée seconde 7', c’est-a-dire la dérivée de y', par—; et, en

.
mettant pour 3 son expression 21%" on a

d![
“dr.
dx

_yll —

Or, dans le cours d'un méme calenl, I'accroissement infini-
ment pelit dz attribué i la variable indépendante est toujours
considéré comme constant, ce qui revient & supposer quecette

variable croit en progression aulhmethue dont la raison
est dz. L’expression ci-dessus peut donc s ‘écrire

g
y d.v*'

Au lien d’écrire deux fois le signe d de la différentiation,
on convient de ne I’écrire qu'une [ois ; mais on l'affecte de I'in-
dice %, et I'on éerit

Sous cette forme, la dérivée seconde prend plus particuliere-
ment le nom de coefficient différentiel du second ordre.
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Par conséquent

(2) dz= (\: et #) du — (,“—P 4 l) dv.

Wi—v  w

Ce résultat pent étre facilement vérifié. Sil'on y met pour
wetv leurs valeurs, en remarquant que,

du=e"dx et dv=cosadz,
on trouve

g A . sinx ersin g |
dz — <CQ§.L— = ) exde — (___ 4= ) cos s
e CoS T &

4 \

ce qu'on peut éerire
(3) dz=(e"cosx— e~*sinx — e*sinx — e~Feos ) dr.

Or <i dans la relation (1) on met pour w et v leurs valeurs,
on a
Z=e€'cosT-}+ e Tsinx,
ef si lon.dllfferc.nhhe directement , en appliquant les régles
pour la différentiation d'une somme et d’un produit, on re-
tombe sur le résultat exprimé par la relation (3).

iV. — DIFFERENTIELLES SUCCESSIVES DES FONCTIONS

§ I. — FONCTIONS EXPLICITES D'UNE VARIAELE

50. — La dérivée d'une fonction de & étant elle-méme une
fonction de z, on peut en prendre la dérivée ; on obtient ainsi
ce que 'on appelle la dérivée seconde do la fonction. La déri-
vée premiére ctant représentée par [ (x) ou par y', on repré-
sente de méme la dérivée seconde par /”( ) ou par y".

Cette seconde dérivée ¢tant encore une fonction de z, on

peut en prendre la dérivée ; et Pon obtient ce que 1'on appelle

DIFFERENTIELLES SUCCESSIVES DES FONCTIONS.
la de'riz'e'e troisieme, que l'on représente par " (x)
par 3" -
En p\enantla dérivée dela dérivée troisitme, on obtiendrait
la (I('mw quutueme, que on représenterait par ¥ () ou
par ¥, et ainsi de suile.

31. — Mais on emploie encore, pour représenter ces déri-
vées successives, une autre nofation qu'il faut connaitre.
On a vu (14) quela dérivée premiére peut étre représentee

par dy et porte alors plus particulierement le nom de coef-

da’
ficient différentiel. Par analogie, on peut représenter la déri-

; . dy’
vée seconde 7', c’est-a-dire la dérivée de y', par—; et, en

.
mettant pour 3 son expression 21%" on a

d![
“dr.
dx

_yll —

Or, dans le cours d'un méme calenl, I'accroissement infini-
ment pelit dz attribué i la variable indépendante est toujours
considéré comme constant, ce qui revient & supposer quecette

variable croit en progression aulhmethue dont la raison
est dz. L’expression ci-dessus peut donc s ‘écrire

g
y d.v*'

Au lien d’écrire deux fois le signe d de la différentiation,
on convient de ne I’écrire qu'une [ois ; mais on l'affecte de I'in-
dice %, et I'on éerit

Sous cette forme, la dérivée seconde prend plus particuliere-
ment le nom de coefficient différentiel du second ordre.
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D(,} méme on peut représenter la dérivée troisiéme 3
la dérivée de y", par i

£[yll (l! 1/
dzx ou (1;[‘73

dz

b

et, puisque du est regardé comme constant, on peut écrire

e adty
i

ol el VR : : :
Jn n'écrit le signe d qu’une-fois en Iaffectant de I'indic

et 'on a €%

@yl

" =
y Ll

) A e N e 5

¢ ezt le Foe//zczent différentiel du troisidme ordre
‘n oene v 1 [

Uhii geénéral, on représente d'fine maniére analogue la déri-

vee d’un ordre quelconque n; et I'on éerit f

n

y'”} - {1_‘! q
da”
c est le coefficient différentiel de I'ovdre n
52. — Soit, p =g i
Soit, par exemple, y=2™ on en tirera
_d.i = ,mxm—l . l[! ?/ (

= g — M=) =t

&y : Jn
o | m(m—1) (m—2) 7
et en géncral

"y
Wf m (’"—1)(’“—9)--.(m_n_H) .

On peut remarquer que, pear n—=m, on obtient

m

dz

=m(m—1)...3.92.1
) SE

-

ESSNSIT e o

DIFFERENTIELLES SUCCESSIVES DES FONCTIONS. 4
quantité constante; en sorte que la dérivée de l'ordre m+1
est nulle, et qu’il en est de méme de toutes les suivantes.

On en conclut qu’une fonction algébriqueentiére du degrém
n'a pas plus de m dérivées successives;; la dérivée de Pordrem
est constante, et toutes les suivantes sont nulles.

Mais, pour toutes les autres fonctions, le nombre des déri-
vées successives est indélini. Si, par exemple, on ay=¢, on
en déduira

dy d*y _— A
== =5 =2¢; P
dx dx da®
et ainsi de suite ; toutes les dérivées sont égales entre elles et

la fonction é.
Si Pon a y==sinz, on en déduit

T — |
de TR
'y

: d*y | B2
(—I_l‘x — — €GOS T§ H{IE — — SINDLy «oej

——sinx 5

les dérivées se reproduisent périodiquement dans I'ordre
—+ cosx, —sin&, — COST, ~—SINT.

On verrait de méme que les dérivées de ™ ont toutes pour
valeur absolue e~*, mais qu’elles sont alternativement affec-

tées du signe — et du signe + , et que les dérivées successi-
ves de cos 2 se reproduisent périodiquement dans Uordre

—sinx, — COSE, —+ SINZ, —COSL.
53. — La notation des différentielles successives se déduit
de celle des dérivées.
Les différentielles successives de y sont:

dy, d.dy ou &y, d.d'y ov &'y,

et ainsi de suite.
Si maintenant onse rappelle que la différentielle d'une fone-
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tion de z est ¢ ] Arive
ey ‘lt .Lgale a sa dérivée multipliée par dz, et que le
p Q > “ : - » . ey i f
dx doit étre considéré comme constant, on aura
? [¢

dy = [ (z) dx = dy dx
deiiy?

¢y = (" (2) dode = &y dz®
dat i 2

(l3y due /‘NI (“1‘) da,l".l[.[‘ A (1 1]
: dx®

: (I.l:",
L (lil .\i |i i > ne ( |} < 9
;S e, l‘Cla“O“ gu .1
: = 1 au J € ;

dy d*y &y
dedy®’ dgs 21

sont desnolations spéci
10ns specmlm
s et non des quoti
AN ents,
Un a, en gcneral, q ents

. I
(l y = :[_ly I.L‘",

L

et l'on voit que la différentj
jue la différentielle de I'ordre n est un infiniment
. S n
etit du mé e, pui ;
I 1eme ordre, puisque le facteur dy T
qp: » QU représente

S L AU YA
ne dérivée, est généralement fini,

§ 2. — DIFFE
RENTIELLES SUCCESSIVES DES FONCTIONS EXPLICITE
DE PLUSIEURS VARIABLES (

54. — Soit f(u, v oncti
ey Oll,/()l,v; une fonction de deux variables ind
antes. On a vy sa deérivé olle (26 s
L VU que sa dérivée partielle (26) par ra
a u esbreprésentée par 4 Cette déri o
e par ——. Cette derivie &l ;
21 I ¢ deriyee elant, en général,
l'e.-n'ume une fonction de u et de v
derivee partielle par rapport ’
tation adoptée pour les foneti

: on peut en prendre la
au; el, conformément a la no-
on d'une variable (51), on la re

! = g =

- des divers ordres prises

DIFFERENTIELLES SUCCESSIVES DES FONCTIONS. 45

S d* ot yd ! :
présentera par TI- (olle dérivée seconde étant une fonction
d?

Jdeu et do v, on pourra en prendre la dérivée partielle par
s 3 rrasly i T
rapport a 1, et I'on aura la dérivée troisieme -p 55 et ainsi de

suite.
“.On verrait de la meéme maniére que les dérivees partielles
par rapport a v sont représentées par

df @f @&f
B’ @ dv’ "
Mais, aprés avoir pris la dérivée partielle par rapport au,

df
du’
en prendrc la dérivce par

e 1

analooie, par ——:
8, PAL iy

On pourrait, au contraire, apres avoir pris la dér

comme cette dérivée estune fonction de u et de v, on peut

rapport & v; on la représente, par

ivee de

f (u,v) par rapport av, %, prendre la dérivée particlle de

3

celle-el par mpport Qs on la rcprésentc par ————dv T
vl

Plus généralement, on peut, aprés avoir pris p dérivées par-
tielles successives de f (u, v) par rapport i u, prendre ensuite g
dérivées partielles successives de la dernidre par rapport a .

Le résultat final de ce calcul est une dérivée del'ordre p + ¢,
que I'on représente par

df

du? dv?’

en remplagant, pour abréger, p - par n.

Si, pac exemple, on a pris deux dérivées partielles suc-
cessives par rapport a i, puis trois dérivées partielles succes-
sives par rapport a v, le résultat final serareprésenté par

&ef

e dv®
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5. —Dans ce genre g
est indifférent.

On fait voir

e caleul, ordre des

aisément, par exemple; qu’on a

arf _af
dude ™ dy dy

En effet, on a vu'ay o 12, quessi I'on 3 ==

Ay = f (z +dy) - [ (z),
d'ou M
1) dy  flz+ dx) — f(x)
de dr 3
Si donc on g 2 — [ (u, v)

second membpe comme fon
constant, on aura

» et que 'on considare d’abord le

ction de u, Cest-a-dire comme

@) dz _ [(u—+du, y) — [ (u, 2)
[i du—

St 'on veut ohtenip la dérivée de cette expre
port a v, il faudra, d'aprés Ia régle o
tion (1) elle-méme, changer, g
lavariable ¢ en U=-dv, re valeur pri-
mitive de ce second memb rence par dp,
ce qui donnera (3)
@z [ (u—+du, V+dv)—f(u, v—%—z/r)—/‘t’lz+rl//.-z')-4—/'('1(, v)
dudv— dudy

du f

ssion par rap-
Xprimée par la rela-
ans le second membre de (2),
trancher du résylat Ia

re, el diviser la djffe

Supposons maintenang que I'on fasse le caley] dans un ordre
inverse. En ne fajsant varier d’

abord que y, o aura

ds (0 dv) < f(u v)
dv =

Pour obtenip la dérivée de celte expre
il faut, conformément 3 la régle e

dy

ssion par rapport 4 g,

Xprimée par | relation (1),

différentiations

[ (z), on en tire

!

————

e e S —

S

o am——

S FONCTIONS. 45
DIFFERENTIELLES SUCCESSIVES DES FONCTIONS i
raviable w en u -+ du,
lans le second membre, la varia
‘hanger, dans le secon ey s
:'clr"izch,er du résultat la valeur prlmm\e.d:lz ce zec o
bre, et diviser la dilférence par du, ce qui donn

2, f‘u—%—du.v+(lv)—f(u-+—lllhl')—f("'v—’-dv)_*_l(“’v)~
Id ; — dv du
(v di

Or, si 'on compare les sccond§ .r\neml)res dcsq:ell;l;((;rrl; 321
et (4), on reconnait qu’ils ne d}[ferfautj q‘u[«zc{)(;urs e
termes du numeérateur, ou par | 01“dxe. es
minateur; ils sont done égaux, et I'on a

dz 13
dudv ™~ dvdu

| 1 bien 3 érivée qu'a
' 1 si bien a une dérivé
Je théore ant applicable auss
Ce théoréme étan . o el
netion [ (u, v : en résulte qu'on | ‘
la fonetion f(u, v) elle-méme, il T ﬁagons i
i intervertir 'ordre de deux différen i g
1rs ; o ‘
o leonques, et amener par conséquent les dlff(,f‘.(;l : e
que s, et ¢ : .
: suecéder dans wun ordre quelconque; ce qu g
se sue
d'¢tablir. :
¢ 7 que la relation
56. Cela posé, on a trouvé ann® 27 que la relat
20,
%= [ (1, )
donne

(II‘ ! gl,, )
() = gl acgg e

i ifférentielle totale de f (u, v).
x désignant la différentiel $Y
dz ;le ;,'(il dilférentie les deux membres en falaant. tqut Till’uu..
- . Zeial .
I Llli ation des régles relatives a la différentiation
applic . ‘
<o:nlme et d'un produit donnera

: If df By
d dfys 1 <( ) dv—+ " d*v.
(6) dz= d(df:) du + e d*u—+¢ dv e

sonsol i 2l 1o réle e primds
[ ¢ fi s - et la régle expr
Mais si I’on applique aux fonctions i et i g
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par la relation (), on obtient

([.((//) _af du & Wi

du) — du? dudv

([.<£l/) __ & gt tl_/ i,

dv /) dvdu dv?

Substituant ces valeurs dans fa relation (6), et remarquant
d'f d*f

$ — ——"— on trouve
99 ide — dvdu’

. df
dPu ===t .
' dv

” ) !3 \ 2 *’f f
(7) d*s= 23 dw?+2 @f dudy —;—4 {(hF =
du dv dv* du

du?
57. — Pour obtenir &z, il fandrait différentier la rela-
tion (7) en faisanttout varier; la différentiation introduirait -

. < Bf &f [d*f
1° les vd. [l LT @«
1° les quantités d ((W> ; d'(du ([v) . d'&dv’) , dont on

obtiendrait la valeur en appliquant a ces fonetions la régle ex-
primée par I'équation (5), et 2° les qnantités d d’)ot d af
du/ - dv

déja obtenurs plus haut; en faisant les substitutions, et tenant
compte du théoréme du n°® 55, on arriverait i la valeur de 2.
On suivrait une marche analogue pour obtenir d*z et les
diflérentielles suivantes. Mais le caleul va tonjours en se com-
pliquant, et, au deld de d*z, les résultats ne sont pas utiles
dans les applications ordinaires,

Revangues.— I. Dans le cas particulier ot « et v sont rem-
placés par z et pary, et ot I'ona
r=[(x,y),
on pose souvenlt

f i 128 ap
(Il _py f[l :(/’ (‘/ . r, I[/
da dy

dx v ([y

DIFFERENTIELLES SUCCESSIVES DES FONCTIONS.

Les équations (9) et (7) deviennent alors

( dz=pde—+qdy ‘ .
| @ z = rda® + 2sdzdy +tdy - pd* & 4 qd°y.
Ces notations sont adoptées par heaucoup d'auteurs.

1L Si les variables x ety, au lieu d’étre mdependalnte:,
. W o < - - . " . ﬂ ‘a-
étaient fonctions d'une meme variable mdcpel'ldantc Oy
riable z serait aussi fonction de a, et I'onaurait
( [ 7 . d*y 12
dx Ly Pr=— d2, &y= 775 @2,
dr— 7 dz, dy= 7 dz, i .

d*z

Pr—— da*.
i ds?
En substituant ces valeurs dans la relation (8) et divisant

par da*, on trouve

(dx\? lx o\ dwo Py
- 176 (dx f)il_‘.[ﬂ ‘ t(u il gty
K‘d‘x, TS 5\l TR e

¥
~
-3

o

EES
< 3. — DIFFERENTIELLES SUCCESSIVES DES FONCTIONS COMPOSE

e A o Lo
58. — Si, dans la fonction f (1, 0), les var n’able.~ u het l’\.a
lien d’étre indépendantes, sont fonetions d’une meme

S SEa
riable 2, la relation (7) du n° 56 n

on a alors

‘en a pas moins lieu. Mais

; 2 dy—v'de, @v=1"dzs’
du=w'dx; Gu=u"dr’ dv=1'dx, d g

o u, o, 0 désignant les deux premicres dérivee
43 ) ’ ) o] )

de v par rapport & &. Su
par da*, on obtient

2 2 2 tf If .0
(10) p ¥ il | & 2—(14—1— n’v’-—'.—(—ll»‘/;v'i—&-‘—/ S
i det = dw dudv dv

s de u et

bstituant ces valeurs et divisant

= St
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§ 4, — 3
§ DIFFERENTIELLES SUCCESSIVES pEs FONCTIONS IMPLICITES

39. — Soit f(z,y)=0, ]
bles z et y, la premiére étant |
Posons d’abord

a relfilmn qui lie_deux varja-
a variable indépendante.

E=f(z, y),
nous ddui y é
usen déduirons, en verty del equation (10) du no

&z d&f d*f
dvt~ do2” 2 (m; ¢

as.

Mais puis L )
S puisque la fonction f(z, Y) est constamment nulle, j|

el = me d SUue b - b € > a

~
done —=—0_ F Sme <
e . En méme lemps, z devenant la varialje indé-

pendante, onaa’— 1 et £"=0;

L .
peed quation ci-dessus deyient

| dof By
0\ ey AL il

_— 1.
dr> ™ dady dy /:‘)'

(
11 f: i
aut remarquer que eette relati ut se dédng
Nl q ] clation peut se déduire de la

12 df

de ™Y gy = &
<r!f1bhe au n° 50. 11 suffit pour cela de différentier Je
mier membre en faisant tout varier, ¢t en reg: e

‘men ardant ¢’ co
une fonction de z ‘égaler 3 76 ik kst b
r, et d'égaler & zéro la dérivée amsi obtenue

: Ql I onopére de méme sur la relation (1), ’est-a-dire si '
dilférentie Ie premier membre en faisant tout varier, et )
At ! en
fe,,'aldant y' et y" comme des fonctions de z, puis qu'm; égal
a zéro la dérivée obtenue, on trouye A
" dsl' 8 (15 ¥ 54 X
() <F + 5y g iy O L
dx dz*dy dedyp ™Y di®
{ P = (_Pf &f
+3 + Yy
dedy " 7 dy

" uls 1.
>U +Y {(.71//:09

\
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équation qu'on pourrait obtenir aussi, mais moins simplement,
en snivant la marche indiquée au n° 57, changeant u et ven-2
et en y et remarquant que puisque & devient variable indé-
pendante, on a

a' =1, 2"=0, 2"=0.

On voit que la premiére dérivée est donnée par la relation
(12) ; cette dérivée étant connue, on substituera sa valeur
dans la relation (11), qui donnera y"; les dérivées y' ety" étant
connues, on substituera leurs valeurs daus la relation (13),
qui donnera y".

Les dérivées suivantes ne se rencontrent pas dans les appli-
cations ; mais elles s'obtiendraient par des calculs analogues.
Pour obtenir ", par exemple, il faudrait égaler a zéro la déri-
vée du premier membre de I'équation (11) prise en faisant
tout varier et en regardant y’, 4" et y” comme des fonctions
de z.

V. — DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS EN SERIES
§ |. — FONCTIONS D'UNE SEULE VARIABLE

60.— Ltant donnée une fonction de x, que nous représente-
rons par [ (x), on donne i la variable z un accroissement h,
et 'on se propose de développer f(z + k) enune série ordon-
née suivant les puissances eroissantes de h; en d’autres ter-
mes, on se propose de trouver une série de ce genre qui puisse
remplacer la fonction f(z—+ h). Il faut pour cela que la série
obtenue soit ¢onvergente (voy.1'Appendice), et qu’en prenant
un nombre suffisant de termes, on puisse, quel que soit 2, ap-
procher autant qu’'on le voudra de la valeur de [(z—+1).

61. — Sila fonction proposée est algébrique et entiére par

rapport i z, le développement demandé est facile & obtenir.
4




PREMIERS ELEMENTS DU CALCUL INFINITESIMAL

§ 4, — 3
§ DIFFERENTIELLES SUCCESSIVES pEs FONCTIONS IMPLICITES

39. — Soit f(z,y)=0, ]
bles z et y, la premiére étant |
Posons d’abord

a relfilmn qui lie_deux varja-
a variable indépendante.

E=f(z, y),
nous ddui y é
usen déduirons, en verty del equation (10) du no

&z d&f d*f
dvt~ do2” 2 (m; ¢

as.

Mais puis L )
S puisque la fonction f(z, Y) est constamment nulle, j|

el = me d SUue b - b € > a

~
done —=—0_ F Sme <
e . En méme lemps, z devenant la varialje indé-

pendante, onaa’— 1 et £"=0;

L .
peed quation ci-dessus deyient

| dof By
0\ ey AL il

_— 1.
dr> ™ dady dy /:‘)'

(
11 f: i
aut remarquer que eette relati ut se dédng
Nl q ] clation peut se déduire de la

12 df

de ™Y gy = &
<r!f1bhe au n° 50. 11 suffit pour cela de différentier Je
mier membre en faisant tout varier, ¢t en reg: e

‘men ardant ¢’ co
une fonction de z ‘égaler 3 76 ik kst b
r, et d'égaler & zéro la dérivée amsi obtenue

: Ql I onopére de méme sur la relation (1), ’est-a-dire si '
dilférentie Ie premier membre en faisant tout varier, et )
At ! en
fe,,'aldant y' et y" comme des fonctions de z, puis qu'm; égal
a zéro la dérivée obtenue, on trouye A
" dsl' 8 (15 ¥ 54 X
() <F + 5y g iy O L
dx dz*dy dedyp ™Y di®
{ P = (_Pf &f
+3 + Yy
dedy " 7 dy

" uls 1.
>U +Y {(.71//:09

\

DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS EN SERIES. 49
équation qu'on pourrait obtenir aussi, mais moins simplement,
en snivant la marche indiquée au n° 57, changeant u et ven-2
et en y et remarquant que puisque & devient variable indé-
pendante, on a

a' =1, 2"=0, 2"=0.

On voit que la premiére dérivée est donnée par la relation
(12) ; cette dérivée étant connue, on substituera sa valeur
dans la relation (11), qui donnera y"; les dérivées y' ety" étant
connues, on substituera leurs valeurs daus la relation (13),
qui donnera y".

Les dérivées suivantes ne se rencontrent pas dans les appli-
cations ; mais elles s'obtiendraient par des calculs analogues.
Pour obtenir ", par exemple, il faudrait égaler a zéro la déri-
vée du premier membre de I'équation (11) prise en faisant
tout varier et en regardant y’, 4" et y” comme des fonctions
de z.

V. — DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS EN SERIES
§ |. — FONCTIONS D'UNE SEULE VARIABLE

60.— Ltant donnée une fonction de x, que nous représente-
rons par [ (x), on donne i la variable z un accroissement h,
et 'on se propose de développer f(z + k) enune série ordon-
née suivant les puissances eroissantes de h; en d’autres ter-
mes, on se propose de trouver une série de ce genre qui puisse
remplacer la fonction f(z—+ h). Il faut pour cela que la série
obtenue soit ¢onvergente (voy.1'Appendice), et qu’en prenant
un nombre suffisant de termes, on puisse, quel que soit 2, ap-
procher autant qu’'on le voudra de la valeur de [(z—+1).

61. — Sila fonction proposée est algébrique et entiére par

rapport i z, le développement demandé est facile & obtenir.
4




50 :ﬁlglwli&s,ii_ GMENTS DU CALCUL INFINITESIIAL.

S §>._é;@a§p§] que, dans le développement d’une puis-
nfieentiirendy | himpme & -+ h, chaque terme se forme du
B \a o i ih e
‘%“@g‘dﬂgl)}f‘&l}nl“l} iant par. I'exposant de 2 dans ce terme,
#rﬂ aﬂ?fv@ unité Uexposant de x, en augmentant
e [0X #ant de h, et en divisant enfin par le nombre
assett précedent celui que P'on veut former. Ceci
] A-dirtl gme, dans le développement, le coefficient de
chaque puissance de h est égal ala dérivée par rapport a x du
coeflicient précédent, divisée par lo mombre des termes qui
précedent celui quel'on considére. Ainsi le terme général du
développement de (x—+h)™, savoir :
mm—1) (m—2)...(m—n-+1)

= < ~L.m«zi- hﬂ
1,235, Ln

donnerait d’aprés cette regle

m(m—1)(m—2)...(m—n+1)(m—n)
1.2.8..n(n-1)

M—ni—1 B+l
x UhE s

ce qui est bien le terme suivant du développement.

La méme régle subsisterait évidemment si la puissance de
x-+h que l'on développe était multipliée par un facteur con-
stant ; car ce facteur affecterait tous les termes du développe-
ment sans.altérer la_loi suivant laquelle se forment les coeffi-
cients suceessifs des puissances de h.

62. — (ela posé, soit
{(z)=Az"+ Ba"~ 4+ Ca" ... + Tz4+-U,

chanaeons ¢ en &-+=hs il viendra

flx+h)=A@-+n"+Bx+ =t 4 C (x4 h)" ..
+T(x=+h)+TU

ou, en développant et ordonnant par rapport ah,

b
7

o e
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Or, les termes qui forment la premiére colonne verticale
reproduisent la fonction proposée f(z). D'aprés la remarque
aite plus haut, chacun des termes qui forment le coelficient
de h est la dérivée parrapport a & du terme qui lui correspond
dans la colonne précédente, divisée par 1; I'ensemble de ces
termes est donc la dérivée de f(x) par rapport & z, divisée
['(x)

par 1, et peut conséquemment s’écrire .Chacun des ter-

mes qui forment lecoefficient deli* est la dérivée par rapport
a z du terme qui lui correspond dans la colonne précédente
divisée par 2 ; 'ensemble de ces termes est doncla dérivée de
fi@) s\ ) & 1l ()

Tdmsee par 2, et peut s'écrire 1o On verrait de méme
que I'ensemble des termes qui forment le coefficient de h® est
["(x)

la dérivée par rapport a z de 19 ° divisée par 3 ; et peut

. 1 ™) v, <
s écrire Ii 5= Etainsi de suite ; on a done

). . ["(x),
pEet 8

flo-+)=1(z) +

ge développement n’a qu'un nombre limité de lermes
parce que la dérivée d’ordre m est conslante et que toutes le;
suivantes sont nulles. Le nombre des termes du développement
est donec m—+1 ; on I’écrit ordinairement

{@+1) =((@) + ()] +1(0) g 1" (0) s

.
Cette formule est connue sous le nom de formule
Taylor.

Si, par exemple, on a

=3 +H2*— Tz -4,

DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS EN SERIES.
on trouvera successivement
f (@)= 4ot — 92*+10z— /8
f" (I).—_‘l‘lﬂ;’—is.’l‘} -+10,
"(x)="24x —18,
w(x) =24,

et par suite
_ h h*
fla+h) = o'+ 4a*|7-+-122% g
— 35— 92*| —18z
+522+-10x | +10
—Tz— 1

4k

ou
[(@+h)= '+ 47| h+-6a* he-4x | TE-hM
—5°— 92| —9z —3
+5a 10z | 49
—Tx— 1
4

63. — Il était naturel de rechercher si les fonctions autres
que les fonetions algébriques entiéres peuvent élre dévelop-
pées d'une maniére analogue. On démontre de plusieurs ma-
niéres que la série de Taylor subsiste toutes les fois que la
fonction f (z) et toutes ses dérivées conservent une valeur
finie entre les limites répondant & z et 3z -h, I étant d’ail-
Jeurs une quantilé trés-petite. Nous adopterons la démonstra-
tion suivante, qui est, a4 quelques détails prés, celle de
Lagrange.

Il faut d'abord élablir le lemme suivant :

Toute fonction ¢ (h) qui sannule avec la variable h, estde
méme signe que sa dérivée pour des valeurs de h suffisam-
ment petites. En effet, lorsque h croit a partir de zéro, la va-
leur absolue de ¢ () est nécessairement croissante, et
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¢ (h-+ ah) est de méme signe que o (k) pour h suffisamment
petit. Or on a (13)

i 1o @ (R AR) —o (h)
(1) ¢ (h)=Ilim. T

Sio(h~ah) et o (h) sont tous deux posilifs, la différence
¢ (h =+~ k) — o (h) est positive; et, comme ah est positif, le
second membre de la relation (1) est positif; il en est de
méme 3 la limile, c'est-a-dire pour Ak infiniment pelit; donc
¢’ (h) est positif, c'est--dire de méme signe que o (h).

St o (h - ah) et o (h) sont tous deux négalifs, la différence
¢ (b~ ah) — o (k) est négative; done ¢ (h) est négatif, c’est-
a-dire encore de méme signe que o (h)

61. — Cela posé, considérons une fonction f (x), finie et
continue, dont toutes les dérivées restent finies depuis la va-
leur z de la variable jusqu’a la valeur 2 + h peu différente.
On pourra toujours écrire

f(z+h)y=f(z) 1" (z) ]1' ) i,i.z.
-

(2)\ 5 )
' il ,m (’L) 9% ar\ -\ ___,_f\;u—i\(a:) ‘)\_"_*_Br

\

la lettre R, désignant une quantité définie par la rela-
tion (2) elle-méme, et & laquelle on donne le nom de reste. Il
s"agit de faire voir que, dans les conditions indiquées ci-dessus,
ce reste peut étre rendu aussi petit qu'on le voudra en pre-
pant un nombre de termes suffisamment grand.

Ce reste est une fonction de 2 et de h qu'on peut toujours
mettre sous la forme

(2)

Pour des valeurs déterminées de z et de h, R, a Iui-méme une
valeur déterminée, et d’ailleurs finie comme le montre sa va-
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leur tirée de (2). Nous la supposerons d’abord positive pour
fixer les idées.

Soient A et B deux nombres comprenant entre eux F (z, h).
Si dans la relation (2) onmet a la place de F (z, h) un nom-
bre plus petit A, I'égalité (2) se changera en inégalilé; et, en
passant tous les termes dans le premier membre, on aura

i b ~h_:.."'-x‘.’2
\1@=0)— | 1@)+F @) ;+1"0) 1
(i’) IS I n
) !
1 17 () o . U.
+I1) Tgg++A ‘1.2.5...11] &

Le premier membre de celte inégalité est une fonction de h
qui S'annule avec f; en vertu du lemme démontré plus haut,
il est done de méme signe que sa dérivée par rapport a h; et
I'on a

: ; vy O erer o
P @+1) — @)+ @+ @) g+
o) h
A————-—|>0.
+A TR (Sl

Le premier membre de cetle inégalité est encore une fonc-
tion-de h qui s'annule avec h; il est donc de méme signe que
sa dérivée par rapport a h; et'ona

b — [ @)+ [ ) +

(G) hi—2
5>

En continuant ainsi, on arrive, aprés n différentiations, a
I’inégalité

(7) " (@-+h)—A>0.

Supposons maintenant que davs la relation (2) on rem-
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place F (z, h) par le nombre plus grand B, on aura I'iné-
galité

: B L g B
fo+B—=[@) -+ @)} + 1" @) g
® T R
+ [ (@) g+t B ﬁ]< 0.

/
"2 1.2.5...n

En raisonnant et opérant sur cette inégalité comme sur
Vinégalité (4), on verra qu’aprés n différentiations par rap-
port & h, on arrive & I'inégalité
(9) ["{x+h)— B <0.

Il résulte des relations (7) et (9) que {* (z —+h) est com-
pris entre A et B, résultat qui subsistera encore si I'on prend
pour A et B la plus petite et la plus grande valeur que puisse
prendre [ (2 -+ h) quand h varie de 0 2 h.

Mais si les relations (7) et (9) sont satisfaites, on voit aisé-
ment qu'en vertu du lemme invoqué toutes les inégalités
précédentes sont également satisfaites, et quon a en parti-
culier les inégalilés (4) et (8), ce qui suppose que A et B
comprennent entre eux F (z, k). La fonction F (z, h) est donc
comprise entre la plus petite et la plus grande valeur de
[*(©~+h); elle est par conséquent égale 2 I'une de ses va-
leurs intermédiaires; et ’on peut poser
(10) F(z, h) = f* (z + oh),

6 désignant un multiplicateur . inconnu, mais compris
enire 0 et 1.

Nous avons supposé R, positif: s'il était négatif, les raison-
nements demeureraient les mémes, il n'y aurait de changé
que le sens des inégalités ci-dessus écrites; on parviendrait
done encore & la relation (10). Il en résulte qu'on peut
écrire
he
1.2

e 1 I
i P (.1‘)1 . —i—...+/"(£+0h)T

ed

[+ =)+ (&) L )

(11)
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Cette formule peut encore s’écrire :
df b &f I
f(‘l;"f'h)-_—-_l‘(l)—r’;l"n‘i EII‘”L?
(11 bis) &K
gy R5
65. — Remarque. Cette formule donne la valeur ‘de
I'accroissement Ay d'une fonction correspondant & I'acerois-
sement Az de la variable. Il suffit d’y remplacer h par Az, et
de remarquer que f (x + h) — f (x) devient alors

[(x—+az)—f(z) ou Ay.
On adone

df &f Az
—_— ] ~ 1 _— . — T
M=z T 12
Si Az devient infiniment petit, il en est dc méme de Ay,
et I'on peut écrire
df ,  &f dt & dv’ '}
=Y 12 125
Ce n'est done qu’en négligeant les infiniment petits du second
ordre qu'on peut écrire

dy

i
dy:i—lgd;v, ou rly_-—_I dz.

(184

Celte derniére relation n'est donc une identité qu’en appa-
rence.

66. — Remaroues. I. Si, comme on I'a supposé, f(z) et
toutes ses dérivées conservent une valeur finie de la valeu’r x
3 1a valeur © -+ h, le reste R, tend vers zéro :*1 mesure qu'on
prend un plus grand nombre de termes. Lela' est évident
pour h<<1, puisque h* peut devenir plus petit que toute
guantité donnée en prenant n suffisamment grand. Mais cela.
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est vrai encore pour h quelconque. Car soient p et p+1 deux
nombres entiers comprenant h, la fraction
hn
4.2. 9.0
pourra s'écrire
h? h I h I
123:50p p+1p2 p+3" """

I h h h
pH4p4+-2"p+357"

h n—D
(p -+1 ) i

et comme p +1 est plus grand que k, 1a puissance n—p de

e
n

est moindre que

: h
la fraction étre 1 i peti ’
o peut étre renduc aussi petite qu’on voudra

en prenant n suffisamment grand. Le reste R, renferme donc
i factelllr qui tend vers zéro; donc il tend lui-méme vers
zéro, puisque par hypothése, les autres factenrs sont finis

II. Le lemme démontré au n° 63 est toujours wvrai
pour h trés-petit ; mais il peut subsister pour une valeur finie
q.uelconque deh, siy, de 04 h, la dérivée o (h) conserve son
signe, el que ¢ (h) continue a croitre en valeur absolue; car ce
sont les seules condilions nécessaires pour que la dém;n%ra-
tion du lemme demeure applicable; L

67. — En répétant les raisonnements du n° 64, on dé-
montre qu on a

I
1S

P hy = )y )
Ve i i
i
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formule qui ne differe deJa formule (11) qu'en ceque v a été
changé partout en — h.

Les formules (11) et (12) constituent la série de Taylor.
Elles sont applicables & toutes les fonctions dont les dérivées
successives, ainsi que la fonction elle-méme, conseryent une
valeur finie entre les limites © —het @ - h.

68.— Le reste R, de la série de Taylor est susceptible de
plusfem‘s autres formes; nous ferons connaitre la suivante
dont on a quelquefois besoin.

Iaccroissement h donné A 2 étant arbitraire, on peut le
choisir de maniére que z -+ soit égal & une constante ¢, et
qu'on ait z-+-h=¢, Aot dx <~ dh=0. Le reste R, qui est
généralement fonction de & et de h, devient dans ce cas fone-
tion de x et de e— , cest-a-dire qu’on peut le représenter
par ¢ (z). On a done

. _ - n . Iy
Ay A+ =f@=f(@) -+ @7+ @1

5 n—1
+ " (x) 1—’;—3-1— e [ () I—Z_L(T—_—T) +o(x).
Différentions en faisant varierz et h; les termes se rédul-
ront deux a deux en vertu de la relation de—+-dh=0, et il
_restera
: = o
() T95. =) +¢ ()
d’ou
(2) ¢ () =—["*(z) ——L
‘ ' 1.2.5...(n—1)

Mais on a, par la formule de Taylor, bornée au premier
terme,
olz—+h)=7(z) 7 (z-+0h)h
d’olt

¢ (&) =3¢ (¢) — o' (x+6R).
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Or,il résulte de lavelation (1) que ¢ (z) s’ annule pour h=0,
ou z=c; on a donc ¢ (¢) =0, et il reste
(3) o (#)=—hg (x+0h).

' I:;ms la_relation (2), changeons z en &-+0h; comme
A D e

egale c—a, h se changera cn ¢—a— 0h ou en h— 6k, ou
cnfinen i (1 —0), et il viendra ,

$.2:3 (n—l)

et, en substiluant cette valeur dans la relation (3)

/?

(2 4-0h)=—" ($+0],)

{ /i

(4) olr)= +f”(p+0h)%.
"n—

Telle est la seconde forme qu'on peut donner au reste R,
dans lo développement de f(z ~h).
S'il s’agissait du développement de [(x—h), on trouverait

de méme
Lt ('l — )t
(n—1)

69. — Dam Ia Qe“e (ll)
on peut remplacer 2 p
par z et écrire P par loet h

{(v=+m)=f (b} +f" (h) +( ) +f’”(’*)
~+ [ (h+0z) i35 ‘)‘; -

Si alors on fait k=0, on obtient

B)= 7 J; ) T !
(13) [(@) f(0)~r—f(0)l+/ (0) ﬁ_;_f (0) 1.;'3+elc.

JZ

+f" (01,)1 R

Cetteformule est connue sous le nom de série de Maclaurin
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Elle sert & développer une fonction de & suivant les puissances

croissantes de cette variable. Elle suppose que les fonetions

£(0), f(0)5 f7(0); weey " (0) soient des quantités finies.
Nous en verrons bientot les applications.
On peut donner au reste la forme (68)

;l'r" (l L % 0]:1—-&

§ 2, — DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS DE DEUX VARIABLES

0. — La séric de Taylor peut étre élendue aux fonctions
de deux variables.

Ftant donnée une fonction de deux variables f(z,y), ony
change & en I, et y en y+Fk, ct Uon demande de déve-
lopper[(z+h,y k) en série ordonnée suivant les puissances
croissantes de I et de k.

En considérant d'abord f (z + h,y -+ k) comme une fonction
de 2, clest-d-dire en regardanty comme constant, on pourra
apphquerla série de Taylor (64, 11 bis), et écrire

df (x,y k) h

fleh,y+k=f(y+h+—g=—"1

) Cdif sy J+I.) I 5 Ffley-+k W
B da? 27 5 da* 2 1

Si maintenant on considére comme des fonetions de 3/ seul
les expressions

df (x q—i—l.) d*f(z,y-+k) @f(z,y+k)
dx da? 2 dr?

f(z,y+k),

I sy

on aura, en appliquant de nouveau la séric de Taylor,

L Af(®,y) y) k (Ffla;,y)_l_
’('L U"_”—IU’ J) !U ,1 = B 1.9

d[ z,Y) /5
35 g 1.2.3

!
—_
T
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df(ec,y+k) _dflz,y) &f(x,y) b &fle,y) 12

dx T dv ' dedy 17 dedyr 127
&fle,y+k d&f(x.y) &Ef(x codr e )
da deddy "1 dxdy* 1.2
&f(xyy+k)_ &f(ey)  df(zy)k

e )2 S gV oSdy

ey

Substituant dans la relation (1), et ordonnant, on obtient
A s gl 4 || (ANPOR &ef B
Hahyh=flo i+ Ghis Tk ros+ -
LAk &k @f Fh
Tl dyde T dydz 1.8 T
¢fe &
12 dyder T2
&ef oW

dr* 1.2.500

ou, en réduisent, dars chaque colonne, anu méme dénomi-
nateur,

l(”ﬂ +II, ] -+ /nj :/'(;U, U] <k l‘. ,(_1/_ I _-__([/_ l
SN de :

@ i i _
| (JP*“Eanwﬁﬂ

N E=r %

-.l' T~ - LK
dx? dx dy dy

1.2

A8 (A3, &f B -
WA B (/0 AY L I THARY L BT W i
‘l.‘.’.»((lx‘ : )dx'idyhl +‘)([.E([,/:'}'[”"*'m'jclv‘")-l- =

Le terme général de ce développement est
1.2 53% .8
multiplié par
(n—1) d*=3f

lu r =1
l:([—{,‘h"—:—n : - fh”“l.‘ : 4!
dx dx'dy 1.2 “da™dy?

[ ..+ﬂ i;n]
dy™ I

-

A ==
s e

DEVELOPPEMENT DES JONCTIONS EN SERIES.
On peut I'écrire symboliquement -

v qdf,  df )
1.2.5..1 1@"*2@" |2

en entendant par celte notation qu’en développant la quantité
prés la formule dubinome, les exposants

entre parentheéses d’a
seront remplacés par 'indice n, de

qui devraient affecter df
relle sorte qu'on aura d*f dans chaque terme.

ssi étendre aux fonctions de deuxvariables
2), on changera d’abord
enlfin 'on fera h=0et

zi.— Onpeutaun
la série de Maclaurin, Dansla relation (
renh ct henz, puisyen ketkeny;
Ji— 0 on obtient ainsi :

| i o O
1(.a-,y)=/«0,0)+T[<f,£>ox+ ‘[rf,) yJ+

Gy d*f &f df’f T
i [(65), e (a), () I

les expressions

o (df df a'f df &f
s 2e (EHDO ' (@ o ((ly-’/ o \dzdy/ o’ dy)o’ "

représentant ee que desiennent respectivement les quantités

e fodf &f &L Ef
Db gy dy’ dz*’ dedy’ dy*" "

ey

quand on y fait d Ia fois =0 et y=0.

s2. — Il est entendu que la série de Taylor ne peut étre

stendue ainsi aux fonctions de deus variables qua la condition
e la fonetion proposce et toutes ses dérivées partielles res-

(lll
entre lesquelles on fait varier

tent finies dans les limites
el y.

Lasérie de Macl
est soumise aux memes resirictions.

aurin, étant un corollaire-de celle de Taylor,
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VI. — APPLICATIONS ANALYTIQUES

§ I. — EXEMPLES DE DE'VELOPPEMENTS DE FONCTIONS EN SERIES

8. — Développement de ¢ et de ¢, Les dé
sives de ¢* sont toutes égales i ¢* (92) ; et, pour z=0. elle
\ wdge ?

se réduisent toutes 4 I'unité. En appli
sent i - An appliquant la formule do
Maclaurin (69), on a donc ‘ A

rivées succes-

a5 a

X

_’—!‘T—f—...—}- — e&"
1.213

1.2.5..0

On a vu (65) que

1.25. n

tend vers zéro 3 ‘ ‘ai

ia $2€ro a mesure que n augmente:; d ailleurs, ¢ pesie
i ; donc, le reste tend vers zéro, ‘ef la série peat toujours
elre employée, .-

¥4. — Sil'ona d développer ¢~=

. . » 0D remarquera que los
dérivées successives de celte e TR

n Sy el fonction sont alternativement
s (92) ; et; pour2=0, elles se réduisent alter-
n'atn"ement a—1 eta +1.D‘ailleurs, la fonction proposée <p
réduit elle-méme 3 —+ 1 5 on a donc dans ce cas balhise e

= ==
E98 ° %

etl'on verrait comme ci-dessus que le reste tend vers zéro

¥&. — Développement de sinx et db cos x. Les dérivée

cessives de sin z se re
dre (52).

. ecos S sue-
produisent periodiquement dans I'or-

~+C0s®, — sinz, — cosz, ~+sinz,
cosy

-

SO SER VR R SR
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et, pour £=0, elles prennent périodiquement les valeurs
+1, 0, —1, 0, etec.
Drailleurs, la fonetion proposée elle-méme se réduit a zéro.
En appliquant la formule de Maclaurin, on trouve donc

e

z °n ()
i)
+-1.‘2.o...n./ (%)

lue cos 62, n étant supposé impair ; le reste tend donc vers
ZEro.

%6. — Sil'ona a développer cos x, on remarque que ses
dérivées successives se reproduisent périodiquement dans 'or-
dre (52)

—sing, — cosx, —+-Sin L, -+ COS T, ...
ce qui donne périodiquement pour =0
0, —1, 0, +1, ...

D’ailleurs, la fonction propesée se réduit elle-méme a + 1.

On a done dans ce cas

cosz=1

4.2
si 'on snppose n pair. Le reste tend donc encore vers zéro.
33. — Développement de log’ (1 +x) et de log" (1 —x)
Soit d’abord
f(z)=log" (1 +=),
on trouvera successivement

Syt R AR
f ('”_——1—%—.1:—“_*_3’) )

l'" “L') —_— 41 B (1 __%_.1‘:'_:,
{"(2) =-+4.2(1+3)=,
9

e} =—1.25(1+ )",

fn (L) — 125(11—— 1) ([ _*_a\)-n.

s P e
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et, pour =0,

La formule de Maclaurin donnera done

:Og'(1+$):0+ T;B—l—dvg—k ] ‘..)—5 4 rd B

1129 =) . ol
S e )

| 1 1.9

ou

m :l-- ) . .'T.; - 2
() log' (I4)=7 —+ & /0. = (1pln) ™.

Or, le rveste peut s'écrire

1 : \ %
s )
e -0z

/

"

1+ 0z
ou plus petit que I'unité, ce qui.exige que x soit égal ou infé-
rieur a 'unité.

et I'on voit qu’il tendra vers zéro si est égal a l'unité

78, — Soit maintenant
f(z)=log (1 —x);

on trouvera

APPLICATIONS ANALYTIQUES.
et ainsi de suite, Et pour =0,

+On aura donc dans ce cas, en émployant la seconde forme
du reste (68)

x s
lugl(l_w):—T— ,.A——i‘
J

@ \—n — 0\
_m(l—oll) (l ()) .

Le reste peut s’écrire

xt | —9\~

1—0\1—0z/ -
La quantité entre crochets étant plus petite que 'unité, puis-
que x est supposé moindre que 1, et 2 pouvant devenir aussi
petit que l'on voudra, on voit que le reste lend vers zéro a

mesure que n augmente.

%9. — On déduit des deux formules précédentes (1) et (2}
la formule qui sert & calculer les logarithmes. Sil'on suppose

<1, on peut les appliquer toutes deux, sans tenir compte

des restes ; et; en retranchant ces formules membre 3 niembre,
on obtient

142 o gt Syt
Y —%] T N
lob <1_w>—~[l i 5—r5+...].

On pose alors
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et 'on a

=\ l o /"+1 __0[ 1 | ; i 1 + —J
) U‘“( n )7 | A@2n+1) " 3(2n+1)* 5(2n-+1)°

Or, le premier membre revient a log' (n—+1) —log'n;
c'est done la différence tabulaire entre les logarithmes des
nombres eonsécutifs n et n4-1.

Cela posé, on fera d’abord n==1 dans la formule (3), qui
donnera ainsi log’ 2. On fera ensuite n=—=2 dans la méme
formule, qui donnera la différence entre log’ 3 et log’ 2, et par

suitelog’ 3. Enfaisant successivement n—=>3, n— =D,
on obtiendra de méme les logarithmes desnombres 4,9, 0, ...;
et I'on pourra construire ainsi une table des logarithmes né-
périens. Mais il est clair qu'on n’emploie la formule (3) que
pour les logarithmes des nombres premiers ; les logarithmes
des autres nombress obliennent en faisant lasomme des loga-
rithmes de leurs facteurs.

La formule (3) est trés-convergente. Les huit premiers
termes donnent log’ 2, A moins d’un cent-milliéme. Quand on
a atteint le nombre4000, le premier terme de la série devient
suffisant.

Ayant eonstruit une table des logarithmes népériens, il
suffit de les multiplier tous par une méme quantité pour ob-
tenir les logarithmes des mémes nombres dans un systeme
quelconque. 8i, par exemple, il s'agit des logarithmes vul-
oaires dont la hase est 10, on a, en désignant par v le loga-
rithme vulgaire d’un nombre et par u son logarithme népé-
rien,

10% =2¢",
d’ou
vlog 10=u

APPLICATIONS ANALYTIQUES.

1

—_—— .
og’ .10 i

T
]

Le nombre constant par lequel il faut multiplier les loga-
rithmes népériens pour obtenir des logarithmes vulgaires est
done dans ce cas

2,5025851
on enfin
0,4542945.

Ce multiplicateur fixe porte le nom de module du systéme dont
la base est 10.

- 80. — Développement de (a -+ b)™ pour m quelconque. Les
nombres « et b étant généralement inégaux, soit ¢ > b. On
posera b—ax, d’ou (a+b)"=a" (1 +2"); et la question
est ramenée a développer (1-+x)", x étant moindre que
I'unité.

Soit done
/. (l]: (l _*_.ﬂm’
dsoh /‘I (f‘ —m (1 +$) m——l,
" (@) =m (m— 1) (1 +z)™>,
["(ay=m(m—1) (m~+2) (1 +z)">.

On trouvera successivement
f.(0)=1,
f (0)=m,
" (0)=m (m—1),
["(0)==m (m—1) (m—2).

® s s s 4" s s s e e e s
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enfin
f*(z)=m(m—1)...(m —n-+1) (1 4+-2)"".
Par conséquent, la formule de Maclaurin donnera

w i\ (m——l)‘Dﬁ
TS
mm—1)(m—2)

L T\
W2NS

m(m—1)...(m—n-+1)
t — il \p\ii—n
' 1.2.4n Tt - ey

(l—';—.’l))m:'l—f—

(est la formule connue du bindme, étendue au cas de m
quelconque, ef complétée par le reste

m(m—1)...(om —n-+1) _
[ ) o
1.28..n

R,= (1 + bz)—.

[l faut montrer quece reste tend vers zéro & mesure que n
augmente. La_remarque du n® 65 n’est plus applicable a ce
cas, attendu que dans [" (2) le coelficient

m(m—1)...(m—n-+1)

croit indéfiniment en valeur absolue. Mais on peut prendre
le tour de démonstration suivant. Regardons d’abord m
comme positif.

Supposons que nous prenions un terme de plus dans le dé-
aeloppement, et soit R, le nouveau reste, on aura

m(m—1)...(m—n-1) (m—n)

R.,— ! 2 (] = )t
5 n. (n—+1) {1+ >

En comparant ces- deux restes conséeutifs, on  reconnait
aisément que l'on a

m—n x

Ry = R,. nTl . m-

APPLICATIONS ANALYTIQUES. i

Si on suppose qu’on ait poussé le développement assez

loin pour que n soit plus grand que m, on aura, en valeur
absolue,

n—m &
‘n+1"1+02"

BIH-K: Rr;

d’ot, en remarquant que n — m est moindre que 241,

.

Bn+l< nr ‘ '—‘L—_

1+ 02’
et a fortiori
Ry m R,

Si Ry Ryisy «ovy Ruyy représentent de méme les restes
successifs qu'on obtiendrait en prenant 2, 3,...p termes de
plus, on trouverait de méme

Bn-o—! < nm—l Ly
Rn—!—s = I‘:H—i' Ty

“n-x»p < F‘n—)—p-—l <L,

d’on, en multipliant toules ces inégalités membre a membre,
ct simplifiant,

Rt <Rl

Or, z étant moindre que 4 par hypothése, onpeut toujours
prendre p assez grand pour que z” soit meindre que toute
quantité donnée. D'ailleurs R, est une quantité déterminée et
fie; donc enfin R,., peul étre rendu lui-méme plus petit
que toute quantité assignable.

Si m est négatif mais moindre que 1, la fraction I)Iz;—i—’lﬁ '
qu’on peut alors éerire, en mettant le signe de m en évidence,
n—+m
n—+1
le raisonnement qui précéde subsiste.

, est encore une quantité plus petite que I'unité; ainsi
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Si m est négatif et plus grand que 1, on peut toujours
prendre n assez grand pour que le multiplicateur de i, ¢'est:
n+m &
n+1 10
née k;-comprise entre & et I'unité. Cor ce multiplicaleur est
n - m
!

-1

a-dire , soit plus petit qu'une fraction détermi-

moindre que _z; et si 'on satisfait & I'inégalité

(1) LT AR N

n—+1
on satisfera a fortiori 4 I'inégalité

n—+m X

n-+1 '1+Ga;<k‘

Or la relation (1) donne

nx 4+ me < kn +-k.

Si mar est moindre que k, cette inégalité estsatishaite, quel que
soit n, puisque = est moindre que k. Si ma est supérieur a k,
on tire de cette relation
mx — k
k—z’
inégalité a laquelle il est toujours possible de satisfaire.
Dés lors on aura

B AR,

et l'on en déduira comme plus haut

Ry, <Dy,
et, comme k est moindre que 1, on pourra loujours prendrep
assez grand pour que R,_, soit aussi petit que 'on voudra.
done le reste tend vers zéro, puisque k¥ peut devenir aussi
petit que 'on voudra.

Soit, en second liem, & développer (¢—D)™; on posera

"

APPLICATIONS ANALYTIQUES. (k5]

comme plus haut b—ax; et la question sera ramenee a dé-
velopper (1—a)". En opérant comme ci-dessus, on trouvera

) m  mim—1) , m(m—1)m—2) ;
(l—2a)"= |—=—2-+ ._(__._)J;-__ n | ) (, 5

1 1.2 1.2.3

A

ol = L

(est encore la formule du binome, complétée par le reste IR,
Si I’on adopte la seconde forme du reste (68), on a

m(m—l...(m——n—i—i) [ . .
o : 2 (/ — o\ (1 —6)".
R, e 2" (1 — 6x)"" (1 —6)

[’apres la loi de formation de ce reste, on trouve aisément

- om—n 1 —6
Bn-t—l:“Ix'T"l ]—:ﬁ>,

¢s que n est plus grand que m,

: n—m 1—6
1\,“4:“”. T[E (—'—'—‘ .

ou, en valeur absolue, d

| —oOx

n—m : 4
est une fraction; 1l en

antité entre erochets; ona

Si m est positif, Ja quantité

st de méme d’ailleurs de la qu

done

Rn+1 < Rn &y
et I'on en déduira comme plus haut,

R, << Rn.2?,

este tend vers zéro, puisque, & étant

‘don il résulte que le r
si/petit qu’on voudra.

une fraction, 27 peut etre rendu aus
aatif, le multiplicateur de R, devient

Si m est neg
n-+m 1—86\.
D= )
n 1 —6x
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on a done |

n—+m

n

n':+l < Plr.' \
Or, si k est une fraction com
([ll on ')l’).\'c.
nN——m

L.

/ - . H
T ¥k, lonentire n> e

ll'_.'l:’
r.'cl.‘?hon a laquelle 'on peut toujours satisf
ecrire A
=
l'.H-l < [i:.' ']‘~v

d’olt, comme ei-dessus,

R.L<t S, ke

Doue Ie r cob o 8 L
reste tend vers zéro, puisque

. ’ : eni Ssi
petit que Pon youdra. pout deventilis,

§2. - VER
ITABLE VALEUR DES EXPRESSIONS QU PRENNENT ¢
DES FORMES [, %, (x g i

. & [ o4T)
81. —Ddoil[-~—— uneexpression i
Dot o@) uneexpression fr

aclionnaire, dont les deux

termes s’ ¢ 5
ermes s’annulent pour une valeur particuliere ¢ d
riable ; on aura e

o (a)=0, y (a) =0

et Pexpression se présentera sous Ja forme ©

ver la ‘rale \ﬂl ur, '} ¢ = ;
& s con mence l)ﬂl' rem ACer |l 1 f;
rop Y o our on 1 : ' |l' o€ 1% l
A d )1”(1 xT

on lera ensuite tendre
¥ léme que st l'omrenit fait
a forme indéterminée aura d

par a+ h, h étant une quantité que I’
}'m‘s z¢ro; le résulat définitif sera le m
immédiatement 2=« mais A
paru. On aura, en effet,

1S=

¢ (a - h)

——l

Y(e—+h)’

prise entre z et l'unité, et

aire. On peut dona
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g (a) +¢' (a) ’}

_ Tl ,
(@) + ¢ (a) { +-4(a) ;

Supprimant ¢ (a) et ¢ (a), gui sont nuls par hypothese, et divi-
sant les deux termes de I'expression par fi, on obtient

h » r
1 {7 it { 1) ") ——s +
o (a) +<"(a) —5 +¢ (@ 5
S (@) +¢" (a) T 125

.

1

e h
1/ 1 111 \ y
W (@) + " (@) —— + V" (@) 75+ -
e} i) g e A o
Faisant tendre maintenant h vers zéro, il me resle que
le premier terme de chaque développement, et il vient en
définitive
o' (a)
¥ (0)’

c'est--dire que lorsqu'une ezpression fractionnaire prend la
forme S pour une valeur particuligrea de la variable, il suffit,
powr obtenir la vraie valeur de cette expression, deremplacer
chacun des deux. termes. par sa dérivée, et de faire ensuite
X =a.
Ce qui précede suppose uniquement qu’on puisse appliquer
3 chacun des deux termes la formule de Taylor (64), c'est-a-
dire que les fonctions 2 () ety (x) soient continues depuis la
valenr 2= jusqu’a une valeor trés-voisine & =a —+ I
Si les dérivées o (x) et ¢/ (x) s'annuldient toules deux pour
z—a, il faudrait appliquer la régle précédente a I'expres-
' .
sionZ ™)  sest-i-dire remplacer. chacun des deux termes

:‘1" ‘l‘v.) 7

par sa derivee, el faire ensuite ¥=a, c¢ qui donnerait
?Il ((I)

V(@) On continuerait généralement ainsi a remplacer les
t
Y (a
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on a done |

n—+m

n

n':+l < Plr.' \
Or, si k est une fraction com
([ll on ')l’).\'c.
nN——m

L.

/ - . H
T ¥k, lonentire n> e

ll'_.'l:’
r.'cl.‘?hon a laquelle 'on peut toujours satisf
ecrire A
=
l'.H-l < [i:.' ']‘~v

d’olt, comme ei-dessus,

R.L<t S, ke

Doue Ie r cob o 8 L
reste tend vers zéro, puisque

. ’ : eni Ssi
petit que Pon youdra. pout deventilis,

§2. - VER
ITABLE VALEUR DES EXPRESSIONS QU PRENNENT ¢
DES FORMES [, %, (x g i

. & [ o4T)
81. —Ddoil[-~—— uneexpression i
Dot o@) uneexpression fr

aclionnaire, dont les deux

termes s’ ¢ 5
ermes s’annulent pour une valeur particuliere ¢ d
riable ; on aura e

o (a)=0, y (a) =0

et Pexpression se présentera sous Ja forme ©

ver la ‘rale \ﬂl ur, '} ¢ = ;
& s con mence l)ﬂl' rem ACer |l 1 f;
rop Y o our on 1 : ' |l' o€ 1% l
A d )1”(1 xT
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deux termes de I'expression obtenue par leurs dérivées, jus-

qu'a ce qu'on obtienne deux termes qui ne s'annulent pas a
la fois.

: : . X —sing |
Exemple, L'expression T prend la forme ? quand
1—COosST

on'y fait £=0. Remplagons les deux termes par leurs déri-

I —cosz

. . Les denx termes de celle se-
Sit

vées, nous aurons

conde expression s'annulent encore pour £=10; remplagons-

i . sinz :
les par leurs dérivées, nous obtiendrons , éxpression
S&

qui, pour £=10, se réduit & 1’ c'est-a-dire i zéro. Telle est

done la vraie valeur de I'expression proposée.

82, — On raméne a la régle précédente les expressions qui

- 4 « o (X

prennent la forme Z. Soit, en effet, une expression - )
Y (x)

qui, pour =ay prenne la forme %. On pourra I'écrire

[- : ]
UREH . 2 )
[J(—l”] désignons par W' (z) et @ (z) ses deux Lermes, Puis-

2 ()
que 'on a ¢ (a) = et ¢ (¢) =20, il en résulte

1 1
FOT ) /2[R 7
¥ (a)=0, &(a)=0.

La question revient done a chercher la vraie valeur d’une
expression

APPLICATIONS ANALYTIQUES. 11
dont les deux termes s'annulent pour z=. (elte valeur sera
done

v (a)
' (a)'
Exemple. Soit I'expression

(1—2)"
e
< T —
tang 5
5 ettre sous
qui pourg=1 prend la forme 22; on pourra la m
la forme

(7t
colb —~_T
| —a

0
qui pour z=1 prend la forme 0

i s dérivées
Remplagant les deux termes de celle-ci par leurs dérivees,

on obtient

E‘?;-
i aleur =; telle est la vraie
quantité qui pour 2=1 prend la valeor 53

-

valeur de I'expression proposee. N
3 la méme regle les expressions

— (On ramene encore & S
& ¥ co. Soit en effet une expression

qui prennent la forme 0>§ Tt e
cl(l')k. y(x), telle que o(a)=0 et & (a)= o On p
I'éerire

._—l—— ou ‘—_[-(flf)7

(@)

s

B = —

==
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en represent: ar W (z) I
1 representant par W (z) Iinverse de o(z). Or
1 . \ .. ’

Y(a)= oo =0, c’est-a-dire W (
) ' 5 () » C'est-d-dire W (¢) =0. La vraie valeur

puisque

wrlles Lo (o{d ¢’ (a)
dele\pressxon ?(2) est done L(ﬂ

W (x) I (a)’
Ezemple. Soit  I'expressi 1
- B xpression z.log .
l U 100 (1‘*‘5) ’ (l}]l) polu.

2= oo, prend la for i deri
i ] la forme co ><0. On I'éerira d'ahord

log (1 —i—i)
=

| 4 log (1 4 u)

i ?

T

/ 1
en faisant ——u. P F— 1l vi
5 . Pour 2= co, il vient u=10; il faut donc

v " . 7 1 ] g 2l )
chercher ce que devient M pour u=—0. Les d
=0. Les deux

tcl“]tb d(;\b“d“t u K ) T N
n ]b en meme “3[“ }S, On le
[ ) I S ILI]]I)[JCG a pﬂl

log e

leurs dérivées, et I’ L+ =
ées, et 'on-aura S XPressi i
» expression qui, pour = ()
0u &= oo, se Téduib ;
5 05 §¢ réduit & loge; telle est donc la vraie valeur d
expression proposée. : :

RG]
§ 3. MAXIMA ET MINIMA DES FONCTIONS D'UNE VARIABLE

81. — U i X ]
B Une fonctzonl £ (x) est croissante ou décroissante a
partir d'une valeur déterminée de x selon que sa deérivé,
nositiv saative. ( i S e
{ 111,16 ou négative. On a, en effet, par Ia formule de Tav]
Jornee au premier terme (64), 1

[(@+h)=f(x) +h’ (- 0R) ;
par conséquent, f{z + h) sera plus grand que f(z)

o L, 1 £ s‘ i :
conserve une valeur positive de £ 4 2+ h: e LD
2

L - o
dans ce cas, la

APPLICATIONS ANALYTIQUES. 9

fonction f(x) sera croissante. Au contraire, [(x-+h) sera
moindre que f(x) sif’(z) est négatifde © & x+ h; et dans ce
cas, la fonction f(z) sera décroissante.

s3. — Il peut arriver qu'une fonction f(x) soit croissante
Joo—a— h i x=a, puis décroissante dez =@ a T=a -+ h,
I élant une quantité trés-petite. On dit alors que f(a) est un
maximum.

Il peut arriver, au contraire, que la fonetion soit décrois-
<ante de a—a—h a z=a, puis croissante de z=—a
r—a-—h. On dit alors que f(a) estun minimum.

Dans le premier cas, [* (x) passe du positif au négatif quand
2 atteint la valeur a; dans le second cas, [’ () passe, au con-
traire, du négatif au positif. — La fonction f’(x) ne peut
ainsi changer de signe sans passer par 0 ou par . La condi-
lion nécessaire pour que t—=a corresponde & un maximum ou
3 un minimum de [ (%) est done que, pour r=a, la dérivée
{' (x) devienne nulle ou infinie. Nous examinerons successive-
ment ces.deux cas.

6. — Supposons d’abord que la fonction [ (z) el toules ses
dérivées resient finies de x—=a—hiz=a-+h. Remplagons
"z par ces deux valeurs, développons f(a— ket f(a—+ k) par

la formule de Taylor; en faisant passer f (@) dans le premicr
membre, nous obticndrons

e e ke MO b

.-

(1)

Wil 5 hs .l\‘ [ ,___l}
N Ul Uk i

e

. () ; l ' _
f(a+h) —f(@=-+[(q) {—.L " (a) 'lh-_,
5 ht

e G &Y
GG P e v

Pour que [ (a) soit un maximum ou un minimum, il fautque
les deux différences f(a—h)—f(a) et f(a-h) — [ (a) soient
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de méme signe. Or on démontre en algébre (voy. IAppenaace)

que lorsqu’un polynome est ordonné par rapport aux puissan-

ces croissantes d’une variable f, on peut toujours prendre cette
variable assez petite pour que le premier terme du polynome
donne son signea tout le développement. Pour que les seconds
membres des relations (1) et (2) soient de méme signe, il faut
denc que les termes — f*(a) . h.et <+ f” (a) h., qui sont de signe
conlraire, disparaissent ; ce qui exige qu’on ait

13) f' ((7):0

Les valeurs de & qui rendent f(z) maximum on minimum
sont done comprises parmi les racines de I'équation (3).

Supposons eette condition remplie ; les seconds membre
des deux relations (1) et (2) auront le méme premier terme

\
3

" (a) 19’ ils seront donc de méme signe ; el ce signe sera

celui de f"(a), puisque h* est positif. Si f* (a) est positif, il
en sera de méme des premiers membres de (1) et (2) ; on aura
donc a la fois

fla) <fla—h) et~ f(a)<f(a=h);
ainsi f(a) sera un minimum. Si f” (a) est négatif, il en sera de
meme des premiers membres de (1) et (2) ; on aura done a la
fois

fl@>fla—h) et f(a)>f(a+h);

ainsi f(a) seraun maximum. La valeur &= a, qui amule f” (z),
correspondra donc & un minimum ou  un maximum, suivant
que [” (a) sera positif on négatif,

8%. — Mais il pourrait arriver que f” (@) fit nul. Les seconds
membres des relations (1) et (2), ayant alors 'pour premier

5 3

h ; ) :
~ o ’ A1 B (RS 3 : o ) UL [ T <
terme 'une — " (z) o3¢ Pautre + " (z) [ Tuisont

de signe contraire, les premiers membres seraient de signe
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quil yait 'un ou V'autre, il faut donc que ces termes dispa-
raissent, ce qui exige qu’on ait f (a)=0. Et dans ce cas les
premiers membres des relations (1) et (2) seront tous deux
positifs ou tous deux négatifs, ¢’est-a-dire qu'on aura un mini-
mum ou un maximum, suivant que f™ (a) sera positif ou né-
gatif.

On pourrait supposer aussi /* (a) =0 et passer aux dérivées
suivantes; on verrait ainsi que, pour qu'il y ait minimum ou
mazimum, il faut que la premiére dérivée qui ne s'annule pas
pour x=a s0il d’ordre pair; et que, dans ce ¢as, on aura un
minimum ow un maximum selon que cette dérivée sera positive
ou négalive pour x—a.

On voit donc quelle est la marche i suivre pour trouver les
maxima et minima d'une fonction d’une variable : égaler sa
premiére dérivée a zéro; tirer les racines de I'équation ainsi
posée ; substituer chacune de ces racines dans les dérivées
suecessives de la fonetion ; sila premiére dérivée qui ne s'an-
nule pas par cette substitution est d’ordre impair, il n’y ani
maximum ni minimum ; si elle est d ordre pair, on a un mi-

nimum ou un maximum selon qu’elle prend lesigne -+ ou le
signe —.

88. — Exemples. 1. Soit
[l2)=a"—4a*+62°—4at+2.
On aura d’abord
ozt —162° + 182 — 8z 41,
()= 202®— 482>+ 36z — 8
[“(x)= 602*—96z + 36,

f* (x) =120z — 96,
f* (2)=120.

LY S 1 ;
L’équation f" (z) =0 a une racine simple T=g et une racine

- . ! | g
triple z=1. Si onsubstitue z — 5 danslascconde dériveée, elle

— oy

contraire, et il n'y aurait ni max mum ni minimum. Pour 5

1

et et
—————




i aae———

e —— ey A XSS V. 5

prend la valeur —2,6;

e
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| .
il en résulte quer=¢ correspond a

un maximum. W e
La racine z=1 annule les dérivées " (), [ (x) et donne

[ (wy=+2%; il enrésulle que =1 correspond a un mini-
mum.
a9 — 1. Partager le nombre a en deux parties telles que

le produit, de la puissance p de la premiére par la puissance q
de la seconde soit un maximum (p et q élant dewx nombres

enliers). e e
On aura ici f(z)=a" (¢ —x)’, en désignant parz la pre-
<

a dérivée de cette fonction, on
miére par tie. En e‘*qlnnl azero ladé

trouve

par (a— z)1— g2 (@ e x)t=0

- (a=2) [p (a=2) —qz] =V.

Cette équation admet trois racines :
=0, =«

Les deux premieres ne répondent pas 4 la question; il faut
done considérer la troisieme.
On {rouve

d.z"(a—x)""

["( ) “)k(l—" )—(Il] —’(r‘—ul—f—(l) 7'1‘\(1_v ) =18

P le premier terme dispa-
i ¢ la valeur .a, le premier terme disj
Si 'on met pour @ ey -

rait, et le second prend une valeur négative; la valeur sub-
stituge correspond done 3-an maximumm,

APPLICATIONS ANALYTIQUES .

P .a, on déduit q—p——1_ .,
-q p+q-

T ol 1)

a—z~ ¢’
c'est-d-dire que les deux parties du nombre a doivent étre
proportionnelles aux exposants p et ¢. Quant au maximum
cherché, il a pour valeur

AP s
(p+g)7

90. —IIL. Inscrire dans une ellipse un rectangle dont lu
surface soit un magimum. — Les médianes du rectangle in-
scrit partageant chacune en deux parties égales deux cordes
paralléles & l'autre, forment un systeme de diamétres con-
jugués rectangulaire; ce sout donc les axes de la courbe. Si
2 et y sont les coordonnées de I'un des sommels du rectan-
gle, rapportées a ces axes, lasurface du rectangle est exprimée
par 4zy, ou, en mettant pour y sa valeur,

e
4— T\at—x2
a

La fonetion a rendre maximum est donc 2 \a*—a*, ou, ce
qui revientau méme, y/u?2* —z*. On peut donc poser
f(z)=az* — 2.

La dérivée égalée a zéro-conduit & I'équation

o e PV T T T
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Cette équation a trois racines:

a;::'_o, et* ==t
v

La premiére ne répond pas ala question. Si Pon substitue
T'un des deux autres dans la seconde dérivée

2a> — 1222,
" on obtient — 4a?, quantité négative, Les valeurs

L |
V2

.E:i

correspondent done & un maximurn. Elles ne forment d’ailleurs
(qu'une seule et méme solution, attendu que'si- ety sont les
coordonnées d'un des sommets du rectangle, —x et — y sont
tes coordonnées du sommet oppose.
De
a #10 b

rg— — ondéduit y=——,

V.2 V2

)
T @

On obtient donc un des sommets du rectangle demandé en
cherchant Pintersection dePellipse avecla droite

==
V=5

qui n'est aatre gue la diagonale du reetangle constrait surles
deux demi-axes, ;

Si Pellipse devient un cercle, le rectangle inserit maximum
devient un carreé.

o1.— IV. Etant donné le volume dun cylindre, déter-
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miner ses dimensions de maniére que sa surface soit un
minimum. On a & résoudre ce probleme toutes les fois que
I'on veut construire un vase cylindrique d'une capacité donnée
et employer le moins de matiere poscible. Mais il faut distin-
guer deux cas.

Le vase peut étre ouvert & la partie supérieure. Soit alors y
sa hauteur et x le rayon de sa hase; si V est la capacité
donnée, on aura

o e ST
wety =Y,

nousreprésenterons V par za® pour la commodité de 1'écriture,
Nous aurons ainsi

(1 2 g —0,
La surface du cylindre sera exprimée par
= -+ 2ray
ou, en mettant pour y sa valeur tirée de larelation (1},

P
el %z

La quantité a rendre minimum est donc
2a°
f(x)=z*4- s

En égalant en zéro sa dérivée, on forme 1'équation

20> - : 2
9z — —=0, d’ou l'on tire z°=a?, ou z—=u.
&

Par suite I'équation (1) donne aussi y—=a. C'est-a-dire qu'on
obtient le minimum de surface en faisant le rayon de la base
égal & la hauteur. Ce minimum de surface est
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5 \
ou, en remarquant que a:\/:,

2 \ 28 -
—, ou enfin,

(est bien un minimum, car on a [ () =2 + —5 0 quan-

tité positive pour & =d.

Le vase peut étre fermé & la purtie supérieure. En conser-
vant les mémes notations, la relation (1) subsiste encore;
mais la surface est exprimée par

Q=x2 -+ 2

La dérivée égalée & zéro donne I'équation

o e
U F=q;

si Ton met dans (1) 2251 la place de a®, on obtient y—"2u.
(’est-a-dire que dans ce cas on obtient le minimum de surface
en faisant la hauteur égale au diamétre de la base. Le mini-
mum a pour valeur '

¢ 2mx2 4 4mx?, ou

bra* } =V?
——, ouencore 6\/—.
4 4

On reconnaitrait comme ci-dessus que c’est bien un mi-
nimum. '

b=z2,

.

-

S I i e e Ty i PN

e P
- Z

e
R

2
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92. — Nous avons dit que [’ (z) peut changer de signe
en passant par la valeur zéro ou par la valeur infinie; nous
avons examiné le premier cas; il nous reste a parler du
second. g

Concevons done que pour x==a, f'(x) devienne infini, la
fonction f(x) restant d’ailleurs finie. Si, de z=a—"h a
x=a, f'(x) est positif, el qu'il devienne négatif de z=a a
x=a-+h, f(a) sera un masimum; car la fonction f (x)
croitra de @ — h 2 a, et décroilra de a & @+ h.

Si, de z=a —h & a=4a, ["(v) est négatif, et qu'il de-
vienne posilif de z=a & x=a-+", [ (a) sera un minimum ;
car f(x) décroitra de a—h i a, et croitra de ¢ & a + h.

Soit, par exemple, la fonction '

on trouve

Pour =0, cette dérivée devient infinie. Dlailleurs elle est
négative ou posilive en méme temps que Z; de z—=—h a
2=+ h elle passe donc.du négatif au positif; done f (0) ou
1 est un mimmum.

(st surtout dans. la discussion des courbes que 'on ren-
contre des exemples de maxima ou de minima donnés par
]" ((1) =00,

< 4, — MAXIMA ET MINIMA DES FONCTIONS DE DEUX VARIABLES.

93— On dit quune fonction f (z, y) de deux variables
indépendantes est mazimum pour r=acl j = b, lorsque la
quantité f (@ -+ h, b+ k) est moindre que [ (a, b), les quan-
tités b el k étant des accroissements positifs ou négatifs auss
pelits que I'on voudra. On dit que la fonction f (z, y) est m -
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x=a, f'(x) est positif, el qu'il devienne négatif de z=a a
x=a-+h, f(a) sera un masimum; car la fonction f (x)
croitra de @ — h 2 a, et décroilra de a & @+ h.

Si, de z=a —h & a=4a, ["(v) est négatif, et qu'il de-
vienne posilif de z=a & x=a-+", [ (a) sera un minimum ;
car f(x) décroitra de a—h i a, et croitra de ¢ & a + h.

Soit, par exemple, la fonction '

on trouve

Pour =0, cette dérivée devient infinie. Dlailleurs elle est
négative ou posilive en méme temps que Z; de z—=—h a
2=+ h elle passe donc.du négatif au positif; done f (0) ou
1 est un mimmum.

(st surtout dans. la discussion des courbes que 'on ren-
contre des exemples de maxima ou de minima donnés par
]" ((1) =00,

< 4, — MAXIMA ET MINIMA DES FONCTIONS DE DEUX VARIABLES.

93— On dit quune fonction f (z, y) de deux variables
indépendantes est mazimum pour r=acl j = b, lorsque la
quantité f (@ -+ h, b+ k) est moindre que [ (a, b), les quan-
tités b el k étant des accroissements positifs ou négatifs auss
pelits que I'on voudra. On dit que la fonction f (z, y) est m -
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mmum pour —a, y =10, lorsque, pour les mémes accrois-
sements h et k, Ia quantité f(a + h, b—+k) est plus grande
que f(a,b).

Posons k=z:h, < étant le rapport algébrique, d’ailleurs
arbitraire, que I'on établit entre k et B, Développons
f (@ ==,y <h) par Ia formule de Taylor (70); nous aurons,
en passant f(x, ) dans le premier membre,

o T 3 _’i ll/‘_1_~(7f :
A /i_a-*—h.,y—i—;h)—f(.z,y)_ll ((TJJ . H[/)
) +£<‘I_[‘+‘) ﬂ_*_:e (fg/'>_,_

La\de ™ = dwdy S @) e

relation dans laguelle nous supposerons que & et y aient les
valeurs a et b.

Pour que la différence f(x -+ hyy + k) —f|(

2, y) conserve
son signe, quels

que soient les signes des accroissements h
et k, il faut que le second membre de (1)
quel que soit le signe de h. Or,
donné par rapport

conserve son signe,
ce développement étant or-
aux puissances croissantes de h, on peut
toujours supposer h assez petit pour

que le premier terme
donne son signe

a tout le développemient : il faut donc que le
terme affecté de la premiére puissance de h disparaisse et
qu’on ait

df d

oL +c —f_—_ 0.

dx dy
Mais cette condition doit étre remplie quel que soit le rap-
port <; il faut done que I'on ait séparément

(‘)) ﬂ——o e (_]/—

“ de™ ? dg =0,

ce sont les conditions communes au maximum el au mini-

mum. Les valeurs 2=—=a ¢t y=b devront satisfaire a ces denx
équations; elles seront donc comprises parmi les systémes
de valeurs qu'admeltent ces deux équations.
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94. — Supposons les conditions (2) remplies; le systéme

& =a, 3y = b pourra répondre & un maximum ou i un mini-

B L . - » Y ..,‘-

mum. Pour que ce soit un maximum, il faut que la dl“t.

rence qui forme le premier membre de la relation (1) soit

négative ; or, lesecond membre commence alors par le 'te’rmci

o} ? ; 5 X

I signe 3 v nt si hes

en h? qui donrera son signe i tout le dév eloppeme’l St sie
suffisamment petit; il faut done que ce terme en h” s01

gatif, el qu'on ait par conséquent, quel que soit e,

d*f

-9 ¢f | o9

<0

(3) dr? Tdrdy ' dy

quand on mettra pour x et pour y les valeurs a et b donnces
par les équations (2). Soient A, B, C les valeurs que prennent
dans ce cas les quantités

d'f @Ef

doz' dedy’ dy

On devra avoir, quel que soit <,
(4) A+ 2B: 4+ (2 < 0.
D'aprés les propriétés des trinomes du second degré, cetle
condition exige qu’on ait a la fois
(9) C<0, et B*—AC=0;

la seconde relation est nécessaire pour que le trinome con-
1 16 S > ssaire
serve sonsigne, quel que soit <, et la premiére c:l nécessaire
pour que ce signe soit négatif. Si les relations (9) sont satis-
1 C =D corr '3 4 Un maxumum,
faites, le systéme £ =u, y =D correspondra o
. A 167 ‘ N iste
On verrait de la méme maniére que, pour que ]C'L 31 "
corresponde & un minimum, il faut et il suffit que l'on ait a la
fois

(6) (>0, avec B*—AC=0,

95. — Exemple. Soit proposé d'inscrire dans une sphére
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de ray allélépipe
- mg:;:ﬂlﬁ;n gzt}allc?e[npede recl‘anglc dont le volume soit
e du. m.l,lhovitm‘]s- la sphére a trois axes paralléles
Sp dei (q(;mi]c[;l‘pcde; et soient 2, y, z les coordon-
s Sxyg 4 e z.'LC volume du parallélépipede aura
Y=, 0u, en remarquant que
APt =0,

Sy (I —ar—p,

La fonction & r O.U dpee. 9 \;x:‘yg Uii_zﬁ_y},
a rendre maximum est done .

Hecyy=Ray—a'y*— a2
Ol] en tire SUCCGSSi\'eHlC‘llL

df !
i 2R — daty®— Qay'; df

——— DRpn O
Y4 A Aadis-
i Iy Y y— 4aty

L ORGP — 19— 9y &f ’
=R — 1209y L g g
l*// Yy ([-l:([[[ = 4R ;E!]—S;l?"y_sxys;
d

OR2,2 ¥) v
a2 — 20— 42w,

Sil'on égale i zér Brive ‘
égale d zéroles dérivées partielles Lf et daf
dz gy cnisip-

rimant s I: 5
I ot dans la premicre le facteur 22y
le facteur 2a%, qui donneraient d P
o raient des solutions é ;
en 1y ) s solutions étrangéres a Iz
q [ue I'on a cn vue, on obtient les deux équati e
) nt les denx équations

a seconde

R:—9p2 g
% —yr=0, o Ri—a— =
qui donnent ,
R

T =j=—,
Vo

en ne l)x Cl]dllt qlle la bol S . L Q S

valeurs dans les dérivé
e ns !Lb dérivées partielles du second ord
uve apres réduction i

8 4
9R§ B:—gl’l‘,

A=

g e gl N1
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Le coefficient C est donc négatif; on trouve d'ailleurs

B AC=— DR,
A |

(uantité négative; les deux conditions (5) sontdonc remplies,

R 5
ot les valeurs & == répondent 4 un maximum.

V.

Ces valeurs donnent 2= —; il en résulte que le parallélé-

\/9
Xy : n 1§
pipéde maximum est le cube. Son volume est 8. —
249

96. — Sile terme en h* dans le développement (1) deve-
nait nul pour z=a el y=b, 1l faudrait pousser le dévelop-
pement plus loin. On verrait que le terme en * doit dispa-
raitre ,. et que dans ce cas il y a maximum ou minimum,
suivant que le terme en h* prendra une valeur negative ou
positive. Mais cetle circonstance ne se présente pas d’ordi-
naire dans les applications.

On pourrait aussi a¢néraliser la question qui fait Vobjet de
ce paragraphe, et Pon reconnaitrait, par des moyens and-
logues, que pour qu’une fonction de plusieurs variables indeé-
pendantes devienne maximum ou minimum pour un systeme
de valeurs de ces variables, il faut que ces valeurs annulent
les dérivées partielles du premier ordre, ec. Mais nous n'in-
sisterons pas sur ce sujet plus curieux qu'utile, pour lejuel
nous renverrons aux  traités plus étendus. Pour des raisons
analogues, nous Wexaminerons pas ici le cas o les dérivées
partielles du premier ordre deviendraient infinies.

Vil. APPLICATIONS GEOMETRIQUES
§i.— TANGENTES ET NORMALES AUX COURBES PLANES.

97. — On sait que l'on appelle tangente @ une courbe, en
un point donné de cette courbe, la limite des positions que
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\/9
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249
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Vil. APPLICATIONS GEOMETRIQUES
§i.— TANGENTES ET NORMALES AUX COURBES PLANES.

97. — On sait que l'on appelle tangente @ une courbe, en
un point donné de cette courbe, la limite des positions que
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prend une sécante menée par ce point, lorsqu’on la fait tour-
ner jusqu’a ce qu'un second point d’intersection vienne se
confondre avee l¢ premier.,

L'équation de la tangente se déduit immédiatement de cette
définition. Soit y={ () I'équation de la courbe, z ct y les
coordonnées du point par lequel on veut mener la tangente,
L5 A et Y +- Ay les coordonnées d'un point voisin pris sur
la méme courbe. L'équation de la séeante passant par ces deux
points sera, en désignant par X et Y les coordonnées cou-
rantes, et appliquant I'équation connue de la droile passant
par deux points donngs,

» _‘ﬂ '—
T—y="— (X—a).

Si P'on fait tourner la sécante autour du point z, y jusqu’a
ce que le second point & + Az, y -+ Ay vienne se confondre
avec le premier, Az et Ay tendront simultanément vers zéro,

AY e oA,
ctz%lendm vers-la_dérivée f” () ou y* de’ la fonction done

née f(z). En méme temps la sécante tendra vers la position
pour laquelle elle prend le nom de tangente. L'équation de la
tangente sera donc

Sil'on met pour y et pour %’ leurs valeurs en Z, on peut
écrire
(2) Y—f(@)=("(z) (X—a2).
On voit que lorsque I'abscisse 2 du point de contact scra

donnée, tout sera connu dans I'équation (2), et il sera facile
de conslruire la droite qu'elle représente,

98. —La forme-de I'équation (2) suggére souvent un
moyen géométrique simple pour mener la tangente. Cest ce

APPLICATIONS GEOMETRIQUES. 97

6 ; 'enverrons
i arrive pour les courbes du second degré ; nous renve
i ! sométrie analyti Nous nous
(‘]H ‘ward aux traités de Géométrie analytique. Nous
e | cemples qui suivent.
contenterons des deux exemples qul $
[ — Soit la courbe y=2". On en tire

ma™  my :
y’:mx’"“—_—__——m =
1 : rente au

Pour construire la tang ] :]
soint M, on prendra done, sur fa di-
lreclion de l'ordonnée, une 10ngu3u1 o

3 MP; on joindra g 1.

N écale a my oum.ML: : gl BRI
phis J"t\l on ménera MT paralléle a ON; ce sera la
ON, et par le point

‘0. Ol a
tancente demandée, car on
v

NP my

tang MTP —tang NOP = oo

1. — Soit la courbe y =4 log . On a dans ce cas

.'\ lOge Y

y’:———-——. %

T y/
i M /
Pour construire la tangente en A, 2 / |

on prendra d'abr rd sur Paxe des y une //P :
longueur Ol (caled :\qu e;P(Zln Jl(zm. ‘
dra le point fixe 11 au pied e Lor- /
donnée, ct par le pont M on ménera
MT paralléle @ PH; ce sera la tangente

demandée; car on a

Fig.

. HO_ Aloge
tangMTP_—_tangHP():-U—P_ =

o — Si dans I'équation (8) de la .tangeme on fait
X r i:—‘—h h étant une- quantité infiniment pelite, on
A— T ’

en tire

Y= f(x) +["(x) b
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Or la formule de Taylor (6%) donne pour

Pordonnée /‘4.7:—{—!{_)
de la courbe qui répond a I'abscisse 2

~+ h, la valeur

] gat LN il e N
f(.v—,’—h);/ (m’)'f_f—l () lTl‘»‘/ (@) 195

T
U

Il en résulte

7 14 hi It hs
Y= leth=— o) L2 = )

 JFOT T

Ainsi la différence entre Fordonnée de la t
donnée de la courbe qui correspondent
mfiniment peu supérieure

angente et I'or-
i une méme abscisse,

a-celle du point de contact, est une
quantité infiniment petite du second ordre (6)

rait élre autrement que sif"(x) deven
suppose pas.

Ml v’en pour-
ait infini, e que I'on ne

On eonsidére souvent une courhe ¢
nitésimal, c'est-a-dire comme
fini de cotés infiniment pelits;
alors ce que I'on

bmme un polygone infj-
un polygone d'un nombre in-
Pun quelconque de ces cotés est
appelle un élément de |4 courbe, Si M et M*
sont deux sommets consecutifs de ce

coté MM, ou du moins le prolengement de ce cote,
se confondant avec la tangente en M, et1'on dij ¢
quela tangente en M nest
longé.

polygone, on regarde le
comme
N ce sens
autre chose que 1'élément My’ pro-

Cette maniére de voir suppose, d'aprés ce qui précede, qu'on
néglige les infiniment pelits du second ordre, puisqu’elle re-
vienl a supposer que le point M’ infiniment voisin du point )
est situé sur la tangente en M. Cette hypothise n’est plus
permise dans les questions oy j] est nécessaire de fenip
compte des infiniment petits dy second ordre,

On peut présenter la méme observation sous une aufre

forme. Sidans I'équation de|

de " (z), on peut P’écrive

a langcntc on me

(
t < alaplace
dx

) ly ..
Y— :% (X—2z),

APPLICATIONS GEOMETRIQUES.

et il semble qu’elle soit satisfaite pour
X—=z+dx, et Y=y-+dy,

"est-a-dire qu'il semble que la tangente passe par le .pomt
; ea[‘“‘ : l‘q(h de la courbe infiniment voisin }lu point de
zo—:la(i:ﬂ \yla—l: tiluand on fait cette substitution, il vient

dy= % dx,

relation quin’est réellement une idenlit'é/ql!c lorsqu’on néglige

les infiniment petits dudsecond ox‘ld;': Q(::)::L},mlm s
> £. Lorsque deux courbes s geecs
unI‘;(‘)'l::QBZ (:onta}:t une langen’le‘ commune;ﬁ il rg;tnndéoex;c

o de déduire de ce qui l)reCL‘dc' que leum“o e

= dantes 3 une abscisse infiniment peu superieure a

llo cod ai?xtezle cont;;ct,, est la somme ou la dif['ére'uco de

(ci(;lllli (il:ﬁ}:?mcﬁt. petits du segond ordre, et e?t: par conséquent

elle-méme un infiniment petit du second or 10.\ v

100. — On peut avoir a mener la langenae”jlcl;r]xﬁncto; lm.;
par un point extérieur a cette courbe, ou paralle

ite donnée. . o {3
& ' semier cas, soient x et § les coordont :
Jagb & ses devront salisfaire
du point extérieur donné. Ces coordonnées de iy
hoint e: ; : o
‘ul’l' ation de la tangente, et I'on aura, en appela
a Péqus , on 4 &
'ourf];c et y les coordonnées du point de conlact,
] S 2

) f—y={"(2) (z—2x);

B Y \
(3)
mais on a aussi
(4) y=f(%).

a dé iner les ¢ inconnues

(es deux relations serviront & délerminer les deux incor

es dew

i idé relations 1e les équa-
()nJ]murmit aussi considérer ces relations comn el. lom
d AUudS =w N - B
i deux lieux géométriques dont les inlersections s
G solutions de la question.
autant de points de contact ou de solutions
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L'un de ces lieux géométriques (4) est la courbe donnée
cile-méme.

II. — Dans le second cas, soit a le coefficient angulaire de
la droite donnée.

On devra avoir /7 (x)=a, si Péquation de la courbe est

— 40 podbn )
Y= (2), ou plus généralement &) » 81 P'éyna
tion de la courbe est f(z, y)=0(30)

Celte relation, jointe 3

y=[lz), ouwi f(z,y)=0,

servira & déterminer les coordonndes inconnues z et y du
point de contact.

On pourrait aussi considérer ces deux relations comme les
équations de’deux lieux geométriques dont les intersections
seront antant de solutions de la question.

Nous n’insisterons Pas sur ces considérations, qui sont dé-
veloppées dans tous les traités de Géométrie analytique.

101. — On appelle sous-langente la portion de I'axe des 2
comprise entre le pied de Pordonnée et le pied dela tangente,
Pour I'obtenir, il suffit de faire Y=0 dans I'équation de la
tangenle, car X est alors I'abscisse du pied de la tangente,
el la sous-tangente n’est autre chose, en valeur absolue, que
la différence X — 2 entre celte abscisse et celle du pied de
Fordonnée. Or Péquation de 1a tangente, qui se réduit
alors &

— =y (X—xz),
donne

~ r /
(5) X—p=x 4,
yl
.Tclle est l‘expressifm de la Sous-tangente. Si g’ est de
meme signe que y, X—z est négatif, ¢'est-i-dire Gue le
pied de la tangente est alors 3 gauche du pied de Fordonnde,
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si I'on adopte les conventions ordinaires. Si y est c!e signe

contraire a y, X — & est positif, ¢’est-a-dire que le pied de la

tangente est alors & droite du pied de I'ordonnée
Considérons, par exemple, la courbe

y =Ae™;
on déduit de cette équation

Y = mAe™ ,

et, par conséquent,

/

. 1
X—a=—L=— 2,

quantité constante. .

On voit que, dans cette logarithmique, la sous-fangente est
constante, et que le picd de la tangente estsitué a gauche du
pied del'ordonnée.

102. — On appelle normale la perpendiculaire a la tan-
gente menée par le point de contact. Si les axes sont rectan-
gulaires, ce qui est le cas le plus fxl'éque.nt, surtout dans les
applications, il suffit pour obtenir I'équation de la n‘ormale de
changer, dans I'équation de la tangente, le coefficient angu-

1 :
laire 3’ en —~;, ce qui donne
Y

1
(6) Y—y=— y,&—m).

On pourrait, comme dans le cas de l‘a laugem:e, mener‘la
normale par un point extérieur ou parallclement' a une droite
donnée; les méthodes seraient les mémes, mais les calculs
sont en général plus compliqués.

103, — On donne le nom de sous-normale & la porli.ou de
I'axe des & comprise entre le pied de I'ordonnée et le pf?d de
la normale. Pour P'obtenir, il faut faire Y=0 dans I'équa-

/
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tion (6) de la normale; X est alors I'abscisse du pied de la
normale, et X— & est, en valeur absolue, la longueur de la
sous-normale. Or I'équation (6), qui seréduit alors &

l '3
"'!I:'—g; (X —a),

donne

(7) X—az=yy-

Telle est 'expression de la sous-normale. Si y et y’ sont de
signe contraire, X—z est négatif, et le pied de la normale
est 4 gauche de Pordonnée; si y el 4 sont de méme signe,
X —a est positif et le pied de la normale est & droite du pied
de Pordonnée.

1

Exeweres. I. Considéronsla parabole y*=—2px ; on a dans ce
€as y’:%, el par suite yy'=p, c'est-a-dire que la sous-
normale est constante, ¥n méme temps yy’ est positif, et le
pied de lamormale est & droite dupied de I'ordonnée.

II. On sait que la cyeloide est représentée par les
équations

=R (x2—sina), y=R(1— cosa),

R désignant le rayon AC du
cercle générateur, et o 'angle
MCA que fait avee 'axe des y,
on avec CA, le rayon CM
mené au point décrivant. On
en tire

dr=R(1 —cosa) dz, et dy=Rsinadz,
d'ou
i R sin o :R sin %
{ (1 —cosa) Y

APPLICATIONS GEOMETRIQUES.
par suile

yy' =R sin 2,

¢'est-a-dire que la sous-normale est la projection PA du rayon
déecrivant CM sur 1'axe des z. | en résulte que la normale @
la cycloide en un point donnéM de cette courbe est la droite MA
qui joint ce point au point de contact A du cercle générateur
avec l'aze des x.

104. — L’équation (1) dela tangente et Péquation (6) de
dy
=, se mel-

dz

la normale peuvent, lorsqu'on y remplace y’ par

tre respectivement sous la forme

(8)
et
(9) (X —z)dz—+(Y—y) dy=0.

Ces formes, symétriques et faciles a retenir, sontsouvent utiles
dans les calculs.

§ 2. — COURBES ENVELOPPES"

105. — Lorsque P’équation d’une courbe contient un para-
métre arbitraire que I'on peut faire varier, toutes les courbes
qui correspondent aux différentes valeurs de' ce parametre
forment ce qu’on appelle une famille de courbes. On appelle
enveloppe d'une pareille famille de courbes le lieu des inter-
seclions successives des diverses courhes qui composent la
famille, c'est-a-dire le lieu des intersections de deux courbes
de ]a méme famille dans lesquelles les valeurs du paramelre
arbitraire ne différent que d’une quantité infiniment petite.
Si, par exemple, f(z, y, @) =0, représente 'une des courbes
considérées, et f(x,y, a-+ da)=0 une autre courbe de la
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méme famille ne différant de la premitre qu'en ce que Ye pa-
ramétre arbilraire @ a varié d’une quantité infiniment petite,
ces deux courbes seront dites infiniment voisines, et leur point
d'intersection sera un des points de I'enveloppe.

106. — Le procédé A suivre pour trouver I'équation de
Penveloppe se tire deladéfinitionméme. Soit f (z,y, a)=0 (1)
I'équation de la famille de courbes considérées. Changeons
d'abord @ en a+ aa, I'équation [(z,y, a+aa)=0(2) sera
une autre courbe de la méme famille; et les coordonnées des
points communs & ces deux courbes s’obtiendraient en cher-
chant les sys(émes de valeurs de z et Y, qui satisfont a-a fois
anx deux équations. Or on sait que I'on peut remplacer I'une
de ces équations par une combinaison des deux par voie d'ad-
dition ou de somstraction. On peut donc substituer, par
exemple, a la seconde la combinaison

(@, y, a+ aa)—f (, Yy, a)=0,

ou, ce qui revient au_méme,

[y 9, 04 50)— flay9,0)
Aa i

0.

Supposons maintenant que I'on fasse tendre Aa vers zéro,
les deux courbes deviendront consécutives, et leurs points
communs appartiendront a V’enveloppe. Les coordonnées de
ces points seraient donc données par la résolution des deux
équations

[z, y, a)=0,
el
f(_;ZI, Y, a-%-Aa'»—-/'(;v, Us a)
Aa

lim.

=0,

f(z,y,a)=0,

{25y, a)=0.
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Pour obtenir I'équation de I'enveloppe, il n’y aura dom:
qua éliminer entre ces deux équations le paramélre @ qui
particularise les points communs.

Ainsi, pour obtenir I'équation de Ienveloppe des courbgs
représentées par une équation telle que f(x,y., a)=1> z’!
suffit éliminer le paramétre a entre celte équation et sa dé-
rivée, prise par rapport & ce paramelre.

10%7. — Il est aisé de reconnaitre que chacune des courbes
enveloppées est tangente & enveloppe. Soient, en effet, AB,
A'B’, A"B" trois courbes consécu-
tives de la famille considérée, M I'in-
tersection des courbes AB et A'B,
N lintersection des courbes A'B’ et
A"B". Les deux points M et N ap-
partiendronta’enveloppe; il en sera
donc de méme de I'élément infini-
ment petit MN ; cet élément sera donc commun a I'enveloppée
A'B’ et & 'enveloppe. Done ’enveloppe est tangente a I'enve-
loppée A’B’. On démontrerait de la méme maniére qu’elle est
tangente a toutes les autres enveloppées.

Mais cette propriétépeut étre démontrée par I'analyse de la
maniére suivante. Puisque I'équation de I'enveloppe résnlte
de 'élimination du paramétre a entre les équations

Fig. 4

f(@ 9y, a)=0 et fuf,y, a) =0,
onpeut, pour obtenir le coefficient angulaire de la tangente 3
I'enveloppe au point z,y, différencier'équation f'(z,y,a)=0
en y regardant @ comme une fonction dexet de y, cette (‘ler-
nicre variable étant elle-méme fonetion de z. On obtient
ainsi (33, 25)

d/ - Idf ﬂ iﬂ_ 'd_a>=0;
ar F;]_l-da d Y dy '

mais %ﬁ est nul en vertu de Uéquation f7, (2, y,a)=0, il
a
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reste donc

df df
il + 1 £f. =10
dx dy
¢'est-a-dire que le coefficient angulaire de la tangente & I'en-
veloppe au point @, y est donné par la méme équation que le
coelficient angulaire de la tangente A 'I'enveloppée au méme
point. Donc I'enveloppée est tangente i 1'enveloppe.

108. — Exevrrrs. 1. Une droite mobile coupe les axes
eoordonnés a des distances a et b de l'origine; dont la somme
demeure conslante; on-demande enveloppe des positions de
cetle droite. Soit-a b = m. L’équation de la famille de
droites dont il s’agit scra

&L X 1
(1) - on —_— ) :1
T (4] in—a

Egalant & zéro.la dérivée par rapport 4 a, on obtient

T, y (o I i RN AL
_E_,_()T_———a)g_O, d’oti . ayy— (m— a)Jz=0,

et par suite

m\/z : m\/y
V& VY V& +\y

Substituant dans (1), on trouve pour ’équation de I'en-
veloppe,

/ ¢
(2) (Vo + vy)'=
équation d’nne parabole quia pour axe la hissectrice du pre-
mier angle des axes coordonnés, et qui touche ces axes aux

points répondant &

y=0,z2=m, et =0, y=mn.
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On vérifie aisément que celte parabole est tangente a ch?cnue
des droites proposées; car si I'on porte dans I'équation { ) la
valeur de y donnée par I'équation (2), on obtient une équation
du second degré ena qui a ses racines égales.
1. Trouver Lenveloppe des ellipses qui ont méme surface
et leurs axes dirigés suivant les mémes droiles.
Nous pouvons représenter par =r* la surface commune de

ces ellipses; nous aurons alors

d’olt

(1)

Prenant la dérivée par rapport a @, et suppnmant lg fac-
teur 2¢ devenu commun, on obtient

w& U‘l——_o,

—Zs

$pa rz
as__7_£n. et (lazi—,l—.

Substitnant dans (1), on trouve
Ty XY
g = gl 5
(2) = 5=

on
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2 r
Lenveloppe demandée se compose donc des deux hyper-

boles équilatéres qui ont les axes pour asymptotes et pour
2
puissance 72—

Si Pon porte dans: Péquation (1) la valeur de y tirée de
Péquation (2), on obtient une équation en z qui est bicarrée
et qui a ses racines égales deux a deux. On vérifie ainsi que

’ .
Ienveloppe est tangente en deux points & chacune des en-
veloppées.

§ 8. — CONVEXITE ET COURBURE DES LIGNES PLANES.

109. — Un arc de courbe, aussi petit que 'on voudra, est
concave du edté desa corde, et convexe du edté opposé,
? \ & agr r r "oy
¢'est-a-dire du cdte des tangentes menées par ses extremites.

I

Fig. 5. Fig. 6.

Considérons un are trés-petit MM’ (fig. 5 et 6) d’une courbe
dont I’équation en coordonnées rectangulaires est y = f ().
Soieut et &+ R les abscisses de ses extrémités.

Si, comme daos la figure 5, les tangentes MT, M'T" menées
aux extrémités de 'arc MM’ se coupent au-dessous de cet arc
(en regardant I'axe OY comme vertical pour fixer les idccs),
Parc tourne sa convexité vers le bas, c’est-a-dire verslesy
négatifs. En méme temps le coefficient angulsire de la tan-
gente M'T” est plus grand que le coefficient angula.re dela tan-
gente MT; ainsi le coefficient angulaire de la tangente, c’est-
?-du‘c ' (x), est une quantité croissante, depuis I'abscisse z
jusqu'a 'abscisse z + h.
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Si, comme dans la figure 6, les tangenles MT et M'T" se
coupent au-dessus de I'arc MM, cet arc tourne sa convexité
vers le haut, C'est-i-dire vers les y positifs. En méme temps
le coefficient angulaire de la tangente M'T" est plus petit que

' celui de la tangente MT ; ainsi, dans ce cas, f* (z) est une

quantité décroissante, depuis I'abscisse & jusqua l'ab-
scisse £ + h.

Or, d’aprés ce qu'on a vu au n° 84, la fonction f’ () est
croissante ou décroissante, de x & £ + h, suivant que sa de-
rivée f” (x) est positive ou négative. On peut donc dire que
T'are MM’ tourne sa convexité yers le bas ou vers le haut, selon
que, de # & © + h, la seconde dérivée f” (x) est positive oun
négative.

Nous avons supposé I'ordonnée croissante dans les figures 5
et 6; les mémes résultats subsistent en supposant I'ordonnée
déeroissante comme dans les figures 7 et 8. Ainsi, dans la

Fig. 1. Fig. 8.

figure 7, 'arc MM’ tourne sa convexité vers le bas; or le coef-
ficient angulaire de M'T" est moindre en valeur absolue que
celui de MT ; et, comme ils sont tous deux négatifs, f’ (z)
est une fonction qui croit algébriquement. Dans la figure 8,
au contraire, I'are MW’ tourne sa convexité vers le haut; or
le coefficient angulaire de M'T" est plus grand en valeur ab-
solue que celui de MT; et, comme ils sont tous deux néga-
tifs, f’ (x) est une fonction qui décroit algébriquement
D'ailleurs, dans tout ce que nous venons de dire, la posi-
tion de I'axe des & par rapport & l'arc considéré est indiffé-
rente; donc enfin une courbe y=* (x) tourne sa conveite,

PRT——— e S TR )
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a partir d’un point délerminé M ayant & pour abscisse, vers
les ynégatifs o vers les y positifs, suivant quela seconde dé-
rivée 1" (x) est positive ou négative pour cette valeur de 2.

Reyarque. — On-wérific 4 aide des considérations qui pré-
cédent In régle donnée au n® 86, pour reconnaitre les maxima
ouminima d'une fonction d'une variable. Si 'ordonnée d’une
courbe a un maximum ou un minimum, en ce point la tan-
gente doit étee parallele &\ Paxe des @, et par conséquent la
premiére dérivée doit étre nulle. §'il y amaximum, la courbe
tourne sa convexité vers les y posilifs, el-par conséquent la
seconde dérivée doit €tre négative. S'il y a l‘llillinl"ll!l, la
eourbe tourne sa conveyité vers les y négalifs, et par consé-
quent la'seconde dérivée doit étre positive. Mais ees considé-
ralions deyiennent suffisantes quand la_seconle dérivée

s'annule, et il faut recourir & la théorie exposée au numére

cité.
110. — Considérons, par esemple, la- courbe qui a pour
equation
y=sinz,
et qui a la forme représentée

par la figure 9. On tire de

/i\ celte équation
! lk\

{
70

Y —=—sing.

Par conséquent, on reconnait que depuis =0, qui ré-
pond a lorigine, jusqu’a £ =, qui répond au point A ot la
courbe rencontre de nouveau Paxe des @, f” (x) est négalil el
que la courbe fourne sa convexité vers les y positifs, Au con-
traire, depuisw=x= jusqu’a &= 2=, clest-i-dire depuis'le
point A jusqu’au point B, oti la courbe coupe, pour la troi-
sieme fois, 'axe des 2, [ (z) est posilif, la courbe tourne
sa convexité vers les y négatils.

Les mémes résultats se reproduisent périodiquement pour
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les valeurs de & supérieures & 2x, ou pour les valeurs néga-
tives de cette variable.

124. — Il pent arriver que le coefficient angulaire de la
tangente, ou [’ (z), aprés avoir été croissant de z—=ae¢—h
4 x=a, devienne décroissant de x=a a z=a-+h, ou
vice versa; en d'autres lermes, il peut arriver que I'abscisse
#=a corresponded un maximum ol & un minimui de [* ().
On sait qu'alors sa dérivée [ (z) prend pour z=g¢ la valeur
" (a)=0, oula valeur " (a)=c0 (85).

Les points qui présentent cette circonstance se nommerit
des points d'inflexion. Ce sont des points ol la eonvexité de la
courbe change de sens; si, par exemple, de x=a—"h a
2=—ua, la courbe tournait sa convexité vers les y négatifs
de 2=—ua 4 x=a —+ h, elle tourne sa convexité vers les y po-
sitifs; om bhien c'est Tinverse qui a lieus Dans les deux-eas la
courbe passe d'un coté & Pautre de sa tangente, cesl-i-dire
que si elle élait d’abord d'un colé de la tancente de 2—a —h
a z=a, elle passe de l'autre colé de s—=a & x=a -+ h.

Dans la eourbe y = sinz (lig. 9) les points 0, A, B,... sont
des points d’inflexion ; ear pour ces poinis on a

" (&) =—sinz=0.

Nous_ anrons occasion de revenir sur les points d’inflexion
en nous occupant d'une maniére plus générale des poinls
singuliers.

112. — Les notions sur la courbure des lignes résultent
de la comparaison des arcs de courbe quel-
conques avec les arcs de cercle.

Un arc de cercle de longueur détermince
est d’autant plus courbe que l'angle aigu
formé par les tangentes menées a ses ex-
trémités est plus grand. Soit, par exemple,
Pare MM’; menons les rayons OM et OM,
et les tangentes MT et M'T’ qui se coupent au point]. Si

Fig. 10.
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'arc MM’ a une longneur déterminée, il sera d'autant plus
courbe que langle TIT’ sera plus grand. Or cet angle est
égal & Pangle MOM'; on pemt donc dire qu'un arc de cercle
de longueur déterminée est d’autant plus courbe qu’il ré-
p?ﬂd a4 un angle au cenfre plus grand; ou, ce qui re-
vient au méme, qu'il est d’autant plus courbe qu’il appar-
tient & un cercle d’'un rayon plus petit. Ainsi, pour un arc de
cercle de longuenr donnée, ta courbure varie en raison inverse
du rayon.

InE ’ -
(’est ce que I'on peut voir encore d’une autre maniére. On
sait quion a

MM = OM >< arc MOMW,

ou en appelant 8 I'arc. MM’, o I'angle MOM’ (ou V'are qui lui
sert de mesure dans le cercle dont le rayon est 1) et r la lon-
gueur OM,

& =ra,
d'ou 'on tire

(1)

)
On prend I'angle z pour la mesure de la courbure de I'arc S;

on yoit dés lors que pour un are.de. méme longueur elle varie
en raison inverse du rayon.

. % .
Le quotient = représente la courbure par unité de longuewr

de arc s. D'aprés la relation (1), elle est égale a I'inverse du

3 . 4 1
rayon ; ef c’est dans ce sens que - sert de mesure & la cour-
-

bure.

118. — Pour étendre ces notions 4 une courbe plane quel-
conque, on compare les trés-petits arcs de cette courbe a des
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arcs de cercle. Cetle comparaison peut d’abord se faire d'une
maniére élémentaire, comme il suit.

I. Soit AB la courbe considérée dont Péquation est

y="{(2).

Soit M un point quelconque de cette courbe, dont les coor-
données sont x et y, et soient M’ et M” deux points consecutifs
trds-voisins du premier. Par les
trois points M, M, M, qui ne sont
point en ligne droite, on peut faire
passer un cercle; soit C son cen-
tre; joignons les rayons CM et CM.
Si les points M, M MW" sont trés-
rapprochés, l'arc de cercle qui les
joint différera trés-peu delarc cor-
respondant de la courbe propo-
sée; et sion les rapproche de plus en plus, de maniére
% se confondre avee le point M, Pare de cercle tendra 4 se
confondre avec Uarc correspondant de la courbe AB. La limite
vers laquelle tend ainsi le cercle mené par les tris points
conséeutifs M, M’, M" est ce que l'on appelle le cercle de
cowrbure de la courbe au point M; son centre est le centre de
courbure, et son rayon prend le nom de rayon de courbure.

On voit que le centre de conrbure relatif an point M est &
1a rencontre de la normale en M avee une normale WC infi-
niment voisine. On voit aussi qu’a la limite les deux lon-
gucurs MC et M'C peuvent étre considérées comme égales.

Fig.

114, Soit o le rayon de courbure GM; désignons par ds
Pare infiniment petit MM, et par da l'angle infiniment
petit MGM'. Cet angle, formé par les deux rayons CM, CM,
est égal 2 P'angle formé par les deux tangentes MT, M'T’, et
porte, pour celte raison, le nom d'angle de contingence.
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'Pmsquc I'are MM’ se confond avec Parc correspondant du
cercle de courbure, on a

de !

(7‘;' = -, d,Oﬁ ds

P —_——
dz

Cette formuleet les considérations géométriques qui précédent
1 o A y i :

peuvent d’abord servir & trouver l'expression du rayon de

courbure. !

Les coordonnées du point M élant z et y, celles du point W
sont

T+dz, et y-+dy;

la distance dfz ces deux points, ou I'arc MM’ regardé comme
ayant pour limite sa corde, a donc pour valeur

ds=lim'. AZ* 4 Ay®,

ds = v/dz* -+~ dyP=dz y1 + Y.

Le coefficient aire ; ; :
angulaire de MT éfant y*, celui de M'T” est de

s A . <
wéme 3’ + dy’; la tangente de I'angle de ces deux droites est
donc donnée par la relation .

tang MCMW' = y'_“'.'f';"_".’ :
Iy (y +dy)’

0 L "
3, e:ll pxuu;ut l'are pour la tangente, ce qui est permis
attendu que I'arc est infiniy i T :
arc e riment petit, et alig i
_ . , @t, en négligeant l'in-
finiment petit dy’ devant i, , TR

da—-—— dy

I e
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Par suite

p:‘_(h}.\»l"i—y{a'

ou enfin
(1)

Telle est !'espression du rayon de courbure. Elle ne donne
pas pour p une valeur négative, attendu que, d’aprés la figure
qui a servi al'établir, la courbe tourne sa convesité vers les ¥
positifs, et quedes lors 3" est négalif (109).

Si Pon fait la figure pour le cas ou la courhe AB tourne sa
convexité vers les y négatifs, on voit
que les calculs restent Jes mémes, Si
ce n'est que pour avoir la tangente
de V'angle de MT avec MT, il faut, en
appliquantla formule connueguidonue
la tangente de V'angle de deux droites.
retrancher y' de y'-+ dy’; au lien de
soustraire gy’ -+ dy’ de y’ comme tout
3 ’heure. On obtient alors

(2)

et comme 7" est alors positif, on obtient encore pour p une
valeur positive.

IL. Mais on pent établir la méeme formule par les considé-
ca {ions analytiques qui suivent.

Considérons d’abord deux courbes quelconques

y=f(z) et y=¢&@)

qui ont un point commun répondant a Vabscisse a, de telle
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sorte qu’on ait f(a) = ¢ (a). Si dans les équations de ces
courbes on remplace 2 par @ -+ h, h désignant une quantité
infiniment petite, on aura (64) en admettant que de z=aq
4 z=ah, les fonctions f (z) et ¢ () et toutes leurs déri-
vées conservent des valeurs finies,

] ) Y W
[{a+h=Ffla)+F(6) 3 +["(0) 7 + " (6) ;55 +---

et

h h*
#a+h=v()+¢ (0} +o'(0) ;5 +¢"(0) ;g +-

Sil'ona f”(a) =¢'(a), les deux courbes ont au point com-
mun la méme tangente, et P'on dit qu'elles ont entre elles un
contact du premier ordre, et leurs ordonnées

f(a-+h) et o(a=+h)

ne différent que d'un infiniment petit du deuxiéme ordre,
SiTona en outre f* (a), =¢" (a), on dit que les courbes ont

un contact du deuzieme ordre; et leurs ordonnées

fla+h), et o¢(a-+h)

\

ne différent que d’un infiniment petit du troisiéme ordre.

En général,-si les n premiéres dérivées prennent des va-
leurs égales pour & =a, on dit que les courbes ont un contact
du 2%™ ordre, et leurs ordonnées

[la+h) et o(a-+h)

ne difféerent que d’un infiniment petit de Pordre n4-1.

Si 'une des courbes est algébrique et de degré n, et qu’elle
ait avec l'autre courbe un contact du n*™ ordre, on dit que
la premiére courbe est osculafrice par rapport a la seconde.

Conformément a celte définition, un cercle tangent & une

e e st e
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courbe est dit oseulateur, par rapport a cette courbe, sl a
avec ellé un contact du deuxieme ordre. }
Proposons-nous de trouver lc' ccrv.le osculateur a u:\(i
courbe donnée y = f (x) au point qu1 a pour cnnnlnnn«.ves
zety. SiXetY sont les C(Jord(l)nl'u"es de son centre, et pson
rayon, son équation sera de la forme

(1) (z—X)*+ (y =) =¢"
On en tire, en dilférentiant denx fois de suite,
(2) (@—X)+y(y—Y=0,
(3) iy +y g —Y)=0.

Pour que ce cercle soi o:cu\ntnn? ala cOlll‘l?E doxméc‘alu
point & et Y, il faut que y’ el y” ;f(')xent.les mémes poux 11
courbe et pour le cercle: Dés lors I'equahion (2) signifie (1\19“(,
centre du cercle est sur lamonnale ai po.nz.t cun?m‘n’m; car e ]Li
exprime gue les coordonndes X et Y .~:.ll.<[m‘1t‘ al v(]nahﬁon (L
la normale. Quant & I'é juation (3), ¢lle exprime q'ue le Len%u'.
Ju cercle est.sur la normale & la courbe propoesee, nulpom:
infinimerit voisin‘qui‘a-pour coordonnces L= dx et yv-y— dy;
car si, dans I'équation (2], on rempla e par & - u;z-,,.."t ]
par y + dy pour avoir la nurnmle' au pn‘ml u:lmlment voisin,
on retombe aprés réductions sur | ¢quation (3). ' Py

Le rayon p se déduil aisément des trois relations ci-dessus

scriles. La troisigme donne

A S
y"‘\——— U,’I 3

O\

ol Ean tO o Asdm
substituant cette valeur dans la relation (2), on en déduit

s gy
w—\—-—‘-uu !
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et, par suite, la relation (1) donne

¢ est la valeur obtenue pour le rayon de courbure par la pre-
miere méthode.

On devra prendre le signe -~ ou le signe — suivant que y*
sera positilow négatif, pour que la valeur de ¢, qui exprime
une longuenr absolue, soit positive. Clest-i-dire qu'il faudra

. . .
prengre le signe 4-ou le sigie —, suivant que la convexité
de la courbe ser mée vers les saatif .

A sera fournée vers les y negatis on vers les Yy
positiis. (

Ce calcul montre T'identité du cercle oseulateur avec le
narpnl » " . Qe b 3 ] 7 X £ x
cercle de courbure passant par trois points conséentifs infini-
ment voisins, tel que nous Favions d’abord eonsidére

Nous appliquerons la formule du rayonde courbure i deux
exemples. ‘

115, —1. Nous prendrons pour premier exemple Uellipse
< 174 £ ’
De Péquation decelte courbe ‘

ol
2 Il:

- —4, ontire d’ahord Y =—

b? ("4‘./?;/‘-’ —+ Pzt

@\ ay’
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On trouve, par exer_nple, que pour

p—0 et

el que, pour

r—a ot ¥=0,

Mais on peut déduire de la formule (3) une eonstruction
géométrique. Soit M le point ot I'on
veut déterminer le rayon de eour-
bure; on joint ce point aux deux
foyers F et F; on méne la bissec-
trice MN de langle FME’; clest la
normale au point M3 par son pied N
on lui éléve une perpendiculaire NI
terminée & 'un des rayons yecteurs MF’; et au point I on éléve
une perpendiculaire IC 2 ee rayon vecteur; le point C ot elle
coupe la normale est le eentre de courbure correspondant au
point M; et MC est le rayon de courbure.

En effet; menons 'ordonnée MP. La sous-normale NP a
pour valeur
7 S

NP =y =y <X —— =
Y=y &y p

La valeur de la normale MN est done

[ bz ey + bt

_\13':\/.\“1P—‘2:—T\'_17=vw+—ar~~~——'

a

Soit o I'angle NMI'; on a

MN MN
MI=- I. : donc MCG= “\ .
cosg L
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116
Or'angle ¢ est la différence des angles MNA et MF’A, qui

ont respectivement pour tangente

a’y ;
St c e
bz’ z+c'

ona done
ay -y
Pr &+6¢ — ay (® -+ ¢) — by
taT s | @y bz + biex

1
i

tang o =
b (x-e

Ly t-a'ey oy
abr+ bPex b

Par conséquent,
1 b a*h*

(i N o— —— =
1 tang®e b4yt Saty + DY

Substitnant ces valeurs dans'expression de’ MC, on obtient

NCLLVe e gt be Ao+ bat)
j albt 7 P RS

9

ce qui/justifie la construction.
Cette construetion -est applicable a T'hyperbole et a la

parabole.
116.— I1. Nous prendrons pour second exemple lacycloide.

De ses équations

t=R({z—sina), y=R{1—-cosa),

on a tiré au n° 103, 11,

On en déduit
2

(1 —cosa)+-sins
(1 —cosa)r ~ 1T—cosa’

I-+y

APPLIGATIONS GEOMETRIQUES.

on trouve ensuite
. (1—cosz)cos % —sing . 8ina
dy =2—p—— o
(1 —cos2)?

on a d'ailleurs,
dz =" (1 —cos2) dz.

Par conséruent
Y /
o i 850 v
dx R (1 —cosa)
Substituant dans Uexpression du rayon de courbure, on

obtient

() s
p=-1 "1_002 ——‘QR\/Q\/l—cosaz’LRSin;—a.

R(1—cosa)t

Or, si I'on se repotie a la figure du n® 103, on reconnait

que Pon a
MA = 2Rsin { a.

Done
p —_— Q\IA ’

est-a-dire que'dans la cycloide le rayon de courbure est le

double de la normale.

§ 4. — DEVELOPPEES DES LIGNES PLANES

147. —On appelle'déwloppée d’une courbe plane le lieu
géomélrique de ses cenlres de courbure. Soit ABCDE.. une
courbe plane quelconque; et. soient A, B, G, D, E,... des
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points trés-rapprochés sur celte courbe. Menons par ces points
les normales.Aa, Db, Ce, Dd,
Ee;... ces normales formeront
par leurs intersections succes-
sives une ligne polygonale abe
de..... Concevons maintenant
que lesares AB, BC, CD, DE,...
deviennent, infiniment pelits ;
les points a; b, ¢, d, e,... de-
viendront les centres de cour-
bure de ces ares (113); et la ligne jolygonale abede... de-
viendra une courbe continue, lieu deces centres de courbure.
(’est celte courbe que onappelle la développée de la courbe
ABCDE,... laquelle prend lenom de développente par rap-
port a la courbe abede.... Voici Iorigine de ces dénomina-
1oms.

Remarquens d’abord que si les ares AB, BC, CD, DE,...
sont infininzent petits, on peutécrire (143) aA =aB, bB=b(;
¢l =¢D; dD = dF;... Cela posé, imaginons que Pon enroule
sur la courbe abede... un fil flexible mais inextensible dont
une extrémité aboutisse en A ; puis, supposons qu'on la dé-
roule en le tenant toujours tendu, et en faisant marcher son
extrémité libre A dans le sens de la fleche, I'autre extrémité
étant fixée quelque part sur la courbe abede. Lextrémité A
décrira d’abord un élément de cercle ayant son centre en a;
cetiare de cercle passera par lepoint B, puisque aA = ¢B; etil
se confondra avec I'élément AB de la courbe donnée, puisqu'il
a pour centre le centre de courbure ¢ de cet élément. Quand
Pextrémité libre du fil sera parvenue en B, sur le prolonge-
ment de P’élément ab, le mouvement changera, et I'extrémité
libre décrira un élément de cercle ayant son centre en b; cet
arc de cercle passera par le point C, puisque bB=0C; et il se
confondra avec I'élément BC de la courbe donnée, puisqu’il 2

pour cenire le centre de courbure b de cet élément. Qu.ad
Pextrémité libre du fil sera venue en C, sur le prolongement

APPLICATIONS GEOMETRIQUES. . 11§

de I"élément be, le mouvement changera encore; I'extrémité
libre décrira un élément de cercle ayant son centre en G ; cet

" arc de cercle passera par le point D, puisque ¢C=¢D, et il se

confondra avee I’élément CD de la courbe donnée, puisqu'il a
pour centre le centre de courbure ¢ de cet ¢lément. En conti-
nuant ainsi, on voit que 'extrémité libre du fil décrira une
série d’arcs de cercles ayant leurs centres sur abede... et qui
se_confondront avec les éléments successifs de la courbe
donnée ABCDE.... En définitive, elle décrira cette courbe d’un
mouvement confinu.

Ainsi, une courbe donnée quelconque ABCDE... peut tou-
jours étre considérée comme décrite par extrémité libre d'un
il enroulé sur la courbe abede... lieu de ses centres de cour-
bure. Dans ce mouvementle fil enroulé se développe; d'ott les
noms de développée et de développante donnés aux courbes
abede... et ABCDE....

Il résulte de ce mode de description que, dans toutes ses
positions, le il est normal dla eonrbe ABCDE,... puisqu’il est
normal aux éléments de cercle avec lesquels elle se confond;
en méme temps le fil est tangent ala courbe abede... puisqu’il
est toujours le prolongement d'un de ses éléments. On peut
done dire que toute tangente & la développée est normale a la
développante, et véciproquement, toute normale & la dévelop-
pante est tangente @ la développée.

118, — Ces considérations géométriques pourraient suffire
i la rigueur pour établirles propriétés dela développée. Néan-
moins, il est utile d’en donner la démonstration analytique.

Ona vu aun® 114, 1I, que le centre de courbure répondant
au point d'une courbe donnée, dont lescoordonnées sont x ety,
est situé sur la normale en ce point & cette courbe, ef sur la

normale infiniment voisine menée par le point dont les coor-
données sont 2+ dz et y 4+ dy, c'esl-a-dire que le lieu des
centres de courbure est le lieu des intersections successives des
normales 3 la courbe proposée, ou, en d’autres termes, que la
développée est I'enveloppe des normales & cette courbe. Or,

o —— g e
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ona démontré, aun® 107, quel'enveloppe est tangexute & cha-
cune des enveloppées. Il est donc démontré que la déveleppée
d'une courbe est tangente & chacune des normales & cette
courbe, et le-point-decontact est le centre de courbure répon-
dantd chaque normale.

gela posé, soient X, Y les coordonmées du centre de courbure
répondant an point 2, y de la courbe proposée, et soit p le
rayon de courbure en ¢e point. On aura

=X —2a) + (Y— y)%

Différentions les deux membres, il viendra, aprés avoir
divisé par 2,

pde= (X —z)dX+ (Y—y)dY— [(X—a)dz + (Y—y) dy].

Mais la quantité entre crochets est nulle, attendu que le
point X, Y est situé sur la normale [104% (9)]; il reste donc,
en divisant par p

X

)/ AL e Yy

anulf T, e
¢ P

appelons w Pangle que la normale fait avec I'axe des x, nous
aurons

et I'équation (1) pourra s’écrire
(2) dp —dX cos v + dY sin w.

~ En méme temps, si dS représente I'élément de la déve-
loppée, nous aurons aussi, attendu que cet élément a la di-
rection de la normale a la courbe donnée,

dY

—— == SIN W,
dsS
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Si I'on met pour cos o et sin o ces valeurs dans la relation (2),
elle devient
e e TN e,

dS  dS  d

Cette relation exprime que la longueur de I'élément dﬁe
la développée est précisément égale a Paccroissement infini-
ment petit du rayon de courbure, ce qui justifie le mmh.r de
deseription de la courbe indiqué plus haat, et la dénomina-
tion de développée employée pour désigner le lieu des centres
de courbure.

149. —C'est en con-idérant la développée comme I'en-
veloppe des noimales a la courbe donnée qu'on obtient
Péquation de cette développée. '

Soit y=f () Iéquation de la courbe donnée: Onava 102)
que 1'équation de I normale A cette courbe est

Y _-yz_fj, X—a),

ou
(1) [Y—{(x)] f'(x) + (X— 2) =0.

Cette équation est 'équation commnune de toutes le§ nor-
males; 'abscisse & du point de contact doit y étre considérée
comme un parameétre variable qui particularise la normale.
Pour aveir Péguation de L'enveloppedes normales il faut done,
conformément & la régle exposée au n® 107, éliminer & entre
I'équation (1) et sa dévivée prise par rapport & . N

Aulien de remplacer y ety en fonction de z, dans | équa-
tion de la_normale, il peut etre parfuis plus commode d'in-
troduire partonty ; il faut alors ¢liminer yentre l’éqlmliox} de
la normale ainsi préparée, etsa dérivée prise par rapport & Y,
recardée comme variable indépendante. :

‘Nous donnerons quelques exemples du calcul qui conduit
3 I'équation de la développée.
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120. — L. Nous prendrons d’abord pour exemple la para-

bole y*— 2.

L'équation dela normale est
LY
]
ou, en remplacaut & en fonction de v,
r Y
Y — :— X— )
(1) y l %)
ou bien
P+2p(p—X)y — 2pY —0.
Différentiant par rapport a y, on a

(2) 3y + 2 (p—X) =0,

Il reste & éliminer Y entre les équations (1) et (2). Pour cela
on tire de (2)

2p (p —X)=— 3,

et en substituant dans (1), il vient

WP=—'Y, dod y=yp*
Substituant dans (2) on obtient

(1) 3VPT=2p (X —p),
ou

¥ — ﬁ (\_f))
7" p

c’est I'équation de la développée. Elle a Ia forme représentée
par la figure 15,

APPLICATIONS GEOMETRIQUES.
' as & sa discussion.
Nous ne nous arréterons pas i sa discussi

II. Nous prendrons pour second

exemple Vellipse, parce que, pour
obtenir I'équation de la développée

ous une forme simple, il convient
S0Us

sarticulidre:
de suivre une marche particuliére
I éyuation de la normale est

@’y

“.\

1)y Y—y=z (X—2),

aX y | @y _0\’,_'14
b

A Z egardant y comme
Prenons la dérivée par rapport a z, en regardanty

fonetion de £ ; nous aurons

0_“_5(

0 —a*X (zy —y)— 'y,
! ¢ -valeur — b_L_ il vient
Mettant pour ' sa va @y’

ay

z X b c-b
a8 ¢ aJ P T 68 % £
b ) = S 7 Y ay !

=y

£ . aX
¢

et par suite
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Or on trouverait par un caleul analogue

il suffit pour cela de remplacer @ par y, X par Y, a parb,
b par a, et de changer par conséquent le signe de ¢*. Ces va-
leurs, mises dans I'équation de l'cllipse, donnent

Telle est I'équation dei la développée de V'ellipse; cette
courbe a la forme indiquée par la figure-46.

LI Nous-chercherons encore
la développée de la cycloide, parce
qu’elle peut s’obtenir par des eon-

= sidérations'géométriques trés-sim-

ples. Soit OB (fig.17) la cyeloide

considérce; M I'un de ses points;

( la position correspondante du

centre du cercle générateur ; A son

point.de contact avee I'axe OX. Tragons le cercle (. symétrique
du cercle G par rapport &
OX; et tivons MA, qui ren-
contrera le cercle (i’ en M.
A cause de la symétrie on
aura évidemment AN —
AM, et par. conséquent
MM = 2MA. Le point W'
sera done (116) le centre
de courbure de la cycloide
correspondantau point M.
Cela posé, prenons OK = =R, et menons HKK’ paralléle 2

g » ]
APPLICATIONS GEOMETRIQUES. 12

b a rdd I -
' 00" paralléle , el O’K’ pa-
Iaxe des 7j; menons encore 00’ paralléle & ]\,I\\. mm]n\‘
rallele 3 V'axe OX, et tangent en A’ an cevele €. Nous ¢
« s, O L4 0, 4 T :

0K =0Kk==R, et 0'A’=0A.

Sen 4 ,
ik arc AM =0A =arc AM,

AN’ sont égales a cause de la syme-
puisque les cordes AM et AM' sont égales a
trie. 11 en résulte

are AW —==R — AW=0K —0A'= AR,

o X! avs -
D le point M/ est sur une eveloide OMK’ ayant pour
Y e o L dnasnae Tl
le sénérateur le cercle C'; et qui serait engendrée p_aé u
cercle generate e e
1 i srence de ce cercle (' roulant £ )
1 , la cireonférence de ce ¢ 0X @
A Je C. Or la courbe ainsi dé-
invers -oulement du cercle U. 3
sens inverse du roule vl o
. de courbure W de la cycloide donnee,
Ae. licu des centres de courbure? y
crile, licn des ¢ :
oy o cette cycloide.
a développee de cette ey » - ral '
B | ll"l loppée de la eycluide est une cyeloide égale, qui
N e alldlement & Laxe des y d'une quantite
se seraib abaissée purallclement & 2 y :
S€ 5S¢ L Ulie : ey v o
alea digmétre du cercle aénerateur, el qui aural ai In (
eqate famoi - [y et -
; reculé parallelement @ tare des x d'une quantite egate
ot reci!
wne demi-einconférence de ce cercle.
i Jéiit remarquer que, d'aprésle mode de
120 bis. — On peut remarq , d : =
s 2 te fondé sur Pemploi de sa développée,
desceription d'une courbe fonde su I Telppe
o . " - v . — - : (-1 c -
il va tonjours une inhnite de courbes qui_ont la mem :
g gy : les obtient en faisant varier la longueur du fil en-
oppecs; on 1es 0b : . 8ue N
i développée commune. Toutes ces eourbes ont
ce sont les taugentes & la commune de-

roulé sur cetie
s némes normales; :
l\'tgl(ln‘;:{::}]\f; nctlla P xr,lion de normale cum'pl'lsv enlre (ll.o-u; t:
c(;z courbes est constante dans toute lc-xfr étendue; en d aufres
h‘lrn'w:\'. ¢es courbes sont partout éqzuzl'z.\'lan{cs. e d gl
Réciproquement, deux courbes qui U}lt ‘wl.u.a l(%l.I .Om :
males commimnes el qui sont partout (‘([l?llll}ld'l) ﬁa,: 2 .d:
méme développée. Car si la premiére peut ¢lie (levlilc .1demmc
de sa développée, en adoptant une cerlaine longueur ,
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la seconde pourra étre décrite  I'aide de Ia méme développée
en faisant varier la longueur du fil d'une quantité égale 3 Ia
distance des deux courbes.

§ 5. — POINTS SINGULIERS DES COURBES PLANES

124. — ‘On appelle points singuliers d’'une courbe plane
les points qui offrent quelque particularité indépendante du
choix des axes,

D’aprés cette définition, les points ot l'ordonnée est maxima
ou minima-ne sont pas des points singuliers, car ils perdent
leur propriété quand on fait varier Ia direetion des axes. (est
ainsi, par exemple, que le sommet du petit axe d'une-ellipse;
qui répond au maximam de Pordonnés quand on rapporte la
courbe & ses axes, perd cetfe propriélési Pon prend pour axes
deux diameétres conjugués quelcongues.

Nous suppeserons daberd I'équation de la courbe résolue
par rapport a y.

Nous anrons 4 considérer les points singuliers que peut pré-
senter une meéme hranche de courbe; puis cenx qui résullent
de la rencontre de plusicurs branches.

122. — Poinls singuliers que peul presenter une méme
branche.

L. /Paints dlinflexion. Nous avons déja eu “occasion “de
parier de ces points au n° 111; ce sont ceux ou le coefficient
angulaire de la tangente [" (%) passe par un maximum ou par
un munimum, et ou par conséquent {” (z) devient nul ou jn-
fini. Nous avons donné pour exemple du premier cas [a sinu-
soide; on peut prendre pour exemple du second cas la courbe

L
W=~ &4 — 2°.

10

On tire de celte équation

APPLICATIONS GEOMETRIQUES.
y’—'——'l —= o) T y

1

' =

Pour z =0, on trouve

y=h,y=1, y'==».

Le point M qui répond aux coordonnées

r—0 et 51!:]2,

7

estun pointd'inflesion, Le coeilmeutangulél_re Y est décrois
ant pour 2 négatif et croissant pour & positif; il passe donc
sant ig Ly g

i+ un minimum pour =0 la seconde dérivée y" prend
P

alors une valeur mfinie.

On peut remarquer q.nr,-; u'luand y" esl.”m{l ) l? .1-:115::‘:\;13
¢ourbure ¢ (114) devientinfini; et qu:aml Yy t",alfﬂ fx.n,n On .
de courbure est nul. On voitdonc qu .al.x.\' points d'inflexi
ravon de courbure devient nul ou infini. .

123. — lI. Points darrét oude rup,z‘urc. Ces pc‘nu?i::aont
cenx ot I'ordonnée passe hrusquuneut'd une valeur f{inie a une
vale;m' infinie ot & uneautre valeur finie.

I Soit, par exemple, la courbe

y:‘l———ez. 7

S1 I"on fait varier 2 de —o ﬂ/ |
O

a0, y est positif et angmente

- 220 i
de 04 1, cequi donne la bran- /
C Si Pon fait varier @ ‘ 4
che gA. S /

Fig. 19.

/’n.'_r

de == oo 2 0, yest négatif et
: ite de'0 a l'infini, ce qui
augmente de 0 a linfini, e,
donne la branche ¢b. Pour 2=0_0on adone ou une oldonnlw
o ‘ l | : 3 4 e ' 1 i -
finie 0A=1, ou une ordonnée négative inlinie en valeur ab
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S1 I"on fait varier 2 de —o ﬂ/ |
O

a0, y est positif et angmente

- 220 i
de 04 1, cequi donne la bran- /
C Si Pon fait varier @ ‘ 4
che gA. S /

Fig. 19.

/’n.'_r

de == oo 2 0, yest négatif et
: ite de'0 a l'infini, ce qui
augmente de 0 a linfini, e,
donne la branche ¢b. Pour 2=0_0on adone ou une oldonnlw
o ‘ l | : 3 4 e ' 1 i -
finie 0A=1, ou une ordonnée négative inlinie en valeur ab
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:~'o]ne. Ainsi Uoxdonnée passe brusquement d'une valeur finie
a une valeur infinie.

II. Soit en second lieu la courbe

1

y—arc.lang — — — % g
x: 1-a?

St lon Eatomrrr (0
Si Ton fait varier # de —o6 4 0, y est négatif et varie
d ar

de 034 — 3 Si I'on fait varier

& de +4-07a 0, y est positif

\, - X et vaneded ( + ::):' Pourz—0

I'ordonnée . passe done brus-
Fir. Sl quement de la valeur finie
=54 la valeur {inie 4 5
e genre de pownts siuguliers ne se rencontre que dans les
courbes transcendantes.
124, — s Points™ saillants. On nomme ainsi les points
Y 14 poolBeors an Dy A\ )
ou le coellicient angulaire de la tangente passe brusquement
d’une valeur finie @ une autre valear finie, et ot par conseé-
quent la courhe semble se briser et former un ancle dont le
sommet est le point saillant. :
Soit, par excmple, la courbe

y=—=h--z.arc tang ~.

On tire de cetle équation

T
=g

y':al‘c tang % ]

Fig. 91. Or, on vient de voir que pour

£ =0 celte fonction passe brusquement de Ia valeur --g ala

-
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valeur + ;. La courbe se brise donc au point A, qui devient

le sommet de angle formé par les deux parties conséeutives
de la courbe; ce sommel est le point saillant.

Ce genre de points singuliers ne se rencontre également
que dans les courbes transcendantes.

125 . — Points sinquliers résultant de la rencontre de plu-
sieurs branches.

I. Points multiples. Ces points sont ceux ot denx branches
de courbe se croisent. Cela arrive lorsque y a deux valeurs
distinctes qui se confondent pour une valeur particuliere
de z, et quen méme temps y' conserve deux valeurs dis-

tinctes.
(n peut prendre pour exemple I'équalion

Y=z {L‘-l-(t; d’ ot _yr=_1f'():%‘+9(l.
b 2\/1) \f.’l}-’r—[lv

Pour =10 on trouve
y:O, et y'==t o
3 b
Y

La courbe a la forme indiquée
(fig. 22); le point O est un point
multiple.

Ces points se rencontrent dans
les courhes dont I'équation contient
des radicaux d'indice pair.

s126. — Il peut arriver que les deux branches de eourbe au
liendese croiser soient tangentes. Le point de contactest alorsce
quion appelleun point maultiple avec contact, et il est dit de
premiére ou de denxieme espéce , suivant que les deux
branches sont situées de part et d’autre de leur tangente

commune ou d'un méme coté de ceile tangente.
9
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Ce qui caractérisc ces points, c'est d’abord que deux va-
leurs distincles de g se confondent en une seule; que deux
valeurs de 4’ se confondent ¢galement en une seule; et le
point est de premicre on de deuxieme espéce, suivant que sur
lc.s deux branches 4" a des signes dilférents ou le méme
signe.

Comme exemple d'un_point mulliple avec contact de pre-
miére espéce, on peut prendre la courbe (fig. 23

y=a*y1+-2.
On a dans ce cas

da + Ha?
)

Y=
Y 1+2

b

Pour =0, on trouve

y=0, y'=0, et y":—_':?),

-

Les deux valeurs de I'ordonnée se réduisent 4 une seule: il
en est de méme des deux valeurs '
de y'; quant aux deux valeurs de
y”, elles restent distinctes et de
signe différent; fe point O est done

un point multipl 4 d /_‘\\,__‘/
P witiple avec contact de V;" <

Y

Comme exemple d’un point mul- Fig. 2.

premiere espece.

tiple avec contact de deuxiéme espéce, nous prendrons la
courbe (fig. 24),

APPLICATIONS GEOMETRIQUES.
Pour =10, on trouve
UZO, ?}'—:0, yI’:c‘-)‘il 3

les deux valeurs de y se réduisent
encore a une seule, il cn est de
méme des valeurs de y’; mais les
deux valeurs de y” restent distinctes
et ont toutes deux le méme signe.
Le point O est donc bien un point
multiple avec contact de deuxieme
espéce. : Fig. 2

g27. — II. Points de rebroussement. Ce qui caracténsc
ces points, c’est que 'ordonnée est imaginaire, seit en degi,
soit au dela; qu'elle a deux valeurs distinctes, soit au dela,
soit en deca, qui se confondent en une seule au point consi-
déré, et que le coefficient angulairey’ a aussi deux valeurs
distinetes qui se confondent en une seule en ce point. La
courhe présente donc au point de rebroussement deux bran-
ches tangentes entre elles, mais qui
ne s'étendent que d'un colé de ce
point. Le point de rebroussement est
dit de premiére ou de deuziéme espece,
suivant que les deux branches sont si-
tuées de part et d’autre deleur tangente
commune ou d’un méme coté de cette
tangente, ce qu'indique le signe de y".

Soit (fig. 25) I'équation

g
y—=h+x+ %

on en lire

p=ul 2R Pl

Pour z=0on ay=—"h, y'=1; d’ailleurs y devient imagi-
naire (ainsi que y’) pour les valeurs négatives de z. De
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plus 4" a un sigue différent sur les deux branches. Ona done
au point A un point de rebroussement de premiére espéce.
Soit au contraire (fig. 26) I'équation

y=h+ ém—;—af—{—

on en tire
RE 1 3 ’
Y=g+r+at, et yl__'l-i—_
o ol
/ 3 Pour =0, ona y=h, y' =; et

/

// y est imaginaire pour les valeurs né-
/:/'ﬁf" gatives de x. De plus, pour de tres-
pelites valeurs positives de z, les deux
valeurs de y"” sont de méme signe. Le
point A’ est donc un point de rebrous-
sement de seconde espece.

Fig. 26.

128. — Il Points conjugués (ou isolés). Ces points pro-
vienuent ordinairement d’une branche de courbe fermée qui
se réduit & un point pour une valeur particuliére d'un para-

3 metre entrant dans I'équation

de la courbe. Ils sont caracté-
/ risés parcelte circonstance que,
en deca et au dela, I'ordonnée

est 1maginaire, jusqu’a une
valeur convenablede z; etquau
pointlui-mémey’est imaginaire.
Soit, par exemple, la courbe

TN
\_/‘l"

Fig. 27.

__Ve(z+a) (x—D)
o m ’

y

qui a la forme représentée par la figure 27.

APPLICATIONS GEOMETRIQUES.

Si T'on fait I'hypothése a=0, I'équation devient

5z —2b

x\x—Db S
_—__—I_\L__’ don 9=

y m J 9m \x—

| i Y
Pour =20 ona y=—0. Mais pour
des valeurs positives de x moindres -
que b, ou pour des val.eurs.negnhves . -
de cette variable, y est imaginaire. Au
point 0 lui-méme (fig. 28), ' est ima-
cinaire. Ce point est donc un point Fig, 9.
conjugué. LEy -
g129. — Supposons maintenant que {’équation ne puis
thbrers 5 9; sol g = tte
pas étre résolue par rapport a y; soit f(z,y) =0 ce
équation. . L
Rappelons=nous qu'on en déduit par la différentiation

(30, 59)

, af , df
(@) T

d&f ,W'_uM>+"ﬂ:0
) (d_a?—i—ay (LIT([!’_§ LA A T

- £ o B
F gy b gy L7 SE)
PP ¢la;3d.y+dy dedy* ~ dy?

i (Ff , d!f " ﬂ_____
T (tlxcly_*-y d_y*> e dy i

. . - e
. .

L'équation (a) donne y; en substituant cetle valeur dans
i i : stituant les valeurs
Y'équation (b), on en lire y"; et, en santltu‘\‘nt ,%, ns
dey et dey” dans I’équation (c), on en tiverait §; et ainsi
de suite. = 5]

Il n'y a rien de particulier @ remarquer pour €s point:
singuliers que peut présenter une méme branche de courbe.




134 PREMIERS ELEMENTS DU CALCUL INFINITESIMAL

\Iai\' i] l’.e e s 3

Mais 11 peut arriver qu'au { .

s ; au pomnt ¢ AN

a la fois . jue I'on considére on ail

ﬂ—() df

TR et —=—(;

dz dy -

Dans ee cas, I'équati '

s, l'équati onnai ient i

ey 1)l équation (@} qui donnait y” devient illusoire, et

cest alors I'équation (b) qui domme cetle premicre d¢ e
) C emiere dérivée

?

attendu que le tern " di g
1e eny" disparait, puisque & {
1 y" disparaif, puisque P i 0, c'est-a-
ire qu'alors;y’ est donné par une équati
a 11 : Y est du?nc par une equation du second degré
St les racines sont 1maginaires, on a.affaire i 1
| e i a un pomé
Si les racines sont ré iné
acines éelles et inégales, ¢’ i
‘ rag gales, c'est u
tiple ordinaire, L fagaiiialy
Si les ragin ¢ i
s racimes sont égales, il s'agit @' 1 i
| e < {Ll s, l11 s'agit d’un point multiple avee
\acl, pomnt de rebronssement. Si
ah V0SS . Si gy conserve un
valeur réelle en deca ’ T g
n dega et au dela du po idéré
; G b int ‘considéré, ¢’es
1 i ) . 10 sidere, c’est un
P! int mull{p](,., si y devient imaginaire en dech on au del
¢’est.un point de rebroussement : ‘ .
Dans les deux cas, espe
$ eux cas, l'espeéce int s :
B il : as, L'espece du point sera donnée par y”
oy s 4 1 ( |
irera alors de I'équation (¢), attendu que y” dispa-

~.

> : ¢
rait, puisque —- est n Si- Tes
puis( P ul, Si-les deux valeurs de if" sont de

sigl ral ra alfaire

signe confraire, on aura affaire & un point multiple de pre
miére espéc A i .

Te espéce ou d un point de rebroussement de premicre

RNACD « A (lany va {

espece ; si les deux valeurs de 4" sont de méme signe

i ' 1 signe, ee sera
n point multiple de deuxiéme espéce ou un )oin’t d

broussement de deuxiéme espéce ; b

l es (]("l«'lil\ (l I I ; .d S .V‘. 3 [ cur l(}s hﬂ\(bl]l\ 1le
b D) ul prece L’HL U“i '(_,“L ) 2

» . .

la[‘l)llLa“U“. \

§ 6. — COURBES A DOUBLE COURBURE

130. — Une cour
s Une courbe quelconque, dans Pespace, est repré
cniee cn0rde jpe e 1 15 : )
¢, en coordonnées rectangulaires, par deux équatior
g ; ations

APPLICATIONS GEOMETRIQUES. 135
entre les trois variables , y, . Ges deux équations sont celles
do deux surfaces dont U'intersection est la courbe considérée.
Le plus souvent les deux ¢quations ne renferment chacune
que deux variables et se présentent sous la forme
(1) r=—2 (%),

elles représentent alors les cylindres qui projettent la courbe

| sur le plan des 2z, et sur le plan des yz.

On prend ordinairement % pour variable indépendante ;
cependant, pour la symélrie des formules, il est souvent
commode de regarder x, y et % comme fonctions d'une va-
riable indépendante auxiliaire; on adopte alors généralement
pour variable indépendante I'arc s dela courbe ; z, y, % sont
considérés comme fonctions de s.

g31. — Expression d'un élément de la courbe. Soient &,
y, % les coordonnées d'un point M de la courbe, et soient

@ -+ AT, Y+ AY, 3+ A%,

les coordonnées ’un point voisin M'. St représente la droite
qui joint les points M et M’, on aura, d’aprés une formule
connue de Géométric analylique & trois dimensions

I= \/AZ +Ay 4%

Si Pon rapproche indéfiniment le point M du point M, la
cordel de Pare MM tendra vers Parc lni-méme, que l'on re-
présente par ds, en méme femps que AT, AY, A% tendront
respectivement vers dx, dy, dz. On aura donc

ds =lim . {/AL® -+ A+ A%%
ou
(2) ds= Jdx?+ dy* + 5"

[/arc infiniment petit ds est ce qu'on nomme u élément de

la courbe.
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pour variable indépendante I'arc s dela courbe ; z, y, % sont
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ds—dz l[—x ’ agy:
( \/<d;’ + JE +1 b

‘ lx. d
ou, en Girant o ot £Y cquaty
, nt - el des équations (1) de la courbe

[ s =\l BT F W1

132. — Tangenfe. Les équali
1pe. — 1 ; 'quations de la droite qui joi
points M, M" ayant pour coordonnées e

T, Y, % et x4 AT, Y4 Ay, %+ Az
e~y

], » y
sont) en eul—(“a"t pal‘ X, i’ Z ](.S CoO0r (]0!1110( D COUlanlea,

Xrg ¥y A
J,_Ml_L—zv), et Y—y:“\" (2 —2).

Si I'on fait tend
re M’ vers M, la sécante MM’ Ir
tangente en M; en méme tcmp’s W il

AT AY d
Az Ay . 2.
T et i\ tendront vers —— et J.

dz ~ dz’

Y—y:ﬂ/(l—z).

e AT,
(4) X—az=—(Z—3z), .et )
(153

DY

On peut les écrire symélriquement sous la forme

X—.fc:Y—y_Z—'v'

~

5) dz dy dx

Oll I S "y
g nles auvx COlJlbe\ I l > l o ¢ R N
e l'. D epr es(’lll(ﬂ% yal ]EQ e ll“()"Q I ainsi
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Considérons les points de la courbe ¢t de sa tangente qui
correspondent 2 Pordonnée z -+ h, h étant une quantité infi-
niment petite. Soient &y, Yy, & h les coordonnées du pre-
mier de ces points, que nous appellerons p; et X,,Y,, 3+,
celles du second, que nous appellerons P. Daprés ce (ui éte
expliqué au n° 99, la différence X,--, sera un infiniment
petit du second ordre, si la courhe n'éprouve pas de discon-
tinuité au point que I'on considére; et il en scra de meme de
la différence Y, —9,- On en conclut aisément que la distance
des points I et p est clle-méme un infiniment petit du second
ordre, car cette distance 3 a pour expression

S \—(Xl == 9“‘1): =5 (Yl = y1)2 + 0.

Or, d’apres ce qu'on vient de dire, h étant I'infiniment petit
principal, les diftérences X, — 2, ¢t Y, —Up sont de la
forme kh? et K12, ket ¥ stant des coefficients finis. On a
done

s=hmyK T3,

quantité infiniment petite du second ordre.

On ferait voir, comme au n® 99, que la tangente au point
&, Y, % ne passe pas par le point 2-+d, y-+-dy, z-+dz, etque
si ces derniéres coordonnées paraissent satisfaire aux eéqua-
tions de la langente, c’est parce «u'on néglige les infiniment
petits du second ordre.

132 bis.— On sait que s &=z P, Y =Dbz+ g, sont
les équations d’une droite, les cosinus des angles qu'elle fait
avec les axes ont respectivement pour valeur

a b 1
— ————___’_‘_,I_: — ]
— L ] —
Ja+ b+l Ve Pl Je+b+1
Si 'on applique ces formules a la langente, on aura donc,
on appliq gente,
en désignant par a, 8, les angles qu'elle fait avec les axes
des x, des y et des 2,
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B dx
\2 T o e
; ) 4q ViP+dydz

et. cos = glg -
ds
133. — Plan normal.

Vl" L.

outes les perpendiculaj

' ; Cl} » ", Pt
gente menées parle ol g

g3 t[u,uullde contact sontdes normales-
sestun plan perpendiculai %
é endiculaire 3 '
ol ) I re a la tangente
(é el]ou donne le nom de plan normal o
¢ Plan, passant par le point
nees sont z, Y, %,

A=
le lieu

de contact dont Jes

‘€ pol es coordon-
Son €quation est de la forme “
A (X—2z) +B(Y—y) ¢ (Z—z)=0
Pour qu’il soit perpendiculaire § |

les équations (4), il faut.qu’on ait

a droile, représentée par
dx

A=Cer, et BL(, Y

az ’ dz"

Q 4 she o ,

:l.uballtuant dans I'équation précédente ces

e .B, et supprimant le facte :

obtient

valeurs de A ef

ur G devenu commun, on

{./.) (Y—xi dz - N
- dz Yl gx =2 =0,
X —2)ds 4 (Y—y)dy + (Z—2) dzg—

= 3 2 et
c'est Péquation dy plan normal,

| 134. — Plans tangents.
gente porte le nom de
plans tangents est ¢

: Tout plan mené suivant la tan
d péan tangent. L'équation générale de
videmment de la forme I -

(8) [X—uz) Az —(Z—z) da] 43 [(Y

S

—Y)dz—(Z—z) dy] =0,
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car cette équation représente un plan, et ce plan contient la
{angente, puisque I'équation (8) est satisfaite en méme temps
que les équations (4) de la tangente.

Nous remarquerons encore ici que ce plan, qui passe par le
point &, y, %, ne passe pas par le point dont les coordonnées
sont & -+ dx, y + dy, %+ dz, et que si ces coordonnées pa-
raissent satisfaire a I'équation (8), Cest parce qu’on néglige
les infiniment pelits du second ordre.

235, — Plan osculateur. 1. Considérons trois points con-
sécutifs M, M’; M" sur la courbe; par ces trois poinls, qui
ne sont pas généralement en ligne droite, on pourra faire
passer un plan. Si l'on fait tendre les points M’ et M" vers le
point M, ce plan tendra vers une position limite; le plan qui
occupe celte position limite est ce que 'on appelle le plan os-
culateur au point M.

Ce plan devant passer par le point M, dont les coordonnées
sont 2, 4, %, son équation est de laforme

AX—az)+BY—y) +C(Z—2)=0.

Nous supposons &, ¥, et z fonctions d'une variable auxiliaire
indépendante.

Si o 4de, y-+dy, x-+dz sont les coordonnées du
point M/, elles doivent satisfaire & I’équation du plan, ce qui
donne

Adx + Bdy + Cdz=0.

Les coordonnées du point M" étant
z 4+ do + d*m, y 4+ dy + d%y, 2+ dz+ d’%,

elles doivent également satisfaire 2 'équation du plan, ce qui
donne, en ayant égard i la relation ci-dessus,

Adiz + Bdy + Cd’z=0.

De ces deux derniéres équations on tirera les rapports
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B .
c et o el en substituent pour A et B leurs valeurs en C

Fia PRt :
ns I’équation _du plan, et supprimant le facteur ¢ devenu
commun, on obtiendra

9) (X—z) (dyd*z — dx (l'il/g’) + (Y—y) (dzd’zc —dz d*%)
~+ (£ —2) (dv d*y— dy d*x) =0,

c’est I'équation du plan osculateur.
On sen' ferait disparaitre les infiniment petits en divisant
par ds*, sis est la variable indépendante. Sia’, 2" Y,y 2’
by : o”e AN Iy JO R
représentent les premicres et secondes dérivées de x, y et z
\ s » o .

par rapporl a s, on pourrait écrire

(X=2) (=’ —=y") + (Y—y) (€27 — 2'z")
+(L—z) (Y —y'z") =0

2

équation qui ne renferme plus d'infiniment petits.

| II. Le plan osculatenr contient la tangente en M; car si
s;)nt remplac.:e X—a, Y—y, L—x par dz, dy, dz qui leur
; Dt proportionnels en vertu des équations (5) de la tangente
ous les termes de I'équation (9) s’entre-détruisent. LZ plzm:
osculateur est done compris parmi les plans tangents
; 1L Si I’on prend z pour variable indépendante, il en résulte
%= conslante .et.d’z: 0. L’équation du plan osculateur de-
vient alors, en divisant par ds®:
% 3,
— XL s Yy 42

dz* dz?

; lx d4 T
g (f—a) (22 EY 0 d*x
( )<d:. & & dw) =0

(9 bis)

] tSous celte‘ forme; on reconnait aisément que le plan oscu-

ateur au point M, dont les coordonnées sont 2. 4. %. es

rallele a la tang i ’ | idn s
ngente au point M" ayant pour coordonnées

Z4+dz, y+dy, z--dzs. En offe dzx dy ,
y Y Y, %+ dz. En effet ; d—yvet (1_;*1 étant les coeffi

cients angulaires
en M’ s'obtiendront en ychangeantzen z + dx et y eny + dy,
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de la tangente en M, ceux de la tangente

ce qui donne

ds dwd: et dy—i—@d;.

d dF dx " dz

Or, on sait que pour qu'une droile, ayant pour coefficients

angulaires @ et b, soit paralléle au plan qui a pour équation

Az + By + Cz+D=0,

il faut et il suffit qu’on ait

Aa+Bb+ C=0.

Dans le cas qui nou: occupe, cette condition devient

dy (de v ¢z (dy &%

+((IJ; dy dy ll’;lf)____ﬂ,

Az d2t dz d#
égalité qui est en effet satisfaite d’elle-méme, attendu que les
termes du premier membre s'entre-détruisent.

IV. On déduit encore de ce qui précede que la plus courte
distance des tangentes menées en Met en M’ est un infiniment
petit du 3° ordre. En- effet - cette distance n'est autre chose
que la distance du plan osculateur a la tangente en M’ qui lui
est paralléle. 11 faut done démontrer que celle-ci est un infini-
ment petit du 3¢ ordre. On simplifie la démonstration en pre-
nant la tangente en M pour axc desz, le point M pour origine,
et le plan osculateur en ce point pour plan des zz. L'équation
(9 bis) du plan osculateur se réduit alors a

i

e LR

Tdz ' dF

car on a £=0, y=0, 2= 0, puisque l'origine est en M, et

.
T P A Sy .y N s A sk el A l
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dx
dz

=0 avee — = 0, puisque P’axe des z est une tangente,

Pour que le plan osculateur se confonde avee le plan des 2z,
et que son équalion se réduise & Y=10, il faut donc qu’on ait
d*y
== =0
dz?

Cela posé, soit y==1" () I'éqnation de la projection de la
courbe sur le plan desyz; on aura par la série de Maclau-

tin (69)

y:qf IO) -;-1Lf’ (0) _’1§+1pu (O) _l_"_c) - ‘P'"’ (0) l

Mais W (0) est nul, puisque la courbe passe par I'origine;
U (0) est nul, puisqu’elle est tangente i I'axe des z; enfin, la
d*y

condition FrE 0 revient a W" (0) = 0. Il reste done

y=u"(0). 17
Do-nc sizest un infiniment petitdu premier ordre, comme cela
doit avoir lieu pourle point M’ infiniment voisin du point M,
Fordonnée y, qui mesure la plus courte distance du plan oscu-
lateur & la tangente en M’, est un infiniment petit du 3° ordre,

Il en résulte qu'en négligeant les infiniment petits du
3% ordre, on peut regarder le plan osculateur en M comme
contenant les tangentes en M et M.

135 bis. — Normale principale. On donne le nom de nor-
male principale a la perpendiculaire & Ia tangente qui se
trouve dans le plan osculaleur. C'est intersection du plan
osculateur avec le plan normal ; et Pon pourrait obtenir ses
équations par cetle considération. Mais il est préférable d’em-
ployer la méthode snivante, qui conduit aisément & diverses
autres conséquences uliles.

Soient M et M’ deux points infiniment voisins sur la courbe;
MT et M'T” les tangentes en ces deux points. La dislance de la

APPLICATIONS GEOMETRIQUES. 145

tangente M'T’ au plan osculateur mené en M étant un infini-

ment petit du 3° ordre, on peut, en négligeant les infiniment

petits de cet ordre, regarder M'I” comme contenu dans le

plan osculateur. Supposons que ce soit le plan de la figure.

Soit C: le centre de courbure en

M de I'arc MM’ considéré ainsi

comme plan; menons CM et

G\ ; la droite MC, normale en

M (113), sera la normale prin-

cipale. Par U'origine des coor-

données, menons les droites Of

et Ot paralleles a MT et a M'T’ Fig. 29.

et égales a 'unité, et joignons . Le triangle MCM’ peut étre
considéré comme un triangle rectiligne isocéle, dont I'angle
en C est égal  l'angle de contingence, que nous représente-
rons par dz, et dont les angles & la base sont aussi voisins
qu’on le voudra de 90°. Or, le triangle tOt’ est aussi un triangle
isocéle, dont I'angle en O est égal & I'angle de contingence; il
est done semblable au triangle MCM’; et, puisque Ot et Ot
sont respectivement perpendiculaires aux normales MG et M'CY,
il faut que le troisiéme coté 14 soit perpendiculaire & MM, et
par conséquent aussi voisin qu'on le voudra d'étre parallele &
MC. La direction de la normale principale MG est donc en dé-
finitive celle de la droile {t', et tout se réduit 3 trouver cette
derniére. :

Pour cela, soient £, 4, { les coordonnées du point ¢;

£ + d5, % + dn, {+ dg seront celles du point i La dis-
tanee ds de ces deux points sera exprimée (131) par

o= \dZ -+ dif 2%

et sid, v, v désignent les angles que ti fait avec les axes, on
aura (152)

dz g
COS A=+, COS ;).—’_—('

g
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Or, a, B, v désignant les angles de la tangente MT ou de la
paralléle Ot avec les axes, on a

£=0¢t.cosa, 7—=0t.cosp, {=0f.cosv,
ou simplement, puisque Ot =1,
P )
—coSa, M=—=Co8P; {=cos¥y.

Mais on a trouvé au if° 152

cos =t cos"—dy cOS‘—dz
..l—dss P'—'ds’ {—ds'

On a donc

C de | Ly ) T3
§= o )T ) ST ds?

et, parsuite,

27 dz 3 dy 1 dz
d‘—_d'ﬁ’ dr,_(l.—(E, ds—fl-;&-

[lest commode de prendre s pour variable indépendante ;
on peut écrire alors

DY ts, dr=="2ds.

S0, dp=-2
S 2 : ds* : ds*

La valeur de ds devient alors

dz\* _(Py\' | (d=)
do—=ds \/(E) +<d—63—> +<(16—é) ;
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) : 1
et 'on trouve enfin, pour les angles 3, p, v, les valeurs

[ i
ds®

dz\*  [(dPy\* (A%}
V@) + (@) +E)

&y
ds*

\/d—L il Zl_’/ W PR\
dst ) - ((152 R &(7?)
ds ¥

ds®
08 y =

\//@\z ' /llz_l/ B 2\ 2
(@)~ (@) + (%)

'Lsf direction de la normale principale se trouve ainsi déter-
minde.

COS A=

cos p—

186. — Rayon de courbure. L’are ds mesure I'angle {0

to}
ﬁan le cercle d‘ont le rayon est 4 ; clest done la mesure de
angle de contingence MCM'. On a douc, en désignant par p

le rayon de courbure MC du cercle osculateur en M (14 4),

(10) %’:%, dob p— 5 _ !

ds dl)z , /(Fy T Y
tl(lsf,r £ t117) o (([T)
Remanque I. On remarquera qu'a I'aide de celte valeur

on peut écrire les valeurs des cosinus des angles A, ., v de la
normale principale avec les axes sous la forme

&’z
1 \—=—p —=
(1) © cosh=p 75,

'BFT.\TARQL‘E IL. On peut observer aussi que les formules qui
précédent sont applicables aux lignes planes; il n’y a de dif-

10
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férence qu'en ce que, dans ce cas, les résultats du calcul sont
généralement plus simples.

137. — Seconde courbure. Deus plans osculateurs consécu-
tifs font entre eux un angle diédre infiniment petit, que nous
désignerans par d, et-que I'on appelle 'angle de torsion ou de
seconde courbure. On assimile cetfe seconde courbure @ la
courbure d’un cerele, et 'on nomme rayon de seconde cour-
burele rayon d'un cercle dont la courbure serait équivalente
3 la torsion de la courbe considérée. Si p, désigne ce rayon de
courbure, on pose par analogie

s dou o 2
575 0,1 I

Pour obtenir I'angle df, il fandrait, dans 'équation du plan
osculateur, changer z, y, % en ® + dx, y + dy,5-+dx,
et chercher Pangle des deux plans ainsi obtenus. Cel angle,
que nous désignerons par dr, est 'anigle de torsion correspon-
dant 2 Vare ds; la torsion par unité de longueur de la courbe

. 1 ey . ds
est dong, au point considéré, 75 ¢ soninverse o est le
§ T

rayon de torsion ou rayon de seconde courbure.

On peut encore suivre une autre méthode et employer des
considérations analogues a celles qui nous ont servi aux
7 n* 135 et '15(;5. Nou§ renverrons

pour cette question, qui a peu.du-
} ) tilité dans la pratique, 4 des traités
1 2 plus étendus.

| 138. — Application @ Ihélice.

Ni ’
N Nous supposerons que 'on prenne
NS X 5 d selPaxelle [hekic
; pouraxe des z’axe de ['hélice, et que

NI l'on fasse passer I'axe des 2 par un
point A pris surla rourbe. Soit ABA’
la trace sur le plan des 2y du cylindre
sur lequel 1'hélice est tracée; soit
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r son rayon. Soit k le pas de I'hélice ; nous poserons
= tangi.

Qe

Soient =00, y="0, z=MP les coordonnées d’un point
de la courbe, et soit » I'angle que le rayon OP fait avec OX.
Les équations de I’hélice seront

(12) z=rcosw, Yy=rsinw, =5 w=rtangi.o.

In
On en tire
dz=—rsinwdo, [y=-+rcosode, dz=r tangi.dw,
ou

dt=—ydv, dy=-+zde, dz—riangi.do.
Par suite

e s A 7 dw
ds = do Jr*+r*tang’i = —=,
oS 1
Les équations de la tangente sont, en supprimant le fac-
teur do,
— z  riangi

(19) X—z Y—y Z—z

On voit, en premier lieu, que la projection de la tangente
sur le plan XOY a pour équation

X—az)z+ (Y—y)y=0

Xz +—Yy=1,

¢’est 'équation de la tangente PR au cercle de base, menée
par le pied P de I'ordonnée du point de contact, On démontre
cette propriété dans les Eléments.
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On voit, en second lieu, que le cosinus de 'angle que la

tangente fait avec 'axe 0Z de I'hélice, c’est-a-dire 7o apour

valeur lequotient der tangi par 0 ¢ est-a-dire sin 7, quan-
5 A0S
tité constante. C'est encore une propriété connue.
Si V'on fait Z=0 dans les équations de la tangente, on
frouve
Yz Y 2%
— L= - — =" -y
N rlangi’ J rtang?
X et Y désignant alors les coordonnées du point R ot la tan-
gente perce le plan XO0Y.
On a denc

%

PR:\" (X —Il?)2 —— (Y —y)’: iy | — 7w

tangi

c'est-a-dirve que la distance PR est égale dT'arc AP ; ceite pro-
priété se démontre aussi dans les Eléments.
Des valeurs trouvées plus haut pour dz, dy, dz, ds, on
tire
ycost zcosi drx . .
4 ) ~J:—!- y —-—sIN?;
T ds r ds

on en déduit

&’z cosi dy ~— eosh "
dst — r sl R

dy cosi dz _ cos®

a

dst —_r_ ds 7
dz

——'=A.
ds? :

Cette derniére relation montre que la normale principale a
une direction perpendiculaire a I'axe des z; car elle revient
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4 cosy=—0. Les deux premiéres donnent

cos%i
X

3

5 /M

cos®t \*
=; Yy

= — - = — oS
r

ce qui montre que la projection de la normale prineipale sur
le plan des 2y coincile avec le rayon OP. La normale prin-
cipale MN rencontre donc I'axe de I'hélice ct lui est perpendi-
culaire.

Le plan osculatenr se trouve dés lors détermin’ par la tan-
gente MIU et par la normale principale MN; il fait done un
angle constant avec cel axe. g

Enfin, le rayon de courbure est denné par la formule
1 r

(d"’u' T costi T cost]
s

c'est une quantité constante. Il est facile d’en déduire que le
lieu des centres de courbure est une hélice de méme pas que
la proposte , mais tracée surun cylindre de méme axe ayant
pour rayen p— 1 ou rtang%. ‘
Dansl'hélice, angle de torsion et le rayon de seconde cour-
bure penvent s’obtenir directement comme: il suit. Soient M
et M’ deux pointsinfiniment voisins sur la courbe. Concevons
que par l'origine des coordonnées on méne deux droites res-
pectivement perpendicuiairesaux plans osculateurs en M e en
M’; ces perpendiculaires feront avec I’axe de I'hélice des an-
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gles égaux ai; et délermineront avec cet axe un angle triédre
dans lequel 'angle diédre qui a pour aréle 0Z sera exprime
par do. L'angle des deux perpendiculaires sera d’ailleurs ds.
Si, dans la formule fondamentale de la trigonométrie sphé-
rique,
cos @ = cosbcos ¢ -+ sinbsin ¢ cos A,

on fait

a=ds b=c=i et A=do,
on trouve

cos dz — cos*i -+ sin® i . cos dw,

ou, attendu que d= et do sont infiniment petits

/

d=2 1K L4t dw*
1 — - =costi+sin®i (1 = 12—) )

-

relation qui se réduit a

d= = sini. do.

ds.cosi
du) — T-',

il vient done

sini cosids
s = —

dv _ sinicosi e

_—— -7 — Pl — T
ds r ; 8in cosi

en appelant p, le rayon de seconde courbure.
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§ 7. — SURFACES COURBES. — NOTIONS SUR LA COURBURE,

139. — Plan tangent. On sait qu’une surface, quand on la
rapporte & des coordonnées rectangulaires, est représentée par
une équation entre ces coordonnées.

Soit
(1) f(®,y,2)=0

I'équation de la surface considérée. Si par le point M, dont les
coordonnées sont z, y, %, on fait passer une courbe tracéesur
la surface, courbe qui sera en général & double courbure, les
équations de la tangente en M  cette courbe seront (152)

9) de  dy _ dz
\2 Xz Y — yegul=—72

Mais, la courbe étant tracée sur la surface, les dx, dy, dz,
doivent satisfaire & la relation qu’on obtient en différentiant
Péquation (1), saveir (33)

df df df
(3) —dr 4+ — dy +=- dz

' dx dy dx

Si, dans cette derniére relation, on remplace dz, dy, dzpar
les quantités X — 2, Y—y, Z—2z qui leur sont proportion-
nelles en vertu des équations (2), on trouve

df

a (l/" \¥.3 7 e M o
X—. )—F{T!;(\Y—y)—.—([:’ (/:’—A) -—0

(elte relation entre les coordonnées courantes X, Y, Z de la
tangente demeure laméme pour toutes les tangentes que I'on
peut mener i des courbes tracées sur la surface et passant par
le point M. Ellereprésente donc le lieu de ces tangentes. Or,
Péquation (4) étant du premier degré en X, Y, Z, représente
un plan; il en résulte ce théoréme : foutes les tangentes
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/
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-
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§ 7. — SURFACES COURBES. — NOTIONS SUR LA COURBURE,

139. — Plan tangent. On sait qu’une surface, quand on la
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9) de  dy _ dz
\2 Xz Y — yegul=—72

Mais, la courbe étant tracée sur la surface, les dx, dy, dz,
doivent satisfaire & la relation qu’on obtient en différentiant
Péquation (1), saveir (33)

df df df
(3) —dr 4+ — dy +=- dz

' dx dy dx

Si, dans cette derniére relation, on remplace dz, dy, dzpar
les quantités X — 2, Y—y, Z—2z qui leur sont proportion-
nelles en vertu des équations (2), on trouve

df

a (l/" \¥.3 7 e M o
X—. )—F{T!;(\Y—y)—.—([:’ (/:’—A) -—0

(elte relation entre les coordonnées courantes X, Y, Z de la
tangente demeure laméme pour toutes les tangentes que I'on
peut mener i des courbes tracées sur la surface et passant par
le point M. Ellereprésente donc le lieu de ces tangentes. Or,
Péquation (4) étant du premier degré en X, Y, Z, représente
un plan; il en résulte ce théoréme : foutes les tangentes
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menées par un méme point d'une surface aux différentes cour-
bes que l'on peut faire passer par ce point sur la surface, sont
dans un méme plan. En raison de cette propriété, on donne a
ce plan le nom de plan tangent. Son équation est facile a for-
mer quand on al'équation de la surface.

Supposons, par exemple; qu’il s'agisse de l'ellipsoide dont
I'équation est

On trouvera

df % /df %y df - 9%

dr— a'dy b dz—¢

54 2 ] - - PAE * )
et I’équation du plan langent sera, en supprimant le fac-
Jeur 2,

@ : b? &

X—z)z (Y —1 7=z
e Ol = .

équation que l'on peut écrire

Dans le cas de la sphére, on a
Gk —lc =R
I'équation du plan tangent devient donc
Xz + Yy + Iz=R,

et il est facile de vérifier qu'il est perpendicalaire au rayon
dont les équations sont
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Les angles que le plan tangent fait avec les plans coordon-
nés des 2y, des zz et deszy ont respectivement. pour cosinus

'(1/; o (")x
(_(Lv " \dy,

TFij@FfWT
Kd;}:) " \dy) - (1;)
(Voy. les traités de Géomélrie analytifue.)

110, — Normale. On nomme ainsi la perpendiculaire au
plan tangent mence par le point de contact. Ses équations
sont faciles 2 établie. Conme la normale passe par le point
dont les coordonnées sont x, Y, %, €S équations sont de la
forme

X—z—a(l—2z), Y—y=b (Z—2%).

Dailleurs, le plan tangent est représenté par I'équation (%)
du numéro précédent, Or on' sait que si une droite a pour
équations

p—ax+m, Yy=—bx+n,
et si un plan est représenté par

Az + By +Cz+ D=0,

& e A B
les conditions de perpendicularité sont &= et b:C' Dans
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le cas actuel, on aura done

ﬂ) If
<d; (gg>

P ' S équati
ar consequent, les équations-de la normale sont

df df
Ly ly
?]- 7/: fZ—z),

+ VR DTS )
X_&_J/’M_g) et Y

7 iz

ce qu’ BCrire s
€ qu'on peut €crire sous la forme plus symétrique

I3

(_.((%j).

; Les ((:losmus des angles que ecelte droite fait avee les axes
es &, des y et des 2 ont respectivement pour valeur ;

af
dx

\/(‘([JJ) o ‘@' - ((‘/:
ﬂ
dy

(9N o (A= __ (4’
V@& -+ (@) + &)

¢

dz

If\* . jdf\®  jap: "
\/(fz;n,) + (&) + (@)
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Remargue. Lorsque Véquation de la surface est donnée sous
la forme
s=o(z,y) ou g(@,y)—3=0,
la dérivée du premier membre par rapport a % se reduit
3 —1; et si l'on représente par pet g les dérivées partielles
par rapport a & et par rapportay (57.'), les cosinus des angles
que la normale fait avec les axes deviennent
P 1 —1
= e e AR W o T [ e
N o S W/ R e

En méme temps, les équations delanormale deviennent elles-
mémes

(X—z)+p (—3) =0,
et

Y—y) +q(Z—a)=0,

forme sous laquelle il est utile de les retenir.

121. — Tout plan mené suivant la normale & une surface
porte lui-méme le nom de plan normal. L'équation générale
d’un plan normal est de la forme (6)

I )

[(—a) o) L] =) ) %] =0,

dz

% désignant une indéterminée. Cest bien, en eflet, I'équation
d’un plan; et I'on reconnait aisément que ce plan contient la
normale, car si 'on yremplace X—a, et Y —y par leurs ya-
leurs en 7 — z tirées des équations (5) dela normale, 1'équa-
tion (6) est satisfaite, quel que soit Z.

§ 8. — SURFACES ENVELOPPES.

1a2.—Soit f(z, Y, % a) =0, Péquation d’une famille de
surfaces qui ne différent que par la valeur du paramétre a. i
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Pon change aen a + da, les deux courbes f(x, 9, 2,4) =0,
et f(x,y, % a+da)=0, seront dites infiniment voisines
Pune de I'autre. Leur intersection sera une courbe & laquelle
on donne le nom de caractéristique. Le lieu des caractéris-
tiques ainsi déterminées par intersection de deux surfaces
infiniment voisines, faisant partie d'une méme famille, est ce
que F'on appelle 'enveloppe de ces surfaces.

Larecherche de Péquation de I'enveloppe d’une famille de
surfaces est tout 4 fait analogue A celle'de Penveloppe d'une
famille de courbes (106)

Soient

(J) f(x1 U;Z,II)ZO,
et

(2) f(z;y, % a+Ad) =0

les équations de denx surfaces de la méme famille; leur in-
tersection sera représentée par I’ensemble des équations (1)
et (2). Mais on peut remplacer I'équation (2) par la suivante,
qui en est une conséquence.

[(&, y, %, a4 2aq) =[x, Y%, a)

(l') A

=0,
Si Pon fait tendre g vers zéro, ['équation (3) tendra vers
(4) al@s y, 2 a)=0,

et l'intersection des deus surfaces deviendra la caractéristique
quirépond 4 la valeur particulicre @. Pour avoir le lien des
caractéristiques, ou I'enveloppe cherchée, il suffira done d’éli-
miner ¢ entre les équations (1) et (4).

Alnsi, pour obtenir I'enveloppe d'une [unille de surfaces
représentées par une équation telle que f (57,2, 2)=0, il
suffit d'éliminer le paramétre a entre cefte équation et sa déri-
vée prise par rapport & ce paramétre

Exexece I Un plan se meut en passant constamment par
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emeurant @ une distance constante d’un

yoint donné et en d tan
e eloppe des positivns de

P
second point donne ; on demande ["env d A
1 3 N . o a1s 8
Prenons le premier point pour origine, et 1

ce plan. | u _ | ;
; zpar le second point ; I'équation du plan mo

passer I'axe des \
bile pourra étre mise sous la forme

(1) X cos o+ Ysina—+ kZ=0.

‘oriai e plus
On voit, en effet, que ce plan passe par Iorigine. De p’ll 1,
] / 2 . v | o T L de
sa distance & un point situe sur I’axe des % a4 une distance

Porigine est exprimee par

Il', ]

ce

qui détermine k. Le parametre arbitraire est 1ei laugll(. @ S
ie I'6qualti ar rapport & ce parametre, on

l'ondifférentie 1'équation (1) par rapport a ce paramcire,

ité i pe ¢ regardée comme donnée
quanlité constante qui peul ctre regardeée co 3

obtient
(2) — Xsing 4+ Yeosa=0.
L’équation (1) peut d’ailleurs s’éerire

X cosz -+ Ysina=—FKZ
Elevant au carré et ajoutant, en obtient
(9) . X+ =r2,

¢’est I'équation d'un ¢one a hase cireulaire, comme on pou-
vait s’y attendre.

II. Touver Lenveloppe des sphéres de n'u?me'l"ﬂyon. dont h}s
centres -sont: sur une-circonférence donndes L'équation de la
sphere mobile est

“! 1 2 V2

en prenant pour axe des z la perpendiculaire élevée par le
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sentre du cercle donné sur le plan de ce cercle. En méme

lemps on a
o —Re.

iliminant d’abord 3 entre ces deux équations, on obtient
2) B4+ —2ax — 2\ RE=Z 2.y +R—rr=0.

Différentiant par rapport-a «, on trouve, apres avoir divisé

5
par Z,

oy
A e
YR — ¢

Rz
Vet -yt

Ry

Substituant dans (2) et réduisant, onobtient

(4) oy — 2RVt - R RR— =),
¢’est Péquation d’un fore; comme on pouvait le prévoir.

143, — En chaque point d’une caractéristique, le plan
tangent est le méme pour P'enveloppe et pour I'enveloppée.
Soient, en effet, 5,, S,, S_ trois surfaces conséeutives de la
méme famille; AB 'intersection de S, et §,, AB’ l'intersec-
tion de S, et de S,. Les deux courbes AB et A’B" seront deux
caracléristiques infiniment voisines; par conséquent, deux
courbes infiniment voisines sur I'enveloppe. Soit M un point
quelconque de la caractéristique AB ; joignons-le & un point W/
infiniment voisin sur la caractéristique A’B’, et menons MT
tangent 2 AB en M. La droite MT, tangente & une courbe tracée
sur la surface S, et sur I'enveloppe, est tangente & ces deux
surfaces. La droile MM, corde d'un arc infiniment petit, se
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confond avec sa tangente en M, c’est-2-dire avec une tangente
en M 2 la surface S, ou 2 'enveloppe. Donc le plan des droites
MT et MM est tangent en M a la sur-
face S, et a4 V'enveloppe ; donc ces
deux surfaces ont le méme plan tan-
gentau point commun M. Or, ce point
M est un point quelconque de la ca- Fig. 31.
ractéristique AB. Donc enfin I'enveloppe et Ienveloppée S,
ont les mémes plans tangents aux différents points de la
courbe commune AB; donc ces deux surfaces sont tangentes
le long de cette courbe. On en dirait autant d'une enveloppée
quelconque. :

Mais on peut aussi démontrer cette propriété par T'analyse.
Soit

(1) f(z,y, % a)=0
Péquation de la famille de surfaces considérée, et
¢ (2, 45 2) =0

I’équation de I'enveloppe résultant de I élimination du para-
métre @ entre Péquation (1) f="0et sa dérivée par rapport 2 a

B

- af _
3

() da

L’équation du plan tangent en un point M d'une garactéris-
lique, point situé sur la surface (1), est (139)

vy et ]
(&) E—a)g ot =y 7

d
Gl sty df 2

et Péquation du plan tangent au méme point M, considéré
commie situé sur enveloppe, est de méme

(%)
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Mais I'équation ¢ (z, y, 5) =0 n'est autre chose que I'é-
quation (1) dans laquelle a est remplacé par sa valeur en
df

&, 9,% tiréede - — 0 ; on aura donc les dérivées partielles

da
do do do - : .
—, — =L en différentiant I’équation (1), pourvu qu'on vy
de’dy’ dz’ ‘ 1 1 1 Y
regarde ¢ comme une fonetion de z, y, 2. On trouve ainsi

(29, 23)

dy _df  df da

“dz  da’dz’
df | df de
“dy T dady
dz _ df | df da
dx~ dz ' da’dz’
af| ||,

Mais, en vertu de I’équation FRYT 0, qui est une des équa-

tions de la caracléristique, ces relations se réduisent a

L

do df do df -~ dg " df
dy’ dz~ dx

BB\ W

Par conséquent, les équations (5) et (6) sont identiques.
Ainsi_donc, en tous les poinls d’une méme caracléristique
I'enveloppe et les surfaces enveloppées ont les mémes plans
tangents. Done enfin chaque enveloppée est tangente & I'enve-
loppe, et la caractéristique est laligne de eontact.

Il serait facile de vérifier cette propriété sur les exemples
traités plus haut.

§ 9. — COURBURE DES SURFACES

144. — Courbure des surfaces. Le mot courbure, appliqué
aux surfaces, n’a pas en Géométrie un sens plus précis que
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dans le langage ordinaire ; et il n’existe aucune quantité ma-
thématique qui en soit la mesure. On juge de la courbure
d’une surface en un de ses points par celle des différentes *
lignes que I’on peut faire passer sur la surface par ce point.
On peut remarquer d’'abord qu'il suffit de considérer les
lignes planes tracées sur la surface. Car si AB est une courle
a double courbure menée sur la surface parle point M, son
plan osculateur, passant par les trois
points consécutifs M, M, M’, déter-
mine dans la surface une section
plane ab qui a deux éléments consécu-
tifs MM et M'M” ou trois points consé-
cutifs M, M, M" communs avec AD,
et qui, par conséquent, a le méme cercle osculateur et Jc
méme rayon de courbure.
Nous allons chercher les relations qui existent entre les
rayons de courbure des différentes lignes planes que I'on peut
mener sur la surface par un méme point M.

145. — Théoréme de Meunier. Soit MT une tangente quel-
conque menée a la surface par le
point M; et soit MN la normale
a la surface au point M. Le plan
TMN sera un plan normal (141).
Il coupera la surface suivant une
courbe AB, que I'on appelle une
section normale, et dont le centre
de courbure sera en un cerfain Fig. 33
point C sur MN. Nous désignerons par p, le rayon de courbure
MC de la section normale AB.

Par Ia méme tangente MT, faisons passer un second plan;
il coupera la surface suivant une courbe ab, que I'on peul
appeler une section oblique ; son centre de courbure sera situé
en un point ¢ sur la normale Mn & cette courbe. Nous désigne-
rons par p le rayon de courbure Mc de la section oblique ab.

11
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L
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dans le langage ordinaire ; et il n’existe aucune quantité ma-
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lignes que I’on peut faire passer sur la surface par ce point.
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lignes planes tracées sur la surface. Car si AB est une courle
a double courbure menée sur la surface parle point M, son
plan osculateur, passant par les trois
points consécutifs M, M, M’, déter-
mine dans la surface une section
plane ab qui a deux éléments consécu-
tifs MM et M'M” ou trois points consé-
cutifs M, M, M" communs avec AD,
et qui, par conséquent, a le méme cercle osculateur et Jc
méme rayon de courbure.
Nous allons chercher les relations qui existent entre les
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point M; et soit MN la normale
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TMN sera un plan normal (141).
Il coupera la surface suivant une
courbe AB, que I'on appelle une
section normale, et dont le centre
de courbure sera en un cerfain Fig. 33
point C sur MN. Nous désignerons par p, le rayon de courbure
MC de la section normale AB.
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11
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Soit V I'angle des deux normales MN et Mn.

La premiére de ces normales, qui est la normale a la sur-
face, fait avec les axes eoordonnés des angles dont les cosinus
ont respectivement pour valeur (140)

P q —1 :
VPHeHL WP+ e+1 g+l

La seconde, qui est la normale principale de la courbe ab,
fait avec les mémes axes des angles qui ont pour valeur (136)
dx. Ay d%
= P35 | P

Pas Pds T
Or, on sait que si deux droites font avec les axes, I'une
des angles @, b, ¢, Vautre des angles @',b',¢', 'angle V de ces
b 3y Yy D o]
deux droites est donné par la relation

cos Y= cos a cos &’ + cosb cos b’ 4+ cosc cos €.

On a done, dans le cas actuel,
(1 ¢z - dy d*z

D et P — 0
P ds* Pas — s

cos V= —_—
Vi1

Pas™ qu’—ds*.

V1

Mais la courbe ab étant tracée sur la surface, dont I'équation
peut étre supposée dounée sous la forme z=/{ (z, y), on
peut appliquer 'équation (9) dun® 57, en prenant, au lieu
d'une variable indépendante et quelconqgue, I'arc s de cette
courbe. On peut done écrire, en mettant s a la place de 2, et
5, 4 la place du coefficient  différentiel s, pour éviter toute
confusion,

2s 2 =
tds ds \(ds

Pz ‘(’da:‘)i Cdx dy ((lg[ * bz Yy

"\ ) FP g g

APPL'CATIONS GEOMETRIQUES.
On tire de cette relation
¢z dy Pz |:)‘ ((l.z:‘ - dr dy

' s o [\
])d&: +(1((51 (181— _ds ) -+ 251 (T\— .E T 1(\%(’ J-:y

et. en substituant dans (1),

fdz\r dx dy (di\ 2
@) —[r (@) + 2 (G -a) ++ (@) ]

cosV=p.

\j ])i_“_qi__:__ l

Concevons maintenant que l'on fasse varier la scction
oblique menée par la tangente MT, I'angle V variera; il en
sera de méme de p; mais les deux points M et M’ ne cessant:
pas d’appartenir & la section oblique, les accroissements
de dy
ds’ ds
ront donc les mémes. D’ailleurs les coefficients p, ¢, 7, s, 1 qua
nedépendent que de &,y, n’auront pas varié. Il en résulte que
la quantité qui multiplie p dans le second membre de I'équa-
tion (2) conservera sa valeur; en la désignant par K on peut
done écrire

dz, dy, dzne changeront pas; les coefficients resle-

cos V =p.K.

Cette formule, étant générale, aura lieu encore pour V=0,
auquel cas la section considérée se confondant avee la section
normale, p se changera en p,. On peut donc écrire aussi

Me=MC.cos V,

ce qui montre que le rayon de courbure de la section oblique
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est la projection, sur le plan de cette section, du rayon de
courbure de la section normale.

Cetle proposilion remarquable est connue sous le nom de
Théoréme de Meunier.

On peut lui donnerune forme encore plus frappante. Sil'on
déerit une sphére de G comme centre avec MG pour rayon, le
plan TMn la coupera suivant un petit cercle dont le cenlre
sera ¢. Ainsi, les cercles suivant lesquels les divers plans qu’on
peul mener par une meme langente coupent cette sphére sont
les cercles osculateurs des sections correspondantes.

116. — Indicalrice. Avant de comparer les courbures des
sections faites suivant une méme normale, il est utile d’établir
une propriété des surfaces dont nous aurons a faire usage.

On nomme indicatrice d'une surface courbe en un point
donné de cette surface, son intersection avec un plan mené
parallélement au plan tangent a une distance infiniment petite
de ce plan. — Comme il s’agit d'étudier une propriété inde-
pendante du cloix des axes, on simplifie le calcul en prenant
pour plan des zy le plan tangent lui-méme, et pour axe desz
la normale. Quant 4 la direction des deux axes des z el des y,
nous la laisserons indéterminée pour le moment.

Soit 2= (x,y) l'équation de la surface rapportée a ce
systeme d'axes.

On a vu (71) q'en développant la fonction f (2, y) par la
formule de Maclaurin on peut écrire

1 TN L rrdf efy
(1) x=[(0,0) "—T“% 0.1:—‘.—(%) UJ

0

I [/ A (dAf (d*f)
. 2 9) - 2
5] 2+ 2 ;u—;—( 4 ...
42 l,l\d\rj ..(Lvdy,)a Y _dy%,)uJ =

Qi l'on fait x=Mh, la lettre h représentant une quantité in-
finiment petile, positive ou négative, on aura I'équation d’un
plan paralltle au plan tangent et infiniment voisin de ce

plan ; son intersection avec la surface sera done I'indicatrice;
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et comme celle-ci se projette en vraie grandeur sur le plan
des xy qui lui est paralléle, on aura son équation en rem-
plagant z par h dans I'équation (1). Mais cette équation peut
étre simplifiée. En premier lieu, h étantinfiniment petit, il en
sera, en général, de méme des coordonnées & et y des points
communs 2 la surface et au plan z="h; on pourra donc né-
gliger les termes affectés des puissances de et de y supérieures
i la seconde. En second lieu, la surface passant par origine,
ona [(0,0)=0. Enfin, le plan des zy étantle plan tangent,
les dérivées partielles i et af s'annulent pour l'origine ,
de — dy

¢est-a-dire pour 2 =0 et y = 0.Car il faut que I'équation du
plan tangent, qui, dans le cas de z =f{ (z, y) est

df
¢

ol |
(=2 G+ =1 Gy

dx

se réduise a Z=0 pour =0, y:O, =0, indépendam-
ment de X et de ¥, ce qui exige que les termes en X et Y dis-
paraissent. Si done on pose pour abréger

ey LN L (@) _
(@)=r ()= G,=

il restera pour P’équation de 'indicatrice
< gy 3y & 2
Qh=r,z*+2 s; 2y =1,y

On peut méme la simplifier encore, car, la direction des
axes des 2 et des y élant jusqu’ici indélerminée, on peut la
choisir de maniére  faire disparaitre le terme en  y. Il reste
alors
(2) Qh=r,a* 41,3

143, — Si r, et f, sont de méme signe, il faut, pour que
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celle équation représente une courbe réelle, donner le méme
signe & h; ce qui veut dire qu'aux environs du point de con-
tact la surface est tout entiére d'un méme coté du plan tan-
gent. L'indicatrice est alors une ellipse. Elle se réduit a ori-
gine pour h=10.

L'ellipsoide, le paraboloide elliptique et I'hyperboloide a
deux nappes offrent I'exemple du cas dont nous parlons.

Sir, el t, sont de signe contraire, on peut donner'a h le
signe-+ou lesigne —. Ainsi la surface s'étend alors des deux
cotés du plan tangent. — Pour b positif ou pour h négatif,
Uindicatrice est une hyperbole ; mais les deux hyperboles, pro-
jetces sur le plan des xy, sont conjuguées ; ¢'est-a-dire qu’elles
ont les mémes asymptotes ; mais que si I'une est située dans
le premier et le troisiéme angle des asymptotes, Pautre est
située dans le deuxitme et le quatriéme. Elles se réduisent
toutes deux d leurs asymptotes pour h==0. L’hyperboloide &
une nappe et le paraboloide hyperbolique offrent 'exemple de
ce cas.

Silona r,=0, Pindicatrice s¢ vv...,0se de deux droites
paralléles @ I'axe des et infiniment voisines. Elle se réduit a
I'axe des  pour h=0.

Si I'on a t;=0, l'indicatrice se compose de deux droites
paralléles & I'axe des y, et elle se réduit i cet axe pour h=0.
Le cylindre est un exemple de ce cas.

Il en est de méme du cone, parce qu'un plan infiniment
voisin du plan tangent coupe la surface suivant une parabole
qui dégénére en deux droites paralléles.

148. — Théoréme d’Euler. Nous pouvons maintcnant re-
prendre 'étude de la courbure des surfaces, et comparer les
courbures des sections -planes faites suivant une méme nor-
male. — Supposens, commelout i I'heure que 0 soit le point
de la surface quel'on considére, que XOY soit le plan tangent
¢t 0Z la normale. Soit ZOU un plan quelconque mené suivant
cette normale, et OA son intersection avee la surface. Soit M
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un point de cette intersection trés-voisin du point O ; soit MP
son ordonnée. Joignons OM ; menons MH paralléle & OU, et
MB perpendiculaire & OM. Enfin soit C le milieu de OB.

Le cerclequi, dans le plan ZOU, alepoint G pour centre et CO
pour rayon tendra vers le cercle oscu- -
lateur de 'arc OA en O, quand le point B
Mse rapprochera indéfiniment du p oint
0. Car, dans le triangle OCM, I'angle en
( tendant vers zéro, les angles égaux
COM et CMO tendent vers 90°; el par
conséquent CM tend vers une perpen-
diculaire & la corde OM, ou vers une
normale a I'arc OM.

En appelant p le rayon de courbure
de la section OA au point O, on a
done

[
o=lim.0C=lim. 5 0B=lim. 7

g .
:llm§OIi+llm—m.

B % 0= 0.

ol

p=Iim
ou, en posant OH="h et MH—=u,

I u?
—hm.—
2h

Mais si 6 représente Uangle XOU, 6 et u peuvent étre regar-
dés comme les coordonnées polaires du point M dansun plan
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paralléle 3 XOY. Ceplan coupe la surface suivant I'indicatrice,
dont I'équation est

5 !
1,2+ b,y =2h
ou, en coordonnées polaires,
2 ( » o2 in? ==
u? (1, cos® 0+ f,5in* 6) =2h.

Or, a la limite, on a

Donc enfin

e 1 : .

(3) - =1, c0s* 6 4 1, sin*0.
P

Supposonsd’abord que Vindicatrice soit une ellipse.
Soient B, et R, le maximum et le minimum des valeurs de o,
correspondantes 4 6=~0"et 3 6="90° ou vice versa, on aura

Par conséquent

(A L5 1 a 1 .
(4) = P‘I cos™0 + T sin®l.

9

Changeons § en 6 4 90° ; et soitp, la valeur correspondante
de ¢ ; on aura de méme
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En ajoutant membre & membre les relations (4) et (5), on
obtient

(6)

c'est-a-dire que la somme des courbures de deux sections nor-
males perpendiculaires entre elles est une quantité constante.
La formule (6) est connue sous le nom de théoréme d' Euler.
Dans le cas ou V'on ar,={,, ¢’esl-a-dire ot I'indicatrice
estun cercle, il en résulteR, =R, ; et'on 2 o=R,,indépen-
damment de I'angle 6. Les points d'une surface qui jouissent
de cette propriété que la courbure des sections normales estla
méme dans toutes les directions portent le nom d’ombilics.
Dans ecllipsoide, par exemple, il ya quatre ombilies : ce
sont les points ol le plan tangent est paralléle a une section

circulaire ; car, en ces points, Pindicatrice est évidemment un
cercle.

149. — Supposonsr, et £, de signes contraires ; en donnant
A T des valeurs positives et négatives et opérant comme Ci-
dessus, on trouvera

(7) 1; =7 > (1—1—1 c0s*0 — ﬁi—isin*e).

Le rayon de courbure p a, dans ce cas, deux minimums R,
et R, répondant a 6=0 et a 9=90°; et il devient infini
pour

tang 6 — =

ce sont les directions asymptotiques.

2

L : . u
En résumé, on voit, par la relation p = 37> due le rayon

de courbure d'une section normale est proportionnel au carré
du rayon vecteur de I'indicatrice.
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Les sections normales pour lesquelles le rayon de courbure
est un maximum ou un minimum, portent le nom de sections
principales, et les courbures correspondantes sont dites des
courbures principales. En chaque point de la surface, les
seclions principales sont perpendiculaires entre elles.

La recherche des rayons de courbure des surfaces peut
donner lieu a des cas singuliers, qui sont sans intérét dans
les applications, et pour lesquelles nous renverrons aux trai-
tés plus étendus.

150. — Lignes de courbure. On appelle ligne de courbure
d’une surface; toute ligne tracée sur cette surface, et jouissant
de la propriété que les normales a la surface, en chacun des
points de cette ligne, sont les génératrices d’une surface de-
veloppable.

On sait quune surface développable est le lieu des fan-
gentes & une courbe a double courbure, 4 laquelle on donne
le nom d’aréte de rebroussement. Soient M et M’ deux points
infiniment voisins sur la ligne de courbure, et dont les eoor-
données sont z, y, z, et @+ dx, y + dy, %+ dz. Soient N
et N’ les points o les normales a la-surface menées en M et M’
touchent I'aréte de rebroussement de la surface développable.
Celte aréte de rebroussement étant une courbe i double
courbure, ses tangentes en N et en N’ ne sont pas dans un
méme plan, mais leur plus courte distance estun infiniment
petit du troisiéme ordre (135, IV) ; si donc on néglige les in-
finiment petits de cet ordre devant ceux d’un ordre inférieur,
on peut regarder les normales consécutives MN et M'N
comme siluées dans un méme plan, et comme concourant
en un certain point C, dont nous désignerons les coordonnées
par X et Y.

Supposons I'équation de la surface donnée sous la forme
&=[(z,y), et désignons par p et ¢ les dérivées partielles de
la fonction %, par rapport a z et a Y. Le point C étant sur la
normale MN, on aura, en vertu des équations de cetle nor-
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male (140)
(X—z)+p(Z—z)=0
el
(Y—y)+¢q (Z —2)=0.

Mais le point C se trouvant aussi sur la normale WN', il
faut que ces deux équations subsistent quand on'y 1‘ernp|acgra
les coordonnées x, 3, # du point M par les Coorflomvlecs
x +dz, y +dy, s+ dz du point M, sans fair‘e varier X,‘Y
el Z, ce qui revient & dire que 'on peut égaler a zéro les dl?-
férentielles des premiers membres des deux équahqns ci-
dessus, en regardant X, Y, Z comme constants, et z, bienen-
tendu, comme fonction de & et de y, ce qui donne, en posant
toujours

dp._. Tigdg W

de— ' dy dz” 7’ dy

?
—da—p (pdz +qdy) + (rdz +sdy) (2—z) =0,
d’ou

_ (1+p’) de+pgdy
& rdz + sdy

?

— dy—q(pdz +qdy) 4 (sdz +tdy) (2—2)=0,

d’ou

TR o (4¢3 dy +pqdz
AT T sde+tdy

’

et par conséquent

(1+-p*)y do-+pady _ (1+¢°) dy+pgdz
1) rdz+sdy —  sdz—+tdy

Telle.est la relation & laquelle doivent salisfaire les accroisse=
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ments infiniment petits dx ¢t dy, pour que le point M’ soit sy
la ligne de courbure passant par le point M. Ayant | é;luat?o;
de la surface, on peut regarder les quantilés P> q, 1, 8, ¢
comme des fonctions données de z et de y, la l‘elul’ion’ (1’) (;ct
done I'équation différentielle de la ligne de courbure ﬁ:swr;t
au point M, ou plutdt I'équation différentielle de sa ])rolj;z;'ti‘on
sur le plan des xy. Et sil'on savait en déduire la relalionv qui
lie -y.fl z, cette relation, jointe a I'équation de la surface (}é-
t(?rnllnerfait complétement la ligne de courbure. :

lOn vOil que la recherche _dls lignes de courbure dépend du
:slzz:‘all.mersc du-caleul différentiel, c'est-i-dire du caleul

' 154. — Mais on peuf, sans remonter a la relation primi-
tive entre x et y, qui caractérise une ligne de courbure, dé-
montrer une propriété importante de ce genre de lignes bivi—
sons par dx les deux termes de chaque membre Dde l.'é( ua-
tion (1). Posons, comme d'habitude, "

i{ﬂ =
dx 2

puis chassons les dénominateurs et ordonnons par rapport
aux puissances décroissantes de 1/, il viendra

{ [(14¢%)s—pat]y*+[(1 - WS S :
N : +=q’)1 {423 ¢
( ) Q S l(l +1)g)s_1)(1’_l —0. ) ( 1)) ] Y

Cet,t.,e équation étant du second degré en ', elle montre déja
quil y a en général deux directions & prendre sur la surface
en partant du point M, pour y tr i ‘ §

M, pour y tracer une lig : g
Mais, comme il s’agit ici d'une proprié "lorfle d'e L'Ourbl'“c.

i3 ag propriété géométrique indé-
pendante de la position desaxes, nous pouvons les choisir de
maniére & simplifier le caleul. Nous prendrons, comme au
n° 146, le point M rigi ,

o d, P pour 'ougme,’le plan tangent en M pour
P es Y, et nous dirigerons I'axe des x, et par suite l'axe
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des y, de manierea faire disparaitre le terme en zy dans I'équa-
tion de I'indicatrice. Ce choix d'axes suppose les valeurs

p=0, g=0, et s={).
[2équation (2) se réduit donc a
(3) (r—1t)y' =0.

Sile point M que Von considere n'est pas un ombilie, et
que r soit dilférent de £, cette équation donne y'=0; et
comme elle a perdu son premier terme, elle donne aussi

’
Y ——00-,

Les deux directions indiquées par ces valeurs sont donc per-
pendiculaires entre elles.

Or, on a vu au n°® 146, que les plans des zx etdes zy que
nous avons choisis sont précisément les plans des sections
principales faites au point M. Gest done dans la direction des
sections principales au point M qu'il faut marcher sur la sur-
faceen partant de ce point, pour tracer sur la surface une ligne
de courbure.

Il résulte de ce qui précéde : 1° qu'en chaque point M d'une
surface, sauf les points singuliers dont il n’est point question
ici, passent deux lignes de courbure; et que ces deux lignes
de courbure sont perpendiculaires entre clles; 29 que ces
lignes de- courbure, ont chacune un élément commun avec
ane des sections principales, ou, plus exactement, qu'elles
ont pour fangente en M la langente en ce point & la seclion
principale correspondante.

[l en résulte encore qu'on peut tracer sur une surface deux
systemes - de lignes de courbure qui la divisent en quadri-
latéres curvilignes ayant leurs angles droits.

On voit que les lignes de courbure tirent leur nom de ce
qu'en chaque point elles ont la direction qui répond au
maximum et au minimum de courbure en ce point.
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152, — Dans les surfaces cylindriques, le plan tangent en
un point est tangent tout le long de la génératrice qui passe
par ce point; les normales & la surface menées par les divers
points de cette génératrice sont donc comprises dans un
méme plan perpendiculaire au plan tangent; or le plan est
compris parmi les surfaces développables. Les génératrices
d’un eylindre forment donc un premier systeme de lignes de
courbure, Le second systeme est formé par les sections droites,
qui sont des courbes perpendieulaires aux génératrices.

Dans les surfaces coniques, le plan tangeut en un point est
également tangent tout le long de la génératrice qui passe par
ce point; et I'on en conclura comme ci-dessus que les généra-
trices du coue forment un premier systtme de lignes de
courbure; le second systéme est formé par les courbes qui
coupent loutes les génératrices a angle droit. On appelle ces
courbes les trajectoires orthogonales des génératrices. Dans
le cone de révolution, ces trajectoires ne sont autre chose que
les paralléles de la surface.

Plus généralement, dans les surfaces développables, le
plan tangent en un point contient, comme dans toutes les sur-
faces réglées, la génératrice qui passe par ce point, mais il
peul aussi étre considéré comme contenant la génératrice infi-
niment voisine; car ces deux génératrices élant tangentes aux
estrémités d’'un méme élément de l'aréte de rebroussement,
leur plus courte dislance est un infiniment petit du troisieme
crdre (155, 1V). 1l en résulte que le plan tangent-enun point
est tangent tout lelong de Ja généralrice qui passe par ee point.
Donc encore les génératrices forment un premier systéme de
lignes de courbure, et le second systéme est formé de leurs
trajectoires orthogonales.

Dans les surfaces gauches, deux génératrices infimment
voisines ne peuvent plus élre considérées comme situées dans
un méme plan , et le plan tangent en un point de la surface ,
bien que contenant la génératricequi passe par ce point, n'est
tangent qu’en ce point a la surface. Les normales a la surface
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menées par les différents points d'une méme génératrice sont
surunesurface gauche i plan directeur, perpendiculaire i la gé-
nératrice, et ne sont par conséquent plus sur une surface df’év?-
loppable. Il en résulte que, dans les surfaces gau«;hes, les géné-
ratrices ne sont plus des lignes de courbure. Si I'on coupe la
surface par un plan paralléle au plan tangent et infiniment
voisin de ce plan, il ne peut rencontrer la généralrice.contenue
dans le plan tangent; il coupe donc la surface suivaut une
courbe A branches infinies; et, d’apreés ce que nous avons vu
aun® 147, cette courbe est une hyperbole; la direction des
licnes de courbure qui passent au point considéré est déter-
minée par les axes de cette hyperbole. Dans les surfaces gau-
ches du seconddegré, par exemple, qui ont deux systémes de
génératrices rectilignes, le plan tangent en un point (VJe la
surface contient les deux génératrices de différents systemes
qui passent en ce point ; 'indicalrice est une hypef‘bole dont
les asymptotes sont paralléles a ces deux génératrices; pour
obtenir la direction des lignes de courbure qui passent au point
considéré, il faut donc marcher sur la surface dans la (.lirec-
tion des hissectrices des anglesformés par ces généralrices.

Dans les surfaces de révolution, lesnormales aux différents
poinis d’'un méme méridien sont contenues dans le plan dec’e
méridien, ¢est-a-dire qu'elles appartiennenta une.surfncc‘de-
veloppable. Les méridiens forment donc un premier systéme
delignes de courbure. Les normales aux différents pomt?s d'un
méme paralléle viennent concourir en un meme pom% de
I'axe de révolution ; elles sont donc sifuées surun cone, ¢ est-
a-dire sur nne surface développable ; ainsi les paralléles dela
surface forment le second systéme de lignes de courbure.

Si T'on applique a P'ellipsoide a trois axes inégaux l'équa-
tion (2) du n® 151 , on obtient, pour I'équation différenticlle
de la projection des lignes de courbure sur le plan des xy,
une équation de la forme

Azy.y*+ (@2 —my*—n)y’ — ay=0,
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et, en remontant i I'équation primitive entre 2 et y (voy. les
traités- de Calsul intégral), on reconnait que les projections
des lignes de courburesur le plan des 2y, qui contient le grand
axe et I'axe moyen, sont, pour I'un des systémes, des ellipses,
et pour l'autre systeme des hyperboles. Ces cllipses et ces
hyperboles tournent leur concavilé vers les points o se pro-
Jettent les ombilics.

2 10, — CARACTERES ANALYTIQUES DES PRINCIPALES FAMILLES
DE SURFACES,

153. — Surfaces cylindriques. Une surface cylindrique peut
étre considérée comme engendrée par une droite qui reste
paralléle i elle-méme, en rencontrant foujours une courbelixe
qu’on appelle sa directrice ; et 'on ne-restreint pas.la géné-
ralité de cette définition en supposant que la courbe fixe soit
plane ; car on peul toujours prendre pour directrice l'inter-
section.du eylindre parun plan, pourva que ce plan ne soit
pas paralléle anx génératrices.

Supposons done la directrice plane ; prenons son plan pour
plan des xy, et soit

(1)
son équation dans ce plan. Soient
2) b=az+a et y=bz-+p,

les équations d’une génératrice quelconque. Les coordonnées
de ses traces sur le plan des 2y, savoir

s—=aol €l =P,
deyront satisfaire a I'équation (1) ; on aura donc

?(‘7-a (4):03
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ou, en mettant pour « et § leurs valeurs tirées des équa-
tions (2),

(4) ¢(x—az, y—bzx)=0.

('est équation générale des surfaces cylindriques.

On peut en déduire une relation indépendante de la fonc-
tion arbitraire ¢. Pour cela , différentions successivement
I'équation (3) par rapport A zet par rapport & y ; nous obtien-
drons, en posant comme d’ordinaire

dz dx
=== et ——g¢,

dy g, o U2
Zl—;.(i-—-ap)—zébp__O et = aq +

dy

do
dp

B

ds

(1 — bg) = 0.

Si V'on égale les valeurs du rapport tirces de cesrela-

tions, on trouve

bp 1—Mg
if—ap ™ w

(5) ou ap—+bg=1;

cest le caractére analytique des surfaces eylindriques, ou
I'équation aux différences partielles de toutes les surfaces de
ce genre, On voit qu’elle est du premier ordre,

Nota. On appelle équation différentielle toute relation entre
les différentielles de plusieurs variables ; une relation entre
les dérivées partielles d'une fonction de plusieurs variables
s'appelle une équation aux différences particlles, le mot dif-
férences étant pris ici dans le sens de différentielles.

154. — Surfaces coniques. On regarde une surface conique
comme engendrée par une droite assujeltie & passer par un
point fixe, qui est le sommet du cone, et a rencontrer une di-

12
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rectrice fixe, que I'on peut supposer plane sans restreindre Ja
généralité de la question; car on peut toujours prendre pour
direcirice Vintersection dela surface par un plan quelconque,
pourvu que ce plan ne passe pas par le sommet.

Prenons done Je plan de la directrice pour plan des xy,
solt

(1) 2 (z,9)=0

son équation dans ce plan; et soient Ty, 9o, %y les coordon-
nées du sommet.
Les équations d'une génératrice seront de la forme

2 z—z,—=0a(x—3) et y—y=b (2 —%)-
Les coordonnées de sa trace sur le plan des z, y sont
r=x,—az, et Y=y, — bz,

Ces coordonnées doivent satisfaive & I'équation (1) ; ainsi I'on
doit avoir

9 (%o — @&y, Yo— bz,) =0,
ou, en vertu des équations (2),
(3) o (z—az, y—bzx)=0.

Onén tire,comme ci-dessus, parla différentiation parrap-
port i x et par rapport a4, la condition

(%) ap+bg=1,

et, en metfant pour les paramétres variables a et b leurs va-
leurs tirées des équations (2),

) 2— % =P (@ —%) + ¢y —1)3

c'est le caractére analviique des surlaces coniques, ou I'équa-
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tion aux différences partielles de toutes les surfaces de ce
genre. Elle est encore du premier ordre.

155. — Surfaces de révolution. Soient
(1) X=al+a et Y=Dbl-4P

les équations de I'axe de révolution. La surface peut étre con-
sidérée comme engendrée par un cercle variable perpendicu-
laire & cet axe et ayantson centre sur cet axe. On peut regar-
der ce cercle comme Pintersection d’une sphére de rayon
variable, ayant son centre en un point déterminé de l'axe de
révolution, par exemple, sa trace sur le plan des xy, dont les
coordonnées sont X—=a, Y=§, Z=0, et d'un plan variable
perpendiculaire a I'axe. Ge cercle peut donc étre représenté
par I'ensemble des deux équations :

@) (w—a) -+ (y—B)* 2 =¢,
az + by +c=k,

les variables o* et k étant liées par une relation arbitraire

(3) =2k,

qui déterminera la loi suivant laquelle varie le cercle généra-
teur. Ainsi la surface de révolution peut élre représentée par
I'équation

(4 (z—a)*+ (y—B) +¥ =0 (ax +by +¢).

En différentiant I'équation (3) d’abord par rapport & et
ensuite par rapport & y, on pourrait éliminer, comme on I'a
fait aux deux numéros précédents, la fonetion arbitraire g, ct
olitenir I'équation différentielle générale des surfaces de révo-
lution. Mais on I'obtient plus simplement en remarquant que,
dans ce genre de surfaces, la normale rencontre 1’axe. Si done
X, Y, Z sont les coordonnées du point derencontre, ces coor-
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données doivent satisfaire d’une part aux équations (1), et de
I'autre aux équations de la normale (140), savoir

(5) (X—2a)-+p(Z—2z)=0 et (Y—y)+q(Z—2)=0;

SiPon élimine X, Y, Z entre les équations (1) et (5), on
obtient

(6) (a+p)(@r+y—B) —(b4+q) (r+2—0)=0,

c’est I'équation aux différences partielles des surfaces de révo-
lution.

Cette équation peut s’écrire :
(y—bz—p)p— (& — az— o) ¢ +a(y — ) —b (z —z)=0.

156. — Surfaces développables. Une surface développable
peut étre considérée comme Ienveloppe d'un plan mobile,
c'est-a-dire d’une famille de plans dont les équations ne dif-
ferent que par un parametre variable. L’équation d’une pa-
reille famille de plans peut étre présentée sous la forme

(1) s=h-r-zo (W) + yy(h),

et 'équation de I'enveloppe résulterait de I'élimination de h
entre cette relation et sa dérivée par rapport i h, c'est-a-
dire

@) 0=1+ ¢ (i) +y ¥ (h)-

Mais on peut, sans particulariser les fonctions ¢ et ¢, et
par conséquent sans opérer I'élimination de h, obtenir Péqua-
tion différentielle des surfaces développables.

En effet, la différentielle totale de z donnée par I'équation
de la surface doit étre de la forme

(3) dz=p dx -+ qdy,

et ¢ désignant les dérivées partielles de zpar rapport & 2 et
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3 y. Or, si I'on différentie I'équation (1) en faisant tout varier,
on obtient

dz=dh+z¢ (k) dh+y ' (h) dh +g (h) do 4+ (h) dy.

Mais les termes multipliés par-dh disparaissent en vertu de
I'équation (2) ; il reste donc

dz =0 (k) dz + ¢ (h) dy,
ce qui exige
p=o(l) et g=u(h).
Concevons qu’on ait tiré de ces deux derniéres les valeurs
h=ao(p), et h=W¥(g)-
11 en résulte d'abord
) o (p) =" (9),
et 'équation (1) de la sarface peut s’écrire
(4) 2= (p)-+po+qy, ou F=W(q) +pz+qy;

cest une premiére forme de I'équation différentielle de la sur-
face. Mais elle contient une fouction arbitraire; pour la faire
disparaitre on opérera comme il suit. Reprenons I'équa-
tion (3). On en tire, en différentiant,

o' (p) dp=""(q) dg,
et, attendu que I'on a
dp=sdx +tdy et dg—=rdx—+ sdy,

en désignant par 7, s, ¢ les dérivées partielles du second
ordre (57, Rem. I), il vient

@ (p) (sdzx ~+ tdy) =" (q) (rdz +sdy)-
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Comme & et y sont deux variablesindépendantes, cette re-
lation doit avoir lien indépendamment des valeurs particu-
liéres attribuées a dz et & dy; il faut donc que 'on ait sépa-

* rément

@ (p).s=""(g).x et @'(p).t=1(q).s,

et, en divisant ces relations membre & membre, on obtient
Bl AN R
(9) i don s2—rt=0,

c’est ’équation aux différences partielles des surfaces déve-
loppables. On voit qu’elle est du second ordre et du second
degré. — i

Remsroue. On vérifie aisément que les surfaces cylindriques
et les surfaces coniques satisfont & la relation (5).
Pour les surfaces cylindriques, par exemple, on a trouvé

le caractére
ap+hg=1.
On en tire

adp +bdqg=0,

a (sdz - tdy) + b (rdzx +sdy) =0

Cette relation devant étre satisfaite indépendamment du
rapport entre les valeurs de dx et de dy, on doit avoir sépa-
rément

as+br=0 et al+ bs=0,

et, en éliminant entre ces deux relations le rapport -, on re-

a
b
tombe sur la condition (5).

Pour les surfaces coniques, on a trouvé le caractére

s—%=0 (&—&,) +q(y—y,).
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On en tire
dx=pda + qdy +dp (x—2,) -+ dq (§ — o)+
Mais on a
dz=pdz + qdy;
il reste done

dp (z— ;) +dq (y — 3.)=0,

(s dz—+tdy) (z—,) + (rdz-+sdy) (§— 1),
équation qui se sépare en deux comme ci-dessus, et donne

S (‘E—xo)‘*'r(y_yo):oa

te—a) + s (y— 1) =0,

! i r—
et en éliminant entre ces deux derniéres le rapport :
on retombe sur la condition (5).

15%. — Surfaces gauches. On distingue ordinairement
parmi ces surfaces celles qui ont une directrice rectiligne et
celles qui ontun plan directeur.

I. — Supposons d’abord que la surface ait une directrice
rectiligne. On la prend ovdinairement pour axe des z, et
si 2—h est l'ordonnée du point ot une génératrice dela sur-
face rencontre la directrice, les équations de cette généra-
frice peuvent étre mises sous la forme

1) g=h—+27(h), et z=h-+yy().
On en tire
52 (1) =y (),
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ce qui montre que h est une fonction du rapport Y. On peut
z
z 7
A
o= (1),

et, par suile, I'équation de la surface peut s’écrire

(2) z=¢<%>+a:‘lf (%)

On éliminera lafonction @ par une premiére différentiation
par rapport & & ou par rapport & y; car on obtient ainsi

LU e A TY ] TN 1
= e g J W (Y\ Y
p—e (e (4)—=e g

1
v {g)bear ()2

e oy -
et, si 'on multiplic la premiére de ces relations par =z, la sc~
conde par y, et qu'on ajoute, on trouve

done poser

(3) ]m—i-qy.—_-mu (2).
X

On élimine la fonction W par une seconde différentiation, car
on obtient ,

‘ X
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s+ 1y —i—q_—_qf'(g).

Multipliant la premiére de ces relations par @, et la seconde
par y, puisajoutant membre & membre, on trouve

e+ Qsa:y+ty’+1;x 4+ qy — W (g) A

relation qui, en vertu de I'équation (3), se réduit a
(%) ra® + 2sey + P =0.

JI. Supposons, en second lieu, que la surface ait un plan
directeur. On le prend ordinairement pour plan des zy, et
& I est Vordonnée d’un point de la surface, les équations de
la génératrice qui passe par ce point peuvent étre éerites sous
la forme

z=h, y=u3 (h) +¥ ().

On en déduit immédiatement pour I'équation dela snrface
() y=2; (&) +4(a)-

On élimine la fonction arbitraire ¢ par une premiére diffé-
rentiation, qui donne

Multipliant la premiére par ¢, 12 seconde par p, et retranchant,
on obtient

(6) p=-—as(2), ov p+ge(a)=0.

Une seconde différentiation fait disparaitre la fonetion arbi-
traire g, car on trouve, en différentiant, par rapporta @ ou
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par rapport a y,

r=8s (3)+¢ () pg=
§+ to (x) +¢' (z) ¢ =0.

S = 5
S:: ‘on mllllll?lle la premiére de ces relations par g, laseconde
$ “p, que Yon retranche membre 4 membre, et que I'on
etle pour g (2) sa valeur tirée de Péquation (6), on obtient
. .

q'r—2pgs + p*t=0.

_Ill. — Lgs conoides sont des surfaces gauches qui ont 3 |
fois une directrice rectilizne et un plan\‘dirpctcng' eli ; N
vent (.ion.c satisfaire & la fois anx deux conditiom (-1,) étcs"( g
' f\l:us sile conoide est droit, ¢'est-d-dire si la éirectric(’).
thlrlflle cstt!)e..rpendiculaire au plan directeur, la surl’acsgst(;

arac er}sée par une équation différentielle plus simpl
Prenons la directrice rectiligne pour axe des z, elt)le planpd?:

recteu ¢ i
T pour pl.an des zy; les équations d’'une génératrice
pourront étre mises sous la forme

s="h, y=wy(h),
ce qui donne pour I'équation de Ja surface,
8) y=z9 (z),

équation que I'on peut aussi écrire

On &lims . Tonr
: _u)chmme la fonction arbitraire ¢ cn différentiant I'équa
lon (8) par rapport & & et par rapport i y, ce qui donne(1

Multiphant 1a premiére de ces relations par ¢, la seconde
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par p, et retranchant membre 3 membre, on obtient,
p=—qo(x), ou p-+qe(&)=0

ou, en mettant pour ¢ (z) sa valeur tirée de (8),
1 .
p—+ (—I;l —(, ouenfin pr-+ qy=0,

équation aux différences partielles qui nest que du premier
ordre.

158. — Surfaces réglées. On peut demander le caractére
analytique général des surfaces réglées. — Dans ce cas les
équations d'une génératrice renferment trois fonctions arbi-
traires. Car si on les met sous la forme

T=0az-+a, y:b:’_{—ﬁ’

on peut d’ahord regarder 3 comme vne fonction de «; larela-
tion 8= f () représentant la trace de la surface sur le plan
des y. En regardant ensuite les inclinaisons @ et b comme
des fonctions de « et de @, ou, ce qui revient au méme, de o
seul, on peut éerire
e atola) .5 Y=la) -+ ()5

les fonctions @, ¢ et f étant trois fonctions arbitraires, expri=
ment la loi suivant laquelle la génératrice se déplace.

On ne peut. faire_disparaitre ces trois fonctions arbitraires
qu’en différentiant {rois fois de suite par rapport 3 x et par
rapport 4 9. La relation qui-caractérise les surfaces réglces
est donc nne équation aux différences partielles du troisicme
ordre ; on trouve de plus qu'elle est du troisieme degré. Nous
renverrons aux traités plus étendus pour la recherche de
celte équation différenticlle qui n’a point dutilité dans les
applications.

FIN DU CALCUL DIFFERENTIEL.




DEUXIEME PARTIE

PREMIERS ELEMENTS DU CALCUL INTEGRAL

I. — NOTIONS PRELIMINAIRES

159. — Le calcul intégral est I'inverse du calcul dilféren-
tiel. Dans ce dernier, les questions se raménent toujours en
Jdéfinitive & trouver la dérivée d’une fonction; dans le calcul
intégral, au contraire; les questions sont toujours ramenees a
trouver une fonction connaissant sa dérivée. Les notions fon-
damentales du caleul intégral peuvent étre présentées de di-
verses maniéres ; 1a plus simple est celle qui s’appuie sur les
considérations géométriques suivantes. .

460. — Soit y= [ () 'équation, en coordonnées rec-
tangulaires, d'une courbe plane AB; 4
et proposons-nous d’évaluer I'aire
AA’B'B comprise entre cette courbe,
Paxe des & et les deux ordonmées
AA’ et BB, répondant aux abscisses
0A’=a et OB'=b.

Pour cela, divisons1'infervalle A"B’
en n parties égales, el par tous les points de division menons
des ordonnées: I'aire A évaluer se trouvera divisée en n petitg
trapézes curvilignes tels que MPP’ M. Par les points Met M’
nenons les droites MI et M’ il paralléles a l'axe des 2 ; nous
formerons deux rectangles : Pun MPP'I plus petit que le tra-
péze correspondant MPP” M, T'autre HPP' M’ plus grand que
ce trapéze. Si nous opérons de méme pour les aulres, nous
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formerons deux séries de rectangles, les uns intérieurs et dont
la somme sera moindre que l'aire a évaluer, les autres exté-
rieurs et dont la somme sera plus grande que l'aire &
évaluer,

Si-donc on désigne par U cette aire, par yg, U, Ysy <« Yy les
ordonnées successives tracées sur la figure , depuis AA’ jus-
qu’'a BB, et h l'intervalle PP* compris entre deux ordonnées
consécutives, on aura

US>y h+y, h+yh... +y,4h

U<y/h—+yb... +y2 h+1y,h.

»

L es seconds membres de ces inégalités diflerent de y,h —y, h
ou de (y, —y,) h-

Orle facteur y,—1, est constant, et le facteur k peut de-
venir aussl petil que 'on voudra en prenant n suflfisamment
grand. L’aire U est donc comprise entre deux sommes dont la
différence peut-étre rendue aussi petite que I'on voudra ; ce
qui revient a dire.que U est la limite commune vers laquelle
tendent ces deux sommes; on peut donc écrire, par
exemple,,

U=Ilim.X yh,

la caractéristique X représentant une somme de quantités
analogues au produit yli éeril & sa droite,

Lorsqu’on passe a la limile, ¢’est-a-dire lorsque n devient
infiniment grand, h devient infiniment petit; et on peut le
représenter par dr, puisque ce n'est autre chose alors que
Paccroissement infiniment petit de I'abseisse. En méme temps,
on remplace la caractéristique X, qui se rapporte 2 une somme
de quantités variant d’une maniére discontinue, par la carac-

lérishquef, qui s¢ rapporte a une somme de quantités va-

riant d'une maniére continue, ou par degrés infiniment vetits.
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Et, comme la somme 2 n'indiguait qu'une valeur approchee
de I'aire AA’ B’ B, tandis que la sommefmdlquel aire exacte,

ou la somme intéyrale des éléments de cette aire, on donne
le nom d'intégrale a cette seconde somme. On écrit donc

(1) U= f ydz,

égalité qu’on énonce : U éyale intégrale de ydx. ‘

Chacun des produits analogues ayda est ce que I'on appelle
un élément de V'intégrale. L

Cette intégrale est dite indéfinie, lorsque l’op n’'indique pas
entre quelles limites elle est prise , c’.es’t-a’l-du'e }ors'que I'on
n’indique pas les abscisses extrémes. Si I'on veut indiguer les

. . » ) 'Q ’ ‘ \
limites, on écrit au bas du signe fl abscisse répondant i la

limite inféricure, et au hauide ce signe I'abscisse répondant a
la limite supérieure ; si, par exemple, on veut indiquer que
Lintégrale est prise depuis I'abscisse @ jusqu’a I'abscisse 2, on
écrit

(2) U= fx ydﬁv,

et Pintégrale est dite définie. Si Pintégrale est prise de AA’ a
BI, clest-a-dire depuis I'abscisse @ jusqu'a l'abscisse b, on
écnit de méme

b
o) v= [ yis,
=)
ce qui s'énonce : U dyale Uintégrale de a & b de ydx, ou
U égalesomme dea &b de ydx. L'intégraledéfinie prend dans
ce cas une valeur particulidre au lieu de conserver la forme
générale représentée par (2).
Le caleul d'uneintégrale définie est ce que Pon nomme une
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quadrature, parce que cette intégrale exprime une aire, ou le
carré équivalent a cette aire.

161. — Il s’agit maintenant de faire voir comment ce cal-
cul peut étre effectué.

Considérons d’abord I'aire AA’ PM limitée a I'ordonnée fixe
A4, et & une ordonnée quelconque MP ou y. Ceile aire est
évidemment une fonetion de @ car elle varie avec 'abscisse
OP et prend une valeur déterminée pour chaque valeur attri-
buée 4 cette abscisse. Nous pouvons done poser

U=F(2).

Le trapéze MPP* W' est'aceroissement AU de I'aire considé-
rée. Mais ce trapéze est compris entre les rectangles MPP'I et
HPP’ M’ ; si done on désigne PP’ par Az, on pourra écrire

y Az < AU < (y +Ay) Az,
y + Ay représentant I'ordonnée M P’.'En divisant les trois
membres par AZ, on a

AU
y<ﬁ <y + AY.

Si maintenant on fait tendre Az vers zéro, il en sera de
méme de Ay, et le rapport i—g tendra vers I (z) ; a la limite
on aura done

Fo)=y ou F(z)=[(),

¢’est-a-dire que la fonctionf (x) quireprésente'ordonnée est la
dérivée de la fonction F (x), gui représente l'aire de la courbe.
En mettant donc pour y sa valeur dans la relation (1), il
vient

(4) U= f F (x) dz.
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On pourrait égaler le second membre a F (2), qui est la va-
leur de U; mais il y a ici une remarque importante & faire.
On a vu que la dérivée d’une constante est nulle; en sorte
que si 'on ajoute une constante a une fonction quelconque ,
sa dérivée ne change pas. Lors done que I'on remonte de la
dérivée 4 la fonction primitive qui I'a produite,on doit, sil'on
veut que le résultat ait toute la généralité désirable, ajouter
3 cette fonction une constante arbitraire. On devra donc

ecrire

) f I (z) de =TF (z) + C,

( désignant une constante arbitraire. Cette constante se dé-
termine quand on considére l'intégrale définie. Car si I'on
prend, par exemple, pour limites de 'intégrale a et x et que
'on pose
Z
f Bi(z) dz=F (2) +C,

Ja
Pintégrale devra s'annuler pour =4, puisque alors l'aire U
est réduite & zéro. Ceci exige qu'on ait

C=—F(a).
On doit done écrire

(6) (77 @ de=F @) —F (0.

a

Pour # = b, on aurait
b
(7) f F (z) de=F (b) —F (q).
a

On voit que, pour obtenir I'airecherchée, il faut déterminer
la fonction ¥ (x) dont £ (x) est la dérivée, y remplacer x par
la limite supérieure, puis par la limile inférieure, €l retrancher

le second résultat du premier.
13




194 PREMIERS ELEMENTS DU CALCUL INTEGRAL.
Rexarove. Dans le raisonnement que nous avons fait pour

= ] TR, :
trouver la limile de —, nous avons supposé I'ordonnée crois-

sante ; si elle était décroissante, ces raisonnements subsiste-
raient encore ; il n'y aurait de changé que le sens des inéga-
lites.

162. — Les équations (6) et (7) constituent un théoréeme
de caloul qui est indépendant de toute considération géomeé-
trique. Car si L'on donne une fonction dérivée quelconque
F’ (2), en la supposant continue , on peut toujours la prendre
pour I'ordonnée d’une courbe, et poser

y=F (z);

dés lors le premier membre de l'équation (7) représentera
I'aire de cette courbe, depuis I'abscisse @ jusqu'a I'abseisse b ;
et [équation (7) montre elle-méme comment cette aire pourra
dtre caleulée. On peut done dire, sansavoir égard aux con-
sidérations géomdtriques : i F” () désigne la dérivée d'une
fonetion eontinue 5 la limite vers laquelle tend la sonine des
produits ¥ (x). dx, quand ony fait varier x d’une maniére
continue depuis une valewr a jusqu'd la valeur b, s'obtient.en
cherchant la fonetion dont F' (x) est la dérivée, remplagant
dans ceite fonction la variable x par la limile supérieure b dex,
puis parsa limiteinférieure a, et retranchant le second résultat
du premier. Onfyerra quéee théoreéme trouvedes applications
fréquentes. Gestle théoréme fondamental duealenlintégral ;
et 'on apercoit que ee caleul est linverse du calenl différen-
tiel puisqu'il consiste a remonter a une fonction dont on a la
dérivée.

Romonter ainsi de la dérivée A une fonction ést ce que l'on
appullc intégrer celle dérivée 5 cette locutionest abrégée; elle
signifie qu'il faut [n'{'nl:xl\‘.mllcnt mulliplier cctte dérivée
par dz , ct chercher la limite vers laquelle tend la somme des
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produits analogues quand on fait varier z d'une maniere con-
{inue entre des limites données.

Reawnoue. Tout ee qui précéde suppose que la-fonction f{z
ou [ () conserve une valeur finie depuis z—a jusqud & =1D.
On peut avoir & considérer des limites infinies, ct, dans ce
cas, il peut se faire que la fonction f(x) croisse indéliniment
4 mesure que & augmente en valeur absolue; Uintégrale se
compose alors d'éléments qui croissent indéliniment eux-
mémes. Néanmoins, il peat arriver que cette inlégrale con-
serve une valeur finie; on en verra des exemples plus loin.

163. — Aflin de donner sur-le-champ un exemple de ce
genre de calcul, supposons quil s’agisse de trouver I'aire com-
prise entre la courbe 4y =25 2%, Vaxe des x, et les ordonnéces
répondant aux abscisses 1 et 3. En appelant U cette aire, on
aura

1l s’agil done de trouver la fonetion dont 32® estla dérivée ;
il st aisé de voir que ¢'est @*. 51, dans cette fonclion 27, on
remplace z par 3, on obtient27 ; si Ponremplace x par 1, on
obtient 1 ; le résultat est donc 27— 1 ou 26. Ainsi

s
’ ] 32 de =20

e/

164, — Avant d’aller plus loin, il y a quelques remarques

utiles 4 faire.

I. Nous avons supposé jusqu'ici les axes rectangulaires; s'ils
faisaient entre eux un-angle b dilférent de 90°, les rectangles
¢lémentaires , tels que yh, seraient remplacés par des paral-
18logrammes ayant pour mesure yh sin 6. On aurait donc

U=lim,Zyh sin = sin 6. lim Zyh
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U=sinb {y dz,
¢’est-a-dire qu'il suffirait de multiplier par sin0 V'expression
précédemment obtenue pour 'aire de la courbe
WA 2 i
I1. Une intégrale peut avoir des éléments négatifs. Soit, par
exemple, la courbe ABMCD, qui coupe deux fois I'axe des & ;
- [ 38 . . ?
- Paire compriseentre cettecourbe,
I'axe des z, et les ordonnées AQ
\ et DIV, présente une partie BMC,
| ) située au-dessous de | axe desx
0 B 7R - . 2
Lk Dans cetle partie de la courbe,
’ Fig. 6. I'ordonnée élant négative, on
regarde I'aire de cette portion de courbe comme négalive
elle-méme. i
S'il arrivai ie négative fit &
S rivait que l.a‘ partie négative fiit égale en valeur ab-
80 ﬁe ala partie positive, l'aire totale serait regardée comme
nulle.

A

el

M1, Les signes } et-d représentant des opérations inverses
7

L
Ir e & 3¢ £
se détruisent lorsqu'ils se superposent. Ainsi J du=u, saufla

constante arbitraire, Ainsi encore

d .([f' (.L) dr = f’ (;1:) dz.

IV. a voque l'on a gén éralement

b
b{; {'(x)dz=f(b)—f ().

On convient d’écrire de méme

INTEGRATION DES DIFFERENTIELLES.

d’ot il résulte

cest-a-dire que Pon change le signe d’une intégrale en inter-
vertissant ses limites. Gette convention est quelquefois com-

mode.

{l. — INTEGRATION DES DIFFERENTIELLES.

g 1, — PRINCIPES ET PROCEDES D'INTEGRATION

165, — L. Lorsque la quantité placée sous le signe fest

v/

affectée d'un facteur constant, ce facteur peut étre mis hors
du signe. Soit, par exemple, I'expression

(1) fA f (x) dw.

Le facteur A affectant tous les éléments de l'intégrale est
un facteur commun i tous les termes d’une somme, et peut,
par conséquent, etre mis en évidence; on peut done écrire

~

@) A ‘ f(z) dz.

Réciproquement : lorsqu un facteur commut est placé de-
vant le signe d’intégration, on peut le faire passer Sous le
signe. Dans Texpression (2), par exemple, le facteur A affecte
une somme ; on peut donc effectuer la multiplication, ce qui
revient & affecter du facteur A chacun des termes de la somme,
et peut s'écrire sous 12 forme (1)-

166. — 1. L'intégrale d'une somme de différenticlles est
éqale & la somme des intégrales de ces différentielles.
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Soit, par exemple, I'expression

a2

)

b
@) 42 (v)] da.

Elle vevientd Ja somme des quantités suivantes (162) :

“ f (a) dx +- 2 (a) dx

| -— f (a —;; ([.l':j de -~ (a' -+ dx) dx
& f(@-4-2dx) dr + ¢ (@ +2dz) dz

+ f(a 5 dz) dy + ¢ (6 + 3 dz) dx

. « o

=+ f a4 (n—1) dz] dz + ¢ [a + (n—1) dz] dz
i 7 ]
en supposant b —
upposant b = a -+ ndz. Or la somme des termes qui for-
ment la premiér st eaalon 17 ¢
I re colonne est égale a I f(@)dz, et la somme

d e l N e it » x
€8 ermes (ll“ lUI‘l!lCl]f. la SeC B/ (€ 5341 €s a

b
ﬁ v (2)de. On peut dont écrire

e

b

~ \ ﬂb

ja [f (2) =+ o ()] (ZJ;:J f(z) dz + , be(;v) dx
a J @ iy e

Clest ce quil fallait-démontrer,

e B e : :
1 étendrait sans peine la démonstration 3 la somme d’un
nombre quelconque de différentielles

16%. — ¥ snvil e 3 1o
1,‘611;: 5 1. ‘L itégrale de la, différence de deux différen-
s est e ) 1 fditfdvenn 3
il e q{.uh a la différence entre les intégrales de ces diffé-
rentielles. Cest-a-dire que 'on a

b[ y - b b
s f(@)—e(2)]de = fa f () de — f o (@) dz.

v

Ld (ILI])! nsira (.\t ld IHeme i au numero pre

suffit de remplacer léssicnes - qui séparai
e remplacer lessignes + qui séparaient lesdeux termes

de chaque élé 'i
haque é i
jue élément de l'intégrale proposée par des signes —.
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1| résulte de cette proposition et de la précédente que I’in-

tégrale de la somme alyébrique d’ autant de différentielles qu'on

voudra est égale & la somme algebrique des intéyrales de ces

différentielles. Ces intégrales se trouvent ainsi affectées des

mémes sicnes que les différents termes d'un méme élément
de l'intégrale proposée. On aurait, par exemple,

b AP rl
[ If (@) + ¢ (@) — ¢ @)] dz = J f(z) de + J g (x) do
a a a

y (2) da.

168. — On avu, dans le caleul différentiel, qu'il existe
une régle générale pour la différentiation des fonctions (13).
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