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i
axes des x, y et des z: de sorte qu'en ¥ joignant la pression
p et la masse specilique g, cela fail cing quantités dont on doit
connaitre les \.1[-_':|l‘-. pour qu le mouvement du fluide soil
connu. Ces cing quantités, considérées pour

de l'espace

un meme  point
varient en général avee le Tr'lnj,... ¢ d'ailleurs. a

un méme instant, elles varient aussi quand on passe d'un

point de 'espace & un autre point, "“’-"1“"'“|"'n|l::ll|-l o fhit
varier les coordonnées o, y, = du point auquel elles se rappor-
tent : ce sont done des fonclions de {, . ¥, =. Nous allons
établir les Cquations différentielles qui peuvent servir a déter-
miner ces ¢ g lonclions inconnues.

D'aprés le théoréme de d’Alembert, pour trouve, les équa-
tons du mouvement du svstéme matériel] .,||'-i.-..|..|”.-‘ on
peut exprimer qu'il v a équilibre entre les forees qui lui sont
appliquées et les forces d'inertie de ses différents points. Nous
pouvons donc ici nous appuyer sur la théorie de | équilibre des
fluides, pour établir les équations que nous cherchons. Consi-
dérons en ||.|r'li~';;1'.'- r une molécule située any point dont les
coordonnées sont z, y, =; désignons par j, j,, j, les projections
de son accélération totale sur les trois axes, et par X, Y, Z les
trois projections de 1'aces lération lotale que lui communique
rait la résultante des forees extérieures aux uelles elle est

umise, =i elle élait libre. Nous devons eXprimer que JI"'I""'
tion différentielle (&) du § 214 est satisfaite quand on y remplace

\. ‘ / par \

méme, que la fonetion p satisfait aux trois équations

7.:‘ Y 1’.;< Z Ja s OU ||iw|p_ ce qui revienl an

'f’fi
- o(L —13.).
=z J1

Remarquons mainlenant que, pendant le temps d, les coor-

données z, y, z de la molécule que nous considérons s'acerois-

sent de wdt, wydt, uydt ; et par conséquent l'accroissement

|IIE.|'1\]‘|I}|\I‘ la composante u de sa vitesse a pour valeur

du du iu d
—?J(’ i ”‘.“'"__'H'”"'}—Ji?l".’f.'

da -4"-#
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2 ariotte soil
Qil s'agit d'un fluide ¢lastique, Jllu{m‘i la loi de Mariott |

.W‘-llr.li-l-u on aura
P
eénéral, la connaissance ile

k étant un oellicient constant. En g

] lation entre asse spécili-
la nature du fluide fournira une relation ¢ ntre la masse sj

1 otte masse spécifique permet au
et la pression p que cette masse sp | I

! t cette relation, dont les deux exemples

fluide de -!I'|||u=l‘|r'l“. c e
que nous venons de citer (o = constanle, p = kp) ne son [r
1e nous . |

10I ati romple=
des cas particuliers, étant jointe aux équations (@), (&), comj
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tera le systéme d'équations nécessaires pour déterminer les in-
connues p, g, u, u,, u,, en fonction de ¢, x, y, =.

L'intégration de ces équations.différentielles introduira des
fonctions arbitraires qui devront étre déterminées d’aprés les
circonstances initiales du mouvement, et aussi d’aprés les con-
ditions dans lesquelles se trouve la surface du fluide considéré,
qui peut se mouvoir le long de parois fixes, ou hien éprouver
sur sa surface IHII'V des ||I'l‘.~-iwlt-‘- constantes ou variables sul-
vant des lois données.

Il est & peine nécessaire d’ajouter que les quatre théorémes gé-
néraux démontrés dans le premier chapitre de ce livre =ont ap-
plicables au mouvement d’une masse Ilni'Ir-n|nr-!--un.|:|- , el que,
toutes les fois que leur application pourra suflire pour arriver
aux résultats que l'on cherche, on devra g'en conlenter, sans re-
courir aux equations différentielles qui viennent d’étre établies.

3 260, Mouvement permanent d'un fluide. Lorsque le
mouvement d'un fluide est tel que, pour n'|'1:|c|l|-- point de |'es-
pace danslequel le fluide se meut, lescinqquantités p, ¢, u, o, Uy,
conservent constamment les mémes valeurs, ces quantités ne
changeant que quand on passe d'un pointa un autre de 'espace
dont 1l s'agit, on dit que le mouvement du fluide es permanent.
Pour donner un exemple de ce genre de mouvement. on peul
citer le mouvement des eaux dans les fleuves et les pivieres : los
circonstances qui caractérisent le mouvement permanent s'v
trouvenl & trés peu prés réalisées, Dans un pareil mouvement,
chaque molécule ne conserve pas nécessairement la méme vi-
lesse; mais les diverses molécules qui viennent successivement
passer par un méme point de l'espace y prennent des vitesses
de méme grandeur et de méme direction. Il est aisé de voir
que toutes les moléeules qui viennent ainsi passer par un
méme point de I'espace se suivent constamment el parcourent
toutes la méme trajectoire; 'ensemble de ces molécules, ré-
parties le long de leur trajectoire commune, constitue ce ||u'-|n
nomme un filet du fluide en mouvement.

D'aprés la définition méme du mouvement permanent, les dé-

rivées partielles des quantités p, p, u, u,, u,, prises par rapport
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A 1. sont toutes nulles. Ces cing quantités ne sont fonctions que
des trois variables indépendantes =, ¥. 3. Il en résulte une
simplification nolable dans les équations qui servent & les dé-
terminer.

]
b

961. Feoulementi permanent d'un liguide pesant par um
orifice. — Supposons qu'un vase renferme un liquide pesant,
et qu'un orifice de [-w'lih--niiuu'n-i-m-' soit |II'Tl=i~|'lI:"‘ dans la
|-.|l'ui du vase, de telle sorte que le liquide puisse s écouler en
le traversant. A parlir de l'instant out I'écoulement commence,
le liquide sort avec une vitesse qui croil assez 1:1p1nh'1|u-f1[ '
bhientdt cetle vilesse d’écoulement cesse d'augmenter, ¢l 81 le
niveau du liquide est entretenu conslant dans le vase, par un
moyen quelconque, le mouvement devient permanent. Nous
allons nous proposer de déterminer la vitesse avec laquelle le
liquide sort du vase, lorsque la permanence du mouvement a
été ainsi élablie. :
Nous admetlrons que 'orifice est perce dans une parol sans
épaisseur, pour ne pasavoira tenir comple de l'inl'l:u-nn—'minf‘ la
surface intérieure d’'un orifice pratiqué dans une paroi épaisse
peut exercer sur I'écoulement du liquide; nous admeltlrons, en
outre, que les molécules liquides traversent l'orifice avec des
vitesses égales, dirigées loules !u-t‘[n'mlu'm.nih-mvl:l au plan de
orifice: enfin nous supposerons que la surface libre du liquide
dans le vase a une étendue trés grande par rapport & celle de
I'orifice d'écoulement, de sorte que le mouvement descendant
des molécules 1111} ge trouvent prés de celte surface libre & un
instant quelconque <effectue avee une vitesse trés petite.
Appliquons le théoréme des forces vives au mouvement du
liquide pendant un ¢lément de temps de. Sinous ll!‘-lj_'lliill-‘-[lfl.l'
u la vitesse avee laquelle les diverses molécules traversent L ori-
fice de sortie, par w I'aire de cel orifice, et par g la masse spé-
cifique du liquide, nous aurons oudl pour I'expression du vo-
lume de liquide sorti pendant le temps dt, et par mn-'-'»qlwnll
pwudt pour l'expression de sa masse. Considérons le liquide qui
était contenu dans le vase au commencement du temps dt, entre

la surface libre a laquelle il se termine vers le haut et le plan
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de l'orifice de sorlie ; el voyons ce u]u'--\l devenu ce liquide a la

fin du temps d¢. Pendant le temps infiniment petit dont il s'agit,

un volume wudf de liquide traverse l'orifice; en méme temps

les molécules qui étaient d’abord sur la surface libre s’abaissent
de maniére & parcourir dans leur ensemble un espace avantéga-
lement pour volume wud(, puisque le volume total du liquide
que nous considérons ne change pas. Si nous comparons les
conditions dans lesquelles se trouve ce liquide au commence-
ment et dlalin do temps dt, nous verrons -]It'.t ces deux instanls
il se compose d'une partie commune, comprise entre le plan de
l'orifice et la surface sur lagquelle sont venues se placer a la fin
du femps dt les molécules qui étaient sur la surface libre au
commencement de ce temps; de plus, les molécules placées de
la. méme maniére, dans cette partie commune, sont animées
des mémes vile s dans les deux cas, puisque le mouvement
est supposé permanent : done I'accroissement de la foree vive
du liquide tout entier, pendant le temps di, se réduil & la diffé-
rence qui existe entre la force vive du liquide de volume wudl
qui traverse l'orifice pendant ce temps, et la force vive d'une
gquantité deliquide de méme volume prise immédiatement au-des-
sous de la surface libre. Mais cetle derniére force vive peut étre
négligée, puisque nous admettons que, prés de la surface libre,

le liquide descend trés lentement : on aura donc simplement

pudt > u*

pour l'accroissement de la force vive dont il sagit.

Le travail de la pesanteur, dans le mouvement que nous étu-
dions, peut s'obtenir facilement de la maniére suivante. Obser-
vons que le centre de gravité du liquide tout entier que nous
considérons éprouverait leméme déplacement pendant le temps
dt, si, au lien que toutes les molécules de ce liquide se metlent
en mouvement pour se rapprocher de l'orifice de sortie, il n'y
avait qu'une tranche infiniment mince de volume wud! qui passil
de la surface libre a l'orifice, le reste du liquide ne changeant
nullement de position : le travail de la pesanteur sur le liquide
tout entier, pendant le temps dt, peut done s'obtenir en multi-
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pliant le poids squwudt de cette tranche parla distance k du
centre de eravité de Vorifice de sortie au plan horizontal qui
forme la surface libre du liquide dans le vase (3 173).

Le liquide n’étant soumis qu’a V'action de la pesanteur, et le
frottement que eces molécules éprouvent dans leur glissement
les unes sur les autres et sur les parois du vase étant négligé,

on aura, d’aprés le théoréme des forces vives,

audt X ut =2.;goudt X h;
d'on 'on tire
u \:I

Telle est la vitesse avec laquelle s'effectue 1'éconlement per-
manent du liquide & travers I'orifice, dans les circonstances ou
nous nous sommes placés. On voit que cetle vitesse est préci-
sément celle .||:'.m|i:|-|'|'.ul un corps pesant en tombant, sans
vitesse initiale, d'une hauteur ézale a A.

Si 1'on supposait que le liquide fat soumis & une méme pres-
sion extérieure sur la surface libre et & l'orifice d’écoulement,
comme cela a lieu a trés peu prés lorsque 1'éc oulement se pro-
duit au milieu de notre atmosphére, on arriverail encore au
méme résultat; cetle pression qui s'exerce de part el d'aulre,
el qui ¢ équilibrerait d elle-méme sur le liguide supposé 1HNImo-
bile, ne donne lien gqu’a un travail nul dans le mouvement dont
ce liquide est animé, de sorle que la vitesse d'écoulement n'en
dépend en aucune maniére,

Le volume du liguide qui sort du vase pendant le temps dt
étant égal & wudt, le volume du |i-!lil<!-‘ "‘E'I s'écoule pendant
I'unité de temps a pour valeur wu ou o \2¢h: c'est ce quon
nomme la dépense. L'expérience montre qu’il ne s'écoule pas
réellement une quantité de liquide aussi grande que celle qu'in-
‘“-llli' cette formule; la ﬁ!r'p»m.ﬂ effe “tive n'est guére que les 0,62
de la dépense théorique dont nous vénons de trouver l'expres-
sion. Cela tient & ce que les molécules liquides qui b wversent
I'orifice de sortie ne se meuvent pas suivant des directions pa-
ralléles; les filets liquides, A l'intérieur du vase, convergent

*!1) tous cHlés vers lllil'iti"l‘, el cetle convergence ne '“‘;i‘:“"‘n
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ymplélement que lorsque les moléeules ont déja parcouru une
ertaine distance en dehors du vase : la veine liquide, en un
mot, se contracle a partir de l'orifice, au lieu d'étre cylindrique
omme nous l'avions supposé. Mais, s'il est inexact de raison

omme nous l'avons fait, toute inexactitude disparait en
remplacant l'orifice de sortie par la section contractée de la
veine, ¢'est-a-dire par la section faite dans cette veine au point
ol les filets liquides sont devenus sensiblement paralléles en-
tre eux. Ainsi, ce qu'il y avait de défectueux dans notre hypo-
thése n'influe pas ~|u'_[n vitesse d'écoulement, qui a bien réelle-
ment pour valeur vy 2hg; cela n'a d'influence que sur la valeur

e i.l 1|<'!--'[I-1'_ 4|IIi llwi1 ¢lre regardée comme ég -]l' il " ',,',-fi,
w étant 'aire de la section contractée de la veine, et non pas
'aire de 'orifice, comme nous 'avions trouvé d'abord.

Si Porifice est muni d'un ajutage cy \1:|~|li-|=i". el & le ii-i:i.r[-'
Lraverse cet ajutage en coulant le long de ses paroig, les circon-
stances de l'écoulement ne sont plus les mémes que précédem-
ment. La veine liquide présente, immédiatement apreés sa sortie
de Torifice, la forme eylindrique que nous lui avions attribuée
q

toul d’abord : I'action de l-.l'I'.IT‘I_'*‘ fail -‘I-r|\1w|--h'||1- i -[|-|-.L|.|||:|1-

la convergence des filels ||-;i|iwh-\ aussitol quiils pénétrent a son

intérieur. Dans ce cas, la |l»-|.vn-n"1uil nécessairement élre expri-

meée par ou, w étant I'aire de 'orifice; ou bien par w y2gh,
sl la vile ua pour valeur \ 2gh. L'expérience indique encore
(que la dépense effective est plus |n’|i|r' que la dépense théori-
(que o \'_’I-;rf’r: el .]11'~-H|' n'en est que les 0,82, Cela tienl & ce que
la vitesse d'écoulement du liquide est inférieure a V29h; la
présence de I'ajutage, en obligeant les filets ]i-|:!i-!--~ qui étaient
onvergents dans le vase & devenir brusquement paralléles
dés qu’ils traversent l'orifice, occasionne une perle de force
vive qui se manifeste par une diminution dans la vitesse d’é-
coulement du liquide. Si nous désignons par p le rapport de la
dépense effective & la dépense théorique, rapport que L'on
désigne souvent sous le nom de coefficient de ff-';,-"nS(‘. la dé-

pense effective aura pour expression
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ol la vitesse u avee laquelle le liquide s'écoule sera égale a
&\ 2gb = V2g. 7.

Ainsi la vitesse d'écoulement u est celle avec laquelle le liquide
coulerait & traversun orifice percé en mince paroi, sila hauteur
de la surface libre du liquide dans le vase au-dessus du centre
de gravité de Lorifice était p24. La hauleur dont il s'agit étant
en réalité A, on voil que I'ajutage cylindrique a pour elfel de
rendre complétement inutile la portion & — u2h de cetle hau-

3 5 - u? /1 Yo 2
teur; k — p*h, ou ce qui revient au méme 30 ? I ], est e
qu'on nomme la perfe de charge due & l'ajutage cylindrique.

8 262. I:'.c-mllt-ment permanent d'un gaz par un orifice. —
Supposons quun gaz, contenu dans un réservoir, s'écoule en
dehors uniguement en vertu de sa force expansive, par un ori-
fice de petites dimensions, pratiqué dans une paroi mince de
ce réservoir ; et que, la pression intérieure el la pression exté-
rieure élant entretenues conslantes, I'écoulement soit devenu
permanent. Nous allons chercher & déterminer la vitesse avec
laquelle le gaz traverse 'orifice.

Soient w aire de Vorifice, et u la vitesse que posséde une mo-
lécule de gaz lor "-l”-"”" le traverse, vitesse (ue nous SUpposerons
étre la méme pour toutes les molécules, et dont nous regarde-
rons la direction comme étant perpendiculaire au plan de l'ori-
fice. Pendant le temps d¢, il sortira du réservoir un volume de
gaz égal 4 wudl, et la masse de ce gaz aura pour valeur pwud,
p étant la masse spécifique du gaz dont il <'agit, dans les eir-
constances ot il se trouve & sa sortie du réservoir. Désignons
par P la pression qui est entretenue constante dans le réservoir,
ouau moins dans toutes les parties qui ne sont pas trés rap-
]ll‘il:‘lll"t'-i lll' |‘-'I’i|i"r‘: et Ii:ll' ]' la |I|'v'--liﬂli constante, dans ].l'-:'
pace ou se rend le gaz & sa sortie du réservoir : P est nécessai-
rement plus pelit que P. 51 nous prenons le gaz qui traverse

l'orifice pendant le temps dt, et dont le volume est alors wud(,
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et que nous remontions, par la pensée, & toutes les positions
que ce gaza occupées antérieurement, a divers instants éloignés
les uns des autres du méme intervalle de lemps df, nous ver-
rons sans peine que ces positions ne se pénétrent pas, mais
quelles sont contigués les unes aux autres; nous verrons, de
plus, que 'ensemble de ces posilions successives de la quantité
infiniment petite de gaz que nous considérons, forme une
masse gazeuse totale complétement Id!'lt(l\i!l" avec le gaz Iiiii.
existe & un instant donné dans la portion du réservoir a la-
quelle correspondent ces diverses positions successives. Le gaz
renfermé dans le réservoir se trouve, par la, divisé en une in-
finité de partlies infiniment petites, de méme masse, dont cha-
cune vient prendre la place de celle qui est immédiatement &
eolé d'elle, pendant le temps de.

Si nous considérons une de ces portions infiniment petites du
zaz, situées assezloin de l'orifice pour que, dans tousses points,
elle soil soumise 4 la pression P, nous voyons que celte portion
de gaz vient successivement prendre la place de Ltoutes les autres
portions de méme masse ill[li se trouvent entre elle et 'orifice :
que son volume s'aceroit peu & peu, i mesure quelle a & sup-
porter une pression plus faible, jusqu'a devenir égal & wudt, &
I'instant ou elle traverse l'orifice, et ou elle n'est plus soumise
qu’'d la pression P’; et qu'en méme temps les vilesses de ses di-
verses molécules, trés !n‘|ill'~‘~ d'a-
bord, vont en augmentant jusqu’a
devenir égales & u. Prenons, & un
instant quelconque, latotalité du
aaz contenu dans l'espace abemn
,{f:‘{‘ 1[!' i ||!Jl' cetle lnl[‘|i|lH il]“-
niment pelite parcourt, depuis la

position abea’'t’e’, ou elle sup-

porte la pression P, jusqu'a 'ori-
i
\

ice de sortie mn; et appliquons-
lut le théoréme des forces \'i\'(.‘?*.
pendant le temps infiniment pe-

tit dt. Ce gaz total, étant considéré dans les deux positions
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£98 - e iy . o cedlératic olale
ara done pour la composante j de l'accélération tolal

on a a Aol ;

de cette molécule

meéme les valeurs de 1.1 "U.:' el que Fon

Si Ton determin dans les équations dillé-

substitue les résultats ainsi obtenus

I'\-IlHl-“o‘." !i]'{"l'l'lll'”ll". 0l trouvera

Ldp ~ du

w5 e 1

-I-l':lg_\_,ﬂ_l_ U, g S
“Tu" ot & \

du du,
| dp "”! e —_ 5 i
- IR ST T

g lle

e . : Jlaa vent satis-
Nous avon n]nlll' |l-"1-l Lrois I"I'l-lll"Tl‘ "“\'l“' “I llul\' "
ous i > .

: _ 2 t,, YOyons com-
| fonctions InCONNUES p, g, ) M ¥y ;

faire nos Ci

ment nous pourrons en trouver deux autres.

Nous ohservons ||,.;|l|n]'l| que :
QS8es u, U, U, des diverses molécules,

la masse spécifique g est neé-
cessairement liée aux vil

] atl v forees 1 leur sont
| l'| 1||l‘|'[||||l¢‘l||111‘l\llit*'l'|lIl'-|‘|l'l.l||uH|1: foree qmlz
inaepe b : :

2 b al al » "H"Il"li aln
En effet, silon connaissait u, u,, t,, en f

a \'|“| uees. ‘ I s
450 le la masse fluide serail compléte-

x,y, 3 et le mouvement

: : T o instant
it connu; on pourrait savolr ou sonk srtuces, &/WWE
ment connu;

juelconque les diverses moléculesqui occupai nt primitivemen
quelcond ; : ticulier quelles
des positions données ; on pourrait savoir en particulier quells
P£s < " - .
: : : irie m
nt les molécules qui se trouvent & cet instant a l'intériem d
sont les ( ;

¢lément J.lu'lrnnn]n-‘ de volume, el |"'”."”“""']”“Ilt ‘!”.-H.n o5t g

masse totale du fluide contenu dans cet élément : donc on pour

rait en conclure la valeur de la masse spécifique du fluide rela-

t de ].w-'}h'h‘n: ot cet élément de volume esl }‘1;1,-,-_

“\.» au ulllll -
I considé-

Pour trouver la relation qui existe entre u, u,, u, el p, ,
rons le fluide contenu, au bout du temps ¢, dans un paralléli-
pipéde rectangle dont les arétes, paralléles aux ;1\w_~'mn:l«lunnr.-:
aient pour valeurs les quantités infiniment petitesg, #, §; VOYOUS
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ce qu'est devenu ce fluide

200

a la fin du temps ¢t 4 dt, en vertu du
déplacement de ses diverses molécules, et exprimons que sa
masse est la méme dans les deux cas. 1l est aisé de v

: ‘oir que le
fluide dont il s'agit,

affectant la forme d'un parallélipipéde rec-
tangleala fin du temps ¢, pourra étre regardé comme avant en-
core la forme d'un parallélipipéde a la fin

ln temps ¢ -+ dt: que,
les arétes de l

ce nouveau parallélipipéde faisant ent

re elles des
angles dont chacun différe infiniment peu d'un angle droit. son
volume ne différe du produit de ses trois arétes que ii-lllll'llil‘ill*
Lité infiniment petite du second ordre par rapport & lui-méme,
en sorle -|u'un peut le considérer comme étant dgal & ce pro-
t]llif » enlin que, |Iill' une l‘:limifl -~-m|l[ rl'fv‘. chag une des aréles

du nouveau !..i|'-|||rl|pi[n--i-- peul élre regardée comme égale & sa

projection sur 'axe coordonné avec lequel elle fait un angle in

finiment petit. Désignons par z, ¥, z les oordonnées du sommetl

du parall lipipéde primitif qui est le plus voisin de

lorigine des
1 .u||\i.|[|r|-'v-- s de

sorte que les coordonnédes du sommel opposé
solent * -5, ¥ -0, 24+ L. Pendanl le temps dt, x s'aceroil de

P

. s ‘ d
wit, r -+ 5saceroit done de (H L E ‘,f\ dt, el par suite 'aréte
d

du parall lipipéde qui élait paralléle a 'axe des z a la tin du

: = B |

temps ¢, el fqui avait pour valeur £, s'accroit de £ i dt. Le vo
4.“:'

lume du parallélipipéde dont il s'agit devient done égal

£(14 "j.;.\] a(14%4 2 (1 %y,
¢ \ da / . l\ rI_!.‘f : ) =T I :’__ -

a la fin du temps ¢ -

dt. Si nous multiplions le volume primitif
Eq Lde ce parallélipipéde par la masse spécifique p qui corres-

pond au temps ¢ el au point dont les coordonnées sont L RE TR

nous aurons la masse du fluide renfermé dans ce volume & la

fin du temps £. En multipliant de méme le nouveau volume

dont nous venons de trouver I'expression, par ce que devienl
o f..|\.1|| on y fait croitre ¢ de d¢, z de udt. yde udt et z .]nn:»ff_

e'est-a-dire par




