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T R A I T É 

DE 

MÉCANIQUE RATIONNELLE 

t? 1. La Mécanique est la science des forces et du mouve-
ment. 

Un corps est dit en mouvement, lorsqu'il occupe successive-
ment différentes positions dans l 'espace. Il est en repos, lorsque, 
au contraire , il conserve la position qu'il avait d 'abord. 

Un corps qui est en repos ne tend pas de lui-même à sort i r 
de cet état pour passer à l 'état de mouvement ; une fois en 
mouvement , il continue de lui-même à se mouvoir suivant 
certaines lois. Toutes les fuis qu 'un corps passe de l 'é tat de 
repos à l 'é tat de mouvement , ou bien que ce corps, une fois 
en mouvement , se meut suivant îles lois différentes de celles 
dont nous venons de parler , c 'est qu'il est soumis à l 'action de 
quelque cause qui dé termine ces changements dans son état 
de repos ou de mouvement. Cette cause, quelle qu'elle soit, on 
la nomme force. Une force est donc une cause quelconque de 
mouvement ou de modification de mouvement . 

§ 2. On peut étudier le mouvement d 'un corps sans s 'occu-
per en aucune manière des forces auxquel les sont dues les 
diverses modifications de ce mouvement . Cette élude du mou-
vement en lui-même constitue une branche de la Mécanique, 
à laquelle on a donné le nom de Cinématique (du mot grec 
Kivr,ixa, qui signifie mouvement) . 11 est clair que, dans une 
parei l le étude du mouvement des corps, on peut faire abstract ion 
de la mat ière dont ils sont formés, de manière à les réduire à 
des corps purement géométr iques . 



On considère déjà des mouvements en Géométrie : en fai-
sant mouvoir des lignes données, suivant cer taines condit ions, 
on engendre des surfaces. Mais on ne s 'occupe que des diver-
ses positions que prennent successivement les l ignes mobiles, 
sans s ' inquiéter du temps qu 'e l les ont pu employer pour al ler 
de l 'une à l 'autre . Dans la Cinématique, l ' idée de temps se 
joint à celle des déplacements que prennent les corps ou les 
figures que l'on considère . 

Lorsque, aux idées de déplacement et de temps, on joint 
l ' idée de force, on en t re dans une au t re branche de la Méca-
nique, à laquelle nous a t t r ibuerons le nom de Dynamique (du 
mot grec A0va|*ic. qui signifie force). Alors il n 'est plus permis 
de faire abst ract ion de la mat ière dont les corps sont f o r m é s ; 
la quanti té plus ou moins g rande de mat ière qui const i tue un 
corps tout entier ou bien les diverses part ies dans lesquelles 
on le divise par la pensée , doit nécessai rement entrer en con-
s idéra t ion dans l 'étude du mouvement que prend ce corps 
sous l 'action de certaines forces. 

Ainsi, la Mécanique se divise naturel lement en deux bran-
ches, savoir : la Cinématique et la Dynamique. La Dynamique 
ayan t un développement beaucoup plus grand que la Ciné-
matique, nous la diviserons e l le-même en trois part ies . L en-
semble des théories que nous a l lons exposer sera donc répar t i 
entre quat re livres, de la manière suivante : 

LIVRE I . — Cinémat ique . . 
LIVBE I L — Dynamique . I " pa r t i e . — De l ' équi l ibre et du m o u v e m e n t 

d 'un point maté r ie l . 
LIVRE I I I . — Dynamique , 2* par t i e . — De l 'équi l ibre des sys t èmes m a t é -

r ie ls . 
LIVRE IV, — Dynamique , 3* pa r t i e . — Du mouvement des sys t èmes maté-

riels. 

L I V R E P R E M I E R 

C I N É M A T I Q U E 

CHAPITRE PREMIER 

MOl'VEMENT D'UN l*OIXT. 

§ .'I. Trnjcctoir*. — La suite des positions pa r lesquelles 
passe successivement un point mobile, forme une ligne droi te 
ou courbe, que l'on nomme sa trajectoire. Le point décrit 
celte ligne d 'une manière cont inue ; c'est-A-dire qu'il ne peut 
|>as aller d 'une position à une au t re sans passer pa r toutes le« 
positions intermédiai res que l'on peut imaginer sur sa t ra jec-
toire. 

Le mouvement d 'un point est dit rectiligne ou curviligne, 
suivant que sa t ra jectoi re est une ligne droi te ou u n e ligne 
courbe . 

§ F . q u n t i o n «lu i n o u t r i n r n l m i r l a t r n j r r t n i r r . — P o u r 

que le mouvement d 'un point soit complè tement connu, il 
faut que l'on connaisse non seulement sa t ra jectoi re , mais 
encore la loi suivant laquelle il en parcourt les diverses p a r -
ties; il faut que l'on sache quel temps il emploie à passer d 'une 
quelconque des positions qu'il occupe successivement à une 
au t re de ces positions. 

Soient AB. fig. I . la t ra jectoi re d 'un point mobile, 0 un point 
fixe pris su r cette t rajectoire, et M la position du point mobile 



à la On .lu temps / . Désignons par s la distance OM comptée 
sur la t rajectoire, dis-
tance qui sera positive 
ou négative suivant que Fig. i 

le point M se t rouvera d 'un côté ou de l 'aut re du point fixe 0 . 
Le mouvement du point mobile sera connu, si, à la connais-
sance de la t ra jectoi re AB, on joint celle de la relation 

$=r( o 

qui existe entre la distance s et le temps / . A l 'aide de cette 
relation, qu 'on n o m m e \'équation du mouvement sur la trajec-
toire, on peut dé te rmine r toutes les circonstances que présente 
le mouvement . 

§ 5 . R e p r é s e n t a t i o n g r a p h i q u e «le l a l o i d u m o u v e m e n t . — 

Convenons de représen te r un temps quelconque pa r une l igne 
dont la longueur soit proport ionnelle à ce t emps ; et pol i rcela 
adoptons a rb i t ra i rement une certaine ligne pour représenter 
l 'unité de temps. Si nous r e g a r d o n s la ligne qui représente le 
t emps / , e t la valeur cor respondan te de la distance s, commeétan t 
l 'abscisse et l ' o rdonnée d 'un point rappor tées à un système 
d 'axes coordonnés rectangulai res OT, OS, fig. 2, les divers sys-

tèmes de valeurs des variables s et t fourniront , sur le plan SOT, 
une série de points formant une ligne telle que CDKFG11. 
Celte l igne, dont l 'équat ion n'est au t re chose que l 'équation du 
mouvement 

permet de saisir d 'un coup d'œil les d iverses part iculari tés que 

présente successivement le mouvement dont on s 'occupe. 
C'est ainsi que. d ' ap rès la fo rme qui a é té donnée à la ligne 

dont il s 'agi i , su r la fig. 2, on voit que le point mobile s'éloigna 
d 'abord de plus en plus du point fixeà par t i r duquel on compte 
la distance s, jusqu 'à ce (pie le temps t ait pris la valeur qui 
correspond à l 'abscisse OD, du point D : alors la distance du 
mobile au point fixe est égale a l 'ordonnée du point D. A part i r 
de cet instant, le mouvement change de sens ; le point mobile 
revient vers le point fixe, el finit pa r l 'at teindre, lorsque le 
temps t p rend la valeur correspondant à l'abscisse OE. Alors, 
la courbe s ' a l« issant au-dessous de l 'axe OT, « prend des valeurs 
négatives; c'est-à-dire que le point mobile, ap rès avoir at teint 
le |H>int fixe, le dépasse en continuant à se mouvoir dans le 
même sens. Lorsque le temps t acquiert la valeur qui corres-
pond à l 'abscisse OF. du point F. le point mobile cesse de 
s 'éloigner du point fixe. le sens de son mouvement change «le 
nouveau ; il se r app roche de ce point fixe, l 'atteint lorsque le 
temps t devient égal à l'abscisse OG,, puis le dépasse et revient 
ainsi se placer du côté où il se t rouvai t d ' abord . 

Il est clair que , dans la construct ion de la courbe destinée à 
la représentat ion de la loi d 'un mouvement , il n 'est pas néces-
saire de prendre les diverses ordonnées précisément égales 
aux distances s «Iti point mobile au point fixe : on peut réduire 
ces distances dans un rappor t quelconque, pris a rb i t ra i rement , 
c 'est-à-dire adopter une lijjne quelconque pour représenter 
l 'unité de longueur avec laquelle les distances s sont évaluées. 
Les abscisses et les o rdonnées se t rouvent ainsi construites à 
des échelles que l 'on choisit à volonté ; en sorte que l'on peut 
donner à la figure totale telles d imens ions qu 'on veut dans les 
deux sens. 

Il faut bien se garder «le confondre la ligne que nous venons 
de «léfinir, et qui seri à r ep résen te r la loi du mouvement d 'un 
point , avec la ligne que re point «lécrit dans l 'espace, et que 
nous nommons sa t ra jectoire . 

§ 6 . M o u v e m e n t u n i f o r m e , v i t e s s e . — L e m o u v e m e n t d ' u n 



point est (lit uniforme, lorsque ce point pa rcour t sur sa t ra jec-

to i re des espaces égaux en temps égaux, quels que soient ces 

t emps ; ou, en d 'au t res termes, lorsque les espaces qu'il par-

court dans des t emps quelconques sont proport ionnels aux 

temps employés à les pa rcour i r . Il résulte de cette définition 

que l 'équat ion du mouvement uniforme est 

a est la distance du point mobile au poiniQxe, à l ' instant à par-
tir duquel on compte le temps t. Le coefficient b est positif ou 
négatif suivant que la distance s augmen te ou diminue avec le 
temps , c 'est-à-dire suivant que le mouvement a lieu dans le 
sens des s positifs, ou en sens contrai re . 

Les mouvements uniformes se dis t inguent les uns des autres 
par le degré | lus ou moins grand de rapidité ou de lenteur de 
chacun d 'eux . 11 est nature l de prendre pour mesure de ce de-
g ré de rapidité ou de lenteur , le chemin que parcour t le point 
mobile pendant l 'unité de temps : c'est ce qu 'on nomme la 
v i f«« ' du mobile. 

D'après la forme que nous venons d 'assigner à l 'équation du 
mouvement un i forme, il est clair que la valeur absolue du coeffi-
cient b n'est au t re chose que la quanti té dont la distance s varie 
pendant l 'unité de temps ; c 'est-à-dire que cette valeur absolue 
de b est précisément la vitesse du mobile. D'ailleurs, en at tr i-
buant à la vitesse le sens dans lequel s 'effectue le mouvement , 
on voit qu'elle est dir igée dans le sens des s positifs ou en sens 
contra i re , suivant que b est positif ou négatif . Si donc nous 
convenons de r ega rde r la vitesse comme positive lorsqu'elle 
est dirigée dans le premier sens, et comme négative lorsqu'elle 
est dirigée dans le sens opposé, nous pouvons dire que, dans 
tous les cas, la vitesse du mouvement uniforme est égale à b. 

§ 7. Dans le cas du mouvement uniforme, la ligne qui repré-
sente la loi du mouvement 5) se réduit à une ligne droi te . 
Cette ligne CD est dir igée, comme on le voit, sur la fig. 3 ou sur 
la fig. 4, suivant que le mouvement a lieu dans le sens des s 
positifs ou en sens cont ra i re . 

Fig. 4. 

Pour t rouver la vitesse du mouvement uniforme représenté 
l>ar la ligne CD. dans l 'un 
ou l 'autre cas. il suffit de 
t racer , à part i r d 'un point 
quelconque E, une l igne 
droite EP paral lèle à OT et 
égale à la ligne qui repré-
sente l 'unité de temps, puis 
de mener |>ar le point F 
une jmrallèle à OS j u s q u ' à 
la rencontre de la l igneCD, 
en G. La ligne KG r ep ré -
sente la quanti té dont s va-
rie dans l'unité de temps , 
c'est-à-dire la valeur abso-
lue de la vitesse du mobile. 
Quant au signe de cette vi-
tesse. il est indiqué par la position de la ligne CD; la vitesse est 
positive dans le cas de la fig. 3, négat ive dans le cas de la fig. 4 . 

• s 8. i i a i i t r m m i va r i é . » H « » . — Tout mouvement qui n'est 
l»as uniforme est dit varié; dans un pareil mouvement , les espa-
ces parcourus d a n s des temps quelconques ne sont générale-
ment pas propor t ionnels aux temps employés à les parcour i r . 

Imaginons que le temps total pendant lequel s 'effectue un 
mouvement varié soit divisé en un nombre quelconque de par-
ties égales. Concevons en outre que le mouvement du mobile, 
pendant chacun de ces intervalles de temps part iels , soit rem-
placé jMir un mouvement uniforme, en vertu duquel ce mobile 
parcour t la même port ion de sa t ra jeetoi re pendant la durée de 
cet intervalle de temps part iel . La succession des mouvements 
uniformes, que nous subst i tuons ainsi au mouvement varié, 
dans les diverses par t ies dans lesquelles la durée totale du 
mouvement a été décomposée, consti tuera un nouveau mouve-
ment varié différent de celui que nous avions d 'abord. Mais la 
différence qui existe en t re ces deux mouvements sera de plus 
en plus faible, à mesure que le nombre des part ies égales dans 



lesquelles nous avons divisé le t e m p s total sera plus considé-
rable ; et nous pouvons r ega rde r le second mouvement comme 
tendant indéfiniment à se confondre avec le premier , si nous 
supposons que le nombre de ces part ies du temps lotal aug-
mente jusqu 'à l 'infini. C'est ce qu 'on expr ime s implement , en 
disant qu 'un mouvement var ié quelconque peut ê t r e regardé 
comme étant la succession d 'une infinité de mouvements uni-
formes. dont chacun a lieu pendan t un intervalle de temps infi-
niment petit . Ces mouvements un i fo rmes successifs consti tuent 
les éléments du mouvement var ié que l'on considère. 

En nous plaçant à ce point de vue , il nous sera facile d 'é -
tendre au mouvement var ié la not ion de vitesse à laquelle 
nous avons été conduits en nous occupan t du mouvement uni-
forme. On nomme vitesse à un ins tant quelconque, dans un 
mouvement varié, la vitesse du mouvemen t uniforme élémen-
taire qui fait part ie du mouvement varié à cet instant . 

Si l 'on mène une tangente à la t ra jectoire , au point où se 
trouve le mobile à un instant quelconque , c'est suivant cette 
tangente qu'est dirigé le m o u v e m e n t é lémentai re du mobile à 
cet instant . Il suffit a lo rs de p o r t e r sur la tangente , à part i r du 
point de contact et dans le sens du mouvement , une longueur 
égale à la vitesse que possède le mobile dans ce mouvement élé-
mentaire, pour avoir une ligne droi te qui représente à la fois 
la g randeur , la direction et le sens de cette vitesse du mobile. 

Sj 9. Détermination analytique de la vitesse. — Si nous sup-
posons que l'on connaisse l 'équat ion du mouvement sur la 
trajectoire 

s=nt), 

nous en dédui rons facilement la va leur de la vitesse v du point 
mobile à un instant quelconque. La distance du mobile au point 
fixe é tant s à la fin du t e m p s / , e t s - f t f s à la fin du temps 
t + dt, il est clair querfs est le chemin parcouru p a r c e mobile 
sur sa t rajectoire pendant le t e m p s dt. Si nous regardons le 
mouvement comme uniforme p e n d a n t le temps infiniment petit 
dt. conformément aux considérat ions qui viennent d 'ê t re indi-

quées (§8), la vitesse de ce mouvement uniforme sera la vitesse 

du mobile à la fin du temps t. Or. le chemin parcouru pendant 

le temps dt é tant égal à ds, le chemin qui serait parcouru dans 

l 'unité de temps , en vertu du même mouvement uni forme. 

est égal à j( : donc la vitesse v que l 'on cherche est donnée par 

l 'expression 

Il est bon d 'observer que ds é tant positif ou négatif suivant 
que le mouvement est dir igé dans le sens des s positifs ou en 
sens contraire , l 'expression qui vient d 'ê t re obtenue pour la vi-
tesse r du mobile fait connaître à la fois la g randeur et le sens 
de cette vitesse. 

§ 10. Détermination géométrique de la vitesse. — Soit Cl). 
fig. 3, la courbe qui représente la loi d 'un mouvement varié 
(§ 5). La substitution d'un mouvement uniforme au mouvement 

varié, pendant le temps qui est représenté pa r C, E„ avec la 
condit ion que le chemin parcouru par le mobile pendant ce 
temps soit le même que celui qu'il parcourt dans le même temps 
en vertu de ce mouvement varié, revient à la substi tution de la 
corde CE à la port ion de la courbe CD que cette corde sous-
tend. En sorte que, si nous divisons la durée totale du mouve-



ment , r ep résen tée pa r C, D,, en cinq pa r t i e s éga les , et q u e nous 
supposions que le m o u v e m e n t var ié soit r emp lacé p a r un m o u -
vement un i fo rme d a n s chacune de ces cinq pa r t i e s , t ou jou r s 
avec la condi t ion que le chemin p a r c o u r u d a n s chacune d 'el les 
reste le même , cela revient à r emp lace r la c o u r b e CD p a r un 
polygone fo rmé des cinq c o r d e s CE, EF, FG. GH, 1ID. Telle est 
la t r aduc t ion géomé t r ique de la cons idéra t ion indiquée a u 
c o m m e n c e m e n t du S H. 

D 'après cela, quand nous d isons qu 'un m o u v e m e n t var ié 
peut ê t re r e g a r d é c o m m e é t an t la succession d ' une infinité de 
m o u v e m e n t s un i formes , don t c h a c u n a lieu p e n d a n t un in t e r -
valle de t emps inl iniment pet i t , nous faisons exac tement la 
même chose que si nous dis ions que la cou rbe CD, qui r ep ré -
sente la loi de ce m o u v e m e n t , peut ê t re r e g a r d é e comme un 
polygone f o r m é d ' une infini té de côtés , don t chacun est infi-
n iment peti t . Cette d e r n i è r e idée , avec laquel le on est familia-
risé en géomét r i e , p e r m e t de sais i r plus faci lement la vér i table 
signification de la p r e m i è r e . 

P o u r t rouver la 
piR- •• vitesse d u mobi le 

à l a fin du t emps 
t r ep ré sen t é pa r 
l 'abscisse OE,, 
fig. G, i l f a u t c h e r -
che r la v i tessedu 
m o u v e m e n t uni-
fo rme r ep ré sen t é 
p a r l ' é lément rec-
t i l igne de la cour-
be CD auquel ap-

par t ient le point E de celte cou rbe . Si ce m o u v e m e n t un i fo rme , 
qui n ' a lieu que p e n d a n t u n in te rva l l e de t emps infiniment pe-
tit, pers is ta i t pendan t un t e m p s que lconque , il serai t r ep ré -
senté pa r le m ê m e é l émen t rect i l igne pro longé indéf in iment en 
ligne droi te , c 'est-à-dire p a r la t angen te EF menée p a r l e point 
E à la cou rbe CD. Or nous s a v o n s t r ouve r la vi tesse d ' un mou-

E , 

v e m e n t un i fo rme , lorsque nous conna i s sons la l igne d ro i t e qui 

le r ep résen te (§ 7). Menons p a r le po in t E une ligne dro i te EG 

paral lè le à O T . et éga le à la l igne q u e n o u s a v o n s adop tée pour 

r ep ré sen t e r l ' un i té de t e m p s ; menons ensui te , pa r le point G, 

la l igne Gll para l lè le à O s : cet te de rn i è re l igne, t e rminée à la 

t angen t« EF, r ep résen te la vitesse q u e nous c h e r c h o n s ( i ) . 

§ 1 1 . l l o u t r m r n l u n i f o r m é m e n t T a r i f . — C o m m e e x e m p l e 

de mouvemen t va r i é , p r e n o n s le mouvemen t qui a pour 

équat ion 

s=a -f- fci -f- cf». 

La vitesse, à un ins tant que lconque , a pour va leu r (§ 9) 

v = b+'ict. 

On voit q u e la vitesse var ie p ropo r t i onne l l emen t au temps . 
C'est p o u r cela qu 'on d o n n e au mouvemen t don t il s ' ag i t le 
nom de mouvement uniformément varié. 

Si b et e sont de m ê m e signe, la vitesse v conserve tou jour s 
le même signe «pie c h a c u n e de ces deux quan t i t é s ; le mouve-
ment s 'effectue donc t o u j o u r s dans le même sens : il res te 
c o n s t a m m e n t d i r igé d a n s le sens des s positifs ou d a n s le sens 
con t ra i re , suivant que b et c sont posi t i fs ou négat i f s . La valeur 
absolue «le la v i tesse a l lant c o n s t a m m e n t en c ro i ssan t de quan-
t i tés éga les en temps é g a u x , on dit que le m o u v e m e n t est uni-
formément accéléré. 

Si b et c sont de s ignes d i f fé ren t s , v est d ' a b o r d de même 
signe que b ; m a i s , à m e s u r e que / a u g m e n t e , la va leur absolue 

(I) L'équation du mouvement étant 

la vitesse à un instant quelconque est exprimée par f (t). Il ne faut pas en 
conclure que la vitesse a pour valeur la tangente tr igonométrique île l'angle 
que la tangente F.F Tait avec l a to des abscisses OT ; par te que l 'échelle des 
abscisses et celle des ordonnées sont tout à fait indépendantes l 'une de l 'autre 
(8 5), et que , par conséquent , l 'angle FF.G peut être plus ou moins grand, 
tout en correspondant toujours à une même vitesse, suivant qu'on fera varier 
une de ces échelles dans un sens ou dans l ' aut re . Cette conclusion ne serait 
exacte qu 'autant que la ligne par laquelle on représente l 'unité de temps 
serait égale à celle par laquelle on représente l 'unité de distance t. 



de v diminue, et cette valeur Unit bientôt pa r devenir nu l le : 
à par t i r de là, v p rend et conserve indéfiniment un signe con-
t r a i r e à celui de et sa valeur absolue va constamment en 
augmentan t . Le mouvement a donc lieu d 'abord dans le sens 
indiqué pa r le signe de b, et se ralentit de plus en p lus ; il est 
a lors uniformément retardé. Puis, au bout de quelque temps, il 
change de sens, et dès lors il s 'accélère indéfiniment : il de-
vient uniformément accéléré. 

12. P r o j e c t i o n d u m o u i m m l i u r u n p l a n fl*e. — P e n -

dant qu 'un point se meut dans l 'espace, en décrivant une 
trajectoire AB, fig. 7, on peut concevoir qu 'on le projet te à 

chaque ins tant sur un plan fixe PQ, en menant par la posi-
tion M qu'il occupe une droite Mm parallèle à une ligne fixe 
donnée. Les pro jec t ions ainsi obtenues, pour les diverses posi-
t ions du point mobile dans l 'espace, peuvent être regardées 
comme les posit ions successives d 'un second point qui se mou-
vrait dans le p lan PQ. Le mouvement de ce second point est c° 
qu'on nomme la projection du mouvement du p remier poini 
sur le plan PQ. 

11 est c lair q u e la t ra jectoi re ah du mouvement proje té n'est 
au t r e chose que la projection de la t ra jectoi re AB du mouve-
ment dans l 'espace. 

Soient MM' et mm les chemins infiniment petits parcourus , 
pendant le même élément dt du temps, par le point mobile 

dans l 'espace, et pa r sa projection sur le plan PQ: mm' est évi-
demment la projection de MM'. Pour avoir la vitesse MN du 
point mobile dans l 'espace, il faut diviser MM par dt ; la vi-
tesse mn de la projection de ce point sur le plan PQ s'obtien-
dra de même en divisant mm' pa r dt. Ces deux vitesses sont 
donc en t re el lesdans le même rappor t que les lignes infiniment 
petites MM', mm ; et comme leurs directions sont les mêmes 
que celles de ces lignes MM', mm', il en résulte que la vitesse 
mn du mouvement projeté est la projection de la vitesse MN 
du mouvement de l 'espace. 

Ce (pie nous venons de dire, ayant lieu pour une projection 
oblique quelconque, a lieu également pour la projection or tho-
gonale , qui n 'en est qu 'un cas part iculier . 

1 3 . P r o j e c t i o n d u m o u v e m e n t Dur u n e d r o i t e flte. — Ail 

lieu de proje ter le point mobile sur un plan fixe, on peut le 
projeter sur une droite fixe, en menant par chacune de ses 
positions successives un plan paral lè le à un plan directeur 
donné . Le mouvement projeté est a lors un mouvement recli-
ligne dirigé suivant la droite fixe. 

Lu ra isonnant comme dans le cas de la projection sur un 
plan, on reconnaît facilement que la vitesse du point projeté , 
à un instant quelconque, est la projection de la vitesse que 
possède le point de l 'espace au même instant . 

Cette propr ié té de la projection du mouvement sur une droite 
fixe a lieu de quelque manière que le ¡dan directeur soit placé 
|>ar rappor t à la droite fixe, et con-
vient pa r conséquent aussi au ca* 
où la projection est or thogonale . 

§ 1 4 . Prenons pour exemple le 
mouvement uniforme d 'un point 
suivant une circonférence de cer-
cle, fig. 8 . et cherchons la projec-
tion or thogonale de ce mouve-
ment sur le d iamètre AB. Dési-
gnons par r le rayon du cercle, par v la vitesse du mobile, 
par t le temps compté à part i r de l ' instant où le mobile part 



du point A, et par x la distance Om de la pro jec t ion m du 

point mobile au centre du cercle. L'arc AM décrit p a r le mo-

bile pendant le temps t est égal à vt; l 'angle AOM est donc 

égal à et par suite on a 

vt 
x=r cos—• 

r 

Telle est l 'équation du mouvement proje té . Soit u la vitesse de 

ce mouvement , on aura (§ 9) 

. vl u=—«sin— r 

Un vérifie sans peine que la vitesse u du point m est bien la 
projection de la vitesse v du point M. conformément à ce qui 
vient d 'ê t re dit. On voit en outre que cette vitesse « est p r o -
portionnelle à la ligne Mwi. 

CHAPITRE II 

MOUVEMENT D'UN SOLIDE OU SYSTÈME INVARIABLE. 

§ 15. Après avoir donné quelques notions générales sur le 
mouvement d 'un point , occupons-nous du mouvement d 'un so-
lide. c 'est-à-dire d 'un sys tème de points dont les distances mu-
tuelles restent invar iablement les mêmes , quel que soit le dé-
placement que le système tout entier p renne dans l 'espace. 

On peut concevoir que la figure du système soit délinie : 
t° pa r la connaissance des distances mutuelles de t rois points 
A. B. C, non en ligne droi te ; 2° par la connaissance des dis-
tances de chacun des autres points du sys tème aux trois points 
A. B, C. D 'après cela, on voit qu' i l suffit de connaî t re la posi-
tion du triangle dont les trois points A, B, C sont les s o m m e s , 
pour que la position du système tout entier soit connue. La 
connaissance des mouvements que prennent s imultanément 
les trois points A. B. C, suffit donc pour que le mouvement du 
système soit complètement connu . 

La t rajectoire d 'un point mobile peut être regardée comme 
un polygone infinitésimal dont ce point pa rcour t successive-
ment les différents cô tés . Imaginons que les t ra jec to i res des 
d ivers points d 'un solide en mouvement soient ainsi assimilées 
à des polygones, avec la condition que, lorsque l 'un des points 
mobiles se t rouve à l 'un des sommets du polygone qu'il par-
court , tous les au t res points soient dans le même cas. Alors le 
mouvement du solide sera tel que, pendant un p remier élé-



du point A, et par x la distance Om de la pro jec t ion m du 

point mobile au centre du cercle. L'arc AM décrit p a r le mo-

bile pendant le temps t est égal à vt; l 'angle AOM est donc 

égal à et par suite on a 

vt 
x=r cos—, 

r 

Telle est l 'équation du mouvement proje té . Soit u la vitesse de 

ce mouvement , on aura (§ 9) 

. vl u=—«sin— r 

Un vérifie sans peine que la vitesse u du point m est bien la 
projection de la vitesse v du point M, conformément à ce qui 
vient d 'ê t re dit. On voit en outre que cette vitesse « est p r o -
portionnelle à la ligne Mwi. 
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MOUVEMENT D'UN SOLIDE OU SYSTÈME INVARIABLE. 

§ 15. Après avoir donné quelques notions générales sur le 
mouvement d 'un point , occupons-nous du mouvement d 'un so-
lide. c 'est-à-dire d 'un sys tème de points dont les distances mu-
tuelles restent invar iablement les mêmes , quel que soit le dé-
placement que le système tout entier prenne dans l 'espace. 

On peut concevoir que la figure du système soit définie : 
1° pa r la connaissance des distances mutuelles de t rois points 
A. B. C, non en ligne droi te ; 2° par la connaissance des dis-
tances de chacun des autres points du sys tème aux trois points 
A. B, C. D 'après cela, on voit qu' i l suffit de connaî t re la posi-
tion du t r iangle dont les trois points A, B. C sont les s o m m e s , 
pour que la position du système tout entier soit connue. La 
connaissance des mouvements que prennent s imultanément 
les trois points A. B. C, suffit donc pour que le mouvement du 
système soit complètement connu . 

La t rajectoire d 'un point mobile peut être regardée comme 
un polygone infinitésimal dont ce point pa rcour t successive-
ment les différents cô tés . Imaginons que les t ra jec to i res des 
d ivers points d 'un solide en mouvement soient ainsi assimilées 
à des polygones, avec la condition que, lorsque l'un des points 
mobiles se t rouve à l 'un des sommets du polygone qu'il par-
court , tous les au t res points soient dans le même cas. Alors le 
mouvement du solide sera tel que, pendant un p remier élé-



ment du temps, les divers points qui le composent parcour ron t 
chacun le p remier côté de sa t ra jectoi re polygonale; pendant 
un second élément du temps, ces mêmes points parcourront 
les seconds côtés de leurs t ra jec to i res , et ainsi de suite. Cha-
cun de ces mouvements successifs, qui s 'effectuent pendant les 
divers éléments du temps, est ce que nous nommerons un mou-
vement élémentaire du solide. 

»5 IG. M o i n r m m l d e t r a n s l a t i o n . — S u p p o s o n s q u ' u n SOlid 

se déplace de telle manière que les tr.iis côtés du tr iangle ABC. 
formé par les trois point« A. B. C, non en ligne droite, restent 
constamment parallèles à leurs positions pr imit ives; il est aisé 
de voir que les lignes droi tes qui joignent un au t re point quel-
conque aux trois points A, B. C. resteront également parallèles 
h leurs positions primit ives, et qu'il en sera encore de même de 
toute au t r e ligne droite tracée entre deux points pris comme 
on voudra dans le solide. Un pareil mouvement se nomme 
mouvement de translation. 

Si l'on considère les chemins infini-
ment petits MM', NN', fig. 9. parcourus 
p a r deux pointsquelconques M.N.du solide 
pendant un même élément du temps, on 
voit que ces deux chemins, que l'on peut 
r ega rde r comme rectilignes, sont égaux 
et paral lèles : car M'N'est égal et parallèle 
à MN, et par conséquent la ligure MM'NN" 
est un para l lé logramme. Mais les vitesses 

dont les points M et N sont animés en même temps sont diri-
gées suivant les é léments MM'.N.Y, de leurs t rajectoires respec-
t ives; et de plus elles sont proport ionnelles aux longueurs de 
ces éléments : donc ces vitesses des points M et N sont égales 
et parallèles. Ainsi, lorsqu 'un solide est animé d 'un mouve-
ment de t rans la t ion . tous ses points ont en même temps des 
vitesses égales et paral lèles . Cette vitesse commune de tous les 
points h un même instant est ce qu 'on nomme la vitesse du 
solide à cet instant . 

La vitesse d 'un solide animé d'un mouvement de translation 
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l»eut changer de grandeur et de direct ion, d 'une manière quel-

conque, d 'un instant à un au t re . 

Une ligure plane, mobile dans son plan, |»eut être animée 
d'un mouvement de translat ion, tout aussi bien qu'un solide 
mobile dans l 'espace; ce que nous venons de dire du mouve-
ment de t ranslat ion d'un solide est directement applicable au 
cas d 'une ligure plane mobile dans son plan. 

!$ 17. M o u i r m r n t i l r r o t a t i o n p i t r i i t n n ^ u l a i r r . — Si d e u x 

points d 'un solide en mouvement restent cons tamment im-
mobiles dans l 'espace, tous lés autres points du solide, situés 
sur la direction de la ligne droite qui jo in t les deux premiers, 
restent également immobiles ; le solide ne fait a lors que tour-
ner au tour de cette ligne droite, à laquelle on donne le nom 
d ' a x i de rotation. Le mouvement du solide est. dans ce cas, un 
mouvement de rotation. 

Soient M. fig. 10, un point 
quelconque du solide, et AB 
son axe de rotat ion. Si l 'on 
abaisse la perpendiculaire 
Ml' sur l 'axe AB, cette lijjne 
Ml' restera perpendiculaire 
h AB dans toutes les posi-
tions que p rendra le solide: donc elle décr i ra un plan perpendi-
culaire à AB. D'ailleurs, la distance MP ne varie pas : le point 
M -e mouvra donc dans le plan dont nous venons de | « r l e r , en 
parcourant une circonférence de cercle ayant le point I ' pour 
centre. Ainsi, lorsqu'un solide est an imé d'un mouvement de 
rotation autour d 'un axe, chacun de ses points décri t une cir-
conférence de cercle, dont le plan est perpendiculaire à l 'axe 
et dont le cent re est sur cet axe. 

Soient M. N. fig. I I . deux points quelconques du sol ide; 
M .N les positions qu'ils occupent an bout d 'un certain t emps , 
et P. Q les centres des circonférences de cercle qu'i ls décri-
vent. Il est facile de voir que les angles MPM\ NQN" sont égaux. 
Kn effet, menons Pn paral lèle à QN; cette ligne Pn sera perpen-
diculaire à AB, et pa r conséquent située dans le plan du cercle 

2 



décrit par le point M. Lorsque les points M, N viennent prendre 

les positions M', N', la l igne Pn prend la direction P«' paral lèle 
à ON', et l 'angle 
«Pn" qu'elle fait 
avec sa position 
primitive est égal 
à l 'angle NQN'. 
Mais l 'angle nPM 
ne change pas 
pendant la rota-
tion du solide; 
n'PM', qui est la 
nouvelle position 
de cet angle, est 
donc égal à nPM. 
Si l 'on re t ranche 

de chacun de ces deux ang le s la par t ie commune n'PM, il 
reste les angles «Pn et MPM', qui sont par conséquent aussi 
égaux . Donc les angles NQN", MPM'. égaux tous deux à l 'angle 
nPi»\ sont égaux entre eux . Ainsi dans le mouvement de ro ta -
tion d 'un solide au tour d ' u n axe , les perpendicula i res abaissées 
des divers points du solide su r l 'axe décr ivent dans le même 
temps des angles égaux ; la va leur c o m m u n e de ces divers an-
gles correspondant à un t e m p s quelconque est ce (p ion ap-
pelle l 'angle dont le solide a tourné pendan t ce temps. 

§ 18. Le mouvement de ro ta t ion d 'un solide au tour d'un axe 
est uniforme lorsque ce sol ide tourne d 'angles égaux en temps 
égaux, quels que soient ces t emps ; ou, en d 'aut res termes, 
lorsque les angles dont il t o u r n e dans des intervalles de temps 
quelconques sont propor t ionnels à ces intervalles de temps. 
Le degré plus ou moins g r a n d de rapidi té ou de lenteur d'un 
pareil mouvement se m e s u r e par l 'angle dont le solide tourne 
dans l 'unité de temps ; cet angle se nomme la vitesse angulaire 
du solide. 

Lorsqu'un solide est a n i m é d'un mouvement de rotat ion uni-
forme au tour d 'un axe, ses divers points se meuvent uniformé-
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inent sur leurs c irconférences de cercle respectives: mais les 
vitesses de ces points ne sont pas les mêmes. Les arcs MM', NN\ 
fig. 11. décri ts dans le même temps pa r deux points quelcon-
ques M. N, sont proport ionnels à leurs rayons MP. NQ, puisque 
les angles MPM', NQN" sont égaux ; les arcs que les deux 
¡»oints décr ivent dans l 'unité de temps, dans le cas du mouve-
ment de rotat ion uniforme, sont donc aussi proport ionnels 
aux rayons MP, NQ. On en conclut que les vitesses des diffé-
rents |>oints d 'un solide animé d 'un mouvement de rotation 
uniforme au tour d 'un axe, sont entre elles comme les distances 
de ces points à l 'axe. 

Si l 'on mesure les angles par les longueurs des arcs qui leur 
correspondent sur la c irconférence dont le rayon est l 'unité de 
longueur , la vitesse angula i re d 'un solide animé d'un mouve-
ment de rotation uniforme ne sera au t re chose que l 'arc décri t 
dans l 'unité de temps |>ar un point du solide situé à l 'unité de 
distance de l 'axe, c'est-à-dire la vitesse de ce point. Il résulte 
de là que si l 'on nomme w la vitesse angulaire , et v la vitesse 
d 'un point quelconque situé à une distance r de l 'axe de rotat ion, 
on aura 

v=rm. 

§ 19. Tout mouvement de rotation qui n'est pas uniforme 
est dit va r ié . 

Un mouvement de rotat ion var ié peut être regardé comme 
étant la succession d 'une infinité de mouvements de rotat ion 
uniformes, dont chacun a lieu pendant un intervalle de temps 
infiniment petit. On n o m m e vitesse angula i re à un instant quel-
conque. dans un mouvement de rotation var ié , la vitesse angu -
laire du mouvement de rotat ion uniforme élémentaire qui fait 
part ie du mouvement de rotat ion var ié à cet instant . 

Si 0 est l 'angle dont le solide a tourné pendant un temps quel-
conque t, c 'est-à-dire le chemin parcouru pendant ce temps par 
un point du solide si tué à l 'uni té de distance de l 'axe de ro ta -

dl 
l i o n , — s e r a la vitesse de ce point à la fin du temps t; ce sera 



donc aussi la vitesse angulaire d u solide à cet instant . En sorte 
que, si l 'on nomme w cette vitesse angulaire , on aura 

</« 
" = TC 

Un mouvement de rotat ion var ié pouvant être r ega rdé , à 
chaque instant , comme étant un i forme |>endant un intervalle 
de temps infiniment petit, il est c lair que les vitesses dont sont 
animés les divers points du sol ide à un même instant ont en-
tre elles les mêmes rappor ts q u e dans le cas d 'un mouvement 
de rotation uni forme; ces vitesses sont proport ionnel les aux 
distances des points à l 'axe de rota t ion. Si l'on nomme v la vi-
tesse d 'un point situé A la dis tance r de l 'axe, on aura encore 

v = r« . 

§ ¿0. Si l 'on imagine qu 'une figure plane soit animée d'un 
mouvement de rotation au tou r d 'un axe perpendiculaire à son 
plan, on voit que cette figure ne sor t i ra pas de ce plan. On peut 
la r egarder comme tournant d a n s son plan, a u t o u r du point 
d ' intersection de ce plan avec l ' axe dont nous venons de pa r l e r : 
ce point prend le nom de centre de rotation de la figure. 

Tout ce qui a été dit du mouvement de rotation d'un solide 
au tour d 'un axe peut s ' appl iquer directement au mouvement 
de rotation d 'une Ligure plane dans son plan. 

§ 2 1 . M o u v e m e n t é l é m e n t a i r e d ' u n e l i g u r e p l a n e d a n s non 

plan. — Pour nous r endre compte de la manière dont s'effec-
tue un mouvement é lémentai re (§ 15) quelconque d 'une figure 
plane qui se déplace dans son p lan , nous commencerons par 
établir la proposition suivante : Une figure plane, mobile dans 
son plan, peut ê t re amenée d ' une quelconque de ses positions 
à une au t re , par un mouvement de rotation au tour d 'un des 
points du plan. 

Pour le démontrer , considérons une droite faisant part ie de la 
figure mobile; et supposons que cette droi te soit dirigée suivant 
MN. fig. 12. dans la première posit ion de la figure, et suivant 
M'N' dans sa seconde position. En A se t rouvent deux points. 
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l 'un de la ligne MN. l 'autre de la ligne M N". Soit B le point de 

la ligue MN qui est venu se placer en A sur M'Y; soit de même 

C le point de MN" où est venu se p iacer le point A considéré 
comme appar tenant à MN. On aura nécessairement 

AU = AC. 

Soit enfin 0 le centre du cercle [Hissant pa r les trois points A, 
B.C. Si l'on fait tourner la droite MN au tour du point 0 comme 
centre, jusqu 'à ce que le point B vienne en A. le point A de cette 
droite v iendra en C; la droi te MN se p lacera suivant M'N'; et 
la figure mobile, supposée liée à celte droite qui l 'entraîne dans 
son mouvement , passera de la première position A la seconde. 

Celte démonstra t ion suppose que les deux positions MN, M'N' 
de la droi te que l'on considère se coupent en un certain point A. 
U pour ra i t a r r i ve r qu'il n'en fût pas ainsi : les deux lignes MN. 
M'N" pourraient être parallèles, ou bien se superposer . Dans ce 
cas, pour amener tous les points de MN A coincider avec le« 
points qui leur correspondent sur M'N', il suffirait de donner à 
MN. et par conséquent à la figure mobile que nous supposons 
liée à cette ligne, un mouvement de translation rectiligne d 'une 
direction convenable. Or un mouvement de ce genre peut être 
regardé comme étant un mouvement de rota t i"n autour d 'un 
centre situé à l ' infini. La proposit ion énoncée ci-dessus est donc 



toujours vraie, à la condit ion de regarder le mouvement de 

t ranslat ion rectiligne d 'une figure plane dans son plan comme 

n 'é tant qu 'un cas part iculier du mouvement de rotat ion autour 

d 'un point du plan. 
§ 22. Quel que soit le mouvement d'une figure plane dans son 

plan, nous pouvons le décomposer en une suite de mouvemen t s 
élémentaires, conformément à ce que nous avons dit précé-
demment (§ lo). Considérons donc un de ces mouvements élé-
mentaires . 

La figure peut être amenée de la position qu'elle occupe au 
commencement de ce mouvement à celle qu'elle occupe cà la fin, 
au moyen d 'une rotation autour d 'un certain point du plan. 
Mais les chemins pa rcourus par les divers points de la figure 
mobile, dans ce mouvement de rotat ion, étant év idemment in-
finiment petits, on peut les r egarder comme rectilignes, e t par 
conséquent ils coïncident exactement avec les chemins que ces 
points parcourent dans le mouvement élémentaire dont nous 
nous occupons : donc ce mouvement élémentaire est identique 
avec la rotat ion à l 'aide de laquelle on a amené la figure de sa 
position initiale à sa position finale. 

On voit pa r là que tout mouvement élémentaire d 'une ligure 
plane, dans son plan, est un mouvement de rotat ion inf iniment 
peti t au tour d 'un des points du plan, point qui peut ê t re situé à 
l ' infini. Les centres au tour desquels s 'effectuent ainsi les divers 
mouvements élémentaires dont la succession consti tue le mou-
vement total de la figure, sont généralement différents les uns 
des autres, et la figure ne tourne autour de chacun d'eux que 
pendant un [intervalle de temps infiniment petit : c'est pour 
cela qu 'on donne à chacun de ces points le nom de centre instan-
tané de rotation. 

§ 23. Il résulte de ce que nous venons de dire que, dans le 
mouvement d 'une figure plane qui se déplace d 'une manière 
quelconque dans son plan, les chemins infiniment petits parcou-
rus pa r les différents points delà figure pendant un même élément 
de temps, sont des arcs de cercle ayant tous pour centre le centre 
instantané de rotat ion de la figure correspondant à cet élément 
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du t emps , ou, en d 'aut res termes, les normales aux trajectoires 
des différents points de la figure mobile, menées pa r les positions 
que ces points occupent à un même instant, passent toutes pa r 
un même point du plan, qui est le centre instantané de rotation 
relatif à cet instant . Il en résulte encore que les vitesses des divers 
points de la f igure, à un même instant , sont proportionnelles 
aux distances de ces points au centre instantané de rotation. 

Si l 'on connaît les directions des vitesses de deux des points 
de la figure mobile, à un instant quelconque, on t rouvera le cen-
tre instantané de rota t ion relatif à cet instant en menant pa r 
chacun des points une perpendicula i re à la direction de sa vitesse 
et cherchant le point de rencontre de ces deux perpendiculaires. 
Il faut pour cela, bien entendu, que les deux points ne soient pas 
tels que leurs vitesses soient perpendiculaires à la ligne droite 
qui les joint . Si les deux perpendiculaires aux directions des 
vitesses des deux points sont paral lè les entre elles, le centre ins-
t an tané de rotation se t rouve à l 'infini, et le mouvement élé-
menta i re de la figure est un mouvement de translat ion. 

Si, outre les directions des vitesses de deux des points de la 
figure mobile, on connaît la g r andeu r de l 'une de ces vitesses, on 
peut en déduire les vitesses de tous les autres points de la f igure. 
Il suffit, en effet, pour cela, de dé terminer d 'abord le centre ins-
tan tané de rotat ion, comme il vient d 'ê t re dit, et de s 'appuyer 
ensuite sur ce que la vitesse d 'un point quelconque est à la vitesse 
connue dans le r appor t des distances du centre instantané de 
rotation aux deux points auxquels se rappor ten t ces vitesses. 

Il faut bien se garder de croire que le centre instantané de 
rotat ipn d 'une f igure plane, mobile dans son p lan , est le centre 
de courbure des t rajectoires des divers points de la figure. Dans 
le mouvement de rotat ion élémentaire au tour de ce centre in-
s tantané, chaque point ne décrit qu 'un élément de sa t ra jec-
toire. La position du centre instantané de rotat ion fait donc 
seulement connaître la direction de la tangente à la t ra jectoire , 
sans rien indiquer relat ivement à sa courbure . 

§ 24. Appliquons ce qui précède à quelques exemples. 
Soit AB, fig. 13, une l igne droite de longueur constante qui 



glisse dans l 'angle droi t YOX, de manière que son extrémité A 

reste toujours sur 
l 'axe OX, et que son 
ex t rémi té B reste 
tou jour s sur l 'axe 
OY. Dans la position 
qu'occupe la ligne 
mobile AB, les nor-
males aux t ra jec-
t o i r e s d e s d e u x 
points A, B sont les 
lignes AC, BG me-

nées perpendiculairement aux axes OX.OY : le point C est donc 
le centre instantané de rotat ion de la ligne AB. On sait que, d 'a-
près la manière dont la ligne AB se déplace, la t ra jectoire du 
point Des t une ellipse ayan t ses axes dir igés suivant OXetOY; 
d'ailleurs la ligne DC doit être normale A la t ra jectoi re de ce 
point D : donc la ligne EF, perpendiculaire A DC, est la tan-
gente A l'ellipse dont nous venons de parler . 

Soit encore ABD. fig. l i , une ligne droite qui se meut de 
manière A passer tou jours par 
un point fixe 0 , et A avoir tou-
jou r s son point B sur la ligne lixe 
MN. La vitesse du point B étant 
dirigée suivant MN, la perpendi-
culaire BCà la ligne MN doit pas-
ser par le centre ins tantané de 
rotation de la ligne mobile. Le 
point de cette l igne ABD, qui est 
actuellement en 0 , va s'en éloi-
gner pour se placer à une dis-
tance infiniment petite de O.sur 
la position infiniment voisine 

delà droite mobile; la vi tessede ce point , qui es tae tue l lementen 
0 , est doncd i r igéesu ivan t l a position que la l ignemobi l ep rendra 
ap rès s 'ê tre déplacée d 'une quant i té infiniment peti te, et par 

M O U V E M E N T D ' U N S O L I D E O U S Y S T È M E I N V A R I A B L E . 2 5 

conséquent sa direction se confond avec celle de la ligne ABD 
elle-même : la perpendiculaire OC A la ligne ABD doit donc aussi 
passer par le centre ins tantané de rotat ion. Ainsi le cent re au -
tour duquel s 'effectue le mouvement élémentaire de la droi te 
mobile, A par t i r de sa position actuelle, est le point C où se cou-
l a n t les deux perpendiculaires BC. OC. On sait que le point 1) 
décrit une conchoïde; CD est la normale A cette courbe, et la 
ligne EF, perpendiculaire A CD. est sa tangente . 

Soit enfin AB. fig. 15, une ligne 
droite de longueur constante , 
dont les ext rémités A, B se meu-
vent sur deux circonférences de 
cercle ayan t les points 0 , 0 ' |>our * 
centres . L«>s normales aux t ra jec-
toires des points A et B sont les 
rayons OA, O'B des circonféren-
ces «le cercle suivant lesquelles 
ces deux points se meuvent : le 
point de concours C de ces deux 
rayons est donc le centre instau-

. tan«* de rotat ion «le la droi te AB. 
On t rouvera , comme précédem-
ment . les t angentes EF, K'F' aux t rajectoires des points 1). I)'. 
pris comme on voudra sur cette droite mobile. 

§ 2 5 . M o u v e m e n t é l é m e n t a i r e d ' u n « o l l i l e d o n t to im l e s 

p o i n t s s e d é p l o r e n t p a r a l l è l e m e n t à u n m ê m e p l a n . — P o u r 

voir en quoi consiste un mouvement é lémentai re quelconque 
d'un solide dont tous les points se déplacent paral lè lement A un 
plan fixe P. considérons les points du solide qui se t rouvent dans 
un même plan P' paral lèle A P. L'ensemble de ces points fo rme 
une ligure plane mobile dans son plan P ' . Or tout mouvement élé-
menta i re de cette ligure plane est un mouvement de rotat ion au-
tour d 'un certain point C du plan P \ ou, ce qui est la même chose, 
un mouvement de rotat ion au tour de la perpendicula i re au plan 
P", ou au plan P . menée par le point C. Le solide tout ent ier , qui 
est lié invar iablement A la figure dont nous par lons , participe au 



L I V R E I . — C I N É M A T I Q U E , 

même mouvement : donc tout mouvement élémentaire d 'un so-
lide dont tous les points se déplacent paral lè lement à un plan 
fixe, est un mouvement «le rotat ion au tour d'un axe perpendi-
culaire à ce plan. 

Il peut arr iver que l 'axe de rotat ion au tour duquel s 'effectue 
le mouvement élémentaire du solide se t rouve à l'infini : dans 
ce cas, ce mouvement é lémenta i re se réduit à un mouvement 
de t rans la t ion. 

Les axes autour desquels le solide tourne pendant les divers 
éléments du temps qui se succèdent sont généra lement diffé-
rents les uns des autres ; c'est pour cela q u'on donne à l 'axe au-
tour duquel s'effectue la rota t ion é lémentai re du solide à un 
instant quelconque, le nom d'axe instantané de rotation. 

§ 2 0 . S l o u i e m e n t é l é m e n t a i r e d ' u n e H e u r e s p h é r i q u e s u r 

•a sphère. — En appl iquant le ra isonnement du § 21 au cas 
d 'une figure sphér ique mobile sur la sphère où elle est placée, 
et remplaçant les lignes droites que l'on a considérées pa r des 
arcs de g rands cercles, on démont re la proposition suivante : 
Une figure sphér ique peut ê t re amenée d 'une quelconque de 
ses positions à une au t re , par un mouvement de rotat ion au-
tour d 'un point de la sphère comme pôle, ou, ce qui est la 
même chose , pa r un mouvement de rotation au tour d'un dia-
mètre de la sphère comme axe. 

On en conclut , comme dans le § 22, que tout mouvement 
élémentaire d 'une figure sphér ique sur sa phè re est un mou-
vement de rotation infiniment petit au tou r d 'un point de la 
sphère comme pôle, ou bien encore au tour d 'un d iamèt re de 
la sphère comme axe. 

§ 2 / . M o u v e m e n t é l é m e n t a i r e d ' u n s o l i d e d o n t u n p o i n t 

reste immobile. — Lorsqu'un solide se meut de telle manière 
qu un point 0 qui en fait par t ie reste constamment en repos, 
les divers points du solide qui se t rouvaient d 'abord sur la sur-
race d ' une sphè re ayant le point 0 pour centre, forment une 
figure sphér ique qui se déplace en res tant sur cette sphère . Or 
tout mouvement é lémenta i re de cette figure sphérique est un 
mouvement de rotation au tour d 'un d iamèt re de la sphère : 
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le mouvement que prend en même temps le solide tout ent ier 

est donc aussi une rota t ion au tour de ce diamètre . Ainsi tout 

mouvement é lémentai re d 'un solide dont un point reste immo-

bile est une rotat ion au tou r d 'un axe instantané passant par ce 

point . 

La considérat ion de la figure sphér ique formée pa r les divers 
points du solide si tués à une même distance du point immo-
bile 0 , fait voir encore que le solide peut être amené d 'une 
quelconque de ses positions successives à une au t re pa r une 
rotation au tour d 'un axe mené par le point 0 . 

$ 2 8 . M o u t e m e n t é l é m e n t a i r e d ' u n a o l i d e q u i s e d é p l a c e 

d u n e m a n i è r e q u e l c o n q u e d a n s l ' e s p a c e . — Q u e l q u e SOU 

le mouvement d 'un solide dans l 'espace, on peut l 'amener d 'une 
de ses positions à une au t re , en lui donnant d 'abord un mouve-
ment de t ranslat ion, ensuite un mouvement de rotation au tour 
d 'un certain axe . 

Soient en effet A, B, C, D, fig. 16. divers points du solide dans 
sa première position, et A', f 

B', C', D', ces mêmes points, r * . . . . 
p r i sdans la seconde position A c " 

du solide. Joignons le point _ X K 

• V * 

A au point A' par une ligne 
droite, et menons par les 
points B, C, D, des droi tes B„ 
BB*. CC\ DD", égales et pa- > • " 
rallèles à la droi te AA'. 
Pour amene r le solide de la première position (ABCD) ft la se-
conde (A'B'CD'), donnons-lui d 'abord un mouvement de t rans-
lation rectiligne représenté en g randeur et en direction par la 
ligne AA'; les points B, C. I) viendront en B". C", D". 11 n'y 
a u r a donc plus qu 'à d o n n e r a i ! solide un second mouvement en 
vertu duquel , le point A' restant immobile, les points B", C", D" 
viendront en B'. C , D'. Mais nous savons que ce second dépla-
cement du solide |)ciil s 'effectuer par une rotation au tour d 'un 
axe passant par le point immobile A' (§ 27). Donc, en définitive, 
on peut amene r le solide de la première position (ABCD) à la 



seconde A'B'C'D' en lui faisant s u b i r : 1° une t rans la t ion sui-

van t AA'; 2® une ro ta t ion a u t o u r d 'un a x e MN passan t p a r A'. 
i| 29. Le sys tème de ces deux m o u v e m e n t s cpie l'on donne 

au solide peut ê t re var ié d 'une infinité de manières , t ou t en 
produisan t le m ê m e résul ta t défini t i f . 11 suffi t en effet , pou r cela, 
de fa i re j o u e r successivement , à chacun des points que l 'on peut 
imaginer faire par t i e du solide, le rô le que l 'on a fait j o u e r au 
point A. Pa rmi ce« d ivers sys tèmes de mouvements , il en existe 
t ou jou r s un dans lequel la t rans la t ion s 'effectue para l lè lement à 
l 'axe de la ro ta t ion . 

Menons en effet un plan P pe rpend icu la i re à l 'axe MN, et 
cons idé rons la f igure F suivant laquel le ce plan coupe le solide. 
Dans la t ransla t ion su ivant AA', la figure F se t r anspor t e dans 
un plan P', para l lè le au plan P ; dans la rota t ion qui s 'effectue 
ensui te a u t o u r de MN. cette figure F t ou rne dans le plan P' et 
y prend une cer ta ine position F . Mais p o u r faire passer la 
figure plane dont il s 'agit de sa p r emiè re position F à sa der-
n iè re posit ion F , on peut d ' abord lui donne r un mouvemen t de 
t rans la t ion suivant la pe rpend icu la i re qu i mesure la d is tance 
des plans P, I y , puis la faire t o u r n e r dans ce dern ie r plan a u t o u r 
d 'un point convenablement choisi : si l 'on conçoit que le solide 
soit en t r a îné pa r cette figure, on voi t que la succession des deux 
mouvemen t s qui viennent d ' ê t re i nd iqués l ' amène ra de la posi-
tion (ABCD) à la position (A'B'CD'). Il r ésu l te de là que l 'on peut 
a m e n e r un solide mobile , d 'une que lconque des posi t ions qu'il 
occupe success ivement , il une a u t r e de ces posi t ions, au moyen 
d 'une t rans la t ion suivie d 'une ro ta t ion a u t o u r d 'un axe de même 
direct ion que la t rans la t ion . 

§30. Considérons main tenan t un mouvemen t é lémenta i re d 'un 
solide qui se déplace d 'une man iè r e quelconque dans l 'espace. Il 
résul te de ce qui vient d ' ê t re di t que le solide peut ê t re amené 
de la position qu'il occupe au commencemen t de ce mouve-
ment à celle qu'il occupe à la fin, p a r une t rans la t ion infiniment 
petite suivie d 'une ro ta t ion inf in iment pet i te a u t o u r d 'un axe de 
même direction que la t rans la t ion . Mais ce n 'est pas d a n s la suc-
cession de ces deux mouvemen t s inf iniment peti ts que consiste 
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le m o u v e m e n t é l émen ta i r e du sol ide; ca r . d a n s ce m o u v e m e n t 
é lémenta i re , chacun des po in t s du solide décri t un é l émen t recti-
ligne de 6a t ra jec to i re : tandis qu 'en vertu de la succession de la 
t ransla t ion et de la rotat ion dont nous venons de par le r , cha-
que point va de sa position initiale à sa position finale, en |wrcou-
rant une ligue br isée fo rmée de deux é léments rect i l ignes perpen-
diculaires l 'un h l ' aut re . Voyons donc pa r quoi nous p o u r r o n s 
remplace r la succession de la t rans la t ion et de la ro ta t ion , pou r 
avoir le mouvemen t é lémenta i re tel qu' i l se p rodui t en réa l i té . 

Lorsqu une vis se meut en p é n é t r a n t A l ' in tér ieur d ' u n écrou 
fixe, chacun des points de la vis décr i t une hélice : les d iverses 
hélices qui forment ainsi les t r a j ec to i r e s des d i f fé rents points de 
la vis sont t racées su r des surfaces cylindrique* de m ê m e axe , et 
ont toutes un même ¡MIS. Un mouvemen t de ce genre peut ê t re 
dés igné sous le nom de mouvement hélicoïdal. Dans un mouve-
ment é lémenta i re de celte vis, chacun de ses |H>ints décri t un 
é lément r ec l i l i pnede sa t ra jec to i re hél icoïdale ; d 'a i l leurs l av i s 
pou r r a i t é v i d e m m e n t ê t re amenée de la posi t ion qu 'el le a au 
commencemen t de ce mouvemen t é lémenta i re A celle qu'elle oc-
culte à la fin. au moyen d 'une t rans la t ion infiniment petite dans 
la d i rec t ion de son axe , suivie d ' u n e rota t ion inf iniment pet i te 
a u t o u r de cet a x e . 

On conclu t faci lement de lA q u e le dép lacement total d 'un 
sol ide, dA à la succession d ' u n e t ransla t ion inf iniment |H;tite et 
d ' u n e ro ta t ion inf iniment p e l i t e a u t o u r d 'un axe de m ê m e direc-
t ion que la t r ans la t ion , peut ê t re produi t p a r un mouvement hé-
licoïdal inf iniment peti t a u t o u r du m ê m e a x e ; et pa r suite que 
tout m o u v e m e n t é lémenta i re d 'un solide qui se dép lace d 'une 
man iè r e que lconque dans l'e«pace est un m o u v e m e n t héli-
coïdal . c 'es t-à-dire qu' i l peut ê t re ass imilé au mouvemen t d 'une 
vis qu i pénè t r e dans son écrou . 

§ 31. Lo r squ 'une vis se meut à l ' in tér ieur de son éc rou , on la 
r e g a r d e souvent comme an imée de deux mouvements exis tant 
s imul tanément : on dit qu'elle glisse le long de son axe , et qu 'en 
même temps elle t ou rne a u t o u r de cet axe . D 'après cet te man iè re 
«le voir , un mouvement é lémenta i re quelconque d 'un solide mo-



bile peut être regardé comme dû à la coexistence d 'une rota t ion 
autour d 'un certain axe et d 'un gl issement le long de cet axe . 

La ligne droite autour de laquelle le solide tourne et le long 
de laquelle il glisse, dans chacun de ses mouvements élémen-
taires successifs, change généralement de position dans l 'espace 
d'un instant à un autre. C'est pour cela qu'on lui donne le nom 
d'axe instantané de rotation et de glissement du solide. 

Si l'on se fonde sur la première manière que nous avons in-
diquée pour amener un solide d 'une quelconque de ses posi-
tions à une au t r e (§ 28), on peut dire encore que tout mou-
vement é lémentai re du solide est dû à la coexistence d 'une trans-
lation égale et parallèle au mouvement élémentaire d 'un de 
ses points, et d 'une rotat ion au tour d 'un axe passant pa r ce 
point. 

§ 32. Soit i la quantité infiniment petite dont le solide glisse 
le long de son axe instantané de rotat ion et de glissement, pen-
dant le temps infiniment peti t dt. Il est clair que les déplace-
ments correspondants des différents points du solide sont tels 
que leurs project ions sur cet axe sont toutes égales à e. La vi-
tesse d 'un point quelconque s 'obtient en divisant son déplace-
ment pendant le temps dt, pa r ce t emps ; la projection de cette 
vitesse sur l 'axe instantané de rotation et de glissement s 'ob-
tiendra donc en divisant J par dt. Donc les vitesses dont tous 
les points du solide sont an imés s imul tanément , à un instant 
quelconque, sont telles, que leurs project ions sur l 'axe instan-
tané de rotat ion et de glissement relatif à cet instant, sont 
toutes égales en t re elles. 

Il résulte de là que si l'on mène, à pa r t i r d 'un même point 0 
de l 'espace, des lignes droi tes égales et parallèles aux vitesses 
dont les divers points du solide sont animés à un même instant, 
les ex t rémi tés de ces lignes droi tes seront toutes dans un même 
plan perpendiculaire à l^axe ins tantané de rotation et de glis-
sement ; en sor te que, si l'on abaisse du point 0 une perpen-
diculaire su r ce plan, cette perpendiculaire sera paral lè le à 
l 'axe ins tantané . Or, pour déterminer le plan dont il s 'agi t , il 
suffit d 'en connaî t re trois points non en ligne d ro i t e ; il suffit 
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donc aussi d 'avoir mené pa r le point 0 trois lignes droites 
égales et parallèles aux vitesses s imultanées de trois points du 
solide, avec la condi t ion que ces trois vitesses ne soient pas 
parallèles à un même plan. 

§ 3 3 . ¥ o u i r m m t c o n t i n u d ' u n e l l ç u r c p l a n e d a n » s o n p l a n . 

— Pour a r r iver à nous représenter net tement le mouvement 
continu d 'une ligure plane dans son plan, nous commencerons 
pa r considérer le cas suivant . 

Supposons que la figure mobile r j g | 7 

tourne d 'abord d 'un angle a autour 
d 'un point 0,fig. 17. puis d 'un angle 
«' autour d 'un second point 0 ' , ensuite 
d 'un angle a" au tou r du point O", etc. 
Prenons la figureà l ' instant oùel le va 
commencer sa rota t ion au tour du 
point O, et traçons-y la droi te 0 0 ' , 
égale à 0 0 ' . et fa isant avec celle-ci un 
angle a : ap rès avoir mené pa r 0 ' , la 
droi te 0',M, telle que l 'angle 00' ,M 
soit égal à l 'angle OO'O", t raçons la droite 0 ' , 0 ' , , égale en lon-
gueur à 0 0", et faisant avec 0',M un angle «'; construisons de 
même l 'angle 0 ' ,0" ,N égal à l 'angle 0 ' 0 " 0 " , p u i s menons la ligne 
O",0",, égale à 0*0" , et faisant un angle a" avec 0",N; et ainsi 
de suite. Lorsque la figure mobile aura tourné de l 'angle oc au -
tour du point 0 . le point 0 ' , , ent ra îné pa r elle, sera venu en 0 ' , 
et 0',M aura pris la direction 0 ' 0 \ La figure tournant a lors d 'un 
angle autour de 0 ' , la droi te 0 , 0 " , viendra coïncider avec O'O", 
et le point 0" , tombera en 0" . La troisième rotation de cette 
figure amènera le point 0" , en 0 " , e t ainsi de suite : en sorte 
(pie. pendant le mouvement de la figure mobile, le polygone 
OO'jO^O",... roulera sur le polygone OO'O'O"... . ; ou bien 
encore, si le p remier polygone roule sur le second, en entraî-
nant avec lui la figure mobile, il donnera à cette figure pré-
cisément le mouvement que nous lui avions supposé. 

§ 31. Passons maintenant au cas où une figure plane se meut 
d 'une manière quelconque dans son plan. Cette figure est ani-



mée d 'une rotat ion infiniment peti te autour d 'un cercle instan-
tané. pendant chaque é lément du temps (S 22). Ce centre instan-
tané de rotation occupe généra lement des positions différentes 
sur le plan, d 'un instant à un au t r e ; généra lement auss i il 
coïncide successivement avec divers points de la figure mobile. 
Supposons que l'on c h e r c h e : 1° le lieu géométr ique des posi-
tions successives de ce cen t re ins tan tané sur le p l a n ; 2" le lieu 
géométr ique des points de la figure mobile avec lesquels il 
coïncide successivement. 11 est clair qu 'on pourra regarder le 
mouvement de celte ligne comme dA au roulement du second 
lieu géométr ique sur le p remie r . 

Dans le p remier des t rois exemples que nous avons donnés 
dans le 24, la d iagonale OC, fig. 13, est t ou jour s égale à AB : 
donc le lieu géométr ique des posit ions successives du centre 
instantané C sur le p lan YOX est une circonférence de cercle 
ayant le point 0 pour cen t re et la ligne AB pour rayon. D'un 
au t r e côté, l 'angle BCA é tan t tou jours droi t , le lieu géométr ique 
des points de la ligure mobile avec lesquels coïncide successi-
vement le centre ins tantané de rotat ion est une circonférence 
de cercle décrite sur AB comme d iamèt re . Le mouvement de 
la ligne AB. dont les ex t rémi tés glissent sur les axes OX, OY, 
peut donc être produi t p a r le roulement de la seconde de ces 
deux circonférences à l ' in tér ieur de la p remière . 

§ 3 5 . M o u v e m e n t c o n t i n u «l'un s o l i d e «lont u n p o i n t reHte 

immobile. — On peut é tendre immédiatement ce qui vient d 'être 
dit du mouvement continu d 'une figure plane dans son plan, au 
mouvement continu d 'un solide dont un point reste im-
mobile. 

Les positions que l 'axe ins tantané de rota t ion du solide 
prend successivement dans l 'espace forment un cône ayant 
pour sommet le point qui reste immobile. Les positions 
que cet axe instantané occupe successivement à l ' intérieur 
du corps forment un second cône a y a n t le même sommet 
que le premier . Le mouvement continu du solide peut être 
regardé comme dû au roulement du second cône sur le 
premier . 
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§ 3 0 . M o u v e m e n t c o n t i n u d ' u n s o l i d e q u i «ie d é p l a c e d ' u n e 

m a n i è r e q u e l c o n q u e «lana l ' e s p a c e . — N O U S pouvons Considé-

rer ce mouvement de deux manières différentes. 
Tout mouvement élémentaire d 'un solide peut être regardé 

comme dû à la coexistence d 'une translation égale et paral lèle 
au mouvement é lémenta i re d 'un des points du solide, et d 'une 
rotat ion autour d 'un axe passant par ce point (§ 31). Si l 'on 
prend toujours le même point du solide pour appl iquer cette 
considération dans les divers éléments du temps qui se succè-
dent, on ar r ive au résultat suivant : tout mouvement continu 
d un solide peut être a t t r ibué au roulement d 'un cône lié au 
solide, su r un cône qui est animé en même temps d'un mouve-
ment de translation dans l 'espace. 

D'un au t r e côté, si l 'on considère l 'axe instantané de rotation 
et de glissement du solide relatif h chaque élément du temps, 
•»n voit que les positions que cet axe occupe successivement 
dans l 'espace forment une surface réglée ; et «pie les positions 
qu'il occupe successivement à l ' intérieur du solide forment 
une au t re surface réglée. Le mouvement du solide peut ê t re 
regardé comme dû au roulement de la seconde de ces deux 
surfaces sur la première, accompagné d'un glissement le 
long de la généra t r ice suivant laquelle les deux surfaces se 
touchent . 



C H A P I T R E I I I 

M O U V E M E N T S C O M P O S É S 

§ 3 7 . » ¿ f i n i t i o n d u m o u v e m e n t r e l a t i f . — P o u r é t u d i e r l e 

mouvement d 'un point dans l 'espace, on compare la position 
qu'il occupe à chaque ins tant à celle de cer ta ins points fixes 
qu'on nomme points de repère. Le mouvement du point mobile 
est complètement déterminé par la connaissance des chan-
gements qu ' ép rouven t successivement ses distances aux points 
fixes. 

Mais si, au lieu de compare r les positions successives du point 
mobile à des points fixes, on les compare à des points de repère 
qui sont eux-mêmes en mouvement , il est clair que le mouve-
ment que l 'on t rouvera ainsi, pour le point mobile dont on s'oc-
cupe, ne sera pas son mouvement réel. Un pareil mouvement , 
obtenu en se servant de points de repère qui ne sont pas fixes, se 
nomme mouvement relatif: c'est le mouvement du point mobile 
par r a p p o r t à ces points de repère . P a r opposition, le mouve-
ment réel du point dans l 'espace se nomme mouvement absolu. 

§ 3 8 . C e q u ' o n e n t e n d p a r m o u v e m e n t * s i m u l t a n é * d ' u n 

point . — Considérons un point en mouvement sur le pont d'un 
bateau qui se meut lui-même le long d 'une rivière. Un obser-
vateur , p lacé sur le bateau et part icipant à son mouvement , 
ver ra le point mobile se déplacer d 'une certaine manière par 
r a p p o r t a u bateau et à lui-même ; mais ce mouvement apparent 
du point mobile est tout différent de son mouvement réel dans 
l 'espace : ce n'est autre chose que ce que nous venons de nom-
mer mouvemen t relatif. 

La connaissance du mouvement appa ren t du point, combinée 
avec celle du mouvement que possède le bateau, conduit faci-
lement à la connaissance du mouvement réel ou absolu de ce 
|M>int dans l 'espace. Supposons en effet que le bateau soit animé 
d'un mouvement de t ranslat ion rectiligne et uniforme suivant la 
direction AB. fig. 18, avec 
une vitesse égale à AD, et 
que le point mobile ait su r 
le pont du bateau un mou-
vement appa ren t rectiligne ««• 
et uniforme suivant la direction AC, avec une vitesse égale à AE. 
Au bout d 'une seconde, la ligne AC. empor tée paral lè lement à 
el le-même par le bateau, prend la position D F ; mais pendant 
ce temps, le point mobile a parcouru la portion AE de cette 
ligne : donc, à la fin de cette première seconde, le point mobile 
se t rouve en (J. Au bout d 'un t emps quelconque /, le bateau 
s 'étant mû d 'une quant i té All = AD x la droite AC se trouve 
dans la position HL ; mais, pendant le même temps, le 
point mobile a parcouru sur la ligne mobile AC un chemin 
AK = A E x t : donc ce point mobile se t rouve en M à la fin du 
temps t. Le r appor t de AH à AD étant égal au rappor t de AK à 
AE, ou. ce qui revient au même, au rappor t de II M à DG, il 
s 'ensuit que la position M du mobile à la fin du temps t se 
t rouve sur la ligne droite AN qui passe par les deux points A 
et G ; donc déjà le mouvement absolu de ce mobile est un 
mouvement rectiligne dirigé suivant la droi te AN. La simili-
tude des triangles ADG, AH M mont re que l'on a 

AM = AG X i ; 

donc le mouvement absolu du point mobile est uni forme, et AG 
est sa vitesse. 

§ 39. Concevons en général qu 'un point , r appor té à un sys-
tème d 'axes mobiles OX, OY. OZ, fig. 19, décrive par rapport 
à ces axe- une ligne quelconque AB ; et que. pa r suite du mou-
vement des axes , cette ligne AB prenne successivement dan= 
l'espace les positions A B', A"B* A"B". . . Le point mobile aura 
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dans l 'espace un mouvement absolu que nous pourrons facile-
ment dé terminer 
d ' ap rès la connais-
sance de son mou-
vement relatif sui-
vant la ligne AB, 
et du mouvement 
dont sont animés 
les axes . 

Supposons que 
les positions AB, 

A'B', A"B" de 
_ x la courbe que le 

mobile décrit pa r 
r a p p o r t aux axes, 
correspondentaux 
valeurs /, f", . . . 

du temps ; supposons en out re qu 'à ces diverses époques le 
mobile se t rouve aux points M.N.P. . . . de la courbe mobile AB. 
A la lin du temps t. le mobile est en M. A la lin du temps il 
est au point N de la courbe A B ; mais cette courbe se t rouve 
a lors dans la position A lt', et le point N a été t ranspor té enN" : 
donc à la lin du temps (' le mobile est en N". On ve r r a de même 
qu'à la lin du temps t", il se t r o u v e en P": et ainsi de suite. Le 
point mobile décrit donc dans l 'espace la t ra jectoi re MN"P"Q", 
et il y occupe les positions M.N' .P ' .U", . . . aux instants qui cor-
respondent aux valeurs t.t\t".t'" du temps. 

S 40. Dans les deux cas que n o u s venons d ' examiner , on con-
sidère le mouvement du point mobile pa r r appor t au bateau ou 
aux axes mobiles, et le mouvement du bateau ou des axes, 
comme é tan t deux mouvements dont le point est an imé simul-
tanément . Le mouvement du point par rappor t aux points de 
repère mobiles auxquels on le compare (bateau ou axes) est 
désigné sous le nom de mouvement relatif, comme nous 
l 'avons déjà di t ; le mouvement des points de repère eux-mêmes 
bateau ou axes) se nomme mouvement d'entraînement. 

L'opération qui a pour objet de t rouver le mouvement absolu 
d'un point , connaissant son mouvement d 'entraînement et son 
mouvement relatif, const i tue ce qu 'on nomme la composition 
des mouvements. Le mouvement d 'en t ra înement et le mouve-
ment relatif sont souvent désignés sous le nom collectif de 
mouvements composants ; et a lors on donne au mouvement 
absolu qui résulte de la composition de ces deux mouvements 
le nom de mouvement résultant. 

Un point qui occiqie successivement différentes positions 
dans l 'espace ne peut évidemment avoir qu 'un seul mouve-
ment. Quand nous regardons ce point comme an imé à la fois 
de deux mouvements , c'est pa r une pure opérat ion de l 'esprit ; 
cette décomposit ion d 'un mouvement en deux aut res ne peut 
évidemment avoir rien de réel (*). 

i l . Il est aisé de comprendre que l'on peut également re-
g a r d e r un ¡»oint connue animé A la fois de trois, de qua t re , . . . . 

•) On lit dans lo programme officiel «le l 'enseignement do 1« Mécanique 
dans les lycées (classe de r h é t o r i q u e ) , « dans la partie de ce programme où 
il n 'est encore question que do l 'étude géométriquo du mouvement consi-
déré en lu i -même : 

Indépendance dei mnuvements simultanés constatée par fobservation. 
Cela n'a pas de sens . L'existenco dos mouvements simultanés d 'un corps 

n 'a rien de réel ; co n'ost qu 'une conception de l 'esprit sur laquelle l 'obser-
vation n'a pas de prise. Un corps se meut dans l 'espace ; an lieu de rapporter 
ses positions successives à des axes fixes, on les rapporte à des axes qui 
sont eux-mêmes en mouvement , et par suito on trouvo ainsi un mouvement 
qui n 'est pas le mouvement réel : le mouvement ainsi obtenu (mouvement 
relatif), combiné avec le mouvement dont les a i e s sont animés, doit évi-
demment conduire à la connaissance du mouvement réel , et cotte combinai-
son est co qu'on nomme la composition (tes mouvements simultanés du 
corps. Le mouvement des axes étaut pris comme on voudra, lo mouvement 
du corps par rapport à ses axes est ent ièrement déterminé, pour que la com-
binaison de ces deux mouvements conduise au mouvement réel du corps. 
Que veut donc dire la dépendance ou l ' indépendance do ces deux mouve-
ments s imul tanés? 

L 'e t reur commise par les auteur» du programme officiel ne peut ê t re attri-
buée qu 'à une étrange confusion d'idées. On aura placé dans la partie pure-
ment géométrique co qui doit se dire p lus tard à l'occasion du mode d'action 
des forces pour produira le mouvement . Alors, en effet, on doit emprunter 
à l 'expérience les notions relatives à l ' indépendance do l'effet d 'une force 
et du mouvement antér ieurement acquis par le corps sur lequel elle agit, et 
aussi à l ' indépendance des effets des forces qui agissent s imultanément sur 
un même corps, ( l o i r plus loin $$ 89 et 93.) 



mouvements . Un point se meut s u r un bateau, le bateau se 
meut su r une rivière, la terre t o u r n e au tour de la ligne des 
pùles, elle se t ranspor te en m ê m e temps aux différents points 
de son orbi te elliptique autour du soleil. Tous ces mouvements 
peuvent ê t re considérés comme é t a n t des mouvements simul-
tanés du point dont on s'occupe ; le mouvement absolu de ce 
point peut être obtenu d 'après la connaissance de ces mouve-
ments s imultanés, tout aussi bien q u e s'il n 'y en avait que deux. 

Le mouvement du point sur le b a t e a u est un mouvement re-
latif ; le mouvement du bateau p a r rappor t à la terre est un 
mouvement d ' en t ra înement ; la compos i t ion de ces deux mou-
vements donnera le mouvement d u point mobile pa r rappor t à 
la terre . Le mouvement résul tant d e celte composit ion est en-
core un mouvement relatif, p u i s q u e la terre n'est pas en repos ; 
le mouvement de rotat ion de la t e r r e au tour de la ligne des 
pùles est un mouvement d ' en t r a înemen t : la composit ion de 
ces deux nouveaux mouvements d o n n e r a le mouvement du 
point mobile pa r r appor t à des a x e s de direction constante , 
passant pa r le centre de la terre , e t ainsi de suite. 

8 42. C ompo.mon de» » i te . . e» . — Lorsqu'un point mobile 
est r egardé comme animé à la fo i s de plusieurs mouvements , 
son mouvement réel s 'obtient p a r la composit ion de ces mou-
vements s imultanés. Nous allons v o i r que la vitesse du point , 
à chaque instant, peut se d é d u i r e d 'une manière t rès simple 
des vitesses qu'il ,possède au m ê m e instant dans chacun des 
mouvements composants . 

Dans l 'exemple que nous avions p r i s d 'abord , d 'un point an imé 
d'un mouvement rectiligne et u n i f o r m e sur un bateau qui se 
meut lui-même d 'un mouvement d e t rans la t ion rectiligne et uni-
forme (g 38), nous avons vu que la v i t e s se du mouvement absolu 
du point mobile est AG, fig. 18. c ' es t -à -d i re qu'elle est représen-
tée pa r la d.agonale du p a r a l l é l o g r a m m e ADGK dont les côtés 
sont les vitesses AD, AE des deux m o u v e m e n t s composants . 

Nous allons voir que, dans le cas g é n é r a l que nous avons con-
sidéré ensuite (§ 39), la vitesse du mob i l e dans son mouvement 
absolu se déduit encore de la m ê m e manière des vitesses dans 

le« deux mouvements composants . Si nous supposons que l ' in-
tervalle de temps i — t, employé pa r le mobile à aller de M en 
N'. fig. 19. soit infiniment petit, la figure MM'NN' devient un 
paral lé logramme ; car . les côtés MN, M'.Y étant deux positions 
infiniment voisines d 'un même élément de la trajectoire relative 
AB. et faisant entre eux pa r conséquent un angle qui ne peut 
être qu ' inf iniment petit, on doit r egarder ces côtés MN. M'N' 
comme égaux et parallèles. On peut donc dire que le déplace-
ment absolu MN' du mobile, pendant un interval le de temps in-
finiment petit, est la diagonale du para l lé logramme qui aura i t 
pour côtés : I* son déplacement relatif MN ; 2* son déplacement 
d 'ent ra înement MM', c'est-à-dire le déplacement qu'il aurai t 
éprouvé pendant ce temps, s'il n 'avait pas changé de position 
par rap|>ort aux axes mobiles. Les dé-
placements intiniinent petits MN', MN, 
MM', sont proport ionnels aux vitesses 
absolue, relative et d 'ent ra înement , 
puisqu'on obtient ces vitesses en divi-
sant les déplacements MN". MN, MM 
par le temps infiniment petit t — t : 
donc, si l'on construit un parallélo-
g ramme sur les vitesses relative et 
d 'ent ra înement MS, MB. fig. 2«. la 
d iagonale MT de ce pa ra l l é logramme 
représentera en grandeur et en direction la vitesse absolue du 
mobile. Cette proposition est souvent désignée sous le nom de 
parallélogramme des vitesses. 

On peut observer que, si les vitesses MB, MS changeaient de 
rôle, si la première était une vitesse relative, et la seconde une 
vitesse d 'enl ra lnement . la construction qui donne la vitesse 
absolue serait exactement la même. Aussi se contente-t-on 
souvent de dire que MB et MS sont deux vitesses dont le point 
est an imé simultanément , sans indiquer laquelle des deux est 
une vitesse re la t ive; et on les confond son« le nom de compo-
santes de la vitesse absolue MT, qui est à son tour nommée leur 
résultante. 



§ 43. Lorsqu'on r e g a r d e un point mobile comme animé à la 
fois de plus de deux mouvements (§ 41), on obtient sa vitesse 
absolue au moyen des vitesses des divers mouvements com-
posants, en app l iquan t successivement la construct ion du pa-
ra l lé logramme des vitesses, de la man iè re su ivante : 

Soient AB, AC, AD, Ali, fig. 21, les vitesses du point, clans 
chacun de ses mouvements composants . On t rouve d 'abord 
que AF est la résul tante des vitesses AB, AG; ensuite que AG 
est la résul tante des vitesses AF et AD, et par conséquent la 
résul tante des trois vitesses AB, AG, AD ; enfin que AH est la 
résul tante de AG et de Ali, c 'est-à-dire la résul tante des qua t re 
vitesses données. 

Pour t rouve r cette résul tante définitive, on peu t se contenter 
A _ de mener , p a r l 'extrémité B de la 

p remiè re vitesse AB, une droite 
BF égale et paral lè le à AG ; puis, 
p a r le point F, une droite FG 
égale et paral lè le à AD ; ensuite 
par le point G, une droite GH 

jk \ \ \ \ égale et paral lè le à Ali : la droite 
\ \ \ AH, qui joint le point A à l 'extré-

a H mi t é du polygone ABFGH ainsi 
Fig- si. fo rmé, est la résu l tan te cher-

chée. Cette construct ion, à l 'a ide de laquelle on dé termine la 
résul tante d 'un nombre quelconque de vitesses dont un point 
est an imé s imul tanément , se nomme polygone des vitesses. 

Il est clair que le polygone des vitesses, dont le parallélo-
g r a m m e des vitesses n'est qu 'un cas par t icul ier , pe rmet de 
composer les vitesses s imultanément d 'un point dans tous les cas 
possibles. Si ces vitesses simultanées sont de même direction et 
de même sens, on en déduit que la vitesse résul tante est égale 
à leur somme, et qu'elle est dirigée dans la direction et dans 
le sens de chacune d'elles. Si les vitesses s imultanées sont de 
même direction, et que les unes soient dans un sens, les autres 
dans le sens opposé, on t rouvera leur résul tante en faisant la 
somme de celles qui sont dir igées dans un sens, et la somme de 

Fig. 22. 

celles qui sont dans le sens contraire , puis r e t r anchan t la plus 
petite de ces deux sommes de la plus grande : la différence ainsi 
obtenue sera la vitesse résul tante , etelle sera dirigée dans lesens 
de la plus g rande des deuxsommes dont nous venons de par ler . 

§ 44. Dans le cas où les vitesses composantes sont au nombre 
de trois, et où leurs d i r e ^ i ^ ne sont pas dans un même, plan, 
on peut t rouver lafeéoiotano^par un moyen un peu différent, 
que nous al lons faire connaî t re . 

Soient AB, AG, AD, fig. 22, les t rois vitesses composantes. 
En construisant u n para l l é logramme sur AB et AC, on t rouvera 
la résul tante AE de ces deux vitesses; si ensuite on mène p a r 
le point E, une droite EF égale et paral lèle à AD, AF sera la 
résul tante de ces t rois vitesses AB, AC, AD. Or, si l 'on mène 
pa r les points B, C, des droites BG, GH, aussi égales et paral -
lèles à AD, les extrémités D, F, 
G, H, des quatre droites égales et 
paral lè les AD, EF, BG, CH, for-
meront un para l l é logramme égal 
et paral lèle au para l lé logramme 
ABCE. Donc la vitesse résul tante 
AF est la diagonale d 'un paralleli-
pipède construi t sur les t ro is vi-
tesses composantes , AB, AC, AD. , "'F 

Cette construction, spéciale au 
cas de t rois vitesses composantes non situées dans un même 
plan, se nomme parallélipipède des vitesses. 

§ 45. On a souvent besoin de décomposer une vitesse en deux 
ou trois composantes suivant des directions données. Cette 
décomposit ion s'effectue t rès faci-
lement, en se fondant sur ce qui 
précède. 

Soit AB, fig. 23, une vitesse qu'il 
s 'agit de décomposer en deux aut res 
dirigées suivant les. l ignes AC, AD. 
On observe d 'abord que, pour que 

cela soit possible, il faut que la vitesse donnée AB soit dans je plan 

v - v S,G \ 
\\\ \ \ \ 

\\\ 
\ 



CAD. Si cette condition est remplie , il suffit de mener par le 

point B des paral lè les BE. BF 
aux l ignes AD, AC : AE et AF 
sont les deux composantes 
cherchées . 

Soit encore AB, fig. 24, une 
vitesse qu'il s 'agit de décom-
pose r en trois au t res dir igées 
su ivan t les lignes AC, AD, AE, 
non situées dans un même 
p l an . Menons par le point B 
t ro is plans respect ivement pa-
ra l lè les aux plans DAE, CAE, 

CAD, et cherchons les points F , G, H où ces plans coupent 
les lignes AC, AD, AE : AF, AG et AH sont les trois vitesses 
composantes qu 'on voulait obtenir . 

§ 16. l l o u v r m r n t d ' u n p o i n t r a p p o r t é à u n s y s t è m e d e c o o r -

données rrc t l l i fnes . — Pour dé f in i r complètement les posi-
tions successives d 'un point mobi le , on peut les r appor t e r à 
un système de coordonnées rec t i l ignes ; la connaissance des va-
riations que les coordonnées é p r o u v e n t avec le temps entra îne 
nécessairement la connaissance des d iverses circonstances du 

mouvement de ce point . 
Considérons d 'abord le 

mouvement d 'un point 
qui reste tou jours dans 
un mêmeplan , et rappor-
tons ses diverses posi-

x l ions à deux axes coor-
donnés OX. OY tracés 
dans ce plan, fig. 25. 

Soient x l 'abscisse 0 m , et y l ' o rdonnée Om, du point mobile M 
à la fin du temps /. Ces deux coordonnées , y, varient avec le 
temps, en sorte qu 'on a 

x =/(<}, y = ?(<). 
Si l'on projette le point M sur l 'axe OX. paral lèlement à l 'axe 

OY, la projection sera m; de même, si on le projet te sur l'axe 

OY, parallèlement à l 'axe OX, sa projection sera m,. Les deux 

relations qui précèdent sont donc les équations du mouvement 

des project ions m, m, du point M sur les deux axes . On les 

nomme aussi souvent les équations du mouvement du point M. 
L'élimination de t entre ces deux équations fournit une rela-

tion entre les variables x, y; ce n 'est au t re chose que l 'équa-
tion de la t ra jectoire du point M. 

Désignons [ » r u et u, les vitesses des project ions m, m, du 
|K)int M; nous au rons 

Lit connaissance de ces deux vitesses permet de t rouver la vi-
tesse v du point M. en se fondant sur ce que M et u, sont les 
projections de v sur les axes OX. OY (§ 13). En effet, si nous 
menons |>ar le point M deux droites MN, Ml» respectivement 
égales à u, u, , et parallèles aux axes OX, OY, il est aisé de voir 
que la vitesse t; doit ê t re représentée en grandeur et en direc-
tion |>ar la diagonale MQ du para l lé logramme MNPQ : cette 
diagomde MO est la seule ligne |>arlant du point M dont les 
projections sur les axes soient u. M,. On |>eut donc dire que la 
vitesse v du point M est la résul tante des vitesses u, M, de ses 
projections sur les axes OX. OY (§ 12). 

Cette conséquence, à laquelle nous venons de parveni r , peut 
ê t re établie d 'une au t re manière . On |>eut concevoir que le 
point mobile parcoure la droi te OX. de manière que l 'équation 
de son mouvement sur cette ligne soit 

el qu'en même temps la ligne OX soit animée d'un mouvement 

de t ranslat ion rectiligne parallèle à OY et représenté pa r l 'é-

quation 
y = * ( < ) . 

En ver tu de l 'existence s imultanée de ces deux mouvements , le 
point M se mouvra dans le plan YOX comme nous l 'avions su|>-



|<osé d 'abord . Ce mouvement absolu du point M peu t donc être 
regardé comme résul tant de la composit ion des mouvements 
de ses deux project ions sur les axes OX, OY; et par suite, sa 
vitesse v doit être la résul tante des vitesses u, M, de ces pro-
jections. 

§ 47. Il est facile d ' é tendre ce qui vient d 'ê t re dit au cas où 
l'on rappor te les positions successives d 'un point mobile M à 
trois axes OX. OY, OZ, fig. 26. Si l 'on dés igne pa r x, y, : les 
trois coordonnées Ont, Om,, d m , du point M. A la fin du 
temps t, ces quanti tés varient avec le temps, en sor te qu 'on a 

x = rv), y = f ( t ) , *=J(t). 

Les points m. m v m, sont les pro jec t ions de M sur les axes, 
faites paral lè lement aux plans YOZ, XOZ, XOY. Les trois rela-

t ions qui p récèdent sont 
donc les équations du 
mouvement de ces p ro-
jec t ions du point M ; on 
l eu r donne aussi le nom 
d ' équa t ions du mouve-
ment du point M. 

lin é l iminant la varia-
ble t en t re ces trois 
équa t ions , on t rouve 
d e u x relat ions en t re les 
var iables x, y, z ; ce 
son t les équat ions de la 
t ra jec to i re du point M 
d a n s l 'espace. 

Représentons p a r u, uv u, les vi tesses des pro jec t ions m, 
TO,, m, du point M, nous aurons 

« = £ = n o , 

Ces vitesses M. M,, U, sont les project ions de la vitesse ». du 
point M dans l 'espace. On en conclura sans peine que. si l'on 
mène pa r le point M trois droites para l lè les aux axes ON. OY, 

UZ, et égales respect ivement à u. M,, U,. la vitesse v est la dia-
gonale du parallél ipipède construi t sur ces trois droites. Donc 
cette vitesse v du point M est la résul tante des t rois vitesses 
u, u, . «,. de ses project ions su r les axes 11 • 

On parvient au même résu l ta t en supposant que le point 
mobile se meuve sur l 'axe OX conformément à l 'équation 

Xs=f{ 0 ; 

qu 'en même temps cet axe OX ait un mouvement de translation 
rectiligne, parallèle A l 'axe OY, et représenté |>ar l 'équation 

y = ?(<); 

et qu'enfin le plan XOY ait aussi un mouvement de t ranslat ion 

rectil igne, parallèle à l 'axe < >Z. et représenté par l 'équation 

La coexistence de ces trois mouvements équivaut au mouve-
ment du point M dans l 'espace tel que nous l 'avions d 'abord 
considéré. On j>oiit donc regarder les mouvements «les projec-
tions du point M sur les axes comme étant les mouvements 
composants de son mouvement absolu, et par conséquent les 
vitesses u. »,. «,. des project ions m, w t . m v sont les compo-
santes de la vitesse v de ce point M. 

£ IK. M o u t n n r n t «l'un p o i n t r n p p o r t f à u n a j i f i - m r 

«le coordonnera poinirr». — (In peut encore rappor te r les 
diverses positions d 'un point mobile à un système de coor-
données |M»Iaires. Nous al lons examiner successivement le cas 
des coordonnées polaires dans un plan, et celui des coor-
données polaires dans l 'espace. 

Soient I» le pôle, e t AI» l 'axe 
polaire, fig. 27, auxquels sont 
rappor tées les positions du point 
mobile M, qui se meut en res-
tant dans un plan passant |>ar 
l 'axe AP. Désignons pa r r le r 
rayon vecteur MP. et |>ar 6 l'an-
gle MPA. Les quant i tés r et ô varient avec le temps t ; la con-



naissance des relations qui les lient à cette dernière variable 
suffit pour que le mouvement du point M soit complètement 
connu. Ces relations constituent les équations du mouvement 
du point. 

On peut r ega rde r le point M comme marchant le long du 
rayon vecteur pendant que ce rayon vecteur tourne au tour 
du pôle. La composition de ces deux mouvements s imul tanés 
du point M donnera son mouvement réel . Le mouvement du 
point M le long du rayon vecteur est un mouvement relat i f : 
le mouvement de rotation du rayon vecteur au tour du pôle est 
un mouvement d 'entraînement . 

La vitesse du point M dans son mouvement le long du rayon 
vecteur est 

dr 
df 

La vitesse d 'ent ra înement du point M. supposé immobile sur le 
rayon vecteur , est 

di 
rIC 

Si l'on porte la première en MS, sur le prolongement du rayon 
vecteur I»M, et la seconde en MR, suivant une perpendiculaire 
à ce rayon vecteur, on trouvera la vitesse absolue MT d u point 
M. en appl iquant la construction du para l lé logramme des vi-
tesses aux deux composantes MR, MS. 

§ 49. Lorsqu 'un point mo-
fîr. îs. bile M se meut d 'une manière 

quelconque dans l 'espace, on 

m peut définir sa position <\ cha-
que instant en donnant : 1° sa 

— — : F — A distance »• à un point fixe ou 
pôle P , fig. 28; 2° l 'angle 0 que 

B le rayon vecteur MP fait avec 
sa projection or thogonale PB sur un plan fixe A PB ; 3° enfin 
l 'angle ? que la projection PB fait avec une ligne fixe PA tra-
cée dans ce plan. U s trois coordonnées r , 6. © varient avec le 

temps t. Les relations qui les lient à cette dernière variable 

consti tuent les équations du mouvement du point M. 
On peut r egarder le mouvement du point M dans l 'espace 

comme résultant de la composition de t rois mouvements si-
mul tanés , savoir : 1* un mouvement de glissement du point M 
le Ion g du rayon vecteur PM ; 2* un mouvement de rotat ion du 
rayon vecleur PM au tour du point P . dans le p lanBPM; 3° un 
mouvement de rotation du plan BPM autour de l 'axe PZ per-
pendiculaire au plan ABP. La vitesse de glissement du point II. 
le long du rayon vecteur, est 

dr 
df 

l^i vitesse du point M, supposé immobile sur le rayon vecteur, 
(tendant que cette ligne tourne au tour du point P, dans le plan 
BPM. est 

«i» 
rdt 

La vitesse du point M, supposé immobile sur le plan BPM pen-
dant que ce plan tourne autour de PZ. e- t 

rfv 
r c o <ïï 

Supposons que l'on porte la p remiè re de ces trois vitesses sur 
le prolongement du rayon vecteur PM ; la seconde sur une per-
pendiculaire à PM, menée par le point M. dans le plan BPM ; 
et la troisième sur une perpendiculaire au plan BPM, menée 
l>ar le point M : il suffira d 'appl iquer à ces t rois vitesses coul-
i s san t e s , perpendiculaires en t re elles deux à deux, la construc-
tion du parallélipipède des vitesses (§ 44), pour t rouver la vi-
tesse du point M dans l 'espace. 

§ 5 0 . M é t h o d e d e l l o b e r t a l , p o u r l e I r n e e d e « U n -

sente» « a s courbe». — La vitesse d 'un point mobile est, à cha-
que instant , dirigée suivant la tangente à la courbe qu 'd décri t . 
Il en résulte que la connaissance «le celle vitesse entraine celle 



Fig. Ï9 

de lu tangente . Concevons que le mouvemen t du mobile soit dé-

composé en plusieurs m o u v e m e n t s composan t s : si l 'on peut 

t rouver les vitesses s imul tanées d a n s ces m o u v e m e n t s compo-

sants, ou s implement les r appor t s qu i existent e n t r e elles, on 

en dédui ra la direct ion de l a vitesse absolue du mobile, et , par 

suite, la direction de la tangente à sa t ra jec to i re . Telle est la 

méthode indiquée p a r Boberval pour le t racé des t angen te s aux 

courbes. Nous allons d o n n e r quelques exemples de son appli-

cation. 
I teprenons la conchoïde , dont nous nous s o m m e s dé jà occu-

pés (§ 24). On mène p a r le point fixe 
0, fi g. 2î», une dro i te quelconque 
OAB, et l 'on por t e su r cette droite 
une longueur cons tan te AU. à par t i r 
du point A où elle coupe une droite 
fixe MN : la conchoïde est le lieu des 
points 11 ainsi ob tenus . Si nous rega r -
dons le p o i n t 0 c o m m e u n pôle au tour 
duquel tourne le r ayon vec teur OAB. 
nous pou r rons r e g a r d e r les vitesses 
des points A et B c o m m e résultant 
chacune de la compos i t ion d 'une vi-
tesse de gl issement 1»- long du rayon 

vecteur (§ 48), et d ' u n e vitesse d 'en t ra înement d u e à la rotation 
du rayon vecteur a u t o u r du point 0 . Les vitesses d e glissement 
de ces deux points A et B sont év idemment éga les , puisque la 
distance de ces deux points ne varie pas . D'un a u t r e côté, leurs 
vitesses d ' en t ra înement sont propor t ionnel les à l e u r s distances 
OA. OB au point fixe 0 . La vitesse absolue du p o i n t A est diri-
gée suivant la ligne MN ; soit AC cet te vitesse : en construisant 
le rectangle AECD, o n a u r a AI) pour la vitesse d 'ent ra înement 
du point A. et AE p o u r sa vitesse de g l i ssement . Si nous tra-
çons BF perpendicula i re à OB. jusqu 'à la r e n c o n t r e de la ligne 
OD prolongée. BF s e r a la vitesse d ' e n t r a î n e m e n t du point B : 
si nous por tons en ou t re , sur le p r o l o n g e m e n t de OB, une 
longueur BG égale à AE, BG sera la vitesse de gl issement du 

point B : la diagonale B1I du rectangle BFG11 sera donc la 
vitesse du point B, et , pa r conséquent, cette ligne BH sera la 
tangente à la conchoïde i 

au point B. P'P- *>• 
L'ellipse est le lieu des 

points A, fig. 30, tels que 
la somme de leurs dis- \ 
tances AF. A F \ à deux S j f 

points fixes F , F \ est con-
stante. Si nous regardons le point A comme appar tenan t au 
rayon vecteur AF. mobile autour du point F, sa vitesse pourra 
ê t re décomposée en une vitesse suivant le rayon et une vitesse 
d 'en t ra înement . Il en sera de même si nous r ega rdons ce point 
A comme appa r t enan t au rayon vecteur A F , mobile au tou r du 
point F . La somme AF -f- A F res tant constante, il en résul te 
nécessairement que les deux vitesse» du point A suivant les 
rayons AF, A F sont égales, et que, si l 'une des deux est dirigée 
suivant le pro longement de FA, l 'autre est dirigée de A vers F . 
Soit AB la vitesse du point A sur le rayon vecteur FA ; si nous 
connaissions la vitesse d 'en t ra înement correspondante , il nous 
suffirait de la por t e r sur la perpendiculaire BO au rayon vecteur 
FAB, puis de jo indre son extrémité au point A : la ligne ainsi 
obtenue serait la vitesse du point A. Soit de même AD la vi-
tesse de glissement du point A sur le rayon vecteur F'A ; en 
por tant la vitesse d 'ent ra înement cor respondante sur la per-
jiendicnlaire 1)K au rayon vecteur F'A, et joignant son extré-
mité au point A. nous aur ions encore la vitesse de ce point. 
L 'extrémité de la ligne qui représente la vitesse du point A. de-
vant se t rouve r à l a j b i s sur BC et sur DE. sera donc le point G, 
où les deux lignes BC, DE se rencontrent : et pa r conséquent 
AG sera cette vitesse. L'égalité des lignes AB, AD montre que 
la ligne AG. qui est la tangente à l'ellipse en A, divise l 'angle 
BAD en deux part ies égales. 

§ 5 1 . l l n u T r m r n t a a i m i i l t n n r s i l ' u n solid«*. — Si l ' o n r a p -

porte les positions successives des différents points d 'un solide 
en mouvement à des axes coordonnés qui se déplacent dans 

4 



l 'espace, on t rouvera ainsi, non pas le mouvement absolu du 
solide, mais son mouvement relatif par rappor t à ces axes mo-
biles. On peut regarder ie solide comme animé à la fois de deux 
mouvements dont l 'un est le mouvement relatif , dont nous 
venons de par ler , et l 'autre est le mouvement d 'entraînement 
qu'il aura i t s'il était lié invar iablement aux axes mobiles. Le 
mouvement réel du solide s 'obt iendra pa r la composition du 
mouvement relatif et du mouvement d 'entrainement que nous 
subst i tuons pa r la pensée à ce mouvement réel. 

Nous avons fait usage de cette considération, qui consiste a 
r egarder le mouvement réel d 'un solide comme dù à la coexis-
tence de deux autres mouvements , lorsque nous avons dit 
qu 'une vis qui pénètre dans son écrou glisse le long de son 
axe et tourne en même temps au tour de cet axe (§ 31). 

Un solide peut d'ailleurs, comme un point, être regardé 
comme an imé fi la fois de trois, de quatre mouvements 
dist incts, don t la composition fournira toujours le mouvement 
réel du solide dans l 'espace. 

Nous allons voir comment on pourra composer entre eux les 
divers mouvements simultanés d'un solide, dans tous les cas 
possibles ; et pour cela, il nous suffira de nous occuper de la 
composit ion des mouvements élémentaires simultanés, puis-
qu 'en appl iquant les proposit ions que nous allons établ ir aux 
mouvements élémentaires qui se produisent pendant les élé-
ments successifs du temps, on en dédui ra sans peine la compo-
sition des mouvements cont inus s imultanés du solide, de quel-
que na ture que soient ces mouvements. 

§ 5 2 . C'onipoMit ion d r i m o u v e m e n t * é l é m e n t a i r e » s i m u l t a -

né» d'un noiide. — Composition des translations. — S i un solide 
est an imé à la fois de deux mouvements élémentaires de trans-
lation, chacun de ses points décr i ra , en vertu du mouvement 
résul tant , la diagonale du paral lé logramme construi t sur les 
chemins infiniment petits qu'il parcourrai t en vertu de chacun 
des mouvemen t s composants (§ 12). Mais tous les parallélo-
g r ammes const rui ts ainsi, pour les divers points du solide, ont 
leurs côtés égaux et parallèles ; leurs diagonales seront donc 

aussi égales et parallèles : donc le mouvement résultant du so-
lide sera encore un mouvement de t ranslat ion. On voit de plus 
que la vitesse du solide, d a n s ce mouvement résultant , est re-
présentée en grandeur et en direction par la diagonale du pa-
ral lélogramme construi t sur les droites qui représentent les 
vitesses des mouvements composants . 

Si un solide est an imé d 'un nombre quelconque de mouve-
ments élémentaires de translat ion, son mouvement résultant 
sera encore un mouvement de translation ; et la vitesse de ce 
mouvement résultant se déduira des vitesses des mouvements 
composants , par la construction du polygone des vitesses (§ 43). 
Dans le cas où il n 'y a u r a que trois mouvements composants , 
et où les vitesses de ces trois mouvements ne seront pas paral-
lèles à un même plan, la construction du polygone des vitesses 
pourra être remplacée par celle du parallélipipède des vi-
tesses (§ 44). 

§ 53. Composition d'une translation et d'une rotation. — Con-
sidérons un solideaniiné à la fois d 'une translation et d 'une ro-
tation autour d 'un axe perpendiculaire A la direction de la 
translat ion. SoientO. fig. 31. laprojec t ion de l 'axe au tour duquel 
s 'effectue la rotation dans le sens 
indiqué par la flèche a ; et AD la 
direction de la t ranslat ion, dont 

le sens est indiqué pa r la flèche b. y¡— 
Désignons par w la vitesse angu-
laire de la rotation et par v la 
vitesse de la translation ; <odt sera 
l 'angle dont le solide tourne au tour de l 'axe 0 . pendant le 
temps dt, et vdt sera la quan t i t é dont il se déplace parallèle-
ment à AB, en vertu de la t rans la t ion , pendant le même temps. 
Abaissons du point O une perpendicula i re sur AB. et prenons 
sur cette perpendiculaire un point M tel que l'on ait 

( « = ? X OM.; V - W X O M 

Le point M s'abaisse au-dessous de OM, et perpendiculairement 
à cette ligne, d 'une quant i té wfrf X OM, pendant le temps td, 

r i | i i . 



en vertu de la rotat ion au tou r de l 'axe 0 ; il s 'élève en même 
temps, suivant la même direct ion d ' une quan t i t é vdt, en vertu 
de la t ranslat ion : ces deux quan t i t é s é tant égales , d ' ap rès la 
manière dont le point M a é t é choisi , il en résul te que ce point 
M res te immobile. On conclut immédia tement de là que le 
mouvement résul tant du sol ide est une rota t ion au tour d 'un 
axe mené p a r l e point M, para l l è lement à l 'axe 0 de la rotation 
composante . Pour t rouver la vitesse angula i re avec laquelle 
s'effectue cette rotation résu l tan te , nous observerons que le 
point 0 se déplace, pendan t le temps dt, d 'une quant i té vdt, en 
vertu de la t ranslat ion, et qu ' i l ne se déplace p a s d u tout en 
vertu de la rotation c o m p o s a n t e ; son dép lacement total est vdt, 
et si nous le r ega rdons c o m m e dû à la ro ta t ion résul tan te , il 
nous suflira de le diviser p a r OM, pour avoir l 'angle décrit 
pendant le temps dt en ve r tu de cette ro ta t ion : le quot ient 

vdt 
OM 

étant égal à udt. d ' ap rès la relation qui nous a servi à déter-
miner OM, il s 'ensuit que la vitesse angula i re , dans la rotation 
résul tante , est égale à M.* Le sens de celte rota t ion résultante 
est d 'ai l leurs indiqué pa r l a flèche c, c 'est-à-dire qu' i l est le 
même que celui de la ro ta t ion composante . 

Dans le cas où l'on aura un solide a n i m é à la fois d 'une trans-
lation et d 'une rota t ion a u t o u r d 'un axe non perpendiculaire à 
la direction de la t rans la t ion , on décomposera la t ranslat ion en 
deux composantes 52 et 45), dont l 'une soit paral lèle à l'axe 
de la ro ta t ion , et dont l ' au t r e lui soit perpendicula i re . On com-
posera la seconde de ces t r ans l a t ions composan tes avec la rota-
tion, ce qui donnera une r o t a t i o n égale a u t o u r d 'un axe paral-
lèle au premier . 11 restera a l o r s une ro ta t ion , e t une translation 
dirigée suivant l 'axe de ce t te rotat ion, dont la coexistence équi-
vaut à un mouvement hé l icoïda l , tel que le mouvement d'une 
vis qui pénètre dans son é c r o u (§ 31). 

Le mouvement hélicoïdal é lémenta i re d 'un solide pouvant 
être regardé comme r é su l t an t de la composit ion d 'une rotation 

au tour de l 'axe instantané de rotat ion et de glissement du so-

lide, et d 'une translat ion le long de cet axe, il est facile d'en 

conclure l 'expression de la vitesse d 'un point quelconque du 

solide mobile. Si l 'on désigne par v la vitesse de la t ranslat ion, 

p a r u la vitesse angula i re de la rotat ion, et j»ar r la distance du 

point que l'on considère à l 'axe instantané de rotation et de 

glissement, on a u r a 

v et -r 

pour les deux composantes de la vitesse du point ; et comme 
ces deux composantes sont dir igées àang le droit l 'une sur l 'au-
tre, la vitesse résultante a pour valeur 

«r1. 

On voit par là que la vitesse d 'un point du solide mobile est 
d 'autant plus g r ande que ce point est plus éloigné de l 'axe in-
s tantané de rota t ion et de gl issement, et que cet axe est le lieu 
des points du solide dont la vitesse est minimum. 

S 54. Composition des rotations n*. 
autour d'axes parallèles. — Sup-

posons qu 'un solide soit animé à k j*-
la fois de deux rotat ions au tou r " ™ 
de deux axes paral lèles pro je tés en 0 , 0 ' . fig. 32. dans le sens 
des (lèches a. a', et avec des vitesses annula i res w, «•>'. Prenons , 
sur la ligne 0 0 ' , un point M tel que l'on ait 

« » X O M = t»'x 0 M . 

Kn vertu de la rota t ion vdt au tou r de l 'axe 0 , le point M s'a-
baisse au-dessous de 0 0 ' d ' une quanti té vdt X OM : en vertu 
de la rotat ion w'dt au tou r de l 'axe 0 ' , ce point M s'élève 
au-dessus de 0 0 ' d 'une quanti té »'dt x O'M : ces deux déplace-
ments simultanés étant égaux et directement opposés, il s 'en-
suit que le point M reste immobile. Donc le mouvement résul-
tant est une rotation au tour d 'un axe qui passe par le point M. 
et qui est parallèle aux axes des rotat ions composantes . Cet 
axe de la rotat ion résultante, situé dans le plan des axes des 



rotat ions composantes, et entre ces deux axes, divise la dis-
tance 0 0 ' qui les sépare en deux part ies OM, OM', inversement 
proportionnelles aux vitesses angulaires w, w'. Le déplacement 
total 0 0 , du point 0 est dû uniquement à la rotation ca'dt au-
tour de l'axe 0 ' , et est égal à w dt x 0 0 ' ; si l 'on regarde ce dé-
placement total comme dû à la rotation résul tante autour de 
1 axe M, l'angle décrit pendant le temps dt, dans cette rotation 
résultante, sera 

0 0 , " d i x 0 0 ' 
OM ~~ 0 5 

En observant que 0 0 ' = OM - f O'M, et tenant compte de la 
relation q u i a servi à délinir le point M, on t rouvera que cet 
angle décrit pendant le temps dt, dans la rotation résultante, 
est égal à 

{*+m)dt; 

donc la vitesse angulaire , dans le mouvement résultant , est 
w + « , c'est-à-dire la somme des vitesses angulaires dans les 
mouvements composants . La rotat ion résul tante , au tour de 
l 'axe M, s'effectue d'ailleurs dans le sens de la flèche b, c'est-à-
dire dans le même sens que chacune des rotat ions composantes . 

En raisonnant absolument de la même manière, dans le cas 
où un solide serait an imé de deux rotat ions de sens contraires, 
au tou r d'axes, 'parallèles, avec des vitesses a n g u l a i r e s « , w'.et 
supposant w > w ' , on a r r iveau résul tat suivant . Le mouvement 
résul tant est une rotation autour d'un axe paral lèle aux axes 
des rotat ions composantes, situé dans le plan de ces deux axes, 
en dehors de la portion du plan qu'ils comprennent entre eux, 
et du côté de l'axe correspondant à la plus grande vitesse 
angula i re o, ; l e s distances de cet axe de la rotation résultante 
aux axes des rotat ions composantes sont inversement propor-
tionnelles aux vitesses angulaires correspondantes w. « ' ; la ro-
tation résul tante a lieu dans le sens de la rotation composante 
dont la vitesse est « , et la vitesse angulaire de cette rotation 
résul tante est égale à w — w'. 

Dans le cas particulier où les deux rotations composantes 

au tour d 'axes paral lèles s 'effectuent en sens contraire et avec 
des vitesses angulaires égales , il résulte de ce qui vient d être 
dit que le mouvement absolu du solide est une rotat ion autour 
d 'un axe si tué à l ' in f in i ,dans lep lan des axes des ro ta t .onscom-
posantes, et que cette rotat ion s 'effectue avec une vitesse angu-
laire nulle ; c'est-à-dire que le mouvement résultant doit être 
une translation dirigée perpendicula i rement au plan des axes 
des rotat ions composantes . On peut le reconnaî t re d.rectement 
de la manière suivante. Soient 0 , 0 ' , fig. 33, les axes des rota-
tions composantes , et w leur . r.j. M. 
vitesse angulaire commune. 

Pendant le temps dt, un point y „..g 
quelconque M pris en t re les 
deux axes, et dans leur plan, s 'élève d 'une quanti té «tt X OM. 
perpendicula i rement à ce plan, en vertu de la rotat ion au tour 
de l 'axe (» ; il s 'élève, suivant la même direction, d 'une quanti té 
..,<// x O'M, en vertu de la rotat ion au tou r de l'axe O' : son dé-
placement total est donc *dt X (MO + O'M), ou ce qui est la 
même chose « f c + 0 0 ' , c 'est-à-dire qu'il est indépendant de la 
position du point M sur le p lan des deux axes 0 , <>', et en t re ces 
deux axes, lie même un point quelconque M \ pris sur le plan 
des axes O. <>' en dehors de ces axes, s 'élève de o>dt x OM . 
pendant le temps dt. en ver tu de la rotat ion au tou r de l'axe 0 : 
¡1 s 'abaisse en même temps de w/f X O'M', en vertu de la 
rotation au tou r de l 'axe O' : son déplacement total est don.-
« r f / X O M ' — « A X O'M . ou encore o>dt X 0 0 ' , comme pour le 
point M. Il suit de là que l 'existence s imultanée de deux ro ta -
lion« égales et de sens contra i res , au tour d 'axes parallèles, ce 
qui consti tue, su ivan t l 'expression admise, un eo.yle de rota-
tions, équivaut à une translation dir igée perpcndicula . rementau 
plan des axes des deux rotat ions, ou au plan ducoup le ; et que 
la vile«se de celte t ranslat ion s 'obtient en multipliant la vitesse 
a n g u l a i r e commune «les deux rota t ions par la distance des axes 
au tour desquels ces rotations s 'effectuent (w X 00 ' ) . 

Si un solide est an imé à la fois d 'un nombre quelconque de 
rotat ions de même sens au tour d 'axes parallèles, on t rouvera 



facilement son mouvement résultant, en composant d 'abord 
deux de ces rotations en une seule, comme nous l 'avons dit au 
commencement de ce paragraphe ; composant ensuite la rota-
tion résultante ainsi obtenue avec une troisième des rotations 
dont il s'agit ; puis cette seconde ro ta t ion résultante avec une 
quatr ième des rotat ions données, et a insi de suite. Le mouve-
ment résultant définitif sera donc une rotat ion, de même sens 
que les rotations composantes données, au tou r d 'un axe paral-
lèle aux axes de ces rotations composantes ; et l a vitesse angu-
laire résultante sera la somme des vitesses angulaires compo-
santes. Dans le cas où un solide sera animé à la fois d'un nombre 
quelconque de rotat ions autour d'axes parallèles, les unes dans 
un sens, les aut res dans un sens opposé, on t rouvera le mouve-
ment résultant de la manière suivante : 011 composera d'abord 
en une seule toutes les rotations qui ont lieu dans un sens, puis 
on en fera autant des autres rotations qui ont lieu en sens con-
traire ; enfin, on composera entre elles les deux rotations résul-
tantes partielles ainsi obtenues, ce qui donnera , pour le mou-
vement résultant du solide, une translat ion ou une rotation, 
suivant que les vitesses angulaires de ces deux rotat ions résul-
tantes partielles seront égales ou inégales. 

e „ S 35. Composition des rotations autour 
\ / axes concourants. — Considérons un 

\ / ^Wde animé de deux rotat ions élémen-
taires simultanées au tour de deux axes. 
AH. Cl), qui f i s s e n t p a r un même point 
E. fig. 34, et représentons pa r « , *>', les 
vitesses angulai res correspondant à 
chacune d'elles. Le point E ne se dépla-

Q Çanten vertu d 'aucune de ces deux ro-
tations, il est clair que le mouvement 
résultant sera une rota t ion au tour d'un 

D axe passant par le point E(§ 27). Pour 
t rouver cet axe, imaginons que nous 

portions sur les directions AU. CD, et. à pa r t i r de leur point de 
rencontre E, des longueurs EF, EG, proport ionnel les aux vi-

tesses angulaires w. supposons en outre que ces longueurs 
soient portées dans un sens tel, qu'en mettant son œil au point 
E, et regardant , soit dans la direction EF. soit dans la direction 
EG, on voie la rotation correspondante s'effectuer dans le sens 
dans lequel nous voyons habituellement tourner les aiguilles 
sur le cadran d 'une horloge ou d 'une montre. Cela fait, cons-
truisons un paral lélogramme EFGH, sur les deux lignes EF, EG: 
nous allons voir que la diagonale EH de ce paral lélogramme 
est précisément l 'axe de la rotation résultante. 

En effet, en vertu de la rotation autour de AB, et pendant 
le temps dt. le point II s'élève au-dessus du plan BED. d 'une 
quantité W Î / < X H P ; en vertu de la rotation autour de CD et 
dans le même temps, ce point II s 'abaisse au-dessous du plan 
BED d'une quanti té w d f x HQ. Or, les deux triangles HFP.GHQ 
étant semblables, il B'ensuit qu 'on a 

HP HF ET. 
H Q - H G K K ~ » ' 

on en déduit 
« X H P = " ' X H Q ; 

donc les déplacements simultanés w t f / x HP, <a'dt x HQ, du 
point H, dus aux deux rotations composantes, sont égaux entre 
eux, et comme ils sont tous deux dirigés perpendiculairement 
au plan BED et en sens contraire l'un de l 'autre, il en résulte 
que le point H reste immobile. La ligne EII est donc bien l'axe 
autour duquel s'effectue la rotation élémentaire qui constitue 
le mouvement résultant du solide. 

Hcste à t rouver la grandeur de la vitesse angulaire U dans ce 
mouvement résul tant . Pour y arr iver , observons que le point G 
se déplace d 'une quanti té ox/<XGR,en vertu de la rotation au-
tour de AB. et qu'il ne se déplace pas en vertu de la rotation 
autour de CD : son déplacement total est donc w dt X GR. D'un 
autre côté, si l'on regarde ce déplacement total du point G 
comme dû à la rotation résultante, on trouve qu'il a pour va-
leur Qf f rX GS; on doit donc avoir 
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d'où l'on tire 

n _ G R 
GS' 

Or les deux tr iangles E F H , EGH sont é g a u x ; les produits 
K F x G R e t E H x G S , qui représentent les doubles de leurs 
surfaces, sont donc aussi égaux ; on en déduit 

G R = E H 
G S = EF' 

et pa r conséquent on a 

il EH 
EF' 

Il résul te de là que, si les vitesses angulaires composantes « e t « ' 
sont représentées par les longueurs E F , EG, auxquelles elles 
sont proportionnelles, la vitesse angulaire résultante Q sera 
représentée par la longueur E H . Quant au sens de la rotation 
résul tante , il est aisé de voir qu'il est bien tel, que, si l 'on met-
tait son œil au point E, et qu'on regardât dans la direction EH, 
on verra i t le solide tourner dans le sens où nous voyons tour-
ner les aiguilles d 'une hor loge. 

D 'après cela, les lignes E F . EG étant prises de manière à re-
présenter les directions des axes des rotat ions composantes, 
a ins. que la grandeur et le sens de la vitesse angulaire au tou r de 
chacun de ces axes, la diagonale EH du paral lé logramme cons-
truit sur les deux lignes E F . EG, représente de même la direction 
de I axe de la rotation résultante, ainsi que la g randeur et le 
sens de la vitesse angulaire correspondante . Cette proposition 
consti tue ce qu'on nomme le parallélogramme des rotations. 

La construction que nous venons de démont re r , et qui sert à 
composer entre elles deux rotat ions élémentaires simultanées 
'I un solide autour de deux axes qui passent pa r un même point, 
est ent ièrement analogue à la construction à l'aide de laquelle 
on compose deux vitesses simultanées d 'un même point (§ 42) 
•Nous pouvons en conclure de suite que, quand on aura à com-
poser en t re elles un nombre quelconque de rotations élémen-

taires simultanées d 'un solide au tour d 'axes dont les directions 
concourent toutes en un même point, on y arr ivera en opéran t 
de même que quand il s 'agit de t rouver la résul tante d 'un nom-
bre quelconque de vitesses simultanées d 'un point. On repré-
sentera la g randeur et le sens de la vitesse angulaire relat ive à 
chacune des rotat ions composantes au moyen d 'une certaine 
longueur , por tée , comme nous l 'avons dit , sur l 'axe au tour du-
quel s 'effectue cette ro ta t ion; on t ra i tera les diverses lignes ainsi 
obtenues comme si elles étaient les vitesses simultanées d 'un 
point, et, à l 'aide du polygone des vitesses (§ 43), on t rouvera 
leur résul tante : la ligne ainsi obtenue fera connaître la direc-
tion de l 'axe de la rotat ion résul tante cherchée, et aussi la 
g randeur et le sens de la vitesse angulaire de cette rotation 
résul tante. Cette construct ion, qui a pour objet de t rouver la 
rotation résul tante d 'un solide an imé à la fois d 'un nombre 
quelconque de rotat ions composantes autour d 'axes concou-
rants . se nomme polygone des rotations. 

Dans le cas où les rotat ions composantes sont au nombre de 
trois, et où les axes de ces rotat ions ne sont pas d a n s > n même 
plan, on peut remplacer le polygone des rotations par une con-
struction analogue au paral lé l ipipède des vitesses (§ 44): on dé-
signe celte construct ion spéciale sous le nom de parallélipipède 
des rotations. 

§ 50. Composition de deux rota-
tions autour d'axes non situés dans 
un même plan. — Soient AB, CD, 
fig. 35. les axes des deux rota-
tions élémentaires s imultanées 
d 'un solide. Nous supposons que 
ces axes ne sont pas situés dans 
un même plan. Pa r un point E, 
pris sur AB. menons C'D' paral-
lèle à CD. Nous pouvons regarder 
la rotat ion autour de CD comme 
résultant d e l à composition d 'une 
rotation égale et de même sens autour de C'D'. et d 'une trans-



lation dirigée perpendiculairement au plan CDC'D' (§ 53). Cette 
translation, de môme g r a n d e u r et de même sens q u e le dépla-
cement é lémentai re du point E dû à la rotat ion a u t o u r de CD, 
s 'effectue suivant EF, avec une vitesse égale au produit de la 
vitesse angula i re a u t o u r de CD par la distance des parallèles 
CD, C'D'. Si nous subs t i tuons à la rotat ion au tou r de CD, les 
deux mouvements s imu l t anés dont nous venons de parler , 
c 'est-à dire la rotation a u t o u r de C'D' et la t ranslat ion suivant 
EF, nous aurons à compose r entre eux trois mouvements élé-
mentai res , savoir :1a ro ta t ion au tou r de AB, la rotat ion autour 
de C'D' et la translation su ivan t EF. 

Cette composition s 'e f fec tuera de la manière suivante : on 
composera d 'abord les deux rotat ions au tou r de AB et de CD', 
ù l 'aide du pa ra l l é logramme des rotations (§ 55) ; puis on com-
posera la rotation résu l tan te ainsi obtenue avec la translation 
suivant EF § 53), ce qui d o n n e r a nécessairement un mouve-
ment hélicoïdal, puisque EF, perpendicula i re au plan CDCD', 
ne peut pas être perpendicu la i re à l 'axe de la rota t ion résul-
tante qui est situé dans le plan AEC'. 

§57 . Composition des mouvements quelconques. — T o u t mou-
vement élémentaire d 'un solide équivaut à la coexistence d 'une 
rotation autour d 'un axe et d 'une translat ion le long de cet 
axe . La composition de deux mouvements élémentaires quel-
conques d'un solide rev ien t donc à la composit ion de quatre 
mouvements s imultanés, dont deux sont des mouvements de 
t ranslat ion, et les deux a u t r e s des mouvements de rotation. Si 
l 'on compose d 'abord les deux ro ta t ions entre elles, on trouvera 
en général pour résul ta t une rotat ion unique et une transla-
tion (§ 56 ; l'on compose ensuite les deux t ranslat ions entre 
elles et avec celle qui peu t résu l te r de la composi t ion des deux 
rotat ions, on obt iendra u n e t ranslat ion unique : les mouve-
ments élémentaires d o n n é s seront donc remplacés par une 
rotat ion et une t rans la t ion , ce qui donnera en géné ra l un mou-
vement hélicoïdal (§ 53). 

Si un solide est an imé à la fois de plus de deux mouvements 
élémentaires quelconques, on t rouvera le mouvement résultant 

du solide de la manière su ivan te : on composera en t re eux deux 
«les mouvements donnés , et l'on obtiendra ainsi un mouvement 
résultant partiel de même na ture que chacun des mouvements 
composante, d ' après ce que nous venons de d i re ; on composera 
ensuite ce mouvement résul tant part iel avec un t ro is ième des 
mouvements composants ; puis le second mouvement résul tant 
partiel qui en proviendra , avec un qua t r ième des mouvements 
composan t s ; et ainsi de suite. Le résul ta t définitif sera en gé-
néra l un mouvement hélicoïdal, ce qui devait être nécessaire-
ment , puisque le mouvement hélicoïdal est le mouvement 
é lémentai re le plus général dont un solide puisse être animé. 

S 58. Décomposition d'un mouvement élémentaire quelconque 
d'un solide, en trois translations parallèles « trois axes rectangu-
laires, et en trois rotations autour de ces axes. — Sup|iosons qu 'un 
solide mobile soit r appor té à trois axes coordonnés rectan-
gulaires OX, OY. OZ, et considérons un point faisant part ie 
du solide, ou lié invariablement à lui, qui coïncide avec 
l 'origine 0 au commencement du mouvement é lémentai re 
dont nous nous occupons . Nous pouvons décomposer ce mou-
vement é lémentai re du solide, en une t ranslat ion égale et 
parallèle au mouvement du point dont nous venons de par ler , 
et une rotation au tour d 'un axe i>assant |wir ce point (§ 31). La 
translat ion peut tou jours se décomposer en trois t ranslat ions 
dir igées respect ivement suivant les axes OX, OY. OZ "»2 61 
45) ; la rotation »'effectuant au tour d 'un axe qui |»asse par le 
point 0 . peut également se décomposer en trois rotat ions au -
tour des mêmes axes §§ 55 et 13). Donc tout mouvement 
élémentaire d 'un solide peut se décomposer en trois t rans-
lations paral lèles à trois axes rectangulaires pris à volonté el 
en trois rotat ions au tou r de ces axes . 

§ 5 9 . T h é o r i e d e * m o i n e m e n u r e l a t i f s . — Mouvement rela-

tif d'un point, par rapport à un système d'axes animé d'un mou-
vement de translation dans Cespace. — Un point mobile décri t 
d a n s l 'espace la t ra jectoi re MM M", fig. 36, et se t rouve en M à 
la Un du temps t, en M'à la fin du temps t , en M" ii la fin du 
temps t", etc. On rappor te ce point à un sys tème d 'axe AÇ.Ai), 



AÇ, qui se déplacent en res tant parallèles aux axes fixes OX, 
OY, OZ, et on se propose de t rouver le mouvement relatif qui 
en résul te , c 'est-à-dire le mouvement apparen t du point mo-
bile, pou r un observateur qui participerait au mouvement des 
axes mobi les A;, Ai),AÇ. 

Soit AA A" la trajectoire de l 'origine mobile, qui se t rouve 
en A à la fin du.temps /, en A' à la fin du temps C en A" à la fin 
du t e m p s t". etc. A la fin du temps t, l 'observateur , que nous 
supposerons placé à l 'origine des axes mobiles, voit le point 

mobile suivant la di-
rection AM. A la fin 
du t emps / ' , il le voit 
suivant A'M'. Me-
nons A'N égale et 
paral lèle à AM ; il 
faudrai t que le point 
mobile se t rouvât en 
N à la fin du temps 

— i /'. pour que l 'obser-
/ / x valeur c rû t qu'il ne 

/ / s'est pas déplacé 
t / / r 'f- 3S- pendant le temps 

/' — t. Au lieu de 
cela, le point mobile est en M' à la fin du temps /' : il doit donc 
sembler ê t re allé de N en M' pendant ce temps / ' — t. Mais l 'ob-
se rva teur , qui se croit immobile, rappor te au point A ce que 
nous venons de trouver sur le point A'; en sorte que, si pa r ce 
point A nous menons une droite km' égale et paral lèle à A'M', 
c 'est le chemin Mm', égal et parallèle à NM', qui lui semble avoir 
été pa rcouru pa r le point mobile. De même, si l 'on mène par 
le po in t A une droite A m égale et paral lèle à A"M ", on obtient 
la posi t ion m" où le point mobile semble ê t re venu se placer à 
la fin du temps /", et ainsi de suite. La ligne Mm'm" est la tra-
jectoire du mouvement relatif. 

Si / ' — t est infiniment petit, MM', Mm', MN, sont les dépla-
cemen t s élémentaires simultanés, dans le mouvement absolu du 

l»oint mobile, dans son mouvement relatif , et dans le mouve-
ment de l 'origine des axes mobiles ; le premier est la diagonale 
du paral lé logramme construi t su r les deux autres . En divisant 
ces déplacements p a r / ' — / , on a les vitesses correspondantes 
dansces trois mouvements , vitesses qui sont dir igées suivant les 
lignes MM'. Mm', MN : donc la vitesse absolu« du point mobile 
est la résultante de sa vitesse relative et de la vitesse de l'ori-
gine îles axes mobiles. Soient MT. MS. MR, fig. ces trois 
vitesses; si l 'on prolonge Mit. au 
delà du point M. d 'une quan-
tité MR' égale à MR. MS sera la 
diagonale du para l lé logramme 
MR'ST : donc la vitesse relative «• 
MS est la résul tante de la vitesse 
absolue MT et d 'un vitesse MR' égale et contraire à la vitesse 
MR de l 'origine des axes mobiles. 

Concevons que les coordonnées x . y. z du point mobile, ra|>-
portées aux axes fixes OX, OY.OZ, fig. 36, soient données en 
fonction du temps / par les relations suivantes : 

« = / ( » ) . y = * ( * ) , x = + ( t ) . 

Concevons en out re que les coordonnées x,, yr zt de l 'origine 
des axes mobiles soient également données en fonction du 
temps / par les relat ions : 

x , = A ( 0 . y , = ? , ( 0 . * ,=• ,(*)• 

Les coordonnées l , *), C d u point mobile, rappor tées aux axes 
mobiles M . Ar,. AC. seront liées au t emps / |>ar les relations : 

t = r ( 0 - A W . « = * « ) - * , ( 0 , ? = • ( ! ) - • , ( « ) • 

Ce sont les équations du mouvement relatif. 
Considérons spécialement le cas où le point dont on cherche 

le mouvement relatif est en repos absolu. Ses coordonnées, 
rapportées aux axes fixes OX. OY, OZ. auront a lors les valeurs 
constantes : 

x = a , y = 6, s = c; 
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et pa r suite les équations de son m o u v e m e n t relatif dev iendron t : 

i 

— x" 

Ç = a - / i ( i ) , m = 6 — ? t ( 0 » ï = c — 

Menons pa r le point M dont il s ' ag i t t rois axes MX.'. MY', MZ'., 
paral lè les àOX, OY, OZ. fig. 38, mais de sens cont ra i res . Les 
coordonnées* ' , g', z' de A, r appor t ées à ces axes, seront évi-
demment fournies pa r les formules 

x=a-rt[t), g = b - < ? , ( t ) , z = c - ^ ( t ) . 

Donc les coordonnées de l 'origine mobile A. par r appor t a u x a x e s 
lixes MX'. MY', 
MZ', sont cons-
t ammen t égales 
aux coordonnées 
de M rappor tées 
aux axes mobiles 
A I , A T I , . A Ç . O n e n 

conclut nécessai-
r ement (pie la tra-
jec to i re relative 
ou appa ren te du 
point M, pa r rap-
por t à ces axes 
mobiles , est sy-

métr ique de la t ra jectoire réelle du point A . Ces trajectoires 
sont symétriques l 'une de l ' aut re , et non égales , parce que les 
coordonnées x', y', z du point A se compten t en sens contraire 
des coordonnées relat ives TJ. S du point M ; elles seraient 
égales, si les coordonnées x', g' z, tout en ayant respective-
ment les mêmes valeurs que Ç, 7), Ç, se compta ient suivant les 
axes MX", M Y", MZ". 

Dans le cas particulier où, le po in t M étant en repos absolu, 
le point A décrit une t rajectoire p lane , la t ra jec to i re apparente 
ou relative du point M est aussi plane. Et comme deux figures 
planes symétriques sont en même t emps égales , on en conclut 
<pie. dans ce cas, la t ra jectoi re a p p a r e n t e du point M est exacte-
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ment la même que la t rajectoire réelle du point A : ces deux 
t rajectoires ne diffèrent que par la position qu'elles occupent . 
Nous pouvons ci ter , comme exemple, le mouvement annuel de 
la ter re au tour du soleil; dans ce mouvement , la ter re décrit une 
ellipse dont le soleil occupe un des foyers : il en résulte que, 
pour un observateur placé sur la ter re , le soleil semble décrire 
annuellement une ellipse égale A la précédente , dont un des 
foyers est occupé pa r la te r re . 

§ 0 0 . Mouvement relatif d'un 
point .¡Kir rapport à un système 
<raxes animé d'un mouvement 
derutation. — Soit AB .fig. 39, 
l 'axe «le rotation du sys tème 
d 'axes mobiles par rappor t 
auxquels nous voulons dé te r -
miner le mouvement relatif. 
Nous pouvons, si nous vou-
lons, supposer que le sys tème 
d'axes mobiles ait été choisi 
de manière «pie l 'un d 'eux A 

coïncide avec cet axe AB. 

Soient M, M', M" les positions du point mobile A la fin des 
temps t'. f . Le point M, considéré comme lié aux axes mobiles, 
décrit un cercle M.YN", en vertu de la rota t ion de ces axes au tou r 
•le AB, et «•• t rouve, |»ar exemple, en N" à la fin du temps ( , et 
••IL N" à la fin du temps f ; P est le cent re de ce cercle . Pour 
que le point mobile pari l t être dans la même position A la fin du 
temps t'qu'à la fin du temps /, pou r l 'observateur qui se meu t 
avec les axes , il faudrai t que ce point se trouvât en N" A la lin 
du temps t ; mais il est a lors en M': donc il a paru aller de N' en 
M. L observateur , ne se croyant pas en mouvement , r appor t e 
cette t ra jectoi re apparen te A la position M qu'avait d ' abord le 
point mobile; en sorte que, pour lui, le mobile a Semblé al ler 
de M en m', cette ligne Mm' é t an t la ligne N'M qu'on a fait 
tourner au tour de AB. jusqu'A ce «pie N' vienne en M. De même , 
le point mobile devrait être en N", A la fin du temps t", pou r 
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sembler occuper la même place qu 'à la Un du temps t ; ¡1 est 
a lors en M" : ¡1 a donc paru al ler de N" en M", ou plutôt de M 
en m", la ligne Mm" n 'é tant au t re que la ligne N" M qu'on a 
fait tourner autour de AB, jusqu 'à ce que N" vienne en M. 

La trajectoire du mouvement relatif du point mobile est donc 
Mm'm". Il est clair que, pour l 'obtenir, on peut donner à chaque 
instant au point mobile un mouvement de rotation au tour de 
AB, égal et contraire au mouvement des axes mobiles au tou r 
de cette l igne; en composant le mouvement absolu du point 
mobile avec ce nouveau mouvement , on t rouvera son mouve-
ment relatif ou apparent . 

Il résul te de là que, dans le cas part iculier où le point dont 
on cherche le mouvement relatif est en repos absolu dans l'es-
pace, ce mouvement relatif est un mouvement de rotat ion, 
égal et contra i re au mouvement de rotation des axes mobiles. 
On en trouve un exemple dans le mouvement diurne des as-
t r e s ; ce mouvement n'est qu 'une apparence due à ce que la 
ter re est animée d'un mouvement de rotation égal et contraire , 
au tou r de la ligne des pôles. 

s 61. Mouvement relatif d'un point, par rapport à un système 
doxes qui se déplace dune manière quelconque dans l'espace. 
— 11 est facile de général iser ce qui précède, de manière à 
dé terminer le mouvement relatif d 'un point p a r rappor t à un 
sys tème d'axes qui se déplace d 'une manière quelconque dans 
l 'espace. 

Imaginons que l'on donne à l 'ensemble du point mobile et des 
axes mobiles auxquels on le compare , un mouvement commun 
quelconque; le mouvement relatif du point par rappor t aux axes 
ne se ra pas changé par l 'existence de ce mouvement commun. 
Si l 'on choisit ce mouvement commun de telle manière qu'à 
chaque instant il soit égal et contraire au mouvement que possè-
dent les axes à cet instant, ceux-ci se t rouveront réduits à l'état 
de r e p o s ; quant au point mobile, il sera animé d'un mouvement 
résul tant de la composition du mouvement qu'il avait d ' abord , 
et de celui qu'on vient en outre de lui donner : ce mouvement 
résu l tan t ne sera au t re chose que le mouvement relatif cherché. 

Il est aisé de voir, d ' après cela, que la vitesse du point mobile 
à un instant quelconque, dans son mouvement relatif , est la 
résultante de sa vitesse absolue, et d 'une vitesse égale et con-
traire à celle qu'il aura i t s'il était lié invar iablement aux axes 
mobiles, dans la position qu'il occupe à cet instant . 

§ 62. Mouvement relatif de deux solides qui se déplacent cha-
cun d'une manière quelconque dans Cespace. — Lorsque deux 
solides A. B. se meuvent d 'une manière quelconque dans l'es-
pace. on t rouve le mouvement du solide A par r a p p o r t a u solide 
B, ou, ce qui revient au même, par r appor t à des axes coor-
donnés que l'on suppose liés invar iablement à ce solide B et 
mobiles avec lui, en opéran t comme nous venons de l ' indiquer 
dans le pa rag raphe précédent . On at t r ibue à l 'ensemble des so-
lides A et B un mouvement commun égal et contra i re au mou-
vement du solide B. Ce solide B se trouve ainsi r amené à l 'état 
de r epos ; et si l 'on compose le mouvement qu 'avai t le solide A 
avec celui qu'on vient de lui donner , on t rouve un mouvement 
résultant qui est précisément le mouvement relatif cherché . 

§ 6 3 . T h é o r i e d u r o u l r m r n t r t d u « l U a r m r n t d m a o l l d e a 

Ira uni aur Ira autrra. — Nous avons parlé d 'une courbe rou-
lant sur une au t re Courbe, et d 'une surface roulant sur une 
au t re surface, lorsque nous avons cherché à nous faire une 
idée de la manière dont s 'effectue le mouvement continu d 'une 
ligure plane dans son plan, et d 'un solide dans l 'espace. Quoi-
que l'on ait facilement compris alors en quoi consistait ce rou-
lement, nous allons en donner ici u n e définition précise , afin 
que l'on voie clairement quelle est la nature de ce genre de 
mouvement, dans tous les cas où il peut se présenter . 

On dit qu 'une courbe roule sur une au t r e courbe, lorsque la 
première courbe se meut par rappor t à la seconde sans qu'elles 
cessent d 'ê t re tangentes l 'une à l 'autre , et qu'en out re le point 
de contact se déplace en même temps de quanti tés égales sur 
deux courbes. Cette dernière condition peut d 'ai l leurs être 
énoncée autrement , en disant q u e les diverses par t ies de la 
première courbe viennent successivement s 'appliquer sur des 
arcs de même longueur de la seconde courbe. 
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Lorsque deux solides se meuvent l 'un pa r rappor t à l 'autre , et 
aùe leurs surfaces se touchent cons tamment pa r un point, le 
point de contact se déplace en général sur chacune de ces sur-
f a c e s . Considérons l e lieu géométr ique des positions que ce 
point de contact occupe successivement sur la surface du p re -
nder solide, et aussi le lieu géométr ique des posit ions q u i i 
occupe sur la surface d u second solide. Si, dans le mouvement 
des deux solides l 'un p a r r appor t à l ' aut re , la p remiè re de ces 
deux courbes roule s u r la seconde, conformément à la défini-
tion que nous venons d e donner du roulement des courbes , on 
dit que le premier sol ide roule sur le second. 

Deux solides peuvent se toucher à la fois pa r plus d 'un point . 
S'il y a un nombre fini de points de contact isolés les uns des 
aut res , il v aura rou l emen t des deux solides l 'un sur l ' aut re 
pour ceux de ces po in t s .le contact pour lesquels les conditions 
qui ont é té indiquées dans le cas d 'un seul point de contact 

seront remplies. 
Dans le cas où deux solides se touchent pa r un nombre infini 

de points de contact , f o r m a n t pa r l eu r ensemble ce qu 'on nomme 
une l igne de contact , o n di t qu'il y a roulement de l'un sur l ' au t re 
dans toute l 'é tendue d e la ligne de contact , lorsque les choses 
se passent comme n o u s allons l ' indiquer . Concevons qu 'on ait 
tracé une courbe que lconque sur la surface du premier solide, 
de telle manière «pie ce t te courbe rencont re la ligne de contact 
du premier solide avec le second, dans les diverses positions 
qu'elle prend successivement sur ce premier solide. Concevons 
en ou t re que l 'on a i t m a r q u é , s u r l a surface du second solide, In 
suite des points où ce l te surface est touchée successivement 
pa r la courbe «pie l 'on a t racée sur la surface du p r e m i e r ; cette 
suite de points de c o n t a c t formera u n e autre courbe tracée sur 
la surface du second sol ide. Si. dans le mouvement du premier 
solide sur le second, les deux courbes dont nous venons de 
par le r roulent l 'une s u r l ' aut re , de quelque manière que la 
p remiè re de ces c o u r b e s ail été t racée sur le solide correspon-
dant , il y a rou lement du premier solide su r le second, tout le 
long de leur ligne de contact . 

§ Gi. La définition que nous venons de donner du roulement 
d 'une courbe sur u n e au t re , ou d 'un solide sur 1111 autre , dans 
les d ivers cas qui peuvent se présenter . 11e suppose en aucune 
manière que l 'une des deux courbes, ou l 'un des deux solides, 
est en repos. Le roulement est absolu ou relatif, suivant que 
l 'une des deux courbes ou l 'un des deux solides est immobile, 
o u bien que les deux courbes ou les deux solides se déplacent 
en même temps dans l 'espace. Le roulement relatif peut d'ail-
leurs ê t re ramené à un roulement absolu, par le moyen que 
nous avons indiqué pour r amener un mouvement relatif quel-
conque à 1111 mouvement absolu IJ2 . 

Lorsqu'une courbe mobile roule sur une courbe immobile, 
soit que ces courbes existent seules, soit qu'elles se t rouvent 
t racées sur les surfaces de deux solides qui roulent l 'un sur l 'au-
tre, il est clair que le point de contact des deux courbes, consi-
déré comme appar tenan t à la courbe mobile, reste en repos 
pendant un intervalle de temps infiniment pe t i t ; le mouvement 
é lémentai re de la courbe mobile, ou du solide auquel elle ap -
par l ienl , «loit donc être une rota t ion au tou r d 'un axe passant 
par ce point de con tac t (S ¿7). H résulte de lii que, si un solide 
en mouvement touche cons tamment un solide immobile par 
plusieurs points , et s'il y a roulement «lu premier solide sur le 
second en chacun de ces points de contact , le mouvement élé-
menta i re du solide mobile est à chaque instant une rotat ion 
a u t o u r d 'un axe passant jwir ses divers points de contact avec 
le solide immobi le ; et que, par conséquent , tous ces points 
sont nécessairement en ligne droi te . Dans le cas où le solide en 
mouvement touche le solide immobile en une infinité de points 
formant une ligne, il ne peut y avoi r roulement du premier so-
lide sur le second tout le long de leur ligne de contact , qu 'au-
tant que celte ligne est droi te . Pour qu 'un solide puisse ainsi 
rouler d 'une manière cont inue, pendant un temps quelconque, 
su r un au t re solide immobile, tout le long d 'une ligne de con-
tact de leurs surfaces, il est nécessaire que les surface» de ces 
deux solides soient des surfaces réglées. 

Ce résul ta t auquel nous venons de parveni r , pour le cas du 



roulement absolu d 'un solide mobile sur un solide immobile 
dont il touche la surface en plusieurs points, est directement 
applicable au cas d 'un roulement relatif ; puisqu'un pareil rou-
lement peut être ramené à un roulement absolu des mêmes 
solides se touchant successivement par les mêmes points. 

§ 65. Toutes les fois que deux solides sont en mouvement 
l 'un pa r rapport à l 'autre, sans »pie leurs surfaces cessent de se 
toucher , et que les conditions qui caractérisent le roulement 
(§ 63) ne sont pas remplies , on dit qu'il y a glissement de l'un 
des solides sur l 'autre. Le glissement est absolu ou relatif, sui-
vant qu 'un seul des deux solides se meut dans l 'espace, ou bien 
qu' i ls sont tous deux en mouvement . Nous n 'avons besoin de 
nous occuper que du glissement absolu, puisque le glissement 
relatif peut toujours ê t re r amené à être un glissement absolu, 
par l 'application de ce qui a été dit dans le pa rag raphe 62. 

11 peut arr iver que le contact de deux solides, «pie nous sup-
poserons d 'abord n 'avoir lieu qu'en un point , reste toujours en 
un même point de la surface de l 'un de ces solides, et qu'en 
même temps il se déplace sur la surface de l 'autre. La quanti té 
dont les points des deux surfaces, qui coïncidaient au com-
mencement d 'un mouvement é lémentai re quelconque du so-
lide mobile, se t rouvent écar tés l 'un de l 'autre à la fln de ce 
mouvement élémentaire, forme ce qu 'on nomme le glissement 
élémentaire; la vitesse de celui de ces deux points qui appar-
tient au solide mobile est la vitesse de glissement. 

En généra l , le point de contact se déplace à la fois sur les 
surfaces des deux solides. Le glissement élémentaire est tou-
jou r s la quant i té dont les deux points qui coïncidaient se sont 
éca r t é s en vertu d 'un mouvement élémentaire du solide mo-
bile, et la vitesse du glissement est tou jours la vitesse de celui 
de ces deux points qui appar t ient au solide mobi le ; ce glisse-
ment élémentaire et la vitesse de glissement qui lui corres-
pond sont toujours dirigés dans le plan tangent commun aux 
deux solides mené par leur point de contact . 

Le mouvement du solide mobile peut se décomposer à cha-
que ins tant en un mouvement de rotation autour d 'un axe pas-

sant par son point de contact avec le solide immobile, et un 

mouvement de t ranslat ion : la vitesse de ce mouvement de 

translation est précisément la vitesse de gl issement. 
Le solide en mouvement peut toucher le solide immobile par 

plusieurs points isolés et en nombre lini, ou bien par une infi-
nité de points formant une ligne ou même une surface de con-
tact. Dans ce cas, on peut d i re pour chacun de ces points ce que 
nous venons de dire du point de contact unique, dans le r a s où 
nous supposions qu'il n 'y en avait qu 'un . Il y a un glissement 
élémentaire et une vitesse de glissement pour chacun de ces 
points de contact , et on les dé te rminera exactement de la même 
manière que si les solides ne se touchaient que par un point. 

s 66. Application nu* engrena*«*. — Les engrenages sont 
des o rganes de machines destinés ù t ransmet t re le mouvement 
de rotat ion d 'un a r b r e à un au t r e a rbre . Ils se composent de 
roues garnies de dents sur tout leur contour , ou, suivant l'ex-
pression admise, de roues dentées, que l'on adapte aux arbres 
entre lesquels on veut établ ir celte communication de mouve-
ment. Les dents de la roue montée sur le premier a rb re pénè-
trent entre les dents de la roue que porte le second arbre , ou, 
en d ' au t res termes, les dents des deux roues engrènent les unes 
avec les au t r e s ; en sor te que l 'un des deux arbres ne peut pas 
tou rne r sans que l 'aut re tourne en même temps. 

On construi t les dents des engrenages de telle manière que, 
si le mouvement de rotat ion de l 'une des deux roues est uni-
forme, le mouvement qui en résulte pour l 'autre roue soit aussi 
uni forme: ou bien, ce qui revient au même, de manière que 
le rappor t des vitesses angulaires des deux roues reste cons-
tant, quel que soit le mouvement de l 'une d'elles. 

Nous dist inguerons les engrenages cylindriques qui servent 
à établir la communication du mouvement de rotation entre 
deux arbres de direction paral lèles, et les engrenages coniques 
qui jouent le même rôle dans le cas de deux arbres dont les 
axes de rotation concourent en un même point. 

§ 67. Engrenages cylindriques. — Soient 0 , 0 ' , fig. iO, les 
projections des axes de deux arbres parallèles, sur un plan 



perpendiculaire à leur direct ion. Désignons p a r » la vitesse an-

gulaire de l ' a rbre 0 , et p a r w' celle de l ' a rbre 0 ' ; nous suppo-

serons que ces deux vitesses res tent constantes pendan t le 

mouvement . Divisons la d is tance 0 0 ' . en deux par t i e s OA. 

O'A telles que l'on ait 

OA 
O'A ' 

puis décrivons deux c i rconférences de cercle, des points 0 , 0 ' 
comme centres , 
avec OA et O'A 
pour r ayons : ces 
deux c i rconfé-
rences se nom-
ment les circon-
férences primiti-
ves de l 'engre-
nage . 

I / a r e d é c r i t 
pendan t le temps 
dt, pa r un point 
de la c i rconfé-
rence O A, est 
égal Aoirf/ X O A ; 
l 'arc décr i t dans 

le même temps par un point d e la circonférence O'A est égal 
à i»di x O'A : donc ces deux a r c s sont égaux , d ' a p r è s la posi-
tion que le point A occupe su r la ligne 0 0 ' . Ainsi l ' engrenage 
doit être construit de m a n i è r e qu' i l passe en même t emps des 
a rcs égaux des deux c i rconférences pr imit ives par la ligne des 
centres. On en conclut faci lement que, pendant le mouvement 
des deux roues, les c i rconférences primitives roulent l 'une sur 
l 'autre (§ 63). 

On adopte pour surfaces d e s dents des roues, des surfaces 
cylindriques ayant leurs géné ra t r i ce s paral lè les a u x axes des 
a rbres ; on n'a donc qu'à d é t e r m i n e r la forme des bases de ces 

surfaces cylindriques, c 'est-à-dire les protils des dents . Le pro-
01 des dents de l 'une des deux roues peut ê t re pris arbi t ra i re-
ment ; celui des dents de l 'autre roue s 'en déduira pa r la con-
dition que, le mouvement se t ransmet tan t par l ' in termédia i re 
de ces dents , les circonférences primit ives de l ' engrenage rou-
lent l 'une sur l 'autre. 

Soit AB le profil d 'une dent de la roue 0 ' . Si l 'on fait tourner 
les deux roues indépendamment l 'une de l 'autre , en leur don-
nant les vitesses angulaires le profil de la dent correspon-
dante de la roue < » devra rester cons tamment tangent à la courbe 
AB, tant que ces deux dents se t rouveront dans des condit ions 
convenables pour ê t re en prise l 'une avec l 'autre , eu égard à 
leur longueur . Il en sera encore de même si, out re les mouve-
ments de rotat ion isolés dont nous venons de par le r , on donne à 
l 'ensemble des deux roues un mouvement commun de rotat ion 
égal et contraire au mouvement de la roue 0 , afin de rédui re 
celte roue O à l 'état de repos , et de donner à la roue O'un mou-
vement absolu qui soit précisément le mouvement relatif qu'elle 
avait par rapport à la roue 0 § 62). Le mouvement que p rendra 
ainsi la roue O' sera évidemment un roulement de la circonfé-
rence primitive O'A. sur la circonférence OA supposée immo-
bile. Donc le profil ADM. (pie l 'on doit donner à la dent de la 
roue O, e- t l'enveloppe des positions successive« que prend la 
courbe AB, lorsqu'elle est entra înée par le cercle O'A, roulant 
sur le cercle OA. 

Le cercle O'A, roulant , comme nous venons de le dire, sur le 
cercle OA qui reste immobile, et étant venu dans une position 
quelconque 0',A, de manière à toucher le cercle OA en C, on 
obt ien l le point où la position correspondante A,B, de la courbe 
AB touche son enveloppe, en abaissant du point C la normale 
CD sur A,B,. Car le cercle mobile, en continuant à rouler , 
tourne d 'abord d 'une quanti té infiniment petite au tour du centre 
instantané C. Soit DCD' l 'angle dont il tourne ainsi : l 'arc DD', 
de la courbe A,B, peut être regardé comme un arc de cercle 
décrit du point C comme centre, avec CD pour rayon. Après la 
rota t ion infiniment petite dont nous parlons, le point D' de la 



courbe A,B, sera donc venu en D ; et par suite, le point D est si-
tué à la fois sur la courbe A,B, et sur la position infiniment voi-
sine qu'elle va prendre en tournant au tour «lu point C : donc 
enfin le point D appar t ien t à l 'enveloppe, qui est le lieu géomé-
trique des intersections successives de la courbe mobile AB. 

Le profil des dents de la roue 0 étant déduit , comme nous ve-
nons de le dire, du profil adopté arb i t ra i rement pour les dents 

de la roue 0 ' , considérons ces deux 
roues dans une position telle que 
les deux profils se touchent en un 
point quelconque M, fig. 41. D'a-
près ce qui a été dit, la ligne AM est 
la normale commune aux deux 
profils en M. Le mouvement relatif 
de la roue 0 ' par rappor t à la roue 
0 étant un mouvement de roule-
ment du cercle OA sur le cercle OA', 
le mouvement relatif élémentaire 
de cette roue 0 ' sera une rotation 
infiniment petite autour du point A; 
dans ce mouvement élémentaire le 
profil KF adap té à la roue 0 ' glisse 
d'une certaine quanti té sur le profil 

Fig. ai. GII adapté à la roueO : nous allons 
déterminer la valeur de ce glisse-

ment. La roue 0 tourne avec une vitesse angidaire M. et la roue 0 
avec une vitesse angulaire w'; lorsque nous donnons à l'ensem-
ble des deux roues un mouvement égal et contraire au mouve-
ment de la roue 0 , pour ramener celle-ci à l 'état de repos, el 
faire prendre à la roue O'un mouvement absolu égal au mouve-
ment relatif qu'elle avait d 'abord, cette roue 0 ' se t rouve animée 
à la fois d 'une vitesse angulaire w au tour de l 'axe 0 , et d'une 
vitesse angulaire w' de même sens que la précédente, autour 
de 1' axe 0 : ces deux rotations simultanées de la roue 0 ' , con-
sidérées pendant l 'élément de temps dt, équivalent à une rota-
tion unique au tou r d 'un axe parallèle aux axes 0 , 0 ' , mené par 
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le point A. et la vitesse angu la i re de cette rotat ion résul tante 

est égale à u + w' (§ 54). L'angle décri t par la roue 0 ' , pendant 

le temps dt. en vertu de son mouvement relatif, est donc 

(* -f- o/) dt; et si nous désignons par p la longueur de la nor-

male AM, nous aurons 

P ( « + • ' ) dt 

pour le déplacement relatif é lémentaire du point M pris sur le 
profil KF, c 'est-à-dire pour ce que nous nommons le glissement 
élémentaire (§ 65». Si nous désignons pa r ds l 'arc infiniment 
|>etit «le chacune des circonférences primitives qui passe pa r la 
ligne des centres pendant le temps dt. el pa r r , r, les rayons 
OA, O'A de ces c i rconférences , nous au rons 

et pa r suite l 'expression du glissement élémentaire deviendra 

¡5 68. Engrenages coniques. — Dans le cas où les axes de ro-
tation des deux arbres con-
courent vers un même point 
S. fig. 42, on détermine la 
forme des dents des roues 
qui doivent t ransmet t re le 
mouvement de rotation de 
l'un de ces deux a rb r e s à 
l 'autre , pa r des considéra-
tions analogues à celles que 
nous venons de présenter 
pour le cas où les axes des 
deux arbres sont parallèles. 

Soit encore o» la vitesse angulaire de l ' a rbre qui tourne autour 
de l 'axe SN.et w'celle de l 'autre a rbre , qui tourne autour de SN". 



Prenons , dans le p lan N'SN', un point A tel que les distances 
OA, O A de ce point aux axes SX, §N satisfassent à la condition 

OA 
OA 

puis décr ivons , des points 0 , O c o m m e cent res , dans les plans 
respec t ivement pe rpend icu l a i r e s aux axes SX, S N , des circon-
férences de cercle a y a n t OA e t O A pour r ayons . L' intersection 
des p lans de ces deux cerc les j»asse par le point A ; elle est per-
pendicula i re au plan NS.N", et p a r conséquent aux deux lignes 
OA, O'A : donc cette i n t e r sec t ion est une tangente commune 
aux deux cercles en A. Si n o u s r e g a r d o n s les deux circonfé-
rences OA.O'A c o m m e les b a s e s de deux cônes ayant tous deux 
le point S pour sommet , c e s deux cônes, <jui se t ouchen t le 
long de la généra t r i ce AS. se n o m m e n t les cônes primitifs de 
l ' engrenage . 

Pendan t le m o u v e m e n t d e s deux a rb res , les deux circonfé-
rences OA, O A roulent l 'une s u r l ' au t r e ; on le r econna î t exac-
tement de la même m a n i è r e q u e d a n s le cas des engrenages 
cyl indr iques . Les deux cônes p r imi t i f s roulent éga lement l'un 
su r l ' aut re . 

On prend pou r surfaces d e s ' d e n t s des deux roues des surfaces 
coniques a y a n t le point S p o u r s o m m e t c o m m u n . Si l'on donne 
a rb i t r a i r emen t la su r face d e s d e n t s de l 'une des deux roues , on 
dé t e rmine celle des dents d e l ' au t r e roue , en faisant rouler le 
cône primitif de la p r e m i è r e roue s u r le cône pr imit i f de la 
seconde : la surface c h e r c h é e n ' e s t a u t r e chose que l'enveloppe 
des posit ions successives que p r e n d la su r face donnée , en vertu 
de ce rou lement . 11 est aisé d e vo i r , en ou t re , que le p lan qui 
passe à un instant q u e l c o n q u e p a r la l igne de contact des deux 
cônes pr imi t i fs et p a r l a l i gne d e contact des sur faces coniques 
de deux dents , a p p a r t e n a n t l ' u n e à la p r emiè re roue , l 'autre à 
la seconde r o u e , est d i r igé n o r m a l e m e n t à ces de rn iè re s sur-
faces, tout le long de leur l i g n e de contac t . 

Si l 'on veut, à un ins tan t q u e l c o n q u e , dé t e rmine r le glisse-

ment é lémenta i re des dents l 'une su r l 'autre , en un point M pr is 
sur leur ligne de contac t , on y a r r i v e r a encore c o m m e dans le 
cas des engrenages cy l indr iques . P o u r t rouver le mouvement 
relatif é l émen ta i r e de la roue O', |»ar r a p p o r t à la r o u e O , pen-
dant le t emps dt, compté à pa r t i r de l ' instant que l'on consi-
dè re . appl iquons à l ' ensemble d e s deux roues 0 , 0 ' . un mouve-
ment c o m m u n égal et con t r a i r e au mouvemen t de la roue 0 : 
cet te roue 0 sera r édu i t e au repos, et la roue 0 ' sera an imée à 
la fois d 'une vitesse a n g u l a i r e «•• a u t o u r de l 'axe SX, et d 'une 
vitesse angu la i r e M ' a u t o u r de l ' axe SX". Mais ces deux ro ta -
tions s imul tanées d e l à roue O équivalent à une rotat ion uni-
que i?5 53 a u t o u r d 'un axe que l'on reconnaî t ra sans peine ê t re 
dir igé su ivant la ligne de contact SA des deux cônes primit ifs ; 
et la vitesse angu l a i r e U de cet te rota t ion résu l tan te sera re-
présentée par la d iagonale SU du p a r a l l é l o g r a m m e SFUH, si 
les côté- SF. SG sont pris de man iè r e à représen te r les vitesses 
angula i res composante- w, w'. Si l 'on dés igne l 'angle OSA p a r « , 
et l 'angle O SA |»ar a', on a 

SU = S F c o s « + S G cos « ; 

on aura donc aussi 

n = « c o s f t - f - u ' c o s %. 

D'apre» cela, l 'angle décr i t pa r la roue 0 ' . dans son mouve-
ment relatif é l émen ta i r e a u t o u r de l 'axe SA, sera égal à 

( M C O S « 4 - «• cos «') dt ; 

et si l 'on dés igne p a r p la longueur de la perpendicula i re abais-
sée du point M dont on veut éva luer le glissement su r l 'axe de 
rota t ion ins tan tané SA. on aura 

J ) ( M cos « - h » cos •') dt 

pour le g l i ssement é lémenta i re de ce point M. Désignons encore 
pa r dt l ' a rc inl iniment peti t de chacune des c i rconférences OA. 



O'A qui t r averse le p l an NSN' pendan t le t e m p s dt, et pa r ? • / 

les r a y o n s OA, O'A de ces c i rconfé rences , et cel te express ion du 

g l i ssement é l émenta i re du poin t M dev iendra 

P (j,COS a-j-pCOSa'^ ds. 

Il est aisé de voi r que l ' express ion ana logue , t rouvée dans le 
cas des e n g r e n a g e s cy l indr iques , n 'est qu 'un cas particulier 
de celle que n o u s venons d ' o b t e n i r : il suffit en efTet de sup-
poser a et a' nuls d a n s cet te de rn i è re express ion , p o u r qu'elle 
devienne ident ique avec celle qui se r a p p o r t e a u x engrenages 
cy l indr iques . 

CHAPITRE 1Y 

ACCÉLÉRATION DANS LE MOUVEMENT D'UN POINT. 

§ 69. Accé lérat ion dans l e mouvement rect i l igne uniformé-
ment varié. — Cons idérons un point se m o u v a n t en l igne 
droite, d ' un m o u v e m e n t u n i f o r m é m e n t accéléré (§ 11). L 'équa-
tion de ce m o u v e m e n t est de l a fo rme 

s = a]-f- bt -(- ci8, 

et la vi tesse est donnée à un ins tant que lconque p a r la re la t ion 

v = b + 2ct. 

Ainsi que n o u s l ' avons dé j à r e m a r q u é , d a n s un pare i l mouve-
ment , la vi tesse v s 'accroî t p ropo r t i onne l l emen t a u t emps t ; et 
2c est l a quant i té d o n t elle s ' accro î t d a n s l 'uni té de t emps . 

On peut dire que 2c ser t de m e s u r e a u deg ré p lus ou moins 
g r a n d de rap id i té ou de lenteur avec lequel s 'e f fectue l 'accrois-
sement de la vi tesse dans le m o u v e m e n t par t i cu l ie r don t on s 'oc-
cupe . Cette q u a n t i t é 2 c est dés ignée sous le nomd 'accélérat ion. 
On voit qu 'el le joue , re la t ivement à la var ia t ion de la vitesse, 
dans le m o u v e m e n t rect i l igne u n i f o r m é m e n t accé léré , le rôle 
que j o u e la vi tesse r e l a t i vemen t à la va r i a t ion de l ' a r c de t ra-
j ec to i r e qui s épa re le po in t mobi le d ' u n poin t fixe de cet te t r a -
jec to i re , dans le m o u v e m e n t un i fo rme (§ 6). Cette défini t ion de 
l ' accé léra t ion , établ ie en adme t t an t implic i tement que b et c 
son t tous deux posit ifs , s ' appl ique , en généra l , que l sque soient 
les s ignes de b et c ; c 'es t -à-di re que, dans le m o u v e m e n t rec-
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ment , la vi tesse v s 'accroî t p ropo r t i onne l l emen t a u t emps t ; et 
2c est l a quant i té d o n t elle s ' accro î t d a n s l 'uni té de t emps . 

On peut dire que 2c ser t de m e s u r e a u deg ré p lus ou moins 
g r a n d de rap id i té ou de lenteur avec lequel s 'e f fectue l 'accrois-
sement de la vi tesse dans le m o u v e m e n t par t i cu l ie r don t on s 'oc-
cupe . Cette q u a n t i t é 2 c est dés ignée sous le nomd 'accélérat ion. 
On voit qu 'el le joue , re la t ivement à la var ia t ion de la vitesse, 
dans le m o u v e m e n t rect i l igne u n i f o r m é m e n t accé léré , le rôle 
que j o u e la vi tesse r e l a t i vemen t à la va r i a t ion de l ' a r c de t ra-
j ec to i r e qui s épa re le po in t mobi le d ' u n poin t fixe de cet te t r a -
jec to i re , dans le m o u v e m e n t un i fo rme (§ 6). Cette défini t ion de 
l ' accé léra t ion , établ ie en adme t t an t implic i tement que b et c 
son t tous deux posit ifs , s ' appl ique , en généra l , que l sque soient 
les s ignes de b et c ; c 'es t -à-di re que, dans le m o u v e m e n t rec-



tiligne uni formément .varié quelconque, représenté également 
pa r l 'équation ci-dessus, on désigne tou jour s 2c sous le nom 
d 'accélérat ion. On voit q u e l 'accélération est posit ive ou néga-
tive en même temps que c . 

Fendant un intervalle de temps infiniment petit dt, la vitesse 
v s 'accroît de icdt : c'est ce que nous n o m m e r o n s l'élément de 
vitesse acquise, ou la vitesse acquise élémentaire, correspon-
dant à ce temps infiniment peti t . Il suffi t , comme on voit, de 
diviser la vitesse acquise é lémenta i re pa r dt. pour avoir l 'accé-
léra t ion. 

>i 7 0 . A r r ó l i - n i l i o i i ( lu i t* Ir m o u y r m r n t r e c t i l i g n e t a r i r 

en gfitérai . — Nous avons vu ^ H par quelles considéra-
lions on est autorisé à r e g a r d e r un mouvement var ié quelcon-
que comme étant la succession d 'une infinité «le mouvements 
uniformes dont chacun a lieu pendant un intervalle de temps 
infiniment petit. Des cons idéra t ions ent ièrement analogues , 
appliquées au cas d 'un mouvement rectiligne dans lequel la 
vitesse var ie d 'une m a n i è r e quelconque d 'un instant à un au t re , 
nous permet t ron t également de r ega rde r le mouvement recti-
ligne varié en général , c o m m e étant la succession d 'une infinité 
«le mouvements a 'c t i l ignes uni formément variés, tous de même 
direction, dont chacun a lieu pendan t un intervalle de temps 
infiniment peti t . 

Gela posé, on nomme accélérat ion à un instant quelconque, 
dans un mouvement rec t i l igne varié, l 'accélérat ion du mouve-
ment rectiligne un i fo rmémen t var ié qui forme un des éléments 
du mouvement rect i l igne varié à 1 instant que l'on considère. 

Soit v la vitesse du mobi le à la fin du temps /, et v -}- dv ce 
que devient celte vitesse à la fin du temps t - f dt, due si la vi-
tesse acquise par le mob i l e pendant l 'élément du temps dt. Si 
nous regardons le m o u v e m e n t comme un i fo rmément varié 
pendant cet é lément d u t emps , conformément à ce que nous 
venons de dire, nous n ' a u r o n s qu ' à diviser la vitesse acquise 
élémentaire dv par le t e m p s dt, pour avoir l 'accélérat ion à la 
fin du temps t ; en sor te que , si nous désignons celte accéléra-
lion par j , nous au rons 

. </t 

Si le mouvement rectiligne var ié a pour équation 

on en déduit 

® = N O , 
t i 

et pa r suite 

j=r(t; 

§ 7 1 . La loi de variat ion de la vitesse du mobile , dans le 
mouvement rectiligne varié, peut ê t r e représentée p a r une li-
gne courbe, de môme que p récédemment nous avons resprésenté 
par une courbe la loi de variat ion de la distance qui sépare le 
mobile d 'un point fixe de sa t ra jec to i re (§ 5). Il suffit en effet, 
pour cela, de représenter un t emps quelconque t pa r une cer-
taine ligne dont la longueur lui soit propor t ionnel le , et «le re-
garder cette ligne et celle qui r eprésen te la vitesse corres|H»n-
danle p du mobile, comme é tan t l 'abscisse et l 'o rdonnée d 'un 
point , rappor tées à un système «l'axes coordonnés rec tangu-
laires. La forme de la courbe, dont les différents points cor-
respondent ainsi aux divers systèmes de valeurs de f et «le v, 
donnera une idée nette de la manière dont la vitesse du mobile 
varie avec le t emps . 

Dans le cas du mouvement un i formément var ié , la vitesse 
variant proport ionnel lement au temps , la courbe qui représente 
la loi de cette var ia t ionde la vitesse se réduit à une ligne droite 
AB, fi g. 43. L'accélération, dans un pareil mouvement , é tan t la 
quanti té dont la vitesse du mobile s 'accroît dans l 'uni té de 
temps, on l 'obt iendra pa r une construction analogue à celle qui 
nous a permis de t r o u v e r la vitesse dans le cas du mouvement 
uniforme dont la loi est également représentée pa r une ligne 
droite (§ 7). On mènera , pa r un point quelconque C, une ligne 
CD parallèle à l 'axe OT et égale à la ligne que l 'on a adoptée 

G 



K i f . M . 

pour r ep résen te r l 'uni té de t e m p s ; puis , par le point D, on 

m è n e r a une para l lè le D K à l 'axe OV, j u squ ' à la rencont re dè la 

l igne AB. en E : la longueur de la 

l igne DE fera conna î t re la quan-

ti té don t la vitesse s ' accro î t dans 

l 'uni té de t emps , c 'es t -à-dire l 'accé-

léra t ion. Il est à peine nécessa i re d 'a-

jou te r que la const ruct ion que nous 

venons d ' exp l iquer , en adme t t an t 

T implici tement que la vitesse aug-

men te avec le t emps , s ' appl iquera i t 

éga lement d a n s le cas où la vitesse 

irait en d i m i n u a n t , c 'es t -à-di re où l ' accéléra t ion se ra i t néga t ive . 

Lorsqu 'un m o u v e m e n t rect i l igne n'est pas u n i f o r m é m e n t va-

r ié . la l igne qui r ep ré sen t e la loi d e v a r i a t i o n d e la v . t e s sedu mo-

bile n ' es t plus u n e l igne d ro i t e . Il est aisé de voir que la consi-

dé ra t ion s u r laquel le n o u s nous sommes appuyés pour définir 

l ' accé lé ra t ion , et qui consiste à r e g a r d e r le m o u v e m e n t varie 

c o m m e f o r m é p a r la succession d 'une infinité de mouvemen t s 

u n i f o r m é m e n t va r i é s a y a n t lieu chacun pendant un in terval le de 

t e m p s in f in iment , * t i t , r ev ien t à r e g a r d e r la courbe qui repré-

sente la loi de var ia t ion de la vitesse du mobile c o m m e un 
po lvgone inf in i tés imal . 

Soit C. fig. 44, le po in t de celte courbe qui cor respond à une 

va leur que l conque t du t emps . Le mouvemen t un i fo rmément 

var ié qui fo rme u n des éléments 

du mouvement va r i é , à l ' instant 

que nous cons idérons , est re-

présenté par l 'é lément de la 

courbe AB cor re spondan t au 

poin t C; et si ce mouvement 

un i formément var ié se conti-

nuait pendant un t emps quel-

conque, il sera i t r ep résen té par 

le p r o l o n g e m e n t rec t i l igne de l 'é lément de courbe dont nous 

venons de p a r l e r , c 'est-à-dire p a r la tangente CD. L'accélération 

d a n s le mouvemen t var ié à la fin du t e m p s t, é t an t p réc i sément 
l ' accéléra t ion de ce mouvemen t u n i f o r m é m e n t var ié (§70 . nous 
en t r o u v e r o n s la va leur en opé ran t s u r la t angen te CD c o m m e 
nous a v o n s opé ré il n 'y a q u ' u n ins tan t s u r la l igne AB de la 
fig- 13. T r a ç o n s la l igne CE para l lè le à OT et éga le à la l igne 
qui r ep ré sen t e l 'uni té de t e m p s ; puis m e n o n s pa r le point E 
une para l lè le EF à l ' axe OV, j u s q u ' à la r encon t r e de la tan-
gente CD : la l o n g u e u r de la l igue EF n o u s fera conna î t re l 'ac-
céléra t ion d a n s le m o u v e m e n t var ié , à la fin du temps t. 

§ H . A c c é l é r a t i o n d a n s l e m o u v e m e n t c u r v i l i g n e . — D a n s 

un mouvemen t rectil igne' que lconque , la vitesse acquise élé-
men ta i r e relat ive à l ' é l ément du t e m p s dt n 'est a u t r e chose 
que la vitesse inf in iment pet i te qui , en s e c o m p o s a n t avec la 
vitesse du mobile à la fin du t emps t, p rodu i t la vitesse qu'il 
possède à la fin du t emps t + dt; c 'est la vi tesse qui lui a é té 
c o m m u n i q u é e pendan t le t e m p s in f in iment pet i t dt. Dans le 
cas où le m o u v e m e n t sera curv i l igne , n o u s n o m m e r o n s encore 
élément de vitesse acquise, ou vitesse acquise élémentaire, la vi-
tesse q u e le po in t mobi le acquier t p e n d a n t le t emps infiniment 
petit dt, c 'est-à-dire la vitesse qui , en se composan t avec la 
vitesse du mobi le à la fin du t e m p s t, p rodu i t celle dont il est 
an imé à la fin du temps t +'dt. 

En ou t re , nous n o m m e r o n s accélération d u mobile, à la fin 
du t e m p s t, la vi tesse q u ' a c q u e r r a i t ce mobi le pendant l 'uni té 
de t emps , si, d a n s c h a c u n e des por t ions inf in iment petites et 
égales d a n s lesquelles on peut concevoi r que cette uni té de 
t emps soit p a r t a g é e , il a cqué ra i t un é l é m e n t de vitesse de même 
g r a n d e u r et de môme direct ion que l ' é l ément de vitesse qu'i l 
acquier t rée l lement p e n d a n t le même t e m p s infiniment petit à 
pa r t i r de la fin du t emps /. Il est c la i r q u e l ' accéléra t ion d a n s 
le m o u v e m e n t recti l igne est compr ise , c o m m e cas par t icul ier , 
dans l 'accéléra t ion telle que nous la déf in issons p o u r le mou-
vement curv i l igne . 

Il résul te de cette défini t ion que l ' accé lé ra t ion , à un ins tant 
quelconque, d a n s le cas géné ra l , est une vitesse finie, dont la 
di rect ion et le sens sont les mômes que la d i rec t ion et le sens 



.le la vitesse acquise é lémenta i re relat ive à cet ins tan t : et que. 

de plus, p o u r avoi r la g r andeu r de cette accéléra t ion , il suffit 

de diviser la vitesse acquise é lémenta i re p a r le t e m p s infini-

ment petit dt qui lui co r re spond . 
Dans le cas où le mouvemen t est rect i l igne, la vitesse du mo-

bile a t o u j o u r s la m ê m e d i rec t ion ; la vitesse acquise élémen-
taire, et, par suite, l ' accéléra t ion, au ron t donc aussi tou jours 
la m ê m e direct ion, qui est celle du m o u v e m e n t . Lorsque le 
m o u v e m e n t est curvi l igne, il n 'en est plus de m ê m e ; la direction 
de l 'accélération n 'est pas connue imméd ia t emen t , comme 
dans le mouvement rect i l igne. Aussi a-t-on à dé te rminer , dans 
chaque cas part icul ier , à la fois la g r andeu r et la direct ion de 
l 'accélérat ion : c 'est ce qu 'on fai t en dé t e rminan t les g r a n d e u r s 
de deux composantes de cette accéléra t ion suivant des direc-
tions connues , ainsi que nous a l lons l ' indiquer . 

§ 7 3 . A c c é l é r n t i o n t a n K e n t i e l l e . a c c é l é r a t i o n c e n t r i p è t e . 

— Soit AB. fig. «S, la t r a j ec to i re du poin t mobi le . Supposons 
qu'i l se t r o u v e en 

» M à la lin du 
temps t et en M' ¡1 
la fin du t e m p s 
dt. P a r un point 
quelconque C me-
nons une droi te 
CD égale et para l -
lèle à la vi tesse v 
du mobile en M; 
puis une seconde 
droi te CE éga le et 

paral lè le à la vitesse v -\-dv qu ' i l possède en M'. La l igne DE 
est év idemment égale et pa ra l l è l e à la vitesse qui , en se com-
posant avec la vitesse v du mobi le en M. p r o d u i t la vitesse 
v-\- dv du mobile en M' : donc cet te ligne DE est égale e t paral-
lèle à la vitesse acquise é l émen ta i r e co r r e spondan t à l 'élément 
du t emps que le mobile emplo ie à al ler de M en M'. Il résulte 
de là que l 'accélérat ion du mobi le , à la fin du temps / . e s t di-

Fig. 45. 
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r igée suivant une paral lè le à DE menée p a r le point M. et de 

plus, que la g r a n d e u r de cette accé léra t ion s 'obt iendra en di-

visant DE p a r dt. 

Si nous abaissons EF perpendicu la i re sur CD. et que nous 
construis ions le rec tangle DFEG. nous pou r rons r ega rde r la 
vitesse infiniment peti te I)E comme résul tant de la composition 
des vitesses DF, DG. Nous pouvons donc aussi r egarder la 
vitesse acquise é lémenta i re du mobile en M. comme résul tant 
de la composit ion de deux au t res vitesses, dont l 'une, égale à 
DF. est dir igée suivant la t angen te & la t ra jec to i re en M, et 
l 'autre, égale à DG, est dir igée su ivant une perpendiculaire à 
cette tangente menée dans le plan oscillateur de la courbe, 
c 'es t -à-dire suivant le rayon de cou rbu re MO. En divisant ces 
deux composantes de la vitesse acquise é lémenta i re par dt, 
on aura les g r a n d e u r s des deux composantes de l 'accélération 
suivant les mêmes direct ions. 

La composante de l 'accélérat ion du mobile suivant la tan-
gente à la t ra jectoi re se nomme Y accélérai ion tangentielle. Sa 
valeur s 'obt ient en divisant DF par dt ; mais on a 

DF = (t -+-dv) cos dx — », 

en désignant p a r d t l ' angle in f in iment petit que forment ent re 
elles les d i rec t ions des vitesses v et v -f- dv, ou , ce qui revient 
au même, l 'angle des tangentes à la t ra jec to i re menées par les 
points M. M'; on a donc pour l 'expression de l 'accélération 
tangentielle 

l)F (c dp) cos dx — y dv I dx 
d t ~ dt dt 2l dt' *' 

quanti té qui se rédui t s implement à 

dv 
dt' 

La vitesse v, qui est fournie par la relation (§ 9) 

di 



est positive ou négative, suivant qu'elle est dirigée dans le sens 
dans lequel on compte les distances positives sur la trajectoire, 
ou en sens cont ra i re ; il en est de même de l 'accélération tan-
gentielle, qui est également positive ou négative, suivant 
qu'elle est dans lesensdes vitesses positivesou en sens contraire . 

La composante de l 'accélération suivant le rayon de cour-
bure de la t ra jectoi re se nomme l'accélération centripète. Elle 
est t ou jour s dir igée de la courbe vers le centre de courbure 0 . 
Sa valeur s 'obtient en divisant DG par dt. et comme on a 

Diï = (v+du) sin ti*, 

il en résul te q u e l 'accélérat ion contr ipète est égale à 

(y + dv) 81 11 (la. 
dt 

on s implement 

<1* 
vdV 

Observons maintenant que l 'angle dn est égal à l 'angle des 
normales qui jo ignent les deux points M, M'au centre de cour-
bure 0 ; en sor te que , si l'on désigne le rayon de courbure MO 
parp, on a 

<ia ds v 
dt (dt y 

D'après cela, la valeur de l 'accélération centripète devient 

v* 
if 

Si l'on construi t un para l lé logramme sur l 'accélération tan-
dv , . Ds 

gen t ie l l e—, et l 'accélération centr ipète—, la diagonale de 
d t p 

ce para l l é logramme sera l 'accélération j du mobile au point M, 
à laquelle on donne souvent le nom d'accélération totale, pour 
la distinguer de ses composantes. 

Dans le cas du mouvement rectiligne, pes t infini, l 'accéléra-

composante tangentiel le Dans le cas du mouvement curvi-

dl} 

ligne uniforme, — est nul, et l 'accélération totale se réduit à sa 

pt composante normale —. Enfin, dans le cas du mouvement 

rectiligne uniforme, les deux composantes de l 'accélération to-
tale sont nulles, en sor teque l 'accélération totale est aussi nulle. 

11 est aisé de voir que, si l 'on construi t une courbe pour re-
présenter la loi de variation de la vitesse d 'un point mobile sur 
sa t rajectoire curviligne, en opérant comme nous l 'avons indi-
qué (§ 71) pour le cas d 'un mouvement rectil igne, on pour ra se 
servir de cette courbe pour t rouve r l 'accélération tangentielle 
à un instant quelconque, exactement de la même manière qu 'on 
s 'en sert pour prouver l 'accélération d a n s un mouvement rec-
ti l igne; puisque l 'expression de l 'accélération tangentielle dans 
le mouvement curvil igne est la même que l 'expression de l'ac-
célération dans le mouvement recti l igne. 

S 7 1 . A c c é l é r a t i o n d a n » l e m o m e m e n t p r o j e t é l u r u i p l a n 

_ Quand on projet te le mouvement d 'un point sur un 
plan fixe (§ 12), la vitesse de la project ion est à chaque ins-
tan t la projection de la vitesse du point dans l 'espace. Imagi-
nons donc que l'on ait construi t , pour le mouvement que l'on 
projette, le t r iangle llDE, fig. 45, dans lequel les trois côtés CD. 
CE. I)E sont respect ivement égaux et |>arallèles à la vitesse v 
du mobile à la fin du temps t, à la vitesse v - f dv relative à la 
Un du temps t -f- dt, et à la vitesse acquise é lémentai re corres-
pondant à l 'élément du temps dt. Si l 'on proje t te ce triangle CDE 
sur un plan lixe, on a u r a un au t re tr iangle que nous désignerons 
par cde. Dans ce tr iangle proje té , le côté cd, projection de CD. 
sera égal et paral lèle à la vitesse d e l à projection du mobile sur 
le plan fixe à la fin du temps / ; le côté ce, projection de CE. 
sera aussi égal et pa ra l l è leà la vitesse de la projection du mobile 
à la Un du temps t - f dt : donc le t rois ième côté de, projection de 
DE. jouera , par rappor t au mouvement projeté , exactement le 



même rôle que DE pa r rappor l au mouvement de l 'espace, 
c 'est-à-dire que de sera égal et paral lè le à la vitesse acquise 
é lémentai re de la projection du mobile correspondant au temps 
infiniment petit dt. On en conclut de suite que l 'accélération 
dans le mouvement proje té est la project ion de l 'accélérat ion 
dans le mouvement de l 'espace. 

Il faut bien observer qu'il s 'agi t ici uniquement des accéléra-
tions totales, dans le mouvement (pie l 'on projet te , et dans la 
project ion de ce mouvement . Si l 'on construit le rectangle à 
l'aide duquel l 'accélération totale du mouvement de l 'espace se 
décompose en u n e accélérat ion tangentiel le et une accélération 
centr ipète , et que l'on pro je t te ce rectangle sur le plan fixe, sa 
project ion sera en général un pa ra l l é logramme dont les angles 
ne seront pas droits . La d i agona le de ce para l lé logramme re-
présentera bien l 'accélération to t a l e dans le mouvement p ro-
je té . d ' ap rès ce que nous venons de démon t r e r ; et ses côtés, 
dont l'un est dirigé suivant la t angente à la t rajectoire du 
mouvement projeté , r ep ré sen t e ron t en même temps deux 
composantes de cette accé lé ra t ion : mais ces composantes, qui 
ne sont pas rectangulaires , sont nécessairement différentes de 
l 'accélérat ion tangentielle et d e l ' accé léra t ion centripète, dans 
le mouvement pro je té . II ne s e r a i t donc pas vrai , en généra l , 
de di re que l 'accélération tangen t ie l l e et l 'accélération centri-
pète. clans le mouvement p r o j e t é , sont respectivement les pro-
jec t ions de l 'accélération tangent ie l le et de l 'accélération cen-
tripète dans le mouvement de l ' e space . 

§ 75. A c c é l é r a t i o n d a n s l e m o u v e m e n t p r o j e t é s u r u n e 

•trotte fl*e. — Lorsqu'on p r o j e t t e le mouvement d 'un point sur 
une droite fixe (§ 13), la vitesse d e la projection est encore, à 
chaque instant, la projection de la vitesse du point dans ¡'es-
pace. Il nous sera facile d 'en c o n c l u r e , comme dans le cas pré-
cédent. que l 'accélération dans le mouvement proje té est la pro-
jection de l 'accélération dans le m o u v e m e n t que l'on proje t te . 

Pour cela, concevons encore q u e l 'on ait construi t , pour le 
mouvement du point dans l ' espace , le tr iangle CDE delà fig. 45, 
dont nous venons déjà de n o u s se rv i r , et supposons que l'on 
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projet te ce tr iangle sur la droi te fixe sur laquelle on proje t te le 
mouvement du point . La projection d u côté CE sera égale à la 
somme des project ions des côtés CD. DE: et comme les p ro jec-
tions de CD et de CE sont respect ivement égales aux vitesses 
du point proje té , à la fin du t emps / et à la fin du temps t - f dt, 
il en résulte (pie la projection de DE se ra égale à la différence 
de ces deux vitesses, c 'est-à-dire que ce sera la vitesse acquise 
é lémentai re du point proje té correspondant au temps inf iniment 
petit dt. Donc la vitesse acquise é lémenta i re , d a n s le mouve-
ment proje té , est la projection de la vitesse acquise élémen-
taire dans le mouvement de l ' e space ; et, pa r sui te , l 'accélé-
ration dans le mouvement projeté est la projection de l 'accé-
lération totale dans le mouvement que l'on pro je t te . 

§ 7 0 . A c c é l é r a t i o n d a n s l e m o n i e m e n t d ' u n p o i n t r a p -

p o r t é n u n » ) « t è n i r d r c o o r d o n n é e « r e r t l l l g a r * . — U n p o i n t 

mobile é tan t rappor té à un système de coordonnées rectili-
gnes, supposons (pie nous considérions à la fois le mouve-
ment de ee point et les mouvements de ses project ions sur les 
axes. Nous avons déjà vu (§§ 10 et 47 » que la vitesse du mobile 
à un instant quelconque est la résul tante des vitesses de ses 
project ions sur les axes ; il est aisé de voir qu' i l en est de même 
pour les accélérat ions . En effet, d ' ap rès ce qui vient d ' ê t r e dé-
montré § 75), l 'accélération du mouvement proje té sur uu 
quelconque des axes est la projection de l 'accélération totale 
du mouvement de l'es|»ace : donc, si l'on mène, pa r la position 
qu'occupe le point mobile à un instant quelconque, des droi tes 
égales et paral lè les aux accélérat ions des project ions de ce 
point sur les axes, et que l'on construise sur ces droites un 
para l lé logramme ou un paral lél ipipède, suivant qu'il y a deux 
axes ou qu'il y en a trois, la d iagonale de ce para l lé logramme ou 
de ce paral lél ipipède sera précisément l 'accélération totale du 
[»oint mobile dans l 'espace. Ainsi, on peut dire que cette accélé-
ration totale du mobile est la résul tante des accélérat ions de 
ses projections sur les axes coordonnés. 

11 sera facile d ' ap rès cela de t rouver l 'accélération totale, dans 
le mouvement d 'un point rappor té à deux ou trois axes coor-



r 

donnés, lorsqu'on connaîtra Ieséquat ions du mouvement . Dans 

le cas où le mouvement , s ' e f f ec tuan tdansun plan, sera rappor té 

à deux axes seulement, les équat ions du mouvement é tant 

x=f(t), y = <?(<), 

les accélérat ions, dans le mouvement des projest ions du mo-

bile sur les axes, auron t pour valeur (§ 70) 

(Px d*y_ 
_ = r ( 0 , j j r - f ffl. 

l 'accélération totale du point mobile sera donc la diagonale 
d 'un paral lé logramme dont les côtés, paral lèles aux axes, se-
ront respectivement égaux à ces deux quantités. Dans le cas 
où le mouvement sera rappor té à trois axes coordonnés, les 
équations du mouvement étant 

X=/•(!) , y — f (')> * = • « . 

les accélérations dans les mouvements proje tés sur les axes 

seront 

£ = n o , g - Ï V k 

et par conséquent l 'accélération totale du mobile dans l'espace 
sera la diagonale d 'un parallél ipipède construi t sur trois droi-
tes parallèles aux axes et égales respectivement à ces trois 
quantités. 

§ 77. Prenons pour exemple le mouvement circulaire et uni-
forme que nous avons dé jà considéré (§ 1 i), et rappor tons les 
positions successives du point mobile à deux axes coordonnés 
rectangulaires passant par le centre du cercle. Les équations 
de ce mouvement seront de la forme 

vr . vt 
x=rcos—, y = r sm—• 

On trouve d 'abord pour les vitesses des project ions du point 

mobile sur les axes 

dx . tt iiy vt — — — «-sin —. - i r z i t c o s —: 
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et l 'on vérifie a isément que ces vitesses sont bien les projec-

tions de la vitesse v du mobi le d i r igée tangentiel lement à la 

circonférence du cercle qu'il décr i t . On trouve, en outre , pour 

les accélérat ions du m o u v e m e n t de ces projections du mobile 

sur les axes, 

d'x t1 vt <Py v* . vt 
— = - — c o s — i -77;= sin — dt* r r dt* r r 

Les valeurs de ces accé lé ra t ions mont ren t que l 'accélération 
v» 

totale du mobile à un instant quelconque est égale à —, et 

qu 'e l le est dirigée de la position qu'il occupe à cet instant vers 
le cent re de sa t ra jec to i re . C'est en effet ce qu'on devait t rouver : 
car , en vertu de l 'un i formi té du mouvement sur la circonfé-
rence, l 'accélérat ion tangent ie l le est nulle; et par suite l'accé-
lérat ion totale se rédui t à l 'accélération centripète, qui, dans 

v» 
ce cas, a pour valeur — (§ 7.'|J. 

Considérons encore la project ion or thogonale de ce mouve-
ment circulaire et un i fo rme sur un plan quelconque. Si nous 
prenons pour axes coordonnés , dans le plan de project ion, les 
axes de l'ellipse suivant laquel le se projet te la t ra jectoire cir-
culaire de l'es|»ace, et si nous désignons par a l 'angle que le 
plan de cette t ra jec to i re c i rculaire fait avec le plan de projec-
tion, nous t rouverons s ans peine que les équations de ce mou-
vement sont de la forme 

vt . vt 
x = r cos - , y = r cosss in — r r 

Les accélérat ions, dans les project ions de ce mouvement sur 

les axes coordonnés , au ron t donc pour valeurs 

(Px v1 vt (Py v* . rt 
— = cos—, -rr, = cos « si n —• 
dP r r dt* r r 

On voit que ces accélérat ions sont proportionnelles aux valeurs 
de x e t y; d 'où l'on conclut que l 'accélération totale du mobile, 
dans le mouvement elliptique don t il s 'agit , est dirigée de la 



position qu'occupe le mobile, vers le centre de l 'ellipse qu'il 
décri t . De plus, la valeur de cette accélération totale est 

v \ / ,*>t , . . .vt — W cos1—-j-cos 'asin1—î 

et par conséquent elle est proport ionnel le à la distance qui sé-
pare le mobile du centre de sa trajectoire elliptique, d is tance 
qui a pour expression 

r y / c o s s — 4- cos* a sins • 

Ces résul tats sont d ' accord avec ce que nous avons démont ré 
en général relativement à l 'accélération dans un mouvement 
projeté sur un plan fixe (§ 71). Car l 'accélération totale d 'un 
mouvement circulaire et un i fo rme étant toujours dirigée d e l à 
position qu'occupe le mobile vers le centre du cercle qu'il dé-
cri t . et ayant cons tamment la même valeur, il s 'ensuit néces-
sairement que l 'accélérat ion totale de la projection de ce mou-
vement sur un plan que lconque est toujours dirigée suivant la 
ligne qui jo in t le mobile proje té au centre de sa t ra jectoi re 
elliptique, et que la va leur de celte accélérat ion totale est p ro-
portionnelle à la longueur de la même ligne. 

§ " S . D é t e r m i n a t i o n d e l ' a c c é l é r a t i o n d ' u n p o i n t , d ' a p r è s 

son d é p l a c e m e n t d a n x l ' c f t p a r c . 

— Soit AB. fi(j. 40. la t ra jec-
toire d 'un point mobile, M la po-
sition du mobile à la lin du 
temps t. et MZ la direction de l'ac-
célération totale à cet ins tant . 
Menons la tangente MXàla trajec-
toire, et une ligne MY non située 
dans le plan oscillateur ZMX. 

/

Nous pouvons r appor t e r le inou-
Fiï- *6- veinent du mobile aux trois axes 

coordonnés MX, M Y, MZ. Dési-
gnons pa r 0 le temps c o m p t é à par t i r de l ' instant où le point 

A C C É L É R A T I O N D A N S L E M O U V E M E N T D ' U N P O I N T . 9 3 

mobile se t rouve en M, et supposons que ce t emps soit assez 
petit pour que les valeurs des coordonnées x . y, z du mobile 
puissent se développer suivant ses pu issances croissantes , en-
tières et positives. Si nous représentons la v i tesse du mobile 
en M pa r v, et son accélérat ion totale p a r j , les va leurs d e x , 
y, z, en fonction de 0, seront les suivantes : 

y= «,»» + 6,* + 

car , pour 0 = 0 , on doit avoir 

a, t>,...., ar />,,...., a,, bt sont d 'a i l leurs des quant i tés quel-
conques. 

Soit M'la position qu'occupe le mobile à la lin du temps 0. 
Menons M l» parallèle à MZ. jusqu 'à la rencont re du plan XMY. 
en I ' : et ensuite PO paral lèle à MY, ju squ ' à la rencontre de 
l'axe MX en 0 . Prenons enfin MN égal à vd. Nous pouvons re-
g a r d e r NM' comme é tan t la diagonale d 'un parallél ipipède qui 
au ra i t pour côté6 NQ, QP et PM'. Por tons , su r les directions 
des t rois cùtés et de la diagonale de ce paral lél ipipède qui pa r -
tent du point N, des longueurs respect ivement égales aux quo-
tients de 2NQ, 2QP. 2P.M', et 2NM' par ô*; nous obt iendrons 
ainsi qua t re lignes, dont la dernière sera également la d iago-
nale du parallél ipipède construi t sur les t rois premières . Nous 
allons chercher ce que devient la diagonale de ce dernier pa-
rallél ipipède, lorsque le temps 0 décroît indéfiniment jusqu 'à 
zéro. 

Il est aisé de voir que l'on a 



NQ =x—vt= a » s + 6 6 ' - f . . . . , 
OP — y = 

on a donc aussi 

^ = 2a «H- 26 6 ' + 

= 2 « , » + 2 6 , » ' + . . . . , 

2 P M ' = j + 2(1,4 + »26,»» + 
t ' 

2NO 2QP 
(»n voit pa r là que et tendent indéfiniment vers 

zéro, en môme temps que 0; tandis que la limite vers laquelle 
2PM' 

tend ^ - est l 'accélération j . Ainsi, à mesure que 0 décroit. 

2NM' la diagonale — — du second parallél ipipéde que nous avons 
2PM* considéré tend indéfiniment à se confondre avec le côté . 

8» 
de ce para l lé l ip ipéde; et à la limite, elle a la môme grandeur 
et la môme direction que ce côté, c'est-à-dire qu'elle se con-
fond avec l 'accélérat ion totale du mobile au point M. C'est ce 
qu 'on énonce s implement en disant que , si M et M' sont les 
[»ositions que le mobile occupe à la fin du temps t et à la fin 
du temps t -}- dt, et si MN est le chemin que ce mobile par-
courra i t un i fo rmément sur la tangente MX pendant le temps«//, 
en ver tu de la vitesse v qu'il possède à la Un du temps t, l 'accé-
lération totale de son mouvement est dirigée suivant la ligne 

v u ' , i 2 N M ' M l . et a pour va leur — — . 
dt 

5j " 9 . A c c é l é r a t i o n d a n s u n m o u v e m e n t c o m p o s é . — Q u a n d 

on regarde le mouvement d 'un point dans l 'espace comme ré-
sultant de la composit ion de deux aut res mouvements (§ 40), 
la vitesse du point à u n instant quelconque se dédui t t rès sim-
plement des vitesses dont il est animé au même instant dans 
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chacun des mouvements composants (§ i2). Nous allons voir 
(pie l 'on peut également t rouver l 'accélérat ion totale dans le 
mouvement résul tant , d ' a p r è s la seule connaissance des c i r -
constances que présentent les deux mouvements composants. 

Considérons d ' abord le cas où celui des deux mouvements 
composants que nous n o m m o n s mouvement d 'entraînement 
est s implement un m o u v e m e n t de t ranslat ion ; en sorte que, 
en ver tu de ce mouvement , les d ivers points de la trajectoire 
relative AB, fig. 17. qui se t r anspor t e successivement en 
A'B , A"B". A T T . . . . sont 
animés à chaque instant de 
vitesses égales et parallèles. 
Si les positions AB. A'B de 
cette t ra jectoi re co r respon-
dent aux ins tants qui t e rmi -
nent les temps / et / -f- dt. et 
si M el N sont les points où 
le mobile se t rouve sur sa 
t rajectoire relative aux mê-
mes instants , MN sera le 
déplacement absolu de ce 
mobile dans l 'espace pendan t le l emps dt. Soient t' la vitesse 
absolue de ce mobile lorsqu'il est en M. et t» -f- dv sa vitesse 
lorsqu'il est en N"; v la vitesse c o m m u n e aux différents points 
de la t ra jectoi re relat ive, à la Un du temps t, et v' - f dv ce que 
devient cette vitesse, à la Un du temps t-\-dt ; enUn u" la vitesse 
du mobile sur sa t ra jec to i re re la t ive , lorsqu'i l y occupe la posi-
tion M. à la lin du t emps / , et v" -}- dv" sa vitesse relative, lors-
qu'il se t rouve au point N de cette t ra jec to i re re la t ive , à la Un 
du temps t -f- dt. A la Un du temps t, la vitesse absolue v du 
mobile, qui est alors en M. est la résul tante de la vitesse d 'en-
t ra inement t;' du point M. et de la vitesse relative p". A la Un du 
temps t -j- dt, la vitesse absolue du mobile est de même la 
résul tante de la vitesse d 'en t ra înement v' + dv du point N'. 
et de la vitesse relat ive v" - f 

Cela posé, menons |>ar un point quelconque D. fig. 48. une 



droite CD égale et paral lè le à la vitesse puis p a r le point D 

une droi te DEégale et paral lèle à l a vitesse v" : la ligne CE repré-

sentera la vitesse »en g r andeu r et en direct ion. Si d 'un au t re cûté 
nous menons CE égale et pa-
rallèle à la vitesse v - f do', 
puis FG égale et paral lèle à 
v" - f do", la l igne CG repré-
sentera la vitesse v dv en 
g r andeu r et en direct ion. La 
ligne EG sera donc égale et 
paral lèle à la vitesse acquise 

élémentaire du mobile d a n s son mouvement absolu . Mais, si 
nous t raçons FH égale et para l lè le à DE, et que nous joignions 
le point H aux points E, G, nous pour rons dire que la vitesse in-
li ni ment petite EG est la résul tante des deux vitesses EH. 11G. 
D'ail leurs EH, égal et para l lè le à DE. est év idemment la vitesse 
acquise élémentaire d a n s le mouvement d 'en t ra înement du 
point M de la t ra jectoi re r e la t ive ; et 1IG est de même la vitesse 
acquise élémentaire dans le mouvement re la t i f : donc la vitesse 
acquise élémentaire dans le mouvement absolu est la résul tante 
«les vitesses acquises é lémenta i res cor respondantes dans le mou-
vement d 'ent ra înement et dans le mouvement relatif . On en 
conclut nécessairement q u e l 'accélérat ion totale , dans le mou-
vement absolu, s 'obtient en composan t les accélérat ions totales 
dans le mouvement d ' en t r a înemen t et dans le mouvement 
relatif , d ' après la règle du para l lé logramme des vitesses. 

Si un point mobile est r e g a r d é comme animé à la fois de 
plus de deux mouvements , e t que les divers mouvements com-
posants qui jouent le rôle de mouvement d 'en t ra înement (§ 41) 
soient tous des m o u v e m e n t s de t ranslat ion, il est clair que 
l 'accélération totale du mouvemen t résul tant se t rouvera en 
composant les accé lé ra t ions totales des d ivers mouvements 
composants , d ' après la r èg le du polygone des vitesses. 

§ 80. Voyons main tenant comment l 'accélération totale, dans 
le mouvement absolu d 'un point que l'on regarde comme animé 
à la fois d'un mouvement d 'en t ra înement et d 'un mouvement re-

Fij. *». 
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latif, peut se déduire des c i rconstances que présentent ces deux 
mouvements composants , dans le cas où le mouvement d 'en-
t ra înement ne se réduit pas à une t ransla t ion. 

Considérons encore les deux |»ositions AB. A' B'. fig. t9 . que 
la t rajectoire relative du mobile 
occupe à la fin des temps t et 
t -f- dt, e t supposons qu 'aux mê-
mes ins tants le mobile se t rouve 
aux po in t s M, N de cette l igne. 
Nous savons que la courbe AB 
peut ê t re amenée à la position 
A B' |>ar un, mouvement 'de t r a n s -
I ation égal au déplacement intini-
ment petit MM' du point M. suivi 
d 'un mouvement de rotat ion au -
touf d 'un axe CD passant ¡wir le point M'(§ 28). Soit A,B, la 
position qu'elle prend ainsi, a p r è s avoir reçu seulement le mou-
vement de t ranslat ion dont il vient d 'être question. Le point N. 
pour al ler en .Y, pa rcou r r a d 'abord un chemin NN" égal et 
paral lèle à MM', en ver tu de la t rans la t ion , puis un a rc de 
cercle N,N en ver tu de la rotat ion au tou r de l 'axe CD. 

Menons en M la tangente A la t ra jectoi re MM' que décrit ce 
point M supposé lié invar iablement aux axes mobiles, et aussi 
la tangente il la t ra jec to i re relat ive AB du mobile «pie !'«>n con-
s idè re ; puis por tons su r ces tangentes des longueurs MB. MS 
respect ivement égales aux produi t s de la vitesse dVntra lne-
ment v' du point M, et de la vitesse relative vpar le temps dt. 
en sorte qu 'on ail 

N R = t dt, MS=«*<//. 

La diagonale MT du para l lé logramme construit su r les lignes 
Mit. MS. sera liée à la vitesse absolue v du mobile, pa r la rela-
tion de même forme 

MT = rd<; 

et, de plus, cette diagonale sera tangente en M à la t ra jectoi re 

7 



absolue de ce point mobi le . Il suit de là que, si l 'on joint le 

point T au point N" où le mobile se t rouve réellement à la lin 

du temps / + dt, la l igne TN' a u r a la direction de l 'accélération 

totale du mouvement absolu , et que la g randeur de celte accé-
2 

lération totale s 'obt iendra en multipliant TN' pa r — (§ 78). 

Mais si l 'on jo in t le point S au point N, que pa r le point T on 

mène TU égal et para l lè le à SN, puis qu'on joigne le point U 

au point N,, on a u r a un polygone TUN.N', donl la ligne TN 

joint les deux ex t rémi tés . Si, de plus, on imagine un polygone 

semblableà celui-là, ayant ses côtés respectivement paral lè lesà 

ceux de ce premier polygone, et égaux à ces mômes côtés mul-

tipliés tous pa r J ^ , la l igne correspondante à TN dans ce 

nouveau polygone sera précisément l 'accélération totale j du 

m o b i l e dans son m o u v e m e n t a b s o l u : donc cette accélération 

totale peut être r ega rdée comme étant la résultante de trois 

accélérations dont les g r a n d e u r s sont 

2TU 2UN, 2 \ N 
d F ' ~dP' dP 

.•t dont les directions sont celles des lignes TU, UN,. N,N. 
Observons maintenant que , TU étant égal et parallèle à SN. 

la première de ces accélérat ions composantes est l 'accélération 
totale / dans le mouvemen t relatif du mobile le long de la tra-
jectoire AB; et que UN, é tant évidemment égal et parallèle à 
H M', la seconde accéléra t ion composante est l 'accélération to-
tale j dans le mouvement d 'entra înement , c 'est-à-dire dans le 
mouvement qu ' aura i t le point mobile s'il restait en repos rela-
tivement aux axes mobiles en M. Quant à la troisième accélé-
rat ion, nous en t rouve rons la valeur en remarquant que, si w 
.M la vitesse angu la i re dans la rotation instantanée des axes 
mobiles au tour de CD. et si V est le pied de la perpendiculaire 
abaissée du point N, sur cette ligne CD, on a 

N,N' = «<ttxN,V; 

et que d 'ai l leurs, si l 'on nomme r l 'angle fo rmé par cette ligne 

CD avec la direction du déplacement é lémenta i re M'N, dans le 
mouvement relatif , on a 

N,\ 

on a donc 

De plus, celte troisième accélérat ion composante est dir igée 
perpendiculairement au plan qui ¡»asse pa r CD et pa r l 'élé-
ment M'N, de la t ra jectoi re relat ive, et d a n s le sens qui va de 
N, à V . 

D'après tout cela, nous pouvons di re que , lorsque le mouve-
ment d 'un point est regardé comme résu l tan t de la composi-
tion d'un mouvement d 'en t ra înement et d 'un mouvement rela-
tif, on peut obtenir l 'accélération totale de ce mouvement de la 
manière suivante . On imagine que le mouvement d 'entraîne-
ment é lémentai re des axes mobiles, à l ' instant quelconque que 
l'on considère, soit décomposé en une rotat ion au tour d 'un 
axe instantané passant par le point où se t rouve le mobile à cet 
instant, et en une translat ion égale au mouvement de ce môme 
point supposé lié aux axes mobiles (§ 31 ) ; et l 'on dé termine 
la vitesse angula i re w de cette rota t ion é lémentai re , ainsi que 
l 'angle « que l 'axe ins tantané au tour duque l elle s 'effectue fait 
avec la direction de la vitesse relat ive tf du mobile. Cela fait , 
on compose en t re elles : 

. 4* L'accélérat ion d 'en t ra înement /", c 'est-à-dire l 'accéléra-
tion du mouvement dont serait an imé le point mobile s'il res-
tait en repos relatif dans la position où il se t rouve ; 

2 ' L'accélération r e l a t i v e / , c 'est-à-dire l 'accélération dans le 
mouvement relatif du point pa r r appor t aux axes mobiles ; 

3* Enfin, une accélérat ion égale à 2« v' sin «.dir igée perpen-
diculairement au plan qui passe pa r la vitesse relative v" et pa r 
l 'axe instantané de rotat ion des axes mobiles, et dans le sens 
dans lequel l 'extrémité de la ligne qui représente la vitesse 
relative tourne dans la rotat ion instantanée autour de cet axe. 

La composition de ces t rois accélérat ions étant effectuée d'a-

= M N, sin *=rt>'dt X sin 

2N,N 
dp ' • 2 n e ' s i n ». 



près la règle du p o l y g o n e des vitesses, l ' accé lé ra t ion r é su l t an t e 

que l ' on ob t i end ra se ra l 'accéléra t ion to ta le d a n s le mouve-

ment absolu du point cons idé ré . 

§ 81. P o u r donner 

un exemple de l 'applica-

t ion des théor ies précé-

dentes , c o n s i d é r o n s un 

cercle qui se m e u t dans 

son plan en r o u l a n t uni-

f o r m é m e n t s u r une ligne 

T d ro i t eXY, fig. 30, e t c h e r -

chons l ' accé lé ra t ion to-

tale du m o u v e m e n t dont 

est a n i m é le po in t M lié 

a u cercle mobile . 

P o u r passe r de la posi t ion actuel le à u n e posit ion inf iniment 

voisine, le cercle va t o u r n e r a u t o u r d u poin t de con t ac t A. qui 

est son c e n t r e i n s t a n t a n é de ro ta t ion . St.it o> la vi tesse angula i re 

dont il est an imé d a n s ce t te ro ta t ion i n s t a n t a n é e ; » est sup-

posé cons tan t . Dés ignons pa r r le r a y o n OA du cerc le , p a r p la 

d is tance A M du point M au cen t re i n s t an t ané A, e t p a r a l 'angle 

MAO. La vitesse v d u point M est liée à la vi tesse angu l a i r e « 

par la re la t ion 

V = I><4. 

Pendan t le t emps dt, le po in t M décr i t un a r c MM' é g a l à p»>dt. 
En même t e m p s le p o i n t 0 m a r c h e de nuit ; e t , c o m m e le point 

de contact A du ce rc le avec la dro i te se dép lace p r é c i s é m e n t de 

la m ê m e quan t i t é q u e le cent re 0 du cerc le , il en r é s u l t e que la 

d is tance A A' des d e u x posi t ions success ives de ce po in t de con-

tact est égale à rt*dl. Les deux l ignes MA, M'A' sont deux nor-

males inf iniment vo i s ines de la t r a jec to i re du po in t M ; don'1 

l eur point de r e n c o n t r e 0 est le cen t re de c o u r b u r e d e cette tra-

jec to i re . Si l 'on déc r i t d u point C c o m m e cen t re , a v e c CA pour 

r ayon , l 'a rc d e c e r c l e inf in iment petit AB, on t r o u v e r a le rayon 

île cou rbu re MC, ou p, au m o y e n de la p r o p o r t i o n s u i v a n t e : 

Fig. 50 

ACCÉLÉRATION DANS LE MOUVEMENT D'UN POINT. 101 

_g MM p*dt 
y — p AB r«t cos a d t ' 

qui d o n n e 

P* 
p — r COS a 

D ' a p r è s cela, on a u r a : I* p o u r l 'accélérat ion tangent ie l le du 
point M. 

dv dp BA . , . ^ 
dt=-Tt=*lïï==*rsmx=-xOU> 

i' p o u r l ' accéléra t ion cen i r ipè te -du même poin t , 

c* 
- = ù»1 (p — r cos •) = *»« x MI). 

On en conclu t faci lement q u e l ' accé lé ra t ion to ta le du point M 
est d i r igée su ivant MO. «'t qu 'e l le est égale à «o* x MO. 

Ce résul ta t s imple peut ê t r e ob tenu d ' une a u t r e man iè r e , en 
obse rvan t q u e le m o u v e m e n t du cercle qui roule équ ivau t A la 
coexis tence d 'un m o u v e m e n t de ro ta t ion a u t o u r du poin t 0 avec 
la vi tesse angu l a i r e o», et d ' u n m o u v e m e n t de t rans la t ion rect i -
l i g n e e t u n i f o r m e d e c e p o i n t O pa ra l l è l emen t A la d ro i t e XYavec 
la vitesse tu. Ce d e r n i e r m o u v e m e n t é tan t cons idé ré comme 
m o u v e m e n t d ' e n t r a î n e m e n t , et le p remie r c o m m e mouvemen t 
relatif , l ' accé lé ra t ion to ta le du point mobile M s 'obt iendra p a r 
la compos i t ion des a c c é l é r a t i o n s to ta les des mouvemen t s com-
posan t s (§ 79). Mais l ' accé lé ra t ion dans ce m o u v e m e n t d 'en-
t r a î n e m e n t est nu l le , puisqu ' i l est rect i l igne et un i fo rme : donc 
l 'accéléra t ion to ta le d a n s le m o u v e m e n t r é su l t an t se rédu i t à 
celle du m o u v e m e n t de ro ta t ion a u t o u r du point O. Or, cette 
accé léra t ion du point M, d a n s sa ro ta t ion un i fo rme a u t o u r du 
poin t O, a p o u r v a l e u r le c a r r é de sa vitesse « X O M . divisé pa r 
le r a y o n OM du cercle qu ' i l décr i t : donc elle est égale A «•>* X O M . 



L I V R E D E U X I È M E 

D Y N A M I Q U E 

PREMIÈRE PARTIE 

DE L'ÉQUILIBRE KT DU MOUVEMENT HT N POINT MATÉRIEL 

CHAPITRE P R EMIER 

MODE D'ACTION ET COMPOSITION HF.S FORCES APPLIQUÉES A IN 

POINT MATÉRIEL. ' 

$ 8 i . C > q u ' o n e n t e n « l p u r p o i n t m a t é r i e l . — Q u a n d <»ll 

parle du mouvement d 'un corps , il a r r i ve t rès souvent que l 'on 
fait abstract ion des dimensions de ce corps, et qu'on l 'assimile 
à un simple point ilans lequel tou te sa mat ière serait conden-
sée. C'est ainsi «pie, quand on dit qu 'un boulet lancé dans l'es-
pace décri t une ligne courbe, on conçoit implicitement que le 
boulet soit réduit ¡\ son centre ; il en est encore de même de la 
ter re et des planètes, quand on dit que ces corps décrivent des 
ellipses au tour »lu soleil. Un pareil |M»int. dans lequel on ima-
gine que toute la mat ière d 'un corps suit condensée, constitue 
ce que nous nommerons un point matériel. Il faut bien observer 
q u e la petitesse des dimensions du corps n'est nullement une 
condition nécessaire pour qu'on puisse le réduire , par la pen-
sée, à un point matériel . 



Nous allons e n t r e r clans l 'étude du mouvement des corps 
sous l 'action des forces qui leur sont appl iquées, en les suppo-
rtant d 'abord rédui ts à des impies points matériels : c'est-à-dire 
«pie nous commencerons pa r faire abst ract ion de leurs dimen-
sions. Ensuite, lo rsque nous aurons acquis des notions nettes et 
précises sur la quest ion du mouvement ainsi simplifiée, nous 
reviendrons à la réal i té , en considérant les corps tels qu'ils 
existent dans la na tu re . 

Nous r e t rouverons encore plusieurs fois, dans la suite, cette 
manière de p rocéde r , qui consiste à faire abst ract ion tout d 'a-
bord d 'une par t ie des circonstances qui compliquent les ques-
tions dont on s 'occupe, et à les r amener ainsi à un certain état 
de simplicité idéale , pour les abo rde r ensui te clans toute leur 
réali té. Cette m a r c h e est indispensable pour que nous puissions 
a t t aque r la ques t ion si complexe du mouvemen t des corps na-
turels et a r r ive r à la connaissance des lois d ' a p r è s lesquelles ce 
mouvement s 'effectue. 

S 8 3 . PREMIER PRINCIPE. — I n e r t i e «le l a m a t i è r e . — L e s 

lois de la d y n a m i q u e n 'ont pu ê t re établies qu 'en par tan t d'un 
certain nombre de principes, ou véri tés fondamenta les , dont la 
connaissance a é t é puisée [dans l 'observat ion des faits. Ces 
principes, qui son t au nombre de qua t re , et que nous énonce-
rons successivement dans ce chapi t re , ne sont p a s d'une évi-
dence absolue ; il a fallu des hommes de génie pour les démêler 
dans les p h é n o m è n e s qui s 'accomplissent sur la t e r re et clans 
l 'univers. Aussi la vér i té de ces principes ne peut-elle pas être 
reconnue d 'une man iè re complète à priori ; on ne peut que 
faire concevoir l e u r existence, au moyen de ce r t a ins exemples 
de phénomènes d a n s lesquels chacun d 'eux se manifes te d'une 
manière spéciale. Mais leur exacti tude est r endue incontestable 
par l 'exacti tude des conséquences qu 'on en dédui t au moyen 
d 'une suite de ra i sonnements r igoureux . La plus grandepreove 
«le cette exact i tude se trouve dans l 'accord des mouvements 
des corpscé les tes avec les lois théor iques de ces mouvements, 
obtenues en se fondant sur les principes dont il s ' ag i t . 

Le premier pr inc ipe dont nous par le rons est celui qui est 

connu sous le nom de Principe de rinertie delà matière. En 

voici l 'énoncé : 
Un point matériel ne peut passer de lui-même de l'état de repos 

« l'état de mouvement. Une fois en mouvement, il ne peut modi-
fier de lui-même son état de mouvement; en sorte que, si aucune 
cause extérieure n'agit sur lui, sa vitesse sera constamment la 
même en grandeur et en direction, c'est-à-dire que son mouvement 
sei'a rectiligne et uniforme. 

S 84. Forre«. — Pour qu 'un point matériel p i s se de l 'état 
de repos à l 'état de mouvement , il faut qu'il soit soumis à l'ac-
tion d 'une certaine cause. Pour qu 'un point matériel , déjà en 
mouvement , ne cont inue pas à se mouvoir un i formément et en 
ligne droite, il faut également qu'il soit soumis à l 'action d 'une 
certaine cause qui modifie les circonstances de son mouvement . 
Cette cause de mouvement ou de modification de mouvement , 
quelle qu'elle soit, on la n o m m e force. 

Les mouvements que nous observons au tour de nous, sur la 
t e r r e , nous manifes tent l 'existence de diverses espèces de 
forces. I J I chute des corps q u e l 'on abandonne à eux-mêmes, 
à une certaine distance au-dessus de la surface du sol, est due 
à l 'action d 'une force qu 'on nomme la pesanteur. Lorsqu'on 
déforme une lame d 'acier , et qu 'ensui te on l ' abandonne à elle-
même, ses diverses par t ies prennent un mouvement de vibra-
tion, qui est produit par l 'action d e c e qu 'on nomme les forces 
moléculaires. Les mouvements des corps électrisês ou a imantés , 
qui s ' approchen t ou s 'éloignent les uns «les aut res , sont le ré-
sultat de l 'action de cer ta ines forces d 'une nature par t icul ière , 
qu 'on nomme forces électriques, forces magnétiques. Les ê t res 
animés, pa r la contract ion de leurs muscles, peuvent exercer 
une action sur les co rps qu'i ls touchent , de manière à les mettre 
en mouvement ou à modif ier le mouvement qu'i ls possèdent 
déjà. 

Une force appl iquée à un point matériel ne dé termine pas 
toujours le mouvement de ce point. Si un obstacle s'op|>ose à 
ce mouvement , la force donne lieu à une pression ou à une 
tension. L'action de la pesanteur sur un corps qui repose su r 
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une tab le dé te rmine une pression exercée sur la t ab le ; si le 

co rps est suspendu à une corde don t l ' ex t r émi té supé r i eu re est 

fixe, cet te action de la pesan teu r dé t e rmine une tens ion de la 

corde . Ces deux exemples suff isent p o u r fa i re c o m p r e n d r e en 

généra l ce qu 'on entend pa r la press ion ou la t ens ion résul tant 

de l 'ac t ion d 'une force s u r un poin t maté r ie l qui ne peut pas 

céder à cet te act ion. 

§ 85. Po ids des corps. — Lorsqu 'un c o r p s n 'est soumis 
qu 'à l 'action de la pe san t eu r , et q u ' u n obstacle l ' empêche de 
tomber sous cette act ion, la pression ou la tension qui en ré-
sulte se n o m m e le poids du corps . Le poids d ' un c o r p s produit 
t o u j o u r s une dé fo rmat ion de l 'obstacle qui s 'oppose à la chute 
du c o r p s ; cet te d é f o r m a t i o n , qui est souven t insensible à l'œil, 
est quelquefois , au con t ra i re , e x t r ê m e m e n t marquée , comme 
pa r exemple dans le ca s où le co rps est suspendu à un appare i l 
f o rmé de lames de r e s so r t p r é s e n t a n t une ce r t a ine flexibilité. 
Un c o m p r e n d que la g r a n d e u r de la dé format ion p r o d u i t e par 
le poids d ' un co rps , d a n s un appare i l de ce genre , peu t servir 
à cons ta te r l ' énergie de ce poids . 

Un di t (pie les po ids de deux corps sont égaux , lo r sque ce? 
deux corps , su spendus success ivement à u n m ê m e appare i l à 
ressor t , le fon t f léchir d ' une m ê m e quant i t é . Deux corps de 
même po ids é t an t réunis ensemble p o u r ne f o r m e r qu 'un seul 
co rps , on di t que le poids de ce co rps un ique est double de 
chacun des deux poids pr imi t i fs . De môme , en réunissan t en-
semble t ro i s , qua t r e , c inq, corps de m ê m e poids, on a un 

co rps un ique dont le poids est t r iple , quadrup le , qu in tuple , 

de chacun des p remiers . 

Un conçoi t d ' a p r è s cela qu ' i l suff i t de chois i r à volonté un 
co rps A, don t on p r e n d r a le poids p o u r uni té , p o u r pouvoi r éva-
luer en n o m b r e le poids d 'un c o r p s quelconque B. Car, au 
moyen de l ' appare i l à r e s so r t , 011 p o u r r a se p r o c u r e r a u t a n t de 
co rps q u e l 'on voudra a y a n t tous m ê m e poids que le corps A; 
puis on p o u r r a c h e r c h e r combien on doit suspendre de ces corps 
ensemble a u même appare i l à ressor t , pour d é t e r m i n e r lamême 
dé fo rma t ion que le co rps B suspendu seul à cet appare i l : le 

poids du c o r p s B s e r a r e p r é s e n t é p a r le nombre de ces co rps 

q u e l 'on a u r a dû s u s p e n d r e ensemble p o u r p r o d u i r e sur l ' ap-

pareil à ressor t le m ê m e effet que le c o r p s B seul . 

On a a d o p t é en F r a n c e , p o u r uni té de poids, le poids d ' un 
cen t imèt re cube d ' e a u p u r e , pr i se à la t e m p é r a t u r e de i*. 1 ; et 
on lui a donné le n o m d e gramme. Un se se r t souven t aussi 
d ' une a u t r e uni té d e po ids , le kilogramme, qui vaut mille 
g r a m m e s , et qui es t p a r conséquent le poids d ' u n l i t re d 'eau 
pure , pr ise à la t e m p é r a t u r e de 4 M . Le poids d 'un c o r p s quel -
conque peu t s ' é v a l u e r en g r a m m e s ou en k i log rammes , p a r le 
moyen qui vient d ' ê t r e i nd iqué . 

s 8 6 . K i a l u n t i o n d e s f o r c e * e n n o m b r e s . — Il e s t n a t u r e l 

de p rendre le poids d ' u n c o r p s pour mesure de l ' intensi té de 
la force qui t end à f a i r e t o m b e r ce co rps . La force de la pesan-
teur ag i s san t sur un c o r p s s e r a donc rep résen tée pa r un cer ta in 
nombre de g r a m m e s ou de k i l o g r a m m e s . 

Une force q u e l c o n q u e é t a n t app l iquée à un point matér ie l , et 
t endan t à le me t t r e en m o u v e m e n t , on conçoit q u ' o n peu t s 'op-
poser au m o u v e m e n t du poin t en l 'a tUichant à un appare i l à 
r e s so r t ; cet appa re i l é p r o u v e r a une tension q u i le f e ra f léchir 
d 'une cer ta ine quan t i t é . La force que l 'on cons idère p o u r r a ê t re 
r ega rdée c o m m e éga le à l 'act ion de la pesan teu r sur le c o r p s 
qu i . é t an t su spendu à l ' appare i l à ressort, le fléchirait exac te-
ment de la m ê m e q u a n t i t é : le poids de ce co rps se rv i r a donc 
de m e s u r e à la fo rce . Ainsi , une force quelconque peut t o u j o u r s 
ê t re mesurée pa r un poids , et en conséquence éva luée en nom-
bre au moyen de l 'uni té de poids . Le plus hab i tue l lement , 
c 'est en k i l o g r a m m e s que l 'on éva lue les in tensi tés des forces. 

Un a p p a r e i l à ressort, des t iné à c o m p a r e r l ' in tens i té d ' une 
force h celle de l 'ac t ion de la pesan teu r s u r un co rps , pa r la dé-
format ion q u e ces fo rces lui fon t é p r o u v e r , se n o m m e en gé-
néra l un dynamomètre. Il en existe de diverses fo rmes . Nous ne 
les décr i rons p a s ici. Nous nous conten te rons d ' avo i r expl iqué 
le principe de leur emploi , en a j o u t a n t seu lement qu ' au moyen 
d 'une g r adua t i on qu 'on leur adap te o rd ina i r emen t , on re-
connaît de su i te quel le est la va leu r n u m é r i q u e d ' une force 
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d ' ap rès la g r andeu r de la déformat ion que cette force a occa-

sionnée. 

L 'observat ion ind iquan t que l ' intensité de la pesan teu r varie 
d 'un point à un au t re de la surface de la terre , le poids d 'un litre 
d 'eau pu re n'est pas le même par tout : ce poids ferai t inégale-
ment lléchir un m ê m e d y n a m o m è t r e auquel on le suspendrai t , 
si l'on faisait successivement l 'expérience dans d ive r s lieux. 
Pour que le k i l o g r a m m e , que nous p r enons pour unité de force, 
soit complè tement déf in i , il est nécessaire d ' a jou te r d a n s quel 
lieu on en dé te rmine la va leur ; on peut dire, pa r exemple, 
que le k i logramme es t le poids d 'un litre d 'eau pure , à Paris, 
cet te eau é tant pr ise à la t empéra tu re de 4M- Un dynamo-
mètre . g radué à Pa r i s , de manière à faire connaî t re immédia-
tement la valeur d ' u n e force en ki logrammes, p o u r r a ensuite 
ê t re employé dans u n lieu quelconque, sans «pie l 'unité de sa 
graduat ion cesse d ' ê t r e exactement la même . Un peut ajouter 
cependant que , d a n s les appl icat ions de la mécanique aux ma-
chines . on n 'a pas besoin de se p réoccuper de ce q u e le kilo-
g r a m m e n 'aurai t pas la même valeur , suivant qu 'on le détermi-
nerait en un lieu ou en un a u t r e ; la différence est t rop faible 
pour qu 'e l le puisse a v o i r la moindre importance d a n s ce cas. 

§ 8 7 . D i r e c t i o n e t «en» d ' n n e f o r c e . . — L o r s q u ' u n e f o r c e 

agit sur un point ma té r i e l , on peut concevoir que l 'on main-
t ienne ce point en r e p o s pendant quelque temps , puis qu'on 
l ' abandonne en lui la i ssant la l iberté de se mettre en mouve-
ment sous l 'act ion de la force, sans qu 'aucun obstacle le gène 
dans ce mouvement : la direction suivant laquelle il commen-
cera à se déplacer es t ce qu 'on n o m m e la direction de la force 
à laquelle il est soumis . On regarde également la fo rce comme 
agissant dans le sens d a n s lequel le point matér ie l se déplacera 
suivant cette d i rec t ion . 

§ 8 8 . DEUXIÈME PRINCIPE. — É g a l i t é d e l ' a c t i o n et «1e 1« 

réact ion .—Après a v o i r établi, dans ce qui précède , des notions 
générales sur l ' intensi té , la direct ion et le sens d 'une force, 
nous sommes en m e s u r e d 'énoncer un deux ième principe de 
la dynamique , qui es t connu sous le nom de Principe de 

fégalité de fact ion et de la réaction. Voici en quoi il con-

siste : 

Toute force, appliquée à un point matériel A, émane <fun 
autre point matériel B situé à une distance quelconque du premier ; 
en même temps, le point B est soumis à Caction d'une autre force 
émanant du point A. Ces deux forces (action et réaction) sont 
égales entre elles, dirigées suivant la droite AB et en sens contraire 
rune de l'autre. 

L'opposition de sens des deux forces auxquelles les deux 
points matériels A.B sont soumis , ne suppose rien sur le sens 
de chacune d'elles prise isolément . Il ¡»eut se faire «pie la force 
qui agit sur le point A tende à le rapprocher du point B; et 
a lors la force qui agit su r lo point B tend également à le ra|>-
procher du point A ; dans ce cas, les deux forces sont dites 
attractives. Si les deux forces agissent au contra i re en tendant 
à éloigner les deux points A et B l'un de l 'autre, on «lit qu'elles 
sont répulsives. 

$ 8 9 . TROISIÈME PRINCIPE. — I n d é p e n d a n c e d e l ' e f f e t d ' u n e 

f o r c e e t d u m o u v e m e n t a n t r r l r u r r m r n t a r q u l a p n r l e p o i n t 

m a t é r i e l « u r l e q u e l e l l e a g i t . — A p r è s a v o i r é t é c o n d u i t * à 

la définition des forces pa r le premier principe «pie nous avons 
énoncé (§ H3), et avoi r établi pa r le second principe (S H8) la 
manière dont elles existent dans la na ture , il nous reste à poser 
les bases de leur mode d 'act ion pour produire le mouvement «les 
corps auxquels elles sont appliquées : tel est l 'objet «les deux 
autres principes que nous avons encore à énoncer . Le p remier 
«les deux consiste en ce que : 

L'effet produit par une force sur un point matériel est indépen-
dant du mouvement antérieurement acquis par ce point. 

Pour bien comprendre la signification de ce principe, il faut 
concevoir que l'on rappor te les positions successives du point 
matériel dont on s 'occupe, h un sys tème d 'axes animé d'un 
mouvement de t ranslat ion rectiligne et uniforme, dans lequel 
la vitesse ait la même g randeur et la même direction que la 
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vitesse du point matériel à un instant quelconque de son mou-
vement . Si. à part i r de cet instant, le point matériel n 'étai t sou-
mis à l 'action d 'aucune force, son mouvement serait rectiligne 
et uni forme, en vertu du principe de l ' inert ie; et en consé-
quence, il conserverait toujours la même position par rappor t 
aux axes mobiles dont on vient de parler . Le nouveau principe 
qui vient d 'ê t re énoncé signifie que, sous l 'action de la force 
qui lui est appliquée, le point matériel prend, par r appor t aux 
axes mobiles, et à par t i r du même instant , un mouvement qui 
est exactement le même que le mouvement absolu que cette 
force lui communiquera i t s'il partait du repos; en sor te qu'il 
suffira de composer ce mouvement du point par rappor t aux 
axes mobiles, avec le mouvement des axes eux-mêmes, pour 
avoir le mouvement absolu du point matériel dans l 'espace. 

M o n i r m r n t d ' u n p o i n t m a t é r i e l s o u m in à l ' a c t i o n 

d ' u n e f o r c e d e g r a n d e u r e t d e d i r e c t i o n c o n s u n t e * . — L e 

principe de l ' indépendance de l'effet d 'une force et du mouve-
ment antér ieurement acquis par le point matériel su r lequel 
elle agit , va nous permet t re de dé terminer immédia tement le 
mouvement que prend un point matériel sous l'action d 'une 
force constante en g randeur et en direction. Considérons d 'a-
bord le cas où le point matériel se met en mouvement , sous 
l 'action de cette force, sans avoir reçu de vitesse initiale. 

P o u r faciliter la recherche du mouvement produi t par la force, 
concevons que le temps pendant lequel nous voulons étudier son 
action soit divisé en un nombre quelconque de par t ies égales ; 
et supposons que la force, au lieu d 'agir d 'une manière conti-
nue, n'agisse que pa r intermittence, au commencement de cha-
cun des intervalles d e temps partiels dont nous venons de par-
ler. Entre deux actions consécutives de cette force, le point 
matériel a u r a nécessairement un mouvement rectiligne et uni-
fo rme; et c'est la succession des mouvements de ce genre qu'il 
possédera ap rès chacune des actions instantanées de la force, 
qui const i tuera son mouvement pendant un tempsquelconque. 
Après la première de ces actions successives de la force, le 
point matériel est animé d 'une certaine vitesse, dont la direc-

F O R C E S A P P L I Q U É E S A U N P O I N T M A T E R I E L . » 1 1 

lion et le sens sont précisément la direct ion et le sens de la 
force el le-même (§ 87). Pour avoi r la vitesse dont le |>ointest 
a n i m é a p r è s la seconde action de la force, il faut composer la 
vitesse qu'il possédait ap rès la p remiè re act ion, avec une vi-
tesse de même g randeur , de même di rec t ion et de même sens, 
produite par la nouvelle action qu'il a éprouvée de la part de 
la fo rce : la résul tante de ces deux vitesses sera double de 
chacune d'elles, et elle a u r a la même direction et le même sens 
que les composantes . On verra de même que, ap rès une troi-
s ième action de la force, la vitesse du point matériel aura en-
core la même direction et le même sens qu 'avant celte action, 
et que cette vitesse sera triple de celle dont il était an imé après 
la p remiè re action de la force ; et ainsi de suite. Le mouvement 
du point , pendant un temps quelconque , s 'effectuera donc le 
long d 'une ligne droite de même direct ion que la force, et 
dans le sens dans lequel elle agi t : et la vitesse dont ce point 
sera animé à un instant quelconque sera proport ionnel le au 
nombre total des actions qu' i l a u r a éprouvées de la par t de la 
force avan t cet instant . 

Si l 'on conçoit que les intervalles de temps égaux compris 
e n t r e les act ions successives de la force deviennent de plus en 
plus |>elilB. on se r approchera «le plus en plus du cas où la force 
agirai t d 'une manière cont inue, et le mouvement qui se produi-
rait dans ce cas est évidemment la limite vers laquelle lend le 
mouvemen t que nous venons d 'obteni r , lorsque ces intervalles 
île t emps sont supposés décroî t re indéfiniment jusqu 'à devenir 
nuls. Il résul te de là que . si un point matér ie l primitivement en 
repos est mis en mouvement pa r l 'action d 'une force constante 
en g r a n d e u r et en direct ion, la t ra jec to i re du |w>int sera une 
l igne droi te de même direction que la force, et sa vitesse croî-
t ra proport ionnel lement au t e m p s compté à part i r du com-
mencement du mouvemen t ; en un mot , ce mouvement sera 
reclilignc et uniformément accéléré (§ 11). 

Désignons pa r j l 'accélération de ce mouvement (§ 69), par t 
le t e m p s compté à par t i r de l ' instant où le point matériel se met 
en mouvement , et p a r x la distance comprise en t re son point 
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de d é p a r i et la posi t ion qu ' i l occupe à la fin du t e m p s t. L 'é-

qua t ion d u m o u v e m e n t se ra s implement 

car x et —j- do iven t ê t r e nu l s t o u s d e u x p o u r t — 0 . 
dt 

On t r o u v e un e x e m p l e de ce m o u v e m e n t d a n s la chu te des 

co rps pesan t s q u ' o n laisse t o m b e r l i b remen t d a n s le vide, sans 

vitesse init iale. L ' a c c é l é r a t i o n é t an t dés ignée p a r ^ . d a n s c e cas . 

on a p o u r l ' équa t ion du m o u v e m e n t 

* = * ( / i * . 

L 'expér ience m o n t r e que ce m o u v e m e n t s 'e f fectue "bien suivant 

la loi indiquée p a r la t h é o r i e . A P a r i s , l ' accé lé ra t ion g a pour 

va leu r 
0 = 9 , 8 0 8 8 , 

le m è t r e é tan t p r i s p o u r uni té de longueur , et la seconde de 

t emps moyen p o u r uni té de t emps . Dans ce m o u v e m e n t , la vi-

tesse v, à un i n s t a n t que lconque , a p o u r v a l e u r 

vr=gt; 

et si l 'on é l imine t en t re cette équa t ion et l a p récéden te , on 

t rouve 
H« — 2 gx, 

relat ion qui p e r m e t de ca lculer la vi tesse v, c o n n a i s s a n t la hau-

teur de chu te x , ou inve r semen t . 

§ 9 1 . S u p p o s o n s m a i n t e n a n t q u e le po in t m a t é r i e l se mette 

en mouvemen t a v e c une ce r t a ine vi tesse ini t ia le t>0 de môme 

direct ion que l a fo rce qui lui est app l iquée . Si ce t te vitesse ini-

tiale u0 est de m ê m e sens q u e la force , on o b t i e n d r a le mouve-

ment du point m a t é r i e l en c o m p o s a n t le m o u v e m e n t rectiligne 

et un i forme d o n t l ' équa t ion est 

x=v0t, 

avec u n m o u v e m e n t rect i l igne u n i f o r m é m e n t a c c é l é r é , de même 

direct ion e t d e m ê m e s e n s q u e le p r é c é d e n t , a y a n t p o u r équation 
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Le m o u v e m e n t résul tant sera rec t i l igne ; sa d i rec t ion se ra la 
même que celle de chacun des m o u v e m e n t s composan t s , et 
son équat ion se ra 

Le m o u v e m e n t d 'un poin t matér ie l , soumis à l 'act ion d ' u n e 
force cons tan te en g r a n d e u r et en d i rec t ion , et a n i m é d ' une 
vitesse initiale de m ê m e direct ion et de m ê m e sens q u e la force , 
est donc encore un m o u v e m e n t rect i l igne u n i f o r m é m e n t accé-
léré . La vitesse, qui a pour va leur 

est t o u j o u r s di r igée d a n s le même sens, et va c o n s t a m m e n t en 
cro issant . 

Si la vitesse init iale v0 est d i r igée en sens c o n t r a i r e de la 
fo rce , on t r o u v e r a fac i l ement , en o p é r a n t c o m m e nous venons 
de le faire , q u e le m o u v e m e n t du |>oint maté r ie l e s t encore 
rect i l igne, et que sa d i s tance x à son point de d é p a r t , comptée 
d a n s le sens de la vitesse e'0. est f ou rn i e pa r l ' équat ion 

x = r , 1 - i j ï » . 

L i vitesse, à un ins tant que lconque , a p o u r va leu r 

v=zv,—jt. 

Elle est d ' a b o r d posi t ive , et va en déc ro i s san t , j u s q u ' à deven i r 
nulle p o u r 

puis elle dev i en t négat ive , et a u g m e n t e d è s lors indéf in iment . 
Le m o u v e m e n t est donc d ' abo rd d i r igé d a n s le sens de la vi-
tesse initiale v0\ il se ra lent i t de p lus en p l u s ; puis il c h a n g e 
de sens, e t . à pa r t i r de là, il s ' accélère c o n s t a m m e n t . Ce mou-
vemen t est un i fo rmémen t va r ié ; p e n d a n t que lque t emps il est 
un i fo rmément r e t a rdé , puis il devient u n i f o r m é m e n t accé lé ré , 
en changean t de sens. 
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Un corps pesant, lancé vert icalement de hau t en bas ou de 
bas en haut , se meut conformément à ce qui vient d 'ê t re di t ; 
l 'accélération g de son mouvement est la même que s'il n'a-
vait pas reçu de vitesse initiale S 00). S'il est lancé de bas en 
haut avec une vitesse t>0, il monte jusqu 'à ce que le temps t 

soit égal à En substi tuant cette valeur de I dans Inéquation 
9 

du mouvement , qui est 

on trouve pour la hauteur à laquelle il s 'élève 

x = 
2(/ 

On voit que cette hau teur est précisément celle dont il devrait 
tomber sans vitesse initiale, pour acquér i r la vitesse v0 (§ 00). 

§ 02. Considérons entin le cas où le point matériel se met en 
mouvement , avec une vitesse initiale dirigée d 'une manière quel-

conque relativement à la direc-
tion de la force qui agit sur lui. 
Soient 0 , fig.ol, le point de départ 
du mobile, OA la direction de 
sa vitesse initiale que nous dési-
g n e r o n s toujours par v0, et OB 
une ligne à laquelle la direction 
de la lorce reste constamment 
parallèle. D'après le principe du 
S 80. nous trouverons le mouve-
ment qui se produit dans ces cir-
constances. en supposant que le 
mobile prenne sur la ligne OB le 
mouvement que la force lui com-
muniquerai t s'il n'avait pas de 

vitesse initiale, et qu'en même temps cette ligne se trans-
porte paral lèlement à el le-même, de manière que le point 0 
parcoure uni formément la ligne OA avec la vitesse vt. Si nous 
représentons toujours par j l 'accélération du mouvement que 

Fig. 51 

Y ; 
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la force communiquera i t au point matér ie l , dans le cas où il 

se mouvrai t sans vitesse initiale, nous au rons 

pour la distance OC qu' i l pa r cou r r a sur la ligne OB, pendant le 
temps t, compté à par t i r de l ' instant où il commence à se mou-
voir. Mai«, pendant ce même temps , la ligne OB sera venue 
prendre la position DE tel que l 'on ait 

OD = e,t. 

Si l 'on prend , sur cette ligne DE, une longueur DM égale à OC, 
le point M ainsi obtenu sera la position qu'occu[>era réellement 
le point matériel à la tin du t e m p t. 

On peut se faire une idée nette du mouvement qui se pro-
duit dans ces circonstances, en rappor tan t les positions suc-
cessives du mobile à deux axes coordonnés OX. OY dirigés 
suivant les lignes OA et OB. D'après ce qu i vient d 'ê t re dit , 
les équat ions du mouvement sont : 

x = c , 1 , y 

Si l'on él imine t en t re ces deux équat ions, on t rouve 

pour l 'équation de la t ra jec to i re . Cette c o u r b e est une para-
Inde, dont l 'axe est paral lè le à l 'axe des y , et qui est tangente 
à l 'axe des x, au point 0 . 

Le mouvement d ' u n co rps pesant , lancé obliquement dans 
le vide, fourni l un exemple du mouvement parabol ique auquel 
nous venons de pa rven i r . 

§ 0 3 . QUATRIÈME PRINCIPE. — I n d é p e n d a n c e d e » e (Tel* d e s 

f o r c e s q u i n a i s s e n t s i m u l t a n é m e n t s u r u n m ê m e p o i n t m a -

tér ie l . — Le dernier principe que nous avons à énoncer se 
rappor te à la man iè re dont un point matériel se met en mouve-
ment, lorsqu'il est soumis à la fois à l 'action de plusieurs for-
ces. Voici en quoi il consiste : 

Lorsque plusieurs forces agissent simultanément sur un même 
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point matériel, chacune d'elles produit le même effet que si elle 

agissait seule. 
En d 'au t res te rmes , si un point matér ie l es t soumis à la fois 

à l 'action de plusieurs forces , on t rouvera le mouvement qu'il 
prend à par t i r d 'un ins tan t quelconque, en composan t le mou-
vement rectiligne et un i fo rme co r respondan t à la vitesse qu'il 
possède à cet instant , avec les divers mouvements que cha-
cune des forces lui communiquera i t , si elle agissait seule sur 
lui et qu'il part i t du r e p o s . Dans cette composit ion de mou-
vements . on regardera tous les mouvements composants qui 
jouent le rôle de mouvemen t s d ' en t ra înement , comme étant 
des mouvements de t rans la t ion . 

§ 9 4 . Proportionnalité d e * f o r c e s a u x a c c é l é r a t i o n s q u e l l e s 

p r o d u i s e n t . — Supposons qu 'un point matériel se mette en 
mouvement , sans vitesse initiale, sous l 'action d 'une force F 
de g randeur et de d i rec t ion cons tan tes ; et désignons p a r ; 
l 'accélération de son mouvement , qui sera rectiligne et unifor-
mément accéléré (§ 90) . Soit de m ê m e j' l 'accélération du 
mouvement que p r e n d r a i t ce point matér ie l , s'il était soumis, 
dans les mêmes c i rcons tances , à l 'action d 'une au t r e force F . 
Le principe de l ' indépendance des effets des forces qui agissent 
s imultanément sur un même point matér ie l mont re que les 
forces F. I" sont en t re el'.es dans le même rappor t que les accé-
lérations,/ . f . 

Pour établir cetle p ropor t ionna l i t é des forces aux accéléra-

tions qu'elles p roduisen t , admet tons que les deux forces F. F 

soient entre elles dans le r appor t des nombres ent iers n. ?«': eu 

sor te qu 'on ait : 

F = n F „ F ' = » . ' F „ 

F , désignant une cer ta ine force qui sert de commune mesure 

aux forces F. F . D ' a p r è s la manière dont les poids, e t par suile 

les forces , sont évalués en nombres (§§85 cl 80). il est clair que 

la force F , agissant sur le point matér ie l dont on s'occupe, 

équivaut à l 'ensemble de n forces égales à F,, agissant toutes en 

même temps su r ce po in t matér ie l , dans la même direction et 

dans le même sens que l a force F. Soit j \ l 'accélération du mou-

veinent que chacune des forces F,, agissant seule, communi-
querai t au menu? point matériel . Le mouvement que ce point 
p rendra sous l'action simultanée des n forces F, de même 
direction et de même sens, s 'obt iendra ¡»ar la composit ion des 
divers mouvements recli l igues et un i fo rmément accélérés «pie 
chacune d'elles lui donnerai t s épa rémen t (§ 93); et l 'accéléra-
tion. d a n s le mouvement résul tant , sera la résul tante des ac-
célérat ions dans les mouvements composants (S "9) : donc l'ac-
célérat ion j , produite p a r l 'action de la force F équivalente h 
l 'ensemble des u forces F, , sera égale à njr On verra de même 
«pie l 'accélération / , produi te par l 'action de la force F sul-
le même point matériel , est égale à nj, ; puisque cette force F 
est équivalente à l 'ensemble de »' forces égales à F et agissant 
toutes dans la même direction et dans le m ê m e sens qu 'el le . 
Les deux égalités 

j = »j,< j' = *'Jv 
montrent que les accélérat ions /', j s«>nt entre elles dans le 
même r a p p o r t que les nombres n, n ' \ e t p a r conséquent aussi 
dans le même rappor t que les forces F , F . 

5« 95. Lorsqu 'une force d«> g randeu r et de direction constan-
tes agit sur un point matériel «|ui est d«4jà an imé d 'une cer-
taine vitesse, le mouvement de ce point s 'obtient p a r la com-
position du mouvement rectiligne et uniforme co r r e spondan t 
à sa vitesse initiale, avec le mouvement rectiligne uniformé-
ment accéléré «pie la force lui communiquera i t s'il par tai t «lu 
repos (5$ 91 et 92 . Or, l 'accélération dans le mouvement ré-
sultant est la résul tante «les accéléra t ions tlans les mouve-
men t s composants (8 79); et l 'accélérat ion, «lans un mouve-
ment rectiligne et uni forme, est égale à zéro : donc l 'accélé-
rat ion, «lans le mouvement rectiligne ou parabol ique qu 'un 
point matériel animé d 'une vitesse initiale prend sous l ' ac t ion 
d ' une force constante en g randeur et en direction est exacte-
ment la même que celle que lui communiquera i t la force, si 
sa vitesse initiale était nulle. Il résulte de là que deux forces 
de g randeurs et de directions constantes, que l 'on fait ag i r sé-



parement sur un même point matériel , sont entre elles comme 

les accélérations qu'elles communiquent à ce point, quelle que 

soit la vitesse qu'il possède à l ' instant où chacune des forces 

commence à agi r sur lui . 
Lorsqu'un point matériel est soumis à l 'action d 'une force qui 

ne satisfait pas à la double condition d'avoir à la fois une gran-
deur et une direction constantes, l 'accélération totale de ce 
point, correspondant à un instant quelconque de son mouve-
ment . n'est au t re chose que l 'accélération que cette force lui 
communiquera i t , si. à par t i r de cet instant , elle conservait 
cons tamment la même g randeu r et la même direction. Car 
cette accélération totale se déduit des circonstances que pré-
sente le mouvement , pendant un intervalle de temps infiniment 
peti t : et le mouvement qui a lieu pendant ce temps peut être 
regardé comme un élément du mouvement que le point maté-
riel p rendra i t , si la g r andeu r et la direction de la force ces-
saient de v a r i e r a part i r du commencement de cet intervalle dp 
temps. D 'après cela, on peut dire que si l'on considère le mou-
vement qu 'un point matériel prend sous l 'action d 'une force 
quelconque, et qu'on le compare au mouvement que le même 
point matériel prend sous l 'action d 'une autre force aussi 
quelconque, les intensités de ces deux forces, pr ises chacune 
à un ins tant déterminé, sont entre elles comme les accéléra-
tions totales correspondant aux mêmes instants, dans les mou-
vements qu'elles produisent . Les directions des deux forces 
sont d'ailleurs évidemment les mêmes que celles de ces accé-
lérat ions totales. 

§ 9 6 . D é f i n i t i o n « l e I n m a s s e d ' u n p o i n t m a t é r i e l . — Los 

corps , que nous supposons tou jours rédui ts à de simples points 
matériels , ne doivent pas ê t re regardés comme identiques les 
uns avec les au t res , au point de vue des effets qu'ils éprouvent 
de la pa r t des forces qui leur sont appliquées. Une même force, 
agissant successivement sur différents points matériels , ne leur 
communiquera pas à tous une même accélération. Il existe donc 
dans les corps une certaine quali té , d 'après laquelle ils cèdent 
plus ou moins facilement à l 'action des forces, et dont on recon-

naît l 'existence par l 'accélération plus ou moins grande qu'ils 
éprouvent de la par t d 'une même force : cette qualité, pa r la-
quelle les corps diffèrent les uns des autres , sous ce point de 
vue, est désignée sous le nom de misse. 

On dit que deux points matér ie ls ont même masse, lorsque, 
é tant soumis à l 'action d 'une même force , ils en reçoivent une 
même accélérat ion. Un point matér ie l , formé pa r la réunion 
de deux points matériels de même masse, est dit avoir une 
masse double de celle de chacun d 'eux . De même, en réunis-
sant trois, qua t re , c inq, . . . points matér ie ls dont les masses sont 
égales, on forme un point matér ie l dont la masse est triple, 
quadruple , qu in tup le . . . . . . de celle de chacun des points maté-
riels composants . On conçoit | w r là comment la masse d'un 
point matériel pour ra être évaluée en nombre , quand on aura 
choisi a rb i t ra i rement un co rps don t la masse sera prise pour 
unité de masse. Il suilira de su ivre une marche analogue à 
celle qui a déjà été indiquée p o u r éva luer en nombre le poids 
d 'un corps quelconque (§ 85). 

£ 9 7 . P r o p o r t i o n n a l i t é d e s f o r r e * a n * m a s s e s de» p o i n t s 

m a t é r i e l s a u x q u e l s e l l e s d o n n e n t u n e m ê m e a r e é l é r a t l o n . 

— Soient F, F , deux forces qui . en agissant sur deux points 
matériels de masses m.m , leur communiquent une même accé-
lération. Supposons que les forces F. F soient entre elles dans 
le rappor t des nombres ent ie rs n. n', en sorte qu 'on ait 

F = nF„ F' = n'F,; 

et considérons les deux points maté r ie l s comme résultant, le 

p remier de la réunion de n points matériels ayan t tous même 

masse m,, le second de la réunion de n' points matériels ayant 

tous pour masse m',, ce qui fait qu 'on aura 

Si la force F, agissait , sans c h a n g e r de grandeur ni de direc-
tion, sur un point matériel de masse m, par tant du repos, elle 
lui donnera i t un mouvement rect i l ignc uni formément accéléré, 
dans lequel l 'accélération aurai t une certaine valeur dépendant 
de l ' intensité de la force F, et de la g randeur de la masse m,. 



Concevons que «poin ts matér ie ls , ayan t tous la même masse m,, 
se trouvent à côté les uns des au t res , e t qu ' i ls se mettent tous en 
mouvement à un même ins tant , sous l 'action de forces appli-
quéesà chacun d'eux ; si ces forces sont toutes égales à F,, et agis-
sent toutes suivant la même direct ion et dans le même sens, les 
n points matériels p rendron t tous le même mouvement rectiligne 
et uni formément accéléré, suivant la même direction, et, en 
conséquence, ils ne cesseront pas de se t rouve r à côté les uns 
des aut res , comme avant leur d é p a r t . Oncomprend d 'aprèscela 
que rien ne changera dans le mouvement de l 'ensemble de ces 
points matériels, si on les suppose liés entre eux de manière à 
ne pouvoir se sépa re r pendant le mouvement , puisqu'i ls ne se 
sépara ient pas lorsqu' i ls ava ien t la l iberté de le faire. Mais alors 
on n ' au r a plus qu 'un point matér ie l unique dont la masse sera 
égale à nm, (§ 96), ou à m ; et les n forces F,, égales, de même 
direction et de même sens, qui agissent sur ce point matériel 
unique, pourront être remplacées pa r une seule force égale à 
«F,, ou à F. Donc la force F ag issan t sur un point matériel «le 
masse m qui part du repos, lui donne ra un mouvement qui sera 
identiquement le même que celui que la force F, communique-
rait à un point matériel de masse m,, pa r tan t également du re-
pos; et, en conséquence, l 'accélérat ion communiquée pa r l a 
force F a n point matériel de masse m est la même que l'accéléra-
tion communiquée par la force F, au |>oinl matériel de masse m,. 

On ver ra de la même man iè re que les accélérat ions commu-
niquées respectivement aux points matér ie ls de masse m , m"v 

par les forces F , F,, sont exac tement les mêmes. 
Mais, par hypothèse , les forces F , F communiquent une 

même accélération aux points matér ie ls de masses m, m. Doni-
la force F,, appliquée successivement aux deux points maté-
riels de masses m', m",, leur commun ique une même accéléra-
tion, et. en conséquence, ces deux masses m,, m\, sont égales 
(§ 96), c 'est-à-dire que les masses m, m sont en t re elles dans le 
rappor t des nombres «, n ' . 

11 résulte de là que les deux forces F .F ' s o n t e n t r e elles dans 
le même rapport que les masses m, m des deux points maté-

riels auxquels elles communiquent une m ê m e accélérat ion. 
S 9 8 . R e l a t i o n e n t r e u n e f o r r e . l a m a « r «lu p o i n t i n a t e -

r i r l Kur l r q u r l r l l r n * i t , r t l ' a r r é l é r a t l o n q u i r é s u l t e d e 

cet te a r t i o n . — Soient F. F deux forces quelconques; m. m , 
les masses des deux points matériels auxquels ces forces sont 
respectivement appl iquées ; e t / , / les accé léra t ions qu ' éprou-
vent les points matér ie ls par suite de l 'action de ces forces. 
Pour établ ir une relation entre ces six quant i tés , considérons 
une force F" telle «pie, si elle agissait sur le point matériel de 
masse m, elle lui donnerai t une a c c é l é r a t i o n / . Les deux forces 
F, F donnant les a c c é l é r a t i o n s / / à un même point matériel , 
leur rappor t est le même que celui des accélérat ions qu'elles 
produisent (§ 94), en sorte qu'on a : 

F

 L 
r 

D'une autre par t , les deux forces F", F' donnan t une m ê m e ac-

célération / aux deux points matér ie ls des masses m, m . aux-

quels elles sont respect ivement appl iquées , on a entre elles la 

proport ion 

Si l 'on multiplie m e m b r e à m e m b r e les deux égalités aux-

quelles on vient de parveni r , on t rouve 

F _ m; 
F' m j ' 

Donc les forces sont entre elles c o m m e les produi ts des masses 
des points matériels sur lesquelles elles agissent |»ar les accélé-
rations qu'elles leur communiquent . 

L'unité de masse n 'a pas été définie jusqu 'à présent . Suppo-
sonsdonc que nous choisissions pour uni té la masse d 'un point 
matériel qui, sous l 'action d ' une force égale à I , p r e n d r a i t u n e 
accélérat ion égale à I. L'unité de masse é tant choisie de cette 
man iè re , il en résulte que, si l 'on suppose F = 1 c l / = I. on 
aura m' = 1, et , par conséquent, la relation qui vient d 'ê t re 
établie se réduit à 
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F—mj. 

Soit P le poids d 'un corps, c 'est-à-dire la force qui détermine 
la chu te du corps, lorsqu'on l 'abandonne à lu i -même (§ 86). La 
force P, en agissant su r le corps, dont nous désignerons la 
masse p a r m, lui commun ique un mouvement dans lequel 
l 'accélération est g (§ 00). On doit donc avoir 

P=mg, 

d ' ap rès ce qui vient d 'être établi. On en déduit 

P 
m=-, 

'J 
ce qui fournit un moyen très simple d 'évaluer numériquement 
la masse d 'un corps, dans le cas où l 'unité de masse est celle 
que nous venons de définir . 

§ 00 . C o m p o s i t i o n i l e a C o r é e n a p p l i q u e r * à u n m ê m e p o i n t 

m a t é r i e l . — Lorsque plusieurs forces agissent s imul tanément 
sur un même point matériel , suivant des directions quelcon-
ques, ce point prend un certain mouvement dans l 'espace. On 
comprend que le même mouvement pour ra i t lui être commu-
niqué p a r l 'action d 'une force unique, dont la g randeur et la 
direction dépendent des circonstances que présente ce mouve-
ment . Cette force unique, capable de donner au point matériel 
le mouvement qu'il prend sous l 'action des diverses forces qui 
lui sont appl iquées s imul tanément , est ce qu 'on n o m m e la ré-
sultante de ces forces. Les forces dont elle peut tenir lieu se 
nomment ses composantes. La composition des forces a pour 
objet la dé terminat ion de la résul tante lorsqu'on connaît les 
composantes . 

Le principe de l ' indépendance des effets des forces qui agis-
sent s imul tanément sur un même point matér ie l (§93) conduit 
directement à i a règle de la composit ion des forces appl iquées à 
un point. D'après ce principe, le mouvement d'un point maté-
riel soumis à la fois aux actions de plusieurs forces s 'obtient en 
composant le mouvement rectiligne et uniforme correspondant 
à la vitesse qu'il possède à un instant quelconque, avec les di-
vers mouvements que chacune des forces lui communiquera i t 

FORCES APPLIQUÉES A UN POINT MATÉRIEL. 123 

si elle agissait seule sur lui et qu'il part i t du r epos : et dans cette 

composit ion, on doit r ega rde r tous les mouvements composants 

qui jouent le rOle de mouvements d 'en t ra înement c o m m e étant 

des mouvements de t ransla t ion. Or. nous savons que , dans ce 

cas, on trouve l 'accélération totale du mouvement résul tant en 
composant lesaccé lé ra l ions to ta lesdes mouvements composants 

d ' après les régies de la composit ion des vitesses (§ 79). Nous 
savons en outre que les forces sont pro|u»r-
tionnellesaux accélérations to ta lesdes mou-
vements qu 'un même point inalériel p rend 
sous l 'action de chacune d'elles, et que les 
directions des forces sont les mêmes que 
celles de ces accélérations (§ 95). Nous pou-
vons en conclure immédia tement que . si 
l 'on représente les forces pa r des droi tes 
dont les longueurs soient propor t ionnel les à 
leurs intensités, et dont les directions soient 
celles suivant lesquelles elles agissent, la résu l lan tede plusieurs 
forces appliquées à un même po in t s 'ob-
tiendra au moyen descomposan tes .pa rune 
construction ent ièrement pareille à celle 
qui donne la résul tante de plusieurs vi-
tessesau moyen des vitesses composantes . 

Quand on n 'aura que deux forces F. F 
à composer en une seule, on cons t ru i ra un 
para l lé logramme sur les deux ligne« AB, 
AC qui les représentent , fig. 52, et la 
diagonale AD de ce para l lé logramme re-
présentera leur résultante. Ci l le construc-
tion constitue ce qu 'on nomme le jtaral-
lelogramme des forces. 

Quand on aura à composer un nombre 
quelconque de forces F . F . F". F", appli-
quées à un même point A. fig. 53, on t ra-
cera les lignes AB. AC. Al). AE qui les r eprésen ten t : puis on 
construira le polygone ABGI1K. dont les cOtés AB. BG. (III, HK, 

« G . M 



I 2 i LIVRE II. — DYNAMIQUE. PREMIÈRE PARTIE, 

sont respect ivement é g a u x et parallèles à ces diverses l ignes; 
la droite AK. qui jo in t le point A à l ' ex t rémité K du polygone 
ainsi obtenu, représen te ra en g randeur et en direction la ré-
sul tante des forces données F, F ' , F", F'". On donne à cette 
construction le nom de polygone des forces. 

Enfin, quand les forces composantes seront au nombre de 
trois, et que leurs di rect ions ne seront pas comprises dans un 
même plan, le polygone des forces données p o u r r a ê t re rem-
placé p a r leparallélépipède des forces : c 'est-à-dire que la droite 
qui représentera la r é su l t an t e des forces données sera la dia-
gonale du para l lé l ip ipède ayant pour a rê tes les dro i tes qui re-
présentent les composan tes . 

Une force étant donnée , on pourra la décomposer en deux 
ou en trois composan tes suivant des direct ions déterminées , 
en opéran t exactement de la même manière q u e s'il s 'agissait 
de décomposer une vi tesse (S toi . 

§ K M ) . P r o j e c t i o n s « l e s f o r c e s h i i t u n p l a n l i \ e o n s u r u n e 

« i r o i t e i i xe . — Une force étant représentée pa r une ligne 
droite conformément à ce qui vient d 'ê t re dit Oit), si l 'on pro-
jet te cette droite sur 1111 plan fixe, la projection pour ra être re-
gardée comme rep résen tan t une au t re force qui agi t dans ce 
p l a n : cette autre force est ce qu 'on nomme la pro jec t ion de là 
p remiè re force sur le p lan fixe. De même, si l 'on pro je t te sur 
une droi te fixe la l igne qui représente une force quelconque, 
la projection représente une au t r e force que l 'on dit être la 
project ion de la p r emiè re . 

Si l'on a construi t le polygone qui ser t à t rouve r la résultante 
d 'un sys tème quelconque de forces appl iquées à un même point 
matériel , et que l'on p ro je t t e la ligure tout ent ière sur un plan 
fixe, 011 obt iendra un a u t r e polygone situé dans ce plan : la con-
sidérat ion de ce second polygone mont re que la project ion de 
la résul tante des forces sur le plan fixe est la résu l tan te des 
project ions des forces el les-mêmes sur ce plan. 

On trouve exac tement de la même manière que , si plusieurs 
forces agissent sur un m ê m e point matériel , la pro jec t ion de leur 
résul tante sur une dro i te fixe est la résul tante des projections 
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des forces sur cette droite, résu l tan te qui . dans ce cas, se ré-

duit à la somme algébrique des composan tes . 

Si par le point d 'appl icat ion d ' une force on mène trois droi tes 
non situées dans un même p lan , et qu 'on décompose la force 
en trois c o m p i l a n t e s dir igées suivant ces t rois droites, chaque 
composante peut ê t re r ega rdée comme la projection de la force 
su r la dro i te cor respondante , cette project ion é tan t effectuée 
paral lè lement au plan des deux au t res droi tes . D 'après cela, 
on voit cpie la force est la résul tante de ses project ions sur les 
trois droites. Il en est de même lorsqu 'une force se t rouve 
décomposée en deux au t res suivant deux droites dont le plan 
passe |>ar la direction de la force : chaque composante est la 
projection de la force sur la droi te correspondante , cette pro-
jection é tant effectuée paral lè lement à l ' aut re d ro i te ; et par suite 
la force est la résultante de ses pro jec t ions sur les deux droites. 

Les proposit ions qui p récèdent sont vraies de quelque ma-
nière que s 'effectuent les project ions , et . pa r conséquent aussi, 
dans le cas par t icul ier où ces project ions sont o r thogona les . 
Toutes l e s fo i sque nous a u r o n s occasion de les appl iquer , et que 
nous ne spécifierons pas lana-
t u r edes projections.on devra 
tou jours entendre qu'il s 'agit 
de pnSect ions or thogonales . 

ij 101 . T h é o r i e d e s m o -

m e n t « . d a n s l e en» «lr« 

f o r c e « a p p l i q u é e s à u n 

• n é m e p o i n t m a t é r i e l . — 

Soit 0 un point quelconque 
pris sur le plan des deux 
forces F. F appl iquées à un 
même point A. fig. "»t. Con-
struisons le para l lé logramme 
ABCD. sur les lignes AB, AC. 
qui représentent les forces 
F, F ; la diagonale AD repré-
sentera leur résul tante . Si nous joignons le point 0 aux quatre 

\M 

Fig. 54. 
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sommets A,B,G,D de ce para l lé logramme, nous fo rmerons trois 
t r iangles ABU. ACO, ADU, dont le dernier ADU est égal à la 
somme des deux premiers ABU, ACU. En ell'et, on peut regar -
der ces trois t r iangles comme ayant pour base commune A U, 
et pour hau teurs les distances des points B, C, D à cette base : 
or . ces hau teurs sont évidemment les projections or thogonales 
des lignes AB. AC. AD sur la ligne AM menée perpendiculaire-
ment à AU, et la pro jec t ion de AD sur AM est égale à la somme 
des project ions de AB et BD su r cette même ligne, c'est-à-dire 
égale à la somme des project ions de AB et AC : donc aussi la 
surface du tr iangle ADU est égale à la somme des surfaces des 
triangles ABU, ACU. Mais nous pouvons évaluer les surfaces de 
ces triangles en les r ega rdan t comme ayant pour bases AB, AC, 
AD. et pour hau teu r s les perpendiculaires UP, UQ, UK abais-
sées du point U sur ces bases : nous aurons donc 

AD X OU = AB x O P - f AC X OQ. 

Chacun des t rois te rmes qui entrent dans cette équation est 
le produi t d 'une force pa r la distance du point U à sa direction ; 
un pareil produit se nomme le moment de la force pa r r appor t au 
point U. Il résulte donc de ce que nous venons de dire que , si 
l'on cons idèredeux forces appl iquées à un même point matériel 
et la résul tante de ces deux forces, le moment de la résul tante , 
par rappor t à un point U pris dans le plan des forces, est égal 
à la somme des moments des composantes par rapport au 
même point U. 

Pour (jue ce t h é o r è m e soit vrai, de quelque manière que le 
point U soit situé dans le plan des forces AB, AC, AD. il est 
nécessaire d 'a t t r ibuer un signe au moment de chacune d'elles, 
d ' après la position qu'el le occupe par rappor t au point 0 ; voici 
comment ce s igne se détermine. Un conçoit que chaque force 
soit appl iquée seule à une ligure plane matérielle, contenue 
dans le plan dont il s 'agit , et ne pouvant que tourner au tour du 
point 0 ; sous l 'action de cette force, la ligure prendra un mou-
vement de rotation au tour du point U, dans un certain sens 
facile à t rouver d ' après le sens dans lequel la force agi t : on 
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regarde comme positif le moment de toute force qui tend ainsi 
à faire tourner la figure mobile dans un sens déterminé, que l'on 
choisit d 'a i l leursà volonté, et comme négatif le moment de toute 
force qui tend à faire tourner cette figure dans le sens opposé. 

Si l 'on reprend ce qui a été dit au commencement de ce |>a-
r ag raphe , en donnant successivement au |H>int U diverses posi 
lions dans le plan des forces F. F , et qu 'on a t t r ibue au moment de 
chacune de ces forces et à celui de leur résul ta te les signes qu'i ls 
doivent avoir dans chaque cas, on reconnaî t ra «pie le moment de 
la résultante, pa r rappor t au p o i n t u , est t ou jour s égal à la somme 
des moments des com|>osantes par rap|>ort au même point . 

¡5 102. Si nous considérons un nombre quelconque de forces 
F, F", F ' , F" appliquées à un même point matériel , et 
dirigées toutes «lans un même plan, nous pourrons é tendre sans 
peine à ce sys tème de forces le théorème «pii vient d ' ê t r e éta-
bli pour le cas de deux forces seulement. 

Composons d ' abord les deux forces F, F en t re elles, et nous 
t rouverons une résultant«' ¡»artielle dont le moment , par rapport 
à un point quelcompie U pris dans le plan des force*, sera égal 
à la somme des moments des forces F , F pa r rappor t à ce point. 
Si nous composons ensuite cette résul tante partielle avec la force 
F", nous au rons une deuxième résul tante partielle dont le mo-
ment. par r appor t au point U, sera égal à la somme des moments 
de F" et de la première résul tante part iel le pa r rappor t au 
même point : le moment de cette deuxième résul tante partielle 
sera donc égal à la somme des moments des t rois forces F , F , F". 
En composan t la deux ième résul tante partiel le avec F", on trou-
vera une t rois ième résul tante partielle dont le moment sera 
de même égal à la somme des moments des qua t re lorces 
F , F ' , F", F*. En continuant ainsi, on finira par arr iver à la 
résultante de toutes les forces données, et l'on t rouvera que le 
moment de celte force, par r appor t au point 0 , est égal à la 
somme des moments de ses composantes, par rappor t à ce point . 

§ 103. Dans le cas où un point matériel est soumis à l'action 
d'un nombre quelconque de forces non dir igées dans un même 
plan, nous ne pouvons plus a r r iver à un résul ta t simple en ap-
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p l i q u a n t l e t h é o r è m e d u § 101 aux diverses composi t ions succes-
sives que nous venons décons idére r , et qui conduisent à trouver 
la résul tante déf ini t ive du sys tème de forces, parce que ces com-
positions successives ne s 'effectuent pas dans un même plan. 
Mais, en suivant une au t r e marche , nous pa rv iendrons à géné-
raliser le résul ta t que nous avons obtenu (§ 102;. de manière à 
l 'é tendre au cas généra l dont nous nous occupons maintenant . 

Soient AB, fig. 55. une force appl iquée au point A et OP 
une droite dir igée d 'une ma-
nière quelconque par rap-
p o r t a cette force. On donne 
le nom de moment de la 
force AB. par rappor t à la 
droite OP, au produi t de 
la plus cour te distance des 
lignes AB, OP. par la pro« 
jection dè la force AB sur 
un plan MN perpendicu-
laire à OP. 11 est aisé de 

voir que la p lus courte distance RS des droi tes AB, OP est 
paral lè le au plan MN, et «pie, par conséquent , elle se projette 
en vraie g r a n d e u r sur ce plan : de plus, la projection OT de 
cette plus cour te dis tance est perpendicula i re à la projection 
ad «le la force AB ; donc ce que nous nommons le moment de 
la force AB, pa r r appor t à la droi te OP, n'est au t r e chose que 
le moment de la projection de cette force sur le plan MN, par 
r appor t au point 0 où ce plan est percé par la l igne OP. 

Cela posé, concevons que nous pro je t ions sur un plan quel-
conque les diverses forces qui agissent sur un même point maté-
riel. ainsi que la résu l tan te de ces forces. Nous savons que la 
projection de la résul tante est la résu l tan te des project ions des 
forces (§ 100); e t comme toutes ces project ions sont dirigées 
dans un même p lan , nous pouvons dire (§ 102) que le moment 
de la résul tante p ro je tée , par rappor t à un point quelconque 0 
du plan de pro jec t ion , est égal à la somme des moments des 
composantes pro je tées , par r appor t au même point . Rem-
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plaçons, dans cet énoncé, le m o m e n t «le chaque force pro je te r 
par rappor t au point O, par le momen t de la force de l 'espace 
pa r rapport A la perpendicula i re au plan «le project ion menée 
par le point 0 , et nous a r r ive rons ainsi à la proposit ion sui-
vante : Lorsque plusieurs forces agissent sur un même point 
matériel , dans diverses di rect ions , le moment de la résu l tan te 
de ces forces par rappor t à une dro i te «pielcoiupie est égal à 
la somme des moments des composantes , par r appor t à la 
même droite. 

Pour «pie ce théorème soit t ou jou r s vrai , il est nécessaire de 
regarder le moment d 'une force pa r rap|>ort à une droi te comme 
étant une quant i té positive ou négat ive , su ivant les cas. Ce mo-
ment n'étant au t r e chose que le momen t de la projection de la 
force sur un plan perpendicula i re à la droite, pa r rappor t au 
point où ce plan est percé par la droite, il est naturel de lui 
donner le signe de ce dern ie r moment : le moment d 'une 
force, par rappor t A une droi te , sera d«>nc jHisitif ou népatif . 
suivant que cette force t endra A faire tourner dans un sens ou 
dans l 'autre un corps autpiel elle serai t appl iquée, et qui ne 
|M)iirrait «pie tourner a u t o u r «le la droi te . 



CHAPITRE II 

ÉQUILIBRE ET MOUVEMENT D Ï X POLNT MATÉRIEL LIBRE. 

1 0 1 . i'".«iniiii»r«* « l 'un p o i n t m a t é r i e l . — L o r s q u ' u n p o i n t 

matériel , que nous supposerons pr imit ivement en repos, vient 
A être soumis aux actions s imultanées de diverses forces, il peut 
a r r iver que ces forces se contre-balancent mutuel lement , de 
telle manière qu' i l reste en repos malgré l 'action des forces. 
Dans ce cas, on dit que le point matériel est en équilibre: 
on dit aussi q u e les forces se font équilibre sur le point ma-
tériel . 

11 est aisé de voir à quelle condition les forces doivent satis-
faire, pou r que le point matériel sur lequel elles agissent soit 
en équil ibre. Ces forces, quelles que soient leurs g randeurs et 
leurs direct ions, peuvent être remplacées p a r leur résultante 
S 00 . Le point matériel, soumis à l 'action de cette résultante 

seule, doit donc res ter l 'état de repos, tout aussi bien que 
lorsqu'il est soumis aux act ions simultanées de? composantes. 
Or. cela ne peut évidemment avoir lieu qu 'autant que la résul-
tante est nulle : donc, pour qu 'un point matériel soit en équi-
libre sous l 'action de plusieurs forces, il faut que la résultante 
de ces forces soit nulle. D'ailleurs, il est bien clair que cette 
condition est suffisante pour que le point matériel , primitive-
ment en repos, ne se mette pas en mouvement sous l'action de> 
forces qui lui sont appliquées, puisque ces forces peuvent tou-
jou r s être remplacées par leur résultante, et que, celle-ci étant 
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nulle, le point matér ie l se t rouve dans le même cas que s'il 

n'était soumis à l 'action d 'aucune force. 

Si plusieurs forces, agissant sur un point matériel en mou-
vement, ont une résul tante nulle, on dit encore qu'elles se font 
équilibre. Dans le cas où le point matériel serait soumis à ces 
forces seules, il se t rouverai t dans les mêmes conditions que 
si aucune force ne lui était appl iquée , et pa r suite son mouve-
ment serait rectiligne et uni forme. 

Lorsque plusieurs forces appl iquées à un même point ma-
tériel se font équil ibre, il est clair qu 'une quelconque d 'ent re 
elles est égale et directement opposée à la résul tante de toutes 
les autres . 

Soient F. F , F" , . . . diverses forces qui agissent sur un même 
point matér ie l . Menons, par un point quelconque de l 'espace, 
trois axes coordonnés rectangulaires , et décomposons chacune 
des forces F, F , F", . . . en trois composantes dirigées parallèle-
ment à ces axes. Soient X, Y. Z. les composantes de la force F ; 
X , Y , Z , les composantes de la force F , etc. La projection de 
la résul tante des forces F , F . F*... . sur l 'axe de» x ( § 100) est 
égale à 

X + X + X ' + ou IX; 

de même les project ions de cette résul tante sur les axes des y 
et des z sont respectivement 

Y + Y ' + Y ' + ou XY, 
Z + Z ' + Z ' + ou xZ. 

II est clair que , pour que les forces F , F , F . . . se fassent équi-
libre, c 'est à -d i re pour que leur résul tante soit nulle, il est né-
cessaire e t suffisant que les project ions de cette résul tante sur 
les axes soient nulles toutes trois : l 'équilibre des forces F , F . 
F .. . se t rouve donc expr imé j>ar les équat ions 

XX = 0, x Y = 0 , x Z = 0 . 

§ 1 0 5 . M o a * p m < - n t r r r l i l i f n r d ' a n p o i n t m a t é r i e l . — D a n s 

ce qui suit , nous allons é tudier les lois du mouvement que prend 
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un point matériel sous l 'action d 'une ou de plus ieurs forces. 

Mais, les diverses forces qui agissent s imul tanément sur un 

même point matér ie l pouvant tou jour s être remplacées par 

leur résul tante , nous n ' avons pas besoin de nous préoccuper de 

l 'existence de ces d iverses forces, et nous pouvons raisonner, 

dans tous les cas, c o m m e si le mouvement du poin t mobile 

était dû à l 'action d ' u n e force unique. 
Si un point matér ie l , pa r t an t du repos, est soumis à l'action 

d 'une force dont la d i rec t ion reste cons tamment la même, il se 
mouvra suivant une l igne droi te . 11 en se ra encore de même si 
ce point matér ie l a reçu une vitesse initiale dont la direction 
coïncide avec celle de la force qui lui est appliquée. C'est ce 
qu 'on reconnaî t ra s ans peine , en ra isonnant comme nous l'a-
vons déjà fait dans le cas où la force est constante en grandeur 
et en direction (§§ 90 et 91). 

De quelque manière que var ie la force qui agi t su r le point 
matériel , si l'on dés igne pa r m la masse de ce point , pa r j l'ac-
célération de son mouvemen t à un ins tan t quelconque, et par 
F la valeur de la fo rce à cet ins tant , on aura t o u j o u r s la rela-
tion (§ 98 ) 

F = tnj. 

La connaissance de la loi de variat ion de la force F entraîne 
donc celle de la loi de variat ion de l 'accélération j , ce qui per-
met de dé te rmine r la loi du mouvement . 

Soient t le temps compté à p a r t i r d 'un instant quelconque 
pris pour origine; x l a distance du point mobile à u n point fixe 
de sa t ra jectoi re rec t i l igne , à la fin du temps t; et v la vitesse 
de ce point au même ins tant . On a 

dx . dv (Px 
v~dt' J - d t ~ W 

L'accélération j , a insi ob tenue , est positive ou négat ive en 
même temps que l ' acc ro i s sement de vitesse infiniment petit de 
correspondant à l ' é l émen t de temps dl. Il est aisé de voir que. 

quel que soit le s igne de v, ou de ^-i la vitesse acquise élé-
dt 

mentaire do est positive ou négative, suivant qu 'e l le est dir igée 
dans le sens des x posit ifs ou d a n s le sens des x néga t i f - : et 
par suite il en est de même de l 'accélérat ion j . On voit donc 
«pie la relation 

F = » y , 

qui a été établie (¡5 98), en ne cons idérant «pie les valeurs ab-
solues de j e t de F , subsistera encore quand on [»rendra j avec 
son signe, à la condit ion «le r ega rde r la force F comme positive 
ou négative suivant qu'elle ag i ra dans le sens des x positifs ou 
bien dans le sens o p p o s é . 

d*x 

En remplaçant j par sa valeur — dans cette dern ière rela-

tion, on t rouve 

t» dt 

<fx v 

qui n'est au t re chose que l 'équation différentielle «lu mouve-
ment du point. L' intégration «le cette équation différentielle 
fera connaître l 'équation finie du mouvement . Les constantes 
arbi t ra i res se détermineront d ' ap rès les circonstances initiales, 
c 'est-à-dire d ' ap rès les valeurs de la distance x du mobile au 

dx 
point fixe, et de sa vitesse —> cor respondan t à t = 0. 

§ 106. La force F var ie , en généra l , avec t, et pa r conséquent 
aussi avec les «piantités x et v ; on conçoit qu'el le sera g é n é -
ralement donnée en fonction de ces trois variables, I, x, v. 
L'intégration «le l 'équation différentiel le du mouvement s 'ef-
fectuera alors en suivant une marche plus ou moins complexe, 
qui dépendra de la forme de cette fonct ion, cl en tenanl compte , 
en môme temps, de la relation 

dx 
V=W 

Nous nous contenterons ici d ' indiquer la marche à suivre pour 

faire cette intégrat ion, lorsque la force F sera donnée en fonc-
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lion d 'une seule des t rois variables t, x, v. Nous au rons pour 
cela à examiner trois cas distincts. 

I " cas. — La valeur de F est donnée pa r la relation 

F=m 

L'équation différentielle du mouvement est donc 

Si l 'on multiplie les deux membres par et qu 'on intégre, 

on t rouve 

v0 é tant la vitesse du mobile correspondant à t = 0. Représen-
ter 

tons par ç (l) cette valeur de — » en sorte que nous a u r o n s 

!=,«). 
En multipliant les deux membres par dt, et in tégrant de nou-
veau, on aura définitivement 

x=x9+J'?(t,dt 

pour l 'équation du mouvement ; x 0 désigne la valeur de x cor-
respondant à / = 0. 

2e cas. — On donne 

F=/• (*)• 

L'équation différentielle qu'il s 'agit d ' in tégrer est donc alors 

o- , dv 
Si nous remplaçons — par — , cette équation deviendra dv „ , mTt=f[x). 
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2dx 
Multiplions le second membre p a r — e t le premier membre 

t/l x . ivdt . pa r son égal , et nous au rons 
m 

•2c dv = -f{x)dx; m 

d'où en in tégrant 

D, e t x , désignent , comme précédemment , les valeurs de v et 
de x qui correspondent à t = 0. On t i re de cette équation une 
valeur de v que nous représenterons pa r 

t = f ( x ) ; 

en y remplaçant v par ^ . puis r é so lvan t |»ar rappor t à dt, on 

t rouve 
• i Le 

dt = — \ 
? i * r 

on a donc, en intégrant encore une fois, 

I = f — • 

3* cas. — On donne 

F = r M . 

I /équat ion différentielle du mouvement est dans ce cas 

d'x „ 

m u F = r ( v ) ' 

ou ce qui est la même chose 
dv , 

m- = M . 
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Un en tire 

J . D V 

d'où en intégrant 

r ^ 
t = m I y—; • 

J rtÎ(V) 

Si l'on résout celte équation pa r r appor t à v, ce qui donnera 

et qu 'on observe que l 'on a d.x v

=Tr 

on en dédui ra 

x—x0+J'o(t)dt. 

Mais on peut aussi remplacer cotte derti ière opéra t ion par la 
suivante : la relat ion 

dx—vdt 

donne, dans le cas dont il s 'agit , 

, vdv d.c=m~—, 

m 

d'où l 'on tire, en i n t é g r a n t 

m . /*» vdv 
x = x + m J , , m > 

il suffit alors d ' é l iminer v, entre cette dern ière équation et h 
relation entre ye t t qui résulte de la première in tégrat ion, pour 
avoir la relation c h e r c h é e entre x et t. 

A 

¡S 107. E x e m p l e » d e m i i H i r n i r n l s r e r l i l l e i i e - . — Noi lS a l l o i l -

appl iquer ce qui précède à deux exemples. 
Considérons d 'abord le mouvement d 'un point ma-

tériel qui par t du point 0 . fig. 56, sans vitesse ¡ni- M 

tiale, sous l 'action d 'une force dir igée suivant la ligne » 
OA el var iant en raison inverse du ca r ré de la dis-
lance du point mobile au point A de cette ligne. Nous 
ver rons plus ta rd que le poids d 'un corps, placé 
successivement à différentes h a u t e u r s au-dessus de 
la surface de la terre , varie sensiblement en raison 
inverse du car ré de la dis tance qui le séjwire du 
centre du globe te r res t re ; en sort«' «jue l 'exemple pi!. M 

.«pie nous allons t ra i ter peut ê t re regardé comme se 
rappor tan t au mouvement d 'un corps ¡»esant qu 'on laisserait 
Itunber d 'une certaine h a u t e u r au-dessus de la surface de la 
terre , sans vitesse initiale, et dans le vide, pour ne pas avoir 
à t en i r compte de la résis tance de l 'air. Nous supposerons donc 
«pie A est le cent re de la t e r r e , et «pie la force qui agit sur le 
point matériel n'est au t re chose que son poids . Soit H le point 
où la ligne OA |>erce la surface «le la ter re : lor-que le mobile 
est en ce point , son poids est «'-gai à mg § 0H|. Le poids «lu 
mobile, en un point quelconque M de la droi te suivant laquelle 
il se meut, aura pour expression 

en dés ignant pa r x la distance O.M, |>ar a la distance OA, et 
par r le rayon Ail de la te r re . D 'après cela, l 'équation différen-
tielle du mouvement sera 

<i*r 
dl* "(«-!)»" 

Nous nous t rouvons ici «lans le second des trois cas qui ont 
été t rai tés dans le p a r a g r a p h e 106. En opérant comme nous 
l 'avons dit. en observant que la vitesse initiale u0 est nulle par 
hypothèse , ainsi «pie la dis tance initiale J - 0 « I U mobile au point 0 . 
nous t rouverons d ' abord 



n a — x 

En y r e m p l a ç a n t v p a r — , puis réso lvant pa r r a p p o r t à dt, el 
dt 

r e m a r q u a n t q u e dx et dt sont de m ê m e signe, nous au rons 

a a — x , I / « a ~ x . 
dt = \ / - — \ d x = - \ — X . dx 

V i g r i \ x r \ 2 , j \ ax—x* 
_ 1 Ü " — 2* a f â dj: 

r \ 2g 2>Jax - & \ U , x - x>' 

En in tég ran t de n o u v e a u , et t enant compte de ce que x es t nul 
en même t e m p s q u e t , n o u s ob t i end rons enfin l ' équat ion finie 
du m o u v e m e n t , qui est 

r V ~0 2r y '2g 

a — 2x 
arc cos 

§ ION. Cons idé rons encore le m o u v e m e n t rect i l igne d 'un 
point ma té r i e l s o u m i s aux ac t ions s imul tanées de deux forces, 
dont l 'une est c o n s t a n t e en g r a n d e u r et en d i rec t ion , et dont 
l ' au t r e , t o u j o u r s d i r i gée en sens con t ra i re d u m o u v e m e n t , varie 
p ropo r t i onne l l emen t au c a r r é de la vitesse du mobile . C'est le 
cas d 'un co rps p e s a n t qui se meut dans l 'air , en supposan t que 
le poids du c o r p s soi t c o n s t a n t , et que la rés is tance qu'i l ép rouve 
de la pa r t de l ' a i r va r i e p ropo r t i onne l l emen t au c a r r é de sa vi-
tesse. Nous s u p p o s e r o n s donc q u e la force cons tante qui agit 
s u r le point m a t é r i e l soit son po ids mg, et nous représen te rons 

l ' au t re force , qui s e r a la rés is tance de l 'a i r , p a r mg v étant 

A 
la vitesse d u m o b i l e à un ins tan t quelconque, et k é t an t la va-
leur pa r t i cu l i è re de cet te vitesse pour laquelle l a seconde force 
devient éga le à la p r e m i è r e . 

Examinons d 'à bo rd le cas où le co rps dont nous n o u s occupons 
commence à se m o u v o i r sans vitesse initiale. Son mouvemen t 
s 'effectue su ivan t la ver t ica le menée p a r son poin t de dépar t , et 
de hau t en bas ; la r és i s t ance qu ' i l ép rouve de la pa r t de l 'a i r esl 
donc d i r igée v e r t i c a l e m e n t et de bas en hau t , c 'est-à-dire en sens 
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con t r a i r e de l 'action de la p e s a n t e u r . Ce corps se meut c o m m e 

s'il é ta i t soumis à l 'action de la r é su l t an t e de son poids mg 

e* 

et de la rés is tance de l 'a i r mg —. r é su l t an t e qui est évidem-

ment égale à mg—mgp-

D'après cela , on voit que , si l 'on dés igne p a r x la d is tance du 
mobile à son point de d é p a r t , on a u r a p o u r l ' équat ion différen-
tielle du mouvement 

tPx / v*\ 

équat ion qui r e n t r e d a n s le t ro i s i ème cas du § 106. Si nous y 
<Px de . 

remplaçons — par son égal — . e t q u e nous résolvions ensui te 

par r appo r t à dt, nous t rou v e n i n s 

*» dt k ( J v dv \ 
x tf-i)»-ty \k+v + k - v ) ' 

d 'où , en in tégran t et obse rvan t que la vitesse initiale est nul le . 

2 g k—v 

Cette équat ion , résolue p a r r a p p o r t à v. donne 

*£i 
k 

.r - I 

k e + 1 

e dés igne la base du sy s t ème de l o g a r i t h m e s népér ien . Si l 'on 

remplace v p a r et qu 'on mul t ip l ie les deux m e m b r e s de l'é-

qua t ion pa r dt, on t rouve ra 
2gt gt gt 

k k k 

dx = kr-P±dt = k e ~ * dt; 
lai ËL ~2L 

k k k 
e - H r 
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d 'où , en in tégrant de nouveau, et dé terminant la constante de 

manière que x soit nul pour t = 0, 

( i - f \ 

La valeur de v pouvant se met t re sous la forme 

k 

i + e k 

ou voit que la vitesse du mobile augmen te cons tamment , sans 
cependant j a m a i s dépasser la vitesse k ; elle s ' approche indéfi-
niment de cette limite k, et ne lui devient égale que lorsque / 
est infini. 

Voyons maintenant comment s 'effectue le mouvement du 
corps sous l 'action des mêmes forces , lorsqu' i l a été primitive-
ment lancé vert icalement, et de bas en haut , avec une vitesse 
v0. Ce corps commence par s ' é lever ver t ica lement ; sa vitesse 
diminue peu à p e u ; bientôt il cesse de monter pour se mettre 
en mouvement en sens contraire suivant la même droite, en 
prenant une vitesse de plus en p lus g rande . P e n d a n t que le 
corps monte, la résistance qu'il ép rouve de la part de l 'air est 
dir igée de h a u t en bas, de même q u e l 'action de la pesanteur : 
la résul tante des deux forces auxquel les il est soumis est donc 
égale à 

' " f f + n ' S p -

Si nous dés ignons encore par x la d is tance du mobile à son 
point de dépar t , et si nous r e m a r q u o n s que la force résultante 
dont nous venons de donner la v a l e u r est dir igée en sens con-
traire du sens dans lequel se c o m p t e cette distance x, nous 
verrons que l 'équation différentiel le du mouvement ascendant 
du mobile est la suivante : 

nous sommes donc encore dans le t roisième cas du p a r a g r a -
tPx de , . 

plie 106. Si nous remplaçons — par — , et que nous résolvions 

pa r rappor t A dt. nous t rouverons 

k* dt dt= X 
g ~ J k ' - t - c " 

d 'où , en intégrant et observant que. pour t = 0 . on doit avoi r 

v = v0, 

k . », k v k , kvt — kv t = - n r c tang T* — - arc lang -r = - arc tang — — - • 
g k g k g k' -+- r» , 

Çette équation étant résolue par r appor t à v nous donne ra 

gi , . gt 
r , c o s j — «sin -

r= k — -• 
k cos -f f , i i n 

Mettant — A la place de r , multipliant de par t et d ' au t re |w»i 
dt 

dt, in tégrant et dé terminant la constante |wir la condition que 
pour t = 0 ou ait x = (1. nous t rouverons 

Telle est l 'équation finie du mouvement ascendant que nous 
nous ét ions proposé de déterminer . I-e mobile se mouvra con-
fo rmémen t A cette équation, tant que sa vitesse sera d i r igée 
de bas en haut , c'est-A-dire tant que l sera inférieur A la va-
leur pour laquelle l 'expression précédente de la vitesse v s 'an-
nule. Mais quand t au ra atteint cette va leur par t icul ière qui esl 

* . i = - arc tang - p 

le mobile cessera de s 'élever, et a lors il redescendra , en se 
mouvant suivant la loi que nous avons trouvée précédemment . 
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pour le cas d 'un corps qui tombe dans l 'air sans vitesse initiale. 
La question qui vient d 'ê t re t ra i tée dans tout ce pa ragraphe 

nous fournit un exemple d'un mouvement dans lequel la force 
n'est pas toujours représentée par la même expression analy-
tique. 

S 1 0 9 . M o u v e m e n t c u r v i l i g n e d ' u n p o i n t m a t é r i e l . — Si la 

direction de la force qui agi t su r un point matér ie l ne reste p is 
constamment la même, ou bien si, cet te direction é tant con-
s tante , le mobile a reçu une vitesse initiale dirigée autrement 
que la force qui agit sur lui, le mouvement est curvil igne. 

Il est aisé de reconnaî t re q u e le mouvement s'ell'ectue dans 
un plan : 1° lorsque la force qui agi t sur le point matériel reste 
cons tamment paral lè le à un plan fixe, et que sa vitesse initiale 
est également parallèle à ce plan ; 2° lorsque la force est tou-
jou r s dir igée vers un point fixe, quelle (pie soit d 'ai l leurs la di-
rection de la vitesse initiale du mobile. Pour s'en r endre compte, 
il suffit de subst i tuer à l 'action cont inue de la force une action 
intermittente, comme nous l ' avons dé jà fait (§90), et d ' examiner 
successivement les divers changemen t s de direction que la vi-
tesse du mobile éprouve chaque fois que la force exerce son 
action sur lui. Kn appl iquant le principe du § 89, on reconnaît 
que les vitesses dont le mobile est an imé, avant et a p r è s cha-
cune de ces actions de la force, sont dir igées dans un plan pas-
sant par la direction de la force même. Il s 'ensuit que, dans 
chacun des deux cas indiqués ci-dessus, et dans l 'hypothèse 
' l 'une force agissant par intermit tence, le mobile pa rcour t un 
polygone qui se t rouve situé tou t entier dans un plan. Si l'on 
se rapproche ensuite peu à peu de la réali té, en admet tan t que 
les actions successives de la fo rce soient de plus en plus rap-
prochées les unes des aut res , on voit que les côtés de la trajec-
toire polygonale du mobile dev iennent de plus en plus petits, 
sans que le polygone cesse d ' ê t r e contenu tout ent ier dans un 
même plan, et à la limite, lo r sque l 'action intermittente de la 
force se confond avec une act ion continue, la t ra jectoi re poly-
gonale devient une t ra jectoi re courbe dont tous les points se 
t rouvent encore dans un même p lan . 
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D'après ce qui a été dit p r écédemmen t (§§ 93 et 98), de 
quelque manière que la force F qui agi t sur le point matériel 
change de g randeur et de direction avec le temps , l 'accéléra-
tion totale du mouvement du point est à chaque instant dirigée 
suivant la direction de la force; et la g r a n d e u r de cette accélé-
ration totale est liée à la va leur de la fo rce F par la relation 

m étant la masse du point matériel dont il s 'agit . 
§ 1 1 0 . F o r r e t u n g e n t i e l l e , f o r r e c e n t r i p è t e . — Si l ' o n 

décompose l 'accélération t o t a l e / , dans le mouvement du point 
matér ie l soumis à l 'action de la force F . en deux composantes 
dirigées, l 'une suivant la tangente à la t ra jectoi re du mobile, 
l 'autre suivant son rayon de courbure , on t rouve deux accélé-
rations dont les valeurs sont 

dv t« 
i r 7 ' 

et que nous avons désignées p récédemmen t sous les noms 
d'accélération tangentielle et d 'accélérat ion centr ipète (§ 73). 
Décomposons de même la force F en deux composantes F,, F,, 
dirigées suivant les mêmes droi tes . Le para l lé logramme qui ser-
vira à faire celte décomposit ion sera év idemment semblable à 
celui qui sert à faire la décomposi t ion de l 'accélération to ta le ; 
puisque les directions des côtés et des diagonales de ces deux jw-
ral lélograinmes sont les mêmes : donc il existera, entre les deux 
composantes F,, F , de la force F, et les composantes correspon-
dantes de l 'accélération totale j , le même rappor t qu 'en t re la 
force F elle-même et cette accélérat ion totale. Ainsi on aura 

dv _ 

La force F,, qui est la projection de la force F sur la tangente à 
la t ra jectoire du mobile, se n o m m e la force tangentielle. La 
force F,, project ion de la force F sur la direction du rayon de 
courbure de cette t ra jectoire , se n o m m e la force centripète. 

D'après les valeurs que nous venons de t rouver pour ce> 



«leux composan te s de la force F. on voit que le c h a n g e m e n t de 
g r a n d e u r q u e la vitesse du mobi le ép rouve avec le t emps est 
un iquemen t drt à la force tangent ie l le ; en sor te que , si cette 
force tangent ie l le é ta i t cons tamment nulle, c 'es t -à-di re si la force 
F é ta i t t o u j o u r s no rma le à la t r a j ec to i r e , la vitesse du mobi le ne 
varierai t pas . et le mouvemen t sera i t un i fo rme . De même le 
c h a n g e m e n t de direct ion de la vitesse du mobi le est un iquement 
dil à la force cen t r ipè te ; c 'est-à-dire que, si la force F étai t à cha-
q u e i n s t a n t d i r igée suivant la direct ion de la vitesse du mobile, 
ou , en d ' au t r e s t e rmes , suivant la t angente à la t ra jec to i re qu'il 
décr i t , cet te t r a j ec to i r e serai t nécessa i rement une ligne droite. 

«; 111 . P r o j r r l i o n «lu m o u v e m e n t s u r u n p l a n 0 l e . 

— Lorsqu 'un point maté r ie l se meut dans l 'espace, en ver tu 
d ' une vi tesse ini t iale, et sous l 'action d ' une force qui lui est ap-
pl iquée, il est souvent utile d ' é tud ie r la projec t ion de son mou-
vement s u r un plan lixe. Nous avons dé j à vu que la vitesse et 
l ' accéléra t ion to ta le d a n s le m o u v e m e n t p ro je té sont les pro-
jec t ions de la vi tesse et de l 'accéléra t ion totale du mobi le dans 
l 'espace (§8 12 et Ti). Si nous t enons compte ma in t enan t de la 
liaison qui existe en t re la force qui agit sur un po in t matériel 
et l ' accé léra t ion to ta le du mouvemen t de ce point , n o u s arr ive-
rons à une conséquence impor tan te . 

Soient F la force q u i ag i t sur le point matér ie l , m la masse de 
ce poin t , et j l ' accé léra t ion de son mouvemen t ; nous savons 
que F et j ont la m ê m e di rec t ion , et qu ' en ou t re on a 

F=mj. 

Si F' et / sont les p ro jec t ions de F et de j sur un plan fixe, ces 
deux p ro jec t ions seront d i r igées su ivant une m ê m e droi te , et 
de plus le r a p p o r t de F à F sera le m ê m e que celui de / à j : 
donc on au ra aussi 

¥'=wj. 

On en conclu t nécessa i rement que le m o u v e m e n t du mobile, 

p ro j e t é s u r le plan lixe, n 'es t a u t r e chose que le mouvement 

que p rendra i t d a n s ce plan un point ma té r i e l de masse m, sous 

act ion de la force p ro j e t ée F' , ce po in t a y a n t r e ç u une vitesse 

initiale éga le à la p ro jec t ion de la vitesse ini t iale du mobile de 

l 'espace. 

Celte proposi t ion est vra ie de que lque m a n i è r e que les l ignes 
p ro je tan tes soient d i r igées p a r r a p p o r t au p l a n de pro jec t ion . 

§ 1 1 2 . P r o j e c t i o n d u m o u v e m e n t . . r u n e d r o i t e l i e — 

Ce que n o u s venons de d i r e pour la p ro jec t ion d ' un mouvemen t 
sur un plan lixe, nous pouvons le r é p é t e r p o u r la projec t ion de 
ce m o u v e m e n t s u r une dro i te lixe. 

Nous savons dé j à que la vi tesse et l ' accé léra t ion d a n s le mou-
vement p ro je té sont les p ro jec t ions de la vi tesse et de l 'accélé-
rat ion totale d a n s le m o u v e m e n t que l 'on p ro j e t t e fl ;t et 75). 
En ra i sonnan t c o m m e nous l 'avons fait il n 'y a q u ' u n instant 
§ 111), nous t rouve rons en ou t re que le m o u v e m e n t p r o j e t é est 

précisément celui q u e p rend ra i t s u r la d r o i t e Uxe un point 
matér ie l de même m a s s e q u e celui qu i se m e u t dans l 'espace, 
s'il é t a i t c o n s t a m m e n t soumis à l 'action de la force proje tée , et 
qu ' i l eût reçu p r imi t ivement une vitesse é g a l e à la project ion 
de la vitesse ini t iale du mobi le de l'es|»ace. 

Ce résul ta t est v ra i , de q u e l q u e man iè r e q u e s 'effectue la 
project ion du mouvemen t s u r la dro i te Hxe. et convient en 
particulier au cas où la projec t ion est o r t h o g o n a l e . 

S 1 1 3 . T h é o r è m e « , r e l a t i f « a n « q « a . i i t é » d e m o d e r n e . « . 

— Dans le m o u v e m e n t rect i l igne d ' un poin t maté r ie l de masse 
m soumis à l 'act ion d ' u n e force F, on a 

dt ' 

puisque l 'accéléra t ion y a p o u r v a l e u r Si l 'on mul t ip l ie les 

deux m e m b r e s de ce t te relat ion pa r dt, on t rouve 

mdc = F dt, 
% 

d ' o ù , e n in tégran t en t re les l imites 0 et t du temps , et dés ignant 
pa r f , la valeur de v co r r e spondan t k 1 = 0: 

<—mV= j ' F dt. mv —mvj= J F dt. 



Le produit mv se nomme la quantité de mouvement du mobile. 

L'intégrale f'ï"dt se nomme l'impulsion de la force F . pendant ® 
le temps auquel cette intégrale se r appor t e ; Fdt est l'impulsion 
élémentaire de la force. Les deux dernières équations qui vien-
nent d 'être inscrites peuvent donc s 'énoncer de la manière sui-
vante : 1° l 'accroissement (mdv) qu 'éprouve la quanti té de mou-
vement du mobile pendant l 'élément dt du temps, est égal à 
l'impulsion élémentaire de la force F pendant ce temps; -2° l'ac-
complissement total (m« - mv0) de la quantité de mouvement 
du mobile pendant un temps fini quelconque t, est égal à l'im-
pulsion de la force F pendant ce temps t. 

Si l 'on considère un point matériel se mouvant d 'une ma-
nière quelconque dans l 'espace, et qu 'on projette son mouve-
ment sur une droite fixe, on peut appliquer au mouvement 
projeté ce qui vient d 'être dit d 'un mouvement rectiligne. Ainsi 
l 'accroissement qu 'éprouve la quanti té de mouvement projetée, 
pendant un intervalle de t e m p s quelconque, infiniment petit 
ou tini, est toujours égal à l 'impulsion de la force projetée 
pendant le même intervalle de temps. Nous entendons ici par 
quanti té de mouvement proje tée , à un instant quelconque, le 
produit de l a masse du mobile par la projection de la vitesse 
dont il est an imé à cet instant. 

Dans le cas d'un mouvement curviligne, la force tangentiellc 

étant désignée par F „ on a (§ 110) 

Cette relation nous conduit aux deux suivantes : 

mdv=Fìdt, mv — mv0=: f F,dt. 

On peut donc dire encore, dans ce cas, que l'accroissement 
de la quantité de mouvement du point matériel, pendant un 
temps quelconque infiniment petit ou fini, est égal à l'impul-
sion de la force tangentielle pendant ce temps. 

L ' i n t é g r a l e j F dt, à laquelle nous donnons le nom d'impul-
sion de la force F, peut se calculer r igoureusement , ou bien se 
déterminer approximativement à l 'aide des méthodes de qua-
drature , lorsque la force F est connue en fonct ion du temps t. 
Lorsqu'il n'en est pas ainsi, c'est-à-dire lorsque F e-t donné en 
fonction de certaines quantités qui sont des fonct ions inconnues 
du temps t, telles que la vitesse du mobile, sa distance à un 
point fixe, etc., on ne peut plus t rouver à priori la valeur de 

l 'intégrale J F dt; ce n'est qu 'après qu'on a u r a t rouvé le- lois 

du mouvement, que la force F pourra être expr imée explicite-
ment en fonction de t, et qu'on sera en mesure de calculer l'in-

F di; 
mais cette integrale n eu doit [tas moins être 

considérée tout d 'abord comme ayant une valeur entièrement 
déterminée, et cela lors même que des difficultés d 'analyse 
s'opposeraient à ce qu'on pût ar r iver à en effectuer ultérieu-
rement le calcul complet. 

8 1 H . Pour arr iver à un aut re théorème relatif aux quanti tés 
de mouvement, considérons d 'abord un mouvement «'effectunut 
tout entier dans un plan. L'accélération totale j , dans ce mou-| veinent, est constamment égale à —, et la direction de cette 

m 
accélération totale est la même que celle de la force K qui la 
produit , U vitesse acquise par le [»oint matériel , pendant le 

temps dt, é tant égale kjdt (S "0), aura donc pour valeur - dt. 
m 

Cela posé, soi-mt MN, fuj. ."»7. la ligne 
qui représente la vitesse v du point 
matériel à la Un du temps t, et Ml* 
une ligne égale et parallèle à celle qui 
représente sa vitesse v' à la fin du 
temps t-j-dt;ÌIQ, égale et parallèle à 
NP, est la vitesse acquise par ce point r ,s-5T-
pendant le temps dt. La vitesse MP 

p 

ou v est la résultante des vitesses MN ou v, et MQ o u - dt. Or. 
m 
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si l 'on se repor te à la proposition fondamentale de la théorie 
de> moments des forces agissant sur un même point (§ 401), 
et si l'on observe que la composition des vitesses s'effectuant 
absolument de la même manière que la composition des 
forces, la même proposition fondamentale peut s 'appliquer 
aux vitesses simultanées d'un point et à leur résultante, on 
pourra énoncer le théorème suivant : Le moment de la vitesse 
résultante v' par rappor t à un point quelconque 0 du plan dans 
lequel s 'effectue le mouvement , est égal à la somme des mo-

F 
men t s des vitesses v et - dt, par rappor t à ce point. Nous nom-

m 

mons. bien entendu, moment d 'une vitesse par rappor t au 
point 0 , le produit de cette vitesse par la distance du point 0 
à sa direction. Ainsi, en désignant par p, p, p" les distances du 
poi i i t l ) aux directions des lignes MN. Ml». MQ, nous aurons 

On en déduit 

vp'=vp-\—dt.p". r m 

wn'.p' — mv.p- Vdt.p", 

équation qui expr ime que l 'accroissement du moment de la 
quant i té de mouvement du point matériel pa r rappor t au point 
0 . pendan t le temps dt, est égal au moment de l 'impulsion élé-
mentaire de la force F . pendant ce temps dt, pris pa r rapport 
au même point 0 . Nous désignons encore ici sous les noms de 
moment de la quanti té de mouvement mv, moment de l'im-
pulsion élémentaire F dt par rappor t au point 0 . les produits de 
mv el de F dt p a r les distances du point 0 aux directions de la 
vitesse o et de la force F . Enfin, si nous ajoutons membre à 
membre les équations auxquel les cet exposé correspond, el 
qui se r appor ten t à une série d 'é léments successifs du temps, 
nous a r r iverons au théorème suivant : 

L'accroissement total qu 'éprouve le moment de la quantité 
du mouvement du point matériel par rapport à un point du 
plan de sa t rajectoire, pendant un intervalle de temps quelcon-

que, est égal à la somme des moments , par rappor t à ce point , 

des impulsions élémentaires de la force correspondant aux 

divers éléments de ce temps. 
Ce théorème, qui vient d 'ê t re établi pour le cas où un point 

matériel se meut dans un plan, convient évidemment à la pro-
jection d 'un mouvement quelconque sur un plan fixe. On peut 
donc dire que, de quelque man iè re qu'un point matériel se 
meuve dans l 'espace sous l 'action d 'une force, si l'on projette 
son mouvement sur un plan fixe, l 'accroissement total qu 'é-
prouve le moment de la quant i té de mouvement projetée |>ar 
rappor t h un point du plan de project ion. |»endaiil un temps 
quelconque, est égal A la somme des moments , par rappor t A 
ce point, des impulsions é lémenta i res de la forée projetée cor-
respondant aux divers é léments de ce temps. 

§ 115. Théorème d e « ire- . — Dans le cas d 'un mouvement 
qui s'effectue tout ent ier dans un p lan , si la direction de la 
force F passe constamment par un point t) de ce plan, le 
moment de l ' impulsion é lémenta i re F dt de la force F par ra|>-
poi t à ce |K)int 0 sera tou jour s nul : donc, d ' après le théorème 
du § 114, le moment mv . p de la quant i té de mouvement du 
mobile par rappor t à ce point 0 ne changera |*as de valeur 
avec le temps. La quant i té J vdt . p, que l'on obtient en multi-

i »liant mv . p pa r ne var iera donc pas non plus, si l'on 

ZIH 
regarde dt comme constant . Mais cette quant i té 1 vdt. p est 
précisément la mesure de la surface du tr iangle formé p a r les 
rayons vecteurs menés du point 0 aux deux position* que le 
mobile occupe à la fin du temps / et à la fin du teni|»s t -f- dt, 
et par l 'élément vdt de t ra jectoi re compris entre ces deux posi-
tions : donc les a i res décri tes, pendant des é léments de temps 
successifs el égaux, par le rayon vecteur qui jo in t le mobile au 
point 0 , sont égales entre elles. On en conclut que l 'aire totale 
décr i te pa r ce rayon vecteur pendan t un temps quelconque est 
proport ionnelle à ce temps. C'est dans cette proposition que 
consiste le théorème des aires. 

Ce théorème ne suppose rien su r la manière dont la gran-
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d e u r «le la force app l iquée a u mobile va r i e avec le t e m p s : la 

condi t ion que la di rect ion de cet te force passe t o u j o u r s p a r un 

m ê m e po in t du p lan d a n s lequel le mobile se dép lace est seule 

nécessa i re pour que le t h é o r è m e a i l l ieu. Si cet te condition 

est rempl ie , peu i m p o r t e (pie la force va r i e d ' une manière 

cont inue ou d iscont inue , qu 'e l le ag isse t o u j o u r s dans le même 

sens , ou qu 'e l le c h a n g e b r u s q u e m e n t de sens ; les a i res décrite? 

par le r ayon vec t eu r qui j o in t le po in t mobi le a u poin t par 

lequel passe c o n s t a m m e n t la d i rec t ion de la force , sont tou-

j o u r s p ropor t ionne l les aux t e m p s employés à les décr i re . 

11 est aisé de voir (pie, r é c i p r o q u e m e n t , si le m o u v e m e n t d'un 

poin t matér ie l s ' e f fec tue d a n s un p lan , de telle man iè r e que le 

r ayon vecteur , qui j o in t ce p o i n t mobi le à un po in t fixe 0 du 

p lan , décr ive des a i res p ropor t i onne l l e s a u x t emps employés à 

les déc r i r e , l a force qui agi t s u r le point maté r ie l res te tou jour s 

d i r igée vers ce poin t 0 . En effet , s'il en é ta i t a u t r e m e n t , le mo-

ment de l ' impuls ion é l é m e n t a i r e de cette force , pa r r a p p o r t au 

poin t 0 , ne serai t pas c o n s t a m m e n t n u l ; le m o m e n t de la quan-

tité de m o u v e m e n t du mobi l e p a r r a p p o r t a u m ê m e point 0 

c h a n g e r a i t donc de va leu r a v e c le t e m p s (§ I l i ) ; et p a r suite 

l 'aire é l é m e n t a i r e \ vdt ./>, q u ' o n obt ient en mul t ip l iant le mo-

ment mv. p de la q u a n t i t é de m o u v e m e n t p a r var iera i t d'un 

ins tant à un a u t r e , p o u r u n e même va leu r de dt, ce qui est 

con t r a i r e à l ' h y p o t h è s e . 

Si l'on cons idè re le m o u v e m e n t d ' un point d a n s l 'espace, et 

qu 'on p ro je t t e ce mouvemen t sur un point fixe, t ou t ce qui 

vient d ' ê t r e dit peut s ' app l i que r a u m o u v e m e n t proje té . Le 

t h é o r è m e des a i r e s a l ieu p o u r ce m o u v e m e n t p ro je té , si la 

projec t ion de la force est c o n s t a m m e n t d i r igée ve r s un même 

point 0 d u plan de p ro j ec t i on , c 'es t -à-di re si la force appli-

quée au po in t mobi le dans l ' espace se t r o u v e à chaque instant 

d a n s un plan passan t pa r u n e para l lè le a u x l ignes projetantes 

m e n é e pa r le point 0 . 

§ 116. T h é o r è m e «le«, forces vives. — Reprenons la rela-

tion 
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de _ 

d a n s laquel le F, désigne la composan te t angen t i e l l e d e la 
force F appl iquée au point matér ie l de m a s s e m . Si n o u s mul -
tiplions le second m e m b r e pa r le c h e m i n dt (pie le m o b i l e par -
cour t s u r sa t r a j ec to i r e pendant le t e m p s dl, et le p r e m i e r 
m e m b r e pa r la quant i té égale vdt, n o u s t r o u v e r o n s 

mvdv=?tdt; 

d ' o ù , en i n t ég ran t en t re des limites c o r r e s p o n d a n t à deux 

posit ions par t icul ières d u mobile , 

mi J — m r , ' = 2 j b,dt. 

v„ est la vi tesse don t le mobi le est a n i m é lorsqu ' i l occupe la 
position p o u r laquel le l ' a rc t de sa t r a jec to i re qu i le s épa re 
d ' un point fixe a pour va leur »,. 

Le p rodu i t mv* de la masse d ' un po in t maté r ie l pa r le c a r r é 
de sa vitesse se n o m m e la force vice de ce p o i n t . L ' in tégra le 

J " f t d s , d a n s laquel le en t re la force F, , p ro jec t ion d e la force F 

s u r la t angen te à la t r a jec to i re , se n o m m e le traçai/ de la force 

F p e n d a n t le t emps que le mobi le emplo ie à passe r de l 'une à 

l ' aut re des deux posi t ions c o r r e s p o n d a n t a u x deux l imites de 

cette in tégra le . L ' é l ément F ,ds de ce t te i n t ég ra l e est le traçai/ 
élémentaire d e la force F pendant l ' é l ément de t e m p s dt. 

A l 'aide de ces défini t ions, nous p o u v o n s é n o n c e r de la m a -

nière su ivante le t h é o r è m e auquel co r r e spond l ' équat ion ci-

dessus : l ' accroissement de la force vive d ' u n p o i n t matér ie l , 

en mouvemen t sous l 'action d ' une force F , pendan t un inter-

valle de t emps quelconque, est égal au d o u b l e d u travai l de la 

force F p e n d a n t ce t emps . C'est en cela q u e consis te le théorème 
des forces vives, d a n s le cas d u m o u v e m e n t d ' un point ma-

tériel . 

Ce que n o u s avons dit à la fin du § 113, r e l a t i vemen t à 1 in-

tégra le qui r ep ré sen t e l ' impuls ion de l a force app l iquée à un 

point matér ie l , peut s ' appl iquer à la nouve l le in tégra le que nous 
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venons de cons idére r et qui représen te le t ravai l de la force. 
Dans le m o u v e m e n t d 'un point matériel soumis à l 'action d 'une 
force quelconque, cette intégrale, prise en t re deux positions 
quelconques du mobile sur sa t ra jec to i re , a une va leur entière-
ment dé te rminée , quelles que soient d 'a i l leurs les diflicultés 
qui puissent se p résen te r lorsqu 'on che rche à en effectuer le 
calcul. 

<5 117. T r a v a i l d f s forces. — Au point de vue de la déter-
minat ion des lois du mouvement d 'un point matér ie l sous 
l 'action d 'une force donnée P . dont la composante tangentiel le 
est F,, la relat ion 

mv — mv0=j Fxdt, 

t rouvée d a n s le § 113, et la relation 

mv,— mv9
l=2 Ç F,ds, 

à laquelle nous venons de pa rven i r (§ 11<>), ont le môme degré 
d ' impor tance . L 'une et l 'autre peuvent éga lement s e r v i r à faire 
connaî t re la loi su ivant laquel le var ie la vitesse du mobile sur 
sa t r a j ec to i r e ; on sera guidé, dans chaque cas part iculier , pour 
p rendre une de ces deux relat ions de pré fé rence à l 'autre , pa r 
la facilité plus ou moins g rande que l'on t rouvera à calculer 
l 'une ou l ' au t re des intégrales qui y en t r en t . 

Mais, d a n s les appl ica t ions de la Mécanique aux machines, 
d n 'en est p lus de m ê m e . La seconde des deux rela t ions dont 
il s 'agit acquier t une impor tance beaucoup plus g r a n d e que la 
première . Cela tient à ce que le t ravai l de la force F, repré-
senté p a r l ' in tégra le qui en t re dans cet te seconde re la t ion, joue 
un t rès g rand rôle d a n s ce genre d 'appl icat ions , ainsi que 
nous l ' expl iquerons plus ta rd . Nous al lons établir dès mainte-
nant , sur le t ravai l des forces, cer taines proposi t ions qui nous 
seront utiles dans la suite. 

Nous avons d o n n é le nom de travail é lémenta i re de la force F 
au produi t F.rfs de la force tangentiel le F, pa r l ' é lément de 
t ra jectoire ds. Si a est l 'angle compris en t re la direction de la 
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force F et celle de la t angente à la t r a j ec to i r e , au point M où se 

t rouve le mobile , fig. 58, on a 

F, = F cos * ; 

et si l'on a soin de p rendre tou jours p o u r a l 'angle formé pa r la 
partie MT de la t angente qui est diri-
gée dans le sens du mouvemen t , avec 
la droi te MA menée dans la direct ion 
de la force F. à ¡»artir du po in t M. et 
dans le sensdai t s lequel la fo rceag i t , le 
signe de la force F cos a nue nous ve-
nons d ' ass igner à la force tangent ie l le 

F, sera t ou jou r s le même que celui qu i r é su l t e »le l ' au t re expres-
do 

sion m — de celle force tangent ie l le : la force F, sera positive 

ou négat ive, suivant que l 'angle a sera a igu ou obtus , c 'est-à-
d i re suivant que cette composan te F, de la force F sera di r igée 
dans le sens du m o u v e m e n t ou en sens cont ra i re . Cela posé, on 
aura pou r le t ravai l é l émen ta i r e de là fo r ce F, la va leur s u i v a n t e : 

F , d i = F cos«, ils. 

0e t ravai l é l émen ta i r e est donc le p rodu i t de l ' é lément ds de 
la t r a jec to i re p a r la project ion F cos a de la force F sur la d i -
rection de cet é lémenl . ou bien encore . c 'est le p rodu i t de la 
force F pa r la pro jec t ion cos a. ds île l ' é lément de t ra jectoire su r 
la direct ion de la force. Cette seconde m a n i è r e d 'envisager le 
t ravai l é l émen ta i r e de la force F est cel le d o n t nous ferons le 
plus d 'usage . La project ion cos a . ds de l 'élément ds sur la di-
rection de la force est ce qu 'on n o m m e le chemin parcouru pa r 
le point d 'appl icat ion de la force, es t imé suivant sa di rect ion. 
Le t ravai l é l émen ta i r e de la force est positif ou négat i f , su ivant 
que cet te projec t ion de ds est d i r igée d a n s le sens de la force F 
ou en sens con t r a i r e ; pa rce que, dans le p remie r cas, l 'angle a 
est a igu , et que , dans le second cas . il est ob tus . Lorsque l 'an-
gle a est d ro i t , le t ravai l é lémenta i re de la force F est nul . 

Dans les appl ica t ions de la Mécanique aux machines , on 
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donne habi tuel lement le nom de travail moteur à un travail 

positif, et de travail résistant A un t ravai l négat i f . 

Considérons plus ieurs forces appl iquées à un m ê m e point ma-
tériel . ainsi que la résul tante de ces forces. Si le point su r lequel 
elles agissent se déplace d 'une quan t i t é infiniment petite «, sui-
vant une direction quelconque, chacune d'elles donnera lieu à 
un travail é lémenta i re qu 'on ob t i endra en mult ipl iant e par la 
projection de la force sur la direction de ce déplacement . Mais 
nous savons que l a project ion de la résul tante sur cette direc-
tion est égale à la s o m m e des project ions des composantes sur 
la même direction (§ 100) : donc, si l 'on multiplie ces diverses 
projections «le la résu l tan te et des composantes pa r le déplace-
ment E. on t r o u v e r a que le t rava i l é lémentai re de la résul tante 
est égal à la somme des t ravaux élémentaires des composantes . 

§ 118. Le t ravai l total d 'une force, pendant que le point sur 
lequel elle agit p a r c o u r t un arc quelconque de sa t ra jectoire , 
est égal à la s o m m e des t ravaux é lémenta i res de cette force 
cor respondan t aux divers é léments dont se compose le chemin 
parcouru par le point mobile. 

Si une force constante F agi t sur un point matér ie l en mou-
vement , et est t ou jour s dir igée suivant la tangente à la trajec-
toire de ce point , son travail é lémentai re , co r re spondan t à un 
élément de t e m p s quelconque, a u r a pour valeur F d s ; et, par 
suite, le t ravai l to ta l de celte force, pendan t un t e m p s quel-
conque, sera égal au produi t de la force F p a r la l ongueu r de 
l 'arc décrit par le mobile pendan t ce temps. Le t ravai l sera 
positif ou négat i f , su ivant que la force agira d a n s le sens du 
mouvement ou en sens contrai re . 

Si une force cons tan te F , appl iquée à un point matér ie l en 
mouvement , agi t t ou jour s paral lè lement à une même droite 
fixe, son travail é lémenta i re pendant que le mobile pa rcour t un 
élément ds de sa t ra jec to i re sera égal au produi t de la force F 
par la projection de ds sur la droite fixe : le travail total de celte 
force, pendant que le mobile pa rcou r t un arc quelconque de 
sa t rajectoire, sera donc égal au produi t de la force F par la 
projection de cet a r c to ta l sur la droi te fixe. On voit que, dans 
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ce cas. le travail total de la force F res tera le même, de quelque 
manière que le point mobile aille d ' u n point dé te rminé de l'es-
pace A un aut re point aussi d é t e r m i n é , c 'est-à-dire quelle que 
soit la forme «le la t ra jec to i re qu' i l décr i ra en t re ces deux 
points. Lorsqu'un point matér ie l pesant se déplace d 'une ma-
nière quelconque, le travail déve loppé pendant un certain 
temps pa r la force de la pesan teur «pii agi t sur ce point s'ob-
lient en multipliant cette force . c'est-A-dire le poids du point 
matériel , par la distance «les p lans hor izontaux menés par les 
positions qu'il occupe au c o m m e n c e m e n t et à la lin de l ' inter-
valle de temps «pie l'on cons idère . 

En général , la déterminat ion du travail d 'une force corres-
pondant à un déplacement fini de son point d 'applicat ion, ne 
s 'effectuera pas aussi s implement «pie dans les deux cas par-
ticuliers dont nous venons de n o u - occuper. On trouvera la 
valeur de l ' intégrale définie qui représente ce t ravai l , soit 
en cherchant l ' intégrale indéfinie de l 'expression F cos ds, 
pour y substi tuer ensuite les limites entre lesquelles on veut 
en t rouver la valeur , soit en se servant des méthodes de qua-
d ra tu re approximat ive . 

Si plusieurs forces agissent s imul tanément sur un même 
point matériel en mouvement , le t ravai l de la résul tante de ce« 
forces, pendant un temps que lconque , est égal A la somme des 
t ravaux des composantes , puisque cette égalité a lieu pour 
«-hacuu des é léments dont se compose le déplacement total du 
point soumis A l'action «les forces (£ 117). 

Un travai l , défini comme nous l ' avons fait , est le produi t 
d 'une force pa r une longueur . Si nous prenons le ki logramme 
pour unité de force, et le m è t r e pour unité de longueur , l 'unité 
de travail sera ent ièrement d é t e r m i n é e ; ce sera le travail dé-
veloppé par une force constante de I k i logramme, lorsque son 
point d'application se déplace de I mèt re suivant sa direction : 
cette unité de t ravai l se nomme kilogrammèlrt. 

§ 119. C'a» p a r t i c u l i e r d a t h é o r è m e de« f o r c e - v i v a n t e « . — 

Soient i , y. s. les coordonnée- rectangulaires d 'un point mo-
bile A un instant que lconque; et X. Y. '/.. les forces parallèles 
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aux axes coordonnés, dans lesquelles se décompose la force F 
appliquée à ce point . Le travail é lémentai re de la force F. 
correspondant au déplacement infiniment petit ds du point sur 
lequel elle agi t , est égal à la somme des t ravaux élémentaires de 
ses composantes X, Y, Z (§ 117). Mais le t ravail é lémentaire de 
la force X s'obtient en mult ipl iant cette force par la projection 
de ds s u r sa direction, projection qui n'est autre chose que dx, 
et il en est de même des t ravaux élémentaires des forces Y, Z, 
qu 'on t rouve en multipliant respectivement ces forces par dy 
et dz : donc le t ravai l é lémentaire de la force F a pour valeur 

Xdx+\dy-\-ldz. 

Ainsi l 'équation des forces vives, t rouvée dans le § 116, peut 

toujours s 'écrire de la manière suivante : 

mvl — mv0* = 2 J (Xdx+Ydy+Zds ) , 

l ' intégrale du second m e m b r e é tant supposée prise entre les 
limites correspondant aux positions du mobile pour lesquelles 
sa vitesse a les valeurs v0 et v. 

Cela posé, admet tons que les composantes X, Y, Z de la 
force F soient des fonctions connues des coordonnées x,y, s du 
mobile, et que la quanti té 

Xdx+Yiy + Zdz 

soit la différentielle exacte d 'une certaine fonction de ces coor-
données, que nous désignerons par 

f(x,y, z). 

Soient x 0 , y 0 , z0 les valeurs de x, y, z, correspondant à la po-
sition qu'occupe le point mobile lorsque sa vitesse est Dans 
l 'hypothèse où nous nous plaçons, l 'équation des forces vives 
devient 

M V 3 — mv* = 2 [ / ( J , y , z) — f [ x t , Y 0 , J 0 ) ] . 

Si nous considérons l 'équation 
f(x,y,z) = C, 

C é tant une constante quelconque, nous voyons que, pour 
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chaque valeur a t t r ibuée à C. cette équat ion représente une sur-
face. Les diverses surfaces q u e l'on obtient ainsi, en donnant à 
C autant de valeurs différentes qu 'on voudra , se nomment sur-
faces de niveau (nous ve r rons plus tard d'où vient t elle déno-
mination). L 'équat ion des forces vives montre que, si le point 
mobile t raverse plusieurs fois une même surface de niveau, il 
se t rouvera chaque fois a n i m é de la même vitesse, puisque, 
|»our tous les points d 'une (Mireille surface, f ( x , y, z) a la même 
valeur . Il faut »lire cependant que ce résultat est suje t à quel-
ques except ions, qui se présen ten t lorsque les diverses sur-
faces de niveau se coupent mutuel lement . et auxquelles nous 

• ne nous a r rê te rons |>as (*). 

L'équation différentiel le d ' u n e quelconque des surfaces de 
niveau est 

\Jx-\-\dy -f Z-/: = 0. 

Celte équation montre «pie. «lans chacune des positions qu 'oc-
cupe successivement le ¡»oint mobile, la force FA laquelle il est 
soumis est dirigée normalement à la surface de niveau qui 
passe |>ar ce point : car dx, dy, dz sont proport ionnels aux 
cosinus des angles qu 'un é lément rrct i l igne quelconque t racé 
sur la surface , à pa r t i r d e c e point , fait avec lestrois axes coor-
donnés , et X. Y, Z sont éga lement proport ionnels aux cosinus 
des angles «pic la force F fait avec ces axes. 

Considérons maintenant di'tix sur- N 
faces de niveau inlinimeiil voisine» 
MN, M'Y. fiy- •*•!». et supp«>sons que 
le point mobile vienne successive-
ment les t r ave rse r plusieurs fois cha-
cune peu' laut la durée de son moti-
vement . Toutes les fois que ce point 
se t rouvera sur la surface MX. il y aura une même vitesse, et 
il en sera de même toutes les fois qu'il viendra se placer sur la 
surfaces M'Y : sa force vive va r ie ra donc toujours de la même 

(•) Voir sur ce sujet un mémoire de M. J. Bertrand, intéré dans le Vingt-
huitième rahier du Journal de l'Ecole Polytechnique. 
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quant i té , chaque fois qu' i l passera de la p remiè re surface à la 
seconde, et pa r conséquent le t ravai l de la force F pendant ce 
déplacement infiniment peti t a u r a tou jours la même valeur. 
Mais lorsque le point mobile va de a en b, le t ravai l élémen-
taire de F est égal à F X ac, ac é tant la projection de ab su r la 
force F qui est normale à la surface MN.et pa r conséquent me-
surant la distance des deux surfaces MN, M'N" au point a. On 
voit par là que les diverses valeurs de la force F, lorsque le 
point mobile passe «le la surface MX à la surface M'N", sont 
inversement propor t ionnel les aux distances normales ac des 
deux surfaces, aux po in t s où s 'effectuent ces passages. 

§ 120. La condition que Xdx -f- Y d y + '/.dz soit une diffé-
rentielle exacte, se t rouve remplie dans le cas où la force F qui 
agit sur le mobile est cons tan te en g r andeu r et en direction. Si 
l 'on choisit les axes coonlonn«5s «le manière «pie l 'axe des ; soit 
paral lèle à la direct ion de l a force F , X et Y seront nuls, et Z 
sera égal à F : Xdx -}- Y d y + Zdz se rédu i ra donc à F d z , et 
l 'équation des surfaces de niveau sera 

F z — C : 

ces surfaces seront «Ione des p lans parallèles en t re eux et per-
pendiculaires à l ad i r ec t i on constante de la force F . On en trouve 
une application dans le mouvement d 'un corps soumis à laseule 
action «le la pesanteur , lo rsque ce mouvement s 'effectue dans 
un espace assez res t re int p o u r «pie cotte action do la pesanteur 
puisse être regardée comme ayan t par tou t la même grandeur 

et la même direction : dans ce cas les surfaces 
de niveau sont des {dans hor izontaux. 

Considérons encore le cas où la force F , ap-
pliquée à un point matériel en mouvement, 
est cons tamment dir igée vers un point fixe 0 , 
fiif. 00, e t où la g randeur de cette force dé-

f Fi-. 60. pend un iquement de la distance OM ou r du 
mobile M à ce point fixe, en sor te qu'on a 

F A r). 

Le travail é lémentaire Xdx -f- Y dy -j- Z dz de la force F. ¡ten-

dant que le mobile va de M en M', est égal à F x MX. ou, ce 

qui est la même chose, 

f(r)dr. 

Cette quant i té étant tou jours la différentiel le d ' une certaine 
fonction de r , et r dépendant de x, y, z, en ve r tu de la relation 

il s 'ensuit que. dans le cas dont il s 'agit , Xdx - f - Y«/y-j- '¿dz est 
la différentielle exacte «l'une certaine fonction de x , y, z. Dans 
ce cas, les surfaces de niveau sont év idemmen t des surfaces 
sphér iques ayant toutes le point 0 ¡tour cen t re . 

§ 121 . É q u a t i o n * d l l f r r e a t I e l l e » «lu i n n u i r m r n t d ' u n 

point matrriri . — S i l 'on rappor te le mouvement d 'un ¡»oint 
matériel à un système «l'axes coordonnés rccti l ignes, rec tan-
gulaires ou obliques, ce mouvement est complè tement connu 
lorsque l'on connaît ses project ions sur chacun des axes o r -
donnés. Or, nous savons «¡ue chacun de ces mouvements p ro-
jetés est précisément le mouvement rect i l igne que prendrai t 
un point matériel «le même masse que celui dont il s 'agit , s'il 
était soumis à l'action d e l à force pro je tée , et s'il avait reçu une 
vitesse initiale égale à la projection «le la vitesse initiale du mo-
bile de l 'espace (§ 112). Soient donc m la masse du point ma -
tériel dont on veu t étudier le mouvement , x , y, z, les trois 
coordonnées de ce point à un instant quelconque, cl X. Y. Z, 
les lorccs paral lèles aux axes suivant les«pielles se décompose 
la force F appl iquée au mobile . Les équa t ions différentiel les 
des mouvements proje tés sur les t rois axes seront (§ 103) : 

d'x Y 

d*y v 

«i«î .. m —, = !.. 

Ces trois équations sont désignées collectivement sous le nom 
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d 'équa t ions différentielles du mouvemen t du point matér ie l . Si 
l 'on parvient à les intégrer de manière à en dédu i re l e s valeurs 
de x , y, s, en fonction du temps /, le mouvemen t du mobile se 
t rouve complè tement connu. L ' in tégra t ion deces t rois équations 
différent iel les , don t chacune est du second o rd re , in t rodui t six 
cons tantes a rb i t r a i r e s ; on dé termine ces cons tantes d ' ap rè s le> 
c i rconstances initiales du mouvemen t , en expr imant , p a r exem-
ple. que les coordonnées x, y. z du mobile, et les project ions 

de sa vitesse, sont égales à des quant i tés données, 
ilt dl dt 
lorsque t — 0 . 

Dans le cas où l 'on sait n priori que le mouvement du point 
matér ie l s 'effectue tout ent ier dans un plan, on peut rappor te r 
ce m o u v e m e n t à deux axes coordonnés t racés dans le plan 
dont il s 'agi t . Alors il n 'y a plus que deux équat ions différen-
tielles au lieu de t ro is . Si l 'on désigne parar , y, les coordonnées 
du point mobile , et p a r X. Y, les forces para l lè les a u x axes 
coordonnés d a n s lesquelles se décompose la force appl iquée à 
ce mobile , les équa t ions différent ie l les du mouvement seront 

d'x v 

d'y v 

L' in tégra t ion de ces deux équa t ions in t rodui ra qua t re con-
s tan tes . «pie l 'on dé te rminera également d ' ap rès les circon-
s tances initiales du mouvemen t . Nous a l lons en voir quelques 
exemples . 

!j 1 2 2 . F , * e n i | » l e n «le m o u v e m e n t * c u r > i l i - j u e s . — Mouve-

ment parabolique des corps pesants. — Prenons pour premier 
exemple le mouvement d 'un corps pesant qu 'on a l a n c é s u i v a n l 
une direction quelconque , et qui se meu t ensuite sous la seule 
action de la pesan teur supposée constante en g r a n d e u r et en 
di rect ion. Nous avons dé jà vu que , dans de parei l les circon-
s tances . le mobile décrit une parabole 'S 92) ; mais nous allons 
é tudier ce mouvement p i u l e n détai l . 

Le m o u v e m e n t s 'effectue év idemment tout ent ier dans un plan 
vert ical passant 
p a r la di rect ion 
de la vitesse ini-
tiale du mobi le 
( § 106 ) ; nous 
pouvons donc le 
r a p p o r t e r à deux 
axes Iracés dans 
ce p lan . Nous p rendrons le point de dépar i 0 du mobile pou r 
or igine, fig. 61 ; la ver t icale OY menée |>ar ce point , pou r axe 
des y ; e t l 'hor izonta le OX p o u r axe des x . Nous supposerons , 
en ou t r e , q u e les y |K»sitifs se compten t en sens cont ra i re du 
sens dans lequel ag i t la p e s a n t e u r . 

La force qui agit sur le mobile est cons tamment égale à mg 
(§98), m é tan t sa masse ; ce t te force est t ou jour s di r igée para l -
lèlement à l ' axe OY, et en sens con t r a i r e du sens dans lequel 
se compten t les y posit ifs . D 'après cela, les équa t ions d i f fé ren-
tielles du m o u v e m e n t seront 

A 

7/ï« ' 
«f y 
ïïT» tf" 

Désignons p a r i \ la vitesse init iale «lu mobile , et |»ar a l 'angle 
que la direct ion OA de cette vi tesse fait avec l 'axe des x . Nous 
devons d o n n e r aux cons tan tes qui seront in t rodui tes |Mir l ' inté-
gra t ion des équa t ions précédentes , des valeurs telles que l'on 
ai t 

x r = 0 , y = 0 — V fC09 s , 
dy 

s in», 

pour t = 0 . Les intégrales de ces deux équa t ions d i f fé ren-
tielles sont donc 

x = c 0 c o s « . l , y = c,sin x.t — ±gt*. 

La va leur de x nous m o n t r e que — est constamment égal à 
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y0 CO? « : donc la project ion horizontale de la vitesse du mo-

bile. pr ise à un instant quelconque, a tou jour s la même valeur. 

Si I o n élimine / entre les deux équations qu 'on vient de 

t rouver , on obtient l 'équat ion de la t ra jectoi re , qui est 

y = t a n g c t . g 2rô^côs®â* 

Ainsi, le mobile décr i t une parabole du second degré, dont 
l 'axe est vertical, et qui est t angente en 0 à la direct ion OA de 

la vitesse initiale. 
La por tée OB du j e t s 'obt ient en faisant y = 0 dans l'équa-

tion de la t r a jec to i re ; on t r o u v e ainsi 

., • v » 
0B = 2— sin a cos sin 2». 

y 9 

Cette portée est un m a x i m u m , pour une même vitesse initiale 
u0. lorsque l 'angle a est de 43 degrés . On t rouvera i t de même 
que la por tée OC du j e t . d a n s une direction quelconque OM, 
est un maximum pour u n e même vitesse initiale v0, lorsque 
l 'angle AO M est la moit ié de l 'angle YOM : pour y a r r ive r , il 
suffit de prendre les l ignes OY, OM pour axes coordonnés , au 
lieu des lignes OY, OX. 

L 'ordonnée DU du s o m m e t de la parabole s 'obtient en rem-

plaçant x par J OB dans l ' équat ion de la courbe ; cette ordon-

née a pour valeur 

D E = î f sin*«. 2 g 

La hau t eu r du je t , qui n ' e s t autre chose que cette ordonnée, 
est un maximum, pour u n e même valeur de t'0, lorsque a est 
de !K) degrés , c 'est-à-dire lorsque la vitesse initiale est diri-
gée suivant OY. Cette h a u t e u r max imum du je t est égale à 

s f 0
a 

— ; elle est égale à la moi t ié de la por tée max imum — s u | -
2 <7 " 
vant la direction hor izonta le OX. 

Dans un je t d'eau en f o r m e de gerbe , on peut regarder les 

diverses molécules d 'eau comme lancées toutes avec une même 
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vitesse, et dans des directions différentes, à par t i r d 'un même 
point. Si l 'on fait abstract ion de la rés is tance de l 'air, chaque 
molécule décrit une parabole , con fo rmémen t à ce que nous 
venons de dire. Considérons celles de ces pa rabo les qui sont dans 
un même plan vertical ; elles seront toutes représentées par 
l 'équation ci-dessus, en y fa isant s implement var ier l 'angle a, 
pour passer de l 'une à l 'autre. Si l 'on che rche l 'enveloppe de 
toutes ces paraboles , on trouve qu'el le a p o u r équation 

c'est-à-dire que cette enveloppe est u n e parabole dont l 'axe est 
dirigé suivant OY. dont la concavi té est t ou rnée du côté des y 
négatifs, et dont le foyer e«t en 0 : la surface à laquelle se ter-
mine l 'ensemble de la gerbe fo rmée des d ivers jets paraboli-
ques est donc un paraboloïde de révolut ion ayant cette p a r a -
bole pour méridienne, et la vert icale menée |>ar le point de 
sortie des je t s pour axe de Ugure. Si l'on considère toutes les 
molécules liquides qui sont lancées à un même instant des 
directions différentes, leurs posit ions, au bout d 'un temps 
quelconque I compté à par t i r du commencement de leur mou-
vement |>arabolique, seront fournies par les équations 

2 = v a c o s x . f , y = r , s i n « . l —ygl' , 

dans lesquelles on donnera à l 'angle a les diverses valeurs cor-
respondant à chacune d'elles ; si l 'on élimine * entre ces équa-
tions, on trouve 

équation d 'un cercle dont le rayon est v,t, e t dont le cent re , 
situé sur l 'axe des y, a pour o rdonnée — \gfl: donc ces molé-
cules, lancées à un même ins tant , restent constamment sur la 
surface d 'une sphè re dont le rayon croit proport ionnel lement 
au temps, et dont le centre s 'abaisse au-dessous de l 'origine 
commune des divers je t s parabol iques , comme le ferai t un 
corps pesant qui tombera i t de ce point sans vitesse initiale. 
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§ 1-23. Mouvement d'un point matériel attiré vers un centre 
fixe, proportionnellement à sa distance à ce centre. — Ce mouve-

ment s 'effectue tout ent ier dans un p l an qu i passe pa r le centre 

d 'a t t rac t ion et p a r la direct ion de la vi tesse init iale du mobile 

(§ 109 . Nous le r a p p o r t e r o n s donc à deux axes rec tangula i res 

d i r igés dans ce p lan ; et nous fe rons passe r ces axes p a r le 

cent re d ' a t t r ac t ion lui-même. 

Soient m la masse du mobile, x, y ses coordonnées à un in-

s tan t que lconque , et r sa dis tance à l 'or igine des coordonnées . 

La force qui lui est app l iquée , et qui est d i r igée vers cette ori-

gine, est pa r h y p o t h è s e propor t ionnel le à r : nous la représen-

te rons pa r 

wA'r, 

k é tant u n e cons tan te que l 'on dé t e rmine ra faci lement , d ' ap rès 

la g r a n d e u r de la force co r re spondan t à une va leur par t icul ière 

de la d is tance r. Les cos inus des angles que la d i rec t ion de 

cette force fai t avec les axes coordonnés sont respec t ivement 

x y. 
r ' ' r ' 

ses composan tes para l lè les à ces axes sont donc 

— mfc'x, — mk'y, 

en t enan t compte d u sens d a n s lequel chacune d'elles ag i t . D'a-

p rès cela , les équat ions différent iel les du mouvement sont 

' — — khj 

Chacune de ces équa t ions différentiel les peut s ' in tégre r in-

d é p e n d a m m e n t de l ' au t re . Leurs in tégra les sont 

x=A cos kt B sin kt, 
y = C cos kt D sin kt, 

A, B, C, D é tan t des cons tantes a rb i t r a i r e s , que l 'on détermi-

nera d ' ap rè s les c i rconstances init iales du mouvement . Soient 
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a, b les va l eu r s ini t ia les de x et y, et a, b' les composan tes de 

la vitesse initiale du mobi le su ivan t les axes coo rdonnés . On 

doi t avo i r 

. dx . dy .. 
*=« y = b ,773=0 dt~ ' 

pour f == 0 : on en d é d u i t 

A = q, C = b, D=y 

e t par su i te les équa t ions finies du mouvemen t dont on s 'oc-

cupe sont 

x = a c o s kt + j tin kt, 

y =zb co» kt-{-j »in kt. 

Si l 'on résout ces d e u x équa t ions (Kir r appo r t à sin kt et à cos 

kt, et qu 'ensu i te on égale à I la s o m m e des c a r r é s des valeurs 

ainsi ob tenues , on t rouve 

(6 * — o y ) » + k \ l x - ..y)« = (a i ' - 6a 'A 

équat ion qui r ep résen te u n e ell ipse a y a n t son c e n t r e à l 'o r ig ine 
des coo rdonnées , c ' e s t - à -d i r e au cen t r e d ' a t t r a c t i o n . 

Le mouvemen t q u e nous ob t enons ainsi n 'est a u t r e chose que 
le m o u v e m e n t e l l ip t ique, auquel nous avons dé j à été condui ts 
en p r o j e t a n t un mouvemen t c i rculai re et un i fo rme sur un plan 
que lconque (§ 77) ; on se rappel le qu ' en effet , dans ce mouve -
ment el l ipt ique, l ' accéléra t ion totale est c o n s t a m m e n t d i r igée 
vers le cen t re de l 'ellipse, et p ropor t ionne l le à la d is tance du 
point mobi le à ce cen t re . 

{; 121. Mouvement d'un point matériel, sous l'action (Tune force 
dirigée vers un centre fixe et variant en raison inverse du carré 
de la distance du point à ce centre. — Ce mouvemen t s 'effec-
tue enco re tou t en t ie r dans un p l a n : nous le r a p p o r t e r o n s 
donc à deux axes c o o r d o n n é s r ec tangu la i r e s t racés dans ce 
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plan . Nous p r e n d r o n s éga l emen t le cent re d ' a t t rac t ion pour 

o r ig ine des coordonnées . 

Si nous dés ignons la force qui agi t s u r le mobi le à un ins-

tan t quelconque pa r 
mi* 

m é tan t la masse de ce mobile , r sa dis tance à l 'or igine , et u 

une cons tan te qui d é p e n d de l ' in tensi té de la force , nous aurons 

m (*x my-y 

p o u r les composantes d e cette force su ivant les axes : donc les 

équa t ions différentiel les du m o u v e m e n t se ron t 

(Px_ vx d'J 
dt~ r» dp ~ r*' [ > 

Multiplions la p r e m i è r e de ces équa t ions p a r y et la seconde 

p a r x ; puis r e t r a n c h o n s la p r emiè re de la seconde : nous trou-

ve rons 

tPy d'x „ 

équat ion que l 'on peut in t ég re r i m m é d i a t e m e n t , une première 

fois , et qui donne 

r dy dx _ 
f i ï ï ~ ~ y < ¥ ' 

C é tan t une cons tan te a r b i t r a i r e . Si n o u s passons des coordon-

nées rect i l ignes à des coordonnées po la i res , en p r e n a n t l'ori-

g ine p o u r pôle, et l ' axe des x p o u r a x e pola i re , et que nous 

r ep résen t ions p a r 0 l ' ang le que le r a y o n vec t eu r r fait avec 

l ' axe des x, la re la t ion que nous v e n o n s d ' ob t en i r deviendra 

r*db=Cdt. (b) 

Nous au r ions pu l ' é c r i r e i m m é d i a t e m e n t , d ' a p r è s le théorème 

des a i res (§ 115) qui est appl icable ici, car elle expr ime que 
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rJrfô ou le double de l ' a i re décr i te pa r le r a y o n vec teur r pen-

dan t le t emps dtt est p ropor t ionne l à ce t emps . 

Multiplions encore la p r emiè re des deux équa t ions (a) j»ar a x 

et la seconde p a r dy, puis a joutons- les l ' une à l ' au t re : en ob -

servant q u e l 'on a 
xt + y t = r » , 

et pa r conséquen t 

xdx 4* ydy •= rdr, 

nous t r o u v e r o n s ainsi 

<Le-Px-j--hjP'J 
dP r» 

Mais en dés ignan t la vi tesse du mobi le pa r v, on a 

~nr* dp • 

et p a r suite 

dx-Px + dyd*y__„Jn 

dP 

L'équat ion q u e nous v e n o n s d 'ob ten i r se r édu i t donc à 

vdv — -£dr; 

d 'où , en in t ég ran t , 

+ (c) 

h é tan t une cons t an t e a rb i t r a i r e . Nous au r ions encore pu écr i re 

i m m é d i a t e m e n t ce t te équa t ion , d ' a p r è s le t h é o r è m e des forces 

vives (gg 116 et 120) ; en effet , si nous dés ignons pa r r , et r , les 

va leurs initiales de r et de », ce t h é o r è m e n o u s donne 

J ^ - ' + t — ' 
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équation qui revient à la précédente, en posant 

Si nous observons que l'on a 

. A j + r W 
dï ' 

nous pourrons écrire l 'équation (c) sous la forme 

dr*-f r W 2a , t 

dt' = f + h-

En éliminant dt entre celte équation et l 'équation (ô), P i i i s 

résolvant p a r rappor t à rfO, nous t rouverons 

d f l= 
Cdr 

rV'r'A-f 2u>— C' 

relation qui, étant intégrée, nous fourni ra l 'équation de la t r a -
jectoire du mobile. 

Pour effectuer l ' intégrat ion, remplaçons les constantes C, h, 
par d 'aut res plus commodes . Si nous égalons à zéro la quant i té 

rVi - f 2 ( ^ - 0 » , 

nous aurons une équation du second degré dont les deux ra-
cines sont réelles, puisque son premier membre est négatif 
pour r = 0, el qu'il est nécessairement positif pour d 'autres 
valeurs de r , sans quoi le rappor t de </Ô à dr ne serait jamais 
réel . Désignons donc les deux racines de cette équation du 
second degré p a r 

" ( 1 - e ) , « ( l + e ) , 

et nous au rons 

C = V « u ( l - e 1 ) . 

L'équation (</) devient ainsi 
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</» = 
- c i l 

r 

J - 1 + — 2 ! 
Y r1 o r ; J— <•«) <i'(t — e*) 

d'où l'on tire en in tégrant 

• = ; 4 - a r c c o 8 ; - ( a J i ^ l - « ) . 

et pa r suite 

r = 1 -j- i COS (• — •) 
(0 

Nous voyons d 'après cela q u e le mobile décr i t une section co-
nique ayant le cent re d 'a t t rac t ion pour un de ses foyers. La 
constante e n'est autre chose que l 'excentricité de celle courbe 
qui sera par conséquent une ellipse, une hyperbole, ou une 
jiarabole, suivant qu 'on a u r a e < I , e > ou < = I . Dans ce 
dernier cas, la constante a doit recevoir une valeur intime, de 
manière que a (1 — e -) ait une valeur Unie qui sera le para-
mèt re de la parabole. Lorsque e n'est pas égal à 1, a est le 
demi-grand axe de l 'ellipse, ou le demi-axe t ransversc de l 'hy-
perbole . 

Pour obtenir la loi du mouvement du mobile le long de l 'or-
bite dont nous venons de t rouver la forme, reprenons l 'équa-
tion (6) qui correspond au théorème des aires. Si nous y rem-
plaçons rfO pa r sa valeur en fonction de r , fournie par l 'équa-
tion (rf), et que nous introduis ions encore les constantes a, e, 
A la place des constantes C, h, nous au rons 

rdr 
dt = — • 

y/ '— 2or — aj» (I — f») 

Posons 

r = a ( l — ecosu), (/) 

u é tant une variable auxil iaire, et la valeur de dt deviendra 



d t = ^ (1 — e cos «) du ; 
Vf-

vV 
(l'où en in tégrant , mettant « à la place de — e t désignant 

a\la 

par t une constante arbi t ra i re , 

n/-(-i==u — esin u. Uj) 

Cette équation ig) permet t ra de t rouver u en fonction de t, et 
pa r suite on aura la valeur de r a u moyen de l 'équation i f ) . 

Cherchons à reconnaître comment les circonstances initiales 
du mouvement influent sur la nature de la courbe décrite par 
le mobile. D'après les relations qui existent entre les cons-
tantes h, C, et les constantes a. e, par lesquelles nous les 
avons remplacées , on a 

/ , C'A 

D'ailleurs, nous avons t rouvé pour h la valeur 

r0 

11 s'ensuit que la t rajectoire sera une branche d 'hyperbole si 

l 'on a 

une parabole, si l'on a 
9 

et une ellipse, si l'on a 

Vu. 
0 r . ' 

11 est ext rêmement remarquable que la na ture de la trajec-

toire décrite se trouve ent ièrement déterminée par la connais-
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sance des qualités vê et r0 . et ne dépende en aucune ma-

nière de l 'angle que la vitesse initiale vt fait avec le rayon vec-

t eu r r , . 
Nous avons à |>eine l>esoin d 'a jouter que, si un point maté-

riel, soumis à l 'action d 'une force dirigée vers un point Hxe, 
décri t une section conique ayant ce point fixe pour foyer, la 
force dont il s 'agit varie nécessairement en raison ¡nverce 
du carré de la distance du ¡»oint matériel au point fixe. 



C H A P I T R E III 

ÉQUILIBRE ET MOUVEMENT D'UN POINT MATÉRIEL QUI N'EST l'AS LIBRE. 

Î! 1 2 3 . C e q u ' o n «MIli'ml p a r u n p o i n t m a t é r i e l q u i n ' e s t 

pus l ibre. — Il a r r ive souvent que les circonstances clans les-
quelles se t rouve un c o r p s mobile sont telles que, quelles que 
soient les forces qui agissent sur lui, son mouvement satisfait 
tou jours à cer taines condit ions. Ainsi, un wagon, posé sur 
une voie de fer, se mouvra toujours le long de cette voie, dans 
un sens ou dans l ' aut re , quelles que soient les g r a n d e u r s e t les 
directions des forces qu 'on lui appl iquera , pourvu , bien entendu, 
qu 'on ne dépasse pasce r t a ines l imi t e s ; ainsi une balle de plomb, 
suspendue à l 'extrémité d 'un fil inextensible dont l ' aut re extré-
mité est tixe. se m o u v r a tou jour s de telle manière que son centre 
de figure reste sur la sur face d 'une sphè re a y a n t le point d'at-
tache du fil pour centre , quelles que soient les forces qui agi-
ront sur elle, pourvu que ces forces ne tendent pas à se rappro-
cher de ce point d ' a t t a che du fil. Dans le premier de ces deux 
exemples, le mouvement du wagon est produi t à la fois par les 
forces qui lui sont d i rectement appl iquées dans les différentes 
directions, et par les réac t ions qu' i l éprouve de la part des rails 
dans les divers points où il les t ouche ; si l 'on rédui t le wagon, 
par la pensée, à un s imple point matér ie l su r lequel agiraient 
ces diverses forces, on t rouvera son mouvement en appliquant 
les théor ies exposées d a n s le chapi t re précédent : seulement , il 
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arrivera que. quelles que soient les forces directement appli-
quées à ce point matériel, c'est-à-dire autres que les réactions 
des rails, la trajectoire qu'il décrira sera toujours la même, parce 
que ces réactions prendront à chaque instant des grandeurs et 
des directions telles qu'il en soit ainsi. Dans le second exemple, 
la balle de plomb se meut sous les actions simultanées des forces 
qui lui sont directement appliquées, et de la réaction qu'elle 
éprouve de la |tart du fil: cette Italie, supposée réduite à un 
point matériel sur lequel agiraient toutes les forces «pie nous 
venons d'indiquer, se mouvra conformément à lu théorie expo-
sée dans le chapitre II de ce l ivre; mais il arrivera que, quelle 
que soit la résultante «les forces directement appliquées A la 
Italie, c'est-à-dire autres que la réaction qu'elle éprouve de la 
jiart du fil, cette réaction prendra toujours unt> intensité telle qui? 
la balle ne quitte |tas la surface sphérique dont nous avons parlé. 

Dans de pareils cas, toutes les forces qui agissent réellement 
sur le mobile, et «pii déterminent les diverses circonstances «le 
son mouvement, ue peuvent pas être données <i priori. Les 
forces qui lui sont directement appliquées, et qui tendent A le 
faire mouvoir dans un sens ou dans un autre, peuvent seules 
être connues tout d'abord; quant aux réactions qu'il éprouve 
de la part des obstacles qui l'obligent à se mouvoir «le telle ou 
telle manière, elles se développent à chaque instant, et pren-
nent les grandeurs et les directions convenables pour le main-
tenir sur la courbe ou sur la surface dont la présence de ces 
obstacles l'empêche «le sortir. La connaissance de ces réac-
tions, qui ne peut pas être fournie à priori, est remplacée par 
la connaissance qu'on a tout d'abord de la trajectoire suivant 
laquelle le mobile se déplace, ou au moins d'une surface sur 
laquelle cette trajectoire est nécessairement située. 

C'est ainsi que, dans certains cas. on est conduit à considé-
rer un point matériel comme n'étant pas libre de céder com-
plètement à l'action des forces qu'on lui applique pour le faire 
mouvoir; on regarde ce point comme assujetti à rester sur une 
courbe donnée, ou sur une surface donnée, suivant les circon-
stances. C'est par op|tosition avec cette manière de considérer 



le mouvement d 'un point matériel , que nous avons caractérisé 
l 'objet du chapi t re précédent , en spécifiant dans le t i t re de ce 
chapi t re qu'il s 'agissait d 'un point matériel libre. Mais on ne 
devra jamais oublier qu 'un point matériel peut tou jour s être 
regardé comme libre, à la condition de tenir compte de toutes 
les forces qui agissent sur lui, c 'est-à-dire des forces qui ten-
dent à le faire mouvoir dans diverses directions, et des réac-
tions que cette tendance au mouvement peut développer de la 
part 'de cer ta ins obstacles qui l 'empêchent de céder complè-
tement à l 'action des premières forces. 

§ 1 2 6 . K t | u i l l h r e d ' u n p o i n t m a t é r i e l a s s u j e t t i à r e s t e r s u r 

une courbe n*e. — P o u r nous faire une idée nette de ce que 
nous devons entendre au jus te pa r un point matériel assujetti 
à rester sur une courbe fixe, concevons un corps solide tel 
qu 'un gra in de chapelet percé d 'une ouver ture dans laquelle 
passe une t ige rigide contournée suivant une courbe quelcon-
que, ou bien encore une bille engagée dans un tube également 
contourné suivant une pareil le courbe. Ces deux corps peuvent 
se mouvoir , le p remier en glissant le long de la tige qui le 
traverse, le second en se t ranspor tan t successivement en di-
vers points du tube dans lequel il est contenu. Si l'on fait abs-
traction des dimensions t ransversales de la tige ou du tube, et 
qu'en môme t emps on réduise pa r la pensée le corps qui ne 
peut que glisser le long de cette tige ou de ce tube à un simple 
point matériel , on aura précisément ce qu 'on nomme un point 
matér ie l assujet t i à rester sur une courbe ûxe. 

Si l 'on appl ique au grain de chapelet ou à la bille, que nous 
supposons primitivement en repos, une force dont la direction 
soit normale à la tige ou au tube, il est clair que cette force ne 
met t ra pas le corps en mouvement : l 'égalité des angles que la 
force fait avec la direction des deux seuls mouvements que le 
corps puisse prendre , suivant qu'il glisserait dans un sens ou 
dans le sens opposé , montre que ce corps ne se mouvra ni d'un 
côté ni de l 'autre. Dans ce cas, la force appliquée au corps ne 
fera que développer une pression de ce corps sur la tige ou sur 
le tube, et il en résul tera une réaction de la tige ou du tube 
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sur le corps, réaction qui sera égale et contraire à la pression 
dont nous venons de par ler : le corps res tera en repos, malgré 
l 'action de la force qui lui est appliquée, parce que la réaction 
de la tige ou du tube sur le corps fera équilibre à cette force. 

Si l'on appl ique au corps une force oblique |»ar rapport à la 
direction de la tige ou du tube, au point où il se t rouve placé, 
on pourra remplacer cette force |>ar deux composantes , dont 
l'une ait la direction même du mouvement que le corps peut 
prendre , et l ' aut re fasse un angle droi t avec la première. La se-
conde composante ne peut ag i r en aucune manière pour pro-
duire le mouvement du corps, ainsi que nous venons de l'ex-
pliquer. Quant à la première coni|>osantc, elle fera glisser le 
corps le long de la t ige ou du tube, à moins qu'il ne se déve-
loppe comme à l 'ordinaire une résistance à laquelle on donne 
le nom de frottement, et que cette composante ne soit (Misasse* 
g rande pour la vaincre. Pour simplifier, on peut faire abs t rac-
tion de celte résistance, et regarder le corps comme pouvant 
glisser avec la plus g rande facilité le l»»ng de la tige ou du 
tube ; en sor te qu 'une force, quelque petite qu'elle soit, qui 
agit sur le corps suivant la direction de la tige ou du lubc, le 
met nécessairement en mouvement . Ilien n 'empêchera plus 
lard «le tenir compte du f ro t tement , que nous négligeons ici. 

• en le considérant comme une des forces qui sont directement 
appliquées au mobile et qui tendent à le met t re en mouvement . 

C'est «Faprès ces idées que nous regarderons un point ma-
tériel assujet t i à rester sur une courbe Uxe comme ne pouvant 
éprouver de la (Mirt de cette courbe qu 'une réact ion normale 
à sa direction ; de (dus, nous ad ine t tnu is qu'il en soit ainsi, soit 
que le point matériel se t rouve à l 'é tat de repos, soit qu 'au con-
t ra i re il se meuve le long de la courbe sous l 'action des forces 
qui lui sont directement appl iquées , e t en ver tu de la vitesse 
qui a pu lui être imprimée tout d ' abo rd . 

Cela posé, il ne nous sera pas diflicile de t rouver la condition 
à laquelle doivent satisfaire les forces F, F \ F", . . . appliquées 
à un point matér ie l qui est assuje t t i à rester sur une courbe 
tixe, pour que ce point soit en équil ibre. Si. aux forces dont 
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il s 'agit, on jo iu t la réaction que le point matériel éprouve de la 
par t de la courbe, 011 a un système total de forces dont la ré-
sul tante doit être nulle ('§ 104) : donc la résul tante des forces 
F , F', F ' , . . . doit ê t re égale et directement opposée à la 
réact ion de la courbe sur le point matériel . Mais cette réaction 
est normale à la courbe ; donc aussi la résul tante des forces 
F, F ' , F ' , . . . doit ê t re dir igée normalement à cette courbe. 
Celte condition, «pie la résul tante des forces F , F , F" , . . . ap-
pliquées au point matér ie l , soit normale à la courbe sur la-
quelle il est assujet t i à rester, est d 'ailleurs suffisante pour que 
le point soit en équil ibre : car les forces F , F'. F", . . . peuvent 
tou jours ê t re remplacées p a r leur résul tante , et celle-ci étant 
normale A la courbe fixe, 11e peut faire mouvoir le point maté-
riel ni dans 1111 sens ni dans l ' au t re . La résul tante des forces 
F. F', F", . . . n 'est au t r e chose «pie la pression du point matériel 
sur la courbe, pression qui est égale et contraire à la réaction 
de la courbe sur le point matériel . 

S 127 . l i o n Y «'in o n t «l 'un p o i n t uiut«'>riel a s s u j e t t i ù r e s t e r 

sur une eouriie i i \e . — Soient AB. fig. 02. la courbe sur 
laiiuelle le point maté -

\ y F.g. 6î . 1 1 . . 

\ riel M est assujetti à res-
\ .y' T, ter ; F la force appliquée 

\ y / ' à ce point matér ie l , ou la 
\ >( r ' B résul tante des forces qui 

X D lui sont appl iquées, s'il y 
i \ \ en a plusieurs, indépen-
\ damment de la réaction 

N \ 1 qu'il éprouve de la par t de 
v 'v \ \ la courbe ; et enfin N cette 

\ M réaction de la courbe, dont 
v la direction est perpendi-

culaire à la tangente MT. Un peut regarder le mobile comme 
étant un point matériel l ibre se mouvant sous l 'action des for-
ces F et N. Décomposons la force F , représentée par la droite 
MB, en deux composantes F, et F „ dont l 'une soit dirigée suivant 
la tangente MT, et l 'autre suivant une perpendiculaire MS à 
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cette tangente menée dans le plan T.MB; composons ensuite 
la force F , ou MS. avec la force N ou Ml', ce qui nous donnera 
la force It ou MV dirigée perpendiculairement à la tangente 
MT. aussi bien que chacune de ses composantes MS, MU: nous 
aurons ainsi deux forces F, et H, qui t iendront lieu des deux 
forces F. N, et «pii seront évidemment celles auxquelles nous 
avons donné les noms «le force tangentielle et de force centr i-
pè te (8 110). D 'après cela, si t- est la vitesse du mobile, m sa 
masse, e t a l 'angle que la direction MB de la f«»rce F fait avec 
la direction MT du mouvement . on aura 

di c ra — = Fco««. 

«Ielle équat ion, jo inte à la relation 

ds 
t = d T 

pe rmet t r a de dé te rminer toutes les circonstances du mouve-
ment du mobile sur la courbe AB. lorsque la force F sera don-
née, ainsi que l 'angle a que sa direction fait A chaipic instant 
avec la tangente A la courbe AB. au point où se t rouve le mo-
bile. l-a recherche de l 'équation finie «lu mouvement sur la 
courbe AB est rédui te par la A une question d 'analyse, toute 
| tareillc A celle qui a pour objet de t rouver l 'équat ion du mou-
vement rectilignc d 'un point matériel libre (S 106). 

Dans le ca« part icul ier où la force F serait constamment 
nulle, et où le point matériel ne se mouvrait le long de la courbe 
AB qu 'en vertu de sa vitesse ini t iale, on voit qu 'on aurait 

dv n 

c'est-à-dire que la vitesse v ne varierait ¡»as, ou. en d 'aut res 
te rmes , le mouvement du point matériel serait un i fo rme . Il en 
serai t encore de même, si la force F était constamment nor -
male A la courbe AB. 



§ 128. La force centripète R ou MV, fig. 02, a pour expres-

sion 

v» 
m - , 

P 

p é tan t le rayon de courbure de la t ra jectoire AB en M ; elle 
est dirigée suivant ce rayon , c 'est-à-dire suivant la normale 
menée dans le plan osculateur de la courbe correspondant au 
point M, et du côté de la concavi té de la courbe. Celte force 
MV étant la résul tante des deux forces MS, MU, une force 
MV, égale et contraire à MV, fe ra équilibre aux deux forces 
MS, MU; les trois forces MS, MU, MV se faisant équilibre, la 
force MU est égale et d i rec tement opposée à la résul tante ML" 
des deux forces MS, M V ; mais la force MU', égale et direc-
tement opposée à la réaction N de la courbe AB sur le point 
matériel , n 'est au t re chose «pie la pression exercée par ce 
point sur la courbe AB : donc la pression du point M sur la 
courbe AB est la résul tante de deux forces, dont l 'une est la 

composante normale F, de la force F , et l 'autre est égale et di-

«>2 
rec tement opposée à la force centr ipète m—. 

P 
Si la force F était nulle, sa composante normale F , le serait 

aussi , et la pression exercée sur la courbe AB pa r le point mo-
bile, dont la vitesse resterai t tou jours la même, se réduirai t à 
une force égale et cont ra i re à la force centr ipète . Dans ce cas, 
la pression du mobile sur la courbe est désignée sous le nom de 
force centrifuge. Le point mobile , n 'é tant soumis à l'action 
d 'aucune force, se mouvrai t un i fo rmément et en ligne droite, 
s'il était libre ; l 'obligation d a n s laquelle il se t rouve de suivre 
la courbe AB n'al tère pas l 'uni formi té de son mouvement , mais 
il en résulte que la direct ion de sa vitesse doit change r à chaque 
ins tant : ce changement de vitesse ne peut se produire sans que 
le mobile réagisse sur la courbe , et c'est cette réact ion qui con-
stitue la force centr i fuge, don t le nom rappel le la tendance du 
mobile à se mouvoir en l igne droi te , c 'est-à-dire à s 'éloigner du 
centre du cercle osculateur de la courbe AB. On voit que la forrc 
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centr ifuge est dir igée suivant le prolongement MV' du rayon 

de courbure de la courbe AB, c'est-à-dire du côté de la con-

vexité de cette courbe, et qu'elle a pour valeur 

' e* 
m - , 

i 

comme la force centr ipète . 
Dans le cas généra l où le mobile, assujet t i à rester sur la 

courbe AB, se meut sous l 'aclion «l'une force F. la pression MU' 
que ce mobile exerce sur la courbe à un instant quelconque est 
la résul tante de deux forces, dont l 'une est la composante nor-
male F, de la force F. et l 'autre est la force centr ifuge MV 
correspondant à la vitesse don t le |>oint mobile se Inmve animé 
a cet instant . 

S 120. Tous les théorèmes qui ont été établis précédemment 
113 à 120) su r le mouvement «l'un point matériel l ibre sont 

applicable« nu mouvement d 'un point matériel assujet t i à rester 
sur u n e courbe lixe, à la condition de jo indre à la force F direc-
tement a ppliquée à ce ¡»oint matériel , la réaction N qu'il éprouve 
«le la par t de la courbe lixe, et «le cons idérer le mouvement 
comme »'effectuant sous l 'action «le la résul tante de ces deux 
forces. Mais, comme la réaction N de la courl»e sur le mobile 
n'est pas connue à priori, on doit naturel lement a t t ache r plus 
d ' impor tance à ceux de ces t héo rèmes qui ne dépendent pas 
«le la force N, qu 'à ceux «pii en dépendent . Les premiers sont 
les seuls que nous rappel lerons ici. 

La force langenticlle m est s implement la composante tan-

geulielle F, de la force F. et ne dépend en aucune manière de In 
réaction N de la courbe Jj 127): «lonc on peut dire (§ 113 «pie 
I accroissement de la quant i té de mouvement du p«»int maté-
riel. pendant un temps quelconque, est égal à l ' impulsion de la 
composante tangentielle F, de la force F pendant ce teni|»s. 

Le t ravai l é lémentaire de la résul tante des forces F et N esl 
égal à la somme des t ravaux élémentaires de ces deux forces : 
mais le t ravail é lémentai re de la force N est constamment nul. 
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puisque celle force est normale à la courbe fixe, e t pa r consé-

quent normale à l ' é lément de chemin décri t par le mobile : donc 

le travail é lémentai re de la résul tante des forces F et N se ré-

duit au travail é lémentaire de la force F seule. D 'après cela, il 

est clair qu 'on peut d i re (§116) que l 'accroissement de la fore-

vive du point matériel , pendant un intervalle de t emps quel-

conque, est égal au double du travail de la force F pendan t ce 

temps. 

Pour pouvoir appl iquer ce qui a été dit dans le S I19 au cas 
d 'un point matériel assujet t i à res ter sur une courbe fixe, il n'est 
pas nécessaire de se préoccuper de la réaction N de cette 
courbe. La quant i té \dx - f Y d y + Zdz é t an t le t rava i l élémen-
taire «le la résul tante des forces appliquées au mobile, se ré-
duit ici, d ' ap rès ce qui vient d 'être dit , au travail élémentaire 
de la force F ; on peu t donc r e g a r d e r X, Y. Z comme étant sim-
plement les composantes de la force F paral lè les aux axes 
coordonnés . Si ces t rois composantes de F sont les dérivées 
partielles d 'une fonction de x, y, z. prises p a r rappor t à cha-
cune de ces variables , il y a u r a lieu de considérer les surfaces 
de niveau dont nous avons par lé (§ 119), et d 'appl iquer au 
point matériel assujet t i à rester sur u n e courbe fixe tout ce qui 
a été dit pou r un point matériel l ibre. Ces surfaces de niveau, 
ne dépendant nul lement de la réact ion N de la courbe fixe, 
sont les mêmes que si le point matér ie l était l ibre et «pie la 
même force F lui fût appl iquée. 

;< I.NI. F .xe iup leH «lu m o u v e m e n t «l'un p o i n t m a t é r i e l a s s u -

j e t t i à r e s t e r s u r u n e c o u r b e l l * e . — CuS d'un point matériel 

soumis à la seule action de la pesanteur. — Si la force F, qui 
est directement appl iquée au mobile, se réduit à son poids mg. 
il sera facile de t rouver les diverses circonstances du mouve-
ment . comme nous allons le voir. 

Soit AB. fig. 63, la courbe sur laquelle le mobile est obligé de 
rester . Nous avons vu (§ 120) que, dans le cas dont il s 'agit, les 
surfaces de niveau sont des plans horizontaux ; il en résulte 
immédiatement que. si le point mobile vient successivement 
passer pa r divers points M, N, P. Q. situés sur fin même plan 
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horizontal , il se t rouvera animé d 'une même vitesse dans cha-

cune de ces posi t ions. 
D'un au t re ct'tté. le mobile allant du point M. où sa vitesse est 

c . au point M', ou sa vitesse est v . on a . d ' ap rès le théorème 
des forces vives (§ 129;, 

rat- * — mv* -2mg(z' — s), 

ou simplement 

^ = » » 4 - 2 0 ( 5 - 5 ) , 

en désignant par z et s' les dis tances des deux |>oiiits M et M' 
A un plan horizontal fixe situé au-dessus de ces deux points . 

Si. par exemple, le mobile par t du point C. sans vitesse ini-
tiale. il descend le long de la courlie. en prenant une vitesse 
«le plus en ¡»lus grande . I J I vitesse r qu'il possède en un point 
quelconque M est dé te rminée pa r la relation 

en désignant |»ar h la distance «les plans h«>rizontaux men«1« |>ar 
les deux points Cet M, c'est-à-dire ce qu 'on nomme la différence 
de niveau de ces deux |»oinls; on voit que celle vitesse est égale 
à celle qu 'aura i t acquise le point matériel en loml>ant de la 
même hau teur A, suivant la verticale menée |>ar son point de 
«iépart C 90). I J I vitesse du mobile va ainsi en croissant j u s -
«pi'à ce qu'il at teigne le point D. I,a vitesse qu il possède, en 
a r r ivan t en ce |»oint. fait qu'il le dépasse, et i|u'il s'élève le long 
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de la par t ie DE de la courbe AB; sa vitesse va a lors en dimi-
nuant progressivement , et, comme nous l 'avons dit. en un point 
quelconque N, elle est égale à celle qu' i l avait au point .M situé 
au môme niveau que le point N. Si le point le plus élevé E de la 
par t ie de courbe où le mobile est engagé se t rouve au-dessous 
du plan horizontal mené pa r son point de dépar t C, il atteint ce 
point E en conservant encore une certaine vitesse ; puis il le 
dépasse, descend jusqu 'en F avec une vitesse croissante, re-
monte suivant FB, et enfin s ' a r r ê t e en un point G situé au ni-
veau de son point de dépa r t G. Alors , la pesanteur ne cessant 
d ' ag i r sur le mobile, il redescend à par t i r du point G, en par-
courant la courbe en sens cont ra i re , et reprenant en chaque 
point exactement la même vitesse q u e lorsqu' i l s 'y était trouvé 
une première fois ; au bout de quelque temps, il s 'arrête au 
point C d'où il était part i d ' abord , puis se remet en mouve-
ment de C en G; et ainsi de suite indéf iniment . 

La pression que le mobile exerce sur la courbe AB, dans une 
quelconque des positions qu'il y occupe successivement, au 
point M par exemple , s 'obtient en composan t la force centrifuge 
du mobile en ce point , avec la composan te normale de son poids 
mg (S 1-28). Dans le cas par t icul ier où la courbe AB se trouve 
tout ent ière dans un plan vertical , ces deux composantes de la 
pression supportée par la courbe ont une même direction et la 
pression est égale à leur s o m m e ou à leur différence, suivant 
les cas. Soient a l 'angle que la t angen te à AB, au point M, fait 
avec la verticale, et p le rayon de courbure de la courbe en ce 
po in t ; on aura pour la pression s u p p o r t é e pa r la courbe 

mv* mg smart 
P 

ou bien, en remplaçant i,a par sa va l eu r 2gh, 

mg ^sin a ± — j • 

§ 131. Mouvement d'un point matériel pesant sur une droite 
fixe. — Lorsque la courbe sur laquel le le mobile pesant est 
assujet t i à rester se réduit à une l igne droite, le mouvement 
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se simplifie beaucoup. Soit a l 'angle que la droite fixe fait avec 

la vert icale. La composante tangentielle de la force mg qui agit 

sur le mobile a alors une valeur constante 

mg cos «. 

Il en résul te que le mouvement du mobile sur la droi te fixe est 
un i formément var ié (§§ 90 et 9 t ) . Ce 
mouvement est de même na ture que ce-
lui d 'un corps pesant qui tombe libre-
ment suivant la verticale, en par lant du 
re|H>s. ou bien ap rès avoir reçu une vi-
tesse initiale d i r igée vert icalement ; il 
ne diffère de ce dernier mouvement 
qu'en ce que l 'accélération esl g cos «. au 
lieu d 'ê t re g. 

Si l'on suppose, pa r exemple , que le 
mobile se meuve le long de la droite AB. 
fig. (»4. et qu'il par te du point A sans 
vitesse initiale, la distance AM ou s à 
laquelle il Be trouve du point de dé|>art 
A. au bout d 'un temps quelconque I, est fournie |»ar l 'équation 

t=:}ycos«r*. 

Prenons su r la verticale du point A une longueur quelconque 
ACque nous dés ignerons par A, et sur la ligne AB une lon-
gueur AI) ou / égale à la projection de AC sur AB. Le temps 
employé pa r le mobile à parcour i r la distance / sera fourni par 
la relation 

r,t. «t. 

d'où 
l=\g cos *(*, 

y g co» * _ V g 

Cette valeur de t montre que le temps employé par le mobile * 
parcour i r la distance AD. sur la ligne oblique AB, est le 
même que celui qu'il emploierait à tomber verticalement de la 
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hau teur AC. On en conclut que, si p lus ieurs mobiles partent en 
même temps du point A. sans vitesse initiale, et descendent 
sous la seule action de la pesanteur le long de diverses cordes 
AD, AD', AD", d 'un cercle décrit sur AC comme diamètre, 
ces mobiles a r r iveront en même temps aux extrémités D.D'.D". 
de ces cordes. Quant A la vitesse que possède le mobile qui 
parcourt la ligne AB. lorsqu'il arrive en D. nous savons qu'elle 
est la même que celle qu'il posséderait en H, s'il tombait libre-
menl du point A sans vitesse initiale (§ 130). 

La droite fixe ayant dans tous ses points un rayon de cour-
bure infini. 011 voit que la force cent r i fuge due au mouvemenl 
du mobile sur cette droite est constamment nulle, et que la 
pression exercée pa r le mobile sur la droite fixe se rédui t à la 
composante normale 

mg sin a 

de son poids. 
$ 132. Pendule circulaire. — Supposons qu 'un point maté-

riel pesant M, fig. 05, soit a t taché à l 'extrémité du fil inexten-

Fie «s s a n s m a s s e AM, et que 
l 'aut re ext rémité A de ce fil soil 
fixe. Le point matériel M est en 
équilibre lorsque le fil AM est di-
rigé suivant la verticale AB : le 
poids de ce point matériel est dé-
truit pa r la résistance qu'il éprouve 
de la part du fil. Si l'on écarte le 
corps M de la position d'équilibre 
qui vient d 'ê t re indiquée, en don-

nant au fil une direction oblique, et qu 'ensuite on aban-
donne ce corps M à l 'action de la pesanteur , sans lui communi-
quer de vitesse initiale, il se meut sans sortir du plan vertical 
mené par la direction oblique qu 'on avait donnée au fil; d'ail-
leurs, sa distance au point A res tant constamment la même, 
il décrit un arc de cercle ayant ce point A pour centre : on 
peut donc regarder le point matériel M comme étant dans les 
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mêmes conditions que s'il était assujet t i à rester sur la c i rcon-
férence de cercle A laquelle ap|»artieiit cet a rc . La pression 
exercée )>ar le mobile sur la courbe qu'il est obligé de décrire 
se t rouve ici remplacée |»ar la tension «lu fil AM. 

Si l 'on se r epor t e Ace qui a é té dit en généra l sur le mouve-
menl d 'un point matériel pesant assujet t i A rester sur une courbe 
fixe (§ 130), on verra que le point M doit osciller indéfiniment 
de part et d ' au t re de sa position d 'équil ibre, en s 'écar tant éga-
lement de celte position dans un sens el dans le sens opposé . 
Un pareil point matériel , suspendu comme nous l 'avons dit . 

' cons t i tue ce qu 'on nomme un pendule. Nous part icularisons ici 
le (tenibile en lui donnant la dénominat ion spéciale de pendule 
circulaire. | ta ree que , ses oscillations s'effectuant conformé-
ment A ce que nous venons de dire, le |K>inl matériel qui le 
termine s«* ineut suivant une circonférence «le cercle. Nous 
allons nous proposer de déterminer la durée de chacune des 
oscillations de ce pendule. 

S i i t G I«' point «ili le mollile se trouve, lorsqu'on l 'abandonne 
A l'action de la pesanteur , sans vitesse initiale. Dans une posi-
tion quelconque M. il est an imé d 'une vitesse r qui est fournie 
|»ar la relation 

t = \ 2gh , 

h é tant la distance du point M au point h«iri7.«inlal mené |»ar le 
point C. Si nous «li'signons l 'angle BAC |tar a, l 'angle BAM 
par 0, et la longueur AM du pendule par I. nous aurons 

h =±l (cosi—cos«), 

le signe —. placé devant le second membre de la dernière rela-
tion. tient A ce que 0 diminue quand t augmente , ce qui fait que 
rf« 

— est négatif . En remplaçant h et r pa r leurs valeurs dans l 'é-

quation ci-dessus, il vient 



,d6 
— l j ( = V2jf(C0Sfl — cosa , 

d 'où l 'on tire 

V 2<J V COS 9 — cos a 

En in tégran t cette équation et en é tendan t l ' intégrale à tout le 
temps que le pendule emploie A al ler de la position AC A la po-
sition verticale AB, on t rouvera la d u r é e de la demi-oscillation 
descendante ; le double de cette du rée sera la durée T d'une 
oscillation complète . On a u r a donc 

T _ h ç» 
2 V W «Vcoso — cos« ' 
T _ h <-° M 

V f y J Wcos 

d'où 

t = i / — r 
V a J « \ cos « — 

rfô 

COSa 

Nous n 'avons plus qu'A dé te rminer la valeur de l ' in tégra le 
définie qui entre dans cette formule , p o u r que la valeur de T 
soit en t iè rement connue . 

Supposons d 'abord que les oscillations soient t rès petites, 
en sor te que a et 0 sont de très petits ang les ; nous pourrons 
remplacer cos a et cos 0 pa r 

F 2*' 

et la valeur de T deviendra 

Mais on a 

f J* . « , 
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et pa r suite 

p M 

donc on aura en définitive t = V £ 
formule qui fait connaî t re la durée des oscillations d'un pen-
dule circulaire, en supposant ces oscillations t rès petites. 11 est 
remarquable que cette durée ne dépende en aucune manière de 
l 'ampli tude des oscillations, qui |>eul ê t re rédui te au tiers, au 
quar t , au dixième de ce qu'elle était d ' abord , sans que la du-
rée change . 

Pour t rouve r la durée T des oscillations du pendule , sans 
sup|*oser que leur ampli tude soit t rès petite, nous opére rons 
de la manière suivante . Soient a et : les hau teurs des points C 
et M au-dessus du plan horizontal mené | w r le point B ; on a 

fl = / ( | _ c o s » ) , s = / ( l - c o s i ) , 

d 'où 

cosl — d > = . d l | . 
' V 2 k - i » 

D'après cela, la formule qui donne la d u r é e T des oscillations 
du |>endule devient 

T=jl f * , 

ou bien encore 

HitàbK)-*-
La quanti té ^ é tant toujours plus petite que I , on peut déve-

lopper ' e n série de la manière suivante : 
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, 1 . 3 . 5 . , . . ( 2 n - l ) / s y 
+ 2 . 4 . 6 . . . . 2n \ U ) 

D'ail leurs on démontre dans le calcul in tégral que l 'on a 

r ^ - l y / ^ T T Î i ( 2 n — l | a 
J \ir.--J >i ' in J S'az-z'-

en sor te que, si l 'on in tèg re en t r e les l imites 0 et a, on aura 

/ « z-ds (2h —<)« j" z»-•'*/= 
J t \ ûïT=7* i n J r V « - * 

H n remplaçan t successivement , dans cet te fo rmule , » p a r a — 1, 

puis pa r n — 2, ensuite p a r n — 3 enfin p a r 1, on obtiendra 
n relat ions, qui, é tant mult ipl iées en t r e elles, donneront 

f z"dz 1 .3 .5 ( 2 « - l ) ( f" dz 
J tU 2» "J oV«5"^ 

ou bien encore, d ' ap rè s la va leur connue de l ' in tégrale définie 

qui est dans le second m e m b r e , 

/ •» z«dz 1.3.5 (2» — I) 
J 0 V a = - S " 2 . 4 . 6 2« 

Cette dernière formule fait connaî t re les valeurs des intégrales 

qui en t ren t dans les d ivers t e rmes de T, p a r suite du développe-

ment en série du fac teur — T / ) *• 0 n t rouve ainsi 

§ 133. Pendule cycloidal. — On donne le nom de pendule 

cycloidal à un pendule ana logue à celui dont nous venons de 
nous occuper , ma i s qui e n dif fère en ce que le point matér ie l qui 
le t e rmine , au lieu de se mouvo i r sur un cercle, se meut su r une 
cycïoïde ABC. fi g. 66. dont le p lan est vertical et dont la base 
AC est hor izonta le . 
Pour réal iser un parei l 
l>endule, il suffit de 
t racer les deux a r c s de 
cycloïdc AD. DC dont 
l ' ensemble const i tue la 
déve loppée de la cy-
cloïdc ABC. et «le dis-
poser deux pièces so-
lides F., F . l imi tées 

in fé r i eu remen t p a r des sur faces cyl indriques d ro i t e s a y a n t ces 
ar« s AD. DC p«»ur bases . Si l 'on fixe en I) l 'une des ext rémi tés 
d ' u n fil de longueur DB. et qu 'on a t t ache un corps pesant à 
son au t r e ex t r émi t é ; si ensuite on écar te ce corps de sa posi-
tion d 'équi l ibre B. sans le faire sor t i r du plan vert ical ADC. 
et qu 'on l ' abandonne A lu i -même, il est c la ir qu' i l se mouvra 
le long de la cycïoïde ABC. sur laquelle il effectuera une sér ie 
d 'osci l la t ions. Nous al lons nous pro|K>ser de dé te rminer la 
d u r é e «le l 'une de ces oscil lations. 

Soient G la posi t ion qu'occu|»e le ¡xiint matér ie l au commen-
«•einent de l 'oscillation que nous cons idérons , et M une que l -
« onque des pos i t ions | « r lesquelles il passe a p r è s ê t re |>arti du 
point G. Désignons p a r a et s les dis tances des points G et M A 
la t angente A la cycïoïde en B, t angente qui est hor izonta le . 
Nous a u r o n s pour la vitesse v du mobi le en M. 

® = \ 2»/ (o — S). 

D'un a u t r e côté , en appelant s l 'arc GM. on a 

dt 
v = j r 

d 'oà l 'on t i re 



ils 

~ v~\/tg(«-z) 

Si l'on trace le cercle géné ra t eu r de la cycloïde dans la position 
qui correspond au point M, la droite menée du point M au point 
H où ce cercle touche la base AC est normale à la cycloïde en 
M ; la droite qui jo in t le point M à l 'autre extrémité K du dia-
mètre HK est donc la t angente à la courbe. Prenons sur cette 
tangente une longueur MM' égale à ds, et menons les lignes 
MX. M'N, respectivement para l lè les aux lignes CH, HK. Le 
triangle MNM' é tan t semblable au tr iangle 1I.MK, nous aurons 

•MM' HK 
NM' KM' 

ou, ce qui revient au même, en désignant par r le rayon 011 du 
cercle généra teur , et observant que NM' est égal à — dz, 

lIî= /l? 
d- \J"irz V = ' 

Tirant de là ds, et le subs t i tuan t dans la valeur que nous avons 
obtenue p récédemmen t pour dt, nous t rouvons définitivement 

V î / V - ( « - - ) 

Nous n 'avons plus q u ' à in t ég re r p a r rappor t à 2, depuis z = a, 
jusqu 'à ; = 0 , pour avoi r la du rée de la demi-oscillation des-
cendante, c 'est-à-dire la moi t ié de la durée T d 'une oscillation 
complète : nous au rons donc 

V <J J n\z(a — z) 
<1 où 

t = 2 / h f - j L ^ ^ j l . 
V 9J \z(a — z) V y 

Ce résul tat s imple, auquel nous venons de parven i r , nous fait 
connaître une propr ié té t rès r emarquab le du pendule cycloïdal. 
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La valeur de T ne renfermant pas la quantité a. il s'ensuit que 
la durée des oscillations est complètement indépendante de leur 
amplitude. En d'autres termes, quel que soit le point de départ 
G du corps pesant qui se meut le long de la cycloïde, ce corps 
emploie le même temps pour arriver au point le plus bas II : 
c'est ce qui a fait donner à la cycloïde le nom de Tauloc/irone. 

La valeur trouvée pour T nous montre en outre que la durée 
«les oscillations du pendule cycloïdal est la même que celle des 
petites oscillations d'un pendule circulaire «lont la longueur 
serait 4r, longueur «pii est précisément celle du rayon de cour-
bure DB de la cycloïde en son sommet B. 

§ 1 3 4 . F . q u i l i b r e r l m o u v e m e n t d ' u n p o i n t m a t é r i e l 

a s s u j e t t i à r e s t e r s u r u n e s u r f a c e l i e . — A Initie de 
considérations analogues à celles «pie nous avons développées 
précédemment (§ 126 , on comprendra sans peine ce que l'on 
doit entendre par un point matériel assujetti à rester sur une 
surface Uxe. Si l'on fait abstraction du frottement que le point 
matériel peut éprouver «le la part «le la surface, on verra que. 
pour qu'une force appliquée à ce point primitivement en repos 
ne le mette ¡»as en mouvement, il est nécessaire qu'elle soit diri-
gée normalement à la surface. La réartion-que la surface exerce 
sur le point est donc aussi normale à celle surfare. Nous ad-
mettrons qu'il en est ainsi, même dans le cas où le ¡»oint ma-
tériel est en mouvement sur la surface sur Impielle il est obligé 
tie rester, sauf à tenir compte, s'il y a eu lieu, du frottement 
qu'il' éprouve de la part de la surface, en rangeant ce frotte-
ment parmi les forces qui agissent sur lui pour modifier son 
mouvement. 

D'après cela, pour qu'un ¡»oint matériel assujetti à rester 
sur une surface fixe soit eu équilibre sous l'action des forces 
qui lui sont appliquées, il est nécessaire et sunisaut que la ré-
sultante de ces forces soit dirigée suivant la normale à In 
surface, ta pression exercée par le point sur la surface est 
égale à cette résultante. 

Lorsqu'un point matériel est en mouvement sur une surface 
fixe sur laquelle il est assujetti à rester, il exerce à chaque ins-
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tant sur la surface une pression normale dont nous pouvons 
facilement indiquer la valeur . Concevons pour cela que la ré-
sultante F de~ forces qui sont appl iquées au point mobile (sans 
y comprendre la réaction qu'il éprouve de la part de la surface 
soit décomposée en deux forces, dont l 'une F , soit dirigée 
suivant la tangente à la t ra jectoire du point mobile, et l'au-
tre F , soit dirigée perpendicula i rement à cette tangente, dans 
le plan de F, et de F. En ra isonnant comme nous l 'avons déjà 
t'ait (§ i28). nous ver rons que la pression exercée par le point 
matériel sur la surface est la résul tante de la force F , et de la 
force centr ifuge qui se développe dans le mouvement de ce 
point. Cette résul tante de la force F, et de la force centrifuge 
doit, bien entendu, ê t re normale à la surface ; en sorte qu'on 
peut l 'obtenir en faisant la somme des project ions de ces deux 
forces sur la normale. Quant à la force F,, elle détermine le 
changement de g r andeu r de la vitesse i> du mobile, à laquelle 
elle est liée par la relation 

do 

Considérons en part icul ier le cas d 'un point matériel qui se 
meut, sur une surface lixe. en vertu d 'une vitesse initiale, sans 
être soumis à l 'action d 'aucune force. La force F é tant nulle, il 
en sera de même de ses composantes F, . F, . Il s 'ensuit néces-
sairement : 1° que la vitesse l ' d u mobile reste constante, c'est-
à-dire «pie son mouvement est un i fo rme; 2° «pie la force centri-
fuge qui se développe dans le mouvement du point constitue à 
elle seule la pression de ce point sur la surface, et que par 
conséquent cette force centr ifuge est dir igée normalement à la 
surface, en chaque point de la t rajectoire du mobile. Si l'on 
observe maintenant que la force centr i fuge, égale et contraire 
à la force centr ipète (§ 128), est toujours dirigée dans le plan 
oscillateur de la t rajectoire, on en conclura que, dans le cas 
particulier qui nous occupe, la t rajectoire joui t de cette pro-
priété «pie, en chacun de ses points, son plan oscillateur passe 
par la normale à la surface en ce point : cette propriété e?l 
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précisément celle qui caractér ise les lignes gêodésiques «le la 
surface. Ainsi, lorsqu'un ¡»oint matériel , assujetti à rester sur 
une surface fixe, se meut su r cette surface sans ê t re soumis à 
l 'action d 'aucune force, il parcour t uniformément une ligne 
géodésitpie de la surface . 

Tous les théorèmes établis dans les pa rag raphes 113 à 120, 
sur le mouvement «l'un point matériel libre, sont applicables au 
mouvement d 'un point matériel assujetti à rester sur une sur-
face lixe, à la condit ion de jo indre à la force F directement 
appliquée à ce ¡»oint matériel , la réaction N qu'il éprouve de la 
¡»art de la surface, et de considérer le mouvemen t comme s'ef-
fec tuantsous l 'action «le la résul tante de ces deux forces. Pa rmi 
ces th«'orèmes, nous rappel lerons seulement les deux suivants , 
dans lesquels la réaction X n 'ent re pas , en raison «le ce que la tan-
gente à la t ra jectoi re est tou jours ¡»erpendiculairc à sa direction : 

I* L'accroissement de la quanti té de mouvement du ¡»oint 
mobile, pendant un temps quelconque, est égal à l ' impulsion 
de la composante tangentielle de la force F. ¡»endant ce t e m p s : 

2* L'accroissement de la force vive du point matériel , ¡»en-
dan t un intervalle de temps quelconque, est égal au d«»uble du 
travail de la force F . pendant ce temps. 

Entln nous pouvons dire encore ici, comme dans le cas d 'un 
¡»oint matériel assujet t i à rester sur une courbe lixe 121»). 
«¡ue l'on n'a ¡»as besoin de se préoccuper «le la réaction X «le la 
surface, ¡K»ur pouvoir Appliquer au mouvement du ¡»oint maté-
riel ce qui a été dit «lans le § 119. Si Ics coiqposantes X, Y. '/.. 
«le la force F sont les dérivées ¡»artielles d 'une fonction des 
cooribinnées x , y, z du mobile, prises ¡»ar rappor t à chacune «le 
ces variables, «»n pour ra considérer les surfaces de niveau dont 
il a été question (§ 119); et ces surfaces «le niveau joueront , 
¡»ar rapport au mouvement du point matériel assujetti à res ter 
sur une surface fixe, le même rôle si ce point matériel élail 
entièrement libre, tout en é tant soumis à l 'action de la même 
force F. 

j! 1 3 5 . » ' . « e m p i e d u m o m r m r n l d ' a n p o i n t m a t é r i e l a u a j r t l l 
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qu'un pendule, tel que celui que nous avons considéré dans le 
§ 132, a été écar té de sa position d 'équi l ibre , et qu 'au lieu de 
l ' abandonner A lui-même sans vitesse initiale, on le lance dan> 
une direction quelconque, son mouvement ne s 'effectue plus 
dans un plan ver t ica l ; ce pendule se meut en tournant autour 
de la verticale menée par le point de suspension, et en même 
temps il s 'approche et s 'éloigne a l te rna t ivement de cette ver-
ticale, avec laquelle il ne coïncide dans aucune posit ion. Dans 
ce cas il prend le nom de pendule conique. 

Il est clair «pie le point matér ie l qui te rmine un pareil pen-
dule peut être r e g a r d é comme étant assujet t i A rester sur la 
surface d 'une s p h è r e ayant pour rayon la longueur du pendule, 
et pou r centre son point de suspension. La pression normale 
du mobile sur la surface de la sphè re se t rouve ici remplacée 
pa r la tension du fil. 

Rappor tons les diverses positions du mobile à trois axes 
coordonnés rec tangula i res passant pa r le po in t de suspension 
du pendule, et supposons que l 'un de ces axes, l 'axe des soit 
dir igé ver t ica lement et dans le sens de la pesanteur . Si nous 
désignons p a r N la tension du fil et pa r / sa longueur , nous 
au rons pour les équa t ions différentielles du mouvement du 
point matériel qui le te rmine (§ 121) : 

<P.r N® d*-y_ N y (<l] 

dp tnV dP~~ mV dP ml K ' 

Ces trois équat ions ne peuvent pas suffire pour déterminer x. 
y et : en fonction de t. puisqu'elles cont iennent une quatrième 
quanti té N qui est également une fonction inconnue de t. Mais 
nous savons en o u t r e que le mobile doit res ter sur la surface 
de la sphère dont le centre est à l 'origine des coordonnées, et 
dont le rayon est l : x. y, z doivent donc satisfaire A l'équation 
de cette sphère , qui est 

afi + j + (b) 

Cette nouvelle «-quation, jointe aux trois précédentes , permet-
tra de déterminer les quatre f o n d i o n s inconnues y. x, z et N. 
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Si nous éliminons N entre les deux premières équat ions (a), 
nous t rouvons 

d'y tPx „ 
*dp-*dF=0> 

équation qui s ' intègre immédiatement et donne 

dy dx 
Xdt~Vdt ' M 

C étant une constante arbi t ra i re . Cette équation (c) n'est a u t r e 
chose que celle qu'on obt iendrai t en appl iquant le t héo rème 
des a i res (5 115) au mouvement de la projection du point mo-
bile sur le plan des xy, ainsi qu'on peut s'en assurer facile-
m e n t ; le t héo rème des aires est applicable, en effet, dans ce 
mouvement proje té , puisque la résultante des forces N et mg, 
qui agissent sur le point matériel dans l 'espace, est t ou jour s 
dirigée dans le plan qui passe pa r ce point matériel et par la 
verticale du point de suspension. 

En multipliant les t rois équations (a) respect ivement pa r 
dx, dy, dz, et les a joutant ensuite membre A membre , on 
trouve 

dx<Vx -\-dy<Py + dïP-. M 
d i r = gdi — (xdx -j- ydy -j- uii) ; 

mais en différenciant l 'équation (b), il vient 

xdx -f ydy -\-zdi = 0: 

l 'équation que nous venons d 'obtenir se réduit donc A 

dxtPx 4 - dy<Py + dzd*z 
âf. 

En l'intégrant, elle donne 

— + C , (cl) 

C étant une nouvelle constante arbitraire. Nous aurions pu 
écrire immédiatement cette équrftion (rf), en appliquant le théo-



en conséquence, les équat ions (6), [c), (rf). deviendront 

En éliminant r et 0 en t re ces équations (e), on trouve facile-

ment 
Idz 

dt = ± ; t f ) 
V (/» — 21) (2gz C ) — C* 

et par suite on a 

d e = ± 
(P — z i \ ( l t — i*) (tyx-j-C') —C1" 

Dans les valeurs de dt et Î/0, le signe + convient au cas où le 
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rème des forces vives au mouvement du point matériel dont 

nous nous occupons 134): la constante C' aura i t été rempla-

cée pa r l 'expression 

dans laquelle v0 représente la vitesse initiale du mobile, et :„ 

la valeur initiale de sa coordonnée verticale 
Les trois équations (à), (c), {d), ne contenant pas N, peuvent 

être employées pour déterminer les valeurs des trois coor-
données x. y. du mobile en fonction de t. Mais nous les mo-
difierons, en y remplaçant x et y par des coordonnées polaires, 
dans le plan horizontal des xy. Si nous désignons par r le 
rayon vecteur mené de l 'origine des coordonnées à la projec-
tion horizontale du mobile, et par 0 l 'angle que ce rayon vec-
teur fait avec l 'axe des x , nous aurons 

xdy — ydx=r*dt, 
dx* -+- dy*=dr* -f- Hdô1 ; 

¡d» r 
dt ' 

dr^ + r'dP + dz* 
v 
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mobile descend, et le signe — au cas où il monte. Les équa-
tions ( f ) et (g) étant intégrées, on aura f et 6 en fonction de x; 
et comme on a déjà r en fonction de : par la première des équa-
t ions^) . la question se trouvera complètement résolue. On doit 
observer que l'intégration des équations { f ) et (g) ne ¡»eut s'ef-
fectuer que |»ar les méthodes de quadrature approximative, ou 
bien en ayant recours aux fonctions elliptiques. 

Pour déterminer la tension N du fil. multiplions les trois 
équations (a) respectivement ¡»ar x, y. z. puis ajoutons-les 
membre à membre; il viendra 

xd*s . ydiy~ z.Pz___ N-r'-f yM-s» , 
df m l 

Mais, en différenciant deux foi» l'équation (6), on trouve 

ad»*+yrf»y-4-srf»* dx* + dy'-\- d-.' 
d? dt ~ » 

r étant la vitesse du mobile à un instant quelconque; la rela-
tion qu'on vient d'obtenir devient donc 

d'où 

v m r l I : 
N = — — \ - m y j -

Cette valeur de N aurait pu être écrite immédiatement, 

d'après ce qui a été dit ($ 131) relativement à la pression exer-

cée par un point mobile sur la surface sur laquelle il est assu-

jetti à rester; il est aisé de voir en effet que mg j est la pr«»-

jection du poids mg sur la normale à la sphère au point où se 
m ( . i 

trouve le mobile, et que — e s t la projection de la force cen-

trifuge de ce mobile sur la même normale. 

§ 136. Si l'on égale à zéro la quantité 
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qui se t rouve sous les rad icaux , dans les équat ions différen-
tielles (/"), (g), on a une équat ion du troisième degré en z qui 
a tou jours une racine réel le comprise entre — / et — oo . Les 
deux au t res racines de cette équat ion sont nécessairement réel-
les et comprises en t re — / et + l ; car . sans cela, les valeurs de 
dl et </Ô cor respondant à une position quelconque du point 
mobile seraient imaginai res . La valeur initiale s0 de la varia-
ble z doit même être t ou jou r s comprise entre ces deux der-
nières racines, qui fo rment les deux limites en t re lesquelles : 
varie pér iodiquement . 

Soit a l 'angle que la direct ion de la vitesse initiale v0 du mo-
bile fait avec la perpendicu la i re au plan vertical mené par la 
position initiale de ce mobile et pa r le centre de la sphère . Si 
l 'on décompose la vitesse t>8 en deux composantes rectangu-
laires. dont l 'une, égale à i>0 cos a, soit dirigée suivant cette 
perpendiculaire , et que l 'on se repor te à la signification de la 
cons tan te C, on aura év idemment 

C = r t«0 cos * , 

r 0 é tant la valeur initiale de r , valeur qui est égale à V" 
On a d 'ai l leurs, comme nous l 'avons dit p récédemment , 

C ' = V - 2 0 V 

D'après ces valeurs des cons tan tes C et C', l 'équation du troi-
s ième degré dont on vient de par le r peut s 'écrire ainsi 

+ ( V - 2 gz„) z' - 2 gl*z + r0
lv, ' cos « - {v* - 2 gz0) = 0 ; 

e t l'on peut vérifier qu 'en effet elle a une racine comprise entre 
—- / et z0, et une au t re compr i se entre z„ et + / . 

Cherchons quelles doivent ê t re les circonstances initiales du 
mouvement de notre po in t mobile, pour qu'il parcoure un 
cercle horizontal de la s p h è r e sur laquelle il est assujetti à 
res ter , c'est-à-dire pour que le pendule dont il fait par t ie décrive 
un cône de révolution a y a n t pour axe la verticale menée par 
son point de suspension. Il est clair que pour cela il faut que 
les deux racines de l 'équat ion ci-dessus, entre lesquelles : 
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v a r i e p é r i o d i q u e m e n t , d e v i e n n e n t t o u t e s d e u x é g a l e s à z , . 

E x p r i m o n s d o n c q u e c e t t e é q u a t i o n e t s a d é r i v é e s o n t s a t i s -

f a i t e s l ' u n e e t l ' a u t r e q u a n d o n y r e m p l a c e z p a r z „ e t c e l a 

n o u s f o u r n i r a l a s o l u t i o n d e l a q u e s t i o n p r o p o s é e . O n t r o u v e 

a i n s i q u ' o n d o i t a v o i r 

«=0, 

L a s e c o n d e d e s é q u a t i o n s (e) d o n n e d a n s c e c a s 

6 , é t a n t l a v a l e u r i n i t i a l e d e 0 . c e q u i m o n t r e q u e l e m o u v e -

m e n t d u p e n d u l e e s t u n i f o r m e , e t q u ' i l m e t u n t e m p s é g a l à 

2« 

|M«ir f a i r e u n t o u r e n t i e r a u t o u r d e l a v e r t i c a l e . 

§ 137. Cherchons encore à nous rendre compte de la manière 
dont s'effectue le mouvement du |>endule conique, dans le cas 
où ce pendule fait toujours un petit angle avec la verticale. 
Pour cela, nous regarderons r comme restant toujours petit 
par rap|M>rt à I; et en développant en série la valeur de z en 
fonction de r fournie par la première îles équations (e), nous 
réduirons cette valeur à ses deux premiers termes, ce qui nous 
donnera 

Hemplaçons s |»ar cette valeur dans les deux dernières équa-
tions (e) ; mettons-y en même temps pour C et C les valeurs 
indiquées précédemment (§ 136), et supposons que a soit nul. 
ce qui est toujours permis, car cela revient à admettre que le 
mobile |>art d'un des points de sa trajectoire qui correspondent 
au maximum et au minimum de z : nous aurons ainsi, pour 
déterminer r et 6 en fonction de I, les équations différentielles 



puis, eu in tégrant el supposant que 0 soit nul pour l = 0, 

w M j + t è - i » - -
= — cos ' i + T^-îsin'i. ro '"o1 
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dont la seconde se réduit à 

r 1 rfr* 
en négligeant le t e rme — — qui est du même ordre de gran-

P di* 
deur que ceux que nous avons déjà négligés dans la valeur de 
z. L'élimination de dl entre ces deux équations différentielles 
conduit à la relation 

d'où l'on tire facilement 

Un voit par là que la projection horizontale de la courbe que 
décrit le mobile est une ellipse dont les deux demi-axes sont 

>o e l U P r ° i e c t i o n h o r i z o n l a I e d u m 0 b U e d é c r i v a n l 

»•ette ellipse conformément au théo rème des aires, qu ' expr ime 

la seconde des équations (e). on obt iendra le temps employé 

par le pendule à faire une révolution complète au tour de la 

verticale, en divisant l 'aire de l 'ellipse, ou « r t » , \ J , par l 'aire 

décrite dans l'unité de temps, qui e s t } C ou { r , r , : on trouve 

ainsi 

pour ce temps d 'une révolution complète du pendule conique. 

On peut observer que cette expression est indépendante de la 

vitesse initiale i e n sorte qu'elle convient également au cas 

où l'on aurai t 
ï , = 0; 

c'est-à-dire qu'elle représente le temps employé pa r un pen-
dule circulaire de longueur / à faire deux oscillations complè-
tes, en supposant «pie ces oscillations aient une ampli tude t rès 
petite : ou re t rouve ainsi la formule qui donne la durée des 
petites oscillations du pendule circulaire (S 132). 

s 138. Force d ' i n e r t i e . — Dans ce qui précède, nous avons 
considéré le mouvement d 'un point matériel comme étant assu-
jett i à satisfaire à certaines conditions ; nous avons supposé, ou 
bien «pie ce point matériel était obligé de se mouvoir suivant 
une t ra jectoi re dé te rminée (§§ 12" à 133], ou bien que sa t ra -
jectoire était nécessairement située sur une surface donnée 
(§§ 131 à 137). Allons plus loin, et supposons qu 'un point ma-
tériel A soit obligé, pa r sa liaison avec un au t re corps B en 
mouvement , non seulement de décr i re une t rajectoire donnée, 
mais encore de parcour i r cette courbe avec des vitesses succes-
sives dont la loi est ent ièrement déterminée. Pour fixer les 
idées, nous pouvons imaginer qu' i l s 'agisse, par exemple, d un 
corps que l'on t ient dans la main, et auquel on donne un mou-



vement quelconque, sans l 'abandonner . Ce point matériel A, 
auquel nous supposons d 'ai l leurs qu 'aucune force ne soit di-
rectement appl iquée, réagi t sur le corps II qui l 'oblige à se 
mouvoir ainsi, c 'est-à-dire sur la main qui l 'entraîne, dans le 
cas de l 'exemple qui vient d 'être indiqué. La réaction qu'il 
exerce dans de parei l les circonstances const i tue ce qu'on 
nomme sa force d'inertie. Il est aisé d 'en t r o u v e r la g randeur 
et la direction. 

D'après la forme de la t ra jectoi re que décr i t le point matér ie l 
A. et la loi du mouvement qu'il possède su r cette courbe , o n 
peut t rouver à chaque ins tan t la g randeur et la direction de la 
force qui devrai t agi r sur lui, s'il était l ibre, pour lui procurer 
le même mouvement . Cette force est dir igée suivant l 'accéléra-
tion totale du mouvement , e t elle a pour valeur le produi t de 
l 'accélération totale par la masse du point matér ie l A (S 98). 
Or, celte force qui communiquera i t au point A le même mouve-
ment , s'il était libre, n 'est au t r e chose que l 'action exercée su r 
ce point par le corps B qui lui donne un mouvement obl igatoire ; 
la réaction du point matériel A sur ce corps B. ou, en d 'au t res 
termes, la force d ' iner t ie du point matériel A, est donc égale et 
contra i re à la force dont on vient d ' indiquer la g randeur et la 
direction. Ainsi la force d ' inert ie du point A est égale au produi t 
de la masse de ce point pa r l 'accélération de son mouvement , et 
elle est dirigée en sens contra i re de cette accélérat ion. Il est 
clair qu'elle s 'évalue en k i logrammes comme les au t res forces. 

La considérat ion de la force d ' inertie présente quelque utili té 
dans diverses c i rconstances . Donnons-en un exemple simple. Si 
l'on tire un wagon, au moyen d 'une corde , de manière à lui 
donner un mouvement accéléré sur un chemin de fer rectiligne 
et hor izontal , la corde est plus tendue que s'il s 'agissait seule-
ment d 'entretenir l 'uniformité du mouvement du wagon ; la ré -
sistance exercée par le wagon sur la corde qui le tire se com-
pose de celle qu'il exercera i t s'il avait un mouvement uniforme 
et de sa force d' inertie. On peut donc dire que, en t irant la corde 
de manière à produire le mouvement accéléré du wagon, on a a 
vaincre, non seulement les résistances qui se développent dans 
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le mouvement un i forme, et qui sont dues aux f rot tements de 
toutes sortes, mais encore la force d'inertie du wagon . Si l 'on 
veut ralent i r le mouvement du wagon, en le t i rant en sens 
contra i re de son mouvement , on a encore à vaincre la force 
d ' inert ie, qui agi t alors dans le sens du mouvement . 

La force d ' inertie d 'un point matériel en mouvement é tant 
égale et contra i re à la force qui devrait agir sur ce point maté-
riel supposé libre pour lui faire prendre le mouvement qu'il 
possède, on peut la r egarder comme étant la résul tante de deux 
forces égales et contraires aux composantes tangentielle et nor -
male de cette dernière force (§ 110). La composante tangen-
tielle de la force d' inertie, qu 'on désigne souvent sous le nom 

dv 
de force d'inertie tangentielle, a donc pour valeur m — , et 

est dir igée en sens cont ra i re du mouvement , ou dans le même 
dv 

sens, suivant que est positif ou négatif. Sa composante nor-

male est égale à — et est toujours dirigée en sens contraire 

P 

du rayon de courbure p de la t rajectoire ; ce n'est au t re chose 
que la force centr ifuge que nous avons déjà t rouvée dans le cas 
d 'un point matériel assujet t i à se mouvoir su r une courbe don-
née, c'cst-ft-dire dans le cas où la t rajectoire é ta i t seule obli-
gatoire, et non la loi du mouvement . 

On ne doit pas oublier que la force d ' inertie d 'un point ma-
tériel est une réaction exercée pa r ce point sur le corps qui 
l'oblige à prendre un mouvement déterminé, et qu'en consé-
quence cette force n 'agi t pas sur le point matér ie l lui-même. 



CHAPITRE IV 

ÉQUILIBRE ET MOUVEMENT RELATIFS D'UN POINT MATÉRIEL. 

¡5 1 3 9 . F o r c e s a p p a r e n t e s d a n s l e m o u t e n t e n t r e l a t i f . 

— Si l'on rappor te les diverses positions qu'occupe successi-
vement un point mobile à un système d 'axes qui soient eux-
mêmes en mouvement dans l 'espace, le mouvement absolu de 
ce point peut être regardé comme résul tant de la composit ion 
de son mouvement par rapport aux axes mobiles et du mou-
vement de ces axes eux-mêmes. Nous avons vu (S 80) »pie, dans 
ce cas, l 'accélération j dans le mouvement absolu s 'obtient pa r 
la composition de trois accélérat ions, qui s o n t : 1° l 'accéléra-
tion j ' dans le mouvement d 'en t ra înement , c'est-à-dire dans le 
mouvement dont serait animé le point mobile s'il restait en re-
pos relatif dans la position où il se t r ouve ; 2° l ' a c c é l é r a t i o n / ' 
dans le mouvement du point par r appor t aux axes mobi-

les ; 3° une accélération égale à 
ïiav" sin a, dirigée perpendiculai-
rement au plan qui passe pa r la 
vitesse relative v" et pa r l 'axe in-
stantané de rotat ion des axes mo-
biles, et dans le sens dans lequel 
l 'extrémité de la l igne qui r ep ré -
sente la vitesse relat ive tou rne 
dans la rotation instantanée au-

tour de cet axe. Pour effectuer la composition de ces trois accé-
lérations, menons par un point quelconque A. /¡g. G7. une 
droite AB égale et ¡tarallèle à celle qui représente l 'accéléra-

WVV» <L 
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lion r e l a t i v e / ' : puis, pa r le point B, une droite BG égale et pa-
rallèle à celle qui représente l 'accélération d ' e n t r a i n e m e n t / ; 
enfin, par le point C, une droi te CI) égale etparal lèle à celle qui 
représente la t rois ième accélérat ion 2wn" sin a : la droite AD 
représentera la résul tante de ces t rois accélérat ions compo-
santes, c 'est-à-dire l 'accélération j , dans le mouvement absolu. 

Il est clair que l 'accélération représentée par la droite AB 
peut être regardée à son tour comme étant la résul tante de trois 
accélérations représen tées respectivement, quant à leur gran-
deur . leur direction et leur sens, p a r l e s t rois droites AD, DC. CB. 
La p remiè re de ces trois accélérat ions n'est au t r e chose que 
l 'accélération j dans le mouvement absolu ; et les deux au t res 
sont égales et contraires aux accélérat ions J et 2wi<" sin a que 
nous avons considérées précédemment . Donc l 'accélération / ' . 
dans le mouvement relatif d 'un point par rapport à des axes 
mobiles, s 'obtient en composant l 'accélérat ion dans le mouve-
ment absolu du |Htint avec deux accélérat ions égales et con-
t ra i res à ces deux accélérat ions f et 2«.<u" sin a. 

Supposons que le point mobile dont nous nous occupons soit 
un point matériel de masse m. La force qui agit sur ce point 
mntériel dé te rmine l 'accélération j de son mouvement absolu : 
elle est égale à mj, et a la même direct ion et le même sens que 
l 'accélération j 95 et 98). L'accélérat ion / . dans le mouve-
ment relat if , é tant différente de l 'accélération j dans le mouve-
ment absolu, un observateur qui participe au mouvement des 
axes mobiles doit voir le point matériel se déplacer comme 
s'il était soumis à l 'action d 'une force au t re que celle qui agit 
réel lement sur l u i ; il doit lui sembler que ce point matériel 
est soumis à l 'action d 'une force égale à mj", ayan t la même 
direct ion et le même sens que l 'accélération j". Mais cette 
même accélération j" pouvant s 'obtenir pa r la composition de 
l 'accélération j avec deux accélérat ions égales et contra i res 
à j et 2«y* sin a. la force mj" dont nous venons de par ler se 
t rouvera également en composant la force mj dir igée dans le sens 
de l 'accélérat ion absolue j . avec deux forces mj e t 2»nwp" sin a 
dir igées en sens contra i re des accélérat ions f et 2wp" sin a. 



Il s 'ensuit que. pour l 'observateur , qui ne voit que le mouve-

ment relatif du point matériel , e t qui croit que c'est un mou-

vement absolu, les choses se passent comme si ce point maté-

riel était soumis, non seulement à la force mj qui lui est réel-

lement appliquée, mais encore aux deux aut res forces mj et 

sin « dont il vient d 'être quest ion. Ces deux dernières 

forces sont ce qu'on nomme les forces apparentes dans le mou-
vement relatif. 

La première de ces deux forces apparen tes , celle qui a pour 
valeur m f , et qui est dir igéeen sens cont ra i re de l ' a c c é l é r a t i o n / , 
est év idemment égale et directement opposée à la force qui serai t 
capable de donner au point maté r ie l un mouvement tel qu'il 
reste en repos pa r rappor t aux axes mobiles. Si nous nous 
repor tons à la définition de la force d ' i ned ie (§ 138), nous ver-
rons que cette première force appa ren te est précisément la 
force d ' inertie du point matériel d a n s son mouvement d 'entraî-
nement . c 'est-à-dire dans le m o u v e m e n t dont il serait animé 
s'il était lié invariablement aux axes mobiles et entraîné par 
eux dans le déplacement qu'i ls é p r o u v e n t . 

La seconde force apparente a reçu le nom de force centri-
fuge composée. Pour en obteni r la valeur , il faut concevoir que 
le déplacement élémentaire des axes mobiles, qui s 'effectue 
immédiatement ap rès l ' instant q u e l'on considère , soit décom-
posé en une rotat ion au tour d 'un a x e instantané passant par le 
point où se trouve le mobile à cet ins tant , et en une translation 
égale au mouvement de ce m ê m e point supposé lié aux axes 
mobiles ; si w est la vitesse angu la i r e dans la rotation élémen-
taire ainsi obtenue, et a l ' angle que l 'axe ins tantané au tour 
duquel cette rotat ion s'effectue fa i t avec la direct ion de la vi-
tesse relative v" du mobile, la fo rce centr i fuge composée a pour 
valeur îmwo" sin a . De plus, c e t t e force est dir igée perpendi-
culairement au plan qui passe p a r la vitesse relative v" et par 
l 'axe instantané de rotation des axes mobiles ; et elle agi t en 
sens contraire du sens dans leque l se meu t l 'extrémité de la 
ligne qui représente la vitesse r e l a t ive , dans la rota t ion instan-
tanée autour de cet axe. 

Fig. 64. 

§ 1 4 0 . F . q u i l i b r r r e l a t i f d ' u n p o i n t m a t é r i e l . — L a t h é o r i e 

des forces apparen tes dans le mouvement relatif, qui vient 
d 'être exposée dans le pa rag raphe précédent , convient en pa r -
ticulier au cas où le point matériel que l 'on considère se meut 
de manière à conserver constamment la même position par 
rappor t aux axes mobiles, c 'est-à-dire au cas où il est en équi-
libre relatif. Dans ce cas, la vitesse relative v" du point mobile 
é tant nulle, la force centr i fuge composée 2mut>" sin a est aussi 
nul le ; et la force d ' inertie correspondant au mouvement d 'en-
traînement est la seule force apparen te 
qu 'on doive jo indre à la force réellement 
appl iquée au point matériel, pour qu 'on 
puisse assimiler son équil ibre relatif à un 
équil ibre absolu. 

Pour donner un exemple d 'équil ibre re-
latif, considérons le mouvement uniforme 
de révolution d'un pendule conique AC, 
fig. 68. au tour de la verticale AU menée 
l»ar son point de suspension, mouvement 
dont nous nous sommes déjà occupés 
(§ 136). Si nous rappor tons le point ma-
tériel qui termine le pendule à des axes 
mobiles an imés du même mouvement de rotat ion au tou r de la 
verticale AH, il pou r r a ê t re regardé comme en équilibre 
par rappor t à ces axes, et on expr imera cet équil ibre relatif en 
écr ivant que la résul tante du poids mg du point matériel et de 
la force apparen te qu'on doit jo indre à ce poids d ' a p r è s ce qui 
précède, est dir igée normalement à la surface sphér ique sur la-
quelle le point matériel est assujetti à rester . Or, cette force 

apparen te se réduit ici à la force centr i fuge , cor respondant 

au mouvement circulaire et uniforme du point matériel supposé 
lié invariablement aux axes mobiles et entraîné par eux dans 
leur rotation au tour de AB. Prenons donc, su r la verticale du 
|K>int C, une longueur CE égale à mg ; puis, sur le prolonge-
ment du rayon CD du cercle que décri t le point C, une longueur 
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CF égale à — : la d iagona le CG du pa ra l l é log ramme con-

st rui t s u r les l ignes CH. CF doi t ê t re d i r igée d a n s le pro longe-

ment du lil de suspens ion AC. qu i n 'es t au t re chose que le 

rayon de la s p h è r e sur laquel le le po in t C est obl igé de r e s t e r . 

D 'après cela on a la p ropor t ion 

CE AD. 
EG DU ' 

si l ' on v r emplace les diverses l ignes p a r leurs valeurs , et q u ' o n 

résolve ensui te pa r r a p p o r t à la vitesse » d u poin t maté r ie l , on 

en dédui t 

• « v i 
résu l ta t c o n f o r m e à ce que nous av ions t rouvé p r é c é d e m m e n t . 

$ l i l . M o u v e m e n t r e l a t i f d ' u n p o i n t m a t é r i e l . — l A théo-
rie exposée d a n s le § 139 m o n t r e q u e tou t m o u v e m e n t relatif 
d 'un point maté r ie l peu t ê t re t ra i t é comme un m o u v e m e n t 
abso lu , à la condi t ion de j o i n d r e aux forces qui ag issen t réel-
lement sur le po in t ma té r i e l les deux forces a p p a r e n t e s don t 
nous a v o n s défini la g r a n d e u r , la di rect ion et le sens . Tous les 
t h é o r è m e s qu i ont é té é tabl is , pour le m o u v e m e n t absolu d 'un 
poin t matér ie l l ibre , son t donc appl icables au m o u v e m e n t r e -
latif. en t e n a n t compte de ces deux fo rces a p p a r e n t e s . 11 est 
c o m p l è t e m e n t inut i le q u e nous liassions en r evue ces d ivers 
t h é o r è m e s , pour fa i re voir ce qu ' i l s dev iennen t quand on les 
app l ique à un m o u v e m e n t relat i f . Nous nous conten te rons de 
d i re que, d a n s le cas du t h é o r è m e des forces vives (§§ 11<» et 
119 . la force cen t r i fuge composée d i spa ra î t r a t ou jou r s d'elle-
même , et on p o u r r a r a i sonne r s a n s en teni r a u c u n c o m p t e ; 
parce que , cette force é t an t d i r igée pe rpend i cu l a i r emen t à la 
direction de l a vitesse relat ive d u po in t mobile , son t ravai l 
se ra t o u j o u r s nul (§ 117). 

Les t h é o r è m e s établ is pour le mouvemen t absolu d ' un point 
matér ie l a s su je t t i à res te r sur une courbe fixe o u s u r une sur -
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face fixe, sont éga lement appl icables au mouvemen t relatif d 'un 
point matériel a s su je t t i à r e s t e r s u r une c o u r b e ou sur une sur -
face ; à la condi t ion de j o i n d r e les forces a p p a r e n t e s ci-dessus 
indiquées a u x forces qui ag issen t rée l l ement s u r ce point : m a i s 
il faut pour cela que la cou rbe et la sur face don t il s 'agi t soient 
fixes r e l a t ivemen t aux a x e s mobi les a u x q u e l s on r a p p o r t e l e s 
d iverses posi t ions du point maté r ie l , c 'es t -à-dire qu'el les |»ar-
ticipent au m o u v e m e n t don t ces axes sont an imés . 

Considérons en pa r t i cu l i e r le m o u v e m e n t d 'un point maté r ie l 
libre |>ar rappor t à des axes qui sont a n i m é s d 'un mouvement 
de t rans la t ion d a n s l 'espace. D ' a p r è s la na tu re du m o u v e m e n t 
des axes mobi les , la v i tesse angula i re « qui e n t r e dans l ' expres-
sion de la force cen t r i f uge composée^ est égale à zéro.: cette 
force cen t r i f uge composée est donc nulle, et des deux forces 
appa ren t e s , qu 'on do i t j o ind re a u x forces réelles pour pouvoi r 
t r a i t e r le m o u v e m e n t relat i f c o m m e un mouvement absolu , il 
ne reste que la force d ' iner t i e co r r e spondan t au mouvement 
d ' e n t r a î n e m e n t . Soient .c,, y,, s,, les coo rdonnées de l 'or igine 
des axes mobiles , r a p p o r t é e s à un sy s t ème d ' axes fixes aux-
quels ces a x e s m o b i l e s res tent c o n s t a m m e n t paral lè les . L 'ac-
cé léra t ion to ta le , d a n s le m o u v e m e n t d ' e n t r a î n e m e n t , a évi-
demment p o u r c o m p o s a n t e s para l lè les a u x axes , les quant i tés 

</* J , <t1y) (P;, 
df ' dO ' dl' ' 

en sor te que les c o m p o s a n t e s de la force d ' iner t ie du point 
matér ie l de masse m, d a n s ce mouvement d ' en t r a înemen t , 
sont 

d'y. rf»x( 

~mdP' 

Si l ' o i t dés igne p a r Ç, t), Ç, les coo rdonnées du point matér ie l 

pa r r appor t aux axes mobiles, et pa r X, Y. Z. les composan te s 

su ivan t ces axes, de la r ésu l t an te des forces qui sont app l i -

quées à ce point , on a u r a (§ 121) les équa t i ons différentiel les 

suivantes , p o u r d é t e r m i n e r son mouvemen t r e l a t i f : 

U 
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*** v m
 <i , J / ' 

7 .„ 
m!ï=z-mlû>-

On aurai t pu t rouver immédia tement ces équat ions différen-
tielles. sans s ' appuyer sur la théor ie des forces apparentes dans 
les mouvements relat ifs , en par tan t des équat ions différentielles 
du mouvement absolu (§ 121). et r emarquan t que les coordon-
nées absolues x , y . 2, du point mobile sont respect ivement 

égales à Ç + x „ »| + y „ C + V 
Si les axes mobiles, auxquels on rappor te les positions suc-

cessives du point matériel , sont animés d 'un mouvement de 
translation rectiligne et uniforme, non seulement la force cen-
tr ifuge composée est nulle, mais il en est de même de la force 
d ' inertie correspondant au mouvement d 'en t ra înement ; puis-
que, dans un mouvemen t recti l igne et uni forme, l 'accélération 
totale est cons tamment nulle. Il n'y a, dans ce cas, aucune 
force apparente à jo indre aux forces réelles, pour que le mou-
vement relatif puisse ê t re t rai té comme un mouvement absolu. 
Les équat ions différentielles sont les mêmes , qu' i l s 'agisse du 
mouvement absolu ou du mouvement relatif. 

§ 142. M o i T e m e a t r e l a t i f d e d e « p o i n t s m a t é r i e l s qu i 

n P „ „ „ t s o u m i s q u ' à l e u r s « é t i o n s m u t u e l l e . . - Deux points 
matériels A, B, en mouvement , n 'é tant soumis qu 'aux actions 
égales cl contra i res qu'i ls exercent l 'un sur l 'autre , concevons 
que le point B soit rappor té à un système d 'axes coordonnés 
qui se meuvent paral lè lement à eux-mêmes de manière à passer 
constamment pa r le point A : nous allons nous proposer de 
déterminer le mouvement du point B par rappor t à c^s axes 
mobiles. Soient m la masse du point A, m celle du point B, F 
la force à laquelle le point B est soumis et qui émane du point A. 
r la dislance des deux points, et * Ç, les coordonnées du point 
B par r a p p o r t a u x axes mobiles. La force F est dirigée suivant la 
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ligne droi te qui joint le point A au point B ; nous supposerons 
d 'ai l leurs qu'elle est a t t ract ive, c 'est-à-dire qu'elle lend à rap-
procher le point B du point A; il suffirait de change r son signe 
dans les équat ions que nous allons établir , pour que ces équa-
tions convinssent au cas où elle serait répulsive. 

Les composantes de la force F suivant les axes coordonnés sont 

6 r r 

- F - , — F , — F-» 
r r r 

A ces composantes de la force qui agi t réellement sur le point B. 
nous devons a jou te r les composantes de la force d ' iner t ie de 
ce point dans son mouvement d ' e n t r a î n e m e n t Or, la force qui 
agi t su r le point A est égale et contra i re à celle qui ag i t sur le 
|K)inl B ; en sorte que ses composantes suivant les axes sont 

F-e , F - \ r i r r r 

L'accélération totale du mouvement absolu du point A est donc-
la résul tante de trois accélérat ions dirigées suivant les axes el 
ayant pour valeurs 

i p i , I F « , i r i . m r MI r m r 

Cette accélérat ion totale étant celle du mouvement d 'cntiaine-
ment du poinl B, les composantes de sa force d ' inertie dans c • 
mouvement d 'en t ra înement seront 

P E p * m' ' 
m r ' m r m r 

D'après cela, les équations différentielles du mouvement relatif 
du point B seront 

d ï « — + y 

d t , — V» ' " / r ' 

dp \m 1 m) r 
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Lorsque l'on connaîtra la loi suivant laquelle la force F var ie 

avec la position que le point B occupe par rappor t au point A. 

on n ' au r a plus qu'à intégrer les équations différentielles qu 'on 

vient d 'obtenir , pour avoir sous forme finie les équat ions du 

mouvement relatif du point B. 

Il est aisé de voir que ce mouvement relatif du point B est de 
même na ture que le mouvement absolu dont il serait animé s'il 
était soumis à la même force at tract ive F émanant d 'un point 
tixe. En effet, si l'on mène trois axes coordonnés p a r c e point 
lixe, e t qu 'on désigne p a r * , y. z, les coordonnées du point B 
par rappor t à ces axes, et par r la distance qui le sépare de l 'o-
rigine, on aura les équations différentielles suivantes, pour dé-
terminer son mouvement absolu : 

(W »/«' r ' 

J/, 
di ' m' r ' 
iPz _ l F f 
di' ~ ni r 

Ces équat ions différentielles ne diffèrent de celles qui détermi-
nent le mouvement relatif du point B. pa r r appor t aux axes 
mobiles passant pa r le point A, qu'en ce que le facteur constant 

— -J- —, qui multiplie les composantes de la force F, y est rem-
m m 

placé par le f a c t e u r ^ . Les intégrales de ces deux systèmes 

d'équations différentielle- s 'obtiendront donc de la même ma-
nière, et auront exactement la même fo rme . 

Considérons en particulier le cas où la force F varie en rai-
-..II inverse du carré de la distance des deux points A e t ^L Le 
mouvement relatif du point B par rappor t à des axes de direction 
constante menés pa r le point A sera de même na ture que celui 
.pie nous avions étudié dans le § 124. Dans ce mouvement rela-
tif. le point B ne sortira pas d'un plan mené par la direction de 
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«a vitesse relative initiale et par le point A; et il décr i ra dans 

ee plan une section conique ayan t le point A pour foyer . 
|5 H 3 . L o l « d r K.-pler : ( r m i f a t l u n ualTer»elIe. — L'étude 

approfondie du mouvement des planètes au tou r du soleil a con-
duit Képler à reconnaître q u e ce mouvement s'effectue d 'a-
près les lois suivantes : 

Première loi. Les planètes décrivent au tou r du soleil des 
ellipses dont cet as t re occupe un des foyers. 

Deuxième loi. Les aires des por t ions d'ellipse parcourues 
successivement pa r le rayon vecteur qui jo in t une planète au 
soleil, sont en t re elles comme les t emps employés à les pa r -
cour i r . 

Troisième loi. Les car rés des t emps des révolutions des pla-
nètes au tour du soleil sont en t r e eux comme les cubes «les 
grands axes de leurs orbi tes . 

C'est en par tan t de ces lois «pie Newton est a r r ivé à la dé-
couverte de la gravitation universelle. Nous allons voir com-
ment celte g r ande loi de la na tu re peut se dédui re «le celles que 
Képler avai t fait connaî t re . 

Dans le sys tème de Copernic, «pie les lois de Képler n 'ont fait 
que compléter , on regardai t le soleil comme fixe. Le mouve-
ment des planètes au tou r du soleil, tel qu'il est défini par les 
lois de Képler. était donc considéré comme un mouvement 
absolu. Plaçons-nous d 'abord à ce point de vue. et voyons quelles 
sont les conséquences qu 'on peut en t i rer . De cc que l 'orbi te «le 
chaque planète est contenue tout en t i è redans un plan passant pa r 
le soleil et de ce que les aires décr i tes pa r le rayon vecteur qui 
joint la planète au soleil sont proport ionnel les aux t emps em-
ployés à les décr i re , nous pouvons conclure immédiatement que 
la planète se meut sous l 'action d 'une force qui est constam-
ment dirigée vers le soleil (§ 115). Chaque planète décr ivant une 
e D i p # dont le soleil occupe un «les foyers, il en résulte néces-
sairement : I* que la force qui lui est appl iquée tend à la rap-
procher du soleil, puisque la concavité de sa t rajectoire est 
tournée vers ret a s t r e ; 2° que celte force varie en raison in-
verse du ca r ré de la distance de la planète au soleil (§ I - * • 
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Enfin, si nous désignons par T la durée de la révolut ion d 'une 

planète au tour d u soleil, et pa r F la force qui dé termine son 

mouvement ; et si, en out re , nous adoptons les notat ions du 

S 121, nous au rons 

" VV 
d 'où 

4*sas 

et par suite 

F _ mu _ 4-'<t3 m 
r ~ 7 T - x j V 

a 3 

mais, d 'après la troisième loi de Képler , ^ « l a même valeur 

pour les diverses planètes : donc, si toutes les planètes étaient 
ramenées à la même dis tance du soleil, les forces telles que F 
qui tendent à les r app roche r du soleil seraient proport ionnel les 
à leurs masses. On peut r é s u m e r ces différents résul tats , en di-
sant que les forces qui dé te rminen t le mouvement des planè-
tes sont : 1° dir igées vers le soleil ; 2°. proportionnelles aux 
masses des p lanètes ; 3° inversement proport ionnel les aux 
ca r rés des distances qui exis tent entre elles et le soleil. 

Le mouvement de révolut ion de la lune a u t o u r de la ter re , el 
celui des satellites de J u p i t e r , de Saturne , d 'Uranus et de Nep-
tune au tour des p lanè tes don t ils dépendent , mont ren t que ces 
diverses planètes exercent su r leurs satellites des act ions analo-
gues à celles que le soleil exerce sur les planètes ; elles peuvent 
donc at t i rer le soleil, t ou t aussi bien qu'elles sont at t i rées par 
lui. et aussi elles peuvent s 'a t l i rer mutuel lement . On est con-
duit pa r là à l'idée d ' une a t t rac t ion s 'exerçant d 'une manière 
généra le entre deux que lconques des corps qui font partie de 
notre système planéta i re , et il est na ture l d ' admet t r e quoee t t e 
a t t ract ion suit les lois (pie nous avons t rouvées pour les ac-
tions exercées par le solei l sur les planètes. 

Il est vrai que, dès q u e l'on admet que le soleil est a t t i ré par 
les planètes qui l ' en touren t , on ne peut plus le r egarder comme 

lixe; il doit se mouvoir par suite des actions qu'il en éprouve, 
et par conséquent les lois de Képler se rappor ten t , non pas au 
mouvement absolu des planètes , mais à leur mouvement par 
rappor t à des axes de direction constante menés par le soleil. 
Les déduct ions que nous avons t irées «le ces lois, en regardant 
le soleil comme fixe, ne doivent donc pas être considérées 
comme r igoureuses . Observons cependant que le mouvement 
relatif d 'une planète pa r rappor t au soleil, dans le cas où ces 
deux co rps ne seraient soumis qu ' à leurs actions mutuelles, 
doit s 'e f fectuer suivant les mêmes lois que le mouvement ab-
solu dont la p lanète serait animée si le soleil était lixe et qu'il 
exerçât sur elle la même force at t ract ive (§ 112); en sorte que , 
si ce mouvement relatif satisfait aux deux premières lois que 
Képler a t rouvées , il en serait de même du mouvement absolu 
dont il vient d 'ê t re quest ion: et, par suite, on est en droit de 
t irer de ces deux premières lois, reconnues vraies dans le mou-
vement relatif d 'une planète au tou r du soleil, les conséquen-
ces qu'on en a déduites en admet tant que le soleil était lixe et 
«pie ces lois s 'appliquaient au mouvement alisolu de la planète. 

L'existence de plusieurs planètes au tour du soleil fait que 
cette dern ière considération ne peut pas être appliquée en toute 
r igueur , puisqu'on ne peut pas admet t re que le soleil se meuve 
sous l 'action d 'une planète, sans céder en même temps aux 
actions de toutes les au t res . D'après cela, si les lois de Képler 
étaient r igoureuseinenl vraies, les conséquences que nous en 
avons déduites en regardant le soleil comme Uxe ne seraient 
pas exactes, et auraient besoin d 'ê t re modifiée«. Mais il n'en 
est pas ainsi, et c'est précisément le contra i re qui a l ieu; les 
résul ta ts auxquels nous avons été conduits, re la t ivement aux 
forces d 'a t t ract ion que le soleil exerce sur les planètes, sont 
exacts, tandis que les lois de Képler. qui nous ont servi de 
p o i n t e dépar t pour a r r iver à ces résul tats , ne sont qu ' appro-
chées. Voici l ' idée qu'on doit se faire de la manière dont 
s 'effectuent les mouvements des divers corps qui font part ie 
de notre système planétaire . 

Deux por t ions quelconques de mat ière , appar tenant à ce 
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système, exercent l'une sur l 'autre des actions attractives éga-

les et contraires, dont l 'intensité peut être représentée par 

fmm 
— ' 

m et m' étant les masses de ces deux portions de matière, r la 
distance qui les sépare, et f une quantité constante qui est l 'at-
traction de l'unité de masse sur l 'unité de masse à l'unité de dis-
lance; c'est en cela que consiste la loi de la gravitation univer-
selle. Les dimensions du soleil et des divers corps qui circulent 
autour de luisont tellement petites par rappor t à leurs distances 
mutuelles, qu'on peut les assimiler à autant de points matériels 
agissant les uns sur les autres , conformément à la loi que nous 
venons d 'énoncer ; ce n'est guère que quand on s'occupe de la 
forme des planètes, et des phénomènes qui se passent à leur 
surface, qu'il y a lieu de regarder ces corps comme formés pa r 
la réunion d'un grand nombre de parties ent re lesquelles s'exer-
cent îles actions attractives satisfaisant à la même loi. Le mou-
vement de chacun des points matériels auxquels nous réduisons 
ainsi le soleil, les planètes et leurs satellites, est déterminé par 
la résultante des actions qu'il éprouve de la part de tous les 
autres ; et par conséquent ce mouvement doit être très complexe, 
en raison du grand nombre des points matériels qu'on a ainsi 
à considérer, et du changement continuel de leurs positions 
relatives. Mais la masse du soleil étant extrêmement grande 
par rapport aux masses de tous les autres corps, il s'ensuit que, 
d'une part , cet astre se déplace très peu sous l'action des forces 
qui lui sont appliquées, de sorte que les choses se passent à peu 
p rèscomme s'il était complètement immobile ; d 'une autre part , 
la résultante de toutes les forces auxquelles une planète quel-
conque est soumise ne diffère pas beaucoup de 1 attraction 
qu'elle éprouve de la part du soleil, de sorte que la p lan i t e se 
meut à t rès peu près de même que si le soleil agissait seul sur 
elle. C'est celte circonstance qui fait que Képlera pu trouver les 
lois qui portent son nom, lois qui seraient exactes si le soleil 
était immobile et que chaque planète ne fût attirée que par cet 
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astre, mais qui ne sont qu'approchées, en raison du déplace-

ment continuel du soleil, et des actions que chaque planète 

éprouve de la part de toutes les autres . 
§ I 11. ta lune, satellite de la terre, étant beaucoup plus rap-

prochée de cette planète que du soleil, il en résulte que l 'attrac-
tion qu'elle éprouve de la part de la terre n'est pas |>elite pa r 
r a p p o r t a celle qu'elle éprouve de la part du soleil; la peti-
tesse de la masse de la terre, comparée à la masse du soleil, est 
en grande partie compensée par la grande proximité de la lune 
et de la terre. C'est ce qui fait que le mouvement de la lune 
autour du soleil est lo indesa t i s fa i reaux deux premières lois de 
Képler. Mais ce qu'il nous importe de connaître, c'est le mou-
vement de la lune au tour de la terre, c'est-à-dire le mouvement 
relatif de ce satellite rapporté à des axes de direction constante 
[»assaut par le centre du glol»e terrestre . Pour étudier ce mou-
vement relatif, on peut le traiter comme un mouvement absolu, 
pourvu qu'aux forces réelles qui agissent sur la lune on joigne 
la force d'inertie correspondant au mouvement d'entraine-
ment($ I i l ) .Soient m. ni, m", les masses du soleil, de la terre 
et de la lune. d la distance L 

du soleil à la ter re , d la dis-
tance du soleil à la lune, et 

K'c 69 r la distance de la lune à la 

terre. La lune L, fig. M , est soumise : l ° à l 'attraction de la 

terre T. dirigée suivant LT et égale à 2" à l 'attraction 

du soleil S. dirigée suivant LS, et égale à . L a te r reTétan t 
a' 

. r fmm fmm" . 
soumise aux deux f o r c e s — — , — — dirigées respectivement 

suivant les lignes TS, TL, l 'accélération totale de son mouve-

ment absolu est la résultante des accélérations • ^-¡r 'hri-
d* r* 

gées suivant ces droites TS. T L ; donc la force d'inertie de la 
lune, dan«son mouvement d 'entraînement, est la résultante de 

fmm" . 
deux autres forces qui sont : l a une force égale à — e t d m -
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gée suivant la ligne LN parallèle à ST ; 2» une force égale a 

dirigée suivant la ligne LT. Les forces, tant apparentes 
r* 

que réelles, dont on doit tenir compte pour pouvoir trai ter le 
mouvement relatif de la lune comme un mouvement absolu, 
sont donc au nombre de quat re , savoir : 1» deux forces égalesà 

ÛÎHL, f™"1, dir igées toutes deux suivant LT; 2» une force 
r* rs 

(-.,ril|e à dirigée suivant LS ; 3° enfin une force égale à 

f — . dirigée suivant LN. La distance LT ou r de la lune à 
d* , .. 

In ter re é tant environ q u a t r e cents fois plus petite que la dis-
tance TS ou d de la ter re au soleil, il s 'ensuit que les deux der-
nières forces n 'ont j ama i s entre elles qu 'une différence t rès 
faible, et que les directions de ces forces ne s 'éloignent j ama i s 
beaucoup d 'ê t re opposées l 'une à l ' au t r e ; la résul tante de ces 
deux dernières forces est donc tou jours t r è s petite, de sor teque 
la lune se meut à peu près comme si elle n 'é tai t soumise qu'aux 
deux premières forces. Or, il est aisé de voir que , s i l'on ne tient 
compte que de ces deux premières forces, on t rouvera préci-
sément le mouvement relatif dont la lune serai t animée au-
tour de la ter re , si ces deux corps n 'é ta ient soumis qu ' à leurs 
actions mutuel les ; et pa r conséquent ce mouvement s'effec-
tuera conformément aux deux premières lois de Képler (§ 112). 
La résultante des deux au t res forces, dont on néglige ainsi 
l 'action dans une première approximat ion , const i tue ce qu'on 
nomme la force perturbatrice du mouvement de la lune ; elle a 
pouref ic t de faire p rendre à la lune un mouvement un peu diffé-
rent du mouvement ell iptique dont el leserai t animée sans cela, 
p a r rappor t aux axes de direction constante menés par le centre 
de la terre . 

Dans ce qu i précède, nous n 'avons pas tenu compte des actions 
que la lune et la ter re éprouven t de la part des planètes au t res 
que la te r re . A la r igueur , on doit en tenir compte , et cela ne 
présente pas plus de difficulté que ce que nous avons fait en ne 
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considérant que les actions du soleil sur ces deux co rps ; mais 

il n'en résulte qu 'une modification peu impor tante de la force 

per tu rba t r ice du mouvement de la lune. 
Le mouvement relatif de la lune au tour de la terre s 'effectuant 

à peu près de la même manière que si ces deux corps n'étaient 
soumis qu 'à leurs actions mutuelles, et la niasse m" de la lune 
é tant petite par rappor t à la niasse m de la terre , puisque leur 

ni" 1 
rappor t —-,est égal à —-, on peut regarder l 'accélération totale 

m 88 

dans le mouvement relatif de la lune comme sensiblement égale à 
fn ' 
— . Cette accélérat ion n'est donc au t re chose que celle qui est 

due à l 'at traction de la ter re sur un corps placé à la d M a u c e où 
se t rouve la lune. Or. la lune emploie 27i, 321661 ou 2360392 se-
condes, à faire un tour entier autour de la terre ; si l 'on regarde 
son mouvement comme circulaire et uniforme, ce qui n'est |>as 
t rès loin de la véri té , et qu 'on prenne le rayon desonorb i t e égal 
à 60 fois le rayon d e l à terre , on en déduit que sa vitesse est de 
1016" ,7pa r seconde; en divisant le car ré dece t t e vitesse par le 
rayon de l 'orbite, on a 0",0027061 pour l 'accélération du mou-
vement lunaire : il su l l i tdès lors de mult ipl ier ce dernier nom-
bre pa r le car ré de 60, pour avoir l 'accélération produi te |>ar 
l 'attraction de la ter re sur un corps placé près de sa surface. Le 
résu l ta t de celle multiplication est 9",7421, qui ne diffère pas 
beaucoup de l 'accélérat ion g due à l 'action de la pesanleur dont 
la valeur est 9".8088. Si l 'on observe que nous avons ra isonné 
en ne tenant pas compte de l'effet produi t pa r la force per tu rba-
trice due au soleil, en négligeant la masse de la lune par rappor t 
à celle de la ter re , et en regardan t le mouvement de la lune 
comme circulaire et uniforme, on comprendra que cela peut 
suffire pour expliquer la différence en t re les deux nombres que 
nous -venons de comparer . On reconnaît en effet que. si l'on 
a égard aux causes d 'e r reur que nous signalons et à quelques 
aut res dont nous avons parlé, il y a identité complète entre 
l 'accélération g des corps qui tombent près de la surface de la 
terre , e t la valeur que l'on trouve pour celte accélération en la 
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dédu i san t du mouvement de la lune d ' a p r è s la loi de la grav i -

ta t ion universelle. La p e s a n t e u r à la sur face de la t e r re n'est 

donc q u ' u n cas par t icul ier de cet te g rav i ta t ion universel le la 

connaissance de laquelle Newton a été condui t en p a r t a n t des 

lois de Képler . 

$5 145. On comprend t rès bien que l 'on puisse nég l ige r les 
d imens ions du soleil et des p lanè tes , et ass imi ler les d ivers corps 
ii de s imples points matér ie l s , q u a n d on ne cons idè re q u e les 
a t t r ac t ions qu'ils exercent les uns s u r les au t r e s , pa r ce que 
leurs d is tances mutuelles sont t rès g r a n d e s p a r r a p p o r t à leurs 
d imens ions ; on comprend encore qu 'on puisse ag i r ainsi quand 
on s 'occupe de l 'a t t ract ion de la t e r re sur la lune ; mais q u a n d 
on en vient à considérer l ' a t t rac t ion q u e la masse en t i è re de la 
t e r re exerce sur un corps p lacé à sa surface , c o m m e nous l 'a-
vons fait il n 'y a qu 'un ins t an t , il n 'est év idemmen t plus permis 
de faire abs t rac t ion des d imens ions de la t e r re . Nous a l lons 
voi r cependan t qu 'on est en d ro i t de r a i sonne r , m ê m e d a n s ce 
de rn ie r cas, comme si toute la masse de la t e r re étai t r éun ie 
en son cen t re . Pour cela n o u s a l lons dé t e rmine r la r é su l t an te 
des a t t r ac t ions que les diverses pa r t i e s d 'un co rps s p b é r i q u e 
homogène , ou fo rmé de couches s p h é r i q u e s concen t r iques ho-
mogènes , exercent sur un poin t maté r ie l . 

Cons idérons d ' abord une couche sphér ique h o m o g è n e C, 

70 fxg. 70, et supposons que le 
point matér ie l a t t i ré A soit en 
dehor s de cet te couche . Nous 
ra i sonnerons c o m m e si la m a -
tière existait d ' une man iè r e 
cont inue d a n s l a t o t a l i t é du vo-

lume occupé par la couche C. sans q u ' a u c u n espace vide existe 
en t re les diverses par t ies matér ie l les qui la cons t i t uen t ; et en 
décomposan t cette couche en é l émen t s de d imens ions infini-
ment pet i tes dans tous les sens , nous r e g a r d e r o n s ces d ive r s 
é l émen t s comme autan t de poin ts matér ie l s dont les m a s s e s s o n t 
propor t ionnel les à leurs volumes. Soient R le r ayon ex té r i eu r 
de la couche . R'son ravon in tér ieur , a la d is tance de son cen t re 
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0 au point A, r la d is tance d ' un poin t que lconque M au point 0 . 

6 l 'angle MOA, o l 'angle que le p lan MOA fait avec un plan fixe 

mené pa r AO, m la masse du poin t maté r ie l A, et p la masse 

de la m a t i è r e contenue dans l ' un i t é de volume de la couche C. 

Un é lément de vo lume, c o r r e s p o n d a n t a u x var ia t ions dr, dû. d? . 

«les t r o i s coo rdonnées pola i res du point M, est r ep ré sen t é p a r 

r» sin • dr d» d? ; 

la masse de la ma t i è re qiib cet é l émen t de vo lume ren fe rme est 

donc éga 

pr* sln i dr dt df ; 

d ' ap rè s cela , on a p o u r l ' express ion de l ' a t t rac t ion q u e cet élé-

ment matér ie l exe rce s u r le po in t A (§ 143; 

fin?r* sin»ifr dtdi 
«• - f - r ' — 2<ircos«" 

Décomposons cel te force en deux composan tes dir igées, l 'une 

su ivant AO, l ' au t re suivant une ligne ABperpend icu la i re a AO; 

si n o u s dés ignons l ' ang le MAO pa r «. n o u s a u r o n s 

finir* sin 8 cog « dr dt df 
«• + r * — 2<ir cos» 

pour la p r e m i è r e de ces deux composan tes . En raison de la 
symé t r i e du sy s t ème p a r r a p p o r t à la l igne AO, il est clair que 
la résu l tan te des a t t r ac t ions q u e toutes les par t ies matér ie l les 
de la couche C e x e r c e n t s u r le point A, se ra d i r igée suivant 
ce t te l igne AO. et qu 'en c o n s é q u e n c e elle se ra égale à la 
s o m m e des composan tes , telles q u e celle dont nous venons d 'é -
cr i re la va leu r : tou tes les a u t r e s composan te s d i r igées per|>en-
d icu la i rement h AO se d é t r u i r o n t mu tue l l emen t , en sor te que 
nous n ' avons pas besoin de nous en occuper . Nous a u r o n s 
donc , p o u r l ' a t t rac t ion tota le F exe rcée |»ar la couche C s u r le 
point maté r ie l A. 

J r " J , J , ««-t-H-iurcos»' 
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Effectuons d ' abord l ' intégration relative à 9, et nous aurons , 

en observant que f , m et p sont constants , 

,'R /'ir r* sin 8 cosatJ6 
J R' J o a"- + r 2 « > ' c o s i " 

Pour faire une seconde intégrat ion, dans laquelle r sera re-

gardé comme constant , subst i tuons à 0 une au t r e variable u re-

présentant la distance AM. Nous aurons 

et par suite 

on a d'ailleurs 

u»—a* - j- f* — 2ar cos «, 

• « li . sm M 4 = — ; 

a — r c o s i 
cos a = : 

de sorte que, si nous observons que les valeurs de u corres-
pondantes aux l imites de 0 sont a — r et a -f- r , nous pourrons 
mettre la va leur de F sous la forme 

L' intégrat ion re la t ive à M é tant effectuée, on a u r a 

U
1

 J H' 

et enfin, en i n t é g r a n t p a r r appor t à r , on t rouvera 

_ w t o p f f i ' - i v » ) 
F = â ? ' 

valeur qui se r é d u i t à 
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si l'on désigne par M la masse de la couche a t t i rante , car cette 

masse est évidemment égale à 

On voit par là «pie la résul tante des a t t rac t ions exercées sur le 
point matériel A, par les diverses part ies matériel les qui com-
posent la couche C. est exactement la môme que l 'a t t ract ion 
que ce point A éprouvera i t de la part d 'un point matériel qui 
se t rouverai t en O et dont la masse serait égale à celle de la 
couche C. 

Si le point a t t i ré A é t a i t à l ' intérieur de la couche a l t i r an l eC , 
le calcul de l 'attraction de la couche sur le point A se ferait 
exactement de la même maniè re ; seulement , quand 011 en vien-
drai t à l ' intégration relat ive à u, on devrait p rendre r — a et 
>• -j- a pour les limites des valeurs de celte variable , au lieu de 
a — r et fl r que nous avons pris précédemment : il s 'ensuit 
que le résul ta t est Irés différent , et que l'on t rouve 

F = 0 . 

Les ac t ions que les diverses part ies matériel les de la couche C 
exercent sur un point matériel situé à son intérieur se font 
donc équilibre, et ce point se t rouve dans les mêmes conditions 
que si ces par l ies matérielles dont la couche C est formée 
n 'exerçaient aucune at t ract ion sur lui. 

Supposons maintenant «pie le corps at t i rant soit formé de 
couches sphér iques concentrique« et homogènes, la densité pou-
vant d 'ai l leurs varier d 'une manière quelconque d 'une couche 
à une au t re . Nous pouvons dire de suite que : 1* si le point at-
tiré n'est pas situé à l ' intérieur de la surface du corps a t t i ran t , 
l 'attraction qu'il éprouvera sera la même que si toute la masse 
de ce corps était concentrée en son centre de figure, puisque 
cela a lieu pour chacune descouche« dont le corps se compose; 
2° si le point a t t i r é est situé à l ' intérieur de la sur facedu corps 
a t t i ran t , les couches qui l 'environnent n 'auront aucune action 
sur lui, et l 'at traction totale à laquelle il sera soumi« sera la 
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mè.ne que si ce* couches extér ieures étaient suppr imées et 

que le reste du corps fût concentré à son centre de l igure. 
La te r re ayant à peu près la fo rme d 'une sphère , et les 

mat ières qui la composent é t a n t p robablement d is t r ibuées à son 
in tér ieur de man iè re à former à peu près des couches sphér i -
ques concent r iques homogènes , on voit qu 'on est en dro i t , 
jusqu 'à un cer ta in point , de regarder l 'a t t ract ion qu ' un point 
matériel é p r o u v e d e la par t de la te r re comme étant l a m ê m e q u e 
si toute la masse de la terre était réunie en sou cent re . C'est 
ce que nous avons fait , lorsque nous avons cherché à reconnai-
t rc si la pesan teur terrestre n'était pas un effet par t icul ier de 
cette gravi ta t ion universelle, à laquelle sont dus les mouvements 
des divers corps de notre système planéta i re (§ I U ) . Cependant 
le défaut de sphér ic i té parfaite des couches homogènes don t on 
peut concevoir que la terre est formée, fait que les choses ne 
<e passent pas tout à fait ainsi : l ' intensité et la direct ion de 
l 'a t t ract ion totale qu 'un point matériel ép rouve de la part de la 
terre , sont réel lement un peu différentes de ce qu'elles seraient 
-i la masse ent ière de la terre était concentrée en son centre . 

!; H t î . M a l l i b r e et m o u v e m e n t d e s c o r p s ù 1» s u r f a c e 

de lu terre . — Un corps qui nous parai t en repos à la surface 
de la te r re n'est qu'en équilibre relat if , puisque la te r re se 
meut dans l 'espace. De même, lorsqu 'un corps nous parai t se 
déplacer par r appor t aux objets terres t res qui nousenvi ronnent 
et que nous jugeons immobiles, le mouvement du corps , tel 
¡pie nous le voyons, n'est qu'un mouvement relatif . Cherchons 
à nous r endre compte du rôle que jouen t dans ce cas les forces 
apparen tes que l'on doit jo indre aux forces réelles, pour que 
l 'équilibre et le mouvement relatifs dont il s'agit puissent être 
t ra i tés comme un équilibre et un mouvement absolus. 

Nous supposerons d 'abord que la t e r r e ne soit an imée que 
de son mouvement de rotation au tou r de la ligne des pô les ; 
nous ve r rons ensuite comment les résul ta ts que nous allons 
obtenir dans cette hypothèse doivent être modifiés, pour tenir 
compte du déplacement du centre de la terre dans l 'espace. 

l o r s q u ' u n corps, que nous réduisons toujours par la penséeà 
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un point matér ie l , repose 6ur une table ou 6ur le sol, il doit y 
a v o i r équi l ibre en t re toutes les forces qui lui sont appliquées, y 
compris la force appa ren te qu 'on doit jo indre aux forces réelles 
p o u r que l 'équil ibre relatif puisse être assimilé à un équilibre 
absolu (§ 140). Le mouvement d ' en t ra înement du corps, dû à 
la rota t ion de la te r re a u t o u r de son axe . est un mouvement 
circulaire et un i fo rme; la force appa ren te dont il s 'agit 6e ré-
duit donc à la force centr i fuge cor respondan te à ce mouve-
ment , et a pour valeur 

IHf'r, 

en dés ignant j>ar m la masse du corps , par «» la vitesse angu-
laire de la te r re dans son mouvemen t a u t o u r de la ligne des 
pùles, et p a r r la distance du corps que l 'on considère à celte 
ligne. Quant aux forces réelles qui agissent sur ce corps, ce 
«ont : 1* l 'a t t ract ion qu ' i l ép rouve de la par t de la t e r r e ; 2° la 
pression qui est exercée sur lui de bas en hau t par la table ou 
le sol qui le suppor te . Ces deux forces réelles et la force centr i-
fuge wi«V se faisant équi l ibre , on en conclut que la pression 
exercée par la table ou le sol sur le cor|»s est égale et directe-
ment opposée à la résu l tan te de la force cent r i fuge ot de l 'at-
traction qu'il éprouve de la par t de la terre . Cette résul tante 
n'est donc a u t r e chose que ce que nous nommons le poids «lu 
corps . Ainsi on ne doit pa s confondre le |K)ids d 'un corps avec 
l 'at traction que ce corps ép rouve de la par t de la t e r re ; le 
poids s 'obtient en composan t cet te a t t rac t ion avec la force 
eent r i fuge due à la rota t ion de la t e r re . 

Les mêmes considérat ions s 'appl iquent à l 'équil ibre relatil 
d 'un corps suspendu à l ' ex t rémi té infér ieure d 'un fil dont l ' ext ré-
mité supér ieure est fixe. La direction du fil à plomb, c 'est-à-dire 
ce qu'on nomme la verticale, est précisément la direction de 
eette résul tante de l 'at traction de la te r re et de la force centri-
fuge . La force centr i fuge es t dir igée suivant le prolongement du 
rayon du cercle que le corps décri t a u t o u r de l 'axe du monde, 
en vertu de la rotat ion de la t e r r e ; elle fait donc en généra l un 
angle plus ou moins g rand avec l 'at traction de la t e r r e sur le 

15 



226 LIVRE II. - DYNAMIQUE. PREMIÈRE PARTIE, 

c o r p s , p u i s q u e c e t t e a t t r a c t i o n es t à p e u p r è s d i r i g é e v e r s l e 

c e n t r e d u g l o b e t e r r e s t r e : il s ' e n s u i t q u e l a r é s u l t a n t e d e c e s 

d e u x f o r c e s a g é n é r a l e m e n t u n e d i r e c t i o n d i f f é r e n t e d e c e l l e de 

c h a c u n e d e s c o m p o s a n t e s . La v e r t i c a l e d un l i e u q u e l c o n q u e 

de la s u r f a c e d e la t e r r e n ' a d o n c p a s l a m ê m e d i r e c t i o n q u e s. 

l a t e r r e é t a i t i m m o b i l e : c e n ' e s t q u ' a u x p ô l e s e t t o u t d u l o n g 

d e l ' é q u a t e u r q u e l a d i r e c t i o n d e l a v e r t i c a l e n ' e s t p a s c h a n g é e 

p a r l ' e f f e t d e la r o t a t i o n d e la t e r r e . 

La terre employant 8616-i secondes (durée du j o u r sidéral) 

à faire un tour tou l en t ie r autour de son axe. on a 

t t = - % r = 0 , 0 0 0 0 7 2 9 . 
86164 

D'après la va leur du r a y o n de la ter re expr imé en mètres , l'ac-

célération w*r due à la force centr ifuge a pour valeur , à 

l 'équateur . 

0» ,033852 . 

Si l'on compare cette accélérat ion à celle qui est due au poids 
du corps, et que nous désignons habituellement par la le t t re g, 
on t rouve qu'elle est envi ron 289 fois p lus petite que cette der-
nière accélérat ion. La force centr i fuge, qui est plus g rande à 
l 'équateur qu 'en tout a u t r e point de la terre , n'est donc qu'une 
l>etite fract ion du poids du corps , c 'est-à-dire de la force qu'on 
obtient en composant cette force centr i fuge avec l 'a t t ract ion de 
la ter re sur le corps . On en conclut nécessairement que la force 
centr ifuge est éga lement t rès petite p a r rappor t à cette attrac-
tion ; en sorte que la rota t ion de la t e r re n 'a qu 'une influence 
assez faible sur l ' intensité de la pesanteur et sur la direction 
de la verticale. Observons à cette occasion que, 289 étant le 
ca r ré de 17. il suff i rai t que la ter re t ou rnâ t environ 17 fois plus 
vite, pour que la fo rce centr i fuge développée sur un corps 
quelconque, à l ' équa teur . fût égale à l 'a t t ract ion que la terre 
exerce sur lui, c 'est-à-dire pour que le poids de ce corps se 
réduisit à zéro. 

§ 117. Examinons main tenan t ce qui se passe lorsqu'on laisse 
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tomber un corps à la surface de la terre , sans lui donner de vi-
tesse initiale. Nous allons voir que ce corps commence à se 
mouvoir suivant la vert icale menée par son point de dépar t , 
et qu 'ensuite il s 'en écar te peu à peu. à mesure que sa vitesse 
augmente . 

Pour t ra i ter le mouvement du corps comme un mouvement 
absolu, nous devons jo indre à la force qui agit réellement sur 
lui, c 'est-à-dire à l 'at traction qu'il éprouve de la part de la ler re , 
deux forces apparen tes qui sont : 1° la force centr i fuge corres-
pondant au mouvement circulaire et uniforme dont le corps 
serait an imé s'il restait immobile pa r rappor t à la terre, dans la 
position qu'il occupe à l ' instant que l'on considère; 2* la force 
centr i fuge composée. L'expression de cette dern ière force con-
tenant la vitesse relat ive du mobile en facteur , on voit qu'elle 
est nulle au dépar t de ce mobile, et qu'elle prend ensuite une 
valeur de plus en plus g rande à mesure (pie la vitesse du mobile 
croi t . Au commencement , le mouvement semble donc produit 
par la résul tante de l 'at traction de la terre sur le corps , et de la 
force centr i fuge due à la rotation de la t e r r e ; c'est la Torce que 
nous désignons sous le nom de poids du corps, et dont la direc-
tion est indiquée pa r le iil à plomb (§ 140), qui se manifeste 
seule dans les circonstances que présente le mouvement à son 
origine. D 'après cela, le corps commence à tomber suivant la 
verticale de son point de dépar t , e t l 'accélération g qu'il reçoit 
tout d 'abord dans sa chute apparente est celle qu 'une force 
égale à son poids P lui communiquerai t . Ainsi le poids P , qui 
n'est pas la force réellement appl iquée au corps, est lié à l 'ac-
célération g de son mouvement apparent , par la relation 

P = mg. 

Cette relation avait été établie tout d 'abord dans l 'hypothèse de 
l ' immobilité de la ter re (§ 98). Il était nécessaire de montrer 
qu'elle est encore vraie lorsqu'on rent re dans la réali té, quoi -
que P ne soit pas la force qui agit réel lement sur le corps, et 
que g ne soit pas l 'accélération de son mouvement absolu. Mais 
il faut observer que. pour qu'il en soit ainsi, on doit p rendre 



pour <j l 'accélération qui se présente dans les premiers instants 

de la chute apparente du corps . 

Lorsque le corps qui tombe est déjà en mouvement , la force 
centr i fuge composée n'est pas nulle : elle dérange le corps de 
la verticale suivant laquelle il a commencé à se mouvoir . Pour 
n o u s rendre compte de l'effet qu'elle produi t , et que l'on a pu 
consta ter par l 'expérience, malgré sa petitesse, nous détermine-
rons la grandeur et la direction de cette force centr ifuge compo-
sée. commesi le mouvement apparent du corps était r igoureu-
sement un mouvement rectiligne et uniformément accéléré, s'ef-
fectuant suivant la verticale menée pa r son point de dépar t . 
Soit M. fit• "M,-la position qu'occupe le corps à un instant quel-

conque, ap rès ê t re t o m b é de la hau teur 
AM. Menons pa r le point M une droite 
MP parallèle à l 'axe du monde . Nous 
pouvons r e g a r d e r la rotation élémen-
taire de la ter re , pendant un élément 
de temps compté à par t i r de l ' instant 
que nous considérons, comme résu l -
tan t île la composition d 'une rotat ion 

élémentaire égale et de même sens au tour de la ligne MP, et d 'une 
translation ayant même g randeur , même direction et même sens 
q u e le déplacement élémentaire du point M, supposé invaria-
blement lié à la terre. Si nous observons que la vitesse apparen te 
du corps en M est égale à gt ((.étant le temps compté à pa r t i r 
de l'origine du mouvement), et que l 'angle formé ]>ar la direc-
tion MNde celte vitesse avec l'axe de rotation MP est le complé-
ment de la latitude X du lieu auquel correspond la verticale AM. 
nous verrons que la force centrifuge composée a pour valeur 

Fi|t. TI. 

2wi«;jf cosX; 

si nous observons de plus que le plan PMN est le méridien du 
lieu, et que. dans la rotation élémentaire du globe terrestre 
au tour de MP. l 'extrémité N de la ligne MN qui représente la vi-
tesse apparente du mobile marche vers l 'ouest, nous en conclu-

nuis que cette force centr i fuge composée es t dirigée suivant la 
perpendiculaire au méridien du lieu, et qu'elle tend à en t ra îne r 
le mobile vers l 'est (tj 139). La force dont il s 'agit doit donc 
dérangor le corps du mouvement qu'il a commencé à p rendre 
suivant la vert icale de son point de dépar t ; elle doit produire 
une déviation vers l'est : nous allons calculer la g randeur de 
cette déviat ion. P o u r cela, considérons la projection du mou-
vement du corps sur un plan horizontal : la projection de la 
force totale qui produit le mouvement apparen t du corps sera 
précisément la force centr ifuge composée, et le déplacement 
que celte force proje tée communiquera i t , pendant tout le temps 
de la chute , à un point matér ie l pa r tan t d u repos et ayant même 
masse que le corps, sera égal à la déviation cherchée (§ 111). 
L'équation différentielle de ce mouvement projeté est 

cPx 
jjjY 26.gl cos X. 

Si l 'on intègre et qu 'on détermine les constantes de telle manière 
dx 

que x et -j- soient nuls pour / = 0. on trouve 
dl 

cosX. 

Knlin, si l'on remplace le temps I pa r sa valeur en fonction de 
la hau teur h dont le corps est tombé , valeur qui est 

, = Vf 
On a pour l 'expression de la déviation vers l'est 

2\2 h\h , 
X ——^— COS X. 

3 V y 

Appliquons celte formule à des expériences-qui ont été faites par 
M. Heich, dans un puits de mine, à Freyberg . La hau teur de 
chute h était de 158",5; la lati tude X du lieu était de 51*; en 
introduisant ces nombres dans la formule précédente, ainsi que 
la va leu rconnue de g (§ 90) et celle de » que nous avons donnée 
précédemment (§ 116), on t rouve 0".02T6 pour la déviation x ; 
l 'expérience, répétée un grand nombre de fois, a donné pour 



cette déviation, en moyenne , 0»,0283 qui diffère à peine du 

résul tat fourni pa r la théor ie . 
Le calcul de la déviat ion vers l 'est, due à la force centr ifuge 

composée, dans le mouvement d 'un corps qui tombe sans vi-
tesse initiale, vient de nous mon t re r que l 'effet de cette force 
est t rès faible, même lorsque le corps tombe d 'une g rande hau -
teur . Nous pouvons observer d 'une manière généra le que, dans 
le mouvement a p p a r e n t d 'un corps à la surface de la ter re , la 
force centr ifuge composée a pour valeur 

2 m*« sin «, 

en désignant par m la m a s s e du corps, pa r u sa vitesse apparente 

et par « l 'angle que la direct ion de cette vitesse fait avec l 'axe 

du m o n d e ; qu 'en conséquence cette force, au plus égale à 

2mtav, ne pourra i t deveni r égale à la force centr ifuge mvflr due 

à la rota t ion de la t e r r e , en un point situé à l 'équateur , qu 'au-

tan t que la vitesse v s u r p a s s e r a i t ^ « r , qui est la moitié de la 

vitesse d 'un point de l ' équa teur te r res t re en ver tu de la rotation 
du globe, c 'est-à-dire qu ' au t an t que la vitesse t; serait de plus 
de 230 mèt res pa r seconde : on voit donc que, généralement , la 
force centrifuge composée pour ra être négligée dans l 'étude du 
mouvement d 'un c o r p s à la surface de la t e r re , à moins que la 
vitesse aparente de ce co rps ne soit ex t rêmement g r a n d e . 

§ 148. Appliquons encore la théor ie des forces apparen tes 
dans le mouvement re la t i f , à l 'é tude du mouvement d 'un pen-
dule conique à la sur face de la ter re , en supposant tou jour s 
que le globe terres t re n'est animé (pie d 'un mouvement de ro-
tation autour de la l igne des pôles. 

Le corps qui t e rmine le pendule peut être regardé comme 
étant un point matér ie l assujet t i à res ter sur la surface d'une 
sphère . Rappor tons son mouvement à trois axes coordonnés 
rectangulaires menés p a r le centre de cette sphère , et comptons 
les : vert icalement et de h a u t en bas, les x suivant la trace ho-
rizontale du plan méridien et du nord au sud. enfin les y suivant 
une direction hor izonta le perpendiculaire à la précédente et de 
l 'ouest à l'est. Les fo rces dont nous devons tenir compte, pour 
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assimiler le mouvement apparent du point matér ie l qui te rmine 
le pendule à un mouvement absolu, sont au nombre de qua t re , 
savoir : l * d e u x forces réelles, qui sont l 'a t t ract ion de la ter re 
et la tension du fil ; 2* deux forces apparen tes , qui sont la force 
centr ifuge due à la rotation de la t e r re et la force centr i fuge 
composée. L 'at t ract ion de la ter re et la force centr i fuge due 
à la rotat ion de la ter re ont pour résul tante le poids du corps, 
qui est dir igé vert icalement et égal à mg. Les forces que nous 
devrons int roduire dans les équat ions différentielles du mou-
vement du point mobile se réduisent donc à trois, savoir : 
!• le poids mg, qui agit dans le sens des ; positifs ; 2* la ten-
sion du fil, que nous désignerons par N, et dont les compo-
santes parai lèles-aux axes sont 

- N ï . - N ? - N f ; 

3* enfin, la force centr ifuge composée qui a pour valeur 

2mut' sin a. et dont nous allons chercher les composantes 

paral lèles aux axes . 
Soient a, b, c, les angles que cette force centr i fuge composée 

fait avec les axes des x, des y et des i ; M, M,. I I „ les project ions 
de la vitesse v du mobile sur ces axes ; et X, la lati tude du lieu. 
La force centr i fuge composée devant ê t re perpendicula i re à la 
direction de la vitesse v, il s 'ensuit qu 'on a 

M cos a-j-u, cos6-f-u,cosc = 0; 

cette force devant également être perpendiculaire à la direction 

de l 'axe du monde , qui fait avec les axes des x , des y et des z, 

des angles respectivement égaux à X, 0. ^ — X, on a encore 

cosXcosa-f-sinXcosc = 0; 

enfin on a toujours , entre les cosinus des angles qu 'une droi te 

fait avec trois axes rectangulaires , la relation 

cos' a -}- cos* b - f cos» c = 1. 

En résolvant ces trois équations pa r rappor t à cos a, cos b, 

cos c, on t rouve 



u t sin x 
C ° ' — yii,*-J-(i/,cosX —Hsin i )* 

11m COS X —M sill X 
cos ft — • -l 

-j -(Ujcos X — Il sin x 1 

— M, eosx 
cos C="7= . , 

VM, t4-(«,cosX — K sin X)* 

Le signe du r ad i ca l qui en t re dans ces trois cosinus doit ê t re dé-
terminé d ' a p r è s le sens dans lequel agit la force cent r i fuge com-
posée. P o u r y a r r i v e r s implement , supposons que la vitesse v 
du mobile soit d i r igée paral lèlement à l ' axe des x et d a n s le 
sens des x posi t i fs : v, et M, se ront nuls , et u se ra positif . Or , il 
est aisé île vo i r , d ' a p r è s le sens dans lequel s 'effectue la ro ta t ion 
de la t e r r e , q u e , d a n s ce cas, la force cen t r i fuge composée doi t 
ê t r e d i r igée v e r s l 'ouest , c 'est-à-dire dans le sens des y négat i fs : 
cos a et cos c do iven t donc être nuls , et cos b doit ê t re égal 
à — 1. ce qui exige que le radical soit p r i s avec le signe + . 

D'un a n t r e cô té , l 'angle « que la vitesse v du mobile fai t avec 
l 'axe du m o n d e est dé te rminé par la relat ion 

" •> t "i • , cos « = - cos X - F - 5 sin X ; 

on en dédit it 

v sin « = V « i a + ( » j cos x — u siu x)*. 

D 'après cela, les trois composantes de l a force cen t r i fuge com-

posée su ivant les axes coordonnés sont 

2»imm, sin X, 2/na» (u, cos x — u sinÀ), 2mwu, cos X. 

Il résul te de tout ce qui précède q u e les équa t ions d i f fé ren-

tielles du m o u v e m e n t du point matériel qui t e r m i n e le pendule 

sont les su ivan te s : 

d*x N x . . 
dP=~ml^~ 1 ' 

— — — - 7 + 2»(M,COSX — MsinX), 
dt- ml 
d?z PF* . 
dP~9~mï~ y C 
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On doit obse rve r que les quan t i t é s u. u,, u, sont respect ive-
. , , , dx du dz 

ment égales a — . - . — . L in tégra t ion de ces équa t ions diffé-
rent ie l les , auxque l les on d e v r a j o i n d r e l ' équat ion 

fe ra conna î t r e le m o u v e m e n t a p p a r e n t du |>endule con ique . 
Les équa t i ons d i f fé ren t ie l l es auxquel les nous venons de par -

venir von t nous p e r m e t t r e d ' exp l ique r la rota t ion du plan 
d 'osci l lat ion du pendule , telle qu 'on l 'observe dans la belle 
expér ience de M. F o u c a u l t . P o u r ce la , é l iminons N en t re les 
deux p remiè re s é q u a t i o n s , et nous trouveront», en remplaçan t 
» , V , , M,, p a r l e u r » va l eu r s , 

(Py d*x l o , / d ï , du\ , dz 

Le de rn ie r t e rme d e cet te équa t ion , con tenan t cosX en fac teur , 
est nul a u x pôles de l a t e r r e : en tou t au t re po in t de la surface 
du globe, il peut ê t re négl igé , si les osci l lat ions du pendule n ' on t 

qu 'une peti te ampl i tude , à c ause du fhcfeur — nui est t rès 

dl 1 

petit : a p r è s la suppress ion de ce t e rme , l 'équat ion est immé-
d ia tement in tégrab le et donne 

du dx 
sdt ~ y d t ~ ~ " n X l + 1 & + C' 

en dés ignan t p a r C u n e cons tan te a rb i t r a i r e . Le pendule a y a n t 
é té mis en m o u v e m e n t de m a n i è r e qu 'à c h a q u e oscillation il 
vienne co ïnc ider avec la ver t ica le de son poin t de suspens ion , 
on voit q u e la cons tan te C doit ê t re nulle, pu isque l 'équat ion 
qui la r e n f e r m e doit ê t re sa t i s fa i san te quand on y s u p p o s e r = 0 
et y — 0. Remplaçons les co rdonnées rec tangula i res x et y 
pa r les coordonnées pola i res r et 0 liées a u x premières p a r les 
re la t ions 

•r = rcos» , y = r s i n » , 

e t l 'équat ion don t il s 'agi t se rédui t à 

dx 



di . , 

d'où l'on tire 
6 = i „ — wsin>..f. 

On en conclut évidemment que le p lan d'oscillation du pendule 
tourne uni formément autour de la verticale, avec une vitesse 
angulaire égale à o> sin X. La ro t a t ion s'effectue d 'ai l leurs dans 
le sens sud-ouest nord-est, si le lieu d 'observat ion est situé dans 
l ' hémisphère boréal de la t e r r e ; e t dans le sens contraire , si ce 
lieu est situé dans l 'hémisphère a u s t r a l , à cause du fac teur sin X 
qui devient négatif dans ce second cas. Observons que , d ' ap rès 
ce qui précède , la rotation u n i f o r m e du plan d'oscillation du 
pendule se t rouve établie r i g o u r e u s e m e n t , quelle que soit l 'am-
plitude des oscillations, pour le cas où le pendule serai t ins-
tallé à l 'un des deux pôles de la t e r r e ; tandis que , pour tout 
au t re lieu de la ter re , cette r o t a t i o n uni forme n'existe qu 'ap-
proximat ivement , et en s u p p o s a n t »pie les oscillations n'aient 
qu 'une faible ampl i tude . 

§ 119. Dans les t ro is p a r a g r a p h e s qui p récèden t , nous avons 
étudié l 'équilibre et le m o u v e m e n t des corps à la surface de la 
ter re en supposant que le globe t e r re s t r e ne fû t an imé que de 
son mouvement de rotation a u t o u r de la l igne des pôles. 
Voyons quelle influence le m o u v e m e n t annuel du centre de la 
ter re autour du soleil peut a v o i r sur les résul ta ts que nous 
avons obtenus. 

Remarquons d 'abord que, le mouvement de la ter re dans 
l 'espace se composant d 'un m o u v e m e n t de t ranslat ion égal à 
celui de son centre et d 'un m o u v e m e n t de rota t ion au tou r de la 
ligne des pôles, lorsque nous che rche rons à décomposer ce 
mouvement total de la t e r re e n une rotat ion au tour d 'un axe 
passant par un point que lconque et une translat ion égale au 
mouvement de ce point, nous t rouve rons la même rotation 
composante que si nous nég l ig ions le mouvement du cent re de 
la terre : donc la force cen t r i fuge composée d 'un point matériel, 
dont nous voulons étudier le m o u v e m e n t apparen t à la surface 

ÉQUIL. ET MOUV. RELATIFS D'UN POINT MATÉRIEL. 23o 

de la ter re , au ra la même g randeur , la même direction et le 

même sens, soit qu 'on négl ige le mouvement annuel du centre 

de la ter re au tou r du soleil, soit qu 'on veuille en tenir compte. 
11 n 'en est pas de même de la force d'inertie correspondant au 

mouvement d ' en t r a înemen t du point mobile ; quand on tient 
compte du mouvement du centre de la terre , celte force d ' inertie 
a une valeur différente de celle que nous lui avons t rouvée en 
supposant que la ter re n 'étai t animée que d 'un mouvement de 
rotation au tou r de la ligne des pôles. Le mouvement de la ter re 
se composant de son mouvement de translation au tour du soleil 
et de sa rotat ion au tour de la l igne des pôles, la force d ' inert ie 
dont il s 'agit est la résul tante de deux forces qui sont : 1° la force 
cent r i fuge due à la rotat ion de la ter re ; 2* une force égale et 
cont ra i re à celle qui donnerai t au mobile supposé libre un mou-
vement préc isément égal à celui du centre de la terre . Mais, en 
même temps qu 'on t ient compte du mouvement de la ter re au-
tour du soleil, mouvement qui est dù à l 'a t t ract ion de cet as t re 
sur le globe terres t re , on doit ten i r compte également de l ' a t t rac-
tion que le soleil exerce sur le corps dont on veut é tudier l 'é-
quilibre ou le mouvement |>ar r appor t t\ la te r re . On voit d ' ap rès 
cela que, pour avoi r égard au mouvement annuel du centre de 
la ter re au tour du soleil, on doit jo indre deux nouvelles forces à 
celles que l'on avait considérées, quand on n 'a t t r ibuai t à la terre 
que son mouvement de ro ta t ion , savoir : 1° une force réelle qui 
est l 'a t t ract ion du soleil sur le mobile dont on s 'occupe ; 2° une 
force apparen te égale et con t ra i re à celle qui serait capable de 
lui donner une accélérat ion de même grandeur , de même direc-
tion et de même sens que celle que l 'attraction du soleil commu-
nique au centre de la te r re . Ces deux forces, dont on doit tenir 
compte aussi bien dans l 'étude de l 'équilibre apparen t d 'un corps 
sur la t e r re , que dans celle de son mouvement , sont presque 
égales et contra i res l 'une à l ' au t re , à cause de la |>etilesse du 
rayon de la ter re re la t ivement à la distance de la ter re au soleil ; 
leur résul tante , qui est ex t rêmement petite, change de gran-
deur et de direction d 'une heure à l 'autre d 'une même jou rnée , 
pa r suite du changement de position du corps par rappor t au 
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soleil : elle doit ê t re regardée comme étant une force p e r t u r b a -
trice qu i détermine une variation périodique, tan t dans la g ran -
deur du poids du corps que dans la direction du fil à plomb 
ou de la verticale. Ce changement périodique de la direction 
du lil à p lomb ne peut pas s 'observer directement, pa rce qu'il 
est t rop faible: mais il devient sensible pa r les oscil lat ions de 
la surface de la mer. qui en sont une conséquence naturel le . 

Pour ê t re exactement dans lo vrai, il faut encore tenir 
compte de la présence de la lune, qui contribue pour sa faible 
part au mouvementde translat ion de la ter re , et qui agit égale-
ment pa r at traction sur un corps quelconque placé à la surface 
de la terre. La résultante de l 'a t t ract ion de la lune su r ce 
corps, et d'une force capable de lui donner une accélérat ion 
égale et contraire à celle que la lune donne au centre de la 
terre , constitue une nouvelle force per turbatr ice , qui se com-
bine avec la précédente, pour produire le changement pér io-
dique de direction de la verticale auquel est dû le p h é n o m è n e 
des marées . Cette dernière force per turbat r ice est même plus 
g rande que la première, parce que la lune est beaucoup p lus 
rapprochée de la terre que le soleil ; e t c 'est pour cela que le 
p h é n o m è n e des marées se règle sur tout sur le mouvement ap-
parent de la lune, e t non sur celui du soleil. 

L'influence du mouvement annuel de la terre au tour du soleil 
ne se manifeste donc, dans l 'équilibre et le mouvement des corps 
sur la ter re , que par une variation périodique et presque insen-
sible de l ' intensité de la pesanteur et de la direction de la v e r -
ticale en chaque lieu. Les résu l ta t s auxquels nous étions p a r -
venus en négligeant ce mouvement ÎSS 141» et 147) n'en sont pas 
modifiés d'une manière appréciable. 

On comprend, maintenant , commentnousavonspu dire (§107 
que le poids d'un corps, placé successivement à différentes hau-
teurs au-dessus de la surface de la terre, var ie sensiblement en 
raison inverse du carré de la distance qui le sépare du centre du 
globe terrestre. La force d'inertie correspondant au mouvement 
d'entraînement d'un corps placé sur la surface de la terre , ou 
près de cette surface, est t rès petite pa r rappor t à l 'attraction 
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«pie le corps éprouve de la |»art du globe terrestre ; le poids du 
corps ne diffère donc pas beaucoup de cette at t ract ion qui est à 
peu près dirigée vers le centre de la ter re , et qui varie à peu 
près en raison inverse du car ré de la distance du corps à ce 
centre (§ 115). Nous pouvons a jou te r que, lors même que le 
l»oids d 'un corps serait une force exactement dirigée vers le 
cent re de la terre , et var iant en raison inverse du carré «le la 
distance du corps à ce point, le mouvement «lu corps abandonné 
à lui-même, sans vitesse initiale, ne serait pas précisément ce-
lui que nous avons t rouvé dans le § 107; c a r i a force centr ifuge 
composée vient se jo indre au poids d u corps pour modifier son 
mouvement , et l 'on sait »pie la g randeur de cette force aug -
mente avec la vitesse du corps : ce n'est qu 'au tant que hi vi-
tesse du mobile ne serai t pas t rès g rande , qu 'on pourrai t re -
g a r d e r son mouvement comme s 'effectuant conformément à ce 
qui a été dit dans ce pa rag raphe . 

Lorsque la hau teur «le chute est petite, on peut négliger, 
non seulement l ' influence de la force centr ifuge composée, 
mais encore la variat ion de g r andeu r et de direction qu 'éprouve 
le poids du corps, à mesure que ce corps change de position 
par rapport à la surface de la ter re : en sorte que. dans ce cas. 
le mouvement apparent «l'un corps pesant s 'effectue comme un 
mouvement absolu produi t par l'action d 'une force constante 
en grandeur et en direction (§§ iK). 91 et 92). 



L I V R E T R O I S I È M E 

D Y N A M I Q U E 

DEUXIÈME PARTIE 

DE L 'ÉQUILIBRE DES SYSTÈMES MATÉRIELS 

CHAPITRE P REMIER 

COMPOSITION DES FORCES APPLIQUÉES A I X SOLIDE INVARIABLE. 

§ 130. Cons t i t u t i on m o I é e a U l r e de» r o r p i . — Tout IlOUS 
|»orle à r egarder les co rps comme des assemblages de molécu-
les, placées à dislance les unes des aut res , et exerçant les unes 
sur les au t res des actions attractives ou répulsives, suivant les 
cas. Aucune expérience, aucun phénomène n'a pu jusqu 'à pré-
sent nous fournir la moindre notion sur les dimensions des 
molécules dont les corps sont formés ; tout ce que nous pou-
vons dire, c'est que ces dimensions sont nécessairement d 'une 
extrême petitesse. 

Quelque petit que soit un corps, on ne peut le r egarder 
comme étant un simple point matér ie l , qu ' au tan t qu 'on fait abs-
traction de ses dimensions. En assimilant les molécules des corps 
à des points matériels , comme nous le ferons toujours dans ce 
qui suit, nous sort i rons donc de la réalité, pour en t re r dans le 
domaine de l 'abstract ion ; mais nous devons dire de suite que la 



•240 LIVRE m . - DYNAMIQUE. DEUXIÈME PARTIE, 

compara ison des résultats auxquels on est pa rvenu ainsi avec les 
phénomènes na ture l s n 'a j ama i s pu mont re r qu'il y eût la moin-
dre e r reu r produi te i>ar celte manière d 'envisager les choses : on 
n'a pas t rouvé jusqu 'à présent qu'il fû t nécessaire de tenir compte 
des dimensions des molécules, dans l 'étude des diverses circon-
stances que présente le mouvement des corps, de quelque na-
ture qu'i ls soient. Les systèmes matériels , qui seront l 'objet des 
théories dont nous allons nous occuper, seront donc toujours 
des systèmes de points matériels. Dans cette seconde par t ie de 
la dynamique, nous les considérerons à l 'é tat d 'équi l ibre , c'est-
à-dire que nous supposerons que chacun des points matériels 
dont ils sont formés est en équilibre sous l 'action des diverses 
forces qui lui sont appliquées (§ I0 i ) ; la troisième par t ie de la 
d y n a m i q u e s e r a consacrée à l 'étude des lois de leur mouvement . 

Les co rps se présentent à nous, dans la na ture , sous t ro is états 
différents : ils sont solides, liquides ou gazeux. Les solides sont 
des co rps dans lesquels les molécules ont des positions déter-
minées les unes par rapport aux a u t r e s ; on 11e peut changer 
ces posit ions relatives des molécules qu'en faisant ag i r su r elles 
des forces plus ou moins grandes, et si la déformat ion qu 'on a 
ainsi fait sub i r au corps ne dépasse pas certaines limites, les 
molécules reviennent à leur disposition primitive, dès que les 
forces qui les ont dérangées cessent d 'exercer leur action. Dans 
les l iquides et les gaz. au contraire, les molécules sont extrê-
mement mobi les ; la moindre cause les dérange des positions 
qu'elles occupent les unes par r appor t aux autres , et quelque 
l>etit que soit le dérangement qu'elles éprouvent ainsi, il ne 
tend pas à disparaî tre en même temps que la cause qui r e p r o -
dui t : c 'est cette propriété, commune aux liquides et aux gaz. 
qui fait qu 'on les désigne collectivement sous le nom de fluides. 
Nous a u r o n s à considérer successivement l 'application des théo-
ries de l 'équil ibre et du mouvement à chacune de ces deux 
espèces t rès distinctes de corps naturels . 

§ l o i . F o r c e s i n t é r i e u r e s , f o r c e s e x t é r i e u r e s . — NOUS 

avons dit (§ 88) que toute force, appl iquée à un point matériel A. 
émane d 'un au t re point matériel B situé à une distance quel-
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conque du premier . Supposons que le point matériel A soit un 
de ceux qui composent le système matériel dont nous étudions, 
soit l 'équilibre, soit le mouvement . Si le second point B appar-
tient également à ce sys tème matériel , la force qui agit sur le 
point A, et qui émane du point B. est une force intérieure. Si le 
point B ne fait pas part ie du sys tème matériel dont nous nous 
occupons, cette force , qui émane du point B. et «pii est appli-
quée au point A. est une force extérieure. 

Il est claii*. d ' ap rès le principe de l 'égalité de l 'action et de 
la réact ion, que si 1' on prend, parmi les forces qui agissent sur 
les divers points d 'un sys tème matériel , toutes celles qui sont 
des forces intérieures, ces forces sont égales deux à deux et 
directement opposées. 

Une même force peut j oue r , tantôt le rôle de force intérieure, 
tantôt le rôle de force extér ieure , su ivant les cas. Si l 'on consi-
dère . par exemple, le mouvement d 'un cor|*j qui tombe à la 
surface de la terre , l 'at traction qu 'une des molécules de cc 
corps éprouve de la part d 'une molécule quelconque de la terre 
est une force extér ieure ; si au cont ra i re on considère le mou-
vement d 'un sys tème matér ie l fo rmé de la terre tout entière et 
des divers corps qui se t rouvent à sa surface ou dans son voi-
sinage, la même at t ract ion devient une force in tér ieure . 

S 1 5 3 . C e q n ' o n e n t e n d p . r s o l i d e I n v a r i a b l e . — A v a n t d e 

nous occuper d 'une manière généra le de l 'étude de l 'équilibre 
d 'un système matér ie l quelconque, nous considérerons d 'abord 
un cas idéal et s imple, auquel on peut t rès souvent ramener les 
questions d 'équil ibre qu 'on a à t ra i ter . Nous supposerons que 
le système matériel , dont nous voulons étudier l 'équilibre, soit 
.le forme invar iable , c 'est-à-dire que les divers points matériels 
qui le composent ne puissent en aucune manière se rapprocher 
ou s 'é loigner les uns des aut res ; c'est à un pareil système ma-
tériel que nous donnons le nom de solide invariable. 

Cette invariabilité absolue de forme d 'un système matériel ne 
se rencontre nulle par t dans la na ture . Il existe, il est vrai , un 
grand nombre de corps solides qui semblent ne pas éprouver de 
changement de fo rme , de quelque manière qu 'on cherche à les 
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d é f o r m e r , pourvu toutefois que les forces qu 'on leur appl ique 
ne dépassent pas certaines l imi tes ; mais ,s i ces corps para.ssent 
conserver la fo rme qu'i ls a v a i e n t tout d 'abord , malgré 1 act.on 
des forces qui tendent à la leur faire perdre , c est uniquement 
parce que la déformation qu ' i l s éprouvent est t rop faible pour 

ê t re aperçue : cette déformat ion n 'en existe pas moins, quelque 
pet i tes que soient les forces qui tendent à la produi re . Pour 
dis t inguer les corps solides qui existent dans la na ture et qui 
sont tou jours plus ou moins dé fo rmab le s sous l 'action des for-
ces qui leur sont appl iquées , des sys tèmes matériels auxquels 
nous a t t r ibuons une invariabi l i té absolue de forme, nous dési-
gnerons les premiers sous le nom de solides naturels. 

Les théor ies que nous a l lons exposer dans ce chapitre et 
dans les deux suivants se r a p p o r t e n t exclusivement aux so-
lides invariables, considérés à l 'é ta t d 'équil ibre. 

§ 153. I ne force peut ê t r e a p p l i q u é e en un poin t queleon-
„ „ e de s , d i r e c t i o n , san* q u e son effet soit e l ,«nKé. - Pour 
é t ab l i r celle proposit ion, n o u s admet t rons comme évident que 
d e u x f o r c e s égales, qui son t appl iquées en deux points diffé-
rents d 'un même solide inva r i ab le , suivant la ligne droite qui 
jo in t ces deux points, et en sens contraire l 'une de 1 autre , 
se font équil ibre ; en sor te que , si le co rps dont il s 'agit est en 

r e p o s avant que ces forces lui soient 
app l iquées , les actions s imultanées de 
ces deux forces ne le feront pas sortir 
de s. m état de repos. 

Cela posé, soit M, fig. 72, un solide 
invar iab le en équilibre sous l 'action de 
d ive r se s forces. Considérons en parti-
cu l ie r une de ces forces, F , appliquée 
au point A. Prenons un point B sur 
la direct ion de cette force F , et appli-
quons -y deux forces F , F", égales à F, 

et agissant en sens con t ra i r e l 'une de l ' aut re , su ivant la direc-
tion AB : ces deux nouvel les forces, se faisant évidemment 
équilibre, ne t roubleront p a s l 'é tat d 'équilibre dans lequel se 
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trouvait le corps M avan t leur applicat ion. Mais les deux forces 
F , F ' , qui sont égales et qui agissent en sens contraire l 'une de 
l 'autre , suivant la droite AB menée par leurs points d 'appl ica-
tion, se font aussi équilibre, d ' ap rès ce que nous avons admis 
il n 'y a qu 'un instant : on peut donc les suppr imer sans »pie 1»-
corps M cesse d 'ê t re en équil ibre. Des trois forces F , F , F*, il 
ne reste plus dès lors que la force F , qui se t rouve ainsi substi-
tuée à la force F que nous avions considérée tout d ' abord . On 
voit donc qu 'une force, qui agit sur un point d 'un solide inva-
riable en équilibre, peut être appl iquée en un au t r e point pris 
sur sa direction, sans que son effet cesse d 'ê t re le même, puis-
que l 'équilibre du corps n'est |»as troublé par ce changement 
du (MMiit d 'application »le la force. 

Dans le raisonnement «pie nous venons de faire, nous avons 
supposé que le point B. pris sur la direction de la force F , faisait 
part ie du corps M. Mais cela n 'est pas nécessaire. La force F 
peut être appl iquée en un point quelconque de sa direction, 
appar tenan t au corps M, ou situé en dehors de ce corps, pourvu 
«pie, dans ce dernier cas. le point sur lequel on t ransporte l'ac-
tion de la force F soit lié invariablement au corps M. 

S 131. C o m p o s i t i o n d e » forre« r o n r o i i r n n t e * . — Lorsque, 
parmi les forces qui agissent sur un so-
lide invar iable en équi l ibre , il y en a 
plusieurs F, F . F ' , . . . fig. 73. dont les 
directions concourent en un même point 
0 . ces forces F . F , F , . . . peuvent ê t re 
remplacées |»ar une force unique «pii est 
leur résul tante , lin cffel. chacune de ces 
forces peut être t ranspor tée , du po in t sur 
lequel elle agi t , au point 0 pris sur sa 
direction (§ 153) ; e t a lors ces diverses 
forces, ag issan t sur un même point 0 , 
peuvent ê t re composées en une seule, nu moyen du paral lé lo-
g r a m m e des forces, ou du parallél ipipède des forces, ou bien en-
core du polygone des forces, suivant les cas(§ ÎMt>. La résul tante 
H, ainsi obtenue, peut d 'ai l leurs ê t re appl iquée en un point quel-
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c o q u e L de sa direction. La force R, appliquée au point L. 

peut donc remplacer complètement les forces F, * . F . appli-

quées aux po in t s A, B, C 
Il „ e s t pas nécessaire que le point 0 . p a r lequel vont passer 

les d i rect ions des forces F . F \ F", . . . fasse par t ie du solide inva-
riable soumis à l 'action de ces forces, pour qu 'on puisse leur 
subst i tuer la force B. On conçoit en effet que, pour faire le rai-
sonnement qu i précède, on peut supposer que le point 0 soit in-
var iablement lié au co rps ; mais que. dès qu 'on a t rouvé ainsi 
une force R, qui, en agissant sur un point L du corps, peut tenir 
lieu des forces F . F , F". . . . appliquées aux points A. B. G,... on 
n'a plus besoin de se préoccuper de l 'hypothèse qu 'on a faite sul-
le po in t 0 pour y a r r ive r : la liaison qu 'on avait admise entre ci-
point 0 et le corps peut ê t re suppr imée, sans que les forces F. 
F'. F" . . . . et R cessent d 'exercer leur action dans les mêmes con-
di t ions. et pa r conséquent sans que la dernière de ces forces 
r,-sse de pouvoir remplacer les autres . Nous devons observer 
cependant que la substi tution de la force R aux forces F, F . 
F . . . . ne peut se faire d 'une manière absolue qu 'au tant que la 
direction de celte force B vient à passer par quelqu 'un des 
points du corps auquel les forces F , F , F", . . . sont appliquées: 
. 'il n 'en est pas ainsi, on ne peut r egarder la force B comme 
p o u v a n t tenir lieu des forces F, F'. F", . . . qu 'en admet tan t que 
le point L de sa direction auquel on la suppose appliquée est 

lié invar iablement à ce corps. 
D 'après la manière dont la résultante R a été obtenue au 

moyen des composantes F. F'. F", . . . il est clair que toutes les 

proposi t ions établies p récédemment (§§ 100 à 103), pour les 

forces appl iquées à un même point, sont vraies pour un sys-

tème de forces concourantes appl iquées à un solide invariable 

en équil ibre. 
^ 1 5 5 . C o m p o s i t i o n d e . f o r c e s p a r a l l è l e * . — P o u r a r r i v e r 

à la composition de deux forces appliquées à un solide inva-
riable. suivant des directions parallèles, et dans le même sens, 
considérons deux forces F, F'. fx<j. 74, appliquées à deux points 
A et B d'un pareil solide, suivant des directions concourantes. 

r.». 74. 

Un trouve la résultante R de ces deux forces F, F', en construi-
sant le para l lé logramme OCDK su r i e s deux 
lignes OC. OD qui les représentent . Sup-
posons que les directions des forces F. F' 
changent peu A peu, en passan t tou jour s 
pa r les points A e t B . d e telle manière que 
ces directions, toujours comprises dans un 
même plan, s ' approchen t de plus en plus 
«le devenir paral lèles: le | ta ra l lé logramme 
OCDE se dé fo rmera en même temps , et la 
résul tante R. qui est représentée pa r la 
diagonale OE, se modifiera en consé-
quence. Il est clair d ' ap rès cela «jue, lors-
que les directions des forces F. F seront paral lè les , la résul-
tante It sera «'«aie à la somme «le ces deux forces, et en outre sa 
direction sera paral lèle A celle de chacune «les composantes. 
Observons «le plus «pie, d ' après le t héo rème des moments re-
latif au cas de deux forces appl iquées à un même point (§ 101), 
la somme des moments «le force F, F , pa r rappor t au point 
«l'application L de leur résul tante , est égale à zéro, puisque le 
moment de la résul tante R pa r rapport A ce point est nu l ; on 
en déduit immédiatement que les distances du point L aux 
directions «les deux forces F, F . sont inversement proportion-
nelles aux g randeur s de ces forces, proposition qui subsistera 
encore , sans aucune modification, lorsque les forces F. F se-
ront devenues parallèles. 

On conclut de ce qui précède que deux 
forces paral lèles et de même sens F. F', ap-
pl iquéesà deux points A et B d 'un solide in-
variable, fig.lli, ont une résul tante R «;gale 
à leur somme, et «lirigée dans leur plan 
paral lèlement à cl iacune d'elles, et dans le 
même sens: de plus les distances LM. LN 
du point d 'applicat ion L de cette résul-
tante aux directions des deux forces F. F . 
sont inversement proport ionnelles aux grandeurs de ces forces. 

rig. n. 

i !" 

1 
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La force R peut être appliquée au point C. où sa direction ren-
contre la ligne AB; et comme le r appor t de CA à CB est le 
même que celui de LM à LN, on peut d i re encore que le point 
d'application de la résultante des deux forces F . F est situé 
sur la droite AB qui jo in t les points d 'appl icat ion des compo-
santes, et qu'il divise celte droite en deux par t ies inversement 
proport ionnel les aux grandeurs de ces composantes . 

S 156. Lorsque deux forces F. F , fig. 70. sont appliquées à 
deux points A et B d 'un solide inva-

r . riable, suivant des directions para l -
JB lè les et en s e n s contraire l'une de 

l 'autre , ces forces ont une résul tante 
que l'on ob t ien t de la manière sui-
vante. Soit F la plus g rande des deux 
forces données . On peut r e g a r d e r 

celle force F comme résul tant de la composi t ion de deux forces 
parallèles et de même sens, dont l 'une, é g a l e à F', soit appl iquée 
au point B, et l ' aut re , égale à F — F , soit appl iquée à un point 
C convenablement choisi sur le p ro longemen t de la ligne BA : 
on devra avoir pour cela 

Si l'on remplace la force F pa r les deux composan tes dont on 
vient de par ler , la première de ces composan tes sera dé t ru i te 
par la force F' qui est déjà appl iquée n u point B en sens con-
traire, et il ne restera plus que la fo rce F — F" appl iquée au 
point C : cette dernière force est donc l a résul tante des deux 
forces données F . F'. 

Ainsi deux forces parallèles et de sens cont ra i res .appl iquées 
à un solide invariable, ont une r é su l t an t e égale à leur diffé-
rence. dirigée dans leur plan, pa ra l l è l emen t à chacune d'elles, 
et agissant dans le sens de la plus g r a n d e des deux compo-
santes: e t . si l 'on observe que, de la p r o p o r t i o n écrite ci-des-
sus. on déduit cette au l r e proport ion 

CA F 
CB ~~ F ' 

on peut dire que le point d 'application C de celte résul tante 
est situé sur le prolongement de la droite AB. du côté du point 
d 'application A de la plus g rande composante , et qu'il est 
éloigné des points A et B de quant i tés inversement proport ion-
nelles aux forces qui sont appl iquées à ces point«. 

11 est aisé de voir que ce que nous venons de dire, relative-
ment à la composition des deux forces parallèles et de sens con-
traires. suppose essentiellement que ces deux forces sont iné-
gales. Si l'on voulait passer de là au cas part iculier où les deux 
forces sont égales, en supposant que la plus grande des deux 
décroît progressivement jusqu 'à devenir égale à la plus petite, 
on trouverai t que, dans ce cas |>articulier. la résul tante est nulle 
et a son point d'application à une distance infinie des points 
d 'application des deux composantes : cela signifie évidemment 
que les systèmes des deux forces égales, appl iquées à un solide 
invariable, suivant des directions (tarallèles, et en sens con-
traire l 'une de l 'autre , ne peut j»as être remplacé par une force 
unique, c 'est-à-dire que ces deux forces n'ont pas de résul-
tante . Un |»areil sys tème de forces constitue ce qu 'on nomme 
un couple. 

§ 157. Considérons maintenant un e 

nombre quelconque de forces parallè-
les. appl iquées en différents points d 'un *». • D 

r v r 

B< 

solide invariable, et cherchons à déter- r 

miner la résul tante de toutes ces forces, 
s'il y en a une. 

Si toutes les forces paral lèles dont il 
s 'agit sont dir igées dans un même sens, 
on t rouvera leur résul tante en opérant 
de la manière suivante. On composera f'g-
d 'abord deux des forces données. F et F . 
par exemple, fig. 77, en une seule force II,, qui sera égale 
à F F , et dont le point d 'application L, divisera la ligne 



•248 LIVRE 111. — DYNAMIQUE. DEUXIÈME PARTIE. 

AB eu deux par t ies inversement proport ionnel les aux forces F 
et F ; puis on composera cette résultante partielle R, avec une 
troisième des forces données, avec F" par exemple, ce qui don-
nera une deuxième résul tante partielle B, égale à B, + F" ou 
bien à F - f F' - f F*, et appliquée en un point L, tel que L,. L, et 
CL, soient inversement propor t ionnels à B, et F"; ensuite on 
composera la deuxième résul tante |>artielle R, avec une qua-
trième force F" ; et ainsi de suite. 11 est clair que, en continuant 
de celte manière, on a r r ive ra tou jours à une force unique K 
qui pour ra tenir lieu de toutes les forces données, et qui sera 
par conséquent la résul tante de ce système de forces. Celte r é -
sultante R sera égale ii la somme des composantes F, F , F ' , . . . . 
parallèle à chacune d'elles, et dirigée dans le même sens ; son 
point d'application se dédui ra de la série des opéra t ions qui 
déterminent successivement les divers points d 'applicat ion L,. 
L,.... des résul tantes part iel les R,, R,. . . 

Si les diverses forces paral lèles qu 'on se propose de composer 
entre elles ne sont pas dir igées toutes dans le môme sens, on les 
partagera en deux groupes formés, l 'un de celles qui agissent 
dans un sens, l ' aut re de celles qui agissent dans le sens opposé. 
Toutes les forces du premier groupe pourront ê t re remplacées, 
d 'après ce que nous venons de dire, pa r une force unique R' 
égale à leur somme, dirigée paral lèlement ¡\ chacune d'elles, et 
dans le même sens; il en sera de même des forces du second 
groupe, auxquelles on pour ra substi tuer une force R" égale à 
leur somme, parallèle à leur direction commune, et de même 
sens qu'elles. Ces deux résul tantes partielles R', R", qui peuvent 
remplacer l 'ensemble des forces données, et qui sont parallèles 
et de sens contraires, peuvent en général se composer à leur 
tour en une seule force R égale à leur différence, agissant pa-
rallèlement à chacune d'elles, et dans le sens de la plus grande 
des deux (§ 136) : la force R ainsi obtenue est la résultante de 
toutes les forces données. Dans le cas particulier où les résul-
tantes partielles R'. R" seraient égales entre elles, sans agir 
suivant la même ligne droite, on ne pourra i t pas les remplacer 
|>ar une force unique, et alors le système des forces données 
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se réduirai t à un couple formé par les deux forces R'. R". Si les 
deux forces R'. R" étaient égales et agissaient suivant la m i m e 
ligne droite, comme elles sont de sens contraires, elles se dé-
truiraient mutuel lement , ce qui revient à dire qu'elles aura ient 
une résultante nulle : le sys tème des forces données aurai t donc 
une résul tante nulle. 

!; 1 3 8 . T h é o r è m e d e * m o m e n t * d ' u n ajrntème de f o r c e s p a r a l -

l è l e s p a r r a p p o r t h n n p l a n . — Nous avons VU (§ 1 0 3 ) (pie 
le moment de la résul tante de deux forces appliquées h un 
point , pa r rappor t à une droi te quelconque, est égal à la 
s o m m e des moments des composantes |»ar rappor t à la même 
droi te . Cette projiosilion est d 'ai l leurs applicable au cas de 
deux forces appliquées en deux points différents d 'un so-
lide invariable , suivant des directions concourantes (§ 154); et 
|mr suite on peut l 'appliquer au cas de deux forces parallèles 
et de même sens, qui est compris comme cas particulier dans 
le précédent (§ 155). 

Supposons que nous choisissions la droite I). par rappor t à 
laquelle nous prenons les moments de deux forces paral lèles el 
de même sens F. F . et de leur résul tante R, de telle manière que 
sa direction fasse un angle droit avec celle des forces; imagi-
nons en ou t re que nous menions par cette droite I) un plan F 
parallèle aux directions des forces F. F . R. Il est aisé de voir 
«pie le moment de l 'une quelconque de ces forces, de la force F 
pa r exemple, pa r rappor t h la droite D. n'est autre chose (pie le 
produi t de la force F par la distance de sa direction au plan I» : 
ce produit est ce qu 'on nomme le moment d e l à force F par rap-
port au plan P. On peut donc dire, d ' ap rès la proposition qui a 
été rappelée ci-dessus, que le moment de la résultante R |»ar 
rappor t au plan P est égal à la somme des moments des com-
posantes F , F'. par rappor t à ce plan. C'e«t en cela que consiste 
le théorème des moments pa r rapport à un plan, pour le cas de 
deux forces paral lèles et de m ê m e sens. Ce théorème est vrai, 
quel le que soit la position du plan P relativement aux droites 
suivant lesquelles agissent les forces F, F', R, el auxquelles il 
est parallèle, pourvu qu'on at t r ibue un signe convenable au mo-
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ment de chacune des forces par r appor t à ce plan. La man ie re 
dont ce signe doit être dé terminé résulte de ce qui a été dit 
(§ 103) relativement au signe que l 'on doit a t t r ibuer au moment 
d 'une force par rappor t à une dro i te : il est aisé de voir que le 
moment d 'une force pa r rappor t à un plan parallèle à sa direc-
tion doit être affecté du signe - f ou du signe — . suivant que 
la force est placée d'un côté o u de l 'aut re du plan. 

Après avoir établi le t héo rème qui précède , dans le cas de 
deux forces para l lè lese t de même sens, nous al lons l ' é t endreau 
cas d 'un système quelconque de forces parallèles. Pour cela nous 
considérerons d 'abord le cas de deux forces paral lèles et de sens 
contraires F. F \ fig. 76 (page 246). Nous savons que la résul-
tante H de ces deux forces s 'obt ient en décomposant la force F, 
tpie nous supposons plus g r ande que F', en deux composantes 
para l lè lese t de même sens, dont l 'une, égale A F', soit appl iquée 
au point B, et l 'autre soit appl iquée en un point C convenable-
ment choisi sur le p ro longement de la ligne BA : cette seconde 
composante de la force F esl précisément la résul tante che r -
chée II. Nous pouvons donc d i re que le résultat de la force don-
née F, par rappor t à un plan quelconque P paral lèle à sad i rec t ion , 
est égal au moment de la résu l tan te H par r a p p o r t à ce plan P 
augmenté du moment d 'une force égale et d i rectement opposée 
à la seconde force donnée F' pa r r appor t au même p l a n ; ou en 
d 'aut res termes, le moment de la résul tante H, pa r rappor t au 
plan P, est égal au moment de la force F par r appor t «à ce plan, 
diminué du moment d 'une force égale et cont ra i re à la force F', 
par rapport à ce plan P. Mais si nous convenons de r e g a r d e r i e s 
moments de deux forces de même direction et de sens opposés, 
par rapport à un m ê m e plan para l lè le à leur direction commune, 
comme étant de signes contra i res , nous pour rons modifier ce 
dernier énoncé, et dire que le moment de la résul tante H pa r 
rapport au plan P est égal à la somme des moments de ses deux 
composantes F, F' par r a p p o r t à ce plan. Le théorème établi 
pour le cas de deux forces para l lè les et de même sens se t rouve 
donc vrai aussi dans le cas de deux forces parallèles et de sens 
contraires, au moyen de la convent ion que nous venons de faire 
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relativement aux signes des moments des forces qui agissent 

dans les sens opposés . 

Le moment de la résul tante de deux forces paral lèles, pa r 
rapport à un plan paral lèle à leur direction, étant tou jours égal 
à la somme des moments des composantes par rappor t à ce 
plan, soit que les composantes agissent dans un même sens, 
soit qu'elles agissent dans des sens contraires , on en conclut 
nécessairement que le moment de la résul tante d 'un système 
quelconque de forces parallèles, par rappor t à un plan quel-
conque |»arallèle à leur direction, est égal à la somme des mo-
ments des diverses com|>osantcs, par rappor t à ce plan. II 
suffit pour cela d 'obse rve rque l'on trouve la résul tante d 'un pa-
reil sys tème de forces en effectuant successivement, et un nom-
bre convenable de fois, la composition de deux forces para l -
lèles de même sens ou de sens contraires (§ 137), e t d'appli-
quer le t héo rème des moments, établi p récédemment , à 
chacune de ces composit ions successives. 

Pour donner aux moments de diverses forces parallèles de 
même sens ou de sens contra i res , par r appor t à un plan P pa-
rallèle à leur direction, les signes qu'on doit leur a t t r ibuer d 'a-
près les convent ions établies, on peut opére r de la manière 
suivante. On considérera la distance de la direction d 'une force 
au plan P, auquel cette force est ¡»arallèle. comme étant posi-
tive ou négative, suivant que cette direction est d'un côté ou 
de l 'autre du plan ; on considérera en outre la force elle-même 
comme étant |>ositive ou négative, suivant qu'elle agit dans un 
sens ou dans le sens opposé ; le produit de la force par la dis-
tance de sa direction au plan P se t rouvera pa r là affecté du 
signe -f- ou du signe —, suivant les cas, et il est aisé de s'assu-
rer que son signe sera tou jours celui qu'il doit avoir d ' après 
les conventions établies précédemment . 

§ 1 3 9 . I t é d n c l i o n « l 'un * j » l r i n p q u e l c o n q u e d e f o r c e * 

à deuv force«. — Un système quelconque de forces, ap-
pliquées à un solide invariable, peut tou jour s être remplacé 
pa r deux forces seulement, dont une agit sur un point choisi 
à volonté. 



P o u r démontrer ce théorème, prenons à volonté, dans le so-
lide. t rois points A, B. C. non situés en ligne droi te , fig. 78. 
Une force quelconque F , appl iquée au solide, et non dirigée 
dans le plan ABC. [»eut tou jour s être décomposée en trois 
aut res dirigées suivant les lignes MA, MB. MC, qui jo ignent 

les points A. B. C. à un point pr is sur la direction 
il e la force F, en dehors du plan ABC 99 et 
45); et l 'on peut supposer que ces t rois compo-
santes soient appl iquées aux points A, B, C. eux-
mêmes. Si la force F étai t dirigée dans le plan 
ABC. on ne pour ra i t pas t rouver sur sa direc-
tion un [»oint M situé en dehors de ce plan ; 

il est aisé de voir que, d a n s ce cas part iculier , on pour ra i t 
toujours regarder la force F comme la résul tante de trois forces 
appl iquées aux points A, B. C : on pourra i t , p a r exemple, 
jo indre un point M de sa direction aux deux points A et B, 
la décomposer en deux forces agissant suivant MA et MB, et 
considérer ces deux composantes appliquées aux points A, B. 
et une force nulle appliquée au point C, comme é tan t les t rois 
composantes de celle force F appliquées aux points A, B. C. Si 
l'on fait pour toutes les forces données ce qui vient d ' ê t re in-
diqué pour la force F. chacune d'elles fourn i ra trois compo-
santes appliquées aux points A. B. C : le sys tème des forces 
données sera donc remplacé p a r un au t re sys tème de forces 
dont chacune agira sur un des points A. B, C. Toutes les forces 
appl iquées au point A peuvent être composées en une seule: 
et il en est de même de celles qui sont appl iquées au point B. 
et aussi de celles qui agissent sur le point C : on n 'aura donc 
plus que trois forces appliquées respect ivement aux points A. 
B. C, au lieu du système quelconque de forces qu'on avai t pri-
mit ivement . Reste maintenant à faire voir que ces trois forces 
pour ron t toujours se réduire à deux. 

Soient Q. Q', 0" , fig. 79, les trois forces auxquel les on vient 
de parvenir . Faisons passer un plan par le point A et par la di-
rection de la force Q'; puis un aut re plan par le même point A 
et p a r la direction de la force Q" : ces deux plans se couperont 
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suivant une ligne GH passant par le point A. Supposons que la 
ligne GI1 rencont re une au moins des direct ions des deux forces 
( / , Q", celle de Q' p a r exemple , et soit IV le point de r encon t re : 
l 'autre force Q" pour ra tou jour s se décomposer en deux forces 
agissant suivaut les Ugnes CA. CB' menées du point C aux deux 
points A, B'. et ces deux 
forces pour ron t ê t re app l i -
quées aux points A. B' eux-
mêmes ; la force <J se com-
posera a lors avec celle de ces 
deux forces qui a g i r a sur le 
point A. et la force 0 avec 
celle qui ag i ra sur le point 
B : on n ' aura donc plus en 
tout que deux forces , appl i - c 

quées , l 'une au |K>int A. l 'au-
tre au point B . Si aucune 
des di rect ions des deux for-
ces 0'» Q' rencontra i t la l igne Ci l . il suffirait de décompo-
ser préa lablement la force 0 eu deux au t res Q' , , Q',. dont 
l 'une 0 ' , agit su r le point A. et l 'autre U , agit sur un au t re 
|»oint quelconque de la ligne OU. |>our que toute difficulté 
d isparut : c a r a lors on |M»urrait raisonner sur la résul tante 
îles forces 0 . 0 ' , . appl iquées au point A. et sur les deux 
forces 0 ' , . 0 " . comme on vient de le faire sur les trois force-

0 . Q'. 0" . 

Il est donc établi par là qu ' un sys tème quelconque de force-
appl iquées à un solide invar iable peut tou jours être remplacé 
par deux forces: et l'on ¡»eut observer que l 'une de ces deux 
forces agit su r un point A pris à volonté, puisque ce point est 
un des trois points A. B. C. que nous avions choisis a rb i t ra i re -
ment tout d ' abord en les assujet t issant à la seule condit ion de 
ne pas être tous trois sur une même ligne droi te . 11 est bien 
entendu que le point A, que nous pouvons p rendre à volonté 
comme point d 'application d 'une des deux forces auxquelles 
nous réduisons le sys tème des forces données , doit faire pa r -
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tie (lu solide auquel ces forces sont appl iquées; ou bien que, 

s'il ne fait p a s part ie de ce solide, on doit supposer qu'il lui est 

lié d 'une manière invariable. 
Si les deux forces auxquel les on a rédui t le système des for -

ces données se t rouva ien t dir igées dans un m ê m e p lan , c'est-
à-dire si elles étaient concourantes ou parallèles, on pourra i t 
les composer en une seule, à moins cependant qu'elles ne 
fussent paral lèles, égales et de sens opposés : dans ce cas, et 
sauf l 'exception qui vient d 'ê t re indiquée, le système des for-
ces données aura i t une résul tante unique. 

§ 1 6 0 . T h é o r i e î l e» m o m e n t * , p o u r u n s y s t è m e q u e l c o n q u e 

«le f o r c e s a p p l i q u é e s à u n s o l i d e i n v a r i a b l e . — Nous aVOUS 

dit (§ 101) (pie le moment d 'une force F , fig. 80, par rap-
port à un point 0 , c 'est le produi t de la 

• force par la distance OP du point 0 à sa 
direction. Imaginons que nous menions 
par le point 0 une l igne ON perpendicu-
laire au plan qui passe pa r ce point et par 

p la force F ; que nous donnions à cette 

o ligne une longueur telle que sa valeur 
numér ique , rappor tée à une certaine unité 

prise a rb i t ra i rement , soit la même que celle du moment de la 
force F par rappor t au point 0 ; enfin, que nous por t ions celte 
ligne dans un sens tel que , si l'on se place en 0 et qu 'on re-
garde d a n s la direction ON, on voie le mouvement de rotation 
(pie la force F tend à donner à la ligne OP au tour du point 0 
se dir iger dans un sens dé te rminé , pa r exemple dans le sens 
dans lequel on voit t o u r n e r les aiguilles d 'une horloge : cette 
ligne ON, qui représente à la fois la direction du plan mené 
par le point 0 et la force F , le moment de cette force F par 
r appor t au point 0 et le sens de la rotation que la force tend à 
produire au tou r de ce poin t , se nomme l 'axe du moment de 
la force F pa r r appor t au point 0 . 

Le moment d 'une force pa r rappor t à une droite (S 103) n'est 
au t re chose que le moment de la projection de cette force sur 
un plan perpendiculaire à la droite, pa r rappor t au point où ce 
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plan perpendiculaire est percé pa r la droite : ce moment peut 
donc ê t re représenté pa r un axe , tout aussi bien que celui 
d 'une force par rappor t à un point . Dans ce cas, Taxe du mo-
ment est dir igé suivant la d ro i t e même à laquelle le moment 
se rappor te . 

Soient F, fig. 81. une force appl iquée à un point A, et MN une 
droi te dirigée d 'une manière quelconque relat ivement à celle 
force. P r e n o n s le moment de la « 

force F par rappor t à un ¡»oint 
quelconque 0 de la droite MN : 
ce moment sera numér ique-
ment égal au double de la sur-
face du t r iangle OAB, obtenu en 
jo ignant le point 0 aux extrémi-
tés de la ligne AB qui représente 
la force F . Si nou« considérons la projection F de la force F sur 
un plan perpendiculaire à MN mené par le point 0 \ le moment 
de cette force F ' par rappor t au point 0 ' , c 'est-à-dire le moment 
de la force F pa r r a p p o r t à la droite MN, sera aussi numér ique-
ment égal au double de la surface du tr iangle O'A'B'. Mais ce 
dernier tr iangle est la projection du triangle OAB su r le plan 
perpendiculaire à MN mené par 0 ' : donc, le moment de la 
force F pa r rappor t à la dro i te MN s 'obtient en multipliant le 
moment de celle force pnr rappor t au {»oint 0 jwr le cosinus 
de l 'angle q u e la perpendiculaire au plan AOB fait avec la 
ligne MN perpendiculaire au plan A'O'B'. On en conclut évi-
demment q u e l 'axe du moment de la force F pa r rappor t à la 
droi te MN. a la même g randeur et le même sens que la pro-
jection de l 'axe du mouvement de F relatif au point 0 sur la 
droite MN. 

Si par un point 0 on mène plusieurs droites, el qu 'on veuille 
t rouver les moments d 'une même force F pa r rappor t à ces 
droites, il suffira de p rendre l 'axe du moment de la force F pa r 
rappor t au point 0 , et de le projeter sur les diverses droites 
dont il s 'agit : les projections ainsi obtenues seront les axes des 
moments cherchés . On voit par là que, de tous les moments 
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de la force F par r appor t aux différentes droites qu 'on peut 
mener p a r un même point 0 . c'est celui qui se rappor te à la 
perpendiculaire au plan conduit par ce point et par la direc-
tion de la force F qui est le plus g rand . 

§ 161. Un sys tème quelconque de forces F, F , F" ap-
pliquées à un solide invariable étant donné, on peut toujours 
le remplacer p a r deux forces H„ 11,, dont l 'une K, agisse sur 
un point A p r i s à volonté (§ 159), Si, ap rès avoir dé terminé ces 
deux dern iè res forces, on prend le moment de la force R , par 
rappor t au po in t A. on a ce qu'on nomme le moment résultant 
du système de forces donné par r a p p o r t a ce point A. 

Concevons que nous menions une droite quelconque D pu-
le point A; et que . ap rès chacune des modifications que nous 
faisons sub i r successivement au système des forces F , F . 
p" pour le rédui re en définitive aux deux forces R „ R,. 
nous fassions la somme des moments des forces auxquel les il 
a été r a m e n é |>ar rappor t à cette droite 1). Cette somme de 
moments devra tou jours avoir la valeur qu'elle avait primitive-
ment . c 'est-à-dire avant qu'on ait commencé à modifier le 
système des forces données. En effet, quand on t ranspor te 
une force d ' u n point à un au t re de sa direct ion, on ne change 
évidemment pas le moment de cette force pa r r appor t à la 
droite 1) : quand on compose en une seule plusieurs forces 
appl iquées à un même point suivant des directions quelcon-
ques, on obt ient ainsi une force unique dont le moment par 
rappor t à la droi te D est égal à la somme des moments de ses 
composantes pa r rapport à la même droite (§ 103); et de 
même, q u a n d on décompose une force en plusieurs autres, 
suivant des directions quelconques passant pa r son point 
d 'applicat ion, on trouve un système de forces dont les divers 
moments , p a r r appor t à la droite D. ont une somme égale au 
moment de la force unique à laquelle on les substitue : or ces 
opéra t ions sont les seules qu'on ait à faire successivement, pour 
réduire le sys tème des forces données F, F ' , F ' , . . . aux deux 
forces H,. R , (§ 159). On conclut de là que la somme des mo-
ments des forces F. F . F" par rapport à la droite D. est 
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égale à la somme des moments des deux forces R,, R1. par 
r appor t à celte droite, c 'est-à-dire égale au mouvement de la 
force R, seule, puisque la force R, agit sur un point A appar te -
nant à la droi te D. 

En nous repor tan t au t h é o r è m e démont ré dans le pa ragra -
phe précédent (§ 160), et à la définition que nous avons donnée 
du moment résultant d 'un système quelconque de forces par 
rappor t à un point , nous ver rons que le résultat auquel nous 
venons de parvenir peut ê t re énoncé de la manière suivante. 
Si l'on prend les moments des diverses forces données F , F , 
F*,.. . par rappor t au point A. ainsi que le moment résultant 
du système de ces forces |>ar r appor t au même point A, la 
somme des project ions des axes des moments des forces F. F . 
F" » sur une droi te quelconque I) menée pa r le point A, 
est égale à la project ion de l 'axe du moment résultant sur cette 
même droi te . 

Cette proposit ion nous conduit immédiatement à une autre 
dont voici l 'énoncé : Si nous prenons les axes des moments des 
forces données F, F . F , par r appor t au ¡»oint A. et que 
nous composions ces axes en t re eux comme s'ils représen-
taient des forces agissant sur un même point matériel (§ 99), 
l 'axe résultant fourni par cette composition sera précisément 
l 'axe du moment résul tant du sys tème des forces F, F , F", . . . 
par rappor t au point A. En effet, cet axe résultant est la seule 
ligne par tan t du point A, dont la projection sur une droite D, 
menée par ce point, soit égale à la somme des projections des 
axes des moments de forces F. F , F sur la même droite, 
quelle que soit la direction que l'on donne à celte ligne D sur 
laquelle on proje t te ces axes. On voit par là que les moments 
de diverses forces, pa r rappor t à un point, se composent entre 
eux en appl iquant tout s implement les règles du parallélo-
gramme. du paral lél ipipède, ou du polygone des forces, aux 
axes qui représentent ces moments , quant à leur grandeur , 
leur direction et leur sens. 

Dans tout ce que nous venons de dire, on ne doit, bien en-
tendu, a t t r ibuer des signe? aux moments des forces, qu 'au-

«7 
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tan t que ces m o m e n t s se compten t dans le m ê m e plan ou 
d a n s des p lans |>arallêles ; on ne doit cons idérer que la va leur 
absolue des m o m e n t s d o n t les p l ans ont des direct ions diffé-
rentes . Les axes des m o m e n t s devron t donc ê t re t r a i t é s comme 
on le fait tou jours pou r les longueurs rect i l ignes , auxquel les 
on n 'a t t r ibue de s ignes q u e quand elles se comptent suivant des 
d i rec t ions dé te rminées . CHAPITRE II 

C E N T R E S DE G R A V I T É 

§ I G 2 . C e n t r e d e » f o r e e « p a r a l l è l e » . — I l e p o r t o n s - I i o u s & 

ce que nous a v o n s d i t (§ 157) re la t ivement à la composi t ion 
d 'un sys tème quelconque de forces paral lè les F , F . F , F" 
app l iquées à divers points A. B, C. D, d 'un solide invn 
rinble (Ug. 77, paye ¿17). Les posit ions des po in ts d 'appl icat ion 

Lp des résu l tan tes part iel les R,, II, e t p a r suile 
celle du point d 'appl ica t ion L «le la résu l t an te définit ive R. ne 
dé|>cndeiil en aucune man iè re de la direct ion des forces : la 
connaissance des points A. B. C, 1), auxque l s les compo-
santes F, F . F , F " sont appl iquées , et des rap|K>rts de 
g r a n d e u r «le ces forces, suffit pour dé te rminer les points L,. 

Un en conclut nécessairement que si l 'on changeai t 
la direction des forces données , en les laissant t ou jou r s pa-
rallèles à e l les-mêmes, et leur conservant leurs g r a n d e u r s res-
i s t i v e » . ainsi «pie l eurs points d 'appl icat ion A, B, C, I) 
le point d 'appl icat ion L de la résu l tan te ne change ra i t pas . 
Ce point L. p a r lequel passe cons tamment la direct ion de la 
résu l t an te d 'un sys tème «le forces paral lè les , de quelque ma-
nière qu 'on incline les composantes pa r r a p p o r t à leurs direc-
t ions pr imit ives , se n o m m e le centre des forces parallèles. 

Supposons que les divers po in ts A. B.C, D, . . . soient r a p p o r t é s 
«i un sys tème d 'axes coordonnés rec tangula i res . Soient x. y , 
les coordonnées du point A ; x , y , les c o o r d o n n é e s du point 
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dé|>endeiil en aucune man iè re de la direct ion des forces : la 
connaissance des points A. B. C, 1), auxque l s les compo-
santes F, F . F , F " sont appl iquées , et des rap|K>rts de 
g r a n d e u r «le ces forces, suffit pour dé te rminer les points L,. 

Un en conclut nécessairement que si l 'on changeai t 
la direction des forces données , en les laissant t ou jou r s pa-
rallèles à e l les-mêmes, et leur conservant leurs g r a n d e u r s res-
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le point d 'appl icat ion L de la résu l tan te ne change ra i t pas . 
Ce point L. p a r lequel passe cons tamment la direct ion de la 
résu l t an te d 'un sys tème «le forces paral lè les , de quelque ma-
nière qu 'on incline les composantes pa r r a p p o r t à leurs direc-
t ions pr imit ives , se n o m m e le centre des forces parallèles. 

Supposons que les divers po in ts A. B.C, D, . . . soient r a p p o r t é s 
à un sys tème d 'axes coordonnés rec tangula i res . Soient x. y , 
les coordonnées «lu point A ; x , y , les c o o r d o n n é e s du point 
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B e l enfin x , , y t . celles du point L. Si nous donnons 
aux diverses forces F. F . F des directions paral lè les à une 

droite quelconque tracée dans le plan des yx, et que nous ex-
primions ensui te que le moment de la résul tante R par rapport 
à ce plan est éga l à la somme des moments de ses composantes 
pa r r appor t a u même plan (§ 158), nous t rouverons la relation 

Rx, = F x - f F 'x ' -J- F 'x * + . . . = ï F x 

En ramenan t successivement les forces F. F . F ' , . . . à être para l -

lèles à une dro i te t racée dans le plan des x ; , puis à une droite 

t racée dans le plan des xy. et appl iquant le même théorème 

des momen t s , dans chacun de ces deux cas, on t rouvera éga-

lement 

Ry, = Fy 4 - F V + F Y + • • • = 2 F y » 
R . , = F i + F V + F y + . . . = i F s . 

Si l'on observe maintenant que l'on a 

R = F + F ' - t - r - } - . . . = SF , 

on en conclura les formules suivantes, pour dé terminer les 

coordonnées x „ y, . Ï,- du centre des forces paral lèles : 

ïVx _ 2 F y _ ï F 2 
s . = i r ï F " 

ij 163. C e n t r e de j ; r a * l t é d ' u n s o l i d e I n T a r i a b l e . — Consi-
dérons un co rps placé à la surface de la terre , et ayant des 
dimensions t rès petites re lat ivement à celles du globe terres-
tre. Nous pour rons regarder les actions de la pesanteur sur 
les d iverses molécules dont il est fo rmé comme étant parallèles 
entre elles et proportionnelles aux masses de ces molécules. 
Dès lors, si nous admettons que ce corps puisse ê t re traité 
comme un solide invariable, il y a u r a lieu d 'appl iquer ce que 
nous venons de dire relativement a u centre des forces parallèles-
Nous ne pouvons pas. il est vrai , changer à volonté la direction 
de la pesanteur , comme nous avons supposé qu'on le fit pour 
a r r iver à la notion du centre des forces paral lè les ; mais nous 

pouvons faire quelque chose d 'équivalent , en changeant la po-
sition du corps , en le t o u r n a n t successivement de différentes 
manières. Dans ce cas, où les forces |>arnllèles appliquées au 
solide invariable sont les actions de la pesanteur sur les diver-
ses molécules qui le composent , le centre des forces parallèles 
prend le nom de centre de gravité. 

Désignons pa r p le poids d 'une molécule quelconque du solide, 
pa r x, y, s, les coordonnées de cette molécule ; |>ar x, . y, , z,, 
les coordonnées du centre de gravi té , et |>ar P le poids total du 
solide. Nous aurons pour dé terminer x , , y, , i , , les relations 

J i — y » — - p - > - i — p -

Mais, si nous représentons par m la masse de la molécule dont 
le poids est p. et pa r M la masse totale du corps , nous pour-
rons remplacer p p a r m g ; et P par M g ; en supprimant a lors 
le facteur g commun aux deux te rmes de chacune des fractions 
précédentes, nous a r r ivons aux formules 

X/jix 2/ny Imz 
y , = = " i r ' " y - 1 

qui sont celles dont on se ser t habi tuel lement pour déterminer 
les coordonnées du cent re de gravi té . 

Nous observerons que ces dernières formules ne renferment 
plus de t races de I action de la pesanteur , que nous avions 
considérée pour a r r ive r à la notion du centre de gravi té . La 
restriction que nous avions faite tout d ' abord , en admet tan t 
que les dimensions du corps étaient t rès petites pa r rappor t à * 
celles de la ter re , peut d o n c être mise de côté : les formules 
que nous venons d 'obtenir |>euvent ê t re considérées comme 
définissant la position du centre de gravi té d 'un solide inva-
riable, quelles que soient les dimensions de ce solide. 

s 161 . l i é t e r m i n a t i o n d u r e n t r e d e ffraiité « | ' a H » o l i d e I n T a -

r i a b l e . — Il a r r ive quelquefois qu 'on a à déterminer le centre 
de gravi té d 'un solide fo rmé par la réunion de plusieurs au t res 
solides dont les centres de gravi té sont connus. Pour y a r r i -



(') On attr ibue souvent le nom de densité Ji la quant i té que nous représen-
tons ici par p, et qui n'est autre chose q u e la masse de l 'uni té de volume du 
corps, dans le cas où ce corps est homogène . On donne d 'ai l leurs le nom do 
poids spécifique au poids de l 'unité de vo lume d'un corps supposé également 
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ver. on imaginera que les divers centres de gravi té des soli-
des part iels soient les points d 'appl ica t ion de forces para l -
lèles entre elles et proport ionnels aux masses de ces solides 
par t ie l s ; le centre de ce système de forces paral lèles sera le 
centre de gravi té du solide total. 11 suffi t de se repor te r à la 
définition du cent re de gravité p o u r se rendre compte de cette 
manière d 'opérer . 

Pour t rouver le cent re de grav i té d 'un solide invariable con-
stitué comme les c o r p s naturels , c 'es t -à-dire consistant en un 
assemblage d'un t rès g rand nombre de molécules placées à dis-
tance les unes des au t res , on conçoit que la mat iè re qui compose 
ce solide soit répandue dans la total i té de l 'espace représenté 
par son volume apparen t ; on s u p p o s e que la mat ière de chaque 
molécule se t rouve étalée dans l ' espace que cette molécule oc-
cupe réel lement et dans une pa r t i e de celui qui existe entre elle 
et les molécules voisines : de sorte qu ' aucune portion de l 'espace 
contenu à l ' intérieur de la surface a p p a r e n t e du solide ne soit 
vide de matière . Dès lors, si l 'on décompose le volume apparen t 
du co rps en une infinité d ' é léments , chacun de ces é léments sera 
complètement rempli de matière ; e t , dans la recherche des coor-
données du centre de gravi té du solide, on peut subst i tuer 
ces é léments matériels aux molécules dont le solide est fo rmé . 
Prenons pour élément de volume de paral lé l ipipède rectangle 
qui a pour arêtes les différentielles dx, dy. dz des coordonnées 
x, y, ; d 'un point quelconque du solide, et représentons par 
pdxdydz la masse de l 'é lément maté r ie l co r respondan t ; p sera 
la masse qu 'aura i t l 'unité de v o l u m e du corps , si tous les élé-
ments matériels , de volume égal à dxdydz, dont cette unité de 
volume se compose, avaient la m ê m e masse que celui que nous 
considérons en par t icu l ie r : nous dés ignerons celte quanti té p 
sous le nom de masse spécifique d u solide au point dont les 
coordonnées sont x, y, z (* i. Pa r la subst i tut ion des éléments 

matériels aux molécules dont le corps est formé, chacune des 

sommes 
2 inx, 2my, 2mz, 

qui en t re dans les expressions des coordonnées xr yt, zx du 
cent re de gravi té , sera remplacée par une intégrale triple dont 
les l imites seront fournies pa r la forme de la surface du corps, 
et l'on a u r a 

f f f f x d x d y d z f f f t y d x d y d z JJjjzdxdyd 
x \ — — j V t = : L : L - g n = M 

La masse totale M du corps a d 'ai l leurs pour valeur 

H ^ f f f i i l x d y d z , 

les l imites de cette dernière intégrale triple étant les mêmes 
que celles des intégrales qui en t ren t dans les valeurs de xryt, 
La masse spécifique p varie en généra l d 'un point à un au t re du 
solide ; il faut que cette quanti té soit connue en fonction des 
coordonnées x, y. z, du point auquel eUe se rappor te , pour 
qu'on puisse effectuer le calcul des valeurs de xt, yt. x,. 

§ 165. Dans le cas part iculier où p est constant , c'est-à-dire 
où le solide est homogène, les expressions qui déterminent 
Xv yv tt; se simplifient. Si l'on représente par V le volume 
total du corps , on a d 'abord 

M = p / * f f dxdydz=pV, 

et pa r suite, 

f f f x d x d y d z f f f y d x d y d z f f f z d x , l y d z 
.r, = » ¡ / . = - y ' = V 

homogène. Il nous parait plus convenable de réserver te mot densité pour 
désigner une qualité des corps dont la représentation numérique soit indé-
pendante du choix arbitraire de l'unité de masse et de l'unité de poids; et 
d appeler densité d'un corps supposé homogène, le rapport du poids de ce 
corps au poids d'un égal volume d'eau. Et alors, de même que le poids de 
l'unité de volume de ce corps se nomme son foids spécifique, on peut attri-
buer à la masse de l'unité de volume du corps le nom de ma<se spécifique. 
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Dans ce cas. la position du centre de gravi té du solide ne dépend 
absolument que de la forme de la surface qui le te rmine de 
toutes par ts : la déterminat ion de ce centre de gravi té n'est 
plus qu'une question de géométr ie . 

11 existe certaines règles au moyen desquelles on peut sou-
vent simplifier beaucoup la recherche du centre de gravité 
d 'un solide homogène ; nous allons les faire connaî t re . 

1° Toutes les fois que la surface du corps est symétr ique par 
rappor t à un plan, le centre de gravité est situé sur ce plan de . 
symétr ie . — Pour démont re r celte règle, imaginons que nous 
tracions sur le p lan de symétr ie P un système de droites paral-
lèles infiniment voisines les unes des aut res , puis un autre sys-
tème de droites paral lè les , infiniment voisines, dirigées à angle 
droit par rappor t aux premières ; concevons en outre que nous 
fassions passer pa r toutes ces droites des plans perpendiculaires 
au plan de symétr ie P : le solide se t rouvera divisé par là en une 
infinité de pr ismes droi ts situés de p a r i et d 'aut re du plan P . et 
ayant pour bases des rectangles infiniment petits placés sur ce 
plan. Imaginons enfin que nous coupions tous ceux de ces pris-
mes qui sont d 'un côté du plan P, par une série de plans paral-
lèles à ce plan el infiniment rapprochés les uns des au t res ; puis 
ipie nous en fassions au tant pour les pr ismes situés de l 'autre 
côté, en menant une au t r e série de plans symétr iques des pré-
cédents par rappor t au plan P. En opéran t ainsi, nous aurons 
décomposé le solide en éléments qui sont tous symétriques, 
deux à deux, pa r rappor t au plan P. Cela étant fait, si nous 
considérons deux éléments symétriques l 'un de l ' aut re , ils au-
ront même volume, et pa r suite même poids, en admet tan t que 
le solide soit soumis à l 'action de la pesan teur ; la résul tante de 
ces deux poids égaux a u r a donc son point d'application AU mi-
lieu de la droite qui joint les deux éléments, c 'est-à-dire en un 
point du plan de symétr ie P ; en composant ainsi, deux à deux, 
les poids des éléments symétr iques dans lesquels le solide total 
a été décomposé, on t rouvera une série de résul tantes partielles 
ayant toutes leurs points d'application sur le point P ; et par 
conséquent le point d'application de la résul tante de toutes ces 

résultantes partielles, c 'est-à-dire le centre de gravi té du so-

lide, sera également situé sur ce plan P. 
2° Toutes les fois que la surface du corps a un plan diamé-

tral , le centre de gravi té se t rouve sur ce plan diamétra l . — 
Un plan diamétral d 'une surface est un plan qui passe par les 
milieux de toutes les cordes de la surface qui sont parallèles à 
une direction donnée . 11 ne diffère du plan de symétr ie qu'en 
ce q u e les cordes, qu'il divise en deux parties égales, lui sont 
obliques au lieu de lui ê t re per|>endiculaires. Il est aisé de voir 
dès lors que la démonstrat ion de cette seconde règle se fera 
exactement de même que celle de la première . Il n 'y aura qu ' à 
remplacer les pr ismes droits , dans lesquels le solide avait été 
divisé d ' abord , par des pr ismes obliques ayant leurs arêtes pa-
rallèles aux cordes que le plan diamétral coupe en deux par t ies 
égales ; en {»artageant ensuite ces pr ismes obliques en élé-
ments , au moyen d 'une série de plans parallèles au plan dia-
mét ra l et symétr iques deux à deux pa r rappor t à ce plan, on 
parv iendra de même à décomposer le solide en éléments qui . 
deux à deux, au ron t même volume et en conséquence même 
poids, et seront s i tués aux ext rémités d 'une droi te ayant son 
milieu sur le plan d iamét ra l . 

3° Toutes les fois que la surface du corps a un axe de symé-
trie, le centre de gravi té se t rouve sur cet axe. — Un axe de 
symétrie d 'une surface est une droi te telle que tous les points 
de la surface sont placés, deux à deux, symétr iquement , par 
rappor t à cette droi te . Imaginons qu 'on mène pa r l 'axe de symé-
trie A, et tout au tou r de lui, une infinité de plans comprenant 
en t re eux des angles dièdres infiniment petits, chacun de ces 
plans s 'é tendant de part et d ' au t re de l 'axe A : puis, qu 'on mène 
une infinité de plans perpendiculaires à cet axe A. et infiniment 
rapprochés les uns des aut res ; enfin qu 'on décrive au tour de 
la droite A, comme axe commun , une infinité de surfaces 
cylindriques de révolution infiniment voisines les unes des 
autres . Le corps se t rouvera ainsi décomposé en éléments, qui 
seront , deux à deux, de même poids et placés symétr iquement 
par rappor t à l 'axe A; la résul tante des poids de deux éléments 



266 LIVRE III . - DYNAMIQUE. DEUXIÈME PARTIE, 

svmé t r i ques l ' un de l ' au t r e a u r a donc son point d 'appl ica t ion 

s'ur cet axe . e t . p a r c o n s é q u e n t , il en se ra de même de la ré -

su l t an t e généra le «les po ids de tous les é l émen t s , c 'est-à-dire 

du cen t r e de g rav i t é du c o r p s . 
4° Toutes les fois q u e la su r face d u co rps a un cen t re de fi-

gu re . le cent re de g r a v i t é co ïnc ide avec ce cen t re de f i gu re . -
C o n c e v o n s q u ' a u t o u r du c e n t r e de figure C de la su r face , comme 
cent re c o m m u n , on décr ive u n e infinité de sur faces s p h é n q u e s 
inf iniment vois ines les u n e s des a u t r e s ; pu is , q u ' a p r è s avo i r di-
visé un h é m i s p h è r e a p p a r t e n a n t à l 'une de ces su r f ace s s p h e n -
ques en é léments in f in imen t pe t i t s , en y t r açan t p a r exemple 
une infinité de mér id iens e t de para l lè les , on p renne tous ces 
é l émen t s p o u r hases de cônes , a y a n t le po in t C p o u r sommet 
c o m m u n ; et qu 'enf in on cons idè re les deux n a p p e s opposées 
de chacun de ces cônes . Les sur faces de ces cônes et de ces 
s p h è r e s d é c o m p o s e n t le so l ide en é l émen t s , qui sont deux à 
deux de m ê m e poids e t p l acé s s y m é t r i q u e m e n t p a r r a p p o r t au 
poin t C. La r é su l t an t e des po ids de deux é l émen t s symé t r i ques 
a donc le po in t 11 p o u r p o i n t d ' app l i ca t ion , et pa r conséquen t , 
le cen t re de g rav i t é d u so l ide est en ce point C. 

Nous fe rons i n c e s s a m m e n t des app l i ca t ions de ces diverses 

règles . 
§ 166. C e n l r e d e ç r a v l t é « l ' une s u r f a c e . — Supposons qu 'un 

solide s ' é tende su ivan t u n p lan ou su ivan t une su r face courbe 

d ' une fo rme que lconque , e t qu'i l ne p résen te pa r tou t qu 'une 

épa i s seur e x t r ê m e m e n t pe t i t e , d a n s le sens de la no rma le au 

plan ou à la su r f ace ; on p o u r r a fa i re abs t rac t ion de cet te épais-

seu r , et concevoi r «pie t o u t e la ma t i è r e , dont le solide est 

f o rmé , se t rouve s i tuée s u r la su r face plane ou c o u r b e don t il 

s 'agi t . C'est a insi qu 'on e s t condui t à cons idérer une surface 

c o m m e é tan t matér ie l le , e t pa r conséquen t , c o m m e ayan t un 

cent re de g rav i t é . 

Si la mat iè re était r é p a r t i e d ' une man iè r e que lconque sur 

toute l ' é tendue de la s u r f a c e , il f a u d r a i t que l 'on connû t la loi 

de cette r épa r t i t ion , p o u r q u ' o n p û t t r o u v e r la posi t ion de son 

centre de g rav i té . Mais o n suppose hab i tue l l ement que la sur-

face est h o m o g è n e , c 'est-à-dire que tous les é l émen t s de même 
é tendue , d a n s lesquels on peut la décompose r , cont iennent 
la même m a s s e de m a t i è r e ; la posi t ion du cen t re de g r av i t é ne 
dépend plus a lo r s q u e de la f o rme de la su r face , et sa dé te r -
minat ion r e n t r e dans ce que nous avons di t (§ 105) relat ive-
ment a u x solules homogènes . 

S'il s 'agi t en pa r t i cu l i e r d ' une su r face plane l imitée à un con-
tou r d o n n é , il est c la i r que le c en t r e de g rav i t é de cet te s u r -
face s e r a d a n s son plan ; en so r t e que ce point se ra entière-
ment connu, dès qu 'on a u r a ses deux coordonn« ;es r appo r t ée s 
à des axes t racés d a n s ce p lan . Soit B l 'a ire de la su r f ace ; on au ra 

A = f f d x d y , 

l ' in tégra le s ' é t e n d a n t à tous les é léments si tués à l ' i n té r i eur «lu 
c o n t o u r d o n n é . Si l 'on obse rve que , en raison de l ' homogéné i té 
de la su r face , les masses des d i v e r s é l émen t s «pii la composent 
sont p ropor t ionne l l e s à l eu r s a i res , on a u r a , p o u r dé t e rmine r 
les coo rdonnées xt, y , de son cen t r e de g r av i t é , les formules 

I _ f f x d x d v 

f f y d x d y 

d a n s lesquelles les in tégra les s 'é tendent aux mêmes limites que 
celle qui fou rn i t la va leu r de A. On p o u r r a d 'a i l leurs , quand 
l 'occasion s 'en p r é sen t e r a , p rof i le r des règles qui o n t été é ta -
bl ies (§ 163) p o u r s impl i f ier la r eche rche du cen t re de gravi té 
d ' un sol ide h o m o g è n e dans cer ta ins cas : on reconnaî t , en effet, 
s ans di f f icul té , q u e ces règ les sont appl icables à la dé te rmina-
tion du cen t r e de g r av i t é d 'une su r face p lane h o m o g è n e . 

Lors<pie la su r face don l on veut t r ouve r le cent re de grav i té , 
et que l 'on suppose h o m o g è n e , n ' a pas tous ses poin ts s i tués 
«lans un même plan , on r appor t e son cent re de g r av i t é à t ro i s 
a x e s ; et , si l 'on dés igne encore pa r A l 'aire totale de celle 
sur face , a i r e qui a p o u r va leur 
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on a pour déterminer les coordonnées xv y „ s,, du cent re de 

gravi té 

y ,= • r ' 

— ' X 

Les quanti tés — , qui entrent dans ces formules, sont les 

dérivées part iel les de ; pa r rappor t à x et à y , déduites de 
l 'équation de la surface; et les intégrales doubles s 'é tendent à 
toute la par t ie du plan des yx, sur laquelle la surface se pro-
jette. Nous devons remarquer ici que, pour t rouver le centre de 
gravité d 'une surface homogène, dont tous les points ne sont 
pas situés dans un même plan, on ne peu t faire usage que de 
trois des quatre règles qui ont été données pour simplifier, dans 
certains cas, la recherche du centre de gravité d 'un solide ho-
mogène (§ 105); la seconde, celle qui se rappor te à un plan dia-
métra l . doit être mise de côté : il est aisé de voir, en effet, que, 
si une surface a un plan diamétral , si l 'on prend les deux clé-
ments suivant lesquels elle est coupée par un pr isme ayant 
pour base un rectangle infiniment petit, tracé sur le plan dia-
métral , et pour arêtes, des parallèles aux cordes que ce plan 
divise en deux parties égales, il a r r ive ra généra lement que ces 
deux é léments de surface n 'auront pas des aires égales, et , par 
conséquent, n 'auront pas même masse. 

§ 1G7. C e n t r e d e e r « T i t é d ' u n e l i g n e . — Des c o n s i d é r a t i o n s 

analogues à celles que nous avons indiquées dans le para-

g raphe précédent ont conduit à r egarder une l igne, droite ou 
courbe, comme étant matérielle, e t . par suite, comme avant un 
centre de gravité . On suppose ordinai rement que la ligne est 
homogène, c'est-à-dire que les divers é léments de même lon-
gueur , dans lesquels on peut la décomposer , renferment la 
même masse de mat ière . Dans ce cas, les règles qui ont été don-
nées (g 165) relat ivement à la dé terminat ion du centre de g ra -
vité d ' u n solide homogène , peuvent être employées, à l'excej»-
tion de la seconde, sur laquelle nous pourr ions faire une 
observat ion ent ièrement analogue à celle que nous avons déjà 
faite à l 'occasion du cent re de gravi té d 'une surface dont tous 
les points ne sont pas situés dans un même plan(§ 166). 

Si la ligne dont on veut t rouver le cent re de gravi té est rap-
|»ortée à t rois axes rec tangula i res , et si l 'on désigne par S la 
longueur totale de cette ligne, on aura 

du d: 
îtx C l dx é l a n l dér ivées de y et de z, par rappor t à x, dé-

duites des équat ions de la ligne dont il s 'agit , et l ' intégrale s'é-

tendant à toutes les par t ies de la projection de cette ligne sur 

l 'axe des x. Les masses des divers éléments de la ligne, suppo-

sée homogène , é tant proport ionnel les à leurs longueurs, on 

t rouvera les coordonnées y , , z, de son centre de gravi té au 

moyen des formules 

• s 1 

¡'¡fi+W+W7* 



d a n s lesquelles les l imites des i n t é g r a l e s sont les mêmes que 

d a n s la va leur de S. 
Si la l igne dont on s 'occupe est p l ane , il est c la i r que son 

cen t re de gravi té est s i tué d a n s son p l an . Dans ce cas, les coor-

données xv y „ du cen t r e de g r a v i t é , r a p p o r t é e s à deux axes rec-

tangu la i res t r acés d a n s le p l a n de la l i gne , sont dé t e rminées par 

les deux p r e m i è r e s des fo rmules p r é c é d e n t e s , en y supposan t 

— éga l à zéro. 
dx 

§ 1 0 8 . E x e m p l e s d i v e r s d e r e n t r e s d e g r u v i t é . — Ligne 

droite. — Le cen t re de g r a v i t é d ' une l igne droi te , de longueur 
donnée , est év idemmen t a u milieu d e sa longueur . 

Ligne brisée. — P o u r ob t en i r le c e n t r e de g rav i t é d 'une ligne 
br isée , don t les cô tés sont s i tués ou non dans u n m ê m e plan , 
il faut imag ine r qu 'on a p p l i q u e a u x mi l ieux de ses d ive r s côtés 
des forces para l lè les , d i r i g é e s d a n s le m ê m e sens et p ropor -
t ionnelles aux l o n g u e u r s d e ces c ô t é s : le cen t re de ces forces 
para l lè les , ob tenu , soit p a r la c o m p o s i t i o n successive des forces 
(§ 157), soit pa r les f o r m u l e s qui d é t e r m i n e n t ses coordonnées 
(§ 102), sera le c en t r e de g r a v i t é c h e r c h é . 

Contour d'un triangle. — C o n s i d é r o n s , en par t icu l ie r , le 
cas d ' u n e l i g n e br isée qui f o rme le con-

¡ \ t ou r d ' un t r i a n g l e ABC, fig. 82. Nous 
/ \ d e v o n s a p p l i q u e r aux poin ts A', B', C, 

\ . mi l ieux de BG, AC, AB, des forces pa-
H' - r"" 7 \ r a l l è les , de m ê m e sens , et proport ion-
/ \ ^ -,'D ^ nel les aux l o n g u e u r s de ces côtés . Com-

I \ / \ p o s o n s les d e u x forces app l iquées en 

( z- c A' e t B', et s o i t D le point d 'application 
r ' * 8 Î ' de l e u r r é s u l t a n t e ; n o u s n ' a u r o n s plus 

qu 'à composer la r é s u l t a n t e p a r t i e l l e a insi ob tenue avec la 
force appl iquée en C . p o u r avo i r l a r é su l t an te définit ive des 
trois forces app l iquées en A', B', C' : donc le cen t re de gravité 
du contour du t r iangle ABC se t r o u v e sur la ligne CD. Obser-
vons ma in tenan t que, d ' a p r è s la m a n i è r e dont le point D a été 
obtenu, on a la p r o p o r t i o n 

A^O AC 
BU ~ BC' 

pu i sque les forces app l iquées en A et B' sont p ropor t ionne l l e s 
aux côtés BC, AC ; mais la l igne A C', qui jo in t les milieux des 
côtés BC, BA, est égale à la moit ié de AC, et , de même , la 
l igne B 'C est éga le à la moit ié de BC, de sor te qu 'on a aussi 

A j ) _ V C ' # 

B'D B'C '' 

donc la l igne CD, qui cont ient le cen t re de g r av i t é du con tou r 
du t r i ang le ABC. divise l ' angle A'CB' , en deux par t ies éga les . 
On verra i t de m ê m e que ce cent re de g rav i t é se t r o u v e s u r la 
bissectr ice de l 'angle B'A'C, et aussi s u r celle de l 'angle A 'B 'C: 
on peut donc d i re q u e le cen t re de gravi té du con tou r d ' un 
t r iangle est le cent re du cercle inscrit d a n s un a u t r e t r i ang le , 
que l 'on ob t ien t en j o ignan t deux à deux les mil ieux des côtés 
d u p r e m i e r t r i ang le . 

Are de cercle. — Un a rc de cerc le é tan t s y m é t r i q u e p a r r a p -
po r t au r ayon qui passe p a r son milieu, son cen t re de g rav i t é 
se t r o u v e s u r ce r ayon . P o u r t r ouve r en quel point de ce r a y o n 
il est placé, r a p p o r t o n s l 'a rc de cercle à des axes c o o r d o n n é s 
r ec t angu la i r e s t r acés dans son plan cl passant pa r le cen t re du 
cerc le d o n t il fait par t ie , et p r e n o n s le rayon don t on vient de 
l>arler, p o u r axe des x. 

Si nous dés ignons pa r / la longueur de l 'a rc dont il s ' ag i t , par 
c sa co rde , pa r a la d is tance du cent re à cette corde , et p a r r 
le r ayon du cerc le , nous a u r o n s p o u r l 'abscisse x , du cent re de 
g rav i t é c h e r c h é 

^ / V ' + e s ^ / î è r 
L' in tégra le doit s ' é t endre a u x pro jec t ions de tous les é l émen t s 
de l 'arc , s i tués soit au-dessus , soit au -dessous de l 'axe des x ; 
nous p o u v o n s ne l ' é t endre qu 'aux pro jec t ions de la moi t ié de 



eel a r c qui est située au-dessus de l 'axe des x, pourvu que nous 
doublions le résultat , nous aurons donc 

» 

2r A xdx 2 r : 2 r 
x, = T I = T V r ' - g ' = T -

§ 169. Parallélogramme. — Un paral lé logramme a un centre 
de figure, qui est le point de rencontre de ses d iagonales : donc 
son centre de gravi té est en ce point. 

Triangle. — Le centre de gravi té de la surface d'un triangle 
ABC. fig. 83. est situé sur la ligne AD qui joint le sommet A au 

milieu D du côté BC. En 
effet, si l 'on mène par cette 
ligne un plan perpendicu-
laire au plan du tr iangle, on 
a un plan diamétra l corres-
pondant aux cordes paral -
lèles à BC; ce plan contient 

donc le centre de gravité, et , par conséquent , son intersection 
AD avec le plan du triangle le contient également. On verrait 
de même que le centre de gravi té du triangle se trouve sur la 
ligne BE qui joint le sommet B au milieu E du côté opposé AC; 
donc il est situé au point G, où se coupent les deux lignes AD, 
BE. La ligne DE, qui joint les milieux des côtés AC, BC t est 
parallèle à AB : les deux triangles AGB, EGD sont donc sem-
blables ; et comme AB est double de DE, AG est également 
double de GD : donc le centre de gravité du tr iangle ABC est 
sur la ligne qui joint le sommet A au milieu de la base BC. et 
au t iers de cette ligne à par t i r de la base. 

On peut remarquer que le centre de gravité d 'un tr iangle est 
le même que celui de trois points matériels de cette masse, 
placés aux sommets de ce tr iangle, et supposés liés invariable-
ment entre eux. En effet, si nous considérons ces trois points 
matériels placés en A. B, C, fig. 83. comme soumis à l 'action de 
la pesanteur , les points des deux poids B. C se composeront en 
une force double de chacun d'eux et appliquée au point D. milieu 

de la droite BC; cette force se composera à son tour avec le 
poids du point A, et il en résul tera une force unique appl iquée 
en un point de la ligne AD tel que sa distance au point A soit 
double de sa distance au point D : c'est donc en G que sera 
appl iquée cette résul tante définitive, ce qui démont re la propo-
sition énoncée. Au lieu de t rois pointa matériels placés en 
A, B, C, on peut supposer qu' i l s 'agisse de trois corps de même 
masse et de formes quelconques, liés entre eux d 'une manière 
invariable, et ayan t leurs cent res de gravi té respectifs en ces 
po in t s ; le centre de gravi té de l 'ensemble de ces trois corps 
sera encore le même que celui du tr iangle ABC. 

Polygone. — Un polygone peu t ê t re décomposé en triangles, 
au moyen de diagonales , par tant pa r exemple d 'un même som-
met. Si l 'on regarde les cent res de gravi té de ces triangles 
comme les points d 'application d 'au tan t de forces parallèles 
dirigées dans le même sens et proport ionnel les aux surfaces 
de ces tr iangles, on n 'aura plus qu ' à chercher le centre de ces 
forces parallèles pour avoir le centre de gravi té du polygone. 

Trapèze. — Le cent re de gravi té «l'un trapèze A BCD. fig. 8 i , 
peut s 'obtenir en appl iquant ce qui vient d 'ê t re dit pou r un po-

A » » 
P i j . M . 

lygonequelconque. Si l'on mène la diagonale AD. on décompose 
le trapèze en deux t r iangles ADB. ACD ; le centre de gravi té G, 
du premier tr iangle est s i tué sur la ligne DE. menée du sommet 
D au milieu E de la base AB. et au tiers de cette ligne à par t i r 
du point E ; le cent re de gravi té G, du second tr iangle se trouve 
placé de la même manière, sur la ligne qui jo in t le point A au 
milieu F du côté CD : le point G, qui divise la ligne 0 , 0 , en 

18 
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deux par t ies GG„ GO r inversement proport ionnel les aux sur-
faces des t r iangles ADB, ACD, ou bien à leurs bases AB, CD, 
est le centre de gravi té du t r apèze . La déterminat ion de ce 
point peut être simplifiée, en r e m a r q u a n t que le plan mené pa r 
la ligne EF, perpendicula i rement au plan du t rapèze, est un 
plan diamétral correspondant a u x cordes paral lè les à AB ou à 
CD : le centre de gravi té C. du t rapèze se t rouve donc sur la 
ligne EF, et pa r conséquent il s e r a fourni pa r l ' intersection de 

cette ligne EF avec la ligne G,G,. 
Nous pouvons encore c h e r c h e r les dis tances x , x du point G 

aux deux bases AB, CD, du t r apèze , en appl iquant le théorème 
des moments (§ 158) au sys tème des forces paral lè les qui re-
présentent les poids des deux t r i ang le s ADB, ACD. et qui agis-
sent aux points G„ G,. Supposons que ces forces soient dirigées 
perpendicula i rement au plan du t r apèze , et prenons leurs mo-
ments successivement pa r r a p p o r t à chacun des deux plans 
qu 'on peut mener para l l è lement à leur direction pa r les côtés 
AB, Cl). Si nous désignons la h a u t e u r du t rapèze p a r h; si, de 
plus, nous remplaçons les f o r c e s appl iquées en G,, G,, et leur 
résul tante , par les lignes AB. CD. AB + CD, qui leur sont pro-
port ionnelles, nous aurons les deux équat ions 

( A B - f C D ) x = A B . H + CD. y , 

( A B + C D ) ® ' = A B . y + C D . ^ 

En les divisant membre à m e m b r e , on en déduit 

x _ A B + 9CI) 
x — 2AB + CI»' 

Ce résultat mont re que l 'on peut t rouver le centre de gravite 

du trapèze en prolongeant le cô té BA d 'une quant i té AH égale 

à CD, puis le côté CD d 'une q u a n t i t é DK égale à AB, et en pre-

nan t ensuite le point de r e n c o n t r e G de la ligne HK avec la 

ligne EF. En effet, les t r i ang les EGH, FGK. ainsi formés, sont 

semblables, el donnent 

Pif. $S. 

G E _ E H |AB -f- CD AB -f- 2CD 
<;F FK = AB-{-4CD ïAB-f-CD ' 

et comme les distances x , x ' de ce point G. aux côtés AB. CD. 
s o n t proport ionnelles aux lignes GE. GF. il s 'ensuit que ce 
point G est bien le centre de gravi té cherché, puisque nous sa-
vions déjà qu'il devait être s i tué sur la ligne EF. 

Quadrilatère. — Pour t rouver le centre de gravi té d 'un qua-
dr i la tè re quelconque. ABCD. fig. 85. on le décompose en deux 
t r iangles au moyen de la d ia-
gonale AC; on joint les points 
B. D. au milieu E de la dia-
gonale ; on prend les points 
G,. G, situés sur les lignes 
BE, DE, et au tiers de cha -
cune d'elles, à part i r du point 
E; et enfin on divise la ligne 
G,G, en deux parties GG,, 
GG t, inversement proport ionnelles aux surfaces des tr iangles 
ABC, A DC. Si l'on observe que le« surfaces de ces tr iangles 
sont en t re elles comme les distances des sommeLs B, D A la dia-
gonale AC. et. par conséquent , comme les lignes BH, DU ; et 
que, de plus, la ligne G tG, est paral lèle à BI), on verra qu'il 
suffit de p rendre I)K = BH. et de jo indre le point K au point E. 
pour diviser la ligne 0 , 0 , dans le rappor t voulu : en sor te que 
le point G, si tué à la rencontre de la ligne G,G, avec la ligne 
EK, est le centre de gravi té du quadr i la tère . 

Secteur et segment de cercle. — Pour dé terminer le centre 
de gravi té du secteur circulaire AOB, 
fig. 86, on peut concevoir que l 'arc AB 
soit pa r t agé en une infinité d 'é léments 
égaux, et que le secteur AOB soit dé- 0-
composé en secteurs infiniment petits 
correspondant à ces divers éléments r , t . 
d 'arcs . Chacun de ces secteurs élémen-
taires peut être regardé comme étant un t r iangle , et, en con • 

C ^ l f 
\ 

i l 

s . - : / 

«t. 
1 1 
1 1 
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séquence, son centre de gravi té se t rouve sur l a r e de cercle 
CD décrit du point 0 comme cen t r e avec un rayon OC égal 
aux « de OA; le centre de grav i té G du secteur AOB sera donc 
le po'int d 'application de la r é su l t an te d u n e infinité de forces 
paral lèles et égales agissant sur de s points régul iè rement dis-
t r ibués le long de l a r e CD. c 'es t -à-di re qu'il sera le même que 
le centre de gravi té de l 'arc CD. Si I o n désigne p a r r le rayon 
OA, par / la longueur de l 'a rc AB. e t par c la corde de cet arc, 
on aura , d ' ap r è s ce qu 'on a vu p r é c é d e m m e n t (§ 168), 

O G _ _ _ p 

le point G est d 'a i l leurs situé s u r la l igne OE qui divise l 'angle 

AOB en deux part ies égales . 
Le secteur AOB est égal à la s o m m e du t r iangle AOB et du 

segment AEB. Les su r faces du secteur , du tr iangle e t du seg-

ment ont respect ivement pour va leur s 

\rl, \ac, \[rl—ac), 

en désignant par a la d is tance O F ; les centres de gravi té de 

ces trois surfaces sont tous s i t ué s sur la ligne OE, et les distan-

ces des deux premiers au p o i n t 0 sont 

V 

en sorte que. si l'on dés igne p a r x la distance du point 0 au 

centre de grav i té du segment AEB, on a u r a , d ' ap rès le théo-

rème des moments (§ 158), 
â* -. ïi 

i r i . y = i a c . | « + ( r - a c ) . ® . 

On en t ire 

_ , ( r * —a ' î c <? 
X~'i rl — acc~'6{rl-ac)' 

ce qui fait connaître la pos i t ion du centre de gravi té du seg-

ment AEB. 

Zone sphérique. — Le centre de gravi té d 'une zone sphé -
rique à deux bases est si tué sur le d iamèt re de la sphè re qui 
passe par les centres de ces deux bases : c a r ce d iamèt re est un 
axe de symét r ie de la zone. Pour t r o u v e r la position que le centre 
de grav i té occupe sur ce d iamèt re , imaginons que l'on ait di-
visé la hau t eu r de la zone en une infinité de par t ies égales , et 
que , |>ar les points de division, on a i t mené des plans parallèles 
aux plans des deux bases; la zone se t rouvera ainsi par tagée en 
une infinité de zones ayan t toutes une même hau t eu r infiniment 
pet i te , et, par conséquent , une même surface : on t rouvera donc 
le centre de gravi té de la zone totale, en che rchan t le point 
d 'appl icat ion de la résul tante d 'une infinité de forces paral lèles 
e t égales, régul ièrement r é | « r t i e s le long de la droi te qui joint 
les centres de ces deux bases, c 'est-à-dire qu'i l est si tué préci-
sément au milieu de cette droi te . 

§ 170. Parailélipipède. — Le centre de gravi té d 'un |«irallé-
lipipède se t rouve au point de rencontre de ses diagonales, 
point qui est un centre de figure |K>ur la surface de ce corps . 

Prisme. — Le plan qui passe par les milieux M, N, P des 
arê tes AD, B E , GF d 'un A M d 

pr isme t r iangulaire , fig. 87 . 
est un plan d iamét ra l cor-
r e spondan t aux cordes pa-
rallèles à ces a rê t e s ; et, p a r 
conséquent , il r en fe rme le 
centre de gravi té de ce p r i sme . Le plan mené par AD et par le 
milieu 0 de l 'a rê te BC est éga lement un plan d iamét ra l corres-
|K>ndant aux cordes paral lè les à BC, et il en est de même du 
plan mené par BE et par le milieu B de l 'arête AC : donc le 
cen t re de grav i té du pr isme se t rouve sur l ' intersection de ces 
deux plans , c 'est-à-dire sur la para l lè le à l 'arête AD menée 
p a r le centre de grav i té G, du t r iangle ABC. Ainsi, c 'est à l 'in-
tersection de cette de rn iè re ligne avec le plan MNP qu 'est si tué 
le centre de grav i té G du pr isme t r iangula i re ABCDEF. Il est 
clair , d ' après cela, qu 'on peut dire que le centre de grav i té 
d 'un prisme t r iangula i re est au milieu de la droi te qui jo in t les 
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centres de g r a v i t é de ses deux bases, ou bien encore qu'il coïn-

cide avec celui du tr iangle suivant lequel le pr isme est coupé 

pa r un plan mené paral lè lement aux deux bases, et à égale 

dis tance de chacune d'elles. 

P o u r t rouve r le centre de gravi té d 'un prisme quelconque à 
bases para l lè les , on peut le décomposer en pr ismes triangu-
laires au moyen de divers plans menés pa r une de ses arêtes 
la téra les . Un p lan mené par les milieux de toutes les a rê tes la-
téra les coupe ra les divers prismes tr iangulaires ainsi obtenus 
suivant des t r iangles dont les centres de gravi té seront en 
même temps ceux de ces prismes ; et les surfaces de ces trian-
gles se ron t , en out re , proportionnelles aux volumes des mêmes 
pr i smes : il est aisé de conclure de là que le centre de gravité 
du pr i sme tota l coïncide avec celui du polygone, suivant lequel 
il est r encon t ré par ce plan sécant, et que, pa r conséquent , ce 
centre de g r a v i t é se t rouve au milieu de la droite qui joint les 
centres de g r a v i t é des deux bases du prisme. 

Pyramide. — Soit ABCD, fi g. 88, une pyramide triangu-
laire. Le plan mené par AB 
et par le milieu E de CD est 
un plan d iamét ra l correspon-
dant aux cordes parallèles à 
CD ; le centre de gravi té de la 
pyramide se t rouve donc dans 
ce plan, et comme il doit être 

D par la même raison dans le 
plan mené par AD et par le 
milieu K de BC, il s'ensuit 
qu'il est situé su r la ligne 
AG, qui joint le sommet A 
au centre de gravité G, de la 
face opposée BCD. On verra 

de même que la ligne menée du point B au centre de gravité G, 
de la face ACD renferme le centre de gravité de la pyramide : 
en sor te que ce point n'est autre chose que l ' intersection G des 
deux lignes AG,, BGj. D'après les positions que les points G,, G, 

occupent sur les côtés EB. EA du t r iangle ABK, on voit que 
G,G, est paral lèle à AB et égal au t iers de cette ligne : donc les 
tr iangles AGB, GG,G, sont semblables, et GG, est le tiers de AG ; 
donc enfin GG, est le quar t de AG,. 

Il est aisé de reconnaî t re que le centre de gravi té G de la 
pyramide t r iangulai re ABCD coïncide avec le centre de gravi té 
du tr iangle suivant lequel cette pyramide est coupée pa r un 
plan mené paral lè lement à la base BCD, et à une distance de 
celte base égale au quar t de la hau teur . 

Si l 'on mène un plan par CD et pa r le milieu II de AB, il con-
t iendra le point G ; ce point G sera donc situé sur l ' intersection 
du plan ABE avec le plan CDU. c'est-à-dire sur la ligne EH qui 
joint les milieux des deux arêtes opposées CD, AB. De même, la 
ligne KL qui joint les milieux des arêtes opposées BC, AD, 
l a s se r a pa r G. Mais les lignes 1IK et LE sont toutes deux |>a-
rallèles à AC et égales à la moitié de celle dernière ligne : donc 
11, K, L, E sont les sommets d 'un paral lé logramme, et, par 
suite, les lignes EH, KL se coupent mutuel lement en part ies 
égales : donc, enfin, le centre de gravi té d 'une pyramide tr ian-
gulaire est au milieu de la ligne qui joint les milieux de deux 
arê tes opposées. 

Quatre corps de même masse étant liés les uns aux autres , 
de manière que leurs centres de gravi té respectifs coïncident 
avec les sommets A. B, C, D d 'une pyramide t r iangulaire , le 
centre de gravi té de l 'ensemble de ces quat re corps est le même 
que celui de la pyramide . En effet, les |*>ids égaux des deux 
corps placés en A et B se composent en une force double de 
chacun d'eux et appl iquée en 11 ; les poids égaux des aut res 
corps, placés en C et D, se composent aussi en une force dou-
ble de chacun d'eux et appliquée en E ; enfin ces deux résul-
tantes partielles, qui sont égales, au ron t une résultante appli-
quée au point G. milieu de la ligne EH. 

Pour t rouver le centre de gravi té d 'une pyramide à base quel-
conque, concevons qu 'on l'ait décomposée en pyramides t r ian-
gulaires, au moyen de plans menés par son sommet et par 
diverses diagonales du polygone qui forme sa base, et qu 'on ai l 
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ensuite coupé toutes ces py ramides pa r un plan parallèle au 
plan de la base, et distant de ce p lan d 'une quant i té égale au 
quar t de la hau teur de la py ramide . Les centres de gravi té des 
diverses pyramides t r iangulaires ainsi obtenues sont les mêmes 
que ceux des tr iangles suivant lesquels elles sont rencontrées 
par ce plan sécant , et leurs vo lumes sont proport ionnels aux 
surfaces de ces mêmes t r iangles ; on en conclura facilement que 
le cent re de gravi té de la py ramide totale est précisément le 
même que le cent re de gravi té d u polygone suivant lequel elle 
est rencontrée pa r le plan s é c a n t . On peut dire, d ' ap rès cela, 
tpie le cent re de gravi té d 'une p y r a m i d e à base quelconque se 
t rouve sur la ligne qui joint son s o m m e t au centre de gravité 
de sa base, et au quar t de cette l igne, à par t i r de la base. 

Cylindre. — Le centre de g r a v i t é d 'un cylindre quelconque, 
à bases parallèles, se t rouve au milieu de la ligne qui joint les 
centres de gravi té de ses deux b a s e s ; car un cyl indre peu t être 
regardé comme étant un p r i sme dont la base est un polygone 
infinitésimal. 

Cône. — Le centre de gravi té d ' u n cône quelconque se t rouve 
sur la ligne qui joint son s o m m e t au centre de gravi té de sa 
base, et au quar t de cette l igne , à par t i r de la base ; car un 
cône peut être assimilé à une pyramide ayant pour base un 
polygone infinitésimal. 

Secteur et segment tphériques. — Un raisonnement ana-
logue à celui qui a été fait p o u r le secteur circulaire montre 
que le centre de gravité d 'un sec t eu r sphér ique est le même 
que celui de la zone sphér ique à une base que l'on obtiendrait 
en réduisant tous les rayons d u sec teur sphér ique aux f de leur 
longueur . On voit, pa r là, q u e ce cent re de gravité est situé 
sur l 'axe du secteur, et à une d is tance du centre de la sphère 
égale à 

i
r
 il 4' s"> 

r étant le rayon de la sphère , e t h la hau teur de la zone qui sert 
de base au secteur. 

Un secteur sphér ique peut ê t r e décomposé en un cône de ré-

volution. et un segment à une base. Les volumes du secteur, 

du cône et du segment, sont respectivement 

¿irA(r-A) {îr-h), ¿ s A ' , 3 r - A ) ; 

les distances du cent re de la sphère aux centres de gravi té du 

secteur et du cône sont d 'ai l leurs égales à' 

l r - \ h , f ( r - A ) ; 

donc, si l 'on désigne p a r x la distance du centre de la sphère 
au centre de gravi té du segment , et qu 'on appl ique le théo-
rème des moments (§ 158), 011 aura l 'équation 

2*r*h . (~r—;h)={nh{r — h) ( 2 r - h).-J(r- h)-f Ji:A»(3r — h).x\ 

on en déduit 

j — i ( 2 r ~ A ) ' . 1 3 r - h 

§ 171. T h é o r è m e de «¿uidin. — L'aire de la surface en-
gendrée par un arc de courbe plane, tournant autour d 'une 
droi te située dans son plan est égale au produi t de la longueur 
de cet arc par la c irconférence que décrit son centre de g rav i t é ; 
le volume du solide engendré par une aire plane tournant 
au tour d 'une droite située dans son plan est égal au produit 
de cette a i re pa r la circonférence que décrit son centre de gra-
vité : c'est dans ces deux proposit ions que consiste le théorème 
de Guldin. 

Pour démont re r la première part ie de ce théorème, suppo-
sons que la courbe mobile soit rappor tée à deux axes rectangu-
laires t racés dans son plan, et que l'un de ces axes, l 'axe des x , 
coïncide avec la droite au tour de laquelle on la fait tourner . 
Chaque élément ds de la courbe , en tournant au tou r de l'axe 
des x , décri t la surface latérale d 'un t ronc de cône, dont l 'aire 
a pour valeur ixyds; l 'aire totale de la surface, décrite par la 
courbe mobile, sera donc égale à 

l ' intégrale s 'é tendant dans toute la longueur de l 'arc de courbe 
que l'on considère. Mais on a , d ' après le t héo rème des moments . 
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fyds = y{ S, 

en désignant par S la longueur de la courbe mobile, et par yt 

l 'ordonnée de son centre de gravité : l 'aire de la surface engen-
drée par cette courbe sera donc exprimée par 

2*y,S, 

c o n f o r m é m e n t à l ' é n o n c é . 

La seconde part ie du théorème se démontre d 'une manière 
analogue. Le rectangle infinitésimal dont les côtés, parallèles 
aux axes coordonnés, sont égaux à dx, dy, décrit en tournant 
un cylindre creux, dont le volume a pour valeur 2 i t y d x d y ; le 
volume total du solide engendré par l 'aire mobile sera donc 
égal à 

/ f'2-ydxdy, 

l 'intégrale s 'étendant à tous les éléments qui composent cette 
aire. Mais, si l'on désigne l 'aire mobile par A et l 'ordonnée de 
son centre de gravité par yr on a, d 'après le t héo rème des 
moments, 

JJyJxdy=yxk : 

en vertu de cette relation, l 'expression du volume décrit par la 
rotation de l 'aire A deviendra 

2*y,A, 

ce qui est précisément le résul tat indiqué pa r le t héo rème dont 
il s 'agit. 

On peut généraliser le théorème de Guldin, en observant que, 
si la courbe ou l'aire mobile ne fait pas un tour entier autour de 
son axe de rotat ion, on obtiendra toujours l 'aire ou le volume 
engendré, en multipliant la longueur ou l 'aire de la figure géné-
ratrice par la portion de circonférence décrite pa r son centre de 
gravité, quelle que soit cette portion de circonférence, finie ou 
infiniment petite. On en conclut sans peine que, si une figure 
plane (courbe ou aire) est animée d 'un mouvement tel, qu'à 
chaque instant elle tourne autour d 'une droite située dans son 
plan, ou, en d 'aut res termes, si le plan de cette figure mobile 

roule sans glisser sur une surface dévelop|>able quelconque, 
l 'aire ou le volume que cette figure décrit en se mouvant ainsi 
s 'obtient en multipliant la longueur ou l 'aire de la ligure mobile 
pa r le chemin to ta l parcouru pa r son centre de gravi té . 

Il est bon d 'observer que, si la figure mobile n 'étai t pas située 
tout ent ière d ' u n même côté de l 'axe au tou r duquel elle tourne 
d 'une quant i té finie o u infiniment petite, le théorème de Guldin 
fournirai t la différence et non la somme des aires ou des volu-
mes engendrés pa r les deux part ies dans lesquelles cette figure 
est par tagée par l 'axe de rota t ion; c'est ce que l'on reconnaîtra 
sans peine, en r emarquan t que les éléments de ces a i res ou de 
ces volumes entrent avec des signes différents dans les expres-
sions que nou6 avons considérées précédemment , suivant qu'i ls 
proviennent d 'é léments de la figure mobile si tués d 'un côté ou 
de l 'aut re de l 'axe de rotat ion. 

Le t h é o r è m e de Guldin peut servir , dans certains cas. à trou-
ver le cent re de gravi té d 'une figure plane ; nous allons en voir 
un exemple . Si l 'on fait tourner un arc de cercle autour d 'un 
d iamèt re du même cercle, mené parallèlement à sa corde, il 
engendre une zone sphér ique à deux bases, qui a pour surface 

2wc, 

en désignant par r le rayon du cercle, et pa r c la corde de l 'arc 
mobile ; d ' après le t héo rème de Guldin, si l 'on divise celle 

.. sur face pa r la longueur / de l 'arc qui l 'a décrite, on aura pour 
quotient la circonférence parcourue pa r le centre de gravi té de 
cet a r c : on en conclut que la distance de ce cenlrc de gravi té 
au cent re du cercle est égale à 

rc 
7 ' 

ainsi qu 'on l'a déjà t rouvé précédemment (§ 168). 
§ 1 7 2 . l ' . i l r i i k i o n d e l a n o t i o n d u r e n t r e d e ffravitr a n 

ca% d ' u n » j s t è m e m a t é r i e l q u e l r o n q u e . — Quel que SOÎt le 
système matériel dont on s 'occupe, que ses diverses par t ies 
soient en repos ou bien en mouvement les unes pa r rap|>ort 
aux aut res , si l 'on prend ce système tel qu'il existe, à un in-



•284 LIVRE III. - DYNAMIQUE. DEUXIÈME PARTIE, 

s tant quelconque, et si l 'on imagine qu' i l devienne invariable 
de forme, on pour ra lui appl iquer ce qui a é té dit précédem-
ment ; le système, ainsi t r ans fo rmé en un solide invariable, aura 
un centre de gravi té qu'on pour ra dé te rminer pa r les moyens 
indiqués : ce point est ce qu 'on nomme le centre de gravi té du 
sys tème matériel à l ' instant considéré. 11 est clair qu'il n'y a 
pas lieu de dire que le cen t re de gravi té , ainsi défini, est le 
point d 'application de la résu l tan te des actions d e l à pesanteur 
sur les diverses par t ies dont le système matér ie l se compose ; 
car il n'est pas possible de compose r entre elles des forces qui 
agissent ainsi sur des co rps différents , isolés, et pouvant se 
mouvoir indépendamment les uns des autres . Ce centre de gra-
vité ne peut avoir pour nous , jusqu 'à présent , aucune signifi-
ca t ion ; mais nous ve r rons bientôt que sa considérat ion est 

t rès utile dans diverses c i rconstances . 
§ 1 7 3 T r a v a i l «le l a p e s a n t e u r , d a n s l e m o u v e m e n t d ' u n 

s y s t è m e m a t é r i e l „ u e i e o m . u e . _ L a c o n s i d é r a t i o n d u c e n t r e 

de gravi té permet de s implif ier beaucoup l 'expression du t ra-
vail dû aux act ions de la pesanteur sur les diverses par t ies 
d 'un sys tème matériel en mouvemen t . Soient p le poids d 'une 
molécule quelconque du s y s t è m e , = la distance de celte molé-
cule à un plan hor izonta l supér ieur , au commencement du 
temps pendan t lequel on v e u t évaluer le t ravai l , et =' ce que 
devient cette distance à la fin du temps dont il s 'agit ; soient de 
même P le poids total du sys tème, et Z, 7/ les distances de son 
centre de gravité (§ 172) a u plan horizontal dont il vient d'être 
question, aux mêmes ins t an t s . On aura (S 164) 

2 p z = P Z , 

et aussi 

s p ï ' + P Z ' : 

en re t ranchant ces deux équat ions l 'une de l 'autre , on trouve 

2p(z' — z ) = P ( z ' —Z). 

Or p (:' — z) est é v i d e m m e n t le t ravail du poids p pendant le 

temps que l'on considère (§ 118); et. pa r conséquent. lp {z' — =) 

est la somme des t ravaux dus à l 'action de la pesanteur sur les 
diverses par t ies du système matériel pendant ce temps : cette 
somme de t ravaux , que l'on nomme simplement le travail de 
la pesanteur sur le système, pendant le temps dont il s 'agi t , est 
donc égale au travail que développerai t , pendant ce temps , 
une force égale au poids total P du système appliquée à son 
centre de gravi té . On petit énoncer ce résul tat auquel nous 
venons de pa rven i r , en disant que le travail de la pesanteur , 
su r un sys tème matériel quelconque en mouvement , est le 
même que si toute la mat ière dont le système se compose était 
concentrée à son centre de gravité . 



C H A P I T R E I I I 

É Q U I L I B R E D ' U N SOLIDE I N V A R I A B L E . 

§ C o n d i t i o n d ' é q u i l i b r e d ' u n s o l i d e i n v a r i a b l e . — 

Nous avons vu (§ 159) qu'un système quelconque de forces 
F. F'. F" appl iquées à un solide invariable en équilibre, 
peut t o u j o u r s être remplacé par deux forces H,, R,, dont l'une 
agit su r un point choisi à volonté. Pour que le solide soit en équi-
libre sous l 'action des seules forces F , F , F" il faut que l'é-
qui l ibre exis te éga lement , lorsque ces forces sont remplacées 
par les deux forces R,, R r qui peuvent en tenir lieu. Or, si nous 
considérons le solide en équilibre sous l 'action de ces deux der-
nières forces , il est clair que nous ne t roublerons pas l 'équilibre 
en supposan t que l 'un des points du solide, situé sur la direction 
de la force R, , est fixe dans l'espace, et que le solide ne peut que 
tourner a u t o u r de ce point: mais alors la force R,, qu 'on peut 
supposer app l iquée à ce point fixe pris sur sa direct ion, n'est 
capable de p r o d u i r e aucun effet, en raison de la fixité absolue 
du point su r lequel elle agit, et peut, en conséquence, ê t re sup-
primée sans que l 'équilibre cesse d 'ex is te r : donc la direction 
de la force R t , qui res te seule, doit passer par le point qu'on a 
r endu fixe, sans quoi cette force R, tendrait évidemment à faire 
tourner le solide dans un certain sens autour de ce point , et le 
solide ne se ra i t pas en équilibre. On voit par là que la direction 
de la force R, doit passer par un quelconque des points pri? 
sur la direct ion de la force R,. c'est-à-dire que ces deux force? 

doivent être dir igées suivant la même ligne droite. Dès lors, ces 
deux forces R,, R, ont une résul tante égale à leur somme ou à 
leur différence, su ivant qu'el les agissent dans le même sens ou 
dans des sens opposés . Cette résul tante devant évidemment 
ê t re nulle pour que le solide soit en équilibre, il s 'ensuit que 
les deux forces R,, R,, doivent ê t re égales et de sens contraires . 
Ainsi, pour qu 'un solide invariable soit en équil ibre sous l 'ac-
tion d 'un sys tème quelconque de forces F, F , F . . . . , il est né-
cessaire que les deux forces R „ R f , par lesquelles on peut les 
remplacer , soient égales et directement opposées. 

11 est aisé de voir que cette condition est suffisante pour que 
le solide soit en équil ibre. En effet, les deux forces R,, R r par 
lesquelles on a remplacé toutes les forces données F, F , F ' . . . . , 
é tant égales et directement opposées, il est clair que le solide, 
soumis à ces deux forces seulement, sera en équilibre ; donc 
l 'équilibre subsistera encore lorsqu'on reviendra de ces deux 
forces au système des forces F. F . F en effectuant des 
opérat ions inverses de celles qu'on avait dû faire pour passer 
du sys tème des forces F, F , F aux deux forces R,. R,. 

§ « 7 5 . I . e n t m e r e l a t i f a u « t r a v a u x d e d e u « f o r c e s é g a l e « 

e t d i r e c t e m e n t o p p o s é e « , a g i s s a n t s u r d r u * p o i n t s d i f f é r e n t s . 

— Avant de rechercher les équations par lesquelles on peut 
expr imer la condition d 'équil ibre à laquelle nous venons de 
parvenir , nous allons établir une proposition qui nous servira 
plusieurs fois dans la suite, et dont nous avons besoin en par-
ticulier dans la question qui nous occupe. 

Soient A et R. fig. 89. deux points sur lesquels agissent deux 
forces égales F, dir igées suivant la droite AB, et en sens con-
traire l 'une de l 'autre . Si ces 
points, en se déplaçant s imultané- — 
ment, parcourent les chemins in- * A * K * ' ' * 
Uniment petits AA\ BB'. chacune 
des deux forces développera un certain travail (§ 117): nous 
allons chercher la somme de ces deux t ravaux. Soient a, b, les 
project ions des points A' et R' sur la droi te AB. Le travail de 
la force appliquée en B a pour valeur F X BA; celui de la force 
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a p p l i q u é e e n A a p o u r v a l e u r - F X A a : l e u r s o m m e e s t d o n c 

é g a l e à 

F . ( B 6 — A a ) , 

o u c e q u i e s t l a m ê m e c h o s e , 
F . ( a 5 — A B ) . 

D é s i g n o n s p a r »• l a d i s t a n c e p r i m i t i v e AB d e s p o i n t s d ' a p p l i c a -

t i o n d e s d e u x f o r c e s , p a r r + d r l a d i s t a n c e A'B' d e c e s d e u x 

p o i n t s a p r è s l e u r d é p l a c e m e n t , e t p a r a l ' a n g l e i n f i n i m e n t pet i t 

q u e A'B' fa i t a v e c AB. N o u s a u r o n s 

ab = [r-\-dr) cosa; 

e t p a r s u i t e la s o m m e d e s t r a v a u x d e s d e u x f o r c e s d e v i e n d r a 

F . [ (r + d r ) c o s a — r], 

q u a n t i t é q u i s e r é d u i t à 

F . d r , 

e n n é g l i g e a n t l e s i n f i n i m e n t p e t i t s d 'un o r d r e s u p é r i e u r a u pre -

m i e r . 

Ains i la s o m m e d e s t r a v a u x d é v e l o p p é s p a r d e u x f o r c e s é g a -

l e s et d i r e c t e m e n t o p p o s é e s , a g i s s a n t s u r d e u x p o i n t s d i f f é r e n t s , 

p e n d a n t q u e c e s d e u x p o i n t s s e d é p l a c e n t l 'un et l ' autre d e 

q u a n t i t é s i n f i n i m e n t p e t i t e s , s ' o b t i e n t e n m u l t i p l i a n t l ' u n e d e s 

d e u x f o r c e s p a r l ' a c c r o i s s e m e n t i n f i n i m e n t p e t i t d e l a d i s t a n c e 

d e l e u r s p o i n t s d ' a p p l i c a t i o n . 11 e s t c l a i r q u e , p o u r q u e cet te 

s o m m e d e s t r a v a u x d e s d e u x f o r c e s a p p l i q u é e s a u x p o i n t s A 

e t B a i t le s i g n e q u ' e l l e d o i t a v o i r , o n d e v r a r e g a r d e r l a force 

F q u i e n t r e d a n s s o n e x p r e s s i o n c o m m e n é g a t i v e , si l e s deux 

f o r c e s d o n t il s ' a g i t t e n d e n t à r a p p r o c h e r l e u r s p o i n t s d 'appl i -

c a t i o n l 'un d e l ' a u t r e , a u l i e u d e t e n d r e à l e s é l o i g n e r , c o m m e 

o n l ' a v a i t s u p p o s é s u r l a fig. 8 9 . 

D a n s l e c a s p a r t i c u l i e r o ù la d i s t a n c e d e s d e u x p o i n t s A et B 

ne c h a n g e p a s , d a n s l e m o u v e m e n t d o n t i l s s o n t a n i m é s s imul -

t a n é m e n t , o n a dr = 0 , e t , p a r c o n s é q u e n t , la s o m m e d e s tra-

v a u x d e s d e u x f o r c e s a p p l i q u é e s à c e s p o i n t s e s t n u l l e ; en 

d ' a u t r e s t e r m e s , l e s t r a v a u x d e c e s d e u x f o r c e s s o n t é g a u x et 

d e s i g n e s c o n t r a i r e s . 

5 I 'fi- T h é o r è m e d u t r a v a i l v i r t u e l , p o u r l e e n s d ' u n s o l i d e 

I n v a r i a b l e . — Nous avons dit (§ 171 que la condition néces-
saire et suffisante pour qu 'un solide invar iable soit en équi-
libre sous l 'action d 'un système quelconque des forces F. F . 
F . . . . , c'est que les deux forces B,, B,. par lesquelles on |»eut 
toujours remplacer ce sys tème de forces, soient égales et 
directement opposées. Nous allons voir comment celle condi-
tion peut s ' expr imer sans qu 'on ai l besoin de che rche r les deux 
forces II,, B,. 

Si les deux forces It,, 11,, »pie l'on peut tou jours supposer ap-
pliquées à deux points différents A. B du solide, sont égales et 
directement opposées l 'une à l 'autre , la somme des t ravaux de 
ces deux forces sera nulle pour tout déplacement infiniment |>etit 
a t t r ibué au solide sur lequel elles agissent , puisque, dans ce 
mouvement du solide, les |Hiints d 'application A. B de ces deux 
forces res teront à une même distance l 'un de l 'autre (S 175). Il 
est aisé de voir d 'ai l leurs que, réciproquement , si la somme des 
t ravaux des deux forces II,. Il, est nulle, pour tout déplacement 
infiniment petit a t t r ibué au solide auquel elles sont appliquées, 
ces deux forces sont nécessairement égales et directement oppo-
sées. En effet, si l 'on déplace le solide de man iè re que le point A 
reste immobile, le t ravail de la force II, appl iquée à ce point 
sera nul de lu i -même; le travail de la force B, sera donc aussi 
nul, puisque la somme de ce« deux t ravaux est nulle pa r hypo-
thèse : donc la force B, est dirigée perpendicula i rement au che-
min élémentaire que son point d'application B parcour t , lorsque 
le solide tourne infiniment peu au tour du point A, et cela a lieu 
de quelque manière que s'effectue le mouvement du solide au-
tour de ce point. On en conclut nécessairement que la force B, 
est dirigée normalement à la surface sphér ique décri te du point 
A comme centre avec AB pour rayon, ou, en d 'au t res termes, que 
la direction de cette force coïncide avec la droite AB. On recon-
naî tra de la même manière que la force II, est également dirigée 
suivant la droite AB. Cela étant établi, imaginons que nous don-
nions au solide un mouvement de translation infiniment peti t , 
suivant la droite AB elle-même; la somme des t ravaux des deux 
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forces IL II,, correspondant à ce mouvement du solide, est en-
core nulle, pa r hypo thèse : or cela ne peut avoir lieu sans que 
ces deux forces soient égales et de sens contraire Ainsi dire 
q U e les deux forces II,, R „ appliquées en deux points différente 
d un solide invariable , sont égales et directement opposées, ou 
bien dire que la somme des t ravaux de ces deux forces est 
nulle pour tout déplacement infiniment petit a t t r ibue au solide, 
c'est exactement la même chose. Il est làcile de voir, d a d i e u * , 

q „ e celle proposition serait encore vraie si les deux forces R„ 
R étaient appl iquées à un même point du solide. 

R e v e n o n s m a i n t e n a n t au s y s t è m e d e s f o r c e s F , F , 1' 

auxquelles nous avons substitué les deux forces R r R r et con-
sidérons la somme des travaux développés par ces forces F, 
F F" . . . . , lorsqu'on imagine que le solide sur lequel elles agis-
sent prenne un mouvement infiniment petit quelconque. Si 
nous passons en revue la série des opérat ions qui doivent être 
effectuées successivement pour passer des forces données F, 
F F" . . . . . aux forces équivalentes II,. R,. nous verrons qu au-
cune des modifications que l'on fait ainsi subir à ce système de 
forces ne change la valeur de la somme de t ravaux dont on 
vient de p a r l e r ; en sorte que celte somme de t ravaux des for-
ces F, F ' , F". . . . est égale à la somme des t ravaux des deux for-
ces II,, R, , quel que soit le mouvement infiniment petit qu'on 
ait a t t r ibué au solide auquel ces forces sonl appliquées. En effet, 
ces opéra t ions consistent, soit à t ranspor ter une force d'un point 
à un a u t r e de sa direct ion; soit à composer cntreel les plusieurs 
forces app l iquées à un même point, suivant des directions d.ffe-
rentes; soit , a u contraire, ù décomposer une force en deux ou 
trois composantes , suivant des droites données, p a y a n t par son 
point d 'appl icat ion. Or. si l'on se reporte à la fig. 72 (page 212). 
où les trois forces F , F , F" sont supposées égales entre elles, 
on ve r r a que , pour tout déplacement du solide, le t ravail de la 
force F est éga l et de signe contraire au t ravai l de la force F"; 
mais le t ravail de la force F est aussi égal et dés igné contraire 
au t ravai l de la force F ' (§ 173) ; les t ravaux des deux forces F, F 
sonl donc égaux et de même signe, ce qui montre que le travail 

d 'une force ne change pas . quand on t ranspor te cette force du 
point auquel elle était appl iquée d 'abord à un au t re point 
quelconque pris sur sa direction. D'un au t r e côté, on sait que 
le travail de la résul tante de plusieurs forces appliquées à un 
même point est égal à la somme des t ravaux des composantes , 
quel que soit le déplacement que p renne leur point d 'applica-
tion commun (§ 117). 

D'après ce qui précède , on peut dire que, pour qu 'un solide 
invariable soit en équil ibre sous l 'action d 'un sys tème quel-
conque de forces F , F . F il est nécessaire et suffisant que 
la somme des t ravaux de ces forces soit nulle, pour tout dépla-
cement infiniment petit a t t r ibué à ce solide. C'est en cela que 
consiste le théorème du travail virtuel, pour le cas d 'un solide 
invariable. 

On donne souvent le nom de déplacement virtuel au déplace-
ment idéal e t inf iniment peti t dont il est question dans l'é-
noncé précédent , pour le dis t inguer du déplacement réel qu'é-
prouvera i t le solide pendant un é lément du temps, s'il était en 
mouvement . Ce déplacement vir tuel est un mouvement pure-
ment géométr ique, que l'on imagine être donné au solide, ou 
plutôt h l 'ensemble des poinLs d 'applicat ion des forces consi-
dé rés comme formant en t re eux une figure invariable, afin d 'ar-
river A expr imer pa r une équation la rondit ion d'équilibre qui 
avai t été obtenue tout d ' abord . On donne, pa r la même raison, 
le nom de travail virtuel au travail infiniment petit d 'une force 
correspondant à un pareil déplacement idéal de son point 
d 'application, pour le d is t inguer du travail réel de la force cor-
respondant ¡\ un déplacement effectif et infiniment petit de son 
point d 'application. C'est de IA que vient le nom at t r ibué au 
théorème lui-même. 

§ 1 / 7 . l 'q » a I I o n s q B | r x p r i m r n t I V q n l I i l i r r d ' u n s o l i d e 

l a v a r l a b i « . — Si nous appl iquons le théorème du t ravai l vir-
tuel, en a t t r ibuant successivement au solide des déplacements 
virtuels différents les uns des au t res , ce théorème nous four-
nira au tant d 'équat ions, auxquelles les forces F. F'. F". . . de-
vront satisfaire. Le nombre des équat ions qu'on peut obtenir 



ainsi est illimité, mais il n 'y en a que quelques-unes qui soient 
réellement distinctes, et tou tes les au t res peuvent s en deduire 
, ) a r des combinaisons a lgébr iques . Nous allons nous occuper 
d 'établ ir ces équations dist inctes, qui. à elles seules, e x p n m e n t 

complètement l 'équilibre du solide. 
Concevons que les divers points du solide soient rappor tés a 

trois axes rectangulaires OX, OY, OZ, fig. 90. Soit A le point 
d'application d 'une force que lconque F, dont les composantes 

1 paral lèles aux axes se-
2 ront représentées par 

X, Y, Z. Si nous don-
nons au solide un 
mouvement de trans-
lation infiniment pe-
tit paral lèlement à 
l 'axe OX, et si nous 
désignons par e le dé-
placement commun à 
tous les points dans 
ce mouvement , le tra-

Kig. B1). vail virtuel de la force 

F sera Xe; en expr iman t q u e l a somme des t r avaux virtuels de 

toutes les forces app l iquées au solide, cor respondant à ce mou-

vement part iculier , est éga le à zéro, nous a u r o n s l 'équation 

2X« = 0; 

ou bien, en observant .pie le facteur >, commun à tous les ter-

mes de la somme, peut ê t r e suppr imé , 

iX = 0. 

Deux autres mouvements v i r tue ls de t ransla t ion, dirigés, l'un 

suivant l 'axe OY. l ' au t re su ivan t l 'axe OZ, conduiraient de 

même aux deux équat ions 

2Y = 0, Z Z = 0 . 

Imaginons main tenant que le solide tou rne d 'un angle 6 au-

tour de l 'axe OX. Ce nouveau déplacement virtuel vanouscon-

duire à une équation d 'une au t re forme. Désignons pa r p la plus 
courte distance MN de la direction de la force F et de l 'axe 
OX. et par a l 'angle que ces deux direct ions de F et de OX font 
entre elles. Pour évaluer le t rava i l virtuel de la force F. nous 
pouvons supposer qu'elle est appl iquée au point N de sa direc-
tion. Si pa r ce point N nous menons NX' paral lè le à l 'axe OX, 
puis NK perpendiculaire au plan MNX\ cette droite NK sera 
la direction du déplacement virtuel />0 du point N ; e t la force 
F, située dans le plan KNX, fera avec NK un angle égal à 

5 — <*• D 'après cela le travail virtuel de la force F sera égal à 

Fp* sin «. 

Si nous égalons à zéro la somme de tous les t ravaux virtuels 
des diverses forces F , F , F" analogues à celui que nous ve-
nons de dé te rminer e t cor respondant à la rotation 0 autour de 
l 'axe des z , et si nous suppr imons le facteur 0 commun à tous 
les termes, nous au rons l 'équation 

i F p s i a « = 0 . 

Il est aisé de voir que celte équation exprime que la somme des 
moments des forces F , F . F ' par rappor t à l 'axe OX t ' § 103) 
est égale à zéro. Nous au rons évidemment deux au t res équa-
t ions analogues, qui nous seront fournies par la considération 
de deux rota t ions virtuelles au tour desaxes I )Y, t 'Z. Nous allons 
écr i re ces équations, en y introduisant les composante» X, Y, Z, 
de chacune des forces F. 

Pour évaluer le moment d 'une force pa r rapport ¿1 un des 
axes OX. OY. OZ. convenons de le r egarder comme positif, si la 
force tend à faire tourner le solide au tour de cet axe, dans le 
sens de la flèche tracée su r le plan qui lui est perpendiculaire . 
fig. 90. Le moment de la force F. par rappor t à l 'axe OX, étant 
égal à la somme des moments de ses trois composantes X, Y, Z 
par rappor t à cet axe (§ 103), il est aisé de voir que ce moment 
de la force F a u r a pour valeur 

Z y - Y - , 
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en dés ignant pa r x, y, z les coordonnées du point A auquel la 

force F est appl iquée. D'après cela, l 'équation qui expr ime que 

la somme des moments des forces F, F , F" par rappor t à 

l'axe OX, est nulle sera 

l ( Z y - Y s ) = 0 . 

Les équat ions analogues, relatives aux axes OY, OZ, seront de 

même 
S(X; — 7.x) = 0, 2(Yœ — X y ) = 0 . 

Ainsi, en donnant au solide six mouvements virtuels diffé-

rents . savoir , t rois translations parallèles aux axes coordonnés, 

et trois ro ta t ions autour de ces axes, nous avons obtenu les six 

équat ions suivantes : 

2 X = 0, * Y = 0 . 2Z = 0 | . 
x (Zy—Yz)=0, s ( X z - Z * ) = 0 , s ( Y x — X y = 0 \ 

Nous al lons voir que ces six équations sont suffisantes pour 

expr imer l ' équi l ibre du solide soumis aux actions des forces 

F, F , F " 
§ 178. D 'après la manière dont les équations (a) ont été 

obtenues, on peut dire qu'elles expr iment que la somme des 
t ravaux virtuels des forces F , F , F ' . . . . est nulle pour chacun 
des six déplacements virtuels particuliers que nous avons consi-
dérés. Si nous remplaçons ces forces F , F'. F". . . . par deux forces 
seulement l l„ II,, dont l 'une R, agisse sur le point du solide 
qui est à l 'or igine des coordonnées (§ 159), nous savons que la 
somme des t r avaux virtuels de ces deux forces R„ R, est la 
même que la somme des travaux virtuels des forces F , F ' , F", 
dont elles t iennent lieu, quel que soit le déplacement virtuel 
que l'on a t t r ibue au solide (§ 170). Nous devons nécessairement 
conclure de là que, si les forces F, F . F ' . . . . satisfont aux équa-
tions (a), les deux forces R,, R, satisfont aussi à des équations 
analogues. Il s 'ensuit que : l °en vertu des trois premières de ces 
équations, les projections de R, et de R, sur les axes OX. OY, 
OZ sont respectivement égales et de signes contra i res ; 2° en 
vertu des t rois dernières, si l'on désigne par X,. Y,, Z, les com-

ÉQUILIBRE D'UN SOLIDE INVARIABLE. 295 

posantes de R, suivant des paral lèles aux axes, et par x t . yt, z, 

les coordonnées du point d'application de cette force R t . et si 

l'on observe que les coordonnées du point d'application de R, 

sont nulles par hypothèse , on a 

d'où l'on tire 

ce qui montre que la force R, agi t suivant la droite qui joint 
son point d 'applicat ion à celui de la force H,. Ainsi, de ce que 
les forces F , F , F", . . . . satisfont aux six équations (o), il résulte 
que les deux forces R,, R,. par lesquelles on peut remplacer les 
forces données F , F . F ' sont égales et directement oppo-
sées : donc les six équat ions (a) suffisent pour expr imer que le 

solide soumis aux actions de ces forces F, F . F ' est en 
équil ibre. 

Il est bon de remarquer que, si l 'on supprimait une quel-
conque des six équat ions (a), les cinq équations restantes ne 
suffiraient plus pour expr imer l 'équilibre. Il est facile en effet 
de t rouver un système de forces qui satisfasse à ces cinq équa-
tions. sans que l 'équilibre existe. Si c'est, pa r exemple, 

IX:=0 

qu 'on a supprimée, on verra qu 'une force unique appliquée au 
solide suivant l 'axe OX satisferait bien aux cinq équations res-
tantes : si c'est l 'équation 

X ( Z y - Y z ) = 0 , 

un couple (§ 156) dir igé dans le p lan Y'OZ satisferait de même 
aux cinq équat ions conservées; cependant le solide ne serait en 
équilibre, ni sous l 'action de la force dont on a par lé dans le 
premier de ces deux cas, ni sous l 'action du couple, dans le 
second cas. 

Une considération d 'un au t re genre permet encore de mon-
trer que les six équat ions (a) suffisent pour expr imer l 'équilibre 
du solide, en établissant que toutes les équations en nombre 
infini que l'on peut t rouver par l 'application du théorème du 
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t ravail virtuel sont «lesconséquences «le ces équations!a .Nous 
savons qu 'un mouvement inf in iment petit quelconque du solide 
peut toujours se décomposer en trois t ranslat ions parallèles 
aux axes OX, OY. OZ. et en t ro is rotat ions au tour de ces axes 
(S 58). 11 est aisé de voir en o u t r e que, si le déplacement infini-
ment petit du point d 'appl icat ion d 'une force résulte de la com-
position de plusieurs au t res dép lacement s infiniment petits, le 
t ravail de la force co r r e spondan t au mouvement résultant est 
égal à la somme des t r avaux de cette force correspondant aux 
divers mouvements co r r e spondan t s : c a r la projection du dépla-
cement résultant sur la d i rec t ion de la force est égale à la somme 
des projections des dép lacement s composants sur la même di-
rection. D'après cela, si n o u s a t t r ibuons au solide un mouve-
ment virtuel quelconque, e t q u e nous décomposions ce mouvo. 
ment en trois t ranslat ions £, t . e" suivant les axes, el en trois 
rotat ions 0, 0 , 0" autour de ces axes, nous aurons 

Xi + Yi'-f 7a + {/.y - Yz)« + (X: - » + (Y* - Xy)»' 

pour le travail virtuel de l a force F ; el en expr imant que la 
somme des t ravaux virtuels des diverses forces F , F', F". . . est 
«'•gale à zéro, nous t r o u v e r o n s l 'équation 

«ïX + t'ïY + «'SZ | _ 0 

-+-«S (Zy - Yz) - f (Xz — 7.x) + 6*2 (Yx - X;/ j 

qui est évidemment sa t i s fa i te , quels que soient e, e , e", 0,0', 0". 
si les équations (a) le sont . 

D'après la signification «les équat ions (a), il est clair que l'on 
peut dire «|ue, pour qu 'un solide invariable soit en équilibre 
sous l 'action d'un sys tème d e forces F , F', F" . . . . , il est néces-
saire et suffisant que la s o m m e des projections de ces forces 
sur une droite quelconque soi t nulle, et que la somme des mo-
ments de ces forces pa r r a p p o r t à une droite quelconque soit 
également nulle. 

Dans tout ce qui p r é c è d e , nous avons toujours supposé que 
les forces F , F'. F". . . . é t a i en t appliquées à un solide invariable 

primit ivement en repos , et nous avons che rché les conditions 
auxquel les ces forces devaient satisfaire pour que le solide 
restât en repos malgré leur action ; c'est-à-dire que nous nous 
sommes occupés d 'é tabl i r les conditions d 'équil ibre «lu solide. 
Nous avons vu «pie ces condi t ions d'équilibre sont complète-
ment expr imées par les six équat ions (a). U peut a r r ive r qu 'un 
solide invariable en mouvement soit soumis à «les forces qui 
satisfassent à ces six équations. Dans ce cas, le solide n'est pa> 
en équilibre ; mais on dit toujours que les forces se font équi-
libre sur ce solide. 

S 179. Le système des six é«|ualions (a) se simplifie dans di-
verses circonstances, ainsi que nous allons le voir. 

Supposons «l'abord «pie toutes les forces F. F', F . . . . appli-
quées au solide invariable soient paral lèles en t re elles. Si nous 
choisissons les axes auxquels nous rappor tons le solide, «le 
telle manière que l 'axe OZ soit parallèle à ces forces, les com-
posantes X et Y de chncune d'elles seront nulles, et la compo-
sante Z sera égale à la force elle-même. D'après cela, trois des 
six équat ions (a) se rédui ront à des identités, el il ne restera 
plus «pie les trois au t res qui deviendront 

S F r = 0 , ï F x 0, ï F j f = 0 . 

Ces trois équat ions, nécessaires et suffisantes pour expr imer 
l 'équilibre d 'un solide invariable soumis à un sys tème de forces 
purallèles, peuvent s 'énoncer ainsi : 1° la somme des forces 
doit être nulle ; i ' l«'s sommes des moments de ces forces, par 
rapport à deux plans rectangulaires menés parallèlement à leur 
direction (158), doivent ê t re nulles chacune séparemenL Cette 
seconde condition, correspondant aux deux dernières équa-
tions, peut encore ê t re énoncée d 'une au t r e manière , en disant 
que la somme des moments des forces par rappor t à un plan 
quelconque parallèle à leur direction doit être nulle. 

Considérons encore le cas où toutes les forces F , F , F 
seraient dir igées dans un même plan. Si nous prenons ce plan 
pour plan des xy, la composante Z de chacune des forces sera 
nulle, el il en sera de même «le la coordonnée z de chacun de 
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l eurs pointe d 'appl ica t ion . Les six équa t ions (a) se réduiront 

donc encore à t ro is , qui seront 

2X = 0, 2Y = 0, I ( Y * - X y ) = 0. 
Ces t rois équa t ions peuven t s ' énoncer en d i san t q u e : 1° les 
s o m m e s des pro jec t ions des forces F , F , F ' . . . . s u r deux droites 
rec tangula i res , pr ises à volonté dans le plan de ces forces, 
do iven t ê t r e nul les chacune sépa rémen t ; 2° q u e la somme 
des m o m e n t s de ces forces pa r r appor t à un point quelconque 
du p lan doi t ê t re aussi nulle. La p r emiè re de ces deux condi-
t ions , qui c o r r e s p o n d aux deux p remiè re s des équa t ions précé-
dentes , peut ê t re remplacée p a r celle-ci : la somme des projec-
t ions des forces F , F , F" s u r une d ro i t e que lconque située 

d a n s leur p lan , doit ê t re nul le . 
Enf in , si nous s u p p o s o n s que tous les points d 'application 

des d iverses forces F, F . F ' coïncident , les coordonnées 
x, y, z, é t a n t les mêmes p o u r tous ces points , p o u r r o n t sortir 
des s ignes 2 d a n s les t ro is de rn iè res équa t ions [a) : dès lors, 
il est c la i r que ces t rois de rn iè res équat ions ne sont que des con-
séquences des t rois p remiè res , en sor te que le sys tème des équa-
t ions (a) se rédu i t à ces t rois premières équa t ions . Dans ce cas, 
les équa t ions auxque l l e s les forces F , F , F ' . . . . do iven t satisfaire 
p o u r que le sol ide soit en équil ibre, sont exac tement les mêmes 
q u e celles que nous a v o n s t rouvées p r é c é d e m m e n t p o u r expri-
mer l ' équ i l ib re d 'un s imple point maté r ie l I 0 i ) ; et c 'est en 
effet ce qui doi t év idemmen t avoi r lieu. 

§ 180 . é q u i v a l e n c e «1e d e u x s y s t è m e » d e f o r c e s . — Ull sys -

t è m e de forces S est di t équivalent à un a u t r e sys tème de 
forces S', lo r sque ces deux sys tèmes , cons idérés c o m m e agis-
s an t s u r un sol ide invar iable , peuvent ê t re mis en équilibre 
c h a c u n s é p a r é m e n t p a r u n même t rois ième sys tème de forces S". 
11 est a isé , d ' a p r è s cela, d 'é tab l i r les condit ions d'équivalence 
des deux sys t èmes S, S', en se fondant s u r les condi t ions d'équi-
l ibre que n o u s avons é tudiées p r écédemmen t . 

P o u r que le sy s t ème S et le sys tème S" se fassent équilibre, 
il faut et il suffit que la somme des pro jec t ions des forces de ces 
deux sys t èmes s u r une droi te quelconque soit nulle, et aussi que 

la s o m m e des m o m e n t s de toutes ces forces, p a r r appor t à une 
dro i te que lconque , soi t éga l emen t nulle (§ 178). Les m ê m e s con-
dit ions devan t ê t re r empl i e s pour q u e le sys tème S ' e t le sy s t ème 
S" se fassent équi l ibre , on en conclut nécessa i rement que , pour 
que les sys tèmes S et S' so ien t équ iva len t s , il f au t et il suffit : 
1° que la s o m m e des p ro jec t ions des forces du sys tème S sur 
une dro i te que lconque soit éga le à la s o m m e des pro jec t ions 
des forces du s y s t è m e S' sur la m ê m e d ro i t e ; 2° que la somme 
des m o m e n t s des forces d u sys tème S, par r a p p o r t à une dro i te 
que lconque , soit éga le à la s o m m e des m o m e n t s des forces du 
sys tème S' pa r r a p p o r t à cet te dro i te . 

P o u r e x p r i m e r l ' équ iva lence des deux sys t èmes S et S', il 
suffi ni d ' éc r i r e que cet te éga l i té des s o m m e s de p ro jec t ions el 
des sommes de m o m e n t s a lieu p o u r chacun des trois a x e s rec-
tangula i res OX, OY, OZ, auxque l s on r appor t e les di rect ion-
des diverses forces, a insi que les posi t ions de leurs points d'a|>-
plicalion, ce qui d o n n e r a les six équa t ions 

2X = ï X , 2Y = 2Y, ïZ=SZ' , 
ï ( Z y - Y S ) = ( S Z y - Y ' 0 . 
X(X«—Z®)=(lX's — ZV), 
ï (Yx—Xy)=( sY'x ' —XV). 

dans lesquelles les p r e m i e r s m e m b r e s se rappor ten t au sy s t ème 
S. et les seconds au sys tème S". 

Pa r les diverses t r a n s f o r m a t i o n s que nous avons fait subir à 
un sys tème que lconque de forces F , F . F ' , . . . , pour le rédui re 
à deux forces seu lement II,, H, (§ 159), nous n ' avons fait que 
r emplace r le sy s t ème pr imi t i f success ivement |»ar d ivers a u t r e s 
sy s t èmes de forces tous équ iva len t s les uns aux a u t r e s jusqu 'à 
ce que nous fuss ions condu i t s à n 'avoi r plus que les deux force< 
H,. Il,, f o r m a n t à elles seules un sy s t ème équivalent à tous les 
p récédents , et pa r conséquen t aussi équivalent au sys tème pri-
mit if . 

§ 1 8 1 . T h é o r i e de» c o u p l e s . — Ull COUple e s t . C o m m e OU 

sait , le sys tème de deux forces éga les , para l lè les et de sens con-
t ra i res (§ 156). On d o n n e le nom de bras de levier d u couple. 



300 L I V R E 11!. — D Y N A M I Q U E . DEUXIÈME P A R T I E . 

ii une droite quelconque menée perpendicula i rement aux direc-
tions de ses deux forces, et t e rminée aux points où elle rencontre 
ces direct ions; on suppose souvent que les deux forces d'un 
couple sont appl iquées aux ex t rémi tés mêmes de son bras de 
levier. Si l 'on prend la somme des moments des deux forces d'un 
couple, par r appor t à un point quelconque de son plan, on 
t rouve tou jours que cette somme de moments est égale au pro-
duit de l 'une des deux forces du couple pa r la longueur de sou 
bras de levier : ce p rodui t est ce que l 'on nomme le moment du 
covple. On peut r e m a r q u e r que le moment d 'un couple a la 
même valeur numér ique que la surface du para l lé logramme 
dont les droites qui représentent les forces du couple forme-
raient deux côtés opposés . 

Si l'on projet te un couple sur un plan quelconque, la projec-
tion sera encore un couple ; le moment du couple pro je té s'ob-
t iendra en mult ipl iant le moment du premier couple pa r le cosi-
nus de l 'angle fo rmé par son plan avec le p lan de projection : 
cette proposit ion se démont re facilement, en subst i tuant au mo-
ment du couple le pa ra l l é logramme dont il vient d 'être question. 

La somme des moments des deux forces d'un couple, pa r rap-
port à une droite quelconque, est égale au moment du couple 
suivant lequel le couple donné se projet te su r un plan perpen-
diculaire à la droite. Il s 'ensuit que la somme des moments des 
deux forces d 'un couple pa r r appor t à une droite est la même 
que la somme des moments de ces deux forces pa r rappor t à 
une au t re droite quelconque, paral lèle à la première . Cette 
somme de moments est nulle, si la droi te à laquelle les moments 
se rappor ten t est para l lè le au plan du couple; elle est maximum 
si la droite est perpendiculaire à ce plan. 

Deux couples sont équivalents (§ 180) lorsque leurs plans 
sont paral lèles ou coïncident, que leurs moments sont égaux, et 
qu'ils tendent à faire tourner leurs bras de levier dans le même 
sens. On voit, en effet, que, d 'une par t , la somme des projec-
tions des deux forces du premier couple sur une droite quel-
conque, est égale à la somme des project ions des deux forces 
du second couple sur la même droite, puisque chacune de ces 

deux sommes est nul le ; et que, d'une au t re par t , la somme 
des moments des deux forces du premier couple pa r rappor t à 
une droite quelconque est égale à la somme des moments des 
deux forces du second couple par r appor t à la même droite, 
ainsi que cela résulte des proposi t ions qui viennent d 'ê t re éta-
blies. Deux couples qui ne satisferaient pas aux conditions 
énoncées ici ne seraient évidemment pas équivalents : la somme 
des moments des forces du premier couple pa r rappor t à une 
droite ne serai t pas égale à la somme des moments des forces 
du second couple par r a p p o r t à i a même droite, quelle que fût 
la position de cette droi te dans l 'espace. 

Il résul te de là qu 'un couple appl iqué à un solide invariable 
en équilibre peut être t r anspor t é paral lè lement à lui-même, 
comme on voudra , dans son plan ou dans un plan paral lè le ; 
qu'on peut le faire tourner comme on voudra dans son p lan , 
ap rès qu'on l 'a ainsi t r anspor té ; qu 'on peut même changer la 
g randeur commune de ses deux forces, en faisant varier en même 
temps son bras de levier dans un r appor t inverse, sans qu'il cesse 
d'être équivalent à ce qu'il était pr imit ivement . Si l 'on se reporte 
à la définition qui a été donnée p récédemment (§ ICI) du mo-
ment résul tant d 'un système quelconque de forces par rappor t 
à un point, on ver ra que, dans le cas où le sys tème de forces 
consiste s implement en un couple, ce moment résul tant est 
toujours le même, quel que soit le point auquel on le rappor te , 
et a pour va leur le moment même du couple : en effet, on peut 
toujours t r anspor t e r i e couple paral lè lement à lui-même, de ma-
nière que le point d 'application de l 'une de ses deux forces 
vienne coïncider avec le point pa r r appor t auquel on veut éva-
luer son moment résu l tan t ; de sor te que ce moment résultant 
est égal au produi t de la seconde force du couple p a r sa dis-
lance au point d 'application de la p remière . 

Si l 'on considère un système quelconque découplés appliqués 
à un solide invariable en équilibre, les forces qui composent ces 
couples peuvent toujours être remplacées par deux forces seule-
ment, 11,, II, (§ 159). Ces deux forces II,, lla fo rment nécessaire-
ment un couple; car elles consti tuent un système équivalent au 
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système des couples donnés, et , p a r conséquent , la somme de 
leurs projections su r «me droite quelconque doit ê t r e nulle 
comme la somme des project ions des forces de ces couples 
donnés sur la m ê m e droite (§ 180), ce qui ne peu t avo i r heu 
qu 'autant qu'elles sont égales, paral lè les et de sens contra . res . 
Ainsi un svstème quelconque de couples peut tou jour s être 
remplacé pa r un couple unique auquel on donne le nom de 
couple résultant ; p a r opposit ion, les couples auxquels .1 peut 
ê t re substitué sont souvent désignés sous le nom de couples 
composants. P o u r t rouver le couple résul tant K d 'un sys tème de 

couples donnés C, C , C" t r anspor tons ces couples donnés 

paral lè lement à eux-mêmes, de manière que le point d 'applica-
tion de l'une des forces de chacun d 'eux coïncide avec un cer-
tain point O; imaginons, en outre, que le couple che rché K soit 
dans une position analogue, c'est-à-dire que l 'une de ses deux 
forces ait également son point d 'applicat ion en 0 ; enfin appli-
quons au sys tème des couples C, C , C" pris dans cette po-
sition, le théorème établi p récédemment (§ 161) re la t ivement à 
la composit ion des moments d 'un sys tème que lconque de for-
ces par r a p p o r t à un point, et considérons les moments des 
forces des couples C, C , C" K, p a r r a p p o r t au point 0 : en 
effectuant une construction ana logue au polygone des forces 
sur les axes des moments des forces de C, C , C",. . . . qui n'a-
gissent pas su r le point 0 , on t rouvera l 'axe du moment de la 
force K qui n'est pas appliquée à ce point 0 , et pa r conséquent 
on a u r a à la fois la direction du plan du couple résul tant K, la 
g randeur de son moment et le sens dans lequel il tend à faire 
tourner son b r a s de levier. 

Lorsqu'on prend ainsi le moment de l 'une des deux forces d'un 
couple par r a p p o r t au point d 'appl icat ion de l ' au t re force, et 
qu 'on détermine l 'axe qui représente ce moment (§ 100), on a 
ce qu'on n o m m e l 'axe du couple. Cet axe , qu 'on peut mene r par 
un point quelconque de l 'espace, suffit p o u r r ep résen te r com-
plètement le couple auquel il cor respond ; il fait connaî t re la 
direction du plan du couple, l a g randeur du momen t de ce cou-
ple et le sens dans lequel il agit. On voit, par ce qui précède. 

que, pou r composer un sys tème que lconque de couples, on n 'a 
qu 'à cons idérer les axes de ces couple^ m e n é s p a r un même 
point de l 'espace, et à composer ces axes en t re eux c o m m e si 
c 'é ta ient des forces : l 'axe résu l tan t de cet te composi t ion est 
l 'axe du couple résu l tan t c h e r c h é . 

§ 182 . « M i s e <le l a t h é o r i e d e » r o u p i e » p o u r U c o m p o -

s i t i o n d e » f o r c e » a p p l i q u é e » * u n s o l i d e I n v a r i a b l e . — U n e 

force F appl iquée en un point A d 'un solide invar iable , fig. i ) i . 
peut ê t re t r a n s p o r t é e pa ra l l è lement à e l l e -même 
en un a u t r e point B du m ê m e solide, pourvu qu 'on 
lui ad jo igne un couple si tué dans le plan FAB et r" 
a y a n t pi>ur momen t le p rodu i t de la force F p a r la 
dis tance du point B à sa direct ion pr imi t ive . En " 
effet, si l 'on appl ique en B deux fo rces F , F*, toutes / ' • 
«leux éga les à F , su ivant une môme droi te para l lè le A 

à la d i r ection de la force F , et en sens con t ra i res ' 
l 'une de l 'autre , ces deux forces se fe ront équ i l ib re ; 
et , pa r conséquent , le sy s t ème des trois forces F , F . 
F ' sera équivalent à la force F : o r ce sy s t ème peut *'8' 
ê t re r ega rdé comme se composan t de la force F" et du couple 
formé pa r les deux forces F, F ' , ce qui est conforme à la p r o -
position énoncée . 

Considérons un sys tème que lconque de forces appl iquées à 
un solide invar iable . D 'après ce que nous venons de voir , 
chacune de ces forces peut ê t re t r anspor t ée para l lè lement à 
elle-même en un point 0 , pr is à volonté dans le solide ou lié 
invar iab lement avec lui , pou rvu qu 'à la force ainsi t r anspor t ée 
on jo igne le couple dû à celle t r ans la t ion ; le sys tème des forces 
données peut donc t ou jou r s ê t re r emplacé p a r un sys tème de 
forces égales et para l lè les aux premières , et appl iquées au 
point 0 , j o in t à un sys tème de couples . Toutes les forces a p -
pl iquées au point 0 peuvent se compose r en une seule force ; 
tous les couples peuvent éga lement se composer en un seul 
couple (§ 181): donc le sys tème donné se t rouvera remplacé 
p a r une force unique appl iquée au point 0 et un couple unique. 
On peut tou jour s supposer que le point d 'appl icat ion de l 'une 
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des deux forces d u couple coïnc ide avec le point 0 ; dès lors, 

deux des t rois forces auxque l l e s le sys tème vient d ' ê t r e réduit 

. o n t app l iquées a u m ê m e p o i n t 0 . et peuven t se composer en 

une seule agissant é g a l e m e n t s u r ce point : donc le sy s t ème des 

forces données se t rouve , en déf in i t ive , r e m p l a c é p a r deux 

forces don t une ag i t sur u n poin t 0 choisi à vo lonté . Nous re-

tombons ainsi s u r un r é s u l t a t que n o u s av ions dé j à ob tenu par 

d ' au t r e s cons idéra t ions (§ 159). 

8 1 8 3 A p p l i c a t i o n d e s t h é o r i e s p r é c é d e n t e s à l ' é q u i l i b r e 

d , u n N j n t è m e m a t é r i e l q u e l c o n q u e . - NOUS ne devons pas 

oubl ier que tou t ce qui a é t é dit d a n s ce chap i t r e et dans les 

deux p récéden t s se r a p p o r t e à un solide invar iab le considéré a 

l 'é ta t d 'équi l ibre . Voyons c o m m e n t les théor ies que nous avons 

établies d a n s ces t rois c h a p i t r e s p e u v e n t s ' appl iquer à un sys-

tème matér ie l que l conque . 

N o u s obse rve rons d ' a b o r d qu ' i l exis te d a n s la n a t u r e un grand 

n o m b r e de c o r p s sol ides qu i ne se d é f o r m e n t q u e de quant i tés 

tou t à fait i nappréc i ab le s , s o u s l 'action des forces qui leur sont 

habi tue l lement app l iquées : tels sont la p l u p a r t des matér iaux 

qui en t r en t d a n s les c o n s t r u c t i o n s et d a n s les mach ines . Ou 

peut donc a p p l i q u e r a p p r o x i m a t i v e m e n t à ces sol ides naturels 

ce qui a é té di t dans le c a s des sol ides inva r i ab les ; il n 'en ré-

sul tera qu 'une e r r e u r e x t r ê m e m e n t faible, et d ' a u t a n t p lus fai-

ble que ces solides n a t u r e l s se r a p p r o c h e r o n t p lus de la rigidité 

abso lue des sol ides i nva r i ab l e s . 

D'un a u t r e côté , l o r s q u ' u n sys tème maté r ie l est en équi-

libre, quelle que soit d ' a i l l e u r s sa n a t u r e , on peut évidemment 

supposer qu ' i l soil r e n d u i nva r i ab l e de fo rme s a n s que l'équi-

libre soit t roub lé : dès l o r s , les forces qui sont appl iquées aux 

diverses par t ies du s y s t è m e ma té r i e l , et qui se font équilibre 

sur ce sys tème t r a n s f o r m é en un solide invar iab le , doivent 

sat isfaire a u x condi t ions d ' équ i l ib re q u e nous avons trouvées 

p r écédemmen t . Les s ix équa t i ons q u e nous avons obtenue* 

pour exp r imer cet équ i l i b re (§ 177), et qui é ta ient suffisantes 

d a n s le cas d'un solide i n v a r i a b l e , subs is tent donc encore dan? 

le cas de l 'équi l ibre d ' u n sys tème maté r ie l quelconque. Quoi-

qu'e l l e s n e suff i sent p lus pour expr imer c o m p l è t e m e n t l'équi-

libre dans c e cas , on n'en es t pas m o i n s en droit d e s 'en serv ir 

pour en tirer les v a l e u r s d e q u e l q u e s - u n e s des forces qui y 

e n t r e n t c o m m e i n c o n n u e s ; e t l e s résul tats a u x q u e l s o n arr ive 

ainsi sont r i g o u r e u s e m e n t e x a c t s , tout aussi bien que si le sy s -

t ème matér ie l était r ée l l ement un so l ide invariable ayant la 

forme d e c e s y s t è m e pris à l'état d 'équi l ibre . D'après ce la , 

quand il n e s 'ag i t que d'arr iver à ces s ix équi t ions d'équi l ibre , 

ou bien à d e s re lat ions qui en so ient d e s c o n s é q u e n c e s néces-

sa ires , on peut app l iquer aux forces qui ag i s sent sur un sys -

t è m e matér ie l q u e l c o n q u e en équi l ibre , tout ce qui a été dit 

re lat ivement à la c o m p o s i t i o n des forces a p p l i q u é e s à un so l ide 

invariable et a u remplacement d'un s y s t è m e d e forces par un 

autre s y s t è m e é q u i v a l e n t ; mais cet te c o m p o s i t i o n d e s forces , 

et en généra l la subst i tut ion d'un s y s t è m e d e forces à un autre , 

ne do ivent pas être cons idérées c o m m e pouvant s 'e f fectuer 

rée l l ement , s a n s que l'état d'équil ibre d u s y s t è m e matér ie l 

soit c h a n g é , à moins cependant que l e s forces dont il s 'agit ne 

so ient appl iquées à un m ê m e point du s y s t è m e matér ie l . 
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S 184 . T h é o r è m e d u t r a v a i l v i r t u e l , p o u r u n „ . t è m c m a t é -

J , q u e l c o n q u e . - Nous avons v u (§ 104) que, p o u r qu un 

poin t matér ie l soi t en équi l ibre , il f au t et il suff i t que a r c ^ -

L t e do toutes les forces qui lui sont app l iquées soit nul l 

Nous pouvons é v i d e m m e n t e x p r i m e r cette condi t ion en d,>an 

q U e le t rava i l vir tuel (§ 176) de la r ésu l t an te est nul p o u r tout 

dép lacemen t inf iniment petit a t t r i bué au point maté r ie l : car . 

si cette r ésu l t an te est nul le , son t ravai l est nul aussi , que l que 

«oit le dép lacement de son point d ' app l i ca t ion ; et réciproque-

m e n t si le t ravai l de cet te force est nul p o u r t ou t déplacement 

inf iniment petit a t t r i bué au point sur lequel elle ag i t , elle est 

nécessa i rement nul le e l le -même. Mais n o u s s a v o n s que le tra-

vail de la r ésu l t an te de p lus ieurs forces app l iquées à un même 

„o in t est égal à la s o m m e des t r a v a u x des composan te s (§ 111) : 

donc on peut d i re que, p o u r q u ' u n poin t m a t é n e l soit en 

équi l ibre , il faut et il suff i t q u e la s o m m e des t r a v a u x virtuel* 

de toutes les forces qu i lui sont app l iquées soit nul le pour tout 

déplacement in f in iment petit a t t r i bué à ce po in t . 

Nous pouvons r e m a r q u e r que la proposi t ion qui vient d être 

é tabl ie est compr ise , c o m m e cas pa r t i cu l i e r , d a n s le théorème 

d u t ravai l v i r tuel que n o u s a v o n s d é m o n t r é précédemment 

p o u r un solide i nva r i ab l e ; car un point ma té r i e l peut être 

r ega rdé comme é tan t un solide invar iab le dont tou tes les di-

mensions sont nul les . 
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Considérons maintenant un système quelconque de points 
matériels, soumis aux actions de diverses forces, tant intérieures 
qu'extérieures (§ 151). Si un pareil système est en équilibre, 
c'est-à-dire reste en repos malgré l'action des forces qui lui sont 
appliquées, chacun des points matériels qui le composent es! 
lui-même en équilibre; la somme des travaux virtuels des forets 
qui agissent sur chaque point est donc nulle, pour tout dépin-
cement infiniment petit attribué à ce point. Il résulte de là que 
la somme des travaux virtuels de toutes les forces qui agissent 
sur les divers points matériels du système est égale à zéro, 
quels que soient les déplacements infiniment petits et indé-
pendants les uns des autres que l'on imagine être pris en même 
temps par ces différents points. Réciproquement, si la somme 
des travaux virtuels de toutes les forces appliquées au système 
est nulle, pour tous les déplacements possibles attribués aux 

divers points qui le composent, le système, supposé primitive 
ment en repos, ne sortira point de cet état de repos : car, si 
l'on ne déplace qu'un seul de ces points matériels, ce qui re-
vient à supposer que les déplacements de tous les autres sont 
nuls, on en conclura que In somme des travaux virtuels des 
forces appliquées à ce point est égale à zéro, quel que soit 
d'ailleurs le déplacement qu'on lui attribue, c'est-à-dire que 
ce point, considéré seul, est en équil ibre; le même raisonne-
ment, appliqué successivement aux divers points du système, 
montrera que tous ces points sont en équilibre, chacun sépa-
rément; et. par conséquent, le sys tème tout entier est en équi-
libre. Ainsi, l'on peut dire que, pour qu'un système matériel 
quelconque soit en équilibre, il faut et il suffit que la somme 
des travaux virtuels de toutes les forces qui agissent sur ces 
divers points soit nulle, quels que soient les déplacements 
infiniment petits et indépendants les uns des autres que l'on 
imagine être pris en même temps par ces différents points. 
C'e«t en cela que consiste le théorème du travail virtuel pour un 
système matériel quelconque. 

Il est à peine nécessaire d'ajouter que le théorème du travail 
virtuel s'applique, non seulement à la totalité d'un système 
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matér ie l en équilibre, mais aussi à une port ion quelconque de 
ce système, considérée à pa r t . Les act ions que les divers points 
matér ie ls de cette portion du système éprouvent , de la par t de 
tous les au t res points du système matér ie l , jouent a lors le rôle 
de forces extér ieures; tandis qu'el les ren t ren t dans la catégorie 
des forces intérieures quand on cons idère le sys tème tout entier . 

§ 183. Pa rmi tous les déplacements virtuels, en nombre in-
fini, q U e nous pouvons a t t r ibue r s imul tanément aux divers 
points d 'un svstèine matér ie l , chois i ssons en part iculier des 
déplacements tels que les d is tances mutuel les de tous les 
points du sys tème restent les m ê m e s ; c 'est-à-dire, concevons 
que nous déplacions le sys tème matér ie l tout d 'une pièce, 
comme si c'était un solide invariable . L'équation fournie par 
le théorème du travail virtuel, pou r un parei l déplacement de 
l 'ensemble des points matériels du système, ne cont iendra 
aucun terme dépendant des forces in tér ieures : les forces exté-
rieures y ent reront seules. En effet , les forces intérieures d 'un 
système matériel sont deux à deux égales et directement op-
posées ; d 'ail leurs, dan- le dép lacement part iculier que nous 
considérons, la dis tance de deux quelconques des points ma-
tériels du système ne change pas : il s 'ensuit que les t ravaux 
virtuels des forces intérieures son t deux à deux égaux et de 
signes contraires (§ 175), et que , p a r conséquent , ces t ravaux 
disparaissent tous de l 'équation fournie par le t héo rème du 
travail virtuel. 

Si nous rappor tons les divers points du système matériel à 
trois axes coordonnés rec tangula i res , nous pour rons a t t r ibuer 
en part icul ier à ce système un mouvemen t d 'ensemble qui 
soit, ou bien un mouvement de t rans la t ion paral lè le à l 'un des 
trois axes, ou bien un mouvement de ro ta t ion au tour de l 'un 
des trois axes. En appl iquant le t h é o r è m e du travail virtuel, 
pour chacun de ces six mouvements , o n t rouve ra év idemment 
des é q u a t i o n s identiques aux équa t ions (a) du g 177; puisque 
ces équat ions (a) ont été obtenues en donnant au solide inva-
riable dont on s 'occupai t précisément les six mouvements vir-
luels qui viennent d'être indiqués. Ainsi les forces extérieures. 

ÉQUILIBRE D'UN SYSTÈME MATERIEL QUELCONQUE. 30« 

appl iquées à un sys tème matér ie l quelconque en équilibre, sa-
tisfont nécessairement aux six équat ions qui exprimeraient 
l 'équilibre de ce sys tème , s'il devenait un solide invariable 
sans change r de forme. Nous av ions déjà é té conduits à celte 
conséquence pa r d ' au t res considérat ions (§ 183 . 

Il résulte de ce qui a été dit . à l 'occasion de l 'équilibre d'un 
solide invariable (§ 178). qu 'un mouvement virtuel d 'ensemble 
du sys tème matériel , qui serai t différent de chacun des six 
mouvements [»articuliers dont on vient de par ler , ne condui-
rait à aucune relation nouvelle en t re les forces extérieures : 
l 'équation que l'on obt iendrai t en appl iquant le t héo rème du 
travail virtuel à ce mouvement d 'ensemble, quel qu'il soit, ne 
serait qu 'une conséquence des six équat ions auxquelles on a r -
rive en considérant successivement trois t ranslat ions paral lè les 
aux axes, et trois ro ta t ions au tou r de ces axes . 

Les six équat ions auxquel les les forces extér ieures doivent 
satisfaire dans tous les cas. et qui suff iraient pour expr imer 
l 'équilibre du système, s'il était rendu invariable de forme, ne 
suflisent évidemment pas pour expr imer cet équilibre, lorsque 
les divers points matériels qui composent le système sont 
libres de se rapprocher ou de s 'é loigner les uns des autres , 
comme nous le supposons ici. On ne peut expr imer complète-
ment l 'équilibre du système qu 'en jo ignan t à ces six équat ions 
toujours nécessaires, d ' au t res équation« que l'on obtiendra en 
at tr ibuant aux divers poinL« du système des déplacements tels 
qu'i ls ne restent pas aux mêmes dislances les uns des autres , 
équations qui renfermeront généralement les forces intérieures 
en même temps que les forces extér ieures . 

§ I 8 U . T h é o r è m e d n t r n v a i l v i r t u e l , p o u r u n a y s t t m r m a 

l é r l r l d a a » l e q u e l o n i m a g i n e d e » l i a i s o n « . — I l es t S O U V e i l l 

utile de simplifier les condit ions dans lesquelles se t rouve un 
système matériel dont on veu t é tudier l 'équilibre, en imagi-
nant des liaisons établies dans diverses parties de ce sys tème. 
On entend par liaisons des condit ions que le système doit né-
cessairement rempl i r , et que nous supposerons ren t re r dan-
les trois suivantes, savoir : 



1° Que certains point* du système restent à des distances 

invariables les uns des au t res ; 
2* Que certains points soient obligés de rester sur des cour-

bes fixes, ou sur des surfaces fixes, sans éprouver de frot te-
ment de la part de ces courbes ou de ces surfaces, conformé-
ment à ce que nous avons dit précédemment pour un simple 
l>oint matériel 126 et 134); 

3 * Enfin, que c e r t a i n e s p a r t i e s d u s y s t è m e , considérées c o m m e 

.les solides invariables, soient assujetties à rester en contact les 
unes avec les autres, sans qu'il se développe de frot tement 
entre leurs surfaces. 

On peut concevoir que ces liaisons, que l'on imagine dans 
un système matériel , soient remplacées par des forces capables 
d'obliger le système à satisfaire aux mêmes conditions. Dans 
le cas où deux points doivent rester à une même distance 
l'un de l 'autre, des forces égales et contraires développées 
entre ces deux points, et d 'une intensité convenable, pourront 
maintenir celte invariabilité de distance. Dans le cas où un 
point est obligé de rester sur une courbe, ou sur une surface 
fixe, sans frot tement , une force égale à la réaction normale de 
la courbe ou de la surface sur le point, peut produire le même 
effet. Dans le cas où deux parties du système, considérées 
comme deux solides invariables, sont assujetties à res ter en 
contact, sans qu'il y ait de frottement entre leurs surfaces, on 
peut regarder ce résultat comme produit par deux forces égales 
et contraires, agissant sur les deux solides, aux points pa r les-
quels ils se touchent, et suivant la normale commune à leurs 
surfaces ; ces deux forces doivent agir comme des forces at-
tractives entre les points auxquels elles sont appliquées, ou 
bien comme des forces répulsives, suivant que les deux solides 
tendent à s 'écarter l 'un de l 'autre, ou, au contraire, h pénétrer 
l'un dans l 'autre. 

En substituant aux liaisons les forces qui peuvent en tenir 
lieu, on fait rent rer le système matériel dans le cas général pour 
lequel le théorème du travail virtuel a été établi précédemment 
$ 18i). Pour que ce système soit en équilibre, il faut et il 
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suffit que la somme des t ravaux virtuels de toutes les forces, 
y compris celles qui remplacent les liaisons, soit égale à zéro, 
quels que soient les déplacements virtuels qu'on attribue aux 
différents points matériels dont il est formé. Mais si. parmi tous 
les- déplacements infiniment petits qu 'on peut attr ibuer à ces 
divers points matériels, on choisit spécialement ceux qui sont 
compatibles avec les liaisons, on verra que les forces qui tien-
nent lieu des liaisons disparaî t ront d'elles-mêmes dans les 
équations fournies par le théorème du travail virtuel. En effet, 
si l 'on considère en premier lieu les deux forces capables de 
maintenir l 'invariabilité de distance de deux points du système, 
la somme des travaux de ces deux forces est nulle pour tout dé-
placement virtuel eu vertu duquel la distance des deux points 
ne change pas (§ 173). Si l'on considère en second lieu la force 
capable d 'empêcher un point de sort i r d 'une courbe fixe ou 
d'une surface fixe, le travail de cette force correspondant à un 
déplacement virtuel du point dirigé suivant la courbe fixe ou 
sur la surface fixe est égal à zéro, puisque ce déplacement vir-
tuel est perpendiculaire à la direction de la force. Enfin, si 
l'on considère les deux forces capables de maintenir les surfa-
ces S, S', fi<j. 92, de deux solides invariables, en contact l'une 
avec l 'autre, la somme des travaux de ces 
deux forces est nulle pour tout mouvement 
virtuel du système en vertu duquel ces deux 
surfaces ne cessent pas de se toucher ; car 
les positions A,. A ,, où les points des deux 
surfaces qui coïncidaient primitivement en 
A, viennent se placer par suite de ce mou-
vement virtuel, sont toutes deux situées sur 
le plan langent commun à ces surfaces après leur déplacement, 
pian tangent qui ne fait qu'un angle infiniment petit avec le 
plan tangent commun en A; les déplacements AA,, A.V, des 
points d'application des deux forces, que nous supposons ap-
pliquées aux deux solides pour les maintenir en contact l'un avec 
l 'autre, ont donc une môme projection sur la direction com-
mune NN de ces forces, puisque NN' est la normale com 

f!' 

J ^ s t c r " 

! 
s 
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mune aux deux surfaces eu A ; e t p a r conséquent la somme des 
t ravaux virtuels de ces deux forces égales et conlra i res est nulle 
pour un pareil mouvement v i r tuel . On peut dire d ' ap rès cela 
que. si l 'on met de côté toutes les forces capables de remplacer 
les l iaisons, pour ne s 'occuper que des au t res forces directe-
ment appl iquées aux diverses par t ies du sys tème matériel , et 
si l 'on suppose que le sys tème soit en équil ibre, la somme des 
t ravaux vir tuels de ces dern iè res forces est nulle pour tout dé-
placement virtuel compatible avec les liaisons. 

Nous allons voir que, r éc ip roquement , si la somme des t ra -
vaux virtuels des lorcesF. F ' , F" di rectement appl iquées au 
sys tème matériel , est égale à zéro, pour déplacement infi-
niment petit compatible avec les liaisons, ce sys tème est en 
équilibre. En effet, s'il n ' yava i t pas équilibre, l e svs t ème maté-
riel dont il s 'agit se met t ra i t en mouvement sous l 'action des 
forces F . F , F" et son m o u v e m e n t s'ell 'ecluerait conformé-
ment aux liaisons auxquelles il est a ssu je t t i ; on pourrai t évi-
demment s'opp<»er à ce m o u v e m e n t en appl iquant à chacun des 
points matériel- du sys tème u n e force convenable dirigée en 
sens contraire de la direction su ivan t l a q u e l l e ce point matériel 
tendrai t à se déplacer ; (lés lors le sys tème matér ie l serait en 
équil ibre sous l 'action des forces Q. 0 ' , Q", . . . . , que l'on devrait 

ainsi appl iquer à ses divers po in t s , et des forces F , F , F ' 

que l'on avait dé jà . D'après ce qui vient d 'ê t re établi , il n 'y a 
qu 'un instant , la somme des t r a v a u x de cet ensemble de forces 
y , Q', Q", F. F , F* dev ra i t ê t re nulle, pour tout dépla-
cement virtuel compatible avcc les liaisons, et en particulier 
pour le déplacement inf in iment peti t que le sys tème aura i t pris 
tout d 'abord sous l 'action des forces F. F , F ' , . . . , seules, si l'on 
n'avait pas appliqué les forces Q. 0 ' , 0 " - - pour s 'y opposer . 
Mais, par hypothèse , la s o m m e des t ravaux vir tuels des forces 
F. F , F ' , . . . est nulle pour t o u t déplacement compat ible avec 
les liaisons, et pa r conséquent pour le mouvement particulier 
dont il s 'agit : donc la s o m m e des t ravaux vir tuels des forces 
Q. U'. Q",—. devrait aussi ê t r e nulle pour ce mouvement parti-
culier. ce qui est impossible, pu isque , dans ce mouvement , 1« 
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point d 'application de chacune de ces forces Q se déplace 
préc isément en sens contra i re du sens dans lequel la force 
agit ; ce qui fait que les t ravaux virtuels des forces Q, Q' Q", . . . . 
sont Ions négat i fs . 

Il résulte de ce qui vient d 'être dit que, p o u r qu 'un système 
matériel , dans lequel on imagine des liaisons, soit en équilibre 
sous l 'action de diverses forces. F, F ' , F ",..., d i rectement ap-
pliquée« à ses différents points, il faut et il suffit que la somme 
des t ravaux vir tuels de ces forces soit nulle pour tout déplace-
ment infiniment petit compatible avec les liaisons. 

tj 187. Un solide invariable est un cas part icul ier d 'un sys tème 
matériel dans lequel existent des liaisons, puisqu'un pareil 
solide n'est au t r e chose qu 'un sys tème matériel dont les divers 
points sont supposés à des distances invariables les uns des 
autres . D'après cela, donner au solide un mouvement virtuel 
compatible avec les liaison* qu 'on imagine à son intér ieur , c'esl 
le déplacer tout d 'une pièce, sans qu'il ép rouve aucun change-
ment de forme dans ses diverses |>arties. Il résulte de là (pie. 
pour qu 'un solide invariable soit en équil ibre sous l 'action de 
diverses forces, il faut et il suffit que la somme des t ravaux vir-
tuels de ces forces soil nulle pour tout mouvement infiniment 
petit a l l r ih i iéau solide, la forme du solide restant d'ailleurs tou-
jou r s la même, malgré le changement de position qu 'on lui fait 
subir . Nous retrouvons ainsi le théorème du travail virtuel, dans 
le cas d 'un solide invariable , tel que nous l 'avons établi précé-
demment (§ I7IJ) par des considérat ions directes. Il est impor-
tant de r emarquer cependant que. pour a r r iver à l 'établir a insi 
directement , nous avons dû admet t re tout d 'abord (§ 153) q u e 
deux forces égales et contra i res appl iquées à deux points diffé-
rents d 'un solide invariable et suivant la droi te qui les jo in t , se 
font mutuellement équi l ibre : tandis que nous venons en dern ie r 
lieu de démont re r ce même théorème du travail vir tuel , sans 
rien admet t re de plus que les principes énoncés dans le chapitre 
premier du livre II, et les conséquences que nous en avons dé-
duites pa r une suite de raisonnements rigoureux. Celte proposi-
tion que nous avons admise relativement à deux forces égales 
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et directement opposées, app l iquées à deux points différents 
d 'un solide invariable, et qu 'on peut r egarder comme évidente 
pa r elle-même, se t rouverai t donc justifiée par ce qui précède, 
si l'on voyait quelque difficulté à la considérer comme évidente. 

En appliquant le théorème du travail virtuel, dans le cas d 'un 
solide invariable soumis à l 'action de diverses forces, nous 
avons t rouvé les six équat ions (a) du § 1 " . équat ions 
qui sont nécessaires et suffisantes pour expr imer l 'équil ibre du 
solide sous l 'action de ces forces. Le solide dont il s 'agit n'était 
assujetti à aucune autre condition que l ' invariabili té des dis-
tances mutuelles des divers points matér ie ls qui le composent; 
sauf cette invariabili té, il était en t iè rement libre de céder à 
l'action des forces. Nous pouvons maintenant al ler plus loin, 
en nous appuyan t sur le t héo rème du travail vir tuel que nous 
venons d 'é tabl i r pour un système matériel contenant des liai-
sons. Nous pouvons t rouver les équations d 'équil ibre d 'un solide 
invariable qui n'est pas complètement libre de céder aux ac-
tions des forces qui lui sont appliquées. 

Considérons en premier lieu un solide invariable qui ne peut 
que tourner autour d'un point fixe : si nous prenons ce point 
pour origine des coordonnées, et que nous donnions au solide 
successivement trois ro ta t ions infiniment petites au tour de 
chacun des trois axes, le théorème du travail nous fournira 
les trois équations 

l'/.y — Y s ) = 0 , S(X; — Zx) — 0, 2 , Y i - X y ) = 0 . 

Un mouvement infiniment petit quelconque du solide, compa-
tible avec la liaison à laquelle il est assujett i , ne peut ê t re qu'une 
rotation au tou r d 'un axe passant par le point fixe ; ce mouve-
ment peut donc tou jours se décomposer en trois rotat ions autour 
des axes coordonnés, et pa r suite l 'équation fournie pa r le théo-
rème du travail virtuel pour ce mouvement quelconque sera une 
conséquence des t rois équat ions précédentes : il résulte de là 
que ces t ro iséquat ionssont suffisantes pour expr imer l'équilibre 
du solide. On peut comprendre ces équations d'équilibre dans 
un seul énoncé, en disant que. pour qu 'un solide invariable 
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qui ne peut que tourner au tour d 'un point fixe soit en équi-
libre sous 1 action de diverses forces, il faut et il suffit que la 
somme des moments de ces forces pa r r appor t à une droite 
quelconque menée par le point fixe soit égale à zéro. 

Dans le cas où un solide invariable ne peut que tourner 
autour d'un axe fixe, il est aisé de voir qu 'une seule équation 
expr imera l 'équil ibre de ce solide sous l 'action des forces qui 
lui sont appl iquées : pour que le solide soit en équilibre, il 
faut et il suffit que la s o m m e des moments des forces pa r r ap-
port à l 'axe fixe soit nulle. 

Enfin, dans le cas où un solide invariable ne peut se mouvoir 
que paral lèlement à un plan fixe, on trouve les équations né-
cessaires et suffisantes pour que ce solide soit en équilibre, en 
expr imant que la somme des t ravaux vir tuels des forces qui lui 
sont appl iquées est nulle pour trois déplacements différents , 
savoir : pour deux t ransla t ions suivant deux axes rectangulaires 
tracés dans le plan fixe, et pour une rotation au tour d 'un axe 
mené perpendicula i rement à ce plan par le point de rencontre 
îles deux premiers . Ces équat ions d 'équil ibre sont les mêmes 
que celles que l 'on t rouverai t si l 'on projetai t toutes les forces 
sur le plan fixe, et qu 'on expr imâ t ensuite que le solide est en 
équilibre sous l 'action de ces forces projetées (§ 170). 

§ 188 . u l l l l i r r r e l a t i f d ' a n a j ^ t è i n r m n t r r i r l . — Ce 

que nous avons di t pour l 'équilibre relatif d 'un point maté-
riel (§ 110) peut s ' é tendre immédia tement à l 'équilibre relatif 
d'un système quelconque de points matériels ; cet équilibre 
se ramène à un équilibre absolu par l 'adjonct ion des forces 
apparentes correspondant aux divers points du sys tème, aux 
forces qui sont réellement appl iquées à ces di f férents points. 
En prenant l 'ensemble de ces forces apparentes et réelles, et 
leur appl iquant le t h é o r è m e du travail virtuel , on trouvera 
dans tous les cas les équat ions auxquelles elles doivent satis-
faire pour que le système soit en équilibre relatif, c 'est-à-dire 
pour qu'il ne sorte pas de l 'état de repos relatif dans lequel on 
le suppose primitivement placé. 

Les corps qui nous paraissent en équilibre au tour de nou> 



sont seulement en équi l ibre relat i f , pu isque la ter re n'est pas 
immobi le . Nous pouvons t r a i t e r cet équi l ibre relatif c o m m e 
s'il é ta i t abso lu , en cons idé ran t , pou r chaque molécule , non 
seulement les forces qu i lu i sont réel lement appl iquées , mais 
encore la force d ' iner t ie co r r e spondan t au m o u v e m e n t réel 
de cet te molécule supposée en r epos p a r r a p p o r t à la ter re . 
Mais si. pa rmi les forces qui ag issen t rée l lement sur les mo-
lécules, nous p r e n o n s spéc ia l emen t les a t t r ac t ions qu'el les 
ép rouven t d e l à par t de la masse en t iè re de la te r re , a ins . que de 
la p a r t du soleil et de la l une , et si nous composons la force 
d ' iner t ie dont nous venons de pa r l e r avec ces a t t rac t ions , nous 
a u r o n s une résu l t an te qui se ra p réc i sément ce que nous nom-
mons le poids de cel te molécu le (§ 146), e t la direction de 
cette force r é su l t an te sera la ver t ica le Correspondant au point 
où la molécule est s i tuée. Nous voyons pa r là que l 'on peut as- . 
s imiler l ' é ta t de r epos des c o r p s s u r la t e r re à un équil ibre 
abs du , en r e g a r d a n t le p o i d s de c h a q u e molécule c o m m e si 
c 'était une force qui lui fût rée l lement appl iquée suivant la 
ver t ica le , el exp r iman t q u e ce poids , jo in t aux forces réelles 
a u t r e s que les a t t r ac t ions d o n t il vient d ' ê t re ques t ion , f o r m e 
un sy s t ème de forces qui sat isfai t aux équa t ions d 'équi l ibre 
fourn ies pa r le t h é o r è m e du t ravai l vir tuel . 

P o u r t rouver la g r a n d e u r de ce poids de chaque molécule 
d 'un corps , et p a r suite le poids total du corps considéré 
comme un solide invar iable , n o u s n ' avons pas besoin d 'ai l leurs 
de nous p réoccupe r de la déf in i t ion que nous en avons donnée, 
et de che rche r à elTectuer la composi t ion des a t t rac t ions q u -
ia molécule ép rouve de la p a r t de la te r re , du soleil et de la 
lune, avec la force d ' iner t ie co r r e spondan t à son mouvement 
d ' en t r a înemen t : l ' expér ience nous fourn i t d i rec tement la gran-
deur du poids d 'un corps , et de m ê m e elle nous fait connaî t re 
la vert icale , qui est la d i r ec t ion suivant laquelle ce poids doit 
ê t re r e g a r d é comme e x e r ç a n t son ac t ion . 

D 'après les expl icat ions q u e nous avons d o n n é e s précédem-
ment (§ 149), le poids d ' u n corps c h a n g e pér iodiquement de 
g randeur aux diverses h e u r e s d 'une m ê m e jou rnée , et de même 
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la vert icale co r r e spondan t à un point que lconque change pé-
riodiquement de direct ion. Il s 'ensui t que l 'é tat d 'équi l ibre des 
co rps sur la t e r re doit c h a n g e r cont inuel lement , pa r suite de 
ces c i rconstances . Mais ces c h a n g e m e n t s sont tel lement faibles 
qu' i l n 'est généra lement pas possible d 'en apercevoi r les elfels , 
et qu'il n 'y a lieu de s'en préoccuper que d a n s des cas ex t rême-
ment r e s t r e i n t s : nous r ega rde rons doni- habi tue l lement les 
poids des molécules des co rps s i tués sur la t e r re comme des 
forces cons tan tes en g randeur et en direct ion. 

§ 1 8 9 . K q u i l i b r r « I r» » j s l è i n c s i x - a a n t * « I n n s I r s u t i » 

« • « i a i e n t î l e s l i a i s o n « . — Considérons un système matér ie l 
assujet t i à cer ta ines liaisons, (elles que celles que nous avons 
«léGnies p récédemment (§ 18(1), et supposons que ses diverses 
molécules ne sont d 'a i l leurs soumises qu ' à l 'act ion de la 
pesanteur . Pour qu 'un parei l sys tème soit en équi l ibre , il 
faut el il suffi t q u e , pou r tout mouvement v i r tuel compatible 
avec les l iaisons, le cen t re de gravi té du sys tème reste dans le 
plan hor izonta l d a n s lequel il se t rouvai t d ' abord . Lu effet, 
la condit ion d 'équi l ibre , telle que la fourn i t le t h é o r è m e du 
t ravai l v i r tuel , c'est que la somme des t ravaux vir tuels des 
poids des diverses molécules du sys tème soit nulle, pou r tout 
dép lacement compatible avec les l iaisons (§ 186); mais nous 
avons vu (§ 173) que cel te somme de t r avaux a t ou jou r s pour 
va leur le t ravai l d ' u n e force éga le au poids total du système 
appl iquée à son cen l re de grav i té : donc on e x p r i m e r a l 'équi-
l ibre du sys tème en disant que ce dern ie r t ravai l est nul pou r 
tou t dép lacement v i r tuel com|«it ible avec les l iaisons, c 'es t -
à-dire que , de quelque man iè re qu 'on effectue ce déplace-
ment . le cenl re de g rav i t é du système ne sorl pas «lu plan h o -
rizontal dans lequel il étai t p r imi t ivement si tué. 

Supposons , pa r exemple , que le lieu géomét r ique «le toutes 
les posit ions que peut p rendre le cen t re de grav i té d 'un sys-
t ème pesant , lorsqu 'on donne à ce sys tème tous les mouve-
men t s compat ib les avec les liaisons auxquel les il est assuje t t i , 
soit une l igne courbe ou bien une surface : le sys tème sera en 
équi l ibre toutes Ic9 fois que son centre de gravi té se t rouvera 
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au point le plus élevé ou au point le plus bas de la courbe ou 
' d e la surface, e t . en général , toutes les fois qu d sera en un 

point tel que la tangente à la courbe, ou le plan tangent à la 
surface en ce point aura une direction horizontale. S'il arrivait 
que le cent re de gravi té d 'un système pesant restât constam-
ment dans un même plan horizontal , de quelque manière qu'on 
changeât les positions de ses diverses parties, en ayant égard 
aux liaisons, on devrai t en conclure nécessairement que le 
système est en équil ibre dans toutes ces positions : on dit alon* 
que l 'équilibre est indifférent. C'est ce qui aura lieu en particu-
lier. si le centre de gravi té du système reste toujours au même 
point de l 'espace, de quelque manière que l'on déplace les 
diverses part ies de ce système. 

§ 190. On t rouve une application de ce qui p récède dans la 
construction des ponts-levis à flèche. Le tablier AB du pont. 
fi g. «>3. est mobile au tour d 'un axe horizontal A: deux chaînes 
B. C par tent des deux côtés du tablier, et vont s 'a t tacher aux 
ex t rémi tés de deux flèches C. D formant un cadre mobile au-
tour d 'un axe horizontal K; un contre-poids 0 , supporté par 
les deux flèches, sert â équilibrer le poids du tablier. On prend 
la distance KC égale à A B, et on donne aux deux chaînes B, C une 

Figr- 93-

longueur égale à AE ; de sorte que la figure ABCE est un paral-
lé logramme dans toutes les positions que l'on peut donner au 
sys tème, en faisant tourner les flèches autour de l 'axe E, et le 
tablier autour de l 'axe A, sans que les chaînes B, C cessent d'être 
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t endues ; il en résulte que. dans un pareil mouvement , l 'angle 
dont le tablier tourne au tour de l 'axe A est toujours égal à l 'angle 
dont les flèches tournent en même temps au tour de l 'axe E. Pour 
t rouver le centre de gravi té du sys tème tout entier, f o rmé du ta-
blier, des chaînes, des flèches et du contre-poids, nous pouvons 
concevoir que chaque chaîne soit remplacée pa r deux masses 
égales chacune à la moitié de sa masse et placée à ses deux 
ex t rémi tés ; soient G et G' les centres de gravi té du tablier d 'une 
par t , et des flèches avec le contre-poids 0 d 'une au t r e par t , en v 
comprenant de par t et d ' au t res les masses qui t iennent lieu des 
moitiés des cha înes ; soient, en outre , 1» et P' les poids de ces 
deux part ies du système : le point d'application de la résul tante 
des forces paral lèles et de même sens P, P', appliquées aux 
points G, G', sera le centre de gravi té du système tout entier . 
On détermine le contre-poids Q.et sa position sur la charpente 
formée par les flèches, de manière à satisfaire à deux conditions, 
s a v o i r : 1° que la ligne EG' soit parallèle A AG\ pour une posi-
tion part iculière du système; 2* que l'on ail la proportion 

P _ A G 

Il est aisé de voir que le parallélisme de EG' cl de AG se con-
serve dans toutes les positions que l'on peut donner au sys-
tème, cl que, pa r conséquent , d ' ap rès la seconde des conditions 
qui viennent d 'ê t re indiquées, le centre de gravi té de tout le 
système 

se trouve toujours en un point 0 , situé sur la droite 
AE, de telle manière qu 'on ait 

A O A G P ' 

K O - E U — P ' 

Il résulte de là que le pont-lcvis, ainsi constitué, est en équi-
libre indifférent dans toutes les positions qu'on peut lui 
donner , en faisant t ou rne r les flèches autour de l 'axe E. et par 
suite le tabl ier au tou r de l 'axe A. 

Au Ireu d 'accrocher les chaînes qui suppor tent le tablier d 'un 
pont-Ievis à des flèches munies d 'un contre-poids, comme nous 
venons de le d i re ,on peut faire passer ces chaînes sur des pou-
lies placées au-dessus du tablier , et suspendre à leurs exlrémi-
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tés des contre-poids destinés à équ i l ib re r le poids de ce tablier. 
On peut , en outre , obl iger ces con t re -po ids à glisser le long de 
courbes fixes, afin que la tension de chaque cha îne due a 1 ac-
tion du contre-poids qui la te rmine var ie suivant que le tabl.er 
du pont est p lus ou moins relevé. Si I on dé termine ces courbes 
fixes de telle man iè re que le c e n t r e de gravi té du tablier , des 
chaînes et des contre-poids res te t o u j o u r s su r un même plan 
horizontal , le pont-levis sera en équil ibre indifférent dans 
toutes les positions qu 'on pour ra lu i faire prendre . 

Un pont-levis à l lèches, ou bien à con t re poids mobiles le 
long de courbes fixes, est loin de r e n t r e r complètement dans 
le cas des svstèmes à liaisons «pie nous avons considérés. Les 
touril lons du tablier et ceux «les flèches ép rouven t des frotte-
ments d e l à par t des ouver tures ou coussinets dans lesquels ils 
t ou rnen t ; les contre-poids g l i s san t le long de courbes fixes 

.éprouvent également des f r o t t e m e n t s «le la p a r t de ces courbes. 
Mais il est clair qu 'on peut faire a b s t r a c t i o n de ces f ro t tements 
divers dans la théorie de r é t a b l i s s e m e n t des ponts-levis, et rai-
sonner comme nous l 'avons fa i t , e n faisant r en t re r ces appa-
reils d a n s les systèmes à l ia isons q u e nous avons considérés 
d 'une manière généra le : si un pon t - l ev i s est disposé de manière 
à être en équilibre indifférent d a n s toutes les positions qu'on 
peut lui donner , dans le cas où il ne se développerai t de frot-
tement dans aucune de ses p a r t i e s , il res tera à plus forte raison 
en équil ibre dans chacune de se s posi t ions lorsque ces frotte-
ments exerceront leur act ion. 

$ 191. Dans la construction d e s appa re i l s de diverses espèces 
destinés à peser les corps, on c h e r c h e ù réal iser au t an t que pos-
sible les liaisons idéales que n o u s a v o n s définies précédemment 
S 186); ces apparei ls sont d ' a u t a n t meil leurs à ce point de vue, 
qu'ils sont plus près de r en t r e r complè t emen t dans les sys-
tèmes à liaisons pour lesquels n o u s avons établi le théorème 
du 8 IKG. Ainsi, on dispose les d i v e r s e s pièces susceptibles de 
fléchir sous l 'action des forces q u i leur sont appl iquées , telle* 
«pie les fléaux de balances, de m a n i è r e que leur flexion soit 
tou jours t r è s faible et qu 'on p u i s s e les r egarder c o m m e étant 
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«les s o l i d e s i n v a r i a b l e s ; o n fait e n s o r t e q u e l e s d i v e r s e s p i è c e s 

s o l i d e s qui d o i v e n t s e m o u v o i r l e s u n e s par r a p p o r t a u x a u t r e s 

ne s e t o u c h e n t q u e par d e s c o u t e a u x à a r ê t e s d é l i é e s , d e m a -

n i è r e q u e l e s m o u v e m e n t s re la t i f s s o i e n t d e s r o t a t i o n s a u t o u r 

«les a r ê t e s de c e s c o u t e a u x , e t c . Les f r o t t e m e n t s q u e l 'on p e u t 

l a i s s e r s u b s i s t e r d a n s c e r t a i n s a p p a r e i l s , t o u t e n e n fa i sant a b s -

t rac t ion d a n s l e s c o n s i d é r a t i o n s t h é o r i q u e s s u r l e s q u e l l e s rc -

p«>se l e u r c o n s t r u c t i o n (§ 190), p a r c e q u ' i l s n e n u i s e n t p a s à 

l 'effet qu 'on v e u t o b t e n i r , s e r a i e n t a u c o n t r a i r e ici t rè s n u i s i -

b les , e n ce qu ' i l s d i m i n u e r a i e n t la m o b i l i t é , e t |>ar c o n s é q u e n t 

la s ens ib i l i t é d e s ap|>arei ls d o n t n o u s n o u s o c c u p o n s . 

Le plus ord ina i rement cesap|Hireils, dont on se ser t pour pe-
s e r les corps , se composent de deux plateaux mobiles reliés l 'un 
à l 'autre par un sys tème de pièces solides ar t iculées entre el les; 
«le sort«? que le mouvement ascendant ou descendant de l 'un 
des p la teaux détermine nécessairement le mouvement de l 'nu t re 
plateau en sens contraire . Le corps A peser é tan t placé sur l'un 
«les plateaux, on lui fait équil ibre au moyen de poids connus 
placés en quant i té convenable sur l ' au t re p la teau , et la quant i té 
«le ces poids connus , qu 'on a dû employer , fait conna î t re le poids 
«lu corps. Il est aisé de voir qu'un apparei l de ce genre doit né-
cessairement satisfaire à cette condition, que le mouvement de 
chacun des deux plateaux soit un mouvement de t ranslat ion, 
c 'est-à-dire que ses diverses parties s 'élèvent ou s 'abaissent en 
même temps d 'une même quant i té . Car, en supposan t que l'é-
«piilibre s«»il établi , comme nous venons de le d i re , il faut «pie 
« et équilibre ne soit pas t roublé par un simple changement de 
position d'un de sco rps pesants sur la surface d'un plateau qui le 
suppor t e ; il faut donc que le centre de gravi té de ce corps se 
déplace vert icalement île la même quant i té , quel le que soit sa 
position sur le plateau, pour un même mouvement virtuel at tr i-
bué au système et compatible avec les liaisons, sans quoi la 
somme des t ravaux virtuels de toutes les actions de la pesan-
teur sur ce sys tème changera i t de valeur par le changement 
«le position du corps, et cette somme ne pourrai t pas être nulle 
dans tous les cas. 



L a condition que nous venons de faire connaî t re et qui con-
siste en ce que chacun des deux plateaux do.t s élever ou « a -
L s e r d'un mouvement de t ranslat ion pour un mouvement m-
finiment petit des pièces articulées qui les relient un a l autre, 
suffit pour que l 'apparei l puisse être employé à la de terminal,on 
des poids des corps , en supposant, bien entendu, qu ,1 satisfasse 
A i l l e u r s à la condition de mobilité dont nous avons par lé tout 
d ab- rd. L'équilibre qu'on établit en met tant le co rps peser 
u r ,' n des plateaux, et des poids connus sur I autre plateau. 

t tel que les diverses pièces mobiles de l 'apparei l sont dans les 
m ê m e s positions que si les plateaux n 'é ta ient chargés m l un m 
l o u t r e ; en sorte que, pour t o u t déplacement vir tuel du sys-
tème, la sommedes t r a v a u x v i r t u e l s d e s actions de la pesanteur 

, u r les diverses part ies qui const i tuent l 'apparei l lui-même est 
égale à zéro : il faut donc que la somme des t ravaux virtuels de 
la pesanteur , sur le corps qu 'on veut peser d 'une par t , et sur 
les poids connus d 'une au t re par t , soit séparément nulle ; c est-
à-dire que le poids inconnu et l 'ensemble des poids connus 
«ont entre eux dans le rappor t inverse des quant i tés dont les 
deux plateaux se déplacent en même temps suivant la verti-
cale Ainsi, il suffit de connaî t re le rappor t qui existe entre ces 
déplacements s imultanés des deux plateaux, estimés suivant la 
verticale, pour en conclure le r a p p o r t du poids inconnu a 1 en-
semble des poids connus qui lui font équilibre, et pa r consé-
quent pour t rouver la valeur de ce poids inconnu. Dans la ba-
lance ordinaire, où les deux plateaux sont suspendus aux 
extrémités d 'un fléau mobile au tour de son miheu, les dépla-
c e m e n t s s imultanés des plateaux suivant la vert .caleso. i t égaux 
l 'un à l 'autre, et par suite le poids du corps que l'on pèse est égal 
à l 'ensemble des poids connus avec lesquels on lui fait équih-
bre 11 en est de même de la balance de Roberval , ou balanceà 
plateaux supérieurs , qui est si r é p a n d u e depuis quelque temps 

dans le commerce. Dans les b a s c u l e s d i v e r s e s employées à peser 
les corps un peu lourds, les déplacements s imul tanés des deux 
plateaux sont ordinairement entre eux dans le r appor t de 1 a U 
ou même de 1 à 100, de sorte qu'il faut p rendre 10 fo.s ou 100 

fois l 'ensemble des poids connus mis dans le petit plateau pour 
avoir le poids du corps que l'on pèse. 

§ 1 9 2 . é q u i l i b r e d u p o l y g o n e f u n i c u l a i r e . - S u p p o s o n s 

qu un lil parfai tement flexible et inextensible soit sollicité pa r 
des forces F, F , F ' . F", F " , fig. 94, appl iquées à ses extrémités 

ris- M. 

A, E, et à divers points B. C, D, de sa longueur ; ce til é tant 
en équil ibre sous l 'action des forces dont il s 'agit, affectera la 
forme d'un polygone ayant pour sommets les divers points d 'ap-
plication de ces forces : on donne à un pareil fil le nom de 
polygone funiculaire. Nous allons voir en quoi consistent les 
conditions de son équil ibre. 

Chacun des cordons AB, BC,... éprouve unecer ta ine tension, 
et l'on conçoit que celte tension peut ê t re évaluée en nombre à 
l 'aide d'un dynamomèt re (§ 86) qu 'on in terposera i t entre deux 
parties de ce cordon, préa lablement coupé en un point quel-
conque de sa longueur . La tension du cordon AB est évidem-
ment égale A la force F. et la direction de ce cordon est la-même 
que celle de cette force. Il en est de même du cordon DE, qui 
est dirigé suivant la direction de la force F " , et dont la tension 
est égale à cette force. Soient T et T les tensions des cordons 
intermédiaires BC. CD ; le point B est en équilibre sous l'ac-
tion des forces F , F, T, dont les deux dernières agissent respec-
tivement suivant les lignes BA. BC; il s 'ensuit que l 'une quel-
conque de ces trois forces est égale et directement opposée A la 
résultante des deux aut res : donc le cordon BC doit être dirigé 
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dans le plan des deux forces F . F , suivant le prolongement de 
la diagonale du para l l é logramme const ru i t sur ces deux forces, 
appliquées toutes deux au point B. et la longueur de cette dia-
gonale détermine la g r andeu r de la tension T du cordon BC. 
De même l 'équilibre du point C. soumis aux actions des forces 
F" T T' exige que CD soit d i r igé dans le plan m e n é pa r Y 
et par BC, suivant le pro longement de la diagonale du parai-
lé logramme construi t sur les deux force« F". T, appl iquées au 
point C ; et la longueur de cette diagonale dé te rmme la gran-
deur de la tension T du cordon CD. Enfin, la force F " , qui a la 
même direction que le cordon DE, doi t être située dans le plan 
mené par F " et CD, dirigée su ivan t le prolongement de la dia-
gonale du para l lé logramme cons t ru i t sur les forces 1 et I . 
appl iquées au point D. et éga le à la force que représente celte 

diagonale. . . . , 
Ces conditions d'équilibre du polygone funiculaire peuvent 

s ' expr imer s implement à l a i de d u n e construct ion géomé-
tr ique, ainsi que nous allons le vo i r . P a r un point quelconque 0 
de l 'espace, fig- 94, menons u n e dro i te OM égale et paral-
lèle à relie qui représente la force F , et dans le sens dans le-
quel cette force ag i t ; par le po in t M ainsi obtenu, menons de 
même une droite MN égale et paral lè le à celle qui représente 
la force F : la droi te ON est éga le et paral lè le à celle qui re-
présente la résul tante des d e u x forces F, F' : le cordon BC doit 
d o n c être parallèle à la d ro i t e ON, et la tension T de ce cor-
don doit être égale à la iorce que représente celte droite. On 
verra de même que, si l 'on m è n e NI» égale et parallèle a la 
droi te qui re, ,résente la fo rce F", OP sera égale et parallèle a 
la droite qui représente la r é su l t an t e des forces F" et T, ap-
pliquées au point C : le c o r d o n DC doit donc être parallèle a 
la droite OP. et la tension T de ce cordon doit être égale a la 
force que représente cet te d ro i te . Enfin, si I on mène PO. 
égale et paral lèle à F", la f o r c e F'v doit être paral lèle à OU et 
égale à la force que cette d r o i t e OQ rep ré sen te ; de sorte que, 
si I o n mène par le point 0 u n e droi te égale et paral lèle à celle 
qui représente la force F ' \ l ' ex t rémité de cette droite doit 
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coïncider avec le point 0 . Il suit de là que si. à par t i r d 'un point 
quelconque O, on mène à la suite les unes des autres les d ro i -
tes OM. MN. NP. PQ. OH. respectivement égale« et parallèles 
aux forces F, F ' , F", F", F " , les conditions d 'équil ibre du 
polygone funiculaire consistent en ce que : 1* l 'extrémité II du 
polygone auxil iaire ainsi f o rmé doit coïncider avec son point de 
dépar t 0 ; 2* les cordons intermédiaires BC. CD du polygone 
funiculaire doivent ê t re paral lè le«aux diagonales ON, OP de ce 
polygone auxil iaire. Quant aux tensions de ces cordons inter-
médiaires . elles sont dé te rminées par les longueurs des diago-
nales ON, OP. Il est bon d ' n j o u t e r q u e , out re les conditions d 'é-
quilibre qui viennent d 'ê t re indiquées, il faut encore que les 
valeurs que l'on t rouve ainsi pour les tensions des cordons BC. 
CD ne soient pas négatives, c 'est-à-dire qu'il ne faut pas que 
les forces appl iquées aux deux extrémités de l 'un de ces cor-
dons tendent à r app roche r ces ext rémités l 'une de l 'autre , au 
lieu de tendre à les éloigner : si l 'on trouvait une valeur né-
gative pour la tension d 'un cordon, l 'équilibre ne pourra i t pas 
avoir lieu, à moins que ce cordon ne fût remplacé par une 
tige rigide capable de résis ter aux actions des forces qui ten-
dent à r app roche r ses ext rémités l 'une de l 'autre . 

Dans le cas part icul ier où les diverses forces F , F , F*, . . . . 
qui agissent sur le polygone funiculaire , sont toutes parallèles 
à un même plan, il est aisé de voir que le polygone auxil iaire 
OMNP ... est situé tout ent ier dans un (dan parallèle au pré-
cédent : le polygone funiculaire dont les divers cordons sont 
parallèles aux lignes OM. ON, OP est donc également si-
tué tout ent ier dans un plan, qui contient en même temps les 

directions des forces F. F', F Il en e?t encore de même 
lorsque toutes les forces intermédiaires F , F", F " sont parallèles 
enlre el 'es. quelles que soient les directions des forces ex-
t rêmes F, F " ; c a r alors lescMés MN, NP. PQ du po lygoneauxi -
liaire sont dir igés suivant une même ligne droite, et par consé-
quent ce polygone auxi l ia i re prend dans son ensemble la forme 
d'un t r iangle : le polygone funiculaire est donc nécessairement 
situé tout ent ier dans un plan parallèle au plan de ce t r iangle . 



§ 193. Nous pouvons appl iquer ce qui précède à la détermi-
nation de la forme des chaînes qui supportent un pont sus-
pendu. Ces chaînes sont reliées au tablier du pont pa r des 
barres vert icales équidis tantes . Dans la construction d'un 
pareil pont, on s ' impose la condition que ces ba r res verticales 
soient également tendues, c'est-à-dire que chacune d'elles ait 
à suppor ter une même port ion du poids total du tablier : c'est 
d ' après cette condition que l'on cherche la forme que doit 
p rendre chacune des chaînes, considérée comme consti tuant 
un polygone funiculaire. 

Soient ABCDE, fig. 95, une port ion quelconque de l 'une 
de ces chaînes, et AA, BB', CC', DD'.. . . les bar res verticales 

¡Y 

l 

qui relient celle chaîne au tablier . Construisons le polygone 
auxiliaire OMNPQ du p a r a g r a p h e précédent . Pour cela, nous 
mènerons pa r un point quelconque 0 une droite OM parallèle 
à AB et égale en longueur à la ligne qui représente la tension de 
AB supposée connue ; par le point M, nous mènerons une ligne 
MN verticale et égale à celle qui représente la charge suppor-
tée par la ba r re BB ; par le point N, nous mènerons de même 
une ligne NP verticale el égale à celle qui représente la charge 
de la bar re CC', el ainsi de suite. Les barres BB', CC, DD',. . . . 

devant être également chargées , les lignes MN, NP, PQ 
seront toutes de même longueur . Nous savons que les côtés 
BC, CD. DE, . . . . doivent être respect ivement parallèles aux li-
gnes ON, OP, OQ Voyons maintenant quelles sont les con-
séquences que nous pourrons t irer de cette construct ion. 
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Traçons une ligne mnpq paral lèle à MNPQ, et passant à une 

distance du point 0 égale à la distance constante A'B' qui sépare 

deux barres consécut ives; les port ions m», np, pq de cette 
ligne comprises en t re les points où elle coupe OM, ON, OP, 
OQ seront égales en t re elles. Pour é tudier la forme de la 
chaîne ABCD rappor tons ees divers sommets à deux axes 
O X , O'Y, dont l 'un est dir igé suivant le côté AB, et l 'autre est 
la verticale menée par le milieu 0 ' de ce côté. Menons, en ou-
tre, par les points C, D,. . . . des l ignes Cd, De,.... parallèles à 
OX. Il est aisé de voir que les l ignes Bc, Cd, Df sont 
toutes égales à Om ; d 'ail leurs, les côtés AB. BC, CD, I)E, . . . . 
é tant respect ivement paral lèles à ()'», On, 0 p , Oq les an-
gles CBc, DQ/, EDe,.. . . sont respectivement égaux aux angles 

»«On, mOp, mOq et les angles BcC. C//D. DeE,.. . . sont tous 
égaux à l 'angle 0»»n : donc les tr iangles BCc, CDrf, DEe 
sont respectivement égaux aux tr iangles Omn, Omp, 0 m q 
el par suite les lignes Ce, I)(/, Er sont respectivement éga-
les à mn, mq, mp,...., c 'est-à-dire à mn, 2mn, 3mn, . . . . Dési-
gnons Bc par a, et Ce par b. Nous aurons évidemment pour 
les coordonnées du point B, 

pour celles du point C, 

pour celles du point D, 

x = | a , y = 6 + 2 6 ; 

pour celles du point E, 

ï = Z a , y = 6 + 26 + 3&î 

cl en général , pour les coordonnées d'un sommet quelconque 

de rang n, 
2n — I 

* = — — a ; 

y = 6 - | - 2 6 + 36 + . . . - H n - i ) 6 = n ( W ~ , ) 6 . 
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Si nous é l iminons » e n t r e ces deux de rn i è re s fo rmules , nous 

t r o u v o n s l ' équa t ion 
. 2a» , « ' 

qui est celle d ' une cou rbe p a s s a n t pa r tous les s o m m e t s A,B,C, 
D : o n voit que cette c o u r b e est une pa rabo le du second 
deg ré , ayan t l 'axe des y p o u r u n de ses d i amè t r e s , et p a r con-
séquent a y a n t son axe de figure dir igé ve r t i ca lemen t . 

Supposons , ce qui a l ieu h a b i t u e l l e m e n t , que l 'un des côtés 
de la cha îne soit hor izon ta l , et que nous connaiss ions l'incli-
naison d 'un a u t r e côté q u e l c o n q u e , du côlé e x t r ê m e pa r exem-
p l e ; nous p o u r r o n s fac i l ement d é t e r m i n e r la f o rme de la 
cha îne en t re ces deux côtés, a ins i q u e les r a p p o r t s des tensions 
de ses diverses pa r t i e s à la c h a r g e cons tan te que chacun de 
ses s o m m e t s doit s u p p o r t e r . P o u r cela , t r açons u n e ligne ho-
r izonta le ST. /¡g. Oli, puis m e n o n s pa r le po in t S une verticale 

F i g . 9 « . 

s u r laquel le nous p o r t e r o n s a u t a n t de longueurs égales SH. 
HQ NM, qu ' i l y a de s o m m e t s de la cha ine ent re le côté 

hor izonta l et le côté dont l ' inc l ina ison nous est d o n n é e ; me-
nons ensui te p a r le point E u n e ligne MO, incl inée comme ce 
de rn ie r côté : nous p o u r r o n s r e g a r d e r les l o n g u e u r s SIL 

HQ MN, comme r e p r é s e n t a n t les c h a r g e s égales des divers 

sommets , et a lo r s la l o n g u e u r MO r e p r é s e n t e r a la tension 
du côté auque l cette l igne e s t pa ra l l è l e , S O représen te ra la 

tension du côté hor izonta l , e t enfin les lignes HO, QO, 

feront connaî t re à la fois les d i r e c t i o n s des côtés intermédiaires 
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et les tens ions de ces côtés . Si. a p r è s avo i r mené une sér ie de 

para l lè les équid is tan tes des t inées à r ep résen te r les d i rec t ions 

des d iverses b a r r e s ver t icales de suspens ion , on t race le côté 

hor izonta l FG e n t r e deux de ces para l lè les , il suff i ra de mene r 

pa r le point F une ligne FE para l lè le à OH. |>uis p a r le point E 

une ligne ED pa ra l l è l e à OQ, et a insi de su i te . |>our avo i r la 

l igure ABCDEFG de la pa r t i e de cha îne compr ise en t re le côté 

hor izonta l FG et le côté AB. dont l ' incl inaison est donnée . 

Nous n ' a v o n s pas besoin d 'en d i re d a v a n t a g e p o u r fa i re com-

p r e n d r e l ' u sage d u po lygone auxi l ia i re dans la solut ion des 

d iverses ques t ions qu 'on pour ra i t se p ropose r re la t ivement à la 

cha ine des pon t s su spendus . 
§ 1 0 1 . K q u l l i b r e d ' u n fil l i o i n o g r i i c p r i a n t . — S u p p O S O I I -

qu 'un fil inextensible et pa r f a i t emen t flexible soit a t t a c h é pa r 
ses deux e x t r é m i t é s à deux poin ts fixes, et c h e r c h o n s la figure 
d 'équi l ibre qu'i l p r e n d r a sous l 'action de la p e s a n t e u r . Nous 
a d m e t t r o n s que ce fil est h o m o g è n e , c 'es t -à-dire que les di-
verses po r t i ons de môme longueur d a n s lesquelles on p o u r r a 
le d é c o m p o s e r ont tou tes la m ê m e masse . 

I m a g i n o n s q u e le fil. pr is h l ' é ta t d ' équ i l i b r e , soit divisé eu 
une infini té d ' é l é m e n t s ayan t tous une même longueur infini-
ment peti te Î/J; nous p o u r r o n s r e g a r d e r ces d ivers é l émen t s 
c o m m e é tan t les cô tés d ' un polygone int ini lés imal su ivant le-
quel le fil csl d i r igé . Dés ignons p a r / ) le poids de l 'uni té de lon-
g u e u r d u fil ; le poids de chacun des é léments se ra égal à pds. 
Il est aisé de voir qu ' au lieu de r e g a r d e r la p e s a n t e u r comme 
agissant sur toute la longueur de chacun des é l émen t s «lu fil. 
on peu t s u p p o s e r q u e le polygone infinitésimal f o r m é pa r la 
succession de ces é l émen t s soit un iquemen t soumis & des forces 
vert icales , tou tes égales à pds, app l iquées à ses d i f férents som-
mets : la f o rme q u e l 'on t rouve ra p o u r ce polygone infinitési-
mal s e r a p réc i sémen t celle qu ' a f fec te ra le fil h o m o g è n e pesant 
que nous cons idé rons . La quest ion d 'équi l ib re dont nous nous 
occupons n 'est plus dés lors q u ' u n cas par t icu l ie r de l 'équil ibre 
du polygone funicula i re . 

Toutes les forces app l iquées aux d ivers s o m m e t s du poly-
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gone infinitésimal dont il s'agit é tant parallèles en t re elles, nous 
savons déjà , d ' après ce qui a été dit précédemment (§ 192), que 
ce polygone doit être situé loul ent ier dans un plan, qui sera 
le plan vertical mené pa r les deux points d 'a t tache du fil. Rap-
por tons les divers points du fil à deux axes coordonnés dirigés 
dans ce plan, et prenons pour axe des x une ligne horizontale, 
et pour axe des y une verticale; supposons, en outre , que les y 
se comptent positivement de bas en hau t . Soient T la tension 
d 'un côté quelconque du polygone infinitésimal dont nous cher-
chons la forme, et dx, dy, les projections de ce côté sur les axes 
coordonnés ; les composantes de la tension T, suivant des pa-
rallèles aux axes, auron t pour valeurs 

Tdx 
ds 

Si nous considérons les composantes analogues de l 'élément 

suivant , il est clair qu'elles auront pour valeurs 

D'après cela, il est aisé de voir que, pour l 'équil ibre du som-
met commun à ces deux éléments consécutifs du polygone in-
finitésimal, on doit avoir les équat ions 

qui expr iment que les sommes des project ions des forces ap-
pliquées à ce sommet sur chacun des deux axes coordonnés 
sont séparément nulles (§ 104). L' intégrat ion de ces deux équa-
t ions différentielles va nous faire connaî t re la forme d'équilibre 
du fil. 

La première des équations (a) s ' intègre immédiatement et 
donne 
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Q é tant u n e c o n s t a n t e a r b i t r a i r e ; c e l l e c o n s t a n t e Q e s t év i -

d e m m e n t la v a l e u r d e la t e n s i o n T, a u p o i n t le p lus b a s du fil, 

c ' e s t -à -d ire qu'e l l e r e p r é s e n t e la t e n s i o n de l ' é l é m e n t h o r i z o n -

tal qui se t r o u v e à ce po int le p l u s bas , p u i s q u e , pour cet é l é -

m e n t , dx es t é g a l à ds. Si 1 on t ire d e là In v a l e u r d e T, pour 

la s u b s t i t u e r d a n s la s e c o n d e d e s é q u a t i o n s (a), cet te équat ion 

d e v i e n t 

ou bien, en remplaçant ds pa r sa valeur dx v M I ) ' . 
<Py 
<L» p " t 

w 

v M i r ^ ' 

a é tant mis pour simplifier à la place de - . La lettre a dési-
P 

gne évidemment la longueur d 'une portion du lii. dont le poids 
pa est égal à la tension Q, au point le plus bas. 

En in tégran t l 'équation (A), on trouve 

l a constante que nous devrions a jou te r à l'un des deux mem-
bres est nulle, si nous convenons de prendre pour axe des y la 
verticale menée par le point le plus bas du fil, de telle sorte que, 

pour x = 0, on doit a v o i r ~ = 0. L'équation (c), résolue par 

du 
rappor t à - f , donne 

dx 
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d 'où , en intégrant de nouveau , et supposant que l 'axe des x 

soit choisi de manière que la cons tan te soit nul le . 

h ( : + • ) • 

Telle est l 'équation de la c o u r b e qu'affecte un iil homogène et 
parfai tement flexible, sous l 'action de la pesanteur. Cette 
courbe, que l 'on nomme chaînette. joui t de propriétés remar-
quables ; mais ce n'est pas ici le lieu de nous en occuper. 

CHAPITRE V 

K Q I I I . I B H K D E S S O L I D E S N A T I HKLS. 

ji 1113. Ainsi que nous l 'avons dé jà dit (S 183), les conditions 
d 'équi l ibre d 'un solide invariable peuvent ê t re appliquées à un 
solide nature l , soit en prenant ce solide avec la forme qu' i l pos-
sédait avant qu'il fàt soumis à l 'action des forces que l'on con-
sidère. soit en lui a t t r ibuant la forme qu'il a prise sous l 'action 
de ces forces. Dans le premier cas, on ne commet générale-
ment qu 'une e r reu r t rès peti te, et d 'autant plus petite que le so-
lide est moins dé fo rmab le ; dans le second cas, on ne commet 
absolument aucune e r reu r . Mais celte seconde manière «l'ap-
pliquer les condit ions d 'équil ibre d'un solide invariable à l 'équi-
l ibre d 'un solide naturel ne peut èlre employée qu'ai l lant que 
l'on a à é tudier un équilibre existant réellement, et que l'on veut 
t rouver les g randeurs de quelques-unes des forces qui agissent 
sur le solide considéré. Si l'on donne un solide nature l , e t qu 'on 
demande s'il pourra être en équilibre sous l 'action de diverses 
forces données , en les supposant appliquées à certains points de 
ce solide, on ne connaî t pas d 'avance la forme qu'affectera ce 
solide lorsque l 'équilibre dont il s 'agit sera établi , si toutefois il 
|>eut s 'é tabl i r ; il faut alors, ou bien qu 'on néglige la déforma-
lion que les forces feront sub i r au solide, ou bien qu 'on sache 
comment il se déforme sous l 'action de forces données. Dans 
la plupart des cas. on opère de la première man iè re ; c'est-à-
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ce solide, on ne connaî t pas d 'avance la forme qu'affectera ce 
solide lorsque l 'équilibre dont il s 'agit sera établi , si toutefois il 
|>eut s 'é tabl i r ; il faut alors, ou bien qu 'on néglige la déforma-
tion que les forces feront subir au solide, ou bien qu 'on sache 
comment il se déforme sous l 'action de forces données. Dans 
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3 3 i LIVRE IH. — DYNAMIQUE. DEUXIEME PARTIE, 

d i r e q u e , d a n s la r e c h e r c h e d e s r e l a t i o n s a u x q u e l l e s d o i v e n t 

sa t i s fa i re l e s f o r c e s a p p l i q u é e s a u s o l i d e p o u r qu' i l y a i t é q u i -

l i b r e , o n r e g a r d e ce s o l i d e c o m m e a y a n t , s o u s l ' a c t i o n d e s for-

c e s , e x a c t e m e n t la f o r m e qu' i l a v a i t a v a n t d ' ê t r e s o u m i s à ce t te 

a c t i o n . S e u l e m e n t , q u a n d o n su i t c e t t e m a r c h e , o n d o i t e n s u i t e 

s e p r é o c c u p e r d e d é t e r m i n e r l e s t e n s i o n s e t p r e s s i o n s qui se d é -

v e l o p p e n t d a n s l e s d i v e r s e s p a r t i e s du s o l i d e , a f i n d e v o i r s'il 

p e u t s u p p o r t e r c e s t e n s i o n s o u c e s p r e s s i o n s s a n s s e br i ser . 

Les q u e s t i o n s q u e n o u s a l l o n s t ra i t er d a n s c e c h a p i t r e s u f f i r o n t 

p o u r d o n n e r u n e i d é e ne t te d e c e t t e m a n i è r e d ' o p é r e r . 

ij l!Hi. Rés is tance d ' u à solide p r i s m a t i c h e à l ' extension et 

à la compression. — Lorsqu'un solide homogène de forme 
prismatique, tel qu'une pièce de bois de charpen te ou une 
barre de fer, est fixé à l'une de ses extrémités, et soumis à son 
autre extrémité à l 'action d 'une force F, qui tend à l 'allonger, 
il éprouve en effet un certain al longement qui varie avec l'in-
tensité de la force F. Si l 'on désigne par l la longueur primi-
tive du solide, par t l 'al longement produit par l 'action de la 
force F, et par o> l'aire de sa section t ransversale , l 'expérience 
indique que l'on a 

K = EM|, 

H étant une constante; c 'est-à-dire que la force F est propor-
tionnelle à l 'aire w de la section transversale du solide, et aussi 

à l 'a l longement de l 'unité de longueur de ce solide. Le coef-

ficient F, qui dépend uniquement de la nature du corps, est ha-

bituellement désigné sou« le nom de coefficient <f élasticité. Celle 

relation entre la force F et l 'a l longement i qu'elle détermine 

n'est vraie d'ailleurs qu 'au tan t que i ne dépasse pas une cer-

taine limite; en sorte qu 'on ne doit en faire usage qu 'avec celle 

restriction. 

Si le même solide prismatique, fixé à l 'une de ses extrémi-
tés, est soumis à l 'autre extrémité à l 'action d 'une force qui 
tend à le raccourcir, l ' intensité de la force et le raccourcissc-

ment qu 'éprouve le solide sont encore liés l'un à l 'autre par 
la relation p récéden te ; en sor te qu'on peut y regarder / c o m m e 
représentant un a l longement positif ou négatif, suivant que la 
force F a^i t dans le sens convenable pour a l longer le solide, ou 
bien dans le sens opposé. Cette relation ne peut également 
s 'appl iquer au cas où F et i sont tous deux négatifs qu 'au tant 
que la valeur absolue de » n'est ¡MIS t rop g r a n d e ; la limite du 
raccourcissement au delà de laquelle la formule cesse d 'ê t re 
vraie diffère d 'ai l leurs en général de la limite analogue cor-
respondant à l 'a l longement. 

Iv» relation expér imenta le que nous venons de faire connaî-
tre va nous permet t re d 'é tudier l 'équilibre des solides naturels 
dans diverses circonstances. 

§ 197. é q u i l i b r e d ' u n s o l i d e a l l o n g é s o l l i c i t é p a r d e s f o r -

er« q u i t e n d e n t à l e f a i r e fléchir t r a n s v e r s a l e m e n t . — 

Considérons d 'abord un solide ayan t la forme d'un pr isme 
symétr ique |>ar rappor t à un plan, et supposons que ce so-
lide soit soumis à des forces qui tendent à le faire fléchir paral-
lèlement à ce plan. Nous allons chercher à dé te rminer la forme 
que prendra le solide sous l 'action des forces qui lui sont appli-
quées, en admet tan t tout d 'abord 
que la déformat ion qu'elles lui 
font éprouver est t rès petite. 

Soit mn. fig. 97, une section 
normale de solide pris à l'état 
d 'équi l ibre ; cette section divise 
le solide en deux par t ies A et 
B. Nous admet t rons que les mo-
lécules qui sont dans le plan 
de cette section normale étaient 
déjà dans un même plan perpen-
diculaire aux arê tes du pr isme 
avant sa llexion. Nous admet-
trons, en out re , que les forces 
extérieures qui agissent sur la par t ie B du solide se réduisent , 
soit à un couple C dont le plan est parallèle au plan de symé-

rig. 



trie, soit à une seule force F dirigée dans le plan de symétr ie 
parallèlement à la section mn. 

Considérons la par t ie B d u solide toute seide, et regardons-
la comme étant un solide invariable (§ 183). Il y a équilibre 
entre toutes les forces qui lui sont appl iquées , c 'est-à-dire 
entre le couple G ou la force F, et les diverses forces molécu-
laires qui p roviennent de l 'action de la par t ie A du solide su r 
cette partie B. Chacune de ces dernières forces, agissant sur 
une des molécules de B situées dans le voisinage de la sec-
tion mn, peut être décomposée en deux composantes, dont 
l 'une agit perpendicula i rement à mn, et l ' au t re agit dans le 
plan mn. D 'après les conditions d 'équil ibre établies précédem-
ment (§§ 177 et 178), on peut dire que : 

1° La somme des composantes normales à mn des actions 
moléculaires exercées pa r A sur B est nulle, puisque la somme 
des project ions des au t res forces sur une perpendiculaire à 
mn est nulle pa r hypothèse . 

2° La somme des composantes de ces mêmes actions molécu-
laires suivant mn est nulle, si les au t res forces qui agissent sur B 
se réduisent à un couple G; cette somme est égale à la résul-
tante F de ces aut res forces, si elles en ont une, puisque nous 
avons admis que la résul tante F est dir igée para l lè lement à mn; 

3° Enfin, la somme des moments des composantes normales 
à mn de ces mêmes actions moléculaires, pris par l 'apport à un 
axe quelconque dirigé dans le plan mn perpendicula i rement au 
plan de symétr ie , est égale, soit au moment de la force F pris 
par rappor t au même axe, soit au moment du couple C. 

Pour t i rer de ces trois proposit ions les conséquences qu'elles 
renferment , et qui vont nous conduire a la détermination de la 
l'orme d'équilibre du solide pr ismat ique dont il s 'agit, considé-
rons une seconde section normale m'n, infiniment voisine de 
la section mn, et concevons que la port ion mnm'n' du solide 
soit divisée en une infinité de pr ismes élémentaires , ayant leurs 
arêtes dirigées perpendicula i rement à mn. Ces prismes élémen-
taires peuvent être regardés comme étant des port ions infini-
ment petites d 'autant de fibres dont l 'ensemble consti tue le solide 

tout entier, et qui s ' é tendent dans toute sa longueur , parallèle-
ment à ses arêtes. Parmi ces por t ions de fibres comprises entre 
les sections mn, m'n, il y en a nécessai rement qui se sont allon-
gées et d ' au t res qui se sont raccourcies pa r suite de la déforma-
tion du solide ; car, si elles s 'étaient toutes allongées ou toutes 
raccourcies, la somme des composantes normales à mn des ac-
tions moléculaires exercées p a r A sur B ne pour ra i t pas être 
nulle, comme l ' indique la première des trois proposit ions pré-
cédentes. On comprend donc que, en t re les fibres qui se sont a l -
longées et celles qui se sont raccourcies, il doit y en avoir qui 
n 'on t subi ni a l longement ni raccourcissement : ces fibres inter-
médiaires, dont les éléments n 'ont pas changé de longueur , mal-
gré la déformation du solide, se nomment fibres neutres. Nous 
admet t rons que les points où les fibres neutres rencontrent le 
plan de la section mn sont tous si tués sur une même ligne droite 
UU', fig. 98, perpendiculaire au plan de 
symétrie ; nous p rendrons cette droite 
et une droite W , dir igée su ivan t l'in-
tersection de mn avec le plan de symé-
trie, pour axes coordonnés dans le plan v 

de la section m», et nous désignerons 
pa r M et y les coordonnées d 'un point 
quelconque par r a p p o r t a ces axes . 

Soit pp, fig. 97, la fibre neutre située Fig. os. 
dans le p lan de symétr ie , désignons pa r p le rayon de courbure 
pC de cette fibre en p, a p r è s que le solide a subi sa déforma-
tion. Considérons un élément qq' d 'une fibre quelconque, dont 
le point de rencontre avec le plan mn a pour coordonnées u, v, 
dans ce plan, et dont la section t ransversale a pour a i re w. La 
longueur de cet é lément était pr imit ivement pp', puisque les 
plans mn, m'n' é ta ient parallèles. Après la déformation du so-
lide, elle est devenue égale k pp i i ? : cet élément s'est donc 

P 

allongé de pp - , et pa r conséquent - est le rappor t de son 
P P 

al longement à sa longueur primitive. D'après cela, si nous nom-

22 
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mons o la force normale à mn, qui produi t l 'al longement de 

l 'élément qq', nous a u r o n s (§ 196) 

„ v 
® — L u - -
T P 

Nous pouvons regarder la force ? comme étant une des com-
posantes normales à mn des actions moléculaires exercées par 
la par t ie A du solide sur la partie B ; la somme de ces compo-
santes ayan t pour valeur 

E . 
P 

et devant être nulle d ' ap rès ce qui précède, il s 'ensuit qu'on a 

Z U X = 0 . 

Ce résul tat nous mont re que le centre de gravi té de la section 
mn est situé su r l 'axe UU' (§ 166); et comme d'ail leurs, en rai-
son de la symétr ie , ce centre de gravité se trouve nécessaire-
ment sur VV", il en résul te qu'il est au point d'intersection 0 
de ces deux axes : donc, déjà la libre neutre située dans le 
plan de symétr ie passe pa r le centre de gravité d 'une section 
normale quelconque mn. 

D'après la t rois ième des propositions énoncées ci-dessus, re-
lativement à l 'équil ibre de la partie B du solide, la somme des 
moments des forces telles que ? pa r rappor t à l 'axe UU est 
égale au moment de la force F, par rappor t à cet axe , ou bien 
au moment du couple C ; cette somme de moments a pour va-
leur 

— P 

on lui donne le nom de moment (Télasticité. En égalant le mo-
ment d'élasticité au m o m e n t du couple C, ou bien au moment 
de la force F par r appor t à UU', on aura une équation qui fera 
connaî t re le rayon de courbure p de la fibre neutre/) / / au point 
/), et qui dé te rminera p a r conséquent la forme de cette fibre 
dans toute sa longueur , ce qui est précisément le but que nous 
nous proposons d 'a t te indre . Nous savons que, si la fibre neutre 
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est rappor tée à des axes coordonnés rectangulaires t racés dans 
son plan, on a pour p la valeur 

dV 
dx* 

Mais nous avons admis que la déformat ion du solide est t rès 
pe t i te ; de sorte que, si nous prenons pour axe des x la ligne 
droi te suivant laquelle la fibre neutre était pr imit ivement di-

. . dy 
n dx 6 8 1 u n e p e l ' l e 1 u a n l i l é d o n t n o u s pouvons négl iger 

le car ré à côté de l 'unité. Nous pouvons donc prendre pour p la 
va leur simple 

i 

d x * 

et si nous dés ignons pa r jx le facteur l 'expression du mo-

ment d'élasticité deviendra 

La quant i té n, ou dépend uniquement de la forme de 
la section t ransversale mn du solide ; on peut la dé terminer 
en prenant pour élément *> de cette section, le rectangle infini-
ment petit dont les côtés, paral lèles aux axes OU, OV, fig. 98, 
sont égaux à du et dv, en sorte que l'on aura 

P=ffv*dudv, 

les limites de l ' intégrale double é tant fournies par la fo rme du 
contour de la section mn. Cette quant i té ji est ce qu'on nomme 
le moment <f inertie de la section mn par rapport à l 'axe OU. 
Nous verrons plus tard d'où vient ce nom, et nous é tabl i rons 
des théorèmes impor tants sur les moments d ' iner t ie . Pour le 
moment , nous nous contenterons de faire connaître la valeur {* 
pour diverses formes simples a t t r ibuées à la section mn. Si mn 
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esl un rectangle de base b et de h a u t e u r 2a, la base b étant pa-

ral lèle à UU\ on a 

en désignant par i i la surface du r ec t ang le . Si mn est un trian-
gle isocèle de base b et de h a u t e u r h, la base étant paral lèle à 

UU', on a 

— ¿ « À * , 

i i étant encore la surface du t r i ang le . Si »1« est un cercle plein 

de rayon r . on a 

Enfin, si mn est l 'espace compr is e n t r e deux circonférences de 

cercle concentriques de rayon r e t r , on a 

I». = ; *(rv — = ï o (r* 4- r'1). 

§ |'.)8. Nous allons donner p lus ieurs exemples de l 'application 
de la théorie qui vient d 'être e x p o s é e , à la dé terminat ion de la 
fo rme d'équil ibre d 'un solide p r i s m a t i q u e soumis à l 'action de 
forces qui le font fléchir t r ansve r sa l emen t . 

• Supposons d 'abord que le so l ide soit encas t ré à l 'une de ses 
extrémités , fig. 99, de telle so r t e que , non seulement l 'extré-

mité 0 de la fibre neutre 
soit fixe, mais encore que 
la tangente à cette fibre 
en 0 ne puisse pas chan-
ger de direct ion. Si le 
pr isme est soumis à l'ac-
tion d 'une seule force F. 
agissant à l ' aut re extré-
mité et perpendiculaire-
ment à la direction primi-
tixe OX de la fibre neutre, 

on devra expr imer que le m o m e n t de la force F pa r rappor t au 
point p, où la fibre neutre perce le p lan mn d 'une section trans-

Fig. 99. 
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versale quelconque, est égal au moment d 'élasticité du prisme 

correspondant à celle section. 
D'après cela, si x et y sont les coordonnées du point p pa r 

rappor t aux axes OX, OY. et si / est la longueur primitive du 
pr i sme, longueur qu'on peut prendre sans e r reur appréciable 
pour l 'abscisse du point d 'application de la force F , on aura 

E 

d 'où , en intégrant et observant que y et ^ sont nuls pour x = 0, 

f ^ Ç t t ^ - W : 

telle e6t l 'équation de la courbe formée par la libre neutre, pa r 
suite de l 'action de la force F. La flèche f , produite pa r l 'action 
de la force F, c'est-à dire la quant i té dont l 'extrémité de la fibre 
neutre s'est écar tée de l'axe OX, s 'obtient en faisant x= l dans 
la valeur de y, ce qui donne 

Supposons maintenant que, le pr isme étant dans les mêmes 
condit ions que précédemment , il soit soumis uniquement à 
l 'action de la pesanteur dirigée para l lè lement à l 'axe OY. La 
résul tante des actions de la pesanteur su r les diverses molécules 
de la port ion du pr i sme qui se t rouve à droi te de la section win 
a pour va leur p (/ — x) , en désignant pa r p le poids de l 'unité 
de longueur du pr isme, et son point d 'appl icat ion est situé au 
milieu de cette port ion du p r i sme ; le moment de cette force 
pa r r appor t au point p est donc égal à 

il s 'ensuit qu 'on a 
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dy . 

d ' o ù , en in tégrant et observant que y et ^ doivent être nuls 

pour x = 0, 

On en déduit pou r la flèche f . produite par l 'action de la 

pesan teur , 

' SEfi 

Si le prisme, toujours dans les mêmes conditions que précé-
demment , est soumis à la fois à la pesanteur et à une force F 
appl iquée à son ext rémité et agissant dans le même sens que 
la pesanteur , il est aisé de voir que l'on obtiendra l 'équation 
de la courbe suivant laquelle se dirige la fibre neutre, en éga-
lan t y ù la somme des deux valeurs que nous venons de trou-
ver pour cette variable dans les deux cas précédents ; la valeur 
de la flèche f sera également la somme des flèches correspon-
d a n t à ces deux cas. 

Considérons encore un prisme reposant simplement sur deux 
appuis , A, B, fiij. 100, 
et soumis à l'action 
d'une force F dirigée 
perpendiculairement à 
sa longueur . Les résis-
tances parallèles Q et 
Q', que les deux appuis 
A, B. exercent sur le 
solide, composées en-
tre elles comme si le 

solide était invariable de forme, doivent évidemment avoir pour 
résultante une force égale et directement opposée à la force F ; 
elles ont donc pour valeurs 
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en désignant pa r / e t /' les dis tances des points A, B à la verti-
cale OY. ou bien, ce qui est à t rès peu près la môme chose, 
les longueurs des deux portions du solide situées de par t et 
d 'aut re du point d 'appl icat ion 0 de la forjre F. Si nous nous 
occupons d 'abord de la port ion du solide qui se trouve à droite 
du point 0 , et qui est soumise à l'action de la force Q à son 
extrémité , nous au rons pour un point quelconque de la fibre 
neutre de cette port ion rappor tée aux axes OX, OY, 

E u g = Q « - x ) ; 

d'où en in tégrant , et observant que y est nul pour x = 0, 

La constante C est la valeur de ^ correspondant à x = 0. On 

aura de même pour l 'autre par t ie du solide rappor tée aux axes 
OX', OY, 

f = ] £ (i I * * - i * * ) + ? * ' • 

On doit observer que C' est éga l A — C ; et que, en outre , y et 
y' doivent être égaux pour x = /, et x = f : on en conclut, en 
tenant compte des valeurs de Q et de Q". 

F U r — t) 
3 E S M < + 0 ' 

Les deux équat ions précédentes , qui définissent la forme de 
chacune des deux port ions de la fibre neutre , sont donc com-
plètement déterminées . 

Si, au lieu d 'une seule force F agissant en un point quelcon-
que de la longueur du pr isme soutenu pa r deux appuis à ses 
ext rémités , on a deux forces F, F ' , égales, parallèles et appli-
quées en deux points également éloignés du milieu du prisme, 
ces deux forces é tant d'ailleurs dir igées perpendiculairement à 
sa longueur , il est clair que les résistances 0 et Q' des deux 
appuis seront égales chacune à l 'une des deux forces F. F' dont 
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il s 'agit . Entre les points d 'application de ces deux forces F. F', 
le moment d'élasticité du pr isme doit être par tout égal au mo-
ment du couple formé par la force F et la résistance Q situées 
d 'un même côté de la section t ransversale pour laquelle on con-

Eu 
sidère ce moment d'élasticité ; d ' après la valeur — du moment 

P 
d'élasticité, le rayon de courbure p de la libre neutre est donc 
constant dans toute la part ie comprise en t re ces deux points 
•l'application des forces F. F , c 'est-à-dire que cette part ie de 
la libre neutre affecte la fo rme d 'un arc de cercle. Quant aux 
deux autres portions du pr isme, situées en dehors des points 
d'application des forces F, F ' , on en déterminera facilement 
la forme, en opérant comme précédemment et expr imant 
qu'elles se raccordent avec la part ie moyenne aux points où 
ces forces F, F sont appliquées. 

Si le prisme, reposant sur deux appuis de même hau teu r , est 
uniquement soumis à l'action de la pesanteur , les résistances 

des deux appuis sont égales l 'une et l 'autre à , eu désignant 

par p le poids de l 'unité de longueur du prisme, et par / sa 
longueur totale. En plaçant l 'origine des coordonnées au point 
milieu de la libre neutre, et n 'expr imant que la par t ie du pr isme 
située à droite d 'une section t ransversale quelconque et en équi-
libre, sous les actions simultanées de la pesanteur et de la force 

^ appliquée à son extrémité vert icalement et de bas en hau t , 

on trouve facilement 

d'où l'on déduit 

en observant que y est nul pour x = 0, et que est également 

nul pour cette valeur de x, en raison de la symétr ie . 

Les divers cas que nous venons de considérer suffisent pour 

montrer la m a r c h e que l 'on doit suivre pour résoudre toutes 

les questions de ce genre qui peuvent se présenter . 
§ 19D. Désignons par R la force qui serait capable de rompre 

un prisme ayant une section égale à l 'unité de surface, en agis-
sant à l 'une des ex t rémi tés de ce prisme, et dans le sens de sa 
longueur , de manière à l 'a l longer. La force capable de rompre 
une libre de section w, en agissant de la même manière, sera 
égale à llw. Pour qu 'un pr i sme, soumis à l 'action de forces qui 
le font fléchir t ransversa lement , ne se rompe dans aucune de 
ses part ies , il faut que, pour une fibre quelconque, la force y 
(§ 197) soit plus petite que R u . Si nous nous reportons à la va-
leur de cette force <?, nous ver rons que cette condition revient 
à celle-ci : 

E - < R ; p 

et il est clair qu'il suffit qu'elle soit satisfaite, dans chaque sec-
tion t ransversale , pour la libre cor respondant à la plus grande 
valeur de v, valeur que nous désignerons par Y : ainsi on devra 
avoi r , pour une section quelconque du prisme, 

V 
E - < R . 

P 

Si nous représentons pa r M le moment d'élasticité correspon-
dant à cette section, nous savons qu'on a 

la condition précédente peut donc ê t re remplacée par celte au t re 

Pour que le pr isme que nous considérons ne se rompe dans au-
cune de ses parties, 60us l 'action des forces qui lui sont appli-
quées, il suffit évidemment que la condition que nous venons 
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d'obtenir soit satisfaite pour la section à laquelle correspond le 
plus g rand moment d 'élasticité M ; c'est dans cette section que 
le prisme commencerai t A se rompre si les forces qui le font 
fléchir étaient suffisamment grandes, et c'est pour cela qu 'on 
lui donne le nom de section de rupture. 

Il est aisé, dans chacun des cas que nous avons considérés, 
de t rouver la section pour Laquelle le moment d'élasticité est le 
plus g r a n d ; en ciTet. on sait que. pour une section quelconque, 
ce moment d 'élasticité est égal au moment de la résultante F 
des forces appl iquées à la partie du solide qui se t rouve d'un 
côté de la section, pr is pa r rapport au centre de gravi té de la 
section même, ou bien au moment du couple C auquel ces forces 
se réduisent (§ 197). Dans le cas d 'un pr i sme encast ré à l 'une 
de ses ext rémités et soumis A son poids ou a l 'action d 'une 
force appliquée A son au t re extrémité , la section de rup ture est 
celle qui se t rouve A l 'extrémité encastrée. Dans le cas d 'un 
pr isme reposant sur deux appuis et soumis A une force qui agi t 
en un point quelconque de sa longueur, la section de rup ture 
est celle qui contient le point d'application de cette force. 

§ 200. Ce qui précède peut évidemment s 'appl iquer sans 
e r reur sensible A un solide allongé non pr ismat ique dont les 
sections t ransversales varient t rès peu d'un point A un au t re , 
pourvu que ce solide soit symétrique par rappor t A un plan, que 
les forces qui lui sont appliquées tendent A le faire fléchir pa-
rallèlement A ce plan, et que la fibre neutre si tuée dans le plan 
de symétr ie soit rectiligne lorsque le solide n 'a encore subi au-
cune déformat ion. On devra , bien entendu, tenir compte de la 
variation des dimensions des sections t ransversa les que nous 
avions regardées jusqu'A présent comme constantes dans toute 
la longueur du solide. Un solide de ce genre est dit solide (ïégale 
résistance, si. en choisissant convenablement les forces qui lui 
sont appliquées, on peut avoir 

pour toutes les sections. 

ÉQUILIBRE DES SOLIDES NATURELS. 347 

Considérons en part icul ier un solide encast ré A l 'une de ses 
extrémités , et soumis A l 'autre extrémité A l 'action d 'une force 
F dir igée dans son plan de symétrie perpendicula i rement A sa 
longueur , fig. 99 (page 340). Supposons que la section trans-
versale soit un rectangle dont le côté b perpendiculaire au plan 
de symétrie conserve par tout la même longueur, tandis que le 
côté 2 : paral lèle A ce plan varie d 'une section A une aut re . 
Nous savons que, pour une section de cette forme, le moment 
d ' inertie ¡x a pour valeur (§ 197) 

d'ailleurs V est égal A s ; on a donc 

D'un au t r e côté, le moment de la force F par rappor t au centre 

de la section que nous considérons a pour valeur 

F ( / - x ) , 

en désignant par / la longueur totale du solide et par x l'abs-

cisse du cent re de la section dont il s ' ag i t ; et comme ce mo-

ment est égal au moment d 'élasticité M du solide relatif A cette 

section, il s 'ensuit que, pour que le solide soit d 'égale résis-

tance, il faut qu 'on ait, quel que soit x , 

pour une valeur convenable de la force F. Cette équation, que 
l'on peut mettre sous la forme" 

en désignant par a une constante dépendant de F, R, b, montre 
comment l 'épaisseur iz du solide doit varier avec l'abscisse x 
du point où on la détermine : le plan de symétrie doit couper la 
surface du solide non déformé suivant une parabole du second 
degré ayant la fibre neutre pour axe et le point d'application de 
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la force F pour sommet . La plus g rande épaisseur du solide 

correspond à l 'extrémité encastrée et a pour valeur 2a. 
Cherchons maintenant quelle est la fo rme d'équil ibre que 

prend ce solide d 'égale résistance, dans le cas où la force F a 
une valeur quelconque, inférieure à celle que nous avons dû lui 
supposer il n'y a qu 'un instant et qui était capable de dé termi-
ner la rup ture du solide. Nous avons, pour expr imer l 'équilibre 
de ce solide, l 'équation 

Ici (i n 'est plus constant ; il varie d 'une section t ransversa le à 
une a u t r e du solide, et, si nous nous servons de la relation 
Irouvée en t r e s et x , nous nurons 

D'après cela, l 'équation différentielle qui doit nous fournir la 
forme de la libre neutre devient 

J e « - 5 L 6 o » v | _ x 

Kn in tégran t , et observant que y et ^ doivent être nuls pour , 

x = 0 . on t rouve 

FI' ¿ F l'x VP 

telle est l ' équa t ion de la courbe suivant laquelle la fibre neutre 
«•st d i r igée. Si l 'on y fait x = /, on t rouve pour la flèche f , pro-
duite pa r l 'action de la force F , la valeur 

r = — • 

«.elle fleche est double de celle que la même force produirai t , 

si le solide était pr ismat ique et avait par tout la même section 

transversale qu'à l 'extrémité qui est encastrée : pour s'en assu-

rer, il suffit de remplacer ,u par * ba5 dans la formule qui four-

nit la flèche f relative à ce cas (§ 198). 
Il est aisé de voir que, d 'une par t , la loi de variation de l 'é-

paisseur du solide, d 'une ext rémité à l 'autre, pour que ce solide 
soit d 'égale résistance, et, d'une au t re part , la valeur de la 
flèche produite par l 'action d 'une force F appliquée à l 'extré-
mité libre, perpendiculairement à la longueur générale du 
solide et dans le plan de symétr ie , peuvent être considérées 
comme s 'appliquant sans g rande er reur à un solide allongé 
dont les sections t ransversa les n 'aura ient pas leurs centres de 
gravi té en ligne droite, avant la déformat ion ; pourvu toute-
fois que ces centres de gravi té soient situés sur une ligne qui 
ne s 'écar te pas t rop d 'ê t re droite. Dans ce cas, il n 'y aurai t , 
parmi les résul tats que nous avons t rouvés , que l 'équation qui 
détermine la forme de la libre neutre après la déformat ion , 
qui ne pourrai t pas ê t re appliquée. 

Le dynamomèt re de M. Poncelet, fig. 101, se compose de deux 
lames d'acier AB, A'B'. dont les ext rémités sont réunies par le 
moyen de chapes ar-
ticulées A A', BB'. Cha-
cune des moitiés CA, 
CB. C'A', CB' de ces 

• lames a la forme du 
solide d 'égale résis-
tance dont nous venons de nous occuper. Conformément à la 
remarque que nous venons de faire, on ne s 'astreint pas à dis-
poser ces lames de manière que, pour chacune d'elles, les centres 
de gravi té des diverses sections t ransversa les soient exactement 
en ligne droi te ; on les construi t au contraire de manière que le 
côté intérieur de leur contour soit une ligne droite, et que son 
côté intérieur soit fo rmé par deux a rcs de parabole ayant les 
ext rémités de la lame pour sommets respectifs, et le côté inté-
r ieur pour axe commun. Il est facile de reconnaître que, par là, 
on fait bien décroître l 'épaisseur de la lame, depuis son milieu 
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jusqu 'à chacune des ext rémités , conformément à la loi t rouvée 
précédemment pour un pareil solide d'égale rés is tance. Lorsque 
le dynamomèt re est en équil ibre, sous l 'action des forces égales et 
contraires appl iquées aux milieux C et C' de ses deux lames et 
tendant à écar te r ces points l 'un de l 'autre, il est clair que cha-
cune des qua t re moit iés CA, CB, C A \ CB' des lames se trouve 
dans les mêmes conditions que le solide encas t ré à l 'une de ses 
extrémités que nous avions considéré tout d'altord ; l 'accrois-
sement total qu ' éprouve la distance des milieux C, C des deux 
larqes est propor t ionnel à la g randeur des forces qui agissent 
sur ces deux points et est double de ce qu'il serait si les lames 
avaient dans toute leur longueur la même épaisseur qu'en leurs 
milieux : l 'emploi de lames à faces paraboliques, telles que nous 
venons de les définir , au lieu de lames prismatiques, présente 
donc l ' avantage de doubler la sensibilité de l 'apparei l , sans di-
minuer sa résistance à la rup tu re . 

2 0 1 . t r i i o n s m u t u e l l e » i l f d f u » l o l l i l f » q u i «c t o u c h e n t . 

— Lorsque deux solides naturels en équil ibre se touchent par 
un ou plusieurs points de leurs surfaces, les molécules de cha-
cun des deux solides, situées dans le voisinage des points de 
contact , exercent des actions sur celles de l 'autre solide qui se 
t rouvent également dans le voisinage de ces points. 11 nous est 
impossible de considérer séparément chacune de ces actions 
moléculaires, pour la faire entrer avec toutes les au t res forces 
dans les équat ions qui expriment l 'équil ibre des deux solides ; 
nous ne pouvons teni r compte de ces act ions qu 'en les prenant 
dans leur ensemble, e t leur substi tuant un petit nombre de forces 
capables de produire le môme effet. Nous allons voir quelle idée 
on peut se faire de ces dernières forces, que nous r ega rde rons 
comme représentant les actions que les deux solides exercent 
l 'un sur l 'autre aux points par lesquels ils se touchent . 

Considérons d 'abord un solide pesant, un boulet de fonte, par 
exemple, posé sur une table qu'il ne touche que par un seul 
point. En réalité, le boulet touche la table pa r un g r and nom-
bre de points dont l 'ensemble occupe une certaine étendue super-
ficielle, en raison de la déformation que la table et le boulet 

éprouvent l'un et l ' au t re ; une petite portion de la surface du 
boulet s 'aplatit légèrement , et s 'applique sur une port ion cor-
respondante de la surface de la table qui a été rendue légèrement 
concave pa r la présence du boulet : mais nous ferons abstract ion 
de cette déformat ion, dans le langage ,e t nous par lerons du con-
tact du boulet avec la table comme si c'était s implement le con-
tact d 'une surface sphér ique avec une surface plane. Le boulet 
étant en repos sur la table dont la surface est supposée horizon-
tale. il est clair que son poids est mis en équilibre par l 'ensem-
ble des act ions que ces molécules éprouvent de la part des mo-
lécules de la table dans le voisinage du point de contac t ; ces for-
ces moléculaires, appliquées au boulet, peuvent évidemment 
être remplacées par une force unique égale et contra i re au poids 
du boulet, et pa r conséquent dir igée vert icalement et de bas en 
haut : cette force unique, capable de produire sur le boulet le 
môme effet que les actions moléculaires dont il s 'agit , constitue 
ce qu'on n o m m e la pression de la table sur le boulet. Les ac-
tions que les molécules du boulet exercent sur les molécules 
de la table é tant respectivement égales et cont ra i res à celles 
qu'elles éprouvent de la part de ces mêmes molécules, il est clair 
qu'on peut également leur subst i tuer une force unique égale et 
contraire à la précédente : cette seconde force constitue ce qu 'on • 
nomme la pression du boulet sur la table. Ainsi, dans l 'exemple 
part iculier que nous considérons ici, on peut r egarder chacun 

® des deux corps comme exerçant sur l 'autre une pression dirigée 
suivant la normale commune à leurs surfaces menée par leur 
point de contact : ces deux pressions sont égales et de sens con-
traires, aussi bien que les act ions qui se développent entre deux 
molécules quelconques. 

Lorsqu'un corps pesant est en repos sur une table dont il 
touche la surface pa r plusieurs points, on peut r egarder les 
choses comme se passant , pour chaque point de contact, de la 
même manière que s'il n'y en avait pas d 'au t re . On peut dire que 
le corps éprouve de la par t de la table, et à chacun de ses points 
de contact, une pression dirigée vert icalement de bas en h a u t ; 
et de même on peut dire que le corps exerce sur la table, en ces 
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divers points, des pressions égales et contraires aux précé-
dentes. Si le corps touche la surface de la table pa r une face 
plane d u n e certaine é tendue, on peut r egarder chaque point 
de cette face p lane comme étant un point de contact ; dans ce 
cas. on considérera le co rps comme éprouvant de la part de la 
table une pression dirigée vert icalement de l>as en haut , en 
chaque point de la surface de contact , e t comme exerçant en 
même temps su r la table, en ce point , une pression égale et 

contraire à la précédente . 
îj ¿«2. Un corps pesant é tant dans l 'état d 'équilibre où nous 

venons de le considérer , c'est-à-dire reposant sur une table à 
surrace horizontale qu'il touche par un certain nombre de points, 
supposons qu 'on vienne lui appl iquer une force de traction ho-
rizontale F , t endant à le faire glisser sur la surface de la table . 
Si cette force F est t rès petite, elle ne produi ra aucun eiïel : le 
corps res tera immobile, tout aussi bien que si elle n'agissait 
|uig. Si l'on augmente progressivement l ' intensité de la force F , 
il a r r ivera bientôt un instant où l 'équilibre cessera d 'exister , et 
où le corps commencera à se met t re en mouvement . L'équilibre 
cont inuant à subsister a p r è s l 'application de la force F , tant que 
cette force n 'a pas atteint la valeur pour laquelle le corps com-
mence à glisser. il faut nécessairement qu'il se développe, en t re 
les molécules du corps et celles de la table, de nouvelles actions 
qui s 'opposent à ce q u e la force F produise son effet. Ces nou-
velles actions moléculaires, nulles d ' abord , lorsque le corps n e - • 
tai t soumis qu ' à la pesanteur , augmentent progress ivement , en 
môme temps que la force de traction F à laquelle elles font 
cons tamment équi l ibre; mais elles ne peuvent pas augmenter 
au delà d 'une certaine limite, de telle sor te que, si la force F . 
en croissant continuellement, les amène à a t te indre celte limite, 
le moindre accroissement qu 'éprouve encore la force F déter-
mine le glissement du corps . L'ensemble des actions molécu-
laires qui se développent ainsi pour s 'opposer au glissement du 
corps, considéré à l ' instant où ces act ions ont a t te int la limite 
qu'elles ne peuvent pas dépasser , consti tue ce qu 'on nomme la 
résistance au glissement, ou s implement le frottement; ces 

expressions désignent en par t icul ier une force unique capable 
de tenir lieu des actions moléculaires dont il s 'agit , force qui est 
dirigée dans le plan horizonlal qui forme la surface de la table, 
et en sens contra i re de la direction suivant laquelle la force F 
lend à faire glisser le corps sur celte surface. L'intensité de 
cette résistance au glissement est évidemment la même que 
celle de la force de traction F. au momen t où elle est devenue 
assez grande pour q u e le corps commence à glisser en cédant à 
son action. 

L 'expérience a fait connaître les lois que suit le f rot tement 
tel que nous venons de le définir , lorsqu'on fait varier les cir-
constances dans lesquelles il se développe. En se servant d 'une 
caisse dans laquelle on mettai t des corps pesants en quanti té 
plus ou moins g rande , on a t rouvé que la force de traction F , 
nécessaire pour dé te rminer son glissement sur la surface hori-
zontale sur laquelle elle reposait , var iai t proport ionnel lement au 
poids total de la caisse, c 'est-à-dire proport ionnel lement à la 
pression qu'elle exerça i t sur cette surface horizontale. D'un 
autre côté, en faisant varier l 'é tendue de la face d 'appui de la 
caisse, sans rien change r à la na ture de cette face et au poids 
total de la caisse, on a t rouvé que la force de traction nécessaire 
pour produire le glissement ne changeai t pas de grandeur . On 
en a conclu les deux lois suivantes : 1° le f rot tement est pro-
portionnel à la p ress ion ; 2e le f ro t tement est indépendant de 

• l 'é tendue des surfaces f ro t tantes . 

Soit N la pression exercée par le corps que l'on considère sur 
la surrace sur laquelle on cherche à le faire gli«=ser. Les deux 
lois précédentes montrent que le f ro t tement qui se développe 
sous l 'action de cette pression N peut être représenté pa r /TV, 
/"étant un coefficient qui dépend uniquement de la nature des 
surfaces entre lesquelles le gl issement tend à se produire . Ce 
coefficient f , qui e3t le rappor t du froltemenl à la pression, se 
nomme coefficient de frottement. 

§ 203. Nous pouvons appl iquer les notions précédentes au 
cas de deux solides S, S', fig. 102, qui ne se touchent que pa r un 
point A. Sous l 'action des forces auxquelles ces deux solides 

23 
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sont soumis, il se développe, en A, non seulement des pressions 
normales N, N , qui s 'opposent à ce q u e les solides pénètrent 
l 'un dans l 'autre, mais encore des réact ions tangentielles R, IV, 
qui t endent à s 'opposer à ce que ces deux solides glissent l 'un 
sur l 'autre . Ces réac t ions R, I f , éga les et contra i res l 'une à 

l ' au t re comme les pressions 
no rma les N, N", ne peuvent 
l>as dépasser en intensité la 
va leur flN du frot tement cor -
r e s p o n d a n t à ces pressions, 
/ "é tan t le coefficient de frot-
t e m e n t relatif à la na ture des 
s u r f a c e s des deux solides S, 
S' ; elles peuvent d'ailleurs 
a v o i r une grandeur quelcon-
que comprise entre 0 et f N, 
et e l les peuvent être dir igées 

d 'une manière quelconque dans le p l a n tangent commun aux 
deux solides au point A. 

Soit AB la ligne qui représente l a pression N du solide S' 
sur le solide S. Por tons sur la d i rec t ion de la réaction t angen-
tielle R, que le solide S éprouve éga lemen t de la par t du solide 
S', une longueur AC représentant le f ro t tement / "N; et construi-
sons le rectangle ABCD sur les deux l ignes AB, AC. Construi-
sons de même le rectangle ABFE, d a n s lequel le coté AE r e p r é - # 
sente la réaction R. La diagonale A F du second rectangle re-
présente la résul tante des deux a c t i o n s normale et tangentielle 
que le solide S éprouve de la pa r t d u solide S' : on peut regar-
der cette résul tante comme étant l ' ac t ion totale que le solide 
S' exerce sur le solide S. Dire que la réac t ion II ne peut pas dé-
passer f N, cela revient év idemment à dire que l 'angle FAB ne 
peut pas dépasser l 'angle DAB. Cet ang l e DAB, que nous dési-
gnerons par a, est dé terminé par la relat ion 

il dépend donc uniquement du coefficient de f rot tement f , et par 
conséquent de la nature des surfaces des deux solides, dans le 
voisinage du point A : on lui donne le nom d'angle de frotte-
ment. Ainsi, l 'action totale AF que le solide S' exerce sur le 
solide S fait nécessairement avec la normale AB un angle plus 
petit que l 'angle de f rot tement . I m a g i n o n s q u e la ligne AD tourne 
au tour de la normale AB, et qu'elle décr ive ainsi un cône de 
révolution ayant cette normale pour axe : nous pourrons énon-
cer au t rement la condition qui vient d 'ê t re indiquée, et dire que 
l'action AF du solide S ' sur le solide S, au point A, est nécessaire-
ment dir igée à l ' intérieur de ce cône, dont l 'angle au sommet 
dépend, comme nous venons de le voir, uniquement de la nature 
des surfaces des deux solides. L'action totale que le solide S 
exerce sur le solide S' étant égale et contraire à celle qu'il en 
éprouve, on peut dire également que cette action de S sur S'doit 
être ilirigée à l ' intérieur du cône égal au précédent , ayant son 
sommet en A et son axe dirigé suivant AB'. Les deux cônes dont 
il vient d 'être question sont év idemment les deux nappes d 'une 
même surface conique ayan t la normale commune BAB' pour 
axe, le point A pour sommet, et l 'angle de f rot tement a pour 
angle des génératr ices avec l 'axe. 

Lorsque deux solides se touchent pa r plus d 'un point, on peut 
répéter pour chaque point de contac t ce que nous venons de 
dire dans le cas où il n'y en ava i t qu 'un seul ; les act ions égales 

"e t contraires que les deux solides exercent l 'un sur l 'autre , en 
chacun de leurs points de contact , sont nécessairement diri-
gées à l ' intérieur des deux nappes opposées d 'une surface coni-
que ayant pour axe la normale commune en ce point de con-
tact, pour sommet ce point même, et pour angle des généra-
trices avec l'axe l 'angle de f ro t t ement cor respondant . 

L'angle de la surface conique, à l ' intérieur de laquelle les 
actions mutuelles de deux solides en un de leurs points de con- ' 
tact doivent nécessairement ê t re dir igées, a une valeur plus ou 
moins petite suivant que le coefficient de f ro t tement corres-
pondant aux deux surfaces qui se touchent en ce point est lui-
même plus ou moins petit. Si l'on supposai t que ce coefficient de 
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frottement fût nul, la surface conique se réduira i t à son axe, 
et par conséquent, les actions mutuelles des deux solides ne 
pourraient avoir qu'une seule direction, celle de la normale com-
mune à leurs surfaces menée par le point de contact. Cest 
dans ce cas idéal que nous nous sommes placés, lorsque nous 
avons considéré l'équilibre d'un point matériel assujett i à res-
ter sur une courbe fixe ou sur une surface iixe (§§ 126 et 134). 

^ 2 0 1 . é q u i l i b r e d r d r u * - o l i d e * q u i s e t o u c h e n t . — S i 

deux solides S. S' en équilibre se touchent par un seul point, 
il doit y avoir équilibre entre toutes les forces qui agissent sur 
chacun d e u x , c'est-à-dire enlre les forces qui lui sont directe-
ment appliquées et l'action qu'il éprouve de la part de 1 autre 
solide, au point où ils se touchent. Il suit de là que, si l 'on con-
sidère chacun desdeux solides commeélant invariable de forme, 
et si l'on compose entre elles les forces qui lui sont directement 
appliquées, en laissant de côté l'action qu'il éprouve de la part 

del 'autresol ide.ondevra nécessairement trouver pour ces forces 

une résultante unique égale et directement opposée à cette ac-
tion. D'après cela il est aisé de voir que. pour que les deux solides 
SS' soient en équilibre, il faut : I e que toutes les forces direc-
tement appliquées à l'un quelconque de ces deux solides aient 
u n e résultante dirigée vers le point par lequel ils se touchent ; 
2* que la résultante des forces d i rec tement appliquées au so-
lide S soit égale et contraire à la résul tante des forces directe-
ment appliquées au solide S'; 3 ' que ces deux résultantes soient • 
dirigées à l 'intérieur des deux nappes de la surface conique 
ayant pour sommet le point de contact des deux solides, pour 
axe la normale commune en ce point, et pour angle des géné-
ratr icesavec l 'axe l'angle de f rot tement correspondant à la na-
ture des surfaces qui se touchent ; 4« enfin que ces deux résul-
tantes agissent dans des sens tels qu 'e l les tendent à appuyer les 

' deux solides l'un contre l 'autre, et non à les séparer l'un de l 'autre. 

Lorsque deux solides en équilibre se touchent par plusieurs 
points, les forces directement appliquées à l 'un d'eux S sont 
mises en équilibre par les actions qu'il éprouve de la par t de 
l 'autre solide S' aux divers points par lesquels ils se touchent ; 

et comme ces actions de S sur S n'ont pas nécessairement 
une résultante unique, il s'ensuit que, pour l'équilibre, il n'est 
pas nécessaire non plus que les forces directement appliquées 
au solide S aient une résul tante unique. Tout ce que nous 
pouvons dire ici d 'une manière générale, c'est que les forces 
directement appliquées au solide S, et les actions que ce so-
lide S exerce sur le solide S', constituent deux systèmes de 
forces équivalents (§ 180), puisque l'un et l 'autre de ces deux 
systèmes de forces est mis en équilibre par l'ensemble des 
actions de S' sur S. 

§ 203. Considérons en particulier deux solides S, S', qui se 
touchent par plu-
sieurs points A. B. 
C, D, . . . fig. 103. 
tous situés dans un 
môme plan P. Sup-
posons que les par-
ties matérielles du 
solideS qui se trou-
vent sur les perpen-
diculaires au plan P menées par les points de contact A, B, 
C.... et dans le voisinage de ces points, soient toutes placées 
d'un même côté du plan P ; el que par conséquent les parties 
matérielles du solide S 's i tuées sur les mêmes perpendiculaires 
et dans le voisinage des mêmes points A, B, C.... soient toutes 
placées de l 'autre côté de ce plan. Supposons en outre que les 
forces directement appliquées au solide S aient une résultante 
unique H, ce qui entraîne nécessairement comme conséquence 
que les forces directement appliquées au solide S' aient 
aussi une résultante unique H' égale et contraire à la précé-
dente. 

La résultante H des forces directement appliquées au solide 
S est équivalente au système des actions que ce solide S exerce 
sur le solide S', aux divers points de contact A, B. C ainsi 
que nous venons de le voir il n 'y a qu'un instant ; cette force 
H est donc aussi la résultante des actions de S sur S', et son 
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moment pa r rappor t à une droi te quelconque tracée dans le 

plan P est égal à la s o m m e des m o m e n t s de ces actions de S 

sur S' par rappor t à la même droi te (§ 180). 
Cela posé, const ruisons un po lygone convexe ABDFH ayant 

pour sommets des points pris p a r m i les points de contact A, B, 
C, 1),... des deux solides, et con tenan t à son intérieur ou sur 
ses côtés tous ceux de ces points de contact qui ne sont pas à 
ses sommets . D'après ce que nous admettons , les diverses 
act ions île S sur S ' t e n d e n t toutes à repousser les points A, B, 
C, . . . du solide S' d 'un même côté du plan P , et pa r suite la ré-
sultante II de ces actions doit aussi tendre à repousser le so-
lide S' de ce même côté du plan P ; les moments de ces actions 
de S sur S', pa r rappor t au côté AB du polygone que nous 
venons de fo rmer , sont donc t ous de même signe, et le mo-
ment de 1» force B pa r rappor t à ce côté a par conséquent le 
môme signe que chacun d 'eux : donc la direction de la force 
B doit percer le plan P en un point situé, par r appor t à la 
ligne AB, du même côté que les points de c o n t a c t e , D, E , . . . 
qui ne sont pas sur cette l igne. Ce que nous venons de dire 
pour le côté AB du polygone convexe ABDFH, nous pouvons 
le répéter pour chacun de ses au t res côtés ; nous en conclu-
rons nécessairement «pie la direct ion de la force II doit percer 
le plan P à l ' intér ieur de ce polygone convexe, auquel on 
donne le nom de polygone d'appui des deux solides. Il faut en 
outre , bien entendu, que la force II tende à appuyer le solide S 
sur le solide S', et non & l 'écar ter de ce dernier solide. 

Si, out re les hypothèses p récéden tes , nous admet tons encore 
que le coefficient de f ro t tement soit le même pour les divers 
points de contact A, B. C, D , . . . des deux solides S, S', chacune 
des actions de S sur S' ne p o u r r a pas faire avec la perpendicu-
laire au plan P un angle plus g rand que l 'angle de frottement 
commun aux divers points de contac t ; d 'ail leurs, on peut évi-
demment t rouver la g r andeu r et la direction de la force B en 
t ranspor tan t l e sac t ionsde S s u r S' paral lèlement à elles-mêmes 
au point où cette force B perce le plan P, et les composant cn-
«uite à l'aide du polygone des forces : il est aisé d'en conclure 

que la force B elle-même ne peut pas faire avec la perpendicu-

laire au plan P un angle plus grand que l 'angle de f ro t tement 

dont il vient d 'ê t re question. 
Nous n 'avons part icular isé en aucune manière le nombre 

des points de contact A, B. C, D.. . . que nous avons supposés 
tous situés dans un même plan, et, par conséquent , tout ce que 
nous venons de dire est applicable au cas où les deux solides 
S, S' se toucheraient dans toute l 'étendue d 'une face plane. 

§ 2 0 0 . I - ' . qu i l i l t r e « l 'un a o l i d e p e s a n t p o s é s u r u n p l a n . — 

Un corps solide, soumis à la seule action de la pesanteur , et 
posé sur un plan, c 'est-à-dire sur une face plane d 'un au t re corps, 
r en t r e évidemment dans le cas que nous venons d 'é tudier 
d 'une manière générale (§ 205). Les act ions de la pesanteur 
sur les diverses par t ies du corps ont une résul tante égale à son 
poids, agissant suivant la verticale menée par son centre de 
gravité, et de hau t en lias. Pour que le corps soit en équilibre, 
il faut : 1° que la verticale menée par son centre de gravi té 
perce le plan sur lequel il repose à l ' intérieur du polygone 
d 'appui , tel que nous l 'avons défini ; 2° que l 'angle compris 
entre la verticale et la perpendiculaire au plan, ou, ce qui est 
la même chose, l 'angle que le plan fait avec l 'horizon, soit in-
fér ieur à l 'angle de f rot tement correspondant à la nature des 
surfaces qui sont en contact. 

Dans le cas part iculier où le corps que l'on considère est 
posé sur un plan horizontal , la seconde condition est toujours 
satisfaite ; on n'a donc qu'à se préoccuper de la première con-
dition, pour savoir si le corps est ou n 'est pas en équilibre 
dans une position donnée. 

Cherchons à nous r endre compte de la g randeur des pres-
sions qu 'un corps pesant , posé su r un plan horizontal , exerce 
en ses divers points d 'appui ; et considérons pour cela les di-
vers cas qui peuvent se présenter , eu égard au nombre des 
points d 'appui . Si le corps ne s 'appuie que pa r un seul point , 
il ne peut être en équilibre qu 'au tant que son centre de gra-
vité est situé sur la verticale menée pa r ce point d 'appui , et la 
pression qu'il exerce en ce point est évidemment égale à son 
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poids. Si le corps s 'appuie par deux points A. B. fig. 10i , la 
verticale menée pa r son centre de gravi té doit percer le plan, 
sur lequel il repose, en un point C situé sur la droite qui passe 

-y — ^ par les deux points A, B. et en t re 

rig. toi. ces deux points ; il suffit de décom-
poser le poids P du corps , appliqué suivant cette verticale en 
deux composantes parallèles agissant sur les points A et B, 
pour avoi r les pressions exercées par le corps en ces deux 

. . P X CB , . 
points : on t r o u v e ainsi — ^ j — pour la press ion au point A, 

P X AC 
et — pour la pression au point B. Si le corps s 'appuie par 

A 

trois points A, B, C. 11011 si tués en ligne droite, fig. 105, la ver-

x , ticale menée par son centre de gravi té 
\ " ' doit percer le plan en un point 1) s i tué 

à l ' intér ieur du triangle ABC; les près-
sinus qu ' i lexercesur le p lan .aux points 

\ y ' ' A. B, C, seront trois forces parallèles 
ayant pour résultante une force verti-
cali' égale à son poids P et appl iquée 

au point l) ; le moment de celle résul tante P par rappor t au 
plan vertical mené pa r BC sera égal au moment de la c o m -
posante appl iquée en A par rappor t au môme plan vertical 
(§ 158), et . pa r sui le , cette composante et la résultante seront 
entre elles dans le rappor t inverse des distances de leurs 
points d 'appl icat ion A et D au côté BC, c 'est-à-dire, dans 
1*' r appor t inverse des surfaces des triangles BAC, BDC : 
donc les press ions exercées par le corps en chacun de ses 
trois points d 'appui A, B, C, auron t respectivement pour va-

P X BDC P X ADC P X ADB 
C U I > ABC ' ABC ' ABC ' 

Si le nombre des points d 'appui du corps avec le plan est su-
périeur à trois, il n 'est plus possible de déterminer les pressions 
qu'il exerce en chacun de ses points d 'appui , par la seule con-
naissance d e l à position que la verticale menée pa r son centre de 
gravi té occupe par rappor t à ces points ; on peut en effet trou-

ver une infinité de systèmes de forces parallèles et de même 
sens appl iquées à ces points d 'appui , qui aient pour résultante 
le poids P du corps appl iqué à son centre de gravi té : on peut 
p rendre arb i t ra i rement les valeurs de ces pressions à l 'exception 
de Irois d 'ent re elles, sans toutefois dépasser certaines limites 
pour ces valeurs, et on en conclut facilement les grandeurs des 
trois pressions res tantes , de manière que la résul tante de toutes 
ces pressions soit égale au poids du corps et soit dirigée suivant 
la verticale du centre de gravi té . La même difficulté se présente 
également lorsque le co rps s 'appuie par trois points situés sur 
une môme ligne droi te ; la déterminat ion des pressions exercées 
par le corps en chacun de ces trois points d 'appui ne peut pas 
s 'effectuer par la seule connaissance du point où la verticale me-
née par le centre de gravi té du corps rencontre la droite menée 
par ces trois points d ' appui . Les pressions que le corps exerce 
sur le plan, aux divers points pa r lesquels il le touche, ne sont 
cependant pas indéterminées ; mais on ne peut les t rouver 
qu 'autant que l'on connaît la nature du corps pesant que l'on 
considère, que l'on sait quelle est la rigidité ou la flexibilité plus 
ou moins g rande qu'il présente dans ses diverses parties, et que 
l'on sait éga lement commen t se comporte le corps à face plane 
et horizontale sur lequel il s 'appuie sous l 'action des pressions 
que ce second corps éprouve de la par t du premier . La question 
que nous allons t ra i ter dans le pa ragraphe suivant montrera 
comment cette connaissance de la nature des deux corps permet 
d 'effectuer la dé terminat ion des pressions aux différents points 
par lesquels ils se touchent . 

§ 207. Considérons un solide S, fig. 106, reposant sur un 
plan horizonLil pa r une face plane rectangulaire AB, qui est 
représentée en vraie g randeur en aba'b'. Supposons que la sur-
face latérale du solide, dans le voisinage de la face d 'appui 
AB, soit formée de plans perpendiculaires à cette face menés 
pa r ses qua t re côtés, et que le centre de gravité G du solide se 
trouve dans le plan vert ical qui passe par les milieux m, n des 
côtés aa', bb' de la face d 'appui . Supposons en outre que la sur-
face plane sur laquelle le corps S repose présente une grande 
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rigidité, et reste plane malgré la légère dépression que le 
poids du corps lui fait sub i r ; q u e le solide S soit par tout égale-
ment compressible sous l 'action des forces qui peuvent lui être 
appliquées, du moins dans la pa r t i e qui avoisine sa face d 'ap-

pui AB ; en lin que, en raison 
de cette égale compressibi-
lité, les molécules qui étaient 
primitivement dans un plan 
CD paral lè le à la face AB et 
t rès voisin de cette face, avant 
que le solide fût soumis aux 
pressions qu'il éprouve de has 
en h a u t s u r cette face d 'appui , 
se t rouvent encore dans un 
même plan CD', a p r è s la dé-
formation que ces pressions 
lui ont fait subir . Prenons en 
part iculier dans le solide un 

pr isme vertical HL, h base inf iniment petite o> s 'é tendant entre 
les plans AB, CD. avan t que le solide ail été déformé dans le voi-
sinage de sa face d 'appui ; ce p r i sme s 'est raccourci , par suite 
des pressions qu'il éprouve à ses deux extrémités , et sa longueur , 
qui était primitivement HL, s 'est rédui te à H L ' : LL' est donc 
la quanti té dont sa longueur a d iminué, et p a r conséquent on 
aura pour la pression p que la base infér ieure « de ce prisme 
éprouve de la par t du plan d ' appu i (§ 196) : 

„ LL' 

Fig. 10«. 

p = E u 
III. 

Cette formule fournira les valeurs de la pression p que le so-
lide éprouve sur les divers é léments w dans lesquels on peut 
concevoir que la face d 'appui soit décomposée, pourvu qu'on y 
at t r ibue à LL' la valeur qui convient à chacun de ces éléments; 
quant aux quant i tés F et HL, elles ne var ient pas , parce que, 
d 'une par t , le solide est supposé également compressible dans 
toute l 'étendue de sa face d ' appu i , et d 'une autre par t , les plans 
parallèles AB. CD. sont par tou t également dis tants . Toutes les 

pressions telles que p sont verticales et dir igées de bas en haut , 
et la résul tante doit ê t re égale et d i rectement opposée au poids 
P du solide appliqué à son centre de gravi té G. Ces pressions 
sont d 'ai l leurs proport ionnelles aux produi ts u>. LL', dont cha-
cun représente le volume de la port ion du pr isme HL qui est 
comprise entre les plans CD, C'D'. Il est aisé d'en conclure que 
la résul tante de ces pressions p passe pa r le centre de gravi té 
de la t r anche du solide comprise entre les plans CD, C'D', en 
supposant toutefois que cette t ranche soit homogène ; et qu'en 
out re celte résul tante a pour valeur le produi t du volume de la 

E 
t r anche CDCD' par le facteur —-. 

H L 

Nous voyons pa r là que le solide S doit éprouver , sous l 'ac-
tion de son poids, une déformat ion telle que la verticale menée 
par son centre de gravi té G passe par le centre de gravité du 
volume CDCD' considéré comme un corps homogène ; et les 
pressions que ce solide éprouve sur les divers éléments égaux 
de sa face d 'appui AB, sont proport ionnelles aux portions des 
verticales menées par ces éléments qui sont comprises entre les 
plans CD. CD' . Le centre de gravi té G étant situé par hypo-
thèse dans le plan vert ical dont la trace horizontale est mn, il 
est aisé de voir que l ' intersection des plans CD, CD' doit être 
paral lèle aux côtés ad, bb' de la face d 'appui du solide; et le 
centre de gravité du corps homogène compris entre ces deux 
plans coïncide avec le centre de gravi té du trapèze suivant le-
quel ce corps est coupé par le plan vertical mené par mn. On 
voit d ' ap rès cela que les pressions sont les mêmes , pour les 
divers éléments égaux de la face d'appui qui sont situés su r une 
paral lèle quelconque aux côtés ad, bb' de cette face ; et que, 
si l 'on suppose que la verticale menée par le point G passe par 
un point 0 plus r approché de bb' que de ad, les pressions sur 
les éléments égaux de la face d 'appui augmenteront constam-
ment depuis le côté ad de celte face, jusqu 'au côté bb'. Soient 
r et s les longueurs des côtés ab, ad de la face d ' appu i . La 
pression totale que supporte celte face étant égale à P , on a 

- pour la pression moyenne rappor tée à l 'unité de surface, et 



par conséquent I» - pour la pression que supporte un élément 

» situé à égale distance des côtés na', bb'. D 'après cela, il est 
aisé de voir que. pour un élément o» situé tout près de l 'arête 
bb', la pression p . qui est plus grande que par tout ailleurs, a 
pour valeur 

KK' étant la l igne qui joint les milieux des côtés non parallèles 
dans le t rapèze CDCD'. 

Convenons ma in t enan t que. par un changement de forme de 
la part ie supér ieure du solide, nous déplacions son centre de 
gravi té G, sans le faire sortir du plan vert ical mené par vin. Le 
t rapèze CDC'D devra changer de forme en même temps, de ma-
nière que son c e n t r e de gravité se t rouve toujours sur la verti-
cale menée pa r le point G. Si la projection horizontale O du 
centre de g rav i t é G se rapproche du côté bb' de la hase, sans 
que le poids to ta l I» du solide change , le côté DD' du trapèze 
doit augmen te r , et le côté CC doit diminuer de la même quan -
ti té; car il faut q u e le volume compris entre les plans CD, CIV 
reste le même, et p a r conséquent aussi la surface du trapèze 
CDC'D', ce qui fait que la demi-somme KK' des côtés CC et DD' 
doit conserver la même grandeur . Lorsque On ne sera plus 
que le tiers de ab, le côté CC' du trapèze se réduira à zéro, et 
le t rapèze se c h a n g e r a en un tr iangle dans lequel le côté DD' 
opposé au s o m m e t C sera double de KK'; a lors la pression p 
supjwr tée pa r u n é lément w de la face d 'appui situé tout près du 

côté bb dev iendra égale à 2P—, c'est-à-dire qu'elle sera dou-

1S 
ble de la press ion moyenne rappor tée à un élément de même 
étendue. Si la p ro jec t ion horizontale O du centre de gravi té G se 
rapproche e n c o r e de bb', la ligne CD', qui est venue précédem-
ment passer p a r le point C, doit s 'élever au-dessus de ce point 
C et s 'abaisser e n c o r e au-dessous du point D; cela indique que 
la pression tend à devenir négative dans le voisinage de l 'arête 

ad de la face d 'appui , c'est-à-dire à se changer en une t ract ion. 
C'est ce qui arr iverai t en effet si la face d 'appui était collée sur 
le plan sur lequel elle repose. Mais, comme cette face d 'appui 
est s implement posée sur le plan, les choses ne peuvent pas se 
passer ainsi, le solide S ne peut éprouver que des pressions de 
la part du plan qui le supporte . Dans ce cas, les pressions ne 
s 'exercent plus sur toute la surface du rectangle aba'b'; une 
portion de ce rectangle, située vers l 'arête ad, n'est plus pres-
sée en aucun de ses points; et la port ion restante, qui supporte 
la pression totale P , est un autre rectangle qui se t rouve dans 
le cas où était le rectangle tout ent ier . lorsque On était égal au 
tiers de ab. Si nous nommons t la distance O h devenue plus 
petite que le tiers de ab, 3s et s seront les deux côtés de la 
portion de la face aba'b' qui s 'appuie réel lement sur le plan. 

O) 

P — est la pression moyenne sur un élément M de celte sur-

<i) face ; et 2P — est la pression suppor tée par un élément w situé 

tout près de l 'arête bb'. 
On voit pa r la valeur que nous venons de t rouver pour la 

pre«sion sur un élément w voisin de bb' que cette pression aug-
mente à mesure que t diminue. Soit Itoj la pression capable «le 
dé terminer l ' écrasement du prisme élémentaire qui a pour 
base w. Si l 'on pose 

2 P

â =
R

-
on en lire 

— 2 J L 1 3 Rs" 

Celte valeur de e est la limite au delà de laquelle on ne doit pas 
faire décroître la distance c ou On, sans quoi le solide S s 'écra-
serait dans le voisinage de l 'arête bb'. Nous sommes conduits 
par là à a jou te r quelque chose à la condition d'équilibre du 
solide pesant S posé sur un plan horizontal . Nous avions t rouvé 
que cet équilibre ne pouvait avoir lieu qu 'au tant que la vert i -
cale menée pa r le centre de gravi té G du solide perçait le plan 
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en un point situé à l ' in tér ieur du rectangle aba'b' qui constitue 

son polygone d ' appu i ; nous voyons qu'il faut en outre que 

cette verticale passe à l ' intér ieur de ce rectangle, à une distance 

suffisamment grande de chacun de ses côtés. 
On comprend toute l ' impor tance q u e peuvent avoir des con-

sidérations analogues aux précédentes , toutes les fois que l 'on 
a à s 'occuper de l 'équilibre de corps solides se touchan t pa r 
des faces planes, comme cela a lieu dans les construct ions en 
pierre, et en part iculier dans les voûtes. 

RUJI'-.I >»<••. 1MM" itfp »•) - u n i .«UV., t v ^ h - M 

C H A P I T R E V I 

É Q U I L I B R E l>ES F L U I D E S 

§ 208. Les fluides (liquides ou gaz) sont des corps dont les 
molécules sont ex t rêmement mobiles les unes pa r r appor t aux 
autres . Lorsqu'on cherche A faire glisser les différentes par t ies 
d 'une masse fluide les unes sur les aut res , on n ' éprouve pas de 
résistance analogue i\ celle qui se développe dans le glissement 
des corps solides et que nous nommons f rot tement . L'absence 
absolue du frot tement , en t re les diverses part ies d 'un fluide qui 
se déplacent les unes pa r rappor t aux aut res , constitue la flui-
dité parfaite. Les liquides et les gaz, tels qu'i ls existent dans la 
nature, sont en général extrêmement p rès de présenter cette 
fluidité parfaite, sur tout lorsqu'ils sont en équil ibre absolu ou 
relatif. Nous supposerons dans ce chapitre qu'ils jouissent com-
plètement de cette propr ié té . La vérification expérimentale des 
résul tats auxquels nous parv iendrons ainsi mont re que, en fai-
sant cette hypothèse , nous ne nous écar tons pas sensiblement 
de la réal i té . 

Lorsqu'un liquide est contenu dans un vase, et qu'on cherche 
à diminuer le volume qu'il occupe en le comprimant dans ce 
vase, on ne peut pas y parveni r : le liquide conserve le volume 
qu'il avait d 'abord , ou du moins la diminution du volume qu'il 
éprouve est si faible, qu'on a beaucoup de peine à s'en aperce-
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voir. C'est ce qui fait qu'on donne aux liquides le nom de fluides 
incompressibles. Dans ce qui suit, nous t ra i terons les l iquides 
comme jouissant d 'une incompressibilité absolue ; nous nous 
écarterons ainsi tel lement peu de la réali té, que cela n 'occa-
sionnera aucune e r reu r appréciable dans les résul tats auxquels 
nous parv iendrons . 

Un gaz se compor te tout au t rement qu 'un liquide, quand on 
cherche à le compr imer ; on peut sans grande difficulté réduire 
son volume à n 'ê t re plus que la moitié, le tiers, le q u a r t de ce 
qu'il était d ' abord . Si ensuite on cesse d 'exercer l 'effort qui a 
déterminé celte diminution de volume, le gaz revient de lui-
même à son volume primitif . C'est pour cela qu'on donne aux 
gaz le nom de fluides élastiques. 

§209. T r u n s i i i i s H i o i i d M p r e M l o a i t i n n u 1rs fluide*. — Con-
sidérons une masse fluide en équilibre dans une enveloppe 

fermée qu'elle remplit complète-
ment, fig. 107, et supposons que ses 
molécules ne soient soumises à au-
cune force au t r e que les actions que 
chacune d'elles éprouve de la pa r t des 
molécules voisines. Ce fluide exercera 
généralement des pressions sur les di-
verses parties de l 'enveloppe qui le 
renferme. Si l'on vient à enlever une 
petite portion de cette enveloppe, et 
si on la remplace pa r un piston A de 

même forme, mobile dans un bout de tuyau adapté au contour 
de l 'ouver ture ainsi produite , on conçoit que le fluide pour ra se 
t rouver exactement dans les mêmes conditions que précédem-
ment, pourvu qu 'on appl ique au piston A une force convena-
ble F dirigée paral lè lement aux parois du tuyau dans lequel il 
peut se mouvoi r . De même, on pour ra remplacer une autre 
portion de l 'enveloppe par un piston B. également mobile dans 
un bout de tuyau , et soumis à l 'action d 'une certaine force F , 
sans que le fluide cesse d 'être exactement dans les mêmes con-
ditions. Cela posé, nous allons voir que, si les bases des deux 

F i * . 1 0 7 . 

pistons A, B sont égales, les deux forces F. F doivent aussi ê t re 
égales. 

Pour démont re r cette proposi t ion, imaginons que nous réu-
nissions les deux bouts de tuyau dans lesquels peuvent se mou-
voir les deux pistons A, B. par un canal courbe ACB. contenu 
tout entier à l ' in tér ieur de l 'espace occupé par le fluide et se 
raccordant à ses deux extrémités avec ces bouts de tuyau ; 
nous pourrons même supposer que la section t ransversale de 
ce canal ACB soit par tout égale à la base de l'un des pistons 
A. B. Le fluide dont il s 'agit é tant en équilibre, nous pouvons 

-lui appl iquer le théorème du travail virtuel (§ 181). Pour cela, 
concevons que le piston A marche d 'une quanti té infiniment pe-
tite * vers l ' intér ieur de l 'enveloppe ; que la portion du fluide 
qui est située en dedans du canal ACB glisse le long de ce canal 
sans en sort i r , et suive ainsi le mouvement de ce piston A, tout 
en conservant le même volume ; qu 'en conséquence le piston B 
marche vers l ' ex tér ieur d 'une quant i té égale à «; enfin que 
toute la port ion du fluide qui se t rouve en dehors du canal ACB 
ne se déplace pas : pour ce déplacement virtuel particulier du 
système matériel que nous considérons, la somme des t ravaux 
virtuels des forces qui sont appl iquées à ses diverses parties doit 
être nulle. Or, la port ion ACB du fluide, qui se déplace seule, 
ne change pas de volume ; les diverses parties qui la composent 
se meuvent séparément en glissant s implement les unes sur les 
autres , ou bien sur la part ie du fluide qui est en dehors du ca-
nal ACB et qui reste immobile ; mais ce glissement s'effectue 
sans qu'il y ait de f ro t tement , en raison de la fluidité parfaite 
du système (§ 208) : il résulte de là et de ce que nous avons dit 
à l 'occasion des sys tèmes matériels dans lesquels on imagine 
des liaisons (§ 180). que la somme des travaux virtuels dus aux 
actions que les molécules du fluide tout entier exercent les unes 
sur les au t res est égale à zéro. D'après cela, on voit que la 
somme des t ravaux vir tuels des forces appliquées à not re sys-
tème matériel se réduit à 

F» = F'« ; 

2i 
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et comme cette somme doit ê t re nulle, il s 'ensuit qu 'on a 

F = F \ 

On conclut , de la proposi t ion qui vient d 'ê t re établie, que 
la force F. appliquée au piston A. donne lieu à une pression 
égale à F sur toute port ion de l 'enveloppe ayan t une étendue 
égale à la base de ce piston. C'est ce qui constitue le théorème 
de la transmission des pressions dans un fluide dont les molécu-
les ne sont soumises à aucune force au t re que les acUons que 
chacune d'elles éprouve de la par t des molécules voisines. 11 est 
bon d 'observer que la force F , appl iquée au piston A, peut re-
cevoir une g randeur quelconque, si le fluide que l 'on considère 
est incompressible, mais qu 'e l le doit, au contra i re , avoir une 
valeur déterminée, s'il s 'agi t d 'un fluide élastique, valeur qui 
dépend de la tendance plus ou moins g r ande du fluide à aug-
menter de volume. 

5J 2 1 0 . K g m l l t é d o * p r e s s i o n * d a n s t o u s l e » s e n s , a u t o u r 

d ' u n p o i n t q u e l c o n q u e , d a n s u n fluide f i t é q u i l i b r e . — S u i t 

M, fig. 107, un point quelconque pris à l ' intérieur de la masse 
fluide dont nous nous s o m m e s occupés dans le pa rag raphe 
précédent . Concevons que nous fassions passer pa r ce point 
une surface NN' qui s 'é tende de tous côtés jus p i ' à l 'enveloppe, 
et qui soit plane jusqu 'à une cer ta ine distance, tout autour 
du point M. Celte surface divisera la masse fluide en deux por-
tions P , Q. Supposons q u e la part ie P , c 'est-à-dire celle qui 
ne reçoit pas di rectement l 'action du piston A, soit solidifiée 
sans changer de f o r m e ; il est clair que, p a r là, nous ne t rou-
blons pas l 'équilibre du sys tème tout entier, e t que, pa r con-
séquent , après cette solidification de la part ie P , la par t ie Q 
reste à l 'état d 'équil ibre comme précédemment . Mais a lors la 
surrace NN" devient une part ie de la paroi qui enveloppe le 
fluide restant Q ; donc, en ver tu de l 'action de la force F sur le 
piston A, le fluide Q exerce une pression éga 'e à F sur une por-
tion de la race plane menée pa r le point M ayant même étendue 
que le piston A. Ce résul tat est indépendant de la direction que 
nous avons donnée à la par t ie plane de la surface NN' menée 

par le point M ; la pression que le fluide situé d 'un côté de cette 
surface exerce sur le fluide situé de l 'aut re côté, dans le voisi-
nage du point M, et sur une étendue égale à la base du pis-
ton A, est donc tou jours égale à F, quelle que soit la direction 
du plan qui sépare ces deux fluides. 

Nous venons d 'é tabl i r l 'égalité des pressions dans tous les 
sens, autour d 'un point quelconque M d'un fluide en équilibre, 
en considérant spécialement un fluide dont les diverses molé-
cules ne sont soumises qu'à leurs actions mutuelles. Nous allons 
Taire voir maintenant que cette égalité des pressions dans tous 
les sens, au tour d 'un point quelconque, existe toujours , quelles 
que soient les forces qui agissent sur les diverses molécules du 
fluide en équilibre. Mais, pour y arr iver , nous étudierons d 'a-
bord la transmission des pressions sur les diverses part ies de 
l 'enveloppe qui renferme un liquide homogène pesant, à l 'é tat 
d 'équil ibre. 

§ 211. Reprenons donc ce que nous avons dit dans le § 209, 
en subst i tuant un liquide homogène pesant au fluide quelconque 
que nous avons considéré, et dont les diverses molécules n 'é-
taient soumises qu 'aux actions que chacune d'elles éprouve de 
la part des molécules voisines. Les pistons égaux A et B , / ig . 107, 
é tant disposés comme nous l ' avons dit , et étant soumis aux ac-
tions des forces F , F , tellement choisies que le liquide soit en 
équilibre, cherchons à dé terminer la relation qui existe entre 
ces deux forces F, F'. Pour cela, concevons encore que nous Tas-
sions marche r le piston A d 'une quanti té t vers l ' intérieur de 
l 'enveloppe, et le piston B d 'une quant i té égale vers l 'extér ieur , 
et supposons que le liquide contenu dans le canal ACB glisse le 
long de ce canal pour suivre le mouvement s imultané des deux 
pistons, sans que les molécules liquides situées en dehors du 
canal ACB se déplacent en aucune manière : en égalant à zéro 
la somme des t ravaux des diverses forces appliquées au sys-
tème, pour ce mouvement part iculier , nous ar r iverons à la rela-
tion cherchée en t re F et F'. Or il est clair que cette somme de 
t ravaux vir tuels ne différera de celle que nous avons trouvée 
précédemment (§ 209V qu'en ce qu'elle contiendra de plus le 
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travail de la pesan teu r sur les diverses molécules liquides aux-

quelles nous a t t r ibuons un déplacement. 
Pour éva luer ce travail de la pesanteur sur le liquide contenu 

dans le canal ACB, nous nous appuierons sur ce qui a été dé-
montré dans le § 173 : ce travail s 'obt iendra en multipliant le 
poids du l iquide contenu dans ACB par la quanti té dont le centre 
de gravi té de ce liquide s'est abaissé ver t icalement . Mais il 
est aisé de vo i r que , eu égard au travail produi t par la pesan-
teur, peu i m p o r t e que le liquide ACB tout entier glisse le long 
du canal qui le renferme, de manière que ses deux faces extrê-
mes A et B m a r c h e n t chacune d 'une quanti té t ; ou bien que la 
portion de l iquide occupant l 'espace d 'épaisseur e que nous fai-
sons pa rcour i r a u piston A soit t ranspor tée seule à l ' aut re extré-
mité du l iquide ACB, de manière à rempl i r l 'espace abandonné 
par le piston B dans son mouvement vers le dehors de l 'enve-
loppe : dans ce second cas, où la portion de liquide contenue 
dans l e canal ACB. entre la position finale du piston A et la 
position ini t ia le du piston B. ne se déplacerai t nul lement , le 
centre de g r a v i t é du liquide total renfermé dans le canal ACB 
s 'abaisserai t ver t icalement de la môme quanti té que dans le pre-
mier cas. On voit p a r là que, pour a voir le travail de la pesanteur 
sur le l iquide ACB. il nous suff ira de multiplier le poids du 
liquide con tenu dans l'espace que nous faisons parcour i r au pis-
ton A. p a r l a dis tance du centre de gravi té de cet espace au plan 
horizontal m e n é par le centre de gravi té de l 'espace analogue 
que pa rcou r t le piston B. Désignons par w l 'aire de la base de 
chacun des pistons A. B ; par p la masse spécifique du liquide 
(§ 164); pa r h la distance du centre de gravi té de la base du 
piston A au p l a n horizontal mené par le centre de gravi té de la 
base d u p is ton B : par * l 'angle que la direction du déplace-
ment t du pis ton A fait avec la verticale ; et par a' l 'angle ana-
logue pour le piston B. Le poids du liquide contenu dans l'es-
pace que n o u s faisons parcourir au piston A est égal à 

iQa l '» 

la hau t eu r vert icale du centre de gravi té de cet espace au-dessus 

du centre de gravi té de l 'espace parcouru par le piston B a pour 
valeur 

à — | t c o s * - | - ^ » c o s a ' : 

le travail que nous cherchons est dorfc expr imé par 

tgwi (A — -} i cos x i i cos a ). 

D'après cela, l 'équation fournie pa r le théorème du travail 
virtuel appliqué au mouvement part icul ier que nous avons 
choisi, sera 

F i — F' i - f - PI/ui (h — ± I c o s a - f ± I c o s *') = 0 ; 

d'où l 'on déduit , en observant que e est infiniment petit, 

F'=F-f-p( /»>à. 

Cette formule pe rmet de dé terminer la pression que le liquide 
exerce en un point quelconque de l 'enveloppe qui le renferme, 
sur une surface égale à w, lorsque l 'on connaît la pression F qui 
lui est appliquée en un point part iculier , sur une surface de 
même étendue. 

§ 212. Revenons main tenant à la question principale qui nous 
occupe, c 'est-à-dire à la démons t ra t ion de l 'égal i té de pression 
dans tous les sens au tou r d 'un point, dans un fiuide en équilibre 
dont les molécules sont soumises à des forces quelconques. Pour 
cela nous considérerons d 'abord le cas d 'un liquide homogène 
pesant , puis celui d 'un fiuide quelconque pesant , enfin le cas 
général d 'un fluide soumis à des forces quelconques. 

Dans le cas d 'un liquide homogène pesant , supposons encore 
qu 'une part ie de l 'enveloppe ait été remplacée par un piston A, 
fig. 107, auquel on appl ique une force F tendant à le faire péné-
trer dans le liquide, et considérons les pressions dans différents 
sens autour d 'un point quelconque M pris à l ' intérieur du liquide. 
Quelle que soit la direction du plan que nous ferons passer par 
le point M, si nous prenons sur ce plan une surface égale à w 
ayant son centre de gravi té au point M, la pression que le liquide 
0 situé d'un côté du plan exerce sur cette surface w a u r a tou-
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jours pour valeur F - f pguh, h é tant la hauteur verticale du 
centre de gravi té de la base du piston A au-dessus du point M. 
L'égalité des pressions dans tous les sens, autour du point M 
pris à l ' intérieur d 'un liquide pesan t en équil ibre, se t rouve donc 
démontrée pa r là ; mais cette égal i té de pression suppose que 
les diverses surraces planes éga les à w. su r lesquelles s 'exercent 
les pressions que l 'on cons idère , sont placées de manière que le 
centre de gravi té de chacune d 'el les coïncide avec le point M, 
condition à laquelle nous n 'av ions p a s besoin de nous astrein-
dre lorsque nous considér ions un fluide dont les molécules 
n 'étaient soumises qu 'à leurs ac t ions mutuel les . 

Lorsqu'un fluide pesant en équil ibre n'est pas homogène, 
c 'est-à-dire lorsque sa densi té n 'est pas la même dans toute 
l 'é tendue du volume qu'il occupe, on ne peut plus raisonner 
comme nous venons de le faire. Mais a lors , pour établ ir l 'égalité 
des pressions dans tous les sens a u t o u r d 'un point M de ce 
fluide, rien ne nous empêche de considérer seulement la portion 
du fluide qui est contenue à l ' in té r ieur d 'une surface fermée de 
petites dimensions s 'é tendant tout au tou r du point M ; si nous 
concevons que tout le reste d u fluide soit solidifié, sans que ses 
molécules changent de posit ion les unes pa r rappor t aux au t res , 
cela consti tuera une nouvelle enve loppe renfermant la portion 
de fluide qui est voisine du poin t M et à laquelle nous conser-
vons sa fluidité primitive. Cette peti te portion du fluide total ne 
sera généra lement pas h o m o g è n e ; mais la densité n 'y variera 
que très peu d 'un point à un a u t r e , en raison du peu de distance 
qui existe entre ses divers po in t s , e t l ' e r reur que l'on commet-
t ra en regarda nt la densité c o m m e cons tan te dans toute l 'étendue 
de cette port ion de fluide se ra d ' au tan t plus faible que les di-
mensions de l 'espace qu'elle occupe seront supposées plus peti-
tes : on peut d i re que, si l 'on 11e considère qu 'une portion 
inûniment petite du fluide p e s a n t don t il s 'agit , tout autour du 
point M, les choses s'y passen t de même que dans un fluide 
homogène pesant . D'après cela , l es pressions supportées par 
diverses surfaces planes éga les à w, menées par le point M, et 
ayant leurs centres de g rav i t é en ce point , sont toutes égales 

entre elles, pourvu que w soit inûniment petit. Le défaut d ho-
mogénéité du fluide nous oblige ainsi à a jou te r celte nouvelle 
condition de la petitesse de w, à celle que nous avions trouvée 
d 'abord pa r cela seul que le fluide était soumis à l 'action de la 
pesanteur . 

Nous n 'avons plus que quelques mots à a j ou t e r pour établir 
l 'égalité des pressions dans tous les sens autour d 'un point, dans 
le cas d 'un fluide soumis à des forces quelconques. Considérons, 
pour chaque molécule du fluide, la résul tante de toutes les far-
ces auxquelles elle est soumise, en faisant abstract ion toutefois 
•les actions que cette molécule éprouve de la part des molécules 
voisines. Cette résul tante n'a généralement pas la même direc-
tion, et le rappor t de son intensité à la masse de la molécule 
n 'a généralement pas la même grandeur , pour les diverses mo-
lécules du fluide ; mais ces changements de g randeur et de direc-
tion ne se font sent ir que peu à peu, à mesure qu'on passe d 'une 
molécule à une au t re , en suivant une ligne quelconque à l ' inté-
r ieur du fluide : 011 peut donc regarder la direction de cette 
force résul tante , et le rappor t de son intensité à la masse de la 
molécule sur laquelle elle agit , comme restant les mêmes dans 
toute l 'é tendue d'un espace t rès petit. Dès lors la portion du 
fluide contenue dans cet espace se trouve dans des conditions 
analogues à celles où elle se trouverai t si elle était uniquement 
soumise à l 'action de la pe san t eu r ; donc, dans le cas général 
dont nous nous occupons maintenant, il y a encore égalité en-
tre les pressions qui s 'exercent dans tous les sens, autour d 'un 
point, sur des surfaces planes infiniment petites et égales ayant 
leurs centres de gravi té en ce point. 

Si l 'on divise la pression P , qui s 'exerce sur un élément plan 
ayant son centre de gravité en un point M du fluide, par l 'aire 

P w de cet élément, le quotient - est ce qu'on nomme la pression 

Ci) 
en M rappor tée à l 'unité de surface ; ce n'est au t re chose que 
la pression totale que le fluide exercerai t sur une surface plane 
ayant pour aire l 'unité de surface, dans le cas où chacun des 
é léments égaux à w dans lesquels on pourra i t décomposer celte 
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surface plane suppor tera i t une pression partielle égale à P. Ce 

quotient - est souvent désigné, pour abréger , sous la simple 

dénomination de pression au point M ; aussi, toutes les fois 
que l'on parle de la pression en un point , dans un fluide en 
équilibre, sans spécifier quelle est l 'étendue de la surface sur 
laquelle la pression s 'exerce, on doit entendre qu'il s 'agit de 
la pression rappor tée à l 'unité de surface . 

§ 2 1 3 . É q u i l i b r e «Tuu fluide p e s a n t — C o n s i d é r o n s e n 

particulier un fluide pesant , en équilibre dans une enveloppe 
fermée qu'il rempli t complètement , et comparons les pressions 
qui correspondent aux différents points de l 'espace qu'il occupe. 
Pour cela nous p rendrons d 'abord deux points M, M , situés sur 

©un même plan horisontal , fig. 108. Conce-
vons que nous tracions deux cercles infi-
niment petits et égaux ayan t leurs p lans 
perpendiculaires à la droite MM', et leurs 
centres aux points M, M' e u x - m ê m e s ; 
concevons en outre que nous joignions 
ces deux cercles l 'un à l 'aut re par une 
surface cylindrique dont ils forment les 

deux bases. Le fluide que renferme le cylindre ainsi obtenu est en 
équilibre sous l 'action de diverses forces qui sont : 1° la pesan-
t e u r ; 2° les pressions qu' i l éprouve de la par t du fluide environ-
n a n t ; 3* les act ions mutuelles de ses diverses molécules. Soient 
p e t p les pressions en M et M', et w l 'aire de l 'une quelconque 
des bases du cylindre : pt» et p'<* seront les pressions exercées, 
sur chacune de ces deux bases, par le fluide environnant . Cela 
posé, si nous considérons toutes les forces extérieures qui agis-
sent sur le fluide r en fe rmé dans lecyl indre , et si nous expr imons 
que la somme des projections de ces forces sur la droite MM' 
est nulle $ 183), nous t rouverons simplement l 'équation 

p«—p'«*=0; 

car les actions de la pesanteur sur les diverses molécules du 

lluide sont toutes perpendiculaires à MM', et il en est de même 
des pressions que le fluide envi ronnant exerce sur les diverses 
parties de la surface la térale du cylindre. On conclut de là que 
p est égal à p, c 'est-à-dire que la pression est la même pour 
tous les points d 'un même plan horizontal mené à l ' intérieur 
du fluide. 

Prenons maintenant deux points M, M', fig. 100. situés à la 
rencontre de deux plans horizontaux infiniment voisins avec une 
même verticale. Désignons pa r p et p les 
pressions en ces points M, M' ; pa r u> la 
surface de la base infiniment petite d 'un 
cylindre de révolution ayan t MM pour 
a x e ; pa r dz la distance MM', et par p la 
masse spécifique du lluide en M. masse 
spécifique que nous supposerons être la 
même dans toute l 'é tendue du cylindre 
ayant pour base w et pour hau teur MM' ou dz. Le poids du 
fluide contenu dans ce cyl indre se ra égal à pgt*4z, et les pres-
sions suppor tées pa r ses bases supér ieure et inférieure auron t 
respect ivement pour va leurs pu» et pu. Si nous proje tons sur la 
verticale MM' les diverses forces extér ieures qui agissent sur 
cet élément cylindrique de fluide, e t si nous exprimons que la 
somme des project ions ainsi obtenues est nulle, nous trouve-
rons évidemment 

¡lu — p'ui -J- fffudz = 0. 

On en déduit 

p'=p + i0dz, 

ce qui montre que la pression augmente nécessairement quand 
on passe d'un plan horizontal quelconque à un autre plan 
horizontal infiniment voisin du premier et situé au-dessous de 
lui. 

Cette augmenta t ion pgdz qu 'éprouve la pression, quand on 
passe du point M du premier plan au point M du second plan, 
doit être la même, quelle que soit la position du point M sur le 
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premier p lan ; puisque la pression est constante dans toute 
l 'é tendue de chacun des deux p lans . Or dz ne var ie pas, et g est 
une constante ; donc p doi t avoir la même valeur dans toute 
l 'é tendue du plan hor izonta l sur lequel nous avons pris le point 
M. Nous voyons pa r là q u e , si la densité du fluide pesant en 
équilibre dont nous nous occupons n'est pas la même partout , 
cette densité doit nécessa i rement être la même pour tous les 
points d 'un même plan hor izonta l mené d 'une manière quel-
conque à l ' intérieur du f lu ide ; en sor te que la masse fluide tout 
entière peut être r e g a r d é e comme se composant d 'une inûnité 
de couches horizontales inf in iment minces, dont chacune a une 
densité constante dans t o u t e son é tendue. 

La différence des press ions relatives à deux points qui ne 
sont pas situés sur un m ê m e plan horizontal a pour valeur l'in-
tégrale de pgdz, prise e n t r e des limites correspondant aux plans 
horizontaux qui passent p a r ces deux points ; il est aisé de voir 
que cette différence de press ion n'est autre chose que le poids 
du fluide contenu à l ' i n t é r i eu r d 'un cylindre vertical, ayant pour 
base l 'unité de su r face , et s ' é tendant de l 'un à l 'autre de ces 
deux plans hor izon taux . Si le fluide que l'on considère avait 
par tout la même dens i t é , et c 'est ce qui a r r ivera i t si c'était 
un liquide homogène , l a différence de pression dont il s 'agit 
aura i t pour valeur pgh, p é tant la masse spécifique du fluide et 
h la distance des plans hor izontaux dont il vient d 'être ques-
tion. 

Les divers plans h o r i z o n t a u x que l'on peut mener dans l'es-
pace occupé par le fluide p r e n n e n t le nom de surfaces de niveau. 
La distance h des p l a n s horizontaux menés par deux points 
quelconques est ce q u ' o n nomme la différence de niveau de ces 
deux points . 

Lorsqu'un liquide pe«an t est placé dans un vase ouvert par 
le hau t , ou bien dans u n vase fermé t rop grand pour qu'il puisse 
le rempl i r en totali té, il se dépose au fond du vase et se termine 
pa r une surface libre d o n t les divers points n 'éprouvent aucune 
pression. Imaginons q u ' u n e paroi solide s 'é tende sur cette sur-
face libre du liquide, e t ail le se relier de tous côtés avec les pa-

rois latérales du vase, sans cependant exercer de pression en 
aucun point sur le liquide avec lequel elle est en contact. La 
masse liquide dont il s 'agit se t rouvera dès lors contenue dans 
une enveloppe fermée de toute par t dont elle rempl i ra toute la 
capacité, sans cesser d 'être exactement dans les mêmes condi-
tions d 'équil ibre qu 'auparavan t , et par conséquent nous pour-
rons lui appl iquer les résul tats auxquels nous sommes parve-
nus dans ce qui précède. La pression étant nulle dans toute 
l 'étendue de la surface libre, cette surface doit nécessairement 
être plane et horizontale ; car, s'il en était au t rement on pour-
rait toujours p rendre sur cette surface libre deux points qui ne 
fussent pas sur un même plan horizontal , et par suite les pres-
sions en ces deux points ne pourraient pas ê t re nulles toutes 
deux, puisqu'elles seraient nécessairement différentes l 'une de 
l 'autre . La pression p, en un point quelconque situé à une dis-
tance h du plan horizontal qui forme la surface libre du li-
quide, aura pour valeur 

p = t'jh, 

puisque la pression est nulle sur la surface libre. 
Lorsque deux liquides pesants, de densités différentes, se 

t rouvent dans un même vase sans se mélanger, ils ne peuvent 
être en équilibre qu 'au tant que leur surface de séparat ion est 
plane et hor izonta le ; car, s'il n'en était pas ainsi, on pourrai t 
mener un plan horizontal qui pénétrera i t à la fois dans les deux 
liquides, et la densité ne serait pas la même dans tous les points 
de ce plan horizontal , ce qui est impossible. 

§ 2 1 1 . É q u i l i b r e d ' u n fluide s o u m i s à d e * f o r c e » q u e l -

conque«. — Lorsqu'un fluide est en équilibre sous l 'action de 
forces quelconques, la pression var ie en général d 'un point à 
un au t re de l 'espace occupé par ce fluide. Considérons spécia-
lement les divers points pour lesquels la pression a une même 
v a l e u r ; l 'ensemble de ces points forme généra lement une su r -
face à laquelle on donne le nom de surface de niveau, pa r ex-
tension de ce qui se rappor te aux fluides pesants. On comprend 
qu'à chaque point du fluide correspond une surface de niveau ; 
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en sorte qu'on peut imaginer une infinité de ces surfaces t r a 

eées à l ' intérieur de l 'espace que le fluide occupe. 
La résul tante II des forces appl iquées à une molécule quel-

conque du fluide, abstract ion faite des act ions qu'elle éprouve 
de la par t des molécules voisines, est dirigée normalement à la 
surface de niveau qui passe par le point M où cette molécule 
se t rouve . Pour démontrer cette proposition, imaginons que, 
par le point M. nous t racions une courbe quelconque sur la sur-
face de niveau qui lui cor respond; nous allons voir que la résul-
tante Il doit être normale à cette courbe. Supposons, en effet, 
que cela ne soit |>as, et que la résultante II soit oblique à la 
courbe dont nous venons de parler . Nous pourrons tou jours 
prendre sur cette courbe un arc qui comprenne le point M, et 
qui soit assez petit pour que toutes les résultantes telles que H. 
appliquées aux diverses molécules par lesquelles il passe, 
soient inclinées par rappor t à la courbe du môme côté que la 
force 11 ; car la direction de celle résultante II ne change que 
peu A peu, quand on passe d'un point du fluide à d ' au t res points 
situés dans le voisinage du premier . I tegardons cet a r c de 
courbe comme l'axe d 'un canal de section uniforme et infini-
ment peti te, et appliquons le théorème du travail vir tuel au 
lluide contenu A l ' intérieur de ce canal, en supposant que ce 
fluide glisse dans le sens de la longueur du canal, sans changer 
de volume : nous en conclurons évidemment que les pressions 
aux deux extrémités de l 'arc de courbe que nous avons pris ne 
sont pas égales, et que la plus grande correspond à l 'extrémité 
vers laquelle la direction de la force H s'incline. Mais nous sa-
vons qu'il n'en est pas ainsi, puisque, pa r la définition môme 
des surfaces de niveau, les pressions doivent ê t re les mêmes 
aux deux extrémités de l ' a rc dont il s ' ag i t : donc nous ne pou-
vons pas admettre que la résultante H soit oblique par rappor t 
à cet a r c de courbe, et par conséquent elle lui est normale. La 
force H est donc normale à la surface de niveau correspondant 
au point auquel elle est appliquée, puisqu'elle est normale A 
toute ligne tracée par ce point sur la surface. 

Considérons maintenant deux surfaces de niveau infiniment 

voisines AB. A B . fig. 110. Soient p la pression correspondant 
aux différents points de la su r -
face AB, et p 4 - <lp celle qui 
correspond à la surface A'B'. Si 
nous prenons deux points M, M' 
de ces surfaces, situés sur une 
normale A l 'une d'elles, et si nous N 

regardons la droite MM' comme Fis- u o -
l 'axe d'un cyl indre ayant une base infiniment petite w. il nous 
suffira de proje ter sur MM les forces extérieures appliquées 
aux diverses molécules du fluide contenu dans ce cylindre, ainsi 
que les pressions qui s 'exercent sur sa surface, et d 'expr imer 
que la somme des project ions de toutes ces forces est nulle, 
pour t rouver la valeur de la différence dp des pressions corres-
pondant aux deux surfaces AB. A'B'. Désignons par p la masse 
spécifique du fluide en M ; par <p le rapport qui existe entre la 
résultante des forces extér ieures appliquées A la molécule située 
en M et la masse de cette molécule, rapport qui n'est autre 
chose que l 'accélération du mouvement que cette résultante 
communiquerai t A la molécule M supposée libre ; et enfin par 
ds la distance MM'. La masse du fluide contenu dans le cylindre 
infiniment petit dont nous avons par lé est exprimée par 

La résultante totale des diverses forces extér ieures appliquées 
A ce fluide, non compris les pressions qu'il éprouve de la part 
du fluide environnant , a donc pour va leur 

pçuds, 

et cette résultante est dir igée suivant la ligne MM'; les pres-
sions qui s 'exercent sur les deux bases du cylindre, en M et en 
M', sont respectivement égales A 

Va> (P 4" dp)", 

et sont dirigées également suivant la ligne MM', en sens con-
traires l 'une de l 'autre . D'après cela on aura la relation 
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d 'où l 'on tire 
dp = f'/s. («) 

Nous pouvons r e g a r d e r cet te équat ion d i f f é r e n t i e l l e ^ ) c o m m e 

fourn issan t la va leu r de l a d i f férence des press ions en deux 

poin ts M, N, {¡g. 110, qu i sont inf iniment vo.srns, et par les-

quels nous avons fai t p a s s e r les deux sur faces de niveau AB. 

A'B*. La dis tance MM' o u ds e=t la projec t ion de la d is tance MN 

de ces deux points s u r l a di rect ion de la force co r r e spondan t à 

l 'accélérat ion Dés ignons p a r x , y , z les c o o r d o n n é e s du point 

M p a r r appo r t à t ro i s a x e s rec tangula i res ; pa r x -f- dx, y - f dy, 
'z + dz, les c o o r d o n n é e s du point N ; e t pa r X, Y, Z les p ro jec -

tions de f s u r les t ro is a x e s coo rdonnés . Le cos inus de l ' angle 

M MN a p o u r va leur 

ds 
MN' 

et aussi 

Xdx Y dy , Z <fa . 
ç M N ç MN ç MN ' 

si l 'on égale ces deux v a l e u r s du même cosinus , on en 'dédui t 

fds =Xdx Ydy + '¿dz, 

et pa r suite l ' équa t ion (a) dev i en t 

dp=((Xdx + \dy + Zdz). (6) 

A l 'a ide de cette é q u a t i o n différent ie l le , on peut dé t e rmine r la 

loi suivant laquelle l a p ress ion p var ie d 'un point à un a u t r e du 

fluide, en supposan t q u e p. X, Y. Z soient c o n n u s . 

La press ion é t an t cons t an t e dans toute l ' é t endue d 'une même 

sur face de n iveau, on a pour une pareil le su r face 

Xdx + Ydy-f / . ( / ; = 0 : 

c 'est l ' équat ion différent iel le des su r faces de niveau. Si l 'on 

peut i n t ég re r cette équat ion différentiel le , on t rouve ra une re-

lation tel le que 

f(x,y,t) = C, 

qui se ra l ' équat ion finie des sur faces du niveau ; en a t t r ibuan t 
à la cons tante C d iverses va leurs , on obt iendra les d i f férentes 
surfaces de niveau qui exis tent dans la masse fluide cons idé-
rée. Si le fluide dont il s ' ag i t est un l iquide con tenu d a n s un 
vase qu'il ne rempli t pas complè t emen t , la su r face l ibre à la-
quelle ce l iquide se t e rmine , et le long de laquel le il n ' ép rouve 
aucune press ion , sera encore représen tée pa r l ' équat ion p ré -
céden te , pou rvu qu 'on y a t t r ibue à la cons tan te C une va leu r 
par t icul ière . 

Il est aisé de c o m p r e n d r e ma in tenan t pourquo i l 'on donne 
le nom de su r faces de niveau aux su r faces que nous avonjp con-
s idérées à l 'occasion du t h é o r è m e des forces vives d a n s le mou-
vement d 'un point matér ie l (§ 119). 

La press ion p es t une fonction de t rois var iab les x , y, z, dont 
la dif férent ie l le totale est fournie pa r l ' équat ion (¿). P o u r que 
la v a l e u r de dp soit la di f férent ie l le d ' une fonct ion de x, y, s, 
il faut qu 'on ai t : 

d.pX tf.fY d.sX d J L d.pY d.p% 
dy dx ' dz ~ dx' dz ~ dy ' ™ 

Les condi t ions exp r imées pa r ces t rois équa t ions (c) sont donc 
nécessaires pour que le fluide soit en équ i l ib re ; m a i s il est aisé 
de voir que géné ra l emen t elles ne se ront pas suf f i santes . En 
effet , si ces condi t ions sont rempl ies , on p o u r r a i n t ég re r l ' équa-
tion (6), et l 'on ob t i end ra ainsi p en fonction d e x , y , z; o r , 
pour que le fluide soit en équi l ib re , il f aud ra que, en chaque 
point , la dens i té co r r e spondan t h la masse* spécif ique p soit 
telle que le fluide puisse s u p p o r t e r la press ion p re lat ive à ce 
point . Cette d e r n i è r e condi t ion est t ou jou r s sat isfai te dans le 
cas d 'un l iquide, en ra i son de son incompressibi l i té ; puisque , 
avec une densi té donnée , ce l iquide peut s u p p o r t e r une près-

* 
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sion d 'une intensi té quelconque ; mais il n ' en est p a s de m ê m e 

d a n s le cas d ' un gaz , qui , avec une d e n s i t é donnée , ne peut 

s u p p o r t e r qu 'une pression dé te rminée . 

Dans le cas par t icu l ie r où 

Xdx -f- \dy Zdz 

est la dif férent ie l le d 'une cer ta ine fonc t ion f { x , y , 2), les sur -

faces de n iveau sont r ep ré sen t ées p a r l ' équa t ion 

f(x,y,z) = C. 

Soient C et C 4 - rfG les va leurs de la c o n s t a n t e , qui co r r e spon -

dent a u x deux su r f ace s de n iveau S, S' , p a s s a n t pa r deux points 

in l in iment voisins M, M'; si x, y, z s o n t les c o o r d o n n é e s du 

point M, e t x - f - dx, y -f- dy, z + dz ce l les du point M', on au ra 

é v i d e m m e n t : 

Xdx+Xdy+Zdz = dC\ 

et p a r sui te l ' équa t ion (6) dev iendra 

dp-=fdC. 

Or, quels que soient le point M pris s u r la su r face S et le point 

inf iniment voisin M' pr i s sur la s u r f a c e S , d/> a u r a t o u j o u r s la 

même va leur , pu isque p e=t c o n s t a n t d a n s toute l ' é tendue de 

chacune de ces d e u x sur faces ; dC r e s t e r a auss i t o u j o u r s le 

m ê m e ; donc p est constant pour tous l e s po in t s de la su r face S. 

Ainsi, d a n s ce cas où 

Xdx •+• \dy -j- Zdz 

est la différent iel le d 'une fonct ion de x . y. s , le fluide en équi-

l ibre doit avoi r la m ê m e densi té d a n s toute l ' é tendue de cha-

cune des surfaces de n iveau ; en s o r t e qu 'on peut le regarder 

comme composé d ' une infinité de c o u c h e s homogènes infini-

ment minces, s épa rées les unes des a u t r e s p a r des surfaces de 

n iveau . Ce résul ta t est ana logue à c e l u i que nous avons déjà 

obtenu dans le cas d 'un fluide p e s a n t . 

Tout ce que nous venons de d i r e , p o u r l ' équi l ibre d 'un fluide 

soumis à des forces quelconques , s 'appl ique aussi bien a u cas 

d 'un équi l ibre relat i f qu ' au cas d ' un équi l ibre abso lu , pou rvu 

que , lorsqu ' i l s ' ag i t d 'un équi l ibre re la t i f , on j o igne aux forces 

réelles les forces a p p a r e n t e s dont on doit t en i r compte d a n s ce 

cas. L 'équi l ibre d ' un fluide pesant , q u e nous avons cons idéré 

tou t d ' abord (§ 213), n 'est lu i -même qu 'un équi l ibre relat i f , en 

raison du m o u v e m e n t de la t e r r e d a n s l ' espace ; nous l ' avons 

p résen té c o m m e un équi l ibre absolu , en r e g a r d a n t c h a q u e mo-

lécule du fluide comme soumise à l 'action de son poids , qui 

n 'est , c o m m e nous le savons, que la r ésu l t an te de l ' a t t rac t ion 

de la t e r r e et de la force cen t r i fuge due à la ro ta t ion du globe 

t e r r e s t r e (§ 116). 

§ 2 1 3 . K i r m p l e a d e l ' é q u i l i b r e d e « fluide«. — Liquide 

tournant autour d'un axe vertical. — Supposons q u ' u n l iquide 
pesant soit contenu d a n s un vase, et que le tout soit an imé 
d un mouvemen t de ro ta t ion un i forme a u t o u r d ' u n a x e ver -
t ical . Le l iquide p rend d a n s le vase un cer ta in é ta t d 'équi l i -
bre relatif q u e nous a l lons é tud ie r . Nous pouvons r e g a r d e r le 
poids mg d ' une molécu le l iquide de masse m c o m m e une force 
réelle, que nous au r ions à cons idére r seule , si le l iquide ne 
tournai t pas a u t o u r de la vert icale et é ta i t en repos pa r r appo r t 
à la t e r r e . P o u r pouvoir ass imi ler l ' équi l ibre relatif don t nous 
nous occupons à un équi l ibre absolu , nous devons j o i n d r e à 
celte force mg la force cen t r i fuge due A la ro ta t ion du l iqu ide . 
Rappo r tons les divers points du l iquide A t rois axes coordon-
nés rec tangula i res , dont l 'un, l 'axe des z, coïncide avec l 'axe 
de ro t a t ion ; e t supposons que les z positifs se compten t de bas 
en h a u t . Si nous dés ignons pa r M la vi tesse angu l a i r e cons tan te 
avec laquelle le l iquide t ou rne , p a r x , y, z les coo rdonnées de 
la molécule de masse m que n o u s cons idé rons en par t icul ier , 
et p a r r la dis tance de cette molécule A l ' axe de ro ta t ion , n o u s 
au rons 

m**r 

pour la force cent r i fuge q u e nous devons j o i n d r e au po ids mg. 
et 
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m»*!, m-'y, 

pour les composantes de cette force centrifuge dirigées paral -

lèlement aux axes des x et des y; quant à la composante paral -

lèle à l 'axe des elle est évidemment nulle. D'après cela, nous 

aurons 

x=-*x, Y=»1y, z = - g ; 

en -or le que l 'équation différentielle des surfaces de niveau 

sera 

«»Ji/x + u'ydy — gdz = 0. 

En intégrant cette équation, nous t rouvons 

ce qui montre que les surfaces de niveau sont des paraboloides 
de révolut ion ayant l 'axe de rotation du liquide pour axe de 
figure. Ces paraboloides sont tous égaux entre eux, et peuvent 
ê t re r e g a r d é s comme étant les diverses positions que pren-
drai t l 'un d 'eux, si on lui donnait un mouvement de transla-
tion, en le faisant glisser le long de son axe. La surface libre 
du liquide é tant une surface de niveau pour laquelle la pres-
sion est nulle, a également la forme du paraboloïde dont il 
vient d 'être quest ion. 

Si le liquide tournan t est surmonté d 'une a tmosphère gazeuse 
pesante, comme cela a lieu lorsqu'on fait tourner un vase plein 
d 'eau au milieu de l 'air atmosphérique, les choses ne se passent 
plus tout à fait de la même manière. Les surfaces de niveau du 
liquide tournan t sont bien toujours les mêmes ; mais sa surface 
libre n'est p lus une de ces surfaces de niveau, parce que les 
points situés à différentes hauteurs sur cette surface libre éprou-
vent des press ions inégales de la par t du gaz pesant qui la sur-
monte. Cependant cette inégalité de pression est presque insen-
sible, si le vase qui contient le liquide tournant n 'a pas de 
très grandes dimensions, et par conséquent la surface libre du 

liquide se confond presque complètement avec une surface de 
niveau. Si l'on admet ta i t que le gaz qui surmonte le liquide fû t 
entrai né pa r celui-ci dans son mouvement de rotation et tour-
nât avec la même vitesse angulaire que lui autour de l 'axe ver-
tical, les surfaces de niveau seraient les mêmes pour le liquide 
et pour le gaz ; et comme la densité devrait ê t re constante dans 
toute l 'é tendue de chacune de ces surfaces, il s 'ensuit que la 
surface de séparat ion du liquide et du gaz serait précisément 
une de ces surfaces de niveau. 

§ 216. Atmosphère terrestre ; nivellement barométrique. — 
L'atmosphère de la ter re est une masse gazeuse »pie l'on peut, 
considérer en général comme étant en équilibre sur le globe 
terrestre qu'elle recouvre en total i té . Diverses causes perma-
nentes ou accidentelles viennent , il est vrai, t roubler cet équi-
libre, et occasionnent les vents que nous observons à la surface 
de la ter re ; mais nous ferons abstract ion de ces causes de mou-
vement. Les diverses molécules de l ' a tmosphère sont pesantes, 
et c'est sous l 'action de la pesanteur qu'elles se mettent en équi-
libre. S'il ne s 'agissait que d 'une masse gazeuse occupant un 
espace de peu d 'é tendue sur la terre , nous pourrions y regarder 
la pesanteur comme une force constante en grandeur et en 
direct ion; et par suite les surfaces de niveau, dans cette masse 
gazeuse, seraient des ¡dans horizontaux (§213) ; mais il n'en 
est pas ainsi, parce (pie le gaz que nous considérons environne 
la ter re de toute par t , et que, en conséquence, la pesanteur agit 
sur ses diverses molécules suivant des directions extrêmement 
différentes dans toute son é tendue . La pesanteur, aux divers 
points de la surface de la terre , ne s'éloigne pas beaucoup d 'ê t re 
dirigée vers le centre du globe te r res t re ; il s 'ensuit que les sur-
faces de niveau de l ' a tmosphère sont presque des surfaces 
sphér iques concentr iques ayant pour centre commun le centre 
de la terre : ces surfaces de niveau sont seulement un peu aplit-
ties vers les pèles, et renflées vers l 'équateur , pa r l'effet de la 
force centr i fuge qui se combine avec l 'a t t ract ion de la ter re 
pour produire ce que nous nommons la pesanteur. 

Au lieu d 'é tudier ici cette question de l'équilibre de l 'atmo-



3*8 LIVRE III. — DYNAMIQUE. DEUXIÈME PARTIE, 

s p h è r e t e r r e s t r e d une manière généra le , nous nous contenterons 
d e la t ra i ter pour une portion res t re in te de l ' a tmosphère , afin 
d 'a r r iver à la formule qui pe rmet de dé te rminer des différences 
de niveau au moyen d 'observat ions ba romét r iques ; et pour cela 
n o u s chercherons spécialement la loi suivant laquelle la pres-
sion a tmosphér ique varie, q u a n d on passe d 'un point à un aut re 
d ' une même verticale, en s u p p o s a n t que la pesan teur y so.l 
constante en g r a n d e u r et en direct ion. Soit : la distance d un 
point quelconque de cette ver t ica le au point où elle perce la 
surface de la te r re . D'après l ' équa t ion (a) du S 214. on au ra 

Jp = —çgdz. 
Or, on sait que , d ' ap rès les lois de Mariolte et de Gay-Lussac, 

on a . en t re la pression p et la m a s s e spécif ique p relat ives à un 

point quelconque d e l ' a tmosphère , la relat ion 

en désignant par t la t e m p é r a t u r e de l 'air en ce point , par a le 
coefficient de dilatat ion de l 'a i r qui est égal à 0,00366, et par k 
un coefficient constant . Si l 'a i r ava i t pa r tou t la m ê m e compo-
sit ion. et si la t empéra tu re t a u x di f férents points de la verticale 
étai t connue en fonction de c . nous t rouver ions faci lement la 
relation exacte ent re p et z, en é l iminan t p ent re les deux rela-
tions précédentes et in tégrant ensu i te . Mais il n 'en est pas ainsi: 
l 'air contient habi tuel lement d e la vapeur d 'eau, en quantité 
var iable avec la hau teur : et la t e m p é r a t u r e t, différente d'un 
point à un au t re de la ver t ica le , n 'est pas connue en fonction de 
s. Pour suppléer à ce que nous n e connaissons pas, nous rem-
placerons t par la moyenne a r i t h m é t i q u e des t e m p é r a t u r e s / , et 
/, correspondant aux deux p o i n t s par t icul iers ent re lesquels 
nous voulons calculer la d i f f é rence de pression ; et, en outre, 
nous met t rons 0 ,001 au lieu d e 0,00366 pour a . afin de tenir 
c o m p t e jusqu 'à un certain p o i n t d e l 'existence de la vapeur d'eau, 
don t la proport ion croit o r d i n a i r e m e n t avec la t empéra ture , de 
telle sorte que sa présence é q u i v a u t à une cer ta ine augmenta-
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lion du coefficient de dilatation de l 'air. La relation ent re p et p 

deviendra donc 

*P 

et p a r suite l 'équat ion différentielle qui lie dp à dz pou r ra ê t re 

mise sous la fo rme 

Kn in tégran t ent re des l imites cor respondant à deux points 

dé te rminés de la ver t icale , e t désignant p a r 11 la dislance de 

ces deux points , et par p0 et px les valeurs ex t rêmes de p, on 

t rouve 

Le logar i thme qui ent re dans cette formule est un logar i thme 
népérien. Enfin, si nous remplaçons les p r e s s i o n s p 0 , pt, par les 
hauteurs //„, /»,, des colonnes ba romét r iques qui leur servent 
de mesure , e t qui p a r conséquent leur sont propor t ionnel les ; si 
nous subst i tuons au logar i thme népér ien un loga r i thme ordi-
naire, et si nous donnons au coefficient constant du second 
membre la valeur que les mesures directes de différences de 
niveau ont indiquée comme étant la plus convenable , nous a u -
rons déf ini t ivement la formule 

11 = 18393» [ l + T f c f c + y J l o g . J j . 

C'est à l 'aide de celle formule que l 'on dé termine la différence 
de niveau 11 de deux points, en mesurant en chaque point la 
hau teur de la colonne ba romét r ique et la t empéra tu re de l 'air. 
D'après la manière dont elle a été ob tenue , on ne devra i t s'en 
servir que dans le cas où les deux points seraient si tués sur une 
même vert icale. Mais les surfaces de niveau de l ' a tmosphère 
peuvent être r ega rdées comme équidislantes, dans une certaine 
é tendue, tout au tour de chaque vert icale ; il s 'ensuit que, lors 
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môme que les deux stations où l'on a mesuré les hau teu r s h a , h t , 
et les tempéra tures t0, / „ ne se t rouvent pas sur une même ver-
ticale. si ces stations ne sont pas t rès éloignées l 'une de l 'autre , 
on peut prendre la valeur de 11 fournie par la formule pour la 
distance de l 'une d'elles à la surface de niveau passant par l 'au-
t re , c 'est-à-dire pour la différence de niveau qui existe entre 
elles. Les hauteurs //,, A, des colonnes de mercure qui font 
équilibre à la pression a tmosphér ique dans les deux stat ions 
doivent , bien entendu, être corrigées tout d 'abord en raison de 
l ' inégale t empéra tu re du mercure dans ces deux stat ions, et 
ramenées à la température de zéro. 

La formule que nous venons d 'obtenir suffit généra lement 
pour dé te rmine r les différences de niveau au moyen des obser-
vations barométr iques , quoiqu'elle ait été t rouvée en a t t r ibuant 
à l ' intensité de la pesanteur une valeur constante. Si l 'on veut 
a r r ive r à une exactitude plus grande , il faut tenir compte de ce 
que cet te force varie à la fois avec la lati tude du lieu et avec la 
hau teur du point que l'on considère au-dessus de la surface 
de la ter re ; mais nous ne nous occuperons pas ici de chercher 
la modification qui en résulterait dans la formule qui donne la 
différence de niveau 11. 

§ - 2 1 7 . P r e s s i o n « « l 'un l i q u i d e p e s a n t s u r l e » p a r o i * d u 

vnse q u i le r e n f e r m e . — Un liquide pesant , en équilibre dans 
un vase fe rmé qu'il ne rempli t p i s en totalité, ou bien dans un 
vase ouver t pa r le h a u t , se te rmine à une surface libre qui 
est p lane et horizontale. Nous avons établi cette proposition 
($213) , en admet tant que le liquide ne soit soumis à aucune 
pression aux différents points de sa surface libre. Elle est vraie 
encore d a n s le cas où le liquide est su rmonté d 'une a tmo-
sphère gazeuse, en équilibre elle-même sous l 'action de la pe-
santeur , comme nous le voyons constamment à la surface de la 
t e r re , pa rce que les surfaces de niveau sont planes et horizon-
tales, à la fois dans le liquide et dans le gaz, et que leur sur-
face de séparat ion doit évidemment être une de ces surfaces de 
niveau. Nous allons étudier les pressions que ce liquide exerce 
sur les parois du vase qui le renferme. 

Nous savons déjà que la pression p. en un point quelconque 

du liquide, a pour valeur 

p=p0 + wh> 
en dés ignant p a r p 0 la pression qui s 'exerce sur la surface l ibre, 
et pa r h la distance du point que l 'on considère à cette surface 
(§ 213). L'existence de la pression p0 sur la surface libre ne fait 
donc qu 'augmenter d 'une même quanti té les pressions qui 
s 'exerceraient sans cela aux différents points de la ma-se li-
quide. Nous en ferons abstract ion, et nous ra isonnerons comme 
si />0 était nul : il sera facile de voir comment les résultats aux-
quels nous parv iendrons devront être modifiés pour ten i rcompte 
de cette pression sur la surface l ibre, dans le cas où elle ne sera 
pas nulle. D 'après cela, chaque élément w de la paroi du vase 
sera regardé comme éprouvant de la par t du liquide une pres-
sion égale à p<?wh, h étant la distance du centre de gravi té de 
cet élément à la surface libre. 

Considérons d 'abord les pressions exercées sur les divers 
éléments d 'une paroi plane. Ces pressions sont des forces pa-
rallèles et de même sens ; elles ont une résultante égale à leur 
somme, qu ies t la pression totale suppor tée par la paroi . Le point 
d'application de cette résul tante , sur la paroi même, se nomme 
centre de pression. La pression suppor tée par un élément o> de 
cette paroi plane é tant expr imée par pjwA, la pression totale 
est égale à 

ou bien, ce qui est la même chose, 

t9 AH, 

en désignant par A l'aire totale de la paroi, et par H la distance 
de son centre de gravi té à la surface libre du liquide, en obser-
vant que, d ' après les propr ié tés des centres de gravité, on a 

Z*tà = AH. 

Pour t rouver le centre de pression correspondant à la paroi 
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plane AB. fig. 111. observons q u e la pression sur un élément 
w ayan t son centre de gravi té en m est 
égale a u poids d 'une colonne de liquide 
ayan t pour base w et pour hauteur la 
d is tance mn du point m à la surface 
libre HH' . Si par chaque point m de la 
paroi AB nous élevons une perpendi-
cula i re à cette paroi , et si nous prenons 
sur ce t te perpendiculaire une lon-

gueur mn égale à la distance d u point m à la surface HH' du 
liquide, nous obt iendrons un pr i sme t ronqué ABCD. Conce-
vons que ce pr i sme t ronqué so i t divisé en pr ismes élémentaires 
ayant leurs arêtes perpendicu la i res à la paroi AB, et ayant 
pour base les divers é léments w de cette paroi ; si chacun de 
ces prismes élémentaires est u n solide homogène de môme den-
sité que le liquide considéré , e t si ces divers pr ismes sont sou-
mis à l 'action de la pesan teur s 'exerçant suivant une direction 
perpendiculaire AB, il est a i s é de voir que la paroi AB sera 
pressée pa r l 'ensemble de ces pr ismes exactement de même 
qu'elle l'est par le liquide a v e c lequel elle est en contact , et qui 
s 'é tend jusqu 'à la surface l ibre 1111'. On conclut de la qu'il suf-
t i t de chercher le centre de g r a v i t é du prisme tronqué ABCD 
considéré comme un solide h o m o g è n e , et de le proje ter sur la 
face AB, pour avoir le centre d e pression correspondant à cette 
face AB. 

Si, p a r exemple , la paroi AB est rectangulaire , et a un de ses 
côtés situé dans le plan ho r i zon ta l 1IH', le centre de pression 
se t rouve sur la l igne qui j o i n t le milieu des côtés horizontaux 
du rectangle , et au tiers de ce t te ligne à par t i r du côté infé-
r ieur . Si la paroi AB est un t r i angle ayant son sommet dans 
le plan HH' et sa base d i r igée hor izonta lement , le centre de pres-
sion ests i tué su r l a l i gnequ i j o i n t le sommet au milieu de la base, 
et au quar t de cette ligne a p a r t i r de la base. Si la paroi plane est 
un tr iangle ayant sa base d a n s le plan HH', le centre de pres-
sion se trouve au milieu de la ligne qui jo in t le milieu de la 
base au sommet opposé. 

§ 218. Considérons maintenant une portion de paroi de forme 
quelconque, et cherchons à composer entre elles les pressions 
que le liquide exerce sur les divers éléments dont elle est for-
mée. Pour cela, imaginons que nous t rac ions trois axes coor-
donnés rectangulaires , dont l'un soit vertical, et décomposons 
la pression suppor tée par un élément quelconque w de la paroi 
en trois composantes dirigées parallèlement à ces axes. Si nous 
désignons par a, p, y les angles que la normale à l 'élément con-
sidéré fait avec les trois axes, nous aurons 

pj/wA COS a, -.Ijuh COS p , pflw/l COS 7 , 

pour les valeurs de ces composantes ; nous voyons que ce sont 
préc isément les pressions que le liquide exercerait sur les pro-
jections 

c» COS u c o s p , «a COS "f, 

de l 'élément de paroi w sur les trois plans coordonnés, en sup-
posant que le centre de gravi té de chacune de ces project ions se 
t rouvât à la même distance h au-dessous de la surface libre du 
liquide. Cette décomposition é tant faite pour les pressions sup-
l>ortées par tous les é léments de la portion de paroi que nous 
considérons, nous pouvons composer entre elles toutes les pres-
sions composantes dir igées paral lèlement à chacun des axes 
coordonnés : nous aurons ainsi trois résul tantes jwirticlles ayan t 
respectivement leurs directions parallèles à ces axes, et si nous 
pouvons t rouver une force unique qui soit la résul tante de ces 
trois résul tantes partielles, cette force unique sera la résul tante 
des pressions que le liquide exerce sur les divers éléments de la 
|>aroi. Quan tà ces résul tantes partielles, il est aisé de t rouver la 
g randeur de chacune d'elles, ainsi que la position de son point 
d 'application. On reconnaît en effet, d ' après ce que nous venons 
de dire, que la résultante des pressions composantes dirigées 
I t a ra l l è l emen tà l ' undes deux axes horizontaux est précisément 
la pression que le liquide exercerai t sur la projection de la paroi 
considérée sur le plan vertical perpendiculaire à cet axe . On re-

.connaît en outre que la résul tante des pressions composantes di-
rigées vert icalement est égale au poids du liquide contenu à 
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l ' in tér ieur du cyl indre vertical passant par le contour delà paroi , 
et s 'é tendaut depuis cette paroi jusqu 'à la surface l ib re ; cette 
résultante est dir igée suivant la verticale menée pa r le cent re de 
gravi té de la port ion de liquide dont il s 'agit . Ces énoncés sup-
posent que toutes les pressions composantes paral lèles à un 
quelconque des trois axes sont dirigées dans le même sens ; 
c 'est-à-dire que . dans la projection de la portion de paroi con-
sidérée sur un plan perpendiculaire à cet axe. il n'y a pas plu-
sieurs |mrties qui se projettent l 'une sur l 'autre : il est aisé de 
voir en quoi les énoncés devraient être modifiés, si les choses 
se passaient au t rement . 

Nous pouvons appliquer ce qui vient d 'être dit à la recherche 
de la résultante de toutes les pressions qu 'un liquide pesant 
exerce sur les diverses parties de la paroi du vase qui le ren-
ferme. Après avoi r mené trois axes coordonnés rectangulaires , 
dont l 'un soit vert ical , concevons que nous circonscrivions à la 
paroi qui renferme le liquide un cylindre ayant ses génératr ices 
paral lèles à un des deux axes horizontaux ; la ligne de contact 
du cyl indre avec cette paroi la divise en deux portions distinctes, 
dont les project ions sur un plan perpendiculaire à cet axe se re-
couvrent complè tement : il est aisé de voir d ' ap rès cela que les 
composantes des pressions élémentaires dirigées paral lè lement 
au même axe ont une résultante nulle. Les composantes de ces 
pressions é lémenta i res dirigées parallèlement à l ' aut re a x e hori-
zontal ont éga lement une résultante nulle. Ces pressions élé-
mentaires ont donc la même résultante que leurs composantes 
verticales ; et p a r conséquent cette résultante de toutes les pres-
sions que le l iquide exerce sur la paroi du vase est égale au 
poids du liquide tout entier, et sa direction passe par le centre 
de gravité de ce liquide, ce qui était évident à priori. 

§ 219 . P r e s s i o n s s u p p o r t é e s p a r u n r o r p s s o l i d e p l o n g é 

d a n s u n l i q u i d e p e s a n t e n é q u i l i b r e . — Si l in COrpS s o l i d e 

p l o n g e en t o t a l i t é o u e n p a r t i e dans u n l i q u i d e p e s a n t en é q u i -

l i b r e , i l é p r o u v e d e l a part d u l i q u i d e des p r e s s i o n s dont n o u s 

a l l o n s c h e r c h e r l a r é s u l t a n t e . 11 e s t c l a i r q u e n o u s p o u v o n s r e -

g a r d e r l a s u r f a c e d u s o l i d e p l o n g é comme c o n s t i t u a n t une p a r t i e 

des parois qui renferment le liquide, et qu'en conséquence 
nous pouvons lui appl iquer ce qui vient d 'être dit pour les 
pressions suppor tées pa r ces parois . 

Considérons d 'abord un solide complètement plongé. Si l'on 
décompose la pression du liquide sur chacun des éléments de la 
surface du corps en trois composantes parallèles à un axe verti-
cal et à deux axes hor izontaux perpendiculaires l 'un à l 'autre, on 
verra que les composantes parallèles à l 'un quelconque des deux 
axes horizontaux ont une résultante nul le; en sor te que la résul-
tante des composantes verticales sera la résul tante de toutes les 
pressions é lémentaires suppor tées par le corps . Si maintenant 
on imagine un cyl indre vertical circonscrit au corps , la ligne de 
contact de ce cylindre divisera la surface du corps en deux por-
tions. La résul tante des composantes verticales des pressions 
exercées sur la port ion inférieure sera une force verticale dirigée 
de bas en haut , et égale au poids du liquide qui remplirai t le 
cyl indre circonscrit , depuis cette port ion inférieure de la sur-
face du corps jusqu 'à la surface libre du liquide ; de même la 
résul tante des composantes verticales des pressions suppor tées 
|wr la portion supér ieure sera une force verticale, dirigée de 
hau t en !>as et égale au poids du liquide qui remplirai t le cylindre 
circonscrit depuis cette port ion supérieure de la surface du 
corps jusqu 'à la surface libre du liquide : donc la résul tante des 
composantes verticales des pressions élémentaires supportées 
par toute la surface du corps, et par conséquent la résultante 
de ces pressions é lémentaires e l les-mêmes, est une force verti-
cale, dirigée de bas en haut , égale au poids du liquide dont le 
corps t ient la place et agissant suivant la verticale menée par 
le centre de gravi té de ce liquide. C'est en cela que consiste le 
fameux principe d'Archimède, qu 'on énonce ordinairement en 
disant qu 'un corps plongé dans un liquide perd une part ie de 
son poids égale au poids du liquide déplacé. 

Si un corps solide ne plonge qu'en part ie dans un liquide pe-
sant en équilibre, on arr ive de la même manière à t rouver la 
résultante des press ions qu'il éprouve de la par t du liquide. On 
reconnaît ainsi que cette résul tante est égale au poids du liquide 
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•|iii remplirai t l 'espace occupé pa r la p o r t i o n du corps située 
au-dessous de la surface libre du l iqu ide , et qu'elle agit de 
bas en haut suivant la verticale menée p a r le centre de gravité 
de ce liquide. 

§ 220. É q u i l i b r e d ' u n eorps Kol lde p ions« ' - d a n s u n l i q u i d e 

pesant ou i iottant à « a s u r f a c e . — P o u r qu 'un corps solide, 
plongé en totalité ou en partie dans un l iquide , soit en équilibre 
sous l 'action de la pesanteur et des p ress ions qu'il éprouve de 
la |*art du liquide, il faut que la r é s u l t a n t e des actions de la 
pesanteur sur les diverses molécules d u co rps soit égale et 
directement opposée à la résul tante des press ions que le liquide 
exerce sur les diverses parties de la s u r f a c e de ce corps. On 
est conduit pa r là aux deux condi t ions su ivan tes : 1° le poids 
du corps doit ê t re égal au poids du l iqu ide qu'il déplace ; 2° le 
centre de gravi té du corps et celui d u l iquide déplacé doivent 
se t rouver sur une même verticale, ( '«s deux conditions sont 
nécessaires et suffisantes pour que le co rps plongé soit en 
équil ibre, si toutefois ce corps peut ê t r e regardé comme étant 
un solide invariable. 

Si le corps que l'on considère est h o m o g è n e , il ne peut être 
en équilibre, lorsqu'il est complè tement p longé dans un liquide, 
qu 'autant que sa densité est égale à ce l l e du liquide ; cette con-
dition est d 'ailleurs suffisante pour q u e l 'équilibre ait lieu, 
puisque, dans ce cas, le centre de g r a v i t é du corps et celui du 
liquide déplacé coïncident toujours , q u e l l e que soit la position 
du corps à l ' intérieur du liquide. Un c o r p s homogène ne peut 
être en équilibre, en flottant sur un l iqu ide pesant , qu 'au tan t 
que sa densité est moindre que celle d u l iquide. 

L I V R E Q U A T R I È M E 

D Y N A M I Q U E 

TROISIÈME PARTIE 
Dl' MOUVEMENT DES SYSTÈMES MATÉRIELS 

CHAPITRE P R EMIER 

MOUVEMENT D'UN SYSTÈME MATÉRIEL QUELCONQUE. 

$ 221. T h é o r è m e d e d ' A l e m b e r t . — Un système matériel 
quelconque étant en mouvement sous l 'action des forces tant 
intérieures qu 'extér ieures qui sont appliquées à ses diverses par-
ties, chacun des points matériels qui le composent (§ 150) se 
meut conformément à ce qui a été dit dans le Livre II ; l'accé-
lération totale du mouvement de ce point a même direction et 
même sens que la résultante de toutes les forces qui agissent sur 
lui, et la g randeur de cette accélérat ion est telle qu 'en la multi-
pliant par la masse du point, on obtient un produi t égal à la ré-
sultante dont il vient d 'être question. Reportons-nous mainte-
nant à la définition que nous avons donnée de la force d ' inertie 
(§ 138), et nous verrons que si. à un instant quelconque, on 
joint la force d'inertie du point matériel dont il s 'agit aux forces 
qui lui sont réellement appliquées, on aura un ensemble de 
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•(ni remplirai t l 'espace occupé pa r la p o r t i o n du corps située 

au-dessous de la surface libre du l iqu ide , et qu'elle agit de 

bas en hau t suivant la verticale menée p a r le centre de gravité 

de ce liquide. 
§ 220. É q u i l i b r e d ' u n e o r p s s o l i d e p l o n g é d a n s u n l i q u i d e 

p e s a n t o u flottant à «a s u r f a c e . — P o u r q u ' u n c o r p s s o l i d e , 

plongé en totalité ou en partie dans un l iquide , soit en équilibre 
sous l 'action de la pesanteur et des p ress ions qu'il éprouve de 
la |*art du liquide, il faut que la r é s u l t a n t e des actions de la 
pesanteur sur les diverses molécules d u co rps soit égale et 
directement opposée à la résul tante des press ions que le liquide 
exerce sur les diverses parties de la s u r f a c e de ce corps. On 
est conduit pa r là aux deux condi t ions su ivantes : 1° le poids 
du corps doit ê t re égal au poids du l iqu ide qu'il déplace ; 2° le 
centre de gravi té du corps et celui d u l iquide déplacé doivent 
se t rouver sur une même verticale, ( '«s deux conditions sont 
nécessaires et suffisantes pour que le co rps plongé soit en 
équil ibre, si toutefois ce corps peut ê t r e regardé comme étant 
un solide invariable. 

Si le corps que l 'on considère est h o m o g è n e , il ne peut être 
en équilibre, lorsqu'il est complè tement p longé dans un liquide, 
qu 'autant que sa densité est égale à ce l l e du liquide ; cette con-
dition est d 'ailleurs suffisante pour q u e l 'équilibre ait lieu, 
puisque, dans ce cas, le centre de g r a v i t é du corps et celui du 
liquide déplacé coïncident toujours , q u e l l e que soit la position 
du corps à l ' intérieur du liquide. Un c o r p s homogène ne peut 
être en équilibre, en flottant sur un l iqu ide pesant , qu 'au tan t 
que sa densité est moindre que celle d u l iquide. 

L I V R E Q U A T R I È M E 

D Y N A M I Q U E 

TROISIÈME PARTIE 
D l ' M O U V E M E N T D E S S Y S T È M E S M A T É R I E L S 

C H A P I T R E P R E M I E R 
MOUVEMENT D'UN SYSTÈME MATÉRIEL QUELCONQUE. 

$ 221. T h é o r è m e d e d ' A l e m b e r t . — Un système matériel 
quelconque étant en mouvement sous l 'action des forces tant 
intérieures qu 'extér ieures qui sont appliquées à ses diverses par-
ties. chacun des points matériels qui le composent (§ 150) se 
meut conformément à ce qui a été dit dans le Livre II ; l'accé-
lération totale du mouvement de ce point a même direction et 
même sens que la résultante de toutes les forces qui agissent sur 
lui, et la g randeur de cette accélérat ion est telle qu 'en la multi-
pliant par la masse du point, on obtient un produi t égal à la ré-
sultante dont il vient d 'être question. Reportons-nous mainte-
nant à la définition que nous avons donnée de la force d ' inertie 
(§ 138), et nous verrons que si. à un instant quelconque, on 
joint la force d'inertie du point matériel dont il s 'agit aux forces 
qui lui sont réellement appliquées, on aura un ensemble de 
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ve r rons que les équa t ions d i f fé ren t ie l l es du m o u v e m e n t du 

point ma té r i e l dont il vient d ' ê t r e ques t ion peuvent s 'écr i re 

ainsi (§ 121) : 

CPX y 

mit>=u-

Les s ignes 2 qui en t r en t dans les s e c o n d s m e m b r e s indiquent 

des sommes s ' é t e n d a n t à toutes l e s forces qui sont appl iquées 

au point ma té r i e l considéré . Concevons que nous ayons écrit 

tou tes les équa t ions ana logues à cel les- là . pour les d i v e r s points 

matér ie ls du sys tème , et que n o u s a j o u t i o n s en t re elles toutes 

celles de ces équa t ions qui se r a p p o r t e n t aux mouvemen t s pro-

j e t é s sur un m ê m e a x e : nous t r o u v e r o n s ainsi les t ro is équa-

tions su ivantes : dhe .. 5 î 7 = 

d*z 

dans lesquelles les signes 2 des p r e m i e r s m e m b r e s indiquent 

des s o m m e s s ' é t e n d a n t à tous l e s po in t s du sys tème , et ceux 

des seconds m e m b r e s , des s o m m e s s ' é tendant à tou tes les 

forces , s ans except ion , qui a g i s s e n t s u r les d iverses par t ies de 

ce sys tème. 

Désignons m a i n t e n a n t pa r M l a m a s s e to ta le du sys tème ma-

tériel . et pa r x „ yr les c o o r d o n n é e s de son cent re de gra-

vi té . à u n ins tant quelconque. N o u s a u r o n s (§ 163) : 

Mx, = Imx, M = M z , = S n u ; 

et , pa r suite, en d i f férenciant d e u x fois pa r r a p p o r t au t e m p s ' , 
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. . <i*x, T d*x x,<Pu. _ iPu ,, d'z, d'-z 
lw==vndtî' 

Au moyen de ces fo rmules , les trois équa t ions que n o u s venons 
•l 'obtenir dev iendront 

• s - * 

dp — 

Ces trois équa t ions dé t e rminen t , c o m m e on le voit, les va leurs 
«les coo rdonnées x , , y „ du cent re de g rav i t é , en fonct ion du 
t emps . P o u r les in t e rp ré te r , et énonce r le t h é o r è m e auquel 
elles c o r r e s p o n d e n t , n o u s f e rons d ' a b o r d les r e m a r q u e s sui-
van tes : 1° ces équa t i ons ont exac t emen t la f o rme des équa t ions 
différentiel les du m o u v e m e n t d ' un point maté r ie l de masse M ; 
2° les forces in té r ieures d u sys tème d i spa ra i s s en t d 'e l les-mêmes 
dans les seconds m e m b r e s de ces équa t ions , pu i sque , ces forces 
é lan t deux à deux égales et d i rec tement opposées , l eurs p ro -
jec t ions s u r un a x e que lconque sont deux à deux égales e t de 
s ignes con t r a i r e s : 3° les forces ex té r i eu res , qui res tent seules 
d a n s les seconds m e m b r e s , d ' ap rè s ce q u e nous venons de d i re , 
peuven t ê t r e t r anspo r t ée s para l l è lement à e l les-mêmes en un 
point que lconque , sans q u e ces seconds m e m b r e s soient c h a n -
gés , puisque, p a r là. les pro jec t ions de ces forces s u r un a x e 
que lconque ne c h a n g e r o n t ni de g r a n d e u r ni de s igne . On peut 
donc d i re q u e 

Le centre de gravité dun système matériel se meut de fa même 
manière que si toute la masse du système y était concentrée, et que 
toutes les forces extérieures y fussent transportées parallèlement à 
elles-mêmes. 

Ce t h é o r è m e nous m o n t r e que , lorsque n o u s fa isons abs t rac -

tion ries d imens ions d 'un co rps , p o u r le r édu i r e p a r la pensée 

à un point matér ie l (§ 82). c 'est à son cen t re de g r av i t é que 

nous devons concevoi r q u e toute sa masse est concen t rée . Tou t 

26 



ce que nous avons di t sur le mouvement d 'un point matériel 
(Livre II) est immédia tement applicable a u mouvement du 
cent re de gravi té d 'un système matériel . 

^ 223. Pour faire bien comprendre la vraie signification et la 
portée du premier théo rème général que nous venons d 'établir , 
nous allons l 'appl iquer à quelques exemples. 

Lorsqu'on lance un corps, suivant une direction quelconque, 
à la surface de la t e r re , et qu'ensuite la pesanteur est la seule 
force extér ieure qui agisse sur les diverses molécules de ce 
corps, son centre de gravi té décrit une parabole dans le plan 
vertical mené pa r la direction de sa vitesse initiale (§ 122). Sup-
posons que le c o r p s dont il s'agit soit une bombe, et que cette 
bombe fasse explosion avant qu'elle soit tombée sur le sol ; 
l 'explosion é tan t occasionnée uniquement par le développe-
ment de forces intérieures, le mouvement du centre de gravi té 
de la bombe tout ent ière n'en est pas al téré : ce centre de gra-
vité de l 'ensemble de toutes les molécules dont la réunion cons-
tituait p r imi t ivement la bombe continue, a p r è s l 'explosion, à 
parcour i r la |>arahole suivant laquelle il a commencé à se 
mouvoir . Ce n 'est que lorsque quelqu'un des f ragments de la 
bombe vient à r encon t r e r un corps étranger , que le mouvement 
du centre de grav i té du système se modifie; parce que la réac-
tion éprouvée pa r ce f r agment est une nouvelle force extér ieure 
qui vient se combiner avec la pesanteur, et contr ibuer avec elle 
à la product ion de ce mouvement. Il est clair que ces résul tats 
ne sont vrais qu 'approximat ivement , dans le cas où la bombe 
se meut dans l 'air a tmosphér ique , en raison de l a résistance 
que l'air oppose au mouvement de la bombe et de ses frag-
ments, rés is tance qui est une force extérieure, et qui, par con-
séquent , influe sur le mouvement du centre de gravi té . 

Si les forces extér ieures, transportées para l lè lement à elles-
mêmes au cent re de gravi té , ont une résultante nulle, ou bien, 
s'il n 'y a pas de forces extérieures, le centre de gravi té du sys-
tème est nécessairement immobile, ou animé d'un mouvement 
recliligne et uniforme. Ainsi, concevons qu 'un être animé, un 
homme, pa r exemple , se trouve isolé au milieu de l'espace. 

MOUVEMENT D'UN SYSTÈME MATÉRIEL QUELCONQUE. 403 
qu'il ne soit soumis à aucune force extérieure, et que son centre 
de gravi té soit immobile; cet ê t re animé ne pourra pas de lui-
même met t re son centre de gravi té en mouvement, de quelque 
manière qu'il fasse joue r ses muscles pour déplacer les diverses 
parties de son corps, parce qu'il ne peut développer ainsi que 
des forces intérieures qui ne sont pas capables de faire sortir 
le centre de gravi té de son état d ' immobilité primitive. 

Notre système planétaire étant extrêmement éloigné des 
étoiles qui l 'environnent , on peut r egarder les actions que ses 
diverses part ies éprouvent de la par t des étoiles comme insen-
sibles. Dès lors ce système n'est soumis qu 'à des forces inté-
rieures, et, par conséquent , son centre de gravité doit être im-
mobile ou animé d 'un mouvement recliligne et uniforme. 

§ 2 2 i . DEUXIÈME THÉORÈME GÉNÉRAL, OU t h é o r è m e «les q u a n -

t i t é s d e m o u v e m e n t p r o j e t é e « s u r u n a * e . — Si l ' o n p r o j e t t e 

le mouvement d 'un point matériel sur un axe fixe, on a dans 
le mouvement projeté (§ 113) 

mu — mu0 = 2 j Fdt, 

F étant la projection d 'une quelconque des forces qui agissent 
sur le point matériel , et le signe £ indiquant une somme qui s'é-
tend à toutes les forces auxquelles il est soumis; car la projec-
tion de la résul tante des forces appliquées à ce point est égale 
à la somme des project ions des forces elles-mêmes, et, par 
conséquent. l ' impulsion é lémentai re ou totale de cette résul-
tante proje tée est égale à la somme des impulsions élémentaires 
ou totales des composantes projetées. Si l 'on écrit toutes les 
équations de cette forme, relatives aux projections du mouve-
ment des divers points d 'un système matériel sur un même axe 
fixe, et correspondant à un même intervalle de temps, et qu 'en-
suite on les a joute membre à membre , on trouve 

Imv — l m v 0 = Z J F dt. 

Les signes S du premier membre de cette nouvelle équation in-
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cliquent des sommes qui s 'é tendent à tous les points matér ie ls 
du sys tème; et celui du second membre , une somme qui s'é-
tend à toutes les forces appl iquées aux diverses part ies de ce 
système. Les forces intérieures, en projection sur l 'axe dont il 
s 'agit , sont deux à deux égales et de signes contraires ; les ter-
mes correspondant à ces forces se détruisent donc mutuelle-
ment dans l 'équation qui vient d 'ê t re obtenue, de sor te qu'on 
peut l 'écrire en ne met tan t d a n s son second membre que les 
termes correspondant aux forces extér ieures . D'après cela, cette 
équation, qui constitue notre d e u x i è m e théorème général , peut 
s 'énoncer de la man i è r e su ivante : 

L'accroissement total de la somme des quantités de mouvement 
du système projetées sur un axe fixe quelconque, pendant un temps 
aussi quelconque, est égal à la somme des impulsions totales 
des forces extérieures projetées sur cet axe pendant le même 
temps. 

§ 223. Le recul des bouches à feu s 'explique naturel lement 
au moyen de ce théorème. Avant l ' inf lammation de la poudre, le 
canon et sa cha rge forment un s y s t è m e immobile, pour lequel la 
somme des quant i tés de m o u v e m e n t proje tées sur l 'axe du ca-
nonest nulle. Ce t tesommedes q u a n t i t é s de mouvement projetées 
doit res ter cons tamment nulle, t a n t qu'il n'y a pas de forces ex-
térieures qui, en projection sur l ' a x e de la pièce, donnent heu à 
une somme d' impulsions d i f f é ren te s de zéro. L'explosion de la 
poudre ne développant que des fo rces intérieures, il s 'ensuit né-
cessairement que le canon et le bou l e t p rennent en même temps 
des mouvements dirigés en s e n s contra i res l 'un de l ' au t re ; de 
telle manière que la somme des quan t i t é s de mouvement du sys-
tème, en projection sur l 'axe d e la pièce, conserve sa valeur 
nulle. S'il était permis de nég l ige r la masse de la poudre , ou des 
matières dans lesquelles elle s e t r ans fo rme par suite de son in-
flammation, on pourra i t dire q u e le canon et le boulet prennent , 
au moment de l 'explosion, d e s vitesses de sens contraires, et 
inversement proport ionnelles à leurs masses ; mais les choses 
ne se passent pas tout à fait a i n s i , à cause de la masse de la 
poudre qui n'est pas nég l igeab le p a r r appor t à celle du boulet : 
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en réali té le recul de la pièce s 'effectue avec une vitesse un peu 

plus g rande que celle que l'on trouverai t de cette manière . 

L'ascension des fusées s 'explique d 'une manière analogue. 
L' inflammation progressive de la poudre qui entre dans la com-
position d 'une fusée fait sor t i r des quanti tés de mat ière de plus 
en plus grandes , par un or iûce prat iqué à sa part ie infér ieure; 
le corps de la fusée doit donc reculer, c 'est-à-dire se met t re 
en mouvement de bas en hau t . L'action de la pesanteur vient, 
il est vrai, modifier le résul tat ; mais elle ne fait que diminuer 
la vitesse d e l à fusée, en faisant équil ibre à une par t ie de la force 
verticale qui produi t son mouvement de recul de bas en hau t . 

§ 2 2 0 . T R O I S I È M E T H É O R È M E GÉNÉRAL, o u t h é o r è m e î l e s m o -

m e n t « d e « q u a n t i t é « d e m o u v e m e n t p a r r a p p o r t ft u n a * e . 

— Reprenons le théo rème énoncé à la lin du § I l i , et obser-
vons que : 1° le moment de la projection d 'une quanti té de 
mouvement sur un plan tixe par rappor t à un point 0 de ce 
plan, peut être regardé comme étant le moment de la quan-
tité de mouvement el le-même par rappor t à la droi te qui se 
projet te en ce point 0 (§ 103) ; 2° de même le momen t de l ' im-
pulsion élémentaire de la projection d 'une force sur le plan lixe, 
par rapport au point 0 , peut être regardé comme étant le mo-
ment de l ' impulsion é lémentai re de la force pa r r a p p o r t é la 
même droite qui se projet te en O ; 3° enfin, si plusieurs forces 
sont appliquées à un même point , le moment de chaque im-
pulsion é lémentai re de la résul tante de ces forces, par rappor t 
à un axe lixe, est égal à la somme des moments des impulsions 
élémentaires cor respondantes des forces composantes , par 
rappor t au même axe (§ 103). D'après cela le t héo rème dont il 
s 'agit peut s 'énoncer au t rement , de la manière suivante : lors-
qu 'un point matériel se meut dans l 'espace sous l 'action des 
diverses forces, l 'accroissement total qu 'éprouve le moment 
de la quanti té de mouvement du point , pa r r appor t à un axe 
fixe quelconque, et pendant un temps aussi quelconque, est 
égal à la somme des moments , pa r rappor t à cet axe, des im-
pulsions élémentaires des forces auxquelles il est soumis, cor-
respondant aux divers éléments dont ce temps se compose. 
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Concevons maintenant que l'on écrive les équat ions analo-
gues à celle qui résulte de cet énoncé, pour tous les points 
matériels qui font part ie d 'un système en mouvement , en con-
s idérant un même intervalle de temps pour tous ces points, et 
p renant les moments des quanti tés de mouvement et des im-
pulsions par rapport à un même axe fixe. Si l'on a joute en t r e 
elles toutes les équations ainsi obtenues, et que l'on observe 
.pic les moments des impulsions élémentaires des forces inté-
rieures se détruiront mutuellement dans la somme, comme 
étant deux à deux égaux et de signes contraires, on t rouvera 
une équation unique, qui peut s 'énoncer ainsi : 

L'accroissement total de la somme des moments des quantités 
de mouvement du système par rapport à un axe fixe quelconque, 
pendant un temps aussi quelconque, est égal <i lu somme des mo-
ments, par rapport à cet axe, de toutes les impulsions élémen-
taires des forces extérieures, correspondant aux divers élénunts 
dont ce temps se compose. 

C'est en cela que consiste notre troisième t h é o r è m e général . 
$227. T h é o r è m e A r s n i r e * . — Supposons que les forces exté-

rieures appliquées aux diverses parties d 'un système matériel 
en mouvement satisfassent à celte condition que la somme 
de leurs moments, par rappor t à un certain axe tixe, soit cons-
tamment nulle. La somme des moments des impulsions élé-
mentaires de ces forces, correspondant à un élément de temps 
quelconque dt, par rapport à l 'axe dont il s 'agit, s 'obtient en 
multipliant par dt la somme des moments des forces par rappor t 
h ce taxe , les forces étant prises avec les grandeurs et les direc-
tions qu'elles ont au commencement du temps dt ; cette somme 
des moments des impulsions élémentaires des forces extérieures 
est donc nulle, pour chaque élément de temps , en vertu de 
l 'hypothèse que nous faisons. l i e n résulte que l 'accroissement 
total de la somme des moments des quanti tés de mouvement du 
système, par rappor t à l 'axe fixe que l'on considère, pendant un 
temps quelconque, est égal à zéro ; ou, en d 'au t res termes, la 
somme des moments des quanti tés de mouvement du système, 
par rapport à cet axe, conserve constamment la même valeur. 
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Ce théorème, auquel nous venons de parvenir , peut ê t r e 

énoncé au t rement . Imaginons , pour cela, que nous proje t ions 
le système en mouvement sur un plan perpendiculaire à l 'axe 
lixe, et soit 0 le point où l 'axe lui-même se projette sur ce p lan . 
La somme des moments des quanti tés de mouvement du sys-
tème, pa r rappor t ù l 'axe, n'est au t re chose que la somme des 
moments des quant i tés de mouvement projetées sur le plan p a r 
rapport au point 0 ; on peut donc dire que celte dernière somme 
conserve constamment la même valeur. Mais si v est la vitesse 
projetée d'un point matériel de masse m, et si p est la distance 
d u poin t 0 à la direction de celte vitesse, le moment mvp de 
la quanti té du mouvement pro je tée de ce point matériel peut 
s 'écrire 

mxîvdt.px 

le théorème dont nous nous occupons consistant en ce que la 
somme des momenLs des quant i tés de mouvement projetées 
Imvp, est toujours égale à une même quantité C, on en conclut 

imx\vdt. prJyi, 

et , par suite, en in tégrant par rappor t à t, 

z m / W = £ . 

Il résulte de cette équation et de la signification géométr ique 
de la quant i té J vdt. p (115), que le théo rème dont il s 'agit 
peut être énoncé en disant que : la somme des produits des 
masses des différents points matériels du système, par les aires 
(pie décrivent , pendant un temps quelconque t. les rayons vec-
teurs menés du point 0 aux project ions de ces points matériels, 
est proport ionnel le au temps t. C'est en cela que consiste le 
théorème des aires, qui a lieu pour la projection du mouvement 
d 'un sys tème matériel quelconque sur un plan, et par rappor t à 
un point 0 de ce plan, toutes les fois que la somme des moments 



des forces extér ieures , p a r rappor t à l 'axe qui se proje t te en 0 , 

est égale à zéro. 

L 'énoncé de ce t h é o r è m e des aires se simplifierait , si les 
masses des divers po in t s matériels du sys tème étaient toutes 
égales entre elles. On pour ra i t , en effet, s upp r imer la masse de 
chaque point, qui serai t un facteur commun à tous les termes 
de la somme, et le t h é o r è m e consisterait en ce que la somme 
des aires décri tes, p e n d a u t un tempsquelconque t, par les rayons 
vecteurs menés du point 0 aux projections des divers points ma-
tériels, serait, proport ionnel le au temps t. Pour profi ler de cette 
simplification de l ' énoncé , dans le cas général où les masses 
m, m', m".. . . des d i f fé ren ts points matériels sont inégales, on 
conçoit qu'on p renne u n e petite masse p q u i soit contenue un 
nombre exact de fois d a n s chacune des niasses m, m, m" 
de telle sor te qu'on ait 

t i , n , étant des nombres entiers. Ensuite on imagine 

que le point matériel d e masse m soit remplacé par n points 
matériels de masse jx. coïncidant constamment les uns avec les 
a u t r e s ; (pie le point maté r ie l de masse m' soit remplacé p a r 
n points matériels de m a s s e (*, coïncidant également ensemble , 
et ainsi de suite : on n ' a plus dès lors que des points maté-
riels ayan t tous une m ê m e masse p , et, par conséquent, on peut 
suppr imer cette masse commune de l 'énoncé, comme nous 
l 'avons indiqué plus h a u t . 

D'après cela, le t h é o r è m e des aires pourra toujours s 'énon-
cer de la manière s u i v a n t e : Si la somme des moments des 
forces extérieures appliquées à un système matériel en mou-
vement par rapport à un certain axe fixe, est constamment 
nulle, la somme des aires décrites, pendant un temps quel-
conque, par Us rayons vecteurs qui joignent le pied de l'axe 
sur un plan perpendiculaire à sa direction aux projections 
des divers points matériels du système sur ce plan, est propor 
tionnclle au temps dont il s'agit. C'est habituellement sous 
cette forme que n o u s considérons l 'énoncé du théorème 
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des aires ; mais nous devrons nous rappeler que , en réali té, 
au lieu de la somme d 'a i res qui y entre, il faut toujours 
prendre la somme des produi ts des a i res qui correspondent 
aux divers points matér ie ls du sys tème par les masses de ces 
points matériels . 

Pour reconnaî t re si la somme des moments des forces ex té -
rieures appl iquées à un sys tème matériel , par rappor t à un cer-
tain axe, est égale à zéro, il suffit d 'opérer sur ces forces 
comme si elles agissaient sur u n solide invariable, et de cher -
cher à les réduire à deux forces, dont l 'une ait son point d 'ap-
plication sur l 'axe même : le moment de la seconde de ces deux 
forces, par r appor t à l 'axe, est égal à la somme des moments 
des forces données , pa r rappor t au même axe, et, par consé-
quent , pour que cette somme de moments soit nulle, il faut 
que la seconde force dont il s 'agit rencont re l 'axe, ou lui soit 
parallèle. 

§ ¿28. Considérons, en par t icul ier , le cas où les forces exté-
r ieures, composées en t re elles comme si elles agissaient su r 
un solide invariable, ont une résul tante unique, passant cons-
tamment par un même point 0 de l 'espace. Si l 'on fail passer 
une droite quelconque par le point 0 , la somme des moments 
des forces extér ieures pa r r appor t à cette droite sera nulle ; le 
théorème des aires sera donc applicable à la projection du 
mouvement du système su r un plan quelconque, mené [wir le 
point 0 , en p renan t ce point pour origine des rayons vecteurs 
about issant aux projections des divers points du système. Cette 
existence du théorème des aires, pour tous les plans qu 'on peut 
faire passer p a r le point 0 , peut ê t re énoncé d 'une manière 
t rès simple, à l 'aide des considérat ions suivantes . 

Un système quelconque étant en mouvement , concevons que 
nous joignions les divers points qui le composent à un même 
point fixe 0 de l 'espace par des lignes droites, et que nous dé-
terminions les aires é lémentaires décr i tes s imul tanément par 
ces rayons vecteurs, dans l 'espace, pendant un é lément quel-
conque du temps ; les projections de ces aires élémentaires sur un 
plan quelconque mené p a r l e point 0 seront précisément les aires 
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décrites dans le même temps pa r les rayons vecteurs menés du 
point 0 aux projections des points du sys tème sur ce plan. Cela 
posé, rappor tons le système à t rois axes coordonnés rectangu-
laires ayant le point 0 pour or ig ine , et proje tons sur les plans 
coordonnés les a i res é lémenta i res décri tes dans l 'espace pa r les 
rayons vecteurs qui jo ignent le point 0 aux différents points du 
système. Si o>. «•>', •>»" sont les t ro is project ions d 'une de ces aires 
élémentaires , la projection de cette même aire é lémentai re sur 
un plan P fa isant des angles a . 6. f avec les plans coordonnés, 
aura , comme on sait, pour va l eu r : 

« c o s « 4 - «•' c o s S 4 «•' C O S f . 

I>a somme des projections des a i res é lémentaires correspon-
dant à tous les points du sys tème , sur ce même plan P, sera 
donc égale à 

X (M cos « + «.' cos Z+» cos 

ou, ce qui est la môme chose, 

cos a . s« - f cos S . s»' -[- cos i . !<»'. 

Soit U une aire plane dont les project ions sur les trois plans 
coordonnés aient pour valeur 2 « , 2w', 2o>". Si nous désignons 
par A. 11. C les angles que le p lan de cette aire fait avec ces trois 
plans coordonnés, nous a u r o n s 

h » = 0 cos A, 2M' = n c o s B , ï o ) ' = n c o s C , 

et par suite la somme des p ro jec t ions des aires é lémentaires de 
l'espace sur un plan P sera é g a l e à 

n (cos A cos » - f cos B cos 6 + cosC cos f). 

La quanti té entre paren thèses n ' é t an t au t r e chose que le cosinus 
de l 'angle compr is entre le p l a n P et le plan de O. il en résulte 
que la somme des projections d e s a i res élémentaires de l'espace 
sur le plan P est égale à la p ro jec t ion de l 'aire Q elle-même sur 
ce plan P. On voit, d ' après ce la , comment varie la somme des 
projections des aires é lémenta i res décri tes p a r les rayons vec-
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leurs qui joignent le point ûxe 0 aux divers points d 'un système, 
suivant qu'on projet te ces aires sur tel ou tel plan mené par le 
point 0 : la somme des aires projetées est un maximum lors-
qu'on prend le plan de 12 pour plan de project ion; elle diminue 
à mesure que l 'angle aigu compris entre le plan de projection et 
le plan de i l va en augmen tan t ; elle est nulle lorsque le plan 
de projection est perpendiculaire au plan de Q. Ce plan de 
l 'aire H se nomme, pour cette raison.plan du maximum des aires. 
Nous allons nous servir de la notion du plan du maximum des 
aires pour énoncer au t rement le résul ta t auquel nous sommes 
parvenus au commencement de ce pa rag raphe ; mais nous ne 
devrons pas oublier que ce plan existe indépendamment du 
théorème des aires : quel que soit le système en mouvement que 
l'on considère, quel que soit le point de l 'espace d'où l'on mène 
des rayons vecteurs aux différents points de ce système, et quel 
que soit l 'é lément de lemps pendan t lequel on considère les 
aires décri tes d a n s l 'espace par ces rayons vecteurs, il y a tou-
j o u r s un plan ¡»assaut par l 'origine des rayons vecteurs qui 
jouit de la propr ié té du plan du maximum des aires. Il est aisé 
de voir, d 'ai l leurs, que ce plan n'est au t re chose que le plan du 
moment résultant des quanti tés de mouvement par rappor t au 
point d'où l'on fait part i r les rayons vecteurs, les quanti tés de 
mouvement étant trai tées comme des forces qui agiraient sur 
un solide invariable (§ 161). 

Revenons maintenant à la question qui fait l 'objet spécial de 
ce paragraphe . Nous avons dit que, dans le cas où les forces ex-
térieures d 'un système matériel , composées entre elles comme 
si elles agissaient sur un solide invariable, ont une résul tante 
unique passant constamment par un même point 0 de l 'espace, 
le théorème des a i res est applicable à la projection du mouve-
ment du sys tème sur un plan quelconque mené par le point 0 , 
en prenant ce point pour origine des rayons vecteurs aboutissant 
aux projections des divers points du système. Il s 'ensuit que, si 
l'on considère les aires décri tes dans l 'espace et pendant un 
élément quelconque dt du lemps, par les rayons vecteurs qui 
jo ignent le point 0 aux divers points malériels de même masse 
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dont on conçoit que le système soit composé (§ 227), et que l'on 

projet te ces aires élémentaires sur trois plans coordonnés rec-

tangulaires menés par le point 0 , les sommes 

2», 2 » , 2 « , 

des project ions ainsi obtenues, sur chacun de ses trois plans, 
conserveront constamment les mêmes valeurs pendant les di-
vers éléments de temps égaux à dt qui se succèdent : donc l 'aire 
plane i i . dont les projections sur les trois plans coordonnés sont 
respect ivement égales à 

2«, 2«', 

conservera aussi toujours la même valeur , et les angles A, D. C, 
»pie le plan de 12 fait avec ces plans coordonnés , ne changeront 
pas. On peut donc dire que, dans l 'hypothèse que nous adop-
tons. le plan du maximum des aires du système, relatif au point 
0 , conserve une direction invariable dans l 'espace; et que. en 
outre , la somme des aires décrites, en projection sur ce plan, 
par les rayons vecteurs qui émanent du point 0 . est p ropor-
tionnelle au temps employé à les décrire. 

Ce que nous venons de dire pour un point particulier 0 de 
l 'espace, par lequel nous avons supposé (pie passait cons tam-
ment la résul tante des forces extérieures composées comme si 
elles agissaient sur un solide invariable, pour ra se dire pour un 
point quelconque de l 'espace, lorsque celte résultante des for-
ces extér ieures sera nulle, c'est-à-dire lorsque ces forces satis-
feront aux six conditions d 'équil ibre des forces appliquées à un 
solide invariable (§ 178). 

§ 229. Donnons quelques exemples de l 'application du théo-
rème des aires . 

Si nous supposons, comme nous l 'avons déjà fait (§ 223). 
qu 'un ê t re animé soit isolé au milieu de l 'espace, qu 'aucune force 
extérieure ne lui soit appliquée, et qu'il soit primitivement 
immobile, non seulement cet être animé ne pourra pas déplacer 
son centre de gravité, mais encore il ne lui sera pas possible 
de se donner un mouvement de rotation autour de ce point. En 
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effet, de quelque manière qu'il fasse jouer ses muscles, il ne peut 
développer que des forces intér ieures ; l 'absence de toute force 
extérieure entra îne donc comme conséquence que la somme des 
aires décrites, en projection sur un plan quelconque passant 
par son centre de gravi té , pa r les rayons vecteurs émanés de ce 
point, conserve cons tamment la môme valeur : donc cette 
somme d 'a i res doit rester cons tamment nulle, puisqu'elle l 'était 
tout d 'abord en vertu de l 'hypothèse que nous faisons que l 'être 
animé dont il s 'agit était pr imi t ivement immobile. Ainsi, lors-
qu'il fait mouvoir certaines par t ies de son corps de telle manière 
que la somme des aires qui leur correspondent , en projection 
sur un certain plan, ait une valeur positive, il y a nécessaire-
ment d 'aut res part ies du corps qui se meuvent en même temps 
dans un au t re sens, de man iè re à fournir une somme d'aires 
négative sur le même plan, atin que la somme totale des a i res 
relative à toutes les pari tés du co rps soit égale à zéro. S'il s 'agit 
d 'un homme, par exemple, et qu' i l tourne sa tête à droite, le 
resle de son corps tournera nécessairement vers la gauche ; s'il 
porte une j a m b e en avan t , comme pour marcher , le reste de son 
corps s ' inclinera en sens con t ra i re , c 'est-à-dire que la tête se 
portera également en avant et le milieu du corps en a r r iè re . 

Lorsqu'un homme est debout su r le sol, et que. primit ivement 
en repos dans celte position, il commence à marche r devant lui, 
il fait passer son centre de grav i té de l 'état de repos à l 'é ta t de 
mouvement . Cherchons à nous rendre compte de ce qui se passe 
dans ce cas, où le résul tat para i t en contradict ion avec les théo-
rèmes que nous avons établis. Pendan t que cet homme est en 
repos, il est soumis à des forces extér ieures qui sont, d 'une par t , 
l 'action de la pesanteur sur les diverses molécules de son corps, 
d 'une autre par t , les pressions qu' i l éprouve de la part du sol 
aux différents points | « r lesquels il le t ouche : ces forces exté-
rieures se font équil ibre. Lorsque l 'homme veut commencer à 
marcher , et qu'il porte une j a m b e en avan t , il ne développe en 
lui que des forces intérieures qui ne peuvent pas déplacer son 
centre de gravi té . Mais, en vertu du théorème des aires, et con-
formément à ce (jue nous avons dit , il n 'y a qu 'un instant, en 
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forces qui se feront équilibre : puisque la force d ' inert ie, que 
Ion joint aux forces réelles, est égale et directement opposée 
à la résultante de ces forces réelles. D'après cela, si, à un in-
stant quelconque, on joint les forces d ' inertie des différents 
points d 'un système matériel en mouvement aux diverses forces 
qui agissent réellement sur ces points, on obtiendra un sys-
tème total de forces qui se feront équilibre sur le système, 
puisqu'il y aura équilibre entre les forces appliquées à chacun 
des points matériels dont le système se compose. 

Il est aisé de reconnaî t re en outre qu' i l suffit d 'expr imer l'é-
quilibre dont il vient d 'ê t re question, pour en conclure toutes 
les circonstances du mouvement du système. En effet, d i re que 
les forces qui agissent réel lement sur le système matériel , 
jointes aux forces d'inertie de ses différents points, se font 
équilibre à chaque instant sur ce système, c'est dire que cet 
équilibre a lieu pour un quelconque des points matériels dont 
le système se compose ; c'est donc dire que, pour chacun de 
ces points, et à chaque instant , la force d inertie est égale et 
directement opposée h la résul tante des forces qui agissent 
réellement sur ce po in t ; ou. en d 'aut res termes, c'est dire que 
l 'accélération totale du mouvement d 'un point quelconque du 
système est précisément celle que cette résul tante des forces 
réellement appliquées au point est capable de lui communi -
quer . Exprimer qu'il y a équilibre, à chaque instant, entre les 
forces qui agissent sur les différents points matériels du système 
et les forces d'inertie de ces points, ou bien écrire les équations 
différentielles du mouvement de ces divers points matériels du 
système, ce sont deux choses équivalentes. Tel est le fameux théo-
rème dû à d 'Alembert , au moyen d u q u e l t o u t e q u e s t i o n de mou-
vement se ramène immédia tement à une question d 'équil ibre. 

Le théorème de d 'Alembert ne présente pas d'utilité réelle, 
tant que le système matériel dont on s 'occupe n 'est qu 'un as-
semblage de points matériels isolés pouvant se mouvoir d'une 
manière quelconque, les uns par rappor t aux autres, sous l'ac-
tion des forces qui lui sont appl iquées; puisque, pour expri-
mer l 'équilibre des forces réelles jointes aux forces d'inertie. 
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il faut expr imer que cet équilibre a lieu pour chacun des points 
matériels du système, et que, par conséquent , il est tout aussi 
simple d 'écr i re immédia tement les équations différentielles du 
mouvement de chacun de ses poinst. Mais il n 'en est plus de 
même lorsqu'i l s 'agit d 'un sys tème matériel dans lequel on 
imagine des liaisons (§ 186). Dans ce cas, le théorème de d'A-
lembert . en r amenan t la question du mouvement du système à 
une question d 'équil ibre entre les forces qui lui sont réellement 
appliquées et les forces d ' inertie de ses différents points, permet 
de profi ter des simplifications que les liaisons introduisent dans 
l 'ensemble des équat ions d 'équil ibre des forces appliquées à un 
système matériel . Ainsi, pour en donner un exemple, les équa-
tions d 'équil ibre des forces appl iquées à un solide invariable 
se réduisant a six (§§ 182 et 178), le théorème de d'Alembert 
conduit immédia tement à six équat ions qui suffisent pour faire 
connaître le mouvement d 'un pareil corps. 

§ 2 2 2 . PREMIER THÉORÈME GÉNÉRAL, ou t h é o r è m e i lu m o u v e -

m e n t d u r e n t r e «le g r a i l l é . — L e t h é o r è m e d e d ' A l e m b e r t n e 

fait connaî t re aucune propr ié té du mouvement du sys tème 
matériel auquel on l 'applique ; il ne fait que fournir une mé-
thode particulière pour écr i re les équat ions différentielles du 
mouvement du sys tème, équat ions que l'on pourra i t d 'ai l leurs 
écrire di rectement , sans avoir recours à ce théorème. Il n 'en 
est pas de même des théorèmes généraux. dtînt nous allons nous 
occuper ; chacun de ces théorèmes , qui sont au nombre de 
quat re , fait connaî t re une propr ié té du mouvement. Nous com-
mencerons par celui qui se rappor te au mouvement du centre 
de gravi té du système. 

Désignons par m la masse d'un quelconque des points maté-
riels du système ; pa r x, g, z les coordonnées de ce point r a p -
portées à trois axes rec tangula i res ; et par X, Y, Z les forces 
parallèles aux axes, dans lesquelles se décompose une quel-
conque des forces appl iquées à ce point matériel . Si nous ob-
servons que la projection de la résultante de plusieurs forces 
appliquées à un point , sur un axe quelconque, est égale à la 
somme des project ions des composantes sur le même axe, nous 
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même temps qu'il avance une j ambe , le milieu du corps tend à 
reculer avec l 'aut re j a m b e ; cette au t re j a m b e reculerai t en effet, 
si rien ne s 'v opposai t , e t le centre de gravi té du corps tout en-
tier n 'avancerai t pas . La seconde j a m b e ne pouvant reculer 
ainsi qu'en glissant su r la surface du sol, cette tendance au 
glissement développe un frot tement qui s 'y oppose, ou au 
moins jusqu 'à une ce r t a ine l imite; c'est ce f ro t tement que le 
sol exerce sous la pa r t i e inférieure de la seconde jambe, qui 
dé termine le mouvemen t du centre de gravi té du corps . Tout 
le monde sait que, lorsqu 'on est sur un sol glissant.c 'est-à-dire 
su r un sol pour lequel le coefficient de f ro t tement est faible, et 
qu'on porte une j a m b e en avant pour commencer à marcher , 
l ' au t re j ambe glisse en a r r i è re , en sor te qu 'on court le risque 
de tomber , si l 'on n 'y p r end garde. C'est ce qu 'on observe sur-
tout lorsqu'on est s u r la glace, et qu'on a les pieds munis de 
patins. Cet effet bien connu s 'accorde avec l 'explication que 
nous venons de d o n n e r relativement à ce qui se passe lorsqu'un 
homme commence à se met t re en marche . 

De même, lo r squ 'un danseur , s ' appuyant sur le sol par la 
pointe d 'un seul pied, veut se donner un mouvement de rotation 
au tour de la verticale passan t par son centre de gravi té , il ne 
peut pas produire ce m o u v e m e n t par la seule action de ses forces 
musculaires ; parce q u e ces forces, é tant intér ieures , ne peuvent 
pas faire que la s o m m e des aires décrites au tou r du centre de 
gravi té , en project ion su r un plan horizontal , passe d 'une valeur 
nulle à une valeur d i f fé ren te de zéro. Mais si le danseur veut pi-
rouetter vers la g a u c h e , il donne à son corps un mouvement de 
torsion, en vertu d u q u e l la part ie supér ieure tourne vers la 
gauche, tandis que l a part ie inférieure tend à tourner vers la 
droite ; ce dernier m o u v e m e n t ne pouvant se faire que par un 
gl issement des d ive r se s part ies du pied sur le sol. il en résulte 
le développement d ' u n e résistance au gl issement en chacun des 
points de contact du pied avec le sol, et ces résistances sont des 
forces extér ieures, p o u r lesquelles la somme des moments par 
rappor t à la vert icale menée par le centre de gravi té n'est pss 
nulle : de sorte que , p a r suite de l 'action de ces forces exté-
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rieures. le corps du danseur peut p rendre un mouvement de 
rotation au tour de la verticale. Lorsqu'il a t ou rné un peu de 
cette manière , sans que son pied cesse de toucher le sol, il le 
soulève brusquement pour faire d ispara î t re la torsion qui en 
est résultée pour son corps ; et en répétant plusieurs fois de 
suite la même manœuvre , il parvient à se donner un mouve-
ment de rotat ion assez rap ide . Si le danseur était su r un sol 
t rès glissant, ou bien s'il ne s 'appuyait sur le sol que p a r un 
seul point, il lui serait impossible de tou rne r sur lui-même 
comme nous venons de le dire . 

§ 2 3 0 . Q U A T R I È M E T H É O R È M E GÉNÉRAL, OU T H É O R È M E D E S 

force* *i*e». — Nous avons vu dans le p a r a g r a p h e 116 que 
l 'accroissement de la force vive d'un point matér ie l , en mouve-
ment sous l 'action d 'une force F, pendant un intervalle de 
temps quelconque, est égal au double du travail de la force F 
pendant ce temps. Si. au lieu d 'une seule force, il y en a plu-
sieurs qui agissent sur le point mobile, on peut d i re que l 'ac-
croissement de la force vive de ce point est égal au double de 
la somme des t ravaux de toutes les forces qui lui sont appli-
quées ; puisque la somme des t ravaux de ces forces est égale au 
travail de leur résultante (118). Concevons que l 'on écrive l 'équa-
tion que fournit cet énoncé, pour chacun des points matér ie ls 
dont se compose un système en mouvement , en considérant un 
même intervalle de temps pour tous ces points mobiles, et 
qu'ensuite on a joute membre à membre toutes les équat ions 
ainsi obtenues : l 'équation unique que l'on t rouvera de cette 
manière pou r ra s 'énoncer en disant que l 'accroissement total 
de la somme des forces vives des divers points du sys tème ma-
tériel, pendan t un intervalle de temps quelconque, est égal au 
double de la somme des t ravaux de toutes les forces appl iquées 
à ces différents points, pendan t le même temps. 

On désigne simplement sous le nom de force vive d 'un sys-
tème matériel en mouvement , la somme des forces vives des 
divers points dont ce système est formé. D'après cela, on peut 
énoncer de la manière suivante le théorème auquel on vient de 
parvenir : 
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L'accroissement total de la force vive d'un système matériel 
en mouvement, pendant un intervalle de temps quelconque, est 
égal au double de la somme des travaux de toutes les forces qui 
agissent sur les divers points de ce système pendant le même 
temps. 

C'est en cela que consiste le théorème généra l des forces 

vives. 

11 est t rès impor tant d 'observer ici que, contra i rement à ce 
q u i a lieu pour les t rois p remiers théorèmes généraux , les forces 
intérieures du sys tème ne disparaissent pas d 'e l les-mêmes dans 
l 'énoncé du théorème généra l des forces vives. Nous savons en 
effet que la sommé des t ravaux élémentaires des deux forces 
égales et cont ra i res qui se développent entre deux points maté-
riels n'est égale à zéro qu 'autant que la distance de ces deux 
points ne varie pas pendan t l 'élément de temps auquel ces t ra-
vaux se rappor ten t (175); la somme »les t ravaux des diverses 
forces in tér ieures d 'un sys tème matér ie l en mouvement , pen-
dant un temps quelconque, est donc généra lement différente 
de zéro, et doit p a r conséquent ê t re prise en considération 
tout aussi bien que la somme des t ravaux des forces extér ieu-
res, pour dé terminer l 'accroissement de force vive du système 
pendant ce t emps , à l 'a ide «lu théorème général dont nous 
nous occupons . 

S 231. L'équation fournie par le théorème généra l des forces 

vives peut s 'écrire de la manière suivante (§ 119): 

Smu1 - SmtV = 22 / (Xdx+ Xdy - f Zds), 

en désignant par X. Y. Z les project ions d 'une quelconque des 
forces extér ieures ou intérieures du système matériel sur trois 
axes coordonnés rectangulaires , pa r x,y,z les coordonnées du 
point d 'application de cette force, pa r m la masse d 'un quel-
conque des points matér ie ls du système, et par vOJv les vitesses 
de ce point au commencement et à la fin du temps auquel se 
rapporte l ' intégrale du second membre ; quant aux signes 2, 
celui du second membre indique une somme qui s 'étend à toutes 
les forces extér ieures ou intérieures qui agissent sur les diverses 
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parties du sys tème, et ceux du p remier membre indiquent des 

sommes qui s 'é tendent à tous les points matériels dont le sys-

tème est formé. 

Supposons (pie les composantes X. Y. Z, X', Y . Z' . . . . des di-
verses forces appl iquées au sys tème, soient des fonctions con-
nues des coordonnées x, y, i, x\ y', z'... de leurs points d 'ap-
plication, et que la quant i té 

v(X(ic+Ydy + Zd;) 

soit la différentielle d 'une certaine fonction 

f[x,y,z,x,y, z1,...). 

L'équation des forces vives deviendra 

vmv»_ v m t ) o . = 2 [ A a . y, » , _ r ( X t i yof 2 o ) . # ) ] 

Il en résulte que la force vive Xmv* du système reprend la 
même valeur, toutes les fois que la fonction 

f(x,y, ~,x',y', z',...) 

redevient égale h une même constante . Cette circonstance se 
présente lorsque les points matér ie ls du système sont at t i rés 
ou repoussés par des points fixes, ou bien s 'a t t i rent ou se re-
poussent mutuel lement , chaque force d 'at t ract ion ou de répul-
sion étant uniquement fonction de la résistance au point fixe ou 
au point matériel mobile dont elle émane . En effet, dans le cas 

. où X, Y, Z sont les composantes d 'une force F dirigée vers un 
point fixe, et dépendan t un iquement de la distance r du point 
matériel sur lequel elle agi t A ce point fixe, on a 

Xdx -{- Ydy -f- l.dz = Frfr, 

et cette quanti té F d r est bien la différentielle d 'une fonction 
des coordonnées x, y. z. du point soumis h l 'action de la force F 
§ 120); et, en second lieu, dans le cas où X. Y. Z. X', Y', Z' 

sont les composantes de deux forces F égales et contraires, 'qui 
se développent entre deux des points matériels du système, et 
dont l ' intensité ne dépend que de la distance r de ces deux 
points, la somme 
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Xdx+ Ydy + Z dz+X'dx' - f Y dy + Z'd;', 

qui est aussi égale à Fdr[% 175), est de m ê m e la différentiel le 

d u n e fonct ion de x , y , s , x ' , y , x , pu isque 1 on a 

de so r t e q u e , tou tes les forces app l iquées au sys tème ren t ran t 

d a n s l 'un ou d a n s l ' a u t r e de ces deux cas . la s o m m e 

S(Xdx- fYdy + Zdt), 

qui s 'é tend à tout l ' e n s e m b l e de ces forces, est aussi la différen-
tielle d ' une fonct ion d e s coo rdonnées x, y, z, x ' . y , s . . . . de 
leurs points d ' a p p l i c a t i o n . On en t r o u v e u n exemple d a n s not re 
sys tème p lané ta i re , d o n t les d iverses par t ies ne sont soumises 

qu ' à leurs act ions m u t u e l l e s . 

§ 2 3 2 . R e m a r q u e » n u r l e s t h é o r è m e s ( é n é r a a x q u i p r é c é -

d â t _ Les q u a t r e t h é o r è m e s g é n é r a u x que nous venons 

d ' é t ab l i r ne sont pas d e même n a t u r e . Le p r e m i e r , au lieu de 

se r a p p o r t e r , c o m m e l e s t ro is au t r e s , au mouvemen t de l 'en-

semble des par t ies d o n t se c o m p o s e le sys tème maté r ie l con-

s idé ré , se r a p p o r t e u n i q u e m e n t a u poin t idéal auquel nous at-

t r ibuons le n o m de c e n t r e de g rav i t é du s y s t è m e ; il a pour 

obje t spécial de n o u s d o n n e r une not ion ne t te et s imple de la 

man iè r e don t le s y s t è m e tout en t ie r se déplace d a n s l 'espace, 

en nous met tan t à m ê m e d ' é tud ie r le m o u v e m e n t de son centre 

de grav i té , tout a u s s i f ac i l ement que s'il s 'agissai t du mouve-

ment d 'un point m a t é r i e l . 

Q u a n t a u x trois a u t r e s t h é o r è m e s g é n é r a u x , leur obje t est tout 
d i f fé ren t : ils son t d e s t i n é s à fou rn i r des re la t ions en t re les for-
ces app l iquées au s y s t è m e matér ie l e t les effets p rodu i t s pa r ces 
rorccs s u r les di fférentes par t ies dont le sys tème se compose , re-
la t ions qui doivent s e r v i r à d é t e r m i n e r les va leurs de quelques-
unes des quan t i t é s q u ' e l l e s r e n f e r m e n t , en fonct ion des autres 
q u a n t i t é s s u p p o s é e s c o n n u e s . Si l 'on se r epo r t e a u x énoncés de 
ces t rois t h é o r è m e s , on v e r r a que le de rn i e r d ' en t re eux. le 
t h é o r è m e géné ra l d e s forces vives, ne peut fou rn i r qu 'une seule 
relat ion ; mais il n ' e n est pas de même des deux précédenLs. 
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dont chacun peut fou rn i r une infinité d ' équa t ions d i f fé ren tes , 
en ra ison de ce q u e l 'axe fixe s u r lequel on p ro j e t t e les quant i -
tés de mouvement et les impuls ions , ou bien p a r r a p p o r t au -
quel on p r e n d leurs momen t s , peut avo i r une infinité de posi-
t ions d i f férentes d a n s l 'espace. 11 est aisé de voi r cependant 
que . parmi toutes ces équa t ions qui résu l ten t du deux ième et 
du t ro is ième de nos t h é o r è m e s g é n é r a u x , il ne peut y en avo i r 
six qui soient d is t inctes les unes des a u t r e s . 

En effet , les équa t ions fourn ies par le deux ième t h é o r è m e gé-
néra l . lorsqu 'on l ' appl ique aux pro jec t ions du m o u v e m e n t s u r 
d ivers axes , sont exac tement les m ê m e s q u e cel les qui e x p r i m e -
raient que la s o m m e des p ro jec t ions d 'un cer tain sys tème de 
forces s u r chacun de ces a x e s est égale à zéro . D'un a u t r e côté , 
les équa t ions fourn ies p a r le t ro is ième t h é o r è m e géné ra l sont 
aussi les m ê m e s q u e celles q u e l 'on obt iendra i t en p r enan t les 
m o m e n t s de ces forces pa r r a p p o r t à d ivers axes , e t e x p r i m a n t 
que, p o u r chacun de ces axes , la somme des moment s ainsi ob-
tenus est égale à zéro . (Pour t rouver le sys tème des forces dont 
il est ques t ion ici. c o n s i d é r o n s la t r a jec to i re AB, fig. 112, d 'un 
point de masse m appa r i e - B 
nant au sy s t ème matér ie l dont 
nous é tudions le m o u v e m e n t . 
Soient MN la por t ion de 
cette t ra jec to i re que le point 
pa rcour t p e n d a n t un t emps 
quelconque t ; MP la d i rec-
tion d 'une force que lconque 
F appl iquée à ce point , lo r s - F i « - l | i 

qu'i l est en M; M'P\ M"P",... les d i rec t ions que p rend succes-
s ivement cette force lorsque le mobile se t rouve en M', M" 

au bout des t e m p s dt, ïdt,... ; F ' , F" , . . . les va leurs que p r e n d en 
même t emps la force F ; MR la d i rec t ion d e l à vitesse t>„ dont le 
mobile est a n i m é en M ; et NS u n e d i rec t ion con t r a i r e à celle de 
la vitesse v don t il est an imé en N. Concevons qu 'on appl ique au 
point M de l ' espace une force mva d i r igée suivant MR. au point 
N une force mv d i r igée su ivan t NS, a u x points M. M'. M",.. . 



des forces Vdt, Fdt, F'dl,... d ir igées respectivement suivant 
MP, M P\ M " P \ . . . e t q u ' o n fasse la m ê m e chose pour tous les 
points matériels du sys tème que l 'on considère , ainsi que pour 
les diverses forces telles que F . qui agissent sur les différents 
points, ou a u r a ainsi un ensemble de forces qui est précisément 
celui dont on parle.) Mais on sait que toutes les équat ions obte-
nues de ces deux m a n i è r e s sont précisément celles qui expri-
meraient l 'équilibre des forces dont il s 'agit, en supposant 
q u e l l e s soient appl iquées à un solide invariable ; on sait en 
out re que ces équa t ions d 'équi l ibre , en nombre intini. peuvent 
toutes se d é d u i r e a lgébr iquemen t de six d 'ent re elles, pa rexem-
ple des six équations qui se rappor tent aux projections des di-
verses forces sur trois axes rectangulaires , et aux moments des 
mêmes forces par r a p p o r t à ces axes (8 178) : donc auss i toutes 
les équations que fournissent le deuxième et le troisième de 
nos théorèmes géné raux peuvent se déduire de six d 'entre elles, 
qui seront par exemple cel les que le deuxième théorème géné-
ral donnera pour les pro jec t ions des quanti tés de mouvement 
et des impulsions sur t ro is axes coordonnés rectangulaires , et 
celles que le troisième t h é o r è m e général donnera pour les mo-
ments des quanti tés de mouvement et des impulsions pa r rap-
por t aux mêmes axes . L 

On voit par là que le deuxième, le troisième et le quatr ième 

des théorèmes géné raux que nous avons établis précédemment 

ne peuvent pas fourn i r plus de sept équations distinctes, dont 

six pour le deuxième et le troisième pris ensemble, et une pour 

le qua t r ième. 
§ 2 3 3 . E i l f i n l o B d e s t h é o r è m e s g é a è r f t « i « r l e m o u v e -

m e n t d e » s j H t è m e s m a t é r i e l s , n u r a s d e s m o u v e m e n t s 

re lu t ir». — Les q u a t r e t h é o r è m e s généraux que nous venons 
de démont re r , et toutes les conséquences que nous en avons 
déduites , peuvent s ' appl iquer au mouvement d 'un système 
matériel pa r rappor t à des axes coordonnés mobiles, à la con-
dition de joindre aux f o r c e s réelles les forces apparentes qui 
permettent de t ra i ter le mouvement relatif de chacun des points 
du système comme un mouvement absolu (§ 139). Ces forces 
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apparentes sont, comme on sait , au nombre de deux pour 

chaque point : l 'une est la force d ' iner t ie correspondant au mou-

vement d 'ent ra înement , l 'autre est la force centr i fuge composée. 
La seule observation que nous ayons à faire à cette occasion, 

d 'une manière généra le , c'est que, dans l 'application du théo-
rème des forces vives au mouvement relatif d 'un système maté-
riel, les forces centr i fuges composées disparaissent d'elles-
mêmes : chacune d'elles é tant dir igée perpendiculairement à 
la vitesse relative du point auquel elle est appliquée, son tra-
vail dans le mouvement relatif est nul. 

Dans le cas où les axes mobiles, auxquels on rappor te le 
mouvement du système matériel , se meuven t parallèlement à 
eux-mêmes, les forces centr i fuges composées sont toutes nul-
les; les forces apparen tes se réduisent donc aux forces d'inertie 
correspondant au mouvement d 'en t ra înement . Si, en outre, le 
mouvement de t ranslat ion des axes est rectiligne et uniforme, 
les forces d ' inertie dont il vient d 'ê t re question sont également 
nul les; les théorèmes généraux s 'appl iquent donc au mouve-
ment relatif , dans ce cas, exactement de la même manière 
qu'ils s 'appl iquent au mouvement absolu, sans qu'on ait besoin 
de jo indre aucune force appa ren te aux forces qui agissent réel-
lement sur le système. 

§ 2 3 1 . M o u v e m e n t d ' u n s y s t è m e m a t é r i e l p a r r a p p o r t à 

d e s a i e s d e d i r e c t i o n c o n s t a n t e p a s s a n t p a r s o n r e n t r e d e 

grav i t é . — Considérons en part icul ier le cas où l'on rap-
porte les mouvements des diverses parties d 'un système maté-
riel à des axes de direction constante menés pa r le centre de 
gravi té de ce système, et voyons comment les quatre théorè-
mes généraux s 'appliquent à ce mouvement relatif. Puisque 
les axes mobiles ne sont an imés que d'un mouvement de t rans-
lation, nous n ' aurons pas à nous préoccuper des forces centri-
fuges composées, qui sont toutes nulles. Quant aux forces 
d' inertie, elles sont évidemment toutes paral lèles et de sens con-
traire à l 'accélération totale du centre de gravi té du système dans 
son mouvement absolu ; et la g r andeu r de chacune d'elles s 'ob-
tient en multipliant la masse du point matériel auquel on la 

i § p 

1 
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suppose appliquée, par cette accélérat ion totale du centre de 

g rav i t é . 

Le premier théorème généra l ne peut rien nous donner ici, 
puisque ce théo rème a pour objet de faire connaî t re le mouve-
ment du centre de gravité d u sys tème matériel que l'on consi-
dère , et que nous savons à priori que le centre de gravi té de 
notre sys tème reste immobile à l 'origine des coordonnées, 
dans le mouvement relatif dont nous nous occupons. 

Pour appliquer le deuxième t h é o r è m e général , il faut que 
nous déterminions la va leur de la somme des impulsions des 
forces extér ieures proje tées sur un axe quelconque en com-
prenant les forces d ' inert ie parmi les forces extér ieures . Soit 

2 l 'Fdt la somme des impuls ions des forces extér ieures réel-

lement appliquées au sys tème en projection sur l 'axe dont il 

s 'agit . Si l'on désigne par M la masse totale du système, et par 

u la vitesse absolue de son centre de gravi té , en projections 

sur le même axe, on a u r a évidemment 

M'iif 

pour la somme des forces d ' iner t ie des divers points du système 
pro je tés sur cet a x e ; la somme des impulsions de ces forces 
d ' inert ie projetées, pendan t le t emps t, a donc pour valeur 

c'est-à-dire que cette s o m m e est égale à 

— Mu+M»0 , 

en désignant pa r u , la va l eu r u au commencement du temps 
t. Ainsi, la somme des impulsions de toutes les forces exté-
rieures que nous venons de considérer ici, en projection sur 
l 'axe dont il s 'agil , est éga le à 

S I Fdt — M Mu-f MK0. 

Mais nous savons, d ' a p r è s le premier théorème général appliqué 
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au mouvement absolu du système, que le cent re de gravi té se 

meut comme un point matériel de masse M soumis aux actions 

de forces égales et paral lèles aux forces extér ieures du sys tème ; 

de sorte que, si l 'on applique le deuxième théorème généra l 

au mouvement de ce point matériel unique, on a u r a , en pro-

jection sur le même axe que p récédemment , 

M u — M u , = S f F d t ' 

Il résulte de là que la somme d'impulsions que nous venons de 
t rouver est nulle ; et que, par conséquent , dans le mouvement 
relatif dont nous nous occupons, l 'accroissement total de la 
somme des quanti tés de mouvement pro je tées sur un axe quel-
conque est à zéro, c'est-à-dire que cette somme des quant i tés 
de mouvement projetées conserve cons tamment la même 
valeur . 11 est aisé de vérifier directement cette conséquence du 
deuxième t h é o r è m e général , en observant que, si x est l 'une des 
coordonnées d'un quelconque des points matér ie ls du sys tème 
par rappor t aux axes mobiles menés par le cent re de gravi té , et 
si m est la masse de ce point matér ie l , on a cons tamment 

vj/u; = 0; 

d 'où l'un dédui t immédia tement 

Ainsi, non seulement la somme des quant i tés de mouvement 
projetées su r un axe quelconque pris pour axe de x est con-
s tante , comme l'indique le deuxième théorème général , mais 
encore cette somme est nulle. 

Le troisième théorème général , appl iqué au mouvement rela-
tif qui fait l 'objet de ce pa rag raphe , ne donne lieu à aucune re-
marque particulière quand l'axe par rappor t auquel on prend 
les moments des quanti tés du mouvement et des impulsions ne 
passe pas par l 'origine des axes mobiles, c'est-à-dire par le cen-
t r e de gravi té du système matériel considéré. Mais lorsque cet 
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axe, auquel se rappor tent les momen t s , passe par le centre de 
gravi té , l 'applicat ioi idu troisième t h é o r è m e général se simpli-
fie. En effet, les forces d ' inertie des d ivers points matériels qui 
composent le sys tème sont pa ra l l è l e s ' en t r e elles et proport ion-
nelles aux masses de ces points ; ces fo rces d ' inert ie, composées 
comme si elles agissaient sur un sol ide invariable, ont donc une 
résul tante qui passe pa r l e centre de g r a v i t é ; et, par conséquent, 
la somme des moments des impuls ions de ces forces pa r rap-
itori à un axe quelconque mené p a r l e centre de gravi té est 
nulle d 'e l le-même : donc le t rois ième théorème général s 'ap-
plique, dans ce cas, sans qu'on ail besoin de jo indre aucune 
force apparente aux forces qui ag i s sen t réel lement sur le sys-
tème. On en conclut que, dans le c a s part iculier où les forces 
extér ieures réelles, composées c o m m e si elles agissaient sur un 
solide invariable, ont une résul tante nul le ou passant constam-
ment p a r l e centre de gravité, le t h é o r è m e des aires (§ 228) a lieu 
dans le mouvement relatif dont n o u s nous occupons, pour la 
projection du mouvement sur un p l a n quelconque, en prenant 
ce |K>int pour origine des rayons vec t eu r s menés aux divers 
points matériels du système : dans c e cas , le plan du maximum 
des aires conserve une direction c o n s t a n t e dans l 'espace, et la 
somme des aires proje tées sur ce p l a n , à par t i r d 'une époque 
fixe quelconque, augmente propor t ionnel lement au temps. C'est 
en appl iquant ce qui précède au m o u v e m e n t de not re système 
planétaire que Laplace a été condu i t à considérer le plan du 
maximum des aires correspondant a u centre de gravité, dans 
le mouvement de ce système |>ar r a p p o r t à des axes de direc-
tion constante menés pa r ce po in t , p lan auquel il a donné le 
nom de plan invariable et qu'il a p r o p o s é de prendre pour plan 
fixe dans l 'étude du mouvement d e s d ivers as t res . 

Pour appl iquer le quat r ième t h é o r è m e général au mouvement 
d 'un sys tème matériel , par r appor t à des axes de direction con-
stante menés par son centre de g r a v i t é , il faut déterminer la 
somme des t ravaux de toutes les f o r c e s , tant intérieures qu'ex-
térieures, qui agissent sur les d i v e r s e s part ies du système, 
y compris les forces d ' inert ie, q u ' o n doit jo indre aux forces 

/ 
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réelles, pour que le mouvement relatif puisse ê t re traité comme 
un mouvement absolu. Mais si l'on observe que ces forces d ' i -
nertie sont parallèles entre elles et proportionnelles aux masses 
des divers points auxquelles elles correspondent , on verra qu 'on 
peut é tendre à ces forces ce qui a été dit p récédemment (§ 173) 
pour le travail de la pesanteur sur les diverses part ies d 'un sys-
tème matériel en mouvement ; la somme des t ravaux des forces 
d ' inertie dont il s 'agit peut donc être remplacée par le t ravail 
d 'une force unique égale à leur somme appliquée au centre de 
gravité du système ; et, par conséquent, cette somme de t ra -
vaux est nulle dans le mouvement relatif que nous considérons, 
puisque le déplacement du centre de gravité, par r appor t aux 
axes mobiles, est constamment nul. Il résulte de là que le théo-
rème général des forces vives s 'applique au mouvement d 'un 
système matériel , par rappor t à des axes de direction cons-
tante menés pa r son centre de gravité, sans qu'on ait besoin 
de jo indre aucune force apparente aux forces qui agissent réel-
lement sur le système. 

§ 233. Il a r r ive f réquemment que l'on décompose le mouve-
ment d 'un système matériel en deux mouvements composants , 
dont l 'un est le mouvement du système par rappor t à des axes 
de direction constante menés pa r son centre de gravité, et l ' autre 
est le mouvement de ces axes eux-mêmes. Nous allons voir 
comment on peut, dans ce cas, évaluer la somme des moments 
des quant i tés de mouvement du système, par rappor t à un axe. 
ainsi que sa force vive, dans le mouvement absolu. 

Soient m la masse d 'un point quelconque du sys tème, et 
x, y, : ses coordonnées rappor tées à trois axes rectangulaires 
fixes dans l 'espace. Les projections de la quanti té de mouve-
ment de ce point matériel sur les trois axes coordonnés ont 
pour valeurs 

dx dy dz 
dt dt dt 

Si l 'on observe que les moments des quanti tés de mouvement 
s 'évaluent de la même manière que les moments des forces, on 
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verra (§ 177) que le moment de la quanti té de mouvement du 

point dont il s 'agit par rapport à l 'axe des z a pour valeur 

m 

en sorte que la somme des moments des quanti tés de mouve-

ment des diverses part ies du système matériel , par rappor t à 

cet axe, est expr imée par 

/ dy dx\ 
s-m{xTt-ydti-

Désignons j»ar l , r„ Ç les coordonnées du point quelconque que 
nous avons considéré tout d 'abord, par r appor t à des axes me-
nés |wr le cen t r e de gravi té du système paral lè lement aux axes 
lixes; et pa r x , , yv z, les coordonnées de ce centre de gravi té 
rapportées aux axes lixes : nous aurons 

x = x , - | - 5 , y = y , + » . 

En vertu de ces relations, l 'expression de la somme des mo-
ments des quan t i t és de mouvement du système par rappor t a 
l 'axe lixe des s pour ra être mise sous la forme 

l dy. dx, . d u dl 

I I r<*y, d x . < r d l > 

Mais les quan t i t és x „ »/,, ne var iant pas quand on 

passe d'un point à un au t re du système matériel , peuvent être 

mises en d e h o r s du signe 2 ; d 'ail leurs, d ' après les propriétés 

du centre de grav i té qui reste constamment à l 'origine des axes 

des l ¡x, Ç, on a (§ 164) 

et par suite 

di A 
~mTt=°> 

(h . 
di~ 
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Il s 'ensuit que, si l 'on désigne pa r M la masse totale du sys tème 

matériel, l 'expression précédente se réduit à 

On voit par là que la somme des moments des quanti tés de 
mouvement du sys tème pa r rappor t à un axe lixe quelconque 
(qu'on peut tou jours p rendre pour axe des s), se compose de 
deux part ies , dont l 'une est ce que deviendrai t cette somme si 
toute la masse du sys tème était concentrée en son centre de gra-
vité, e t l 'autre est une somme de moments analogue, prise dans 
le mouvement relatif du système rappor té à des axes de direc-
tion constante menés pa r son cent re de gravi té , et pa r rappor t 
à un axe paral lèle à l 'axe lixe passan t pa r ce point. 

En adoptant les mêmes notat ions , on au ra , pour représenter 

la force vive du système matériel , l 'expression 

En ver tu des relat ions écri tes précédemment entre les coor-
données x , y, z d 'un point quelconque rappor tées aux axes 
lixes, les coordonnées l , tj, Ç du même point rappor tées aux 
axes mobiles, et les coordonnées x , , y, , z, du centre de gravi té , 
on pour ra met t re celte expression de la force vive du sys tème 
sous la forme 

Mais si l 'on fait sort ir les quant i tés ^ du signe 1 . et 

si l'on t ient compte de ce que l 'on a 
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cette valeur de la force vive du système se réduira à 

Ou peut donc dire que la force vive du système, dans son mou-
vement absolu , peu t se décomposer en deux parties, dont l 'une 
est la force vive dont le système serait an imé si toute sa masse 
était concentrée en son centre' de gravité, et l 'autre est la force 
vive qu'il possède dans son mouvement pa r rappor t aux axes 
de directions constantes menés pa r ce point. 

§ 2 3 0 . A p p l i c a t i o n s d e « t h é o r è m e « g é n é r a u x a u x c a « d e « 

s y s t è m e s m a t é r i e l s d a n « l e s q u e l « o n I m a g i n e d e s l i a i s o n « . — 

Ce n'est pas seulement dans les questions d'équilibre qu'il est 
utile souvent de supposer que le système matériel dont on s'oc-
cupe est assuje t t i A certaines liaisons (§ ISO); il est aussi très 
commode , dans un grand nombre de cas. d 'avoir recours à la 
considérat ion des liaisons, pour simplifier l 'é tude du mouve-
ment d 'un sys tème matériel. Nous allons voir comment les 
qua t r e t h é o r è m e s généraux relatifs au mouvement d 'un système 
matériel quelconque peuvent s 'appliquer à un système dans le-
quel 011 imagine de pareilles liaisons. Nous supposerons toujours 
que ces l iaisons sont toutes comprises dans les trois espèces 
distinctes q u e nous avons définies précédemment 180). 

Si l 'on remplace les liaisons par des forces capables d 'en tenir 
lieu, ainsi que nous l 'avons déjà expliqué lorsque nous nous oc-
cupions de l 'équil ibre des systèmes matériels , il est clair que le 
sys tème dont on s 'occupe rentre dans le cas général que nous 
avons considéré jusqu 'à présent , et que, par conséquent, les 
t héo rèmes généraux peuvent lui être appliqués sans difficulté. 
Iteste à voir quel est le rôle que jouent a lors les forces qu 'on a 
subst i tuées aux liaisons, et qui ne sont pas connues a priori. 

Dans les t rois premiers théorèmes généraux, les forces inté-
rieures du sys tème disparaissent d'elles-mêmes, ainsi que nous 
l 'avons observé lorsque nous avons établi ces théorèmes ; il s'en-
suit que toutes les forces de liaison, qui sont des forces inté-
r ieures , d ispara issent également dans ces trois théorèmes, en 
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sorte que l 'on peut en faire abstract ion sans qu'il en résulte au-
cune e r reu r . Ainsi, toutes les fois qu'on suppose que certains 
points du sys tème matér ie l sont assuje t t i sà rester à des distances 
invariables les uns des aut res , ou bien que certaines par t ies du 
système, considérées comme des solides invariables, sont assu-
jetties à rester en contact les unes avec les autres , sans frotte-
ment, on peut appl iquer les trois premiers théorèmes généraux 
sans se préoccuper en aucune man iè re »les forces capables »le 
tenir lieu de ces liaisons. Mais il n 'en serait plus de même si 
l 'on supposai t <|ue cer ta ins points du système sont obligés de 
rester sur des courbes fixes ou sur des surfaces fixes: les forces 
qui peuvent remplacer les courbes fixes ou les surfaces fixes 
dont il s 'agit sont des forces extér ieures pour le système maté-
riel dont on s 'occupe, e t elles doivent être prises en considéra-
tion tout aussi bien »pie les au t r e s forces extér ieures, dans l 'ap-
plication des trois p remiers théorèmes généraux à ce système 
matér ie l . 

Quant à l 'application du théorème général des forces vives à 
un sys tème matériel d a n s lequel on imagine des liaisons, elle 
peut se faire dans tous les cas sans qu'on t ienne compte des for-
ces capables de remplacer les liaisons. En effet, le mouvement 
dont le système est an imé, pendan t un élément »le temps quel-
conque, est nécessairement compatible avec les liaisons a u x -
quelles il est a ssu je t t i ; les t r avaux développés par les forces des 
liaisons pendant cet é lément de temps disparaissent donc d'eux-
mêmes dans la somme des t ravaux é lémenta i res de toutes les 
forces qui agissent sur le sys tème (§ 180); et par conséquent le 
théorème des forces vives peut ê t re appl iqué comme si ces for-
ces »le liaisons n 'existaient pas . 

On peut imaginer »les l iaisons »lans un système matériel dont 
on étudie le mouvement relat if , tout aussi bien que dans un sys-
tème dont on étudie le mouvement absolu ; e t tout ce qui vient 
»l'être dit , pour l 'application »les qua t re théorèmes généraux au 
mouvement absolu d 'un sys tème à liaisons, est vrai pour le 
mouvement relatif d 'un pareil système. Il est bon d 'observer ce-
pendant que, si l 'on suppose que certains points du système sont 



assujet t is à res ter sur des courbes ou sur des surfaces, sans frot-
tement, on ne peut appl iquer le t héo rème généra l des forces 
vives au mouvement du système par r a p p o r t à des axes mobiles, 
en ne tenant pas compte des forces capables de remplacer ces 
liaisons, qu 'autant q u e les courbes ou surfaces dont il s 'agit sont 
tixes pa r rappor t aux axes mobiles, c 'est-à-dire qu'elles se 
meuvent avec ces axes sans changer de position par r appor t à 
eux ; si l 'on regarda i t cer ta ins points du sys tème comme assu-
jettis à res ter sur des courbes ou sur des surfaces fixes d 'une 
manière absolue dans l 'espace, on devrai t tenir compte du t ra -
vail des forces capables de remplacer ces courbes et ses surfa-
ces, <lans l 'équat ion des forces.vives appl iquées au mouvement 
du système par r appor t à des axes mobiles. 

§ 237. Pour d o n n e r un exemple de l 'application des considé-
rat ions qui précèdent , nous allons chercher , à l 'aide du théo-
rème généra l des forces vives, à nous rendre compte de la s ta-
bilité de l 'équilibre d 'un système pesant à liaisons. Nous avons 
vu (§ 189) qu 'un sys tème de ce genre est en équilibre, lorsque 
son centre de g rav i t é ne sort pas du plan horizontal qui le con-
tenait tout d ' a b o r d , quel que soit le déplacement infiniment 
petit et compat ib le avec les liaisons, que l 'on a t t r ibue au sys-
tème. Admettons maintenant que l'on donne au sys tème un 
déplacement fini, mais très petit et tou jours compat ible avec 
les liaisons, et que , quel que soit ce déplacement fini, le cent re 
de gravi té du sy s t ème s'élève toujours au-dessus de sa position 
d'équilibre ; le t h é o r è m e général des forces vives va nous mon-
trer que, dans ce cas , l 'équilibre du sys tème est stable. Nous 
allons voir en effe t , à l'aide de ce théorème , que, si l 'on dé-
range très peu le sys tème de sa position d 'équil ibre, e t qu'on 
l 'abandonne ensu i te à lui-môme, l 'action de la pesanteur ten-
dra toujours à l 'y r amene r . 

Pour établir c e t t e proposition, nous r emarquerons d 'abord 
que le système ma té r i e l dont il s 'agit ne peut pas rester immo-
bile dans la nouvel le position qu'on lui a donnée, pourvu tou-
tefois que le dép lacement at tr ibué à ce système soit suffisam-
ment petit. Car le cent re de gravité du système, qui s 'es t élevé 
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pa r hypothèse dans ce déplacement fini, continuerait encore à 
s'élever infiniment peu si l 'on donnait au sys tème un nouveau 
déplacement infiniment petit dans le même sens que le précé-
d e n t ; et, par conséquent , on voit que la condition d'équilibre 
n'est plus remplie pour la position qu'occupe le sys tème après 
qu'il a subi le déplacement fini dont il est question. Le système 
matériel, ne pouvant pas être en équilibre dans la nouvelle po-
sition qu'on lui a donnée, se met t ra nécessairement en mouve-
ment sous l 'action de la pesanteur , et par conséquent acquerra 
une certaine force vive. Orsa force vive ne peut s 'accroître qu 'au-
lan lque la somme des t ravaux des forces qui lui sont appliquées 
est positive (§ 230) ; d 'un au t r e côté, les forces capables de r em-
placer les liaisons ne fournissent aucun te rme dans cette somme 
de t ravaux (S 236) : il en résulte que, dans le mouvement que 
prend le système matériel abandonné à lui-même après avoir été 
dérangé t rès peu de sa position d 'équi l ibre , le travail dû à la 
pesanteur doit être positif. Mais nous savons que ce travail est 
le même que si la masse ent ière du système était concentrée 
en son centre de gravi té ; donc, dans le mouvement dont il s 'a-
git , ce centre de gravi té ne peut que descendre, c 'est-à-dire 
qu'il se rapproche nécessairement de la position qu'il occupait 
lorsque le système était en équil ibre. 

Un raisonnement ana logue ferait voir qu 'au contra i re , dans 
le cas où le centre de gravi té du système pourrai t s 'abaisser 
par suite d 'un déplacement fini, mais t rès peti t , a t t r ibué au 
système, l 'équilibre serait instable; c 'es t -à-dire que le système, 
abandonné à lui-même après avoir subi un pareil déplacement , 
non seulement ne reviendrai t pas vers la position d'équi-
libre qu'il avait d 'abord , mais encore continuerait à s'en éloi-
gner. 



C H A P I T R E I I 

M O U V E M E N T D * U N S O L I D E I N V A R I A B L E . 

§ 2 3 8 . T h é o r i e d m m o m e n t s d ' i n e r t i e . — Si l ' o n m u l t i p l i e 

la masse m d ' un que l conque des points maté r ie l s qui compo-
sent un solide i nva r i ab l e pa r le car ré de la dis tance r de ce 
point à tme d r o i t e que lconque D. et qu 'on a jou te tous les pro-
dui ts ainsi o b t e n u s p o u r les divers poin ts du solide, on t rouve 
une s o m m e imr* qui j o u e un rôle t rès impor tan t d a n s le m o u -
vement d 'un pare i l so l ide , ainsi que nous le v e r r o n s b ientô t . 
On donne A cet te q u a n t i t é le nom de moment d'inertie d u solide 
pa r r appo r t à la d r o i t e D. 

Le momen t d ' ine r t i e i m r 8 d 'un solide pa r r a p p o r t à une 
dro i te D é t an t ca lcu lé , supposons que l 'on dé t e rmine une li-
gne k p a r la condi t ion q u e l 'on ait 

Smr» = MA1, 

M é tan t la m a s s e d u sol ide tout ent ier : cet te l igne k est ce 
qu 'on n o m m e le rayon de giration du solide p a r r a p p o r t à la 
dro i te D. Il est a i sé d e vo i r que ce n 'est a u t r e chose que le rayon 
d ' une sur face cy l indr ique de révolut ion, qui aura i t l a dro i te D 
pour axe , et s u r laquel le on pourra i t r épa r t i r la masse tou t en-
t ière du solide sans q u e son moment d ' iner t ie pa r r a p p o r t à 
cette dro i te D c h a n g e â t de valeur. 

P o u r calculer la v a l e u r du moment d ' iner t ie d ' un solide inva-
riable pa r r a p p o r t à u n e droite donnée, concevons que nous 

r appo r t i ons le solide à trois axes coordonnés rec tangula i res , 

dont l 'un , l ' axe des x, coïncide avec la dro i te dont il s ' a g i t ; e t 

q u e n o u s le décompos ions en é l émen t s rec tangula i res , c o m m e 

nous l ' avons dé j à fait p o u r la r e c h e r c h e du cent re de gra-

vité (§ 164). Si nous dés ignons p a r p la masse spécif ique du so-

lide a u poin t don t les coo rdonnées sont x, y, z, nous a u r o n s 

pdxdydz p o u r la masse d ' un é lément s i tué en ce po in t ; d ' un au-

t re côté , le c a r r é de la d is tance «le ce point à l 'axe des x es t 

égal à ,y* + ; 4 ; de so r t e q u e le m o m e n t d ' iner t i e du solide p a r 

r appor t à cet a x e a p o u r va leu r 

555 f t f + ^ d x d y d z , 

l ' in tégrale t r iple s é t endan t à tous les c l émen t s don t le sol ide se 
compose. On p o u r r a souvent s implif ier la dé t e rmina t i on de 
cette in tég ra le , en r e m a r q u a n t qu 'e l le es t la s o m m e ' d e s deux 
su ivantes : 

/ 55 ? y^'ydz, f f f P z*d*dydz. 

I.a masse to ta le du sol ide a de m ê m e p o u r va leur 

555 pM'jxz; 

o n en conclut que le r a y o n de g i ra t ion k sera d o n n é p a r la fo r -
mule 

5 / / p (y1 + dxdyd; 

f f f p l x d y d z 

i In peut o b s e r v e r que , si le solide est h o m o g è n e , p est une cons-
tante qu 'on peut s u p p r i m e r comme fac t eu r c o m m u n aux deux 
te rmes de la v a l e u r de k 9 : ce qui m o n t r e que, dans ce cas, le 
rayon de g i ra t ion ne d é p e n d que de la f o r m e qu 'af fec te le so-
lide, et est e n t i è r e m e n t i ndépendan t de sa densi té . 

Voici que lques r é su l t a t s auxque ls on pa rv ien t fac i lement en 
suivant la m a r c h e qui vient d ' ê t r e i nd iquée . Ils se r a p p o r t e n t 
exc lus ivement à des sol ides h o m o g è n e s . 

1° Cylindre droit à base circulaire. — Le rayon de gira-

tion k d 'un cyl indre droit à base c i rcu la i re de rayon R p a r 
•28 
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rappor t à l 'axe de l igure de ce cylindre, est donné par la for-

mule 

2° Couche cylindrique de revolution. — P o u r une couche 

cylindrique de révolut ion dont les rayons intérieur et extérieur 

sont 11 et R \ on a , p o u r dé terminer le rayon de giration relatif 

à l 'axe de ligure. 

A* = i( R' + R"). 

Si l'on nomme H, le rayon moyen de cette couche, et e son 

épaisseur, on peut remplacer la formule qui précède par 

celle-ci : 
*» = R,«-H«*. 

3° Sphère. — Le rayon de giration d 'une sphè re de rayon II, 
par rappor t à un de ses d iamètres , est fourni par la relation 

A* = ÎR*. 

1° Parallélipipède rectangle. — Dans le cas d 'un parallélipi-
pède rectangle dont les trois a rê tes sont a. b, c, si l 'on détermine 
le rayon de gira t ion pa r rappor t a une paral lèle aux arêtes a 
menée pa r le cen t re du solide, on t rouve 

Après avoir défini le moment d ' inert ie d 'un solide pa r rapport 
à une droite, ainsi que le rayon de 
giration qui en d é p e n d , et avoir 
indiqué la m a r c h e à suivre pour 
en dé terminer les va leurs , nous 
allons nous occuper de comparer 
en t re eux les m o m e n t s d'inertie 
d 'un même solide p a r rapport 
aux diverses droi tes qu 'on peut 

««H» . . 1 

imag ine r dans 1 e space . 
S 239. Prenons d 'abord deux droites paral lè les AB. AB. 

fig. 113. dont l 'une A'B' passe |>ar le centre de gravi té G du so-
lide. Soit M un point quelconque du solide, situé à des dis tan-
ces MN = r , et MP == r de ces deux droites. Si nous désignons 
pa r a la distance NP des deux droites, et par : la distance PQ 
du point P au pied de la perpendiculaire abaissée du point M 
sur PN, nous aurons 

rS = a » + r " - 2 a ; . 

Multiplions tous les te rmes par la masse m du point M, et a jou-
tons ensuite membre il membre toutes les équations de même 
forme relat ives aux différents points matériels dont le solide 
est composé : nous t rouverons ainsi 

^ m r * = H m a ' -f- Emr1 — 2 ïma: . 

Mais a est une constante qui peut ê t re mise en dehors du 
signe 2 ; d 'ai l leurs s é tan t évidemment la distance du point M à 
un plan mené par A'B' perpendiculairement au plan ABA'B', 
on a 

2m: = 0, 

puisque le centre de grav i té G est situé dans le plan dont il 
s 'agit (§ 1(53} : donc, si l 'on désigne par M la masse totale 1m 
du solide, la relation précédente se réduit A 

vmr»= Mo» - f ï m r ' » . 

Ainsi le moment d ' inertie du solide pa r rapport à la droite AB. 
est égal au moment d ' inert ie du même solide par rappor t ù 
une parallèle à AB menée pa r son centre de gravi té , augmenté 
du produi t de la masse du solide pa r le car ré de la distance de 
son cent re de gravi té à la droite AB. On voit par là que la 
connaissance du moment d ' inert ie du solide, par rappor t à 
une droi te menée par son centre de gravité, suffit pour qu'on 
puisse en déduire immédia tement le moment d ' inertie de ce 
solide pa r rappor t à une droite quelconque paral lèle à la pre-
mière. 

§ 240. Comparons maintenant les moments d'inertie du solide 
|»ar rappor t aux diverses droites qui passent par un même point 
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0 de l 'espace. Nous ferons passer par ce point 0 , fig. 114. 

trois axes rectangulaires 
(IX, OY. OZ. Soit OA la 
droite par rappor t à laquelle 
nous allons prendre le mo-
ment d'inertie du solide ; 
désignons par a. 6, y les 
angles que cette droite fait 
avec les axes OX. OY. OZ. 
Pour un point quelconque M 
dont les coordonnées sont 

x, y, z, et dont la project ion sur la droite OA est en P. on a 

MP, = OM* — OP' 
— x» yt 4 . S» _ [X cos « -f- y cos 6 + z cos f)1 

_\x*(\ — c o s ' d j + y ' i l — COS 6) -j- s* (I — c o s ' f ) j 
— ( — 2xy cos * cos 6 — 2xs cos a cos -f — ïyz cos G cos 7 i 

Si l'on observe qu 'on a 

cos1 « - f " c o s ' G + cos*7=1, 

on verra que les t rois quant i tés 

I — COS* a, I — c o s ' 6 , I — COS* 

peuvent être remplacées respectivement par 

cos» G-}-cos* 7, cos 'a - f -cos 3 ? , cos1*-}-cos1 G. 

En faisant cette subst i tut ion, et groupant ensuite les termes 

convenablement, on t rouve 

m p 1 = ! { y i + s ' } c o s î * + ( * * + s , ) C 0 8 ' 5 + + f ' ) c o s l T I. i — 2 J / Ï C O S G C O S 7 — 2 X I C O 3 A C O S 7 —2xj/cos«cosGj 

Multiplions tous les te rmes de cette équation par la masse m 
du point M, puis a jou tons membre à membre toutes les équa-
tions analogues relat ives aux différents points matériels du so-
lide : nous au rons ainsi la valeur du moment d'inertie S»» 4 

du solide par r appor t à la droi te OA, valeur qui peut s 'écrire de 
cette manière : 

v , - * A c o s * + B c o s l S + C c o s ' 1 1, 

~ } — 2D cos G cos i — 2E cos a cos 7 — 2F cos « cos 7 S1 

en posant 
<y* + i») = A, (x*-}- s») = II, ï m (x» + y1) = C, 

Xmys = D. ïmxs = E, Xmxy = F. 

11 est aisé de reconnaî t re que les lettres A. B. C désignent res-
pectivement les moments d ' inertie du solide par rappor t aux axes 
OX, OY, OZ. Pour voir comment varie le moment d ' inertie 
2mr® relatif à la droite OA. lorsque celte droi te prend succes-
sivement diverses positions au tou r du point 0 , por tons sur sa 
direction, et à par t i r du point 0 , une longueur OR égale à 

; nous allons chercher le lieu géométr ique du point B 
y £ ror ' 
ainsi obtenu. Si nous désignons par X, Y, Z les coordonnées 
de ce point B, nous a u r o n s 

cos« = XV^"" J . co»G= Y v Imr1 , C0S7=Z\'Xmr1 . 

En subst i tuant ces valeurs de cos a, cos S, cos y dans l 'expres-
sion du moment d ' inert ie , et suppr imant 2 m s qui est facteur 
commun, il vient : 

I = A.V + BY1 -f- CZ1 — 2DYZ - 2EXZ = 2 FX Y. 

C'est l 'équation de la surface qui renferme tous les points tels 
que B. Celte surface est du second ordre , et a le point 0 pour 
cen t r e : d 'ail leurs, le moment d'inertie ne pouvant être 
nul pour aucune droi te menée pa r le point 0 , le rayon vecteur 
OB ne peut pas devenir infini : donc c 'est u n ellipsoïde. Ce ré-
sultat t rès simple nous donne une image nette des rappor ts de 
grandeur qui existent entre les moments d ' inertie du solide 
relatifs aux diverses droites menées par un même point de 
l 'espace. 

Les axes de l 'ellipsoïde auquel nous venons de parvenir sont 
ce qu 'on nomme les axes principaux du solide relat ivement au 
point 0 . Si on les p rend pour axes cordonnés , l 'équation de 
l'ellipsoïde se simplifie et se rédui t à 
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l = A X î + B Y * - t - C P ; 

c 'es t -à-dire que, pour ce sy s t ème par t icu l ie r d ' a x e s cordonnés , 

les quan t i t é s q u e n o u s a v o n s dés ignées pa r les le t t res D, E, F 

sont nulles. La v a l e u r d e Zmi* re la t ive à Taxe OA devient dans 

ce ca s 
v,„2 = A cos» « + B cos* 6 + C cos* 7; 

et les m o m e n t s d ' i ne r t i e que r ep ré sen t en t les le t t res A, B, C, 
p r e n n e n t le nom de moments d'inertie principaux d u solide 

relat i fs au poin t 0 . 

On voit que les a x e s p r inc ipaux que nous venons de déûn i r 

sont ca rac té r i sés p a r les trois re la t ions 

v m y : = 0, s m x s = 0 , S m x j / = 0 , 

qui ont lieu lo r squ 'on p r e n d ces t rois axes pour a x e s c o o r d o n n é s . 
Si l 'on cons idère s e u l e m e n t deux de ces t rois re la t ions , l es deux 
dern iè res p a r exemple , el les e x p r i m e n t que l ' équa t ion de l 'e l l ip-
soïde ne cont ient |>as la var iable X a u premier deg ré ; il s 'en-
suit év idemment q u e ces deux re la t ions prises ensemble const i -
tuen t les condi t ions nécessa i res et suff isantes p o u r q u e l 'axe 
des x soit un axe p r inc ipa l du solide relat i f au poin t 0 . 

A c h a q u e point de l ' e space co r r e spond un e l l ipsoïde tel que 
celui que nous v e n o n s de t rouver , et qui donne la loi des 
moment s d ' iner t ie du so l ide cons idéré pa r r a p p o r t a u x divers 
axes menés pa r ce po in t . Celui de ces ell ipoïdes qu i corres-
pond au cent re de g r a v i t é d u solide est spéc ia lement dés igné 
sous le nom d ' e l l ipsoïde central. 

Il peut a r r i v e r q u e l 'e l l ipsoïde c o r r e s p o n d a n t à un p o i n t soit 
de révolut ion; a lo r s les m o m e n t s d ' iner t ie relat i fs à t o u t e s les 
dro i tes menées p a r son cen t re , p e r p e n d i c u l a i r e m e n t à son 
axe de révo lu t ion , s o n t é g a u x ent re eux : tou tes ce s droites 
sont des axes p r i n c i p a u x du solide. Si l 'ell ipsoïde d e v i e n t une 
sphè re , une droi te q u e l c o n q u e menée p a r le point a u q u e l il se 
r a p p o r t e est un axe p r i n c i p a l du sol ide. 

Un axe principal re la t i f a u cent re de g rav i t é du so l ide jouit 

de l a p rop r i é t é d 'ê t re en m ê m e t emps axe p r inc ipa l d u sol ide 

pour un que lconque de ses po in t s . En e l fe t . si l 'on rapporte le 

solide à trois axes coordonnés r ec tangu la i r e s menés p a r son 

centre de grav i té , en p r e n a n t la dro i te don t il s ' ag i t pour axe 

des x , on a u r a 

Zmxy = 0 , ï > i x ; = 0 , 

puisque cette d ro i t e est |>ar h y p o t h è s e un axe p r inc ipa l d u so-

lide pa r r appo r t à son cen t re de g rav i t é . Concevons m a i n t e n a n t 

que l 'on t r an spo r t e les axes des y et des s , pa ra l l è l emen t à e u x -

mêmes , en un point s i tué s u r l ' axe des x à une distance a de 

l 'o r ig ine; on passe ra des coordonnées re la t ives a u x a x e s p r i m i -

tifs à celles qui se r a p p o r t e n t a u x nouveaux a x e s en c h a n g e a n t 

s implement x en a + x'. Les deux re la t ions p récéden te s d e -

v iendron t donc 

v m y ( a - t - x ' ) = 0, £m; (a - | -x ' ) = 0; 

et il est aisé de voir qu 'e l les se r édu i sen t à 

Smx y = 0, £ m x ' x = 0 , 

ca r . pa r une p r o p r i é t é connue du cent re de g rav i t é , on a 

v m y = 0, l m : = 0 . 

On voit donc (pie l ' axe des x est un axe pr inc ipa l d u sol ide, p a r 

r appo r t à la nouvel le or igine des coordonnées , quel le q u e soit 

la dis tance a de cet te nouvel le or ig ine à l ' anc ienne : c 'est ce 

que nous n o u s p ropos ions de d é m o n t r e r . On peut r econna î t r e 

faci lement d 'a i l leurs , pa r des cons idéra t ions ana logues a u x p r é -

céden tes , qu ' i l n 'y a que les axes p r inc ipaux re la t i fs au cen t re 

de gravi té du solide qui jouissent de la p r o p r i é t é don t il 

s ' ag i t : une d ro i t e ne peut ê t re un axe pr inc ipa l d u solide r e -

la t ivement à d e u x de ces pointe, q u ' a u t a n t qu 'el le passe p a r le 

cent re de g rav i t é d u solide. 

Nous avons eu à cons idére r p r é c é d e m m e n t le momen t d' i-

ner t ie d 'une su r face plane, pa r r a p p o r t à u n e dro i te t r acée 

d a n s son p l a n ( § 107). Ce m o m e n t d ' iner t i e r e n t r e év idemment 
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dans ceux que nous venons d 'étudier ici ; et il est aisé de voir 

comment on peut lui appliquer le divers théorèmes que nous 

avons établis relativement aux moments d ' inertie des solides. 
§ 2 4 1 . M o u v e m e n t d ' u n s o l i d e i n v n r i n b l e e n t i è r e m e n t 

l i b r e . — Pour trouver les équations différentielles du mou-
vement d 'un solide invariable ent ièrement libre, nous pouvons 
nous se rv i r du théorème de d'Alembert (§ 221). Nous savons 
par ce t h é o r è m e que les équations dont il s 'agit s 'obtiendront 
en expr imant que les forces appliquées au solide, jo intes aux 
forces d ' inert ie de ses différents points, satisfont aux six équa-
tions (a) du § 177. Le solide étant rappor té à trois axes coor-
donnés rectangulaires lixes, désignons par X, Y, Z les compo-
santes , suivant les axes, d'une quelconque des forces qui lui 
sont appl iquées . D'un autre côté, les composantes de la force 
d ' inertie d 'un point de masse m dont les coordonnées sont 
x , y, z, ont évidemment pour valeurs 

d*x d'y d'z 

En exp r iman t que toutes ces forces réelles et d ' inertie satis-
font aux équations (a) du § 177. on trouve facilement les équa-
tions suivantes : 

- ' d i ' 

/ d*x d>z\ 

.. / d*y (Px\ 

Telles sont les équations différentielles du mouvement d'un 

solide invariable ent iè rement l ibre. Les signes 2 des premiers 

membres indiquent des sommes s 'é tendant à tous les points 

matériels dont le solide est fo rmé ; quant à ceux des seconds 

membres, ils indiquent des sommes qui s 'é tendent à toutes les 

forces appliquées au solide. 
Nous pouvons t i rer immédia tement de ces équations une 

conséquence impor tan te . Nous avons vu qu 'un sys tème de 
forces appl iquées à un solide invariable en équilibre peut ê t re 
remplacé |>ar un au t re sys tème de forces, sans que l 'équilibre 
soit t roublé, pourvu que ce second sys tème satisfasse aux six 
conditions établies dans le § 180 : d a n s ce cas, les deux sys-
tèmes de forces sont dits équivalents l 'un A l 'autre . Si l'on con-
sidère la fo rme des équat ions différentielles que nous venons de 
t rouver , ainsi que celles des condit ions d'équivalence dont il 
vient d'être quest ion, on en conclura que le système des forces 
appliquées à un solide invar iable en mouvement peut être rem-
placé par tout au t re sys tème de forces qui lui soit équivalent, 
sans que le mouvemen t du solide soit changé . Deux systèmes 
de forces, qui peuvent ê t re remplacés l 'un par l ' aut re pour agi r 
sur un solide en repos, peuvent donc aussi se remplacer mu-
tuellement pour agi r sur un solide en mouvement . 

§. 242. Les six équat ions différent iel les que nous venons d'ob-
tenir suffisent bien pour d é t e r m i n e r complètement le mouve-
ment du solide; mais elles ne sont pas sous une forme commode 
pour effectuer celte dé terminat ion : elles renferment comme 
inconnues les coordonnées x , y , s de tous les points du solide, 
coordonnées qui sont généra lement en t rès grand nombre . 
Pour pouvoir se servi r de ces équat ions , il faudrait leur ad-
jo indre celles qui expr iment que les dislances mutuelles des 
différents points du solide sont cons tan tes et connues ; à l 'aide 
de ces dernières équat ions , les coordonnées des divers points 
s 'exprimeraient en fonction de six d 'entre elles, qui seraient 
alors les inconnues dont les six équat ions différentielles du 
mouvement devraient fourn i r les valeurs . Mais il est plus s im-
ple d 'opérer au t rement , pou r r a m e n e r les équations différen-
tielles à ne contenir que six inconnues. 



Nous savons , pa r le p r e m i e r t h é o r è m e généra l<§ 222), que le 

. e n t r e de g r av i t é du solide se m e u t c o m m e si toute la masse du 

solide y é ta i t concen t rée et q u e toutes les forces appl iquées 

a u solide y fussent t r a n s p o r t é e s pa ra l l è l emen t à e l l es -mêmes ; 

en éc r ivan t les équat ions d i f fé rent ie l les du m o u v e m e n t du 

cent re de g rav i t é , a insi t r a n s f o r m é en un poin t maté r ie l , nous 

a u r o n s dé j à t rois équa t ions c o n t e n a n t t ro is inconnues qui se-

ront les coordonnées de ce c e n t r e de g rav i té . 11 nous res tera à 

d é t e r m i n e r le m o u v e m e n t d u so l ide a u t o u r de son cent re de 

g rav i t é , a u moyen de trois a u t r e s équa t ions différent iel les ne 

con tenan t éga lement que t ro i s i nconnues . 

P o u r t rouver ces trois a u t r e s équa t ions , nous considérerons 

le mouvemen t d u solide a u t o u r de son cent re de g r av i t é , pen-

d a n t u n é l émen t de t emps dt; n o u s suppose rons que ce mou-

vement soit r a p p o r t é à des a x e s coo rdonnés de direct ion cons-

tan te menés pa r le cent re de g r a v i t é , t e l lement chois is qu'ils 

coïncident avec les axes p r i n c i p a u x d u solide relatifs à ce point 

(§240) au commencemen t du t e m p s dt; et nous app l ique rons 

le t ro i s ième t h é o r è m e g é n é r a l (§ 226) à ce m o u v e m e n t infini-

ment pet i t du sol ide, en p r e n a n t les m o m e n t s des quan t i t é s de 

m o u v e m e n t et des impu l s ions p a r r a p p o r t à c h a c u n des trois 

axes coo rdonnés . Le m o u v e m e n t don t il s ' ag i t est nécessaire-

ment une ro ta t ion a u t o u r d ' u n a x e ins tan tané passant par le 

cent re de g rav i t é (§ 27). Cette r o t a t i o n peut être remplacée par 

t ro i s ro ta t ions s imul tanées a u t o u r des t rois axes coordonnés 

(§§ 53 e t 45). Dés ignons p a r to l a vi tesse angula i re dans la rota-

lion du sol ide a u t o u r de son a x e in s t an tané , et par /» , q. r les 

vi tesses angu l a i r e s d a n s les r o t a t i o n s composan tes au tour des 

axes coo rdonnés , OX, OY, OZ. Lo r sque le solide tourne de 

l 'angle pdt a u t o u r de l 'axe O Y , les coordonnées x,' y, z d un 

quelconque de ces points s ' a cc ro i s sen t respec t ivement de 

0, — pzdt, + p y d t , 

ainsi qu'i l est facile de le r e c o n n a î t r e ; lorsqu ' i l t o u r n e de qdt 

a u t o u r de OY, ces c o o r d o n n é e s s 'accroissent de 

4 - g z d i , 0 , — qxdi, 
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et lorsqu' i l t ou rne d e rdt a u t o u r de OZ, elles s ' accro i ssen t de 

— rydl, — rxdt, 0 : 

donc, lo r sque le solide t ou rne de l 'angle wdt a u t o u r de son a x e 

in s t an tané , les mêmes coordonnées s ' accro i ssen t de 

(qz-ry)dt, (rx—pz)dt, (py — qx)dt. 

11 s 'ensuit que les composan tes de la vi tesse d u poin t dont il 
s 'agi t , su ivant des paral lè les a u x a x e s c o o r d o n n é s , o n t pour 
va leurs 

dx dy dz 
— =:qij-ry, ^ ' x - p z , T = py-qx. 

Or la s o m m e des m o m e n t s des q u a n t i t é s de m o u v e m e n t des 
divers poin ts du sol ide pa r r a p p o r t à l ' axe OX est e x p r i m é e 
(§ 177) pa r 

/ dz dy\ 

dy d: 

si l 'on remplace dans cette express ion et — p a r leurs va-

leurs, elle devient 
l (y* - f ;*) — q^mxy — r^mxz, 

quan t i t é qui se rédu i t à A p. si l 'on suppose q u e les axes OX. 
OY. OZ coïncident avec les axes p r i n c i p a u x du solide, e t si l 'on 
dés igne c o m m e p r é c é d e m m e n t p a r A, B, C, les m o m e n t s d ' iner -
tie du solide pa r r a p p o r t à ces axes . On t rouve ra i t de m ê m e q u e 
les sommes des m o m e n t s des quan t i t é s de m o u v e m e n t d u so-
lide pa r rapport a u x axes OY, OZ, ont p o u r va l eu r s I)q. Cr. 

Ainsi , ou commencen t du temps dt p o u r lequel n o u s vou-
lons a p p l i q u e r le t ro is ième t h é o r è m e g é n é r a l , les s o m m e s des 
m o m e n t s des quan t i t é s de m o u v e m e n t des d ive r s po in t s du 
solide, par r a p p o r t a u x axes coo rdonnés OX, OY, OZ, qui 
coïncident à cet ins tant avec les axes p r i n c i p a u x , sont respec-
t ivement égales à 

Ap, B?, Cr. 
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Cherchons ce que dev iennent ces s o m m e s de m o m e n t s , par 

rapport aux m ê m e s a x e s coordonnés , à la tin du t e m p s dt. A 

ce second instant, p, q, r s 'étant accrus des quant . tés dp, dq, 

dr pendant le t e m p s dt, les s o m m e s de m o m e n t s dont d s agit 

auraient pour v a l e u r s 

A (p + dp), B (q-{-dq), C (r + dr), 

si les m o m e n t s étaient enco re pr i s pa r r appo r t a u x axes princi-
,,aux du sol ide; mais il n ' en est pas a ins i , pa rce que les axes 
pr inc ipaux qui coïncidaient avec les axes coordonnés au corn-
mencement du t emps dt, s 'en sont écar tés p e n d a n t cet élément 
de t e m p s en ver tu de la ro ta t ion u>dt du sol ide a u t o u r de son axe 
in s t an tané , ou, ce qui es t la m ê m e chose , en ver tu de ses trois 
ro ta t ions s imul tanées pdt, qdt, rdt a u t o u r des t rois axes coor-
d o n n é s . P o u r a r r i v e r a u x résu l ta t s que nous che rchons , considé-
rons Taxe du m o m e n t r é su l t an t des quan t i t é s de mouvemen t des 
d ivers po in t s du solide p a r r appo r t A son cen t re de gravi té 
(§161). D ' ap rès c e q u e n o u s venons de dire , les pro jec t ions de cet 
axe . cons idéré à la lin du t emps dt, s u r les posit ions qu 'occupen t 
les axes p r inc ipaux du solide à cet ins tant , ont p o u r valeurs 

A (P + dp), B (q + dq), C ( r + dr) ; 

p o u r avo i r la p ro jec t ion du même axe s u r l 'axe coordonné OX. 

il f a u d r a p ro j e t e r c h a c u n e des t rois pro jec t ions précédentes 

s u r OX, cl faire la s o m m e des t ro i s résu l ta t s ainsi ob tenus . Or. 

par suite des ro ta t ions pdt, qdt, rdt, a u t o u r des t ro i s axes OX. 

OY, OZ, les axes p r i n c i p a u x d u solide se sont écar tés infini-

ment peu de ces axes c o o r d o n n é s OX, OY, OZ; et les angles 

que ces t rois a x e s p r i n c i p a u x font avec OX, a p r è s ces rotat ions, 

ont év idemment p o u r va l eu r s : 

vVd«,4-r*dl«, l + rdt, j — qdt; 

si l 'on mult ipl ie les quan t i t é s A (p + dp), B (q - f dq), C (r+dr) 
par les cos inus de ces t rois angles , et que l 'on a j o u t e les trois 

p rodu i t s en négl igeant les inf iniment pet i t s d ' un o r d r e supé-

r ieur au p remie r , on t r o u v e : 

A (p -{-dp)+(C — B) qrdt : 

cet te express ion , qui r ep ré sen t e la p ro jec t ion de l 'axe du mo-
m e n t r é su l t an t des quan t i t é s de m o u v e m e n t sur OX, à la fin 
d u temps dt, es t donc la va leu r de l a s o m m e des m o m e n t s des 
q u a n t i t é s de mouvemen t des d ive r s poin ts d u solide pa r r ap -
por t à OX, au m ê m e ins tan t . 

Si, de cet te s o m m e de m o m e n t s c o r r e s p o n d a n t A la fin du 
t emps dt, nous r e t r a n c h o n s la va leur A p de la somme a n a l o g u e 
c o r r e s p o n d a n t a u c o m m e n c e m e n t du t e m p s dt, nous t rouve rons 

Adp- f ( C - B ) qrdt, 

qui r e p r é s e n t e r a l ' acqro issement de la s o m m e des m o m e n t s des 
quan t i t é s de m o u v e m e n t d u sol ide p a r r a p p o r t A OX, pendan t 
le t emps dt. D ' a p r è s le t ro i s ième t h é o r è m e g é n é r a l , cet accrois-
sement doi t ê t re égal à la s o m m e des m o m e n t s des impuls ions 
é l émen ta i r e s des forces app l iquées au sol ide p e n d a n t ce t emps 
dt, p a r r appo r t au m ê m e axe OX. Dés ignons pa r L. M, N, les 
s o m m e s des m o m e n t s des forces don t il s 'agi t , p a r r a p p o r t aux 
trois axes coo rdonnés OX. OY. OZ. Il est clair «pie la s o m m e 
des m o m e n t s des impuls ions é l é m e n t a i r e s de ces forces pen-
d a n t le t emps dt, p a r r a p p o r t à l ' axe OX, a u r a p o u r va leur Ldt ; 
donc , d ' ap rè s le t ro is ième t h é o r è m e g é n é r a l , on a u r a 

A. /p- f (C —B) qrdt = Ut. 

Des cons idé ra t ions a n a l o g u e s a u x p récéden tes , dans les-

quelles l 'axe OX sera i t r e m p l a c é p a r les axes OY, OZ, condui -

ra ien t de même aux deux a u t r e s r e l a t ions : 

B<ty - f (A — C) rpdt = Mdl, 
C d r - f ( B — A) pqdt = Nttt. 

O s t rois équat ions font conna î t r e les var ia t ions dp, dq, dr 
q u ' é p r o u v e n t les vitesses angu l a i r e s p. q, r du solide d a n s ses 

ro ta t ions au tour des t rois a x e s p r inc ipaux relat i fs à son c e n t r e 

«le grav i té , p e n d a n t le t emps in f in imen t pet i t dt qui s 'écoule A 

par t i r de l ' ins tant où ces axes p r inc ipaux coïncident avec les 

axes de d i rec t ion cons tan te OX. OY, O Z ; mais, c o m m e on 
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pourra i t les établ ir de m ê m e pour chacun des éléments de 
temps dt qui se succèdent , en employan t à chaque fois comme 
auxi l ia i res des axes coo rdonnés de direction constante qu. 
coïncident avec l e s a x e s p r inc ipaux du solide au commencement 
de cet élément de temps, il s 'ensuit qu 'on peut les regarder 
comme vraies pour tous les é léments dont se compose un 
temps fini quelconque. En divisant tous les te rmes par dt, on 
peut met t re ces t rois équa t ions sous la forme suivante : 

A Î £ = ( B - C ) g r + L , | 

B ^ = ( C - A ) r p + M , . («) 

C ^ = ( A - B ) P Î + N>) 

Ce sont les trois au t r e s équa t ions différentielles du mouve-
ment du solide que nous nous proposons de t rouver . Mais ces 
équations, qui ne sont que du premier ordre , ont besoin d'être 

complétées de la mat ière su ivante . 
Les axes coordonnés q u e nous avons considérés précédem-

ment . pour établ ir les équa t ions (a), n 'étaient «pie des axes auxi-
liaires dont nous n 'avons p lu s à nous préoccuper dès le moment 
que nous sommes a r r i v é s «à ces équat ions où il ne reste absolu-
ment rien qui dépende d e s axes coordonnés dont il s 'agit . Con-
cevons maintenant que le mouvemen t du soleil au tour de son 
«•entre de gravi té soit r a p p o r t é pendant un temps quelconque à 
un système d 'axes coo rdonnés rectangulaires de directions cons-
tantes ayant ce point p o u r origine. Appelons OX, OY, OZ ce> 
trois axes, et dés ignons en môme temps par OX,, OY,. OZ, le-
trois axes pr incipaux du solide relatifs à son centre de gravité. 
Ces derniers axes a c c o m p a g n e n t le solide dans son mouvement, 
e t il suffit de connaî t re l eu r déplacement progressif par rapport 
aux axes OX, OY. OZ, p o u r que le déplacement du solide lui-
même par rappor t ù ces d e r n i e r s axes soit connu. Le plan X,OY, 
coupe le plan XOY s u i v a n t une droi te que nous appel lerons OA. 
Soient f l 'angle que ce t te droite OA fait avec OX. «J» l 'angle «pie 
cette même droite OA fai t avec OX,. et 0 l 'angle que le plan 

X,OY, fait avec le plan XOY. Si l 'on parvient à dé terminer les 
valeurs des angles cp, 6 en fonction du temps, la position du 
système d 'axes OX,. OY,. OZ,. et par suite celle du solide lui-
même, par rappor t aux axes OX. OY. OZ, sera connue à chaque 
instant . Pendant le temps dt, le solide tourne de l 'angle <adt 
autour de son axe instantané de rotat ion, et cette rota t ion infi-
niment petite peut être regardée comme la résul tante des trois 
rotat ions pdt. qdt. rdt. au tour des trois axes OX,. OY,. OZ,. En 
même temps les angles y. <|>, 0. s 'accroissent de leurs différen-
tielles rf», d\, î/0, qui peuvent ê t re regardées comme trois rota-
tions infiniment petites au tour desaxes OZ. OZ,. OA : d}, dH 
sont donc trois au t res composantes de la même rotation résul-
tante «odt relatives à ces derniers axes. Si nous représentons 
chacune des rotations infiniment petites dont il s 'agit ici, p a r 
une droite, comme au § ."i3. nous pouvons di re que la rotat ion 
pdt au tour de OX,, est la projection or thogonale de la rotat ion 
résultante eu dt sur OX, ; pdt est donc aussi égal à la somme des 
projections or thogonales des trois composantes dy, d\, rfO sili-
ce même axe (»X,. Si nous écrivons cette égalité, et aussi les 
«leux égalités analogues pour les rotat ions qdt, rdt, relatives 
aux axes OY,. OZ,, puis que nous divisions tous les termes de 
ces trois égalités pa r dt, nous t rouverons 

, d» . . . . , dv 
p = c o s + 3 j - | - s i n a s i n + ^ 

• d* . . . . do I ... 
q=— 8in + - - f - 9 i n « c o s + ^ , (6) 

.</<? , di ] 
r = co*ïï + dl' J 

Les deux systèmes (a) et (6). formés chacun de trois équat ions 
différentielles du premier o rdre , équivalent ensemble à un 
système de trois équations différentielles du second o r d r e . L'in-
tégrat ion de ces systèmes d 'équat ions différentiel les fera con-
naître complètement le mouvement du solide au tou r de son 
centre de g rav i t é ; car on en déduira les valeurs d e ? , ^ et 0 en 
fonction du temps, ce qui suffit, ainsi que nous l 'avons dit . pour 
que la position du solide à un instant quelconque, relativement 
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aux axes de directions constantes menés pa r ce point , soit 

entièrement connue. 

Ü 244. Le cas le plus simple qui se présente , dans l 'é tude du 
mouvement d 'un solide invariable libre, c'est celui où le solide 
»'est soumis à l 'action d 'aucune force, et ne se déplace qu'en 
vertu du mouvement qu'on lui a imprimé tout d ' abo rd . Nous 
allons voir que, dans ce cas, on peut se faire une idée t rès nette 
des diverses circonstances qne présente le mouvement du solide. 

Nous savons d 'abord (§ 223) que le centre de gravi té du 
solide se meut uni formément et en ligne droi te , ou bien qu'il 
reste immobile. Il ne nous reste donc qu'à voir comment le 
solide se meut autour de son centre de gravité . Pour y parve-
nir. nous pour r ions nous servir des équat ions différentielles 
(a) et (6) qui viennent d'être établies (S 242); mais il sera plus 
simple d 'opérer au t rement , en n 'employant que «les considé-
rations géométr iques . 

Observons d 'abord que le théorème des aires est applicable à 
ce mouvement du solide autour de son centre de gravi té (§§ 234 
et 228), puisqu'il n 'y a pas de forces extérieures : si l 'on consi-
dère les aires décr i tes par les rayons vecteurs menés du cen-
tre de gravité aux divers points du solide, dans leur mouvement 
par rappor t à des axes de directions constantes passant par 
ce point , le plan du maximum des aires doit conserver cons-
tamment la m ê m e direction, et la somme des a i res proje tées 
sur ce plan doit avoir constamment la même valeur . Voyons 
donc comment on peut trouver le plan du maximum des aires, 
dont il s 'agit, à chaque instant. 

Ce plan du maximum des aires n'est au t re chose (pie le plan 
du moment résul tant des quanti tés de mouvement des diffé-
rents points du solide par rapport à son centre de gravi té (§ 228). 
Or nous avons vu (§ 242) que les projections de l 'axe de ce mo-
ment résultant , sur les axes principaux du solide relatifs à son 
centre de gravi té , ont pour valeurs 

Ap, Bq, C r, 

A, B. C, p . q, r ayant les mêmes significations que précédem-
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ment, on en conclut tout de suite que, si l 'on prend ces axes 

principaux pour axes coordonnés, le plan du maximum des 

aires fait avec les t rois plans coordonnés des angles dont les 

cosinus sont 

Ap B? Cr 
V A V + U V + C V ' VA«p«-f B ' j ' + C v ' \ A V' + B ' î ' + CV«" 

L'ellipsoïde central (§ 240), r appor té aux mêmes axes, a pour 
équation 

Ai* By1 -f- Cs» = I . 

Considérons le point de cet ellipsoïde qui est situé sur l 'axe in-
stantané de rotat ion du solide, et dés ignons par x', y', z, se> 
coordonnées et par / la longueur du rayon qui le joint au cen-
tre de l 'ellipsoïde ; on a u r a év idemment 

x_ p y' q z r 
l u l u l u 

M étant la vitesse angula i re dont p, q, r sont les trois compo-
santes. Le plan tangent à l 'ellipsoïde aux points x , y', z , a 
pour équation 

Axx' - t -Byy '4-C«' = l . 

lia proport ionnal i té des coordonnées x', y', z aux quant i tés 
p, q, r , mont re que le plan du m a x i m u m des aires est |>arallèle 
à ce plan tangent . Or, on sait que , dans l 'ellipsoïde, le plan dia-
métral conjugué d'un d iamèt re quelconque est parallèle au plan 
tangent mené à l 'extrémité de ce d i amè t r e : donc on peut dire 
(pie, dans la rotat ion du solide au tou r d 'un axe instantané quel-
conque passant pa r son centre de gravi té , le plan du maximum 
des aires relatif à ce point n'est au t r e chose que le plan dia-
métral de l 'ellipsoïde centra l qui est conjugué du diamètre di-
rigé suivant l 'axe instantané de rota t ion. 

Ainsi, dans le mouvement que nous étudions, le solide doit 
tourner , à un instant quelconque, au tour du diamètre de son 
ellipsoïde central qui est conjugué du plan du maximum des 
aires considéré comme plan d iamét ra l de cet ellipsoïde. Si cet 

•29 
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axe de rotat ion n 'est pas un des axes de l 'ellipsoïde, son plan 

d iamétra l , entraîné par le m o u v e m e n t du solide, change de 

direction dans l ' espace; donc le plan du maximum des a.res, 

qui doit conserver toujours la même direction, cesse de co.n-

cider avec ce plan d iamétra l , e t p a r conséquent aussi 1 axe de 

rota t ion se déplace à l ' in tér ieur du solide. 
Le théorème des forces vives, appl iqué au mouvement qui 

nous occupe, mont re que la force vive du solide conserve con-
s tamment la même valeur, puisqu ' i l n 'est soumis à l 'action d'au-
cune force. Or la vitesse d 'un point si tué à la distance 11 de 1 axe 
instantané de rotat ion est égale à <-11 ; la force vive de ce po.nl 
est donc égale à mco«R», en dés ignan t sa masse par m, et par 
conséquent la force vive du solide tout entier a pour valeur . 

«.'SbiR', 

Mais si l 'on se repor te à la définit ion de l 'ellipsoïde cenlral 
(§ 240), on verra que le momen t d ' inertie 2mR» qui en t re dans 

cette pression est égal à i , en sor te que la force vive du so-

lide peut se met t re sous la f o r m e 

— 

I* 

Le théorème des forces vives m o n t r e donc que - j est constant ; 

ou, en d 'autres termes, à mesure que l 'axe de rotat ion du so-
lide se déplace à son in té r ieur , sa vitesse angulaire w varie 
proport ionnel lement à la longueur l de la port ion de cet axe 
qui est comprise en t re le cen t r e de gravité et la surface de 
l'ellipsoïde central . 

Revenons maintenant au t h é o r è m e des aires. D 'après ce théo-
rème, le moment résultant des quant i tés de mouvement du so-
lide pa r r a p p o r t à son cent re de gravi té est constant . Or, ce 
moment résul tant a pour va leur 

puisque Ap , B^r, Cr sont les projections de son axe sur les axes 

coordonnés ; et si l 'on y r emplace / ) , q . r pa r les quant i tés 

équivalentes 

ux' «y' 
T ' T ' T 

il prend la fo rme simple 

ÏT 
w 

en désignant par S la distance du centre de gravi té du solide au 
plan tangent de l 'ellipsoïde central mené par les points x , y , s . 

Ci) 
Cette quant i té - devant conserver cons tamment la même va-

10 

leur et y é tant d 'ai l leurs constant , comme nous venons de le 

voir, il s 'ensuit que 5 est constant . 
D'après ce qui précède, si l 'on considère le plan tangent à 

l 'ellipsoïde central au point où il est percé pa r l 'axe ins tantané 
de rotation du solide, ce plan tangent doit conserver une posi-
tion invariable par rappor t aux axes de direction constante 
menés par le centre de gravi té ; puisque, d 'une par t , il reste 
toujours parallèle ù lui-même, et que, d 'une au t re par t , il est 
toujours à la même dislance du centre de gravi té . Le solide se 
meut donc de telle manière , que son ellipsoïde centrai touche 
cons tamment ce plan, dé te rminé une fois pour toutes comme 
nous venons de le dire ; et comme son axe de rotation passe 
à chaque instant par le point de contact de l'ellipsoïde et du 
plan, il s 'ensuit que cet ellipsoïde roule sur le plan dont il s 'a-
git. De plus, la vitesse angula i re avec laquelle s 'effectue ce rou-
lement varie d 'un instant A un autre , de manière à rester p ro-
portionnelle à la longueur du rayon de l 'ellipsoïde qui passe 
par son point de contact avec le plan. Cette image remarqua-
ble du mouvement d 'un solide invariable au tou r de son cent re 
de gravi té , dans le cas où le solide n'est soumis à aucune force, 
est due à Poinsot . 

11 est aisé de voir que, dans le cas part iculier où le solide, à 



452 LIVRE IV. — DYNAMIQUE. TROISIÈME PARTIE, 

un instant quelconque, tournera i t au tour d 'un des axes princi-
paux relatifs à son centre de gravi té , il devrait continuer indé-
finiment à tourner au tour du même axe ; c 'est ce qui fait qu'on 
donne souvent aux axes principaux le nom d'axes permanents 
de rotation. Lorsque le solide tourne ainsi au tou r d 'un de ses 
axes pr incipaux, sa vitesse angula i re reste constante . 

La connaissance que nous venons d 'acquér i r des circon-
stances que présente le mouvemen t d 'un solide invariable aban-
donné a lui-même çans qu 'aucune force le sollicite, vient com-
pléter ln notion que nous av ions tout d 'abord relativement à 
l 'inertie de la matière . Nous avons admis en principe (§ H3) 
qu 'un point matér ie l qui n'est soumis à aucune force se meut 
un i formément et en ligne d ro i t e ; nous savons maintenant 
comment les choses se passent , lorsqu 'au lieu d 'un point ma-
tériel on considère un solide invariable qui se t rouve dans le 
même cas, c'est-à-dire qui n 'est soumis à l 'action d 'aucune 
force : son centre de gravi té se meut un i fo rmément et en ligne 
droite, et en même temps le solide tourne au tou r de son centre 
de gravi té , conformément a u x lois simples qui viennent d 'ê t re 
indiquées d ' après Poinsot. 

§ 2At. Supposons qu 'un solide invariable soit soumis aux ac-
tions de diverses forces, et q u e ces forces aient une résultante 
passant constamment pa r son cent re de gravité ; le mouvement 
du solide dans l'espace se dé t e rmine ra encore t rès facilement. 
D'abord nous savons que le cen t re de gravi té du solide se meut 
comme si toute la masse du solide y était concentrée et que les 
forces qui agissent sur le solide y fussent t ranspor tées parallè-
lement à elles-mêmes 222) ; en sorte que le mouvement du 
centre de gravi té se dé te rmine comme celui d 'un simple point 
matériel . Ensuite nous observerons que, la résultante des forces 
appl iquées au solide passan t cons tamment par son centre de 
gravité, le mouvement du sol ide p a r rappor t à des axes de di-
rection constante menés pa r ce point s 'effectuera absolument 
de la même manière que si le solide n 'é tai t soumis à l'action 
d 'aucune force ; les t héo rèmes des aires et des forces vives, que 
nous pourrons appliquer d a n s ce cas, comme nous l 'avons fait 

dans le p a r a g r a p h e précédent , nous conduiront à des résul tats 
qui seront ident iquement les mêmes : le solide se meut donc 
de telle manière q u e son ellipsoïde central roule su r un plan 
lié invariablement aux axes de direction constante menés par 
son centre de gravi té , et la vitesse angula i re dans ce roule-
ment est à chaque instant proport ionnel le à la longueur du 
diamètre de l'ellipsoïde central autour duquel s 'effectue la 
rotat ion instantanée du solide. 

Nous pouvons donner comme exemple le mouvement d 'un 
co rps solide soumis à la seule action de la pesanteur , et lancé 
tout d 'abord d 'une manière quelconque au-dessus de la surface 
de la terre , en supposant toutefois que ce corps puisse être assi-
milé à un solide invariable. Son cent re île gravi té -e mouvra 
suivant une parabole (S 122), et en même temps il tournera 
au tour de ce point conformément à ce qui vient d 'être dit . S'il 
s 'agit d 'un boulet sphér ique homogène, pour lequel l 'ellipsoïde 
centra l se réduit évidemment à une sphère , on voit que l 'axe de 
rotation du boulet a u t o u r de son cent re de grav i té restera tou-
j o u r s paral lè le à une même direction, et que la vitesse avec 
laquelle il tournera au tour de cet axe ne variera pas. S'il s 'agit 
d 'une tige r igide que l'on poisse assimiler à une ligne droite pe-
sante , celte tige tournera au tou r de son centre de gravi té , en 
restant dans un plan de direction constante mené par ce point . 

§ 213. Supposons qu 'un solide invariable complè tement libre 
soit en repos, et qu 'on vienne lui appl iquer une percussion ; 
nous allons nous proposer de dé te rminer le mouvement qui en 
résul tera pour le solide. Nous en tendons , p a r percussion, un 
choc b rusque , ' t e l qu 'un coup de mar t eau . Ce choc s 'effectue 
dans un intervalle de temps ex t rêmement court : mais la force 
qui agit sur le corps pendan t ce temps est habituellement t rès 
grande , de sor te que, malgré le peu de durée de son act ion, elle 
dé termine un mouvement qui peut être très rapide. Quelle que 
soit la vitesse que prenne un point quelconque du solide à la 
-uite de la percussion, le déplacement que ce point a déjà 
éprouvé, à l ' instant où la percussion cesse, est toujours t rès 
petit ; on voit en effet que , lors même que le point dont il s'agit 
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aura i t , pendan t toute la durée 6 de la percussion la vitesse qu'il 
possède à la lin, son déplacement total pendant ce temps 6 n'en 
sera i t pas moins t r è s petit, puisque ce déplacement serait 
égal au produi t de la vitesse du point parO, et que 0 est tou-
j o u r s ex t r êmemen t pet i t : il en est encore ainsi, à plus forte 
ra ison, d a n s la réal i té , où le point n 'acquiert que progressive-
ment la vitesse dont il est animé à la fin de la percussion. 
Nous p o u r r o n s donc supposer, sans commett re d ' e r reur ap-
préciable , que le solide conserve la même position dans l'es-
pace pendan t toute la durée de la percussion; en faisant cette 
h y p o t h è s e , nous se rons d 'autant plus p rès de la réal i té que la 
du rée 6 de la percussion sera plus courte , et nous serions exac-
tement dans le vra i , si la percussion était instantanée. Nous 
a d m e t t r o n s en outre que la force P , qui agi t sur le solide en 
vertu de la percussion, conserve cons tamment la même di-
rection pendan t tout le temps 0. 

Cela posé, il va n o u s être facile de déterminer le mouve-
ment q u e p r end le solide sous l 'action de la force P . D 'abord, 
si nous appl iquons a u mouvement de son centre de gravi té le 
t h é o r è m e des quant i tés de mouvement et des impulsions pro-
je tées su r un axe, nous aurons évidemment 

M v = J *Pd/, 

en dés ignant par v la vitesse du cent re de gravi té , et p a r M la 
masse totale du solide. Pour t rouver le mouvement que prend 
le solide p a r r appor t à des axes de direction constante menés 
par son centre de grav i té , appliquons le troisième théorème 
géné ra l à ce mouvement relatif (§§ 22(i et 234) : nous recon-
na î t rons sans peine que le plan du maximum des aires pa r rap-
por t au centre de gravi té dont il s 'agit, et à la lin du temps 6, 
es t précisément le plan qui passe pa r ce centre de gravi té et par 
la direct ion de la force P. En effet, si nous considérons un axe 
quelconque mené dans ce dernier plan et par le centre de gra-
vité du solide, la somme des moments des impulsions élémen-
ta i res de la force P p a r rappor t à cet axe, pendant tout le temps 

6. sera nul le ; l 'accroissemeut de la somme des moments des 
quanti tés de mouvement des divers points du solide par rappor t 
à cet axe doit donc aussi ê t re nulle ; e t comme cette somme des 
moments des quant i tés de mouvement est nulle au commence-
ment du temps 0, il s 'ensuit qu 'e l le est également nulle à la 
Un: donc, le plan du maximun des a i res du solide relatif à son 
centre de gravi té , et à la tin du t e m p s 0. passe par l 'axe dont il 
s 'agit (§ 228), c 'est-à-dire que ce plan passe pa r le centre de 
gravi té du solide et pa r la direction de la percussion. 

Si l 'on se repor te maintenant à ce qui a été démontré précé-
demment (§ 243), on verra que , à l ' instant où la percussion 
cesse, le solide doit tourner au tou r du diamètre de son ellipsoïde 
central qui est conjugué du plan d iamét ra l mené par la direction 
de la force P . Quant à la vitesse angu la i re w avec laquelle s 'ef-
fectue cette rotat ion, on l 'obtiendra en expr imant que le moment 

de l ' impulsion totale J " 8 P dt, pa r r a p p o r t au centre de gravi té 

du solide, est égale à / et 3 ayan t la même signification que 

p récédemment ; ou bien encore, ce qui revient au même, en 
expr imant que le moment de cette impulsion totale, par r ap-
port à l 'axe de rotat ion, est égal à la somme des moments des 
quanti tés de mouvement des divers points du solide par r ap-
port au même axe, somme qui a pour valeur wSmr1 2mr* é tant 
le moment d ' inert ie du solide par r appor t à cet axe. 

Si le solide, ap rès avoir été soumis à la percussion dont il 
s 'agit , est ensuite abandonné à lui-même, sans qu 'aucune force 
lui soit appl iquée, il se meu t conformément à ce qui a été dit 
dans le § 243; et les circonstances initiales de ce mouvement 
sont préc isément celles que nous venons de dé terminer comme 
résul tant immédia tement de la percussion. 

Dans le cas où l'on appliquerai t à un solide invariable en 
repos deux percussions égales , agissant suivant des directions 
parallèles, et en sens contra i re l 'une de l 'autre, il est aisé de 
voir quel mouvement ce couple de percussions lui communi-
querai t . D'une par t , il est clair que le centre de gravité du so-
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lide resterai t immobile, puis q u e les forces appl iquées au solide, 
é tant t ranspor tées paral lè lement à elles-mêmes en ce point , s'y 
détruiraient constamment . D 'une au t r e par t , le couple de per-
cussions pouvant ê t re t ranspor té paral lè lement à lui-même, sans 
que son effet soit changé (§§ 211 et 181), si on le t ransporte 
ainsi de manière que l 'une des deux percussions agisse sur le 
centre de gravi té même, l ' au t re percussion produira seule le 
mouvement du solide a u t o u r d e ce point ; donc le point du maxi-
mum des aires, pa r rappor t au centre de gravi té , dans le mou-
vement que le couple de percuss ions communique au solide, 
est paral lè le au plan de ce couple . Un voit donc que. par suite 
de l 'action du couple de percuss ions , le solide commence à 
tourner au tour du diamètre de son ellipsoïde central qui est 
conjugué du plan diamétral paral lèle au plan du couple. Cet 
axe . au tou r duquel le solide commence à tourner , n'est per-
pendiculaire au plan du couple de percussions, qu 'au tant que 
ce plan du couple est para l lè le à l 'un des plans principaux de 
l'ellipsoïde central du solide. 

§ 2 1 6 . M o u v e m e n t « l 'un « o l l d e i n v a r i a b l e nmtujett i à t o u r -

n e r a u t o u r d ' u n p o i n t n t e . — Lorqu'un solide invariable est 
assujetti à tourner au tour d 'un point fixe, on peut t rouver les 
équations différentielles de son mouvement rappor té à trois 
axes menés par ce point, en p r enan t la somme des moments 
des forces qui agissent sur lui. et «les forces d ' inertie de ses 
différents points, par r a p p o r t à chacun de ces trois axes, et 
exprimant que chacune des trois sommes ainsi obtenues est 
nulle (§ 221). Mais on peut auss i é tabl ir ces équat ions différen-
tielles, en ra isonnant , pou r le mouvement absolu dont il s 'agit, 
comme nous avons raisonné p récédemment (§ 212) pour le mou-
vement «l'un solide libre a u t o u r de son centre de gravi té . Si l'on 
reprend tout ce qui a été di t à cette occasion, on verra que les 
équations différentielles (a) e t (b), auxquelles nous sommes par-
venus, conviennent également , sans aucune modification, pour 
déterminer le mouvement d 'un solide invariable assujetti à 
tourner autour d 'un point f ixe. Seulement les moments d'iner-
tie A, B. C, les vitesses angula i res composantes p, q, r , et les 

sommes de moments L. M, N, au lieu de se r appo r t e r aux axes 
principaux du solide cor respondant à son cent re de gravi té , 
se rappor ten t à ses axes principaux correspondant au point 
fixe autour duquel s 'effectue le mouvement . 

Si l 'on suppose que le solide ne soil soumis A l 'action d 'aucune 
force, et qu'il ne se déplace qu'en vertu d u mouvement qu'on 
lui a impr imé tout d 'abord , il est aisé de voir qu 'on pour ra en-
core lui appliquer tout ce qui a é té «lit (§ 213) relat ivement au 
mouvement d 'un solide libre au tour de son centre de gravi té , 
dans le cas où aucune force n 'agi t sur ce solide. Ainsi l 'on peut 
dire que, si l'on considère l'ellipsoïde qui fait connaî t re la loi 
des moments d'inertie du solide pa r r a p p o r t aux diverses droi-
tes menées par le point llxe. cet el l ipsoïde, en t ra îné pa r le so-
lide dans son mouvement au tour «le ce point , ne fait que rou-
ler sur un plan lixe. et cela avec une vitesse angula i re qui 
varie proport ionnel lement à la longueur du rayon de l'ellip-
soïde passan t par son point de contact avec ce plan lixe. 

Enfin on verra encore facilement que, si un solide, assujet t i 
à tourner au tour d 'un point lixe et p r imi t ivementen repos, vient 
à ê t re soumis à une percussion, il commencera à tourner autour 
d 'une droite qui, dans l 'ellipsoïde dont il vient d 'ê t re question, 
s e r a l e diamètre conjugué du plan d iamét ra l passan t par la di-
rection de la percussion. La vitesse u , dont il sera animé dans 

cette rotat ion, s obt iendra de même en égalant - au moment 
15 

de l'impulsion totale due à la percussion pa r rappor t au point 
lixe, / et S ayan t la signification qui a déjà été ind iquée ; ou 
bien encore en égalant wZ/nr* au moment de cette impulsion 
totale par rappor t à l 'axe de rotat ion. 2mr a é t an t le moment 
«l'inertie du solide par rappor t à cet axe. 

•! 2 1 7 . M o u v e m e n t « l ' un a o l i d e i n v n r i n l t l e nmii i jett i à t o u r -

n e r a u t o u r d ' u n a * e fl*e. — 

Lorsqu'un solide invariable ne 
peut que tourner au tour d 'un axe fixe, une seule équation dif-
férentielle suffit pou r déterminer son mouvement . Celle équa-
tion peut s 'obtenir à l 'aide du théorème de d 'Alembert (§ 221), 
en expr imant que la somme des moments des forces réel les et 
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des forces d ' inert ie par rappor t à l 'axe ûxe est égale à zéro. Con-
cevons que la force d'inertie de chaque point soit décomposée 
en deux forces, dirigées, l 'une suivant la tangente au cercle que 
le point décr i t , e t l ' au t re suivant le prolongement du rayon de 
ce cercle (§ 138); le moment de cette force d ' inertie par rapport 
à l 'axe sera égal au moment de sa composante tangentielle par 
r appor t au môme axe , puisque le moment de sa composante 
centr ifuge par r a p p o r t à cet axe est nul. Ce moment de la force 

d ' inertie a u r a donc pour expression m r ' ^ . r , en désignant par 

m la masse du point considéré, par r sa distance à l 'axe, et par 
o> la vitesse angula i re du solide. 11 s'ensuit que la somme des 
moments des forces d ' inert ie des divers [»oints du solide par 
rappor t t\ l 'axe a pour valeur 

7/7 ^ 

D'après cela, si l'on représente par P la projection d 'une quel-
conque des forces appl iquées au solide sur un plan perpendi-
culaire h l 'axe lixe, et par p la plus courte distance de la direc-
tion de cette force et de l'axe, et si l'on regarde comme positifs 
les moments des forces qui tendent à faire tourner le solide 
dans le sens de la vitesse angulaire M supposée positive, on aura 

E P p - ^ S m r » 

pour la somme des moments des forces réelles et des forces 
d ' inertie par rappor t à l 'axe flxe. En l 'égalant à zéro, on en tire 

d « _ S P p 
dl ~ 'Smr 1 ' 

qui est l 'équation différentielle du mouvement de rotation du 
solide au tour de l 'axe. L'intégration de cette équation diffé-
rentielle fera connaître w en fonction de t ; et si l 'on observe 
<pie, 8 é tan t l 'angle dont le solide a tourné à par t i r de sa posi-
tion initiale, on a 

d) 

on voit qu 'une nouvelle intégrat ion fourn i ra la valeur de cet 

angle 0 en fonction de t. Les constantes introduites par ces 

deux in tégra t ions se termineront d ' a p r è s les valeurs de ««et 

de 0 co r r e spondan t à t = 0 . 

Si l 'on compare l 'équation différentielle qui vient d 'être éta-

blie avec celle qui dé termine le mouvement rectiligne d'un point 

matér ie l sous l 'action d 'une force donnée (§ 103), on voit que 

ces équat ions ont des formes ana logues . On en conclut tout de 

suite que le moment d ' inert ie 2wir® du solide pa r rappor t à l 'axe 

fixe joue , dans le mouvement de rotat ion du solide au tour de 

cet axe , le même rôle que la masse d ' u n point matériel dans le 

mouvement recti l igne de ce point : toutes choses égales d'ail-

leurs, l'accélération angulaire ^ est d ' au tan t plus petite que 
al 

le moment d ' inert ie Zmr* est plus g r a n d . 

§ 248. Lorsque les forces appl iquées au solide sont telles que 
la somme de leurs moments par r appor t à l 'axe lixe. est nulle, 
«.»est cons tant , et le mouvement de rota t ion du solide est uni-
fo rme . C'est ce qui a lieu en part icul ier lorsque le solide n'est 
soumis à l 'action d 'aucune force. 

Considérons spécialement ce cas part icul ier d 'un solide qui 
tourne a u t o u r d ' u n axe en vertu d 'une vitesse initiale, sans 
qu 'aucune force lui soit appl iquée, et cherchons à nous rendre 
compte des pressions que l 'axe doit avoir à suppor te r de la part 
du solide. Si nous imaginons un sys tème d 'axes coordonnés liés 
invar iablement au solide, et en t ra îné pa r lui dans sa rotation 
au tou r de l 'axe lixe, nous pouvons r ega rde r le solide comme 
étant en équil ibre pa r rappor t à ces axes coordonnés mobiles; 
les pressions qu'il exerce sur l 'axe lixe peuvent donc être con-
sidérées comme dues aux forces, tant apparentes que réelles 
(§ 188), qui sont appl iquées à ses di f férents points, dans cet 
équilibre relatif . Mais nous admet tons qu ' i l n'y a pas de forces 
réel les ; et d 'un au t re côté, le mouvement de rotation du solide 
étant un i forme, la force d ' inert ie de chacun de ces points se 
réduit à la force cent r i fuge : ce sont donc les forces centrifu-
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ges «les différents points du solide qui dé terminent seules les 

pressions que le solide exerce su r l 'axe. Nous allons voir com-

ment ces forces cent r i fuges peuvent se composer entre elles, 

de manière à simplifier la recherche des pressions dont il s'a-

git , dans chaque cas par t icul ier . 

La force centr i fuge d 'un point de masse m, si tué à une dis-

tance r de l'axe de ro ta t ion , a pour expression 

on peut la supposer appl iquée au point où sa direction rencon-
tre l 'axe lise. Si les axes coordonnés , (pie nous imaginons liés 
au solide, sont choisis de manière que l 'axe des x coïncide 
avec l 'axe lixe. et si x , y, z désignent les coordonnées du point 
que nous considérons, il est aisé de voir que la force centri-
fuge de ce point, a p r è s avoi r été t ranspor tée sur l 'axe des x 
comme nous venons de le dire, peut s'y décomposer en deux 
forces dirigées para l lè lement aux axes des y et des Î , et ayant 
respect ivement pour va leu r s 

Cela posé, concevons q u e nous considérions tous les points ma-
tériels qui font par t ie d 'une t r anche du solide comprise entre 
deux plans perpendiculaires à l 'axe des x et distants l'un de 
l 'autre d 'une quant i té infiniment petite. Si nous remplaçons la 
force centr i fuge de c h a c u n de ces points pa r deux forces paral-
lèles aux axes des y et des z appliquées au point de la tranche 
qui est sur l 'axe des x , nous aurons en ce dernier point une 
série de forces para l lè les à l 'axe des y qui pour ron t èlre rem-
placées pa r une force unique, égale à leur somme Zmu'y, et 
aussi une au t re série de forces parallèles à l 'axe des : qui pour-
ront ê t re remplacées p a r une force unique égale à 2mu*z: la 
résul tante des deux forces ainsi obtenues sera la résul tante des 
forces centrifuges de tous les points qui composent la tranche 
considérée. Mais si M est la masse de cette t ranche, et si yvzt, 

sont les distances de son centre de gravi té aux plans des xz et 

des xy, 011 a 

puisque w est le même pour tous les points de la t r a n c h e ; d'ail-
leurs M W S Y , , MCM'X,, peuvent être regardés comme des compo-
santes de la force centr ifuge d'un point matér ie l de masse M qui 
serait placé au centre de gravi té de la t ranche : donc on peut 
dire que les forces centrifuges des différents points de la t ran-
che infiniment mince dont il s 'agit, se composent en une seule 
force, qui est précisément la force cent r i fuge unique qui se 
développerait , si toute la masse de la t r anche était concentrée 
en son centre de gravi té . 

Si toutes les t ranches infiniment minces, dans lesquelles le 
solide tout entier peut ê t re divisé pa r des plans perpendiculaires 
à l 'axe fixe, ont leurs centres de gravi té si tués su r une droite 
parallèle à cet axe, les forces centr i fuges résul tantes qui corres-
pondent à ces diverses t ranches , conformément Ace qui précède , 
sont toutes paral lèles entre elles: d 'ai l leurs elles sont p ropor -
tionnelles aux masses de ces t ranches , et sont appl iquées à leur-
centres de gravi té : donc elles ont une résul tante qui est égale 
à leur somme, et qui est appliquée au centre de gravi té du so-
lide tout entier . Ainsi, dans ce cas. toutes les forces centr ifu-
ges correspondant aux différents points du solide ont pour ré-
sultante unique la force centr ifuge qui se développerai t si la 
masse totale du solide était concentrée en son centre de gravité . 

Lorsque les centres de gravité des diverses t r anches infini-
ment minces, dans lesquelles le solide peut ê t re décomposé pa r 
des plan« perpendiculaires A l 'axe fixe, ne sont pas tous situés 
sur une droite paral lèle à cet axe. il n ' a r r ive [»lus en général 
(pie les forces centr ifuges des différents points du solide aient 
une résul tante unique. Si nous reprenons la force centr i fuge de 
chaque point en part iculier , et que nous la remplacions pa r 
deux forces ww'y. mvflt, dirigées paral lè lement aux axes des 
y et des z. et appliquées en un point de l 'axe des x , l 'ensemble 
de toutes les forces analogues nous donnera un système de 
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forces parallèles à l'axe des y dirigées dans le plan des uy, et 

un au t re système de forces parallèles à l 'axe des s d i r igées dans 

le plan des xs. Chacun de ces deux systèmes de forces don-

nera lieu soit à une résultante unique, soit à un couple résul-

tan t ; la connaissance de la résul tante ou du couple résultant 

cor respondant à chacun des plans des xy et des xz, pou r r a dès 

lors servir à la détermination des pressions exercées pa r le so-

lide sur son axe. 
Supposons que l'on veuille t rouver les conditions qui doivent 

ê t re remplies pour que l 'axe n'ait à suppor ter aucune pression : 
les composantes des forces centrifuges qui sont dir igées dans 
le plans d c x y devront se faire équilibre mutuel lement , e t il de-
vra en être de même des composantes dir igées dans le plan des 
xz. 11 faudra donc d'abord que la somme des composantes pa-
rallèles A l 'axe des y soit nulle, ce qui fourni t la condition 

£ m y = 0 , 

et que la s o m m e des moments de ces forces pa r r appor t à l'o-
rigine des coordonnées soit nulle, ce qu i fourni t la condition 

vmxy = 0 ; 

et ensuite qu'il en soit de même pour les composantes parallè-

les à l 'axe des z, ce qui donne lieu aux deux aut res conditions 

analogues : 

v m : = 0 , X m x ; = 0 . 

Ces qua t re conditions expr iment : 1° que le centre de gravité 
du solide doit être situé sur l 'axe lixe; 2° que cet axe doit être 
un des axes principaux du solide cor respondan t à son centre 
de gravi té . 

Tout ce que nous venons de di re , sur la composit ion des 
forces centrifuges des divers points d 'un solide qui tourne uni-
formément autour d'un axe fixe, peut év idemment s'appliquer 
à la composit ion des forces centr ifuges de ces points , dans le 
cas où le mouvement de rotat ion du solide est var ié , puisque 
l 'expression de ces forces est la même dans les deux cas. Seu-

lement. dans le cas généra l , les forces centr ifuges ne doivent 
plus être considérées seules, pou r a r r iver à la détermination 
des pressions du solide su r l 'axe : on doit tenir compte, en 
même temps, des forces réelles qui agissent sur le solide, et 
des forces d ' inertie tangent ie l les de ces différents points. 

§ 249. E'enduie composé. — Un solide pesant , assujet t i à 
tourner au tour d 'un axe hor izonta l qui ne passe pas pa r son 
centre de gravité, prend sous la seule action de la pesanteur une 
position d 'équil ibre dans laquelle son centre de gravi té se t rouve 
dans le plan vertical m e n é pa r l 'axe. Si on le dé range de cette 
position d'équilibre, et qu 'ensui te on l ' abandonne à lui-même, 
il tend à y revenir en ef fec tuant une série d'oscillations. Un 
solide pesant qui se t rouve d a n s ces conditions, constitue ce 
qu'on nomme un pendule composé. Pa r opposition, on désigne 
sous le nom de pendule simple le pendule dont nous avons déjà 
étudié le mouvement (§ 132), e t qui est fo rmé d'un seul point 
matériel pesant a t t aché à l 'une des extrémités d 'un lil inexten-
sible et sans masse dont l ' au t re ex t rémi té est fixe. Nous allons 
voir comment on peut t rouve r les diverses circonstances du 
mouvement du pendule composé . 

Désignons par M la masse totale du solide, par a la distance 
de son centre de gravi té à l 'axe fixe, par k son rayon de giration 
(§ 238) pa r rappor t à une paral lè le à cet axe menée par son 
centre de gravi té , par 0 l 'angle que le plan mené pa r le cent re 
de gravi té et l 'axe fixe fait avec le p lan vertical dans une posi-
tion quelconque du pendule , et pa r w la vitesse angulaire dont 
le pendule est an imé dans cette position. Le moment d ' inertie 
du solide, par rappor t à l 'axe fixe, a pour valeur (239) 

la somme des moments des poids des différents points maté -
riels de ce solide, pa r rappor t à l 'axe fixe, dans la position 
quelconque que l'on considère , est d 'ai l leurs égale au moment 
du poids total du solide appl iqué à son centre de gravi té , et a 
par conséquent pour valeur 

M ga s i n i : 
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donc l 'équation différentielle du mouvement de rotation de ce 

solide au tour de l 'axe tixe est 

dt> ga s i n 8 

Tt-«»+*«* 

Le pendule simple n'est qu 'un cas part icul ier du pendule coin-

posé; cette équation différentiel le pour ra donc s 'appliquer au 

mouvement d 'un pendule s imple de longueur /. et pou r cela 

il suffira d 'y supposer q u e k est nul et d 'y remplacer a pa r / : 

ainsi l 'équation différentiel le du mouvement de ce pendule sim-

ple est 

g s in 9 

Tt~ l 

Ces deux équat ions, dont l 'une se r appor t e au mouvement du 

pendule composé, et l ' au t r e au mouvement du pendule simple, 

deviennent identiques si l 'on suppose 

donc, si la longueur I du pendule simple satisfait à cette condi-
tion. les mouvements d e s deux pendules s 'effectueront exacte-
ment de la même man iè re , pourvu toutefois que les circons-
tances initiales du mouvemen t soient les mêmes de part el 
d 'autre . Ainsi les lois du mouvement du pendule composé sonl 
les mêmes que celles q u e nous avons trouvées (§ 132) dans le 
cas du pendule simple. 

Le pendule s imple , dont les oscillations s 'effectuent de ln 

même manière que cel les d 'un pendule composé , est dit équi-
valent à ce dernier pendule . 

Si l 'on mène une d ro i t e parallèle à l 'axe de suspension du 
A* 

pendule composé, à u n e distance de cet axe égale à a -f- - et 

dans le plan qui passe p a r cet axe et par le centre de gravit»-
du pendule, tous les points du solide qui se t rouvent sur cette 
droite se meuvent abso lument de la même manière que si chacun 

d 'eux était isolé et qu'il fût lié directement à l 'axe de suspension 
par un fil inextensible et sans masse dirigé suivant la perpendi-
culaire qui mesure sa distance à l 'axe : cette droi te se nomme 
l ' a re d'oscillation du pendule, et l 'on donne le nom de centre 
d'oscillation au point où elle perce le plan perpendicula i re à 
l 'axe de suspension mené par le centre de gravi té du solide. Il 
est aisé de voir que les axes de suspension et d'oscillation sont 
réciproques l 'un de l ' au t re ; c 'est-à-dire que. si l 'on prend l 'axe 
d'oscillation pour en faire un axe de suspension du solide, l 'axe 
de suspension primitif deviendra l 'axe d'oscillation : en effet, la 
distance a du centre de gravi té du solide à son nouvel axe de 

A*1 A-1 

suspension é tant égale à - . la distance a' - f - de ce nouvel 
a a 

axe de suspension à l 'axe d'oscillation cor respondant sera égale 

b — a. ce qui démontre la proposition énoncée. 

Si l 'on cherche , parmi tous les axes »le suspension d'un solide 
pesant , qui sont parallèles à une même droite menée pa r son 
centre de gravi té , quels sont ceux p o u r lesquels In durée des 
petites oscillations du pendule formé p a r c e solide a une même 
valeur, on trouve évidemment que ces axes sont les généra-
trices de deux surfaces cylindriques de révolut ion ayan t la 
droite donnée pour axe commun de figure, et que les rayons a, 
a de ces deux surfaces cylindriques satisfont à la condition 

ad=k\ 

k é tant le rayon de giration du solide par rappor t à la droite 
dont il s 'agit ; pour toutes les généra t r ices de ces deux surfaces, 
prises comme axes de suspension, la durée des petites oscilla-
tions du pendule sera égale à celle des petites oscillations d'un 

pendule simple ayant pour longueur a - f - . P a r m i tous les 
a 

axes de suspension parallèles à la droite donnée, ceux qui four-
niront la plus courte durée pour les petites oscillations du pen-
dule, seront les génératr ices d 'un cyl indre de révolution autour 

30 
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de cette droite a y a n t k pour rayon : car, pour que l 'expression 

a + - , dans laquelle a est variable, devienne un min imum, il 
a ' 

faut que l'on ait a = k. , 
S 050 C e n t r e «le p e r e n s s l o n . - Lorsqil un solide, assu-

jett i à tourner au tou r d 'un axe fixe et d 'abord en repos, vient à 
être soumis à une percussion brusque dont la direction ne ren-
contre pas l 'axe fixe, il se met immédiatement en mouvement. 
La vitesse angula i re dont il est animé, à l ' instant où la per-
cussion cesse, se dé termine facilement par ce qui p récède : 
car on a 

d » _ J P p _ 
<tt ~~ Smrs> 

P étant la project ion de la force de percussion à un instant quel-
conque sur un plan perpendiculaire à l 'axe, e t p la distance de 
la direction de cette force à l'axe, distance que nous regarde-
rons comme constante pendant toute la durée 0 de la percus-
sion ; et si l 'on multiplie par dt, pour intégrer ensuite entre les 
limites 0 et 0 de la variable t, on trouve pour la vitesse angu-
laire«« du solide à la fin de la percussion 

p j \ i t 
61 = vm r» 

Cette équation aura i t pu d'ailleurs être obtenue immédiate-
ment , en app l iquan t le troisième théorème général (§ 220) au 
mouvement dont il s 'agit , et prenant les moments des quan-
tités de mouvemen t et des impulsions par rappor t à l 'axe fixe ; 
il est aisé de voir en effet que ce théorème peut être appliqué 
sans qu 'on t ienne compte des réactions de l 'axe fixe sur le so-
lide (§ 236), puisque les moments de ces réactions pa r rapport 

à l 'axe sont nuls . 

Pendant que le solide est soumis à la percussion qui le met 
ainsi b rusquement en mouvement, l 'axe supporte habituelle-
ment des pressions considérables. On peut se demander de 
quelle manière la percussion doit être appliquée au solide, pour 

que ces pressions sur l 'axe soient nulles. Pour cela, il faut évi-
demment que l 'axe a u t o u r duquel le solide commencerai t à 
tourner , s'il était en t i è r emen t l ibre et qu'il fût soumis à la même 
percussion, soit p réc i sément l 'axe au tou r duquel nous le suppo-
sons assujetti à t ou rne r . S'il en est ainsi, la fixité de l'axe ne gêne 
en aucune manière le m o u v e m e n t que la percussion tend à faire 
prendre au solide, e t pa r conséquen t le solide ne doit exercer au-
cune pression su r cet axe ; t and i s que si l 'axe fixe n'est pas celui 
au tour duquel la percuss ion ferai t t ou rne r le solide, dans le cas 
où il serait ent ièrement l ibre, l 'existence de cet axe fixe oblige 
le solide A prendre un m o u v e m e n t différent de celui qu'il p r e n -
d ra i t sans cela, e t il en résul te nécessai rement une réaction du 
solide sur l 'axe qui le gêne dans son mouvement . 

Si le solide était l ibre, la percuss ion qui lui est appl iquée dé-
te rminera i t à la fois un m o u v e -
ment de son centre de g rav i t é , e t 
un mouvement de ro ta t ion du so-
lide au tour d 'une dro i te p a s s a n t |>ar 
ce point (§ 215). P o u r que ces 
ileux mouvements se composen t 
en une seule rota t ion a u t o u r de 
l'axe AB, fig. 115 , il fau t q u e 
l'axe de la rotation c o m p o s a n t e soit 
une parallèle A'B' à l 'axe AB, menée pa r le cen t re de gravi té G : 
il faut de plus que la direct ion du mouvement du centre de g ra -
vité, c 'est-à-dire la direct ion de la percuss ion, soit perpendicu-
laire au plan AB A'B' (§ 53). Mais pour que la rotation du solide 
s'effectue «l'abord a u t o u r de l 'axe A'B'. il faut que le plan mené 
pa r la direction de la percuss ion et pa r le point G soit le plan 
d iamét ra l de l 'ellipsoïde cen t ra l qui est conjugué du d iamèt re 
«lirigé suivant la dro i te A'B'; donc ce plan diamétra l conjugué 
«lu diamètre A'B' doit ê t r e perpendicu la i re au plan ABA'B'. 
et en outre le point C où la direction «le la percussion ren-
contre le plan AB A'B' doit ê t r e su r la ligne d' intersection «lu 
plan AB A'B' avec le p lan d i a m é t r a l dont il s 'agit . Enfin la vi-
tesse v du centre de g r a v i t é doit ê t re égale à la vitesse angula i re 
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„ au tou r de Taxe A'B' mult ipl iée pa r la distance a du centre de 

gravi té G à l ' axe AB (§ 53). Or. il résul te de ce qui a été dit 

dans le § 2*5, que I o n a 

H Pdt * r Pdt 
- — > 

M k'-

en désignant p a r M la masse du solide tou entier p a r k 1 
rayon de g imt ion de ce solide par r appor t à l a droite A B , et 
par z la distance du poin t C à cette droite : il s 'ensuit q u o n 

doit avoir 
k» r — 

o est-à-dirè que la d i s tance CO du point C l 'axe AB doit être 
égale à la longueur du pendule simple équivalent au pend,de 
composé que fo rmera i t le solide en oscillant autour de l axe 

AB supposé hor izonta l . 
Ainsi, en r é suman t , p o u r «pie l 'axe tixe AB n 'éprouve pas de 

pression pendan t que la percussion est appliquée au solide. .1 
fau t • 1* que le plan d i amé t ra l de l 'ell ipsoïde central du sohde. 
qui e«d conjugué du d i amè t r e paral lèle ù AB. soit perpendicu-
laire au plan mené pa r AB et par le cent re de grav i té G ; 2» «pie 
la direction de la percuss ion soit perpendiculaire à ce plan 
mené par le point G et la ligne AB ; 3» entin que le point où 
cette direction perce le p lan GAB soit à la rencontre du plan 
diamétral , dont il v ien t d 'ê t re question, avec l 'axe d'oscillation 
correspondant à la l igne AB considérée comme axe de suspen-
sion (§ 219). 

La première de ces condit ions, à laquelle le solide doit satis-
faire, est nécessaire et suffisante pour qu'il soit possible de 
t rouver une direction suivant laquelle on puisse appl iquer une 
percussion au solide, sans que l 'axe AB éprouve des pressions 
pendant la durée de cet te percussion. Lorsque cette première 
condition est rempl ie , le point C déterminé par la troisième 
condition se nomme le centre de percussion. 

Si l'on supposait q u e le point 0 , pied de la perpendiculaire 

abaissée du point C sur l 'axe AB. fût seul fixe d a n s le solide, la 
percussion devrait encore faire tourner ce solide autour de 
l'axe AB : donc AB doit ê t re un des axes pr incipaux du solide, 
re la t ivement au point 0 (§ 216). Si h cette condit ion on en 
a jou te deux autres , s a v o i r : 1° que la percussion doit être diri-
gée perpendiculairement au plan GAB ; 2° que la distance CO 
doit ê t re égale à la longueur du pendule simple équivalent au 
pendule composé que formerai t le solide en oscillant au tour de 
l'axe AB supposé hor izontal , on aura un sys tème de trois con-
ditions équivalent à celui auquel on éta i t d ' abord parvenu . On 
sait d 'ailleurs qu 'une droite AB. qui ne passe pas pa r le cen-
tre de gravi té G du solide, ne peut ê t re un axe principal de ce 
solide que pour un seul de ses points . 

Si le solide est symétr ique pa r rappor t à un plan perpendi-
culaire à l 'axe llxe AB, son ellipsoïde centra l est également 
symétr ique pa r rappor t ù ce plan ; a lo rs la condition néces-
saire et suflisantc pour qu 'on puisse appl iquer une percussion 
au solide sans qu'il en résulte de pression sur l 'axe, se t rouve 
remplie, et la percussion doit ê t re d i r igée dans le plan de 
symétr ie . 



CHAPITRE III 

M O U V E M E N T D E S S O L I D E S N A T U R E L S 

§ 231. Lorsqu'un solide se meut sans éprouver de chan-
gement de forme appréciable pendant son mouvement , on 
peut lui appl iquer tout ce qui a été dit relat ivement au mouve-
ment d 'un solide invar iable; l ' e r reur que l'on commet ainsi, en 
ne tenant pas compte de la déformat ion du solide, est générale-
ment t rès petite, et peut être négligée. Des considérations ana-
logues à celles qui ont été présentées à l 'occasion de l 'équilibre 
des solides (§§ 183 et 193) montrent même qu'on ne commet 
absolument aucune e r reu r en t ra i tant un solide naturel en mou-
vement comme un solide invariable , s'il conserve rigoureuse-
ment la même forme pendant toute la durée de son mouvement, 
pourvu toutefois que l'on at t r ibue à ce solide précisément la 
forme qu' i l possède dans cet é tat de mouvement , et non telle ou 
telle autre forme peu différente de celle-là qu'il aura i t dans 
d 'aut res circonstances, par exemple, s'il était en repos. Géné-
ralement les choses ne se passent pas comme nous venons de le 
supposer en dernier lieu. Chaque molécule du solide se mouvant 
aut rement que si elle était isolée, tout en étant soumise aux 
mêmes forces extér ieures, il faut nécessairement qu'elle éprouve 
de la par t des molécules voisines des actions qui produisent ce 
changement de mouvement , ac t ions qui ne peuvent se déve-
lopper qu 'au tant que sa distance à chacune de ces molécules 
voisines var ie d 'une certaine quanti té ; et comme ces actions 
moléculaires doivent en général changer d'intensité à mesure 

que la molécule à laquelle elles sont appl iquées se t rouve en tel 
ou tel point de sa t rajectoire, il s 'ensuit que les distances de 
cette molécule à celles qui l 'environnent doivent aussi c h a n g e r 
d 'un instant à un au t re : en sorte que ce n'est que dans des cas 
exceptionnels qu 'un solide nature l en mouvement conserve in-
variablement la même forme, pendant un t emps plus ou moins 
long. Mais, la p lupar t du temps, le changement continuel de 
forme qu 'éprouve un solide naturel en mouvement est tellement 
faible, qu 'on ne peut s 'en ape rcevo i r ; e t , ainsi que nous 
venons de le d i re , on ne commet qu 'une e r r e u r insensible en 
le t ra i tant comme un solide invariable . 

Lorsqu'un corps solide se meut dans l 'espace, et éprouve en 
môme temps un changement de forme assez g r and pour qu 'on 
ne puisse pas se dispenser d 'en tenir compte , la détermination 
des diverses circonstances de son nouvement est beaucoup plus 
complexe ; cette déterminat ion ne peut s 'effectuer qu 'autant 
que l'on connaît les lois suivant lesquelles varient les actions 
que les diverses part ies du corps exercent les unes sur les aut res , 
à mesure que leurs positions respectives v iennen t à changer . 
Alors la question rentre dans le cas généra l de la recherche du 
mouvement d 'un sys tème de points matér ie ls soumis à la fois 
à leurs actions mutuelles et à des forces extér ieures . 

Après avoir dit que le mouvement d'un solide naturel , dont 
la déformation est tou jours t rès petite, peut être dé terminé 
comme si le solide était de forme invar iable , nous n 'aur ions 
plus rien à a j o u t e r , si l 'on n'avait j ama i s à considérer que le mou-
vement de solides isolés. Mais t r è s souvent , et sur tout dans les 
applicat ions de la mécanique aux machines , on a à considérer 
des solides qui se meuvent en touchant d ' au t res solides mo-
biles ou immobiles : il est nécessaire de che rche r à se faire 
une idée nette des effets dus à ce contact , afin de pouvoir en 
tenir compte dans l 'étude du mouvement des corps dont il s 'agi t . 

Le contact de deux solides en mouvement ,ou bien d'un solide 
en mouvement avec un solide en repos, peu t avoir lieu de deux 
manières t r è s différentes. Ce contact peut n 'exister que pendant 
un intervalle de temps t rès court , pendant lequel les mouve-
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ments des deux solides sont modifiés d 'une manière notable : 
c 'est ce qui a lieu lorsqu' i l se produi t un choc en t re les deux 
solides. Le contac t peut , au contraire, ê t re continu, de telle 
manière que les deux solides glissent ou roulent l 'un sur l 'autre 
pendan t toute la durée du mouvement que l'on considère , ou 
au moins pendan t une port ion notable de cette durée . Nous 
allons voir quelles sont les circonstances qui se présentent 
dans chacun de ces cas . 

s 232. C h o c d e d e u x s o l i d e « i p k é r l q n e i . — Pour nous 
rendre compte de ce qui se passe lorsque deux corps solides 
viennent à se choquer , nous considérerons un c a s t r é s simple : 
nous é tudierons le choc de deux solides Sphériques homogènes , 
qui sont an imés chacun d 'un mouvement de t ranslat ion recti-
ligne et uniforme, et dont les centres se meuvent sur une 
même ligne droi te . 

Soit M, M les deux corps dont il s 'agit , m, ni leurs masses, et 
v, v' leur vitesses, que nous supposerons dir igées dans le même 
sens. Si le corps M est en a r r i è re du corps M', et que v soit p lus 
g r and que v', il est clair q u e la distance des deux corps va en 
d iminuant progress ivement , et que bientôt il doit se produire 
un choc. Lu raison de la symétr ie complète du sys tème, par 
rappor t à la droite su ivant laquelle les cen t res des deux solides 
se mouvaient tout d ' abord , il est clair que ces deux centres res-
teront sur la môme droi te pendant et ap rès le choc, et que le 
mouvement de chacun des deux solides ne cessera pas d'être 
un mouvement de t ranslat ion : le choc n ' au r a donc pour effet 
que de modifier la vitesse dont les deux solides sont animés. 

Aussitôt que les deux co rps sont a r r ivés au contact , il se dé-
veloppe, en t re celles de leurs molécules qui sont voisines du 
point de contact , des forces qui tendent à d iminuer la vitesse du 
corps M, et à augmenter celle du corps M ; il s 'ensuit qu'au 
bout d 'un certain temps, qui est tou jours t rès court , les deux-
corps sont animés d 'une même vitesse u. Pour dé terminer cette 
vitesse commune, nous pouvons nous servir du second théorème 
général sur le mouvement des systèmes matér ie ls , c'est-à-dire 
du théorème des quant i tés de mouvement proje tées sur un axe 

i<5 224). Si nous proje tons le mouvement du système de deux 
cor|»s M, M', sur la droi te suivant laquelle se meuvent leurs 
centres, e t s i nous observons qu'U n'y a pas de forces extérieures 
appliquées à ce sys tème, puisque les forces développées par le 
choc entre les deux corps sont des forces intérieures, nous ver-
rons que la somme des quant i tés de mouvement des deux 
solides conserve cons tamment la même valeur. En égalant 
cette somme de quant i tés de mouvement , prise avant le choc. 
ii ce qu'el le devient à l ' instant où les deux solides ont une 
même vitesse, on obtient la relation 

wv -{- m'v = (m m ) u , 

d'où l'on dédui t 

mi' + mV 
u = \— 

r n - j - r n 

A part i r de l ' instant où les deux solides ont acquis la vitesse 
commune« , les choses se passent de diverses manières, suivant 
la nature des solides. Les forces dont nous venons de parler , qui 
ont agi entre eux de man iè re A rendre leurs vitesses égales, n'ont 
pu se développer qu 'au tan t que les solides ont éprouvé une cer-
taine déformation dans le voisinage de leur point de contact ; 
ces solides se sont apla t is vers ce point, et leur aplat issement a 
augmenté nécessairement lant que la vitesse de M était encore 
supérieure A celle de M . puisque, dans ce cas, le centre de gra-
vité de M se rapprocha i t t ou jour s du cent re de gravi té de M'. 
Lorsque les deux solides ont subi celle déformat ion, ils peuvent 
tendre plus ou moins énergiquement à reprendre leurs formes 
primitives, en vertu de leur élasticité. Dans le cas où ces corps 
sont l 'un et l 'autre complètement dépourvus d'élasticité, ils ne 
tendent en aucune manière A revenir aux formes qu'ils avaient 
d 'abord ; ils cessent donc de réagir l 'un sur l ' aut re à pa r t i r de 
l ' instant où leurs vitesses sont devenues égales , et par consé-
quent ils continuent à se mouvoir avec la vitesse commune u et 
restent indéfiniment en contact l 'un avec l 'autre . Au contraire , 
lorsque les corps sont élastiques, l 'aplat issement qu'i ls ont 
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éprouvé momentanément tend à disparaî tre , et ils continuent à 
réagir l 'un sur l 'autre en vertu de cette tendance ap rès que leurs 
vitesses sont devenues égales ; la vitesse de M est donc encore 
diminuée, et celle de M' augmentée, en sor te que. au bout d'un 
temps t rès court , les deux corps se séparent l 'un de l 'autre avec 
des vitesses différentes. Si les réactions qui se développent pen-
dant cette seconde part ie du choc ont les mômes valeurs que 
celles qui s 'étaient développées dans la première part ie , c'est-à-
dire si le choc présente une symétrie complète de pa r t et d'au-
t re de l ' instant qui correspond à la plus grande déformat ion des 
deux corps, on dit que ces corps sont parfaitement élastiques. 
Dans ce cas. la vitesse du corpsM. qui a d é j à diminué de v — « 
pendant la première part ie du choc, diminue encore de la même 
quantité pendant la seconde partie ; et de même la vitesse du 
corps M', qui s 'est acc rue de u — v' pendant la première par-
tie, s 'accroît encore d ' au t an t |>endant la seconde part ie : on a 
donc 

u — w=v — u, w' — u=v — v', 

en désignant p a r « ; et w' les vitesses des deux corps M, M' à 
l ' instant où ils se séparen t l 'un de l 'autre ap rès le choc. A l'aide 
de ces deux relations et de la valeur obtenue précédemment 
pour u, on trouve 

(m — m > + 2 m y _ { m — m)« - f 2m» 
w ~ ~ m + m ' m ' - f - m 

Ces deux cas que nous venons de considérer, et qui se rappor-
tent , l 'un à des corps entièrement dépourvus d'élasticité, et 
l 'autre à des corps parfa i tement élastiques, doivent être regar-
dés comme des limites extrêmes entre lesquelles tous les cas 
de la nature se t rouvent compris. 

Si l'on suppose que le corps M'ai t un rayon et une masse 
infinis, et que sa vitesse v' soit nulle, on se t rouvera dans le cas 
où un plan tixe vient à être choqué par un corps sphér iquequi 
se meut perpendiculairement à sa direction : les formules pré-
cédentes montrent que l'on a alors 

ti = 0, to = — t . 

Le corps qui r encon t re le plan restera donc immobile sur ce 
plan, s'ils sont l 'un et l 'autre dépourvus d 'é las t ic i té ; tandis qu'il 
le quit tera avec une vitesse égale et contraire à celle qu'il avait 
d ' abord , s'ils sont parfa i tement élast iques. Une bille d ' ivoire, 
qui vient tomber normalement sur un plan de marb re , réalise 
à t rès peu près ce dernier cas. 

Si l 'on suppose que les masses m, m' sont égales, et que la 
vitesse v' est nulle, on t rouvera 

u = J», 1 0 = 0 , i® — v. 

Les corps se meuvent donc ensemble avec une vitesse com-
mune égale à la moitié de la vitesse primitive du corps M, s'ils 
sont tous deux dépourvus d 'élast ici té; s'ils sont parfai tement 
élastiques, le corps M s 'a r rê te à la lin du choc, e t le corps M' 
prend précisément la vitesse don t l eco rps M étai t primitivement 
an imé. Ce dernier cas se réalise presque complètement lorsque 
les deux co rps sphé r iquesde même masse sont des bil lesd' ivoire. 

¡5 2 3 3 . P e r t e <le f o r r e v i v e l U m l e r h o r « l e « n n l i d r « n a -

t u r e l * . — Considérons tou jours le cas simple de deux corps 
sphér iques homogènes qui viennent à se choquer directement, 
et comparons les valeurs de la force vive du sys tème de ces deux 
corps avant et ap rès le choc . P o u r pouvoir fa i re plus facile-
ment cette compara i son , nous décomposerons la force vive du 
système, à un instant quelconque, en deux par t ies dont l 'une 
est la force vive dont le sys tème serait an imé s'il était concentré 
en son centre de gravi té , et l 'autre est la force vive de ce sys-
tème dans son mouvement par rappor t à des axes de direction 
constante menés pa r son centre de gravi té (§ 233). Or, il est aisé 
de voir que le centre de gravi té du système entier se meut unifor-
mément avec une vitesse qui est toujours l a même, avant , pen-
dant et ap rès le choc (§ 222), vitesse qui est pa r conséquent 
égale à la vitesse commune u des deux corps à l ' instant de leur 
plus grande déformation ; la première des deux part ies dans les-
quelles nous décomposons la force vive du sys tème a donc tou-
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jour? la même valeur, en sor te que nous pouvons en faire abstrac-

tion, dans la recherche de l ' augmentat ion ou de la diminution 

que la force vive totale a pu ép rouve r d 'un ins tant à un autre. 

Avant que le choc commence , la force vive du système, dans 

son mouvement rappor té à des axes de direction constante 

menés par son centre de gravi té , a pour valeur 

m(v — u)«-f m'(u — v')'; 

à l 'instant où les deux co rps se meuvent avec la vitesse com-
mune u, cette force vive est évidemment nul le; enfin, si les 
corps sont par fa i tement élast iques, la force vive du système, 
par rappor t aux mêmes axes mobiles, a pour valeur 

m ( u — » ) ! + m («»' — "P. 

quanti té qui est égale à 

m (e — u)1 - f m (u — v )*, 

d ' après les re la t ions qui l ient w et w à u, v, v. Ainsi l 'on voit 
que, dans le cas des corps pa r fa i t ement élastiques, la force vive 
du système est exactement la même après le choc qu 'avant ; 
tandis que, dans le cas des corps dépourvus d'élasticité, la force 
vive a diminué, par l 'effet d u choc, de toute la quant i té 

m (v — u)* - f m (u — v')*, 

c'est-à-dire de la force vive correspondant aux vitesses perdue 
et gagné v — u, u — v'. 

Il est aisé de se rendre compte du résultat auquel nous venons 
de parvenir , en se r e p o r t a n t au théorème généra l des forces 
vives(§ 230). Ce t h é o r è m e indique, en effet, que l'accroissement 
de la force vive du sys tème, pendant un temps quelconque, est 
égal au double de la s o m m e des t ravaux des forces, tant inté-
rieures qu'extérieures, qui agissent sur le sys tème pendant ce 
temps. Or, pendant tout le temps que la vitesse du corps cho-
quant M est plus grande que celle du corps choqué M', ces corps 
s'aplatissent de plus en p lus dans le voisinage de leur point de 
contact ; les molécules des deux corps qui sont près de ce point 

de contact se r approchen t donc les unes des autres , tout en ten-
dant à se repousser mutuellement : il en résul te que la somme 
des t ravaux des forces qui se développent ainsi en t re les molé-
cules des deux corps est négative (§ 175), et pa r suite que la 
force vive du sys tème doit diminuer jusqu 'à l ' instant où les deux 
solides ont at teint la vitesse commune u. La per te de force vive, 
dans le choc des deux corps supposés dépourvus d'élasticité, est 
donc une conséquence nécessaire du travail négatif développé 
par les forces moléculaires de ces deux corps , [tendant qu'i ls se 
déforment par l'effet du choc. Lorsque les deux corps sont par-
faitement élastiques, les forces moléculaires développent un 
travail positif pendant tout le temps que ces corps emploient à 
revenir de leur plus g rande déformat ion à leur forme primi-
tive ; d 'ail leurs, d 'après la définition que nous avons donnée des 
corps parfai tement élast iques (§252), la somme des t ravaux po-
sitifs produi ts pendant la seconde part ie du choc doit avoir la 
même valeur absolue que la somme des t ravaux négatifs cor-
respondant à la première partie : donc la force du vive système 
doit s 'accroître, pendan t cette seconde partie du choc, de toute 
la quanti té dont elle avait d iminué d 'abord , et par conséquent, 
à la fin du choc, elle doit avoir préc isément la même valeur 
qu 'au commencement . 

Tous les solides naturels é tant compr is en t re les deux limites 
extrêmes d 'une élasticité par fa i t ee t d 'un défaut complet d'élas-
ticité, il s 'ensuit que le choc de ces solides doit présenter des 
circonstances intermédiaires entre celles qui se rappor ten t à ces 
deux limites. Ainsi, on peut dire que, dans le choc direct de deux 
solides naturels sphér iques et homogènes , il y a toujours une 
perte de force vive duc à ce que le travail positif développé par 
les forces moléculaires, pendant la seconde par t ie du choc, est 
inférieur à la valeur absolue du travail négatif que ces forces 
moléculaires développent pendan t la première [wirtie. Cette perle 
de force vive est plus ou moins petite, suivant que les deux solides 
se rapprochent plus ou moins de rempl i r les conditions de l 'élas-
ticité parfai te , telle que nous l 'avons définie ; elle est égale à ia 
somme des forces vives dues aux vitesses perdue et gagnée par 



les deux corps , toutes les fois que ces deux corps restent en 

contact l 'un avec l 'autre ap rès que le choc est dé te rminé . 
La différence entre les valeurs absolues des sommes de t ra -

vaux dus aux forces moléculaires, pendant les deux part ies du 
choc, tient à deux causes que nous devons indiquer : 1° les mo-
lécules des deux corps, écartées de leurs positions primitives 
pendant la première part ie du choc, peuvent ne pas reprendre 
complètement ces positions lorsque le choc est t e rminé , en sorte 
que lescorpsconservent une port ion de la déformation totale que 
le choc leur avait fait ép rouve r ; 2° les molécules peuvent n'être 
l>as revenues complètement à leurs positions définit ives, à l'ins-
tan t où les deux corps se séparent , de sorte que ces molécules, 
en cont inuant à se mouvoir après cette sépara t ion, en ver tu de 
la vitesse qu'elles possèdent encore, prennent un mouvement 
vibratoire qui se t ransmet à toutes les molécules voisines sans 
avoir aucune influence sur le mouvement d 'ensemble de chacun 
des deux solides dans l 'espace. La différence entre la force vive 
du sys tème avan t le choc ,e t la force v i v e d u m è m e s y s t è m e a p r è s 
le choc (celte dernière force vive étant évalué abst ract ion faite 
du mouvement vibratoire des molécules des deux solides), peut 
donc être regardée comme une perte de force vive qui est due à 
la fois aux déplacements moléculaires pers is tants e t a u x vibra-
tions occasionnées pa r le choc. Une portion de cette différence 
des forces vives du système, prises a v a n t et ap rès le choc, est 
bien absorbée par le travail résistant qui correspond aux dé-
placements persistants des molécules. L 'autre port ion, au con-
traire, n 'est pas réellement perdue par l 'effet du choc, puis-
qu'el le se retrouve dans le mouvement vibratoire des molé-
cules, mouvement dont nous ne tenons pas compte en évaluant 
la force vive finale du système; mais, au point de vue de l"ap-
plication de la mécanique aux machines, on peut r egarder cette 
seconde port ion comme tout aussi bien perdue que la première, 
ainsi que nous le verrons plus l a rd . 

Il est aisé de comprendre que lés conséquences auxquelles 
nous venons de parvenir , dans le cas simple du choc direct de 
deux corps sphériques homogènes, peuvent ê t re immédiate-

ment général isées. On peut d i re que, toutes les fois qu'il se 

produi t un choc en t r e deux solides naturels , ce choc est ac-

compagné d 'une perte de force vive plus ou moins grande , qui 

est due aux déplacements pers is tants et aux vibrat ions des 

molécules des deux solides. 
§ 2 3 4 . U l l i w m e n l d r d e u x s o l i d e s n a t u r e l » l ' u n s u r l ' a u -

tre. — Lorsque deux solides na ture l s glissent l 'un sur l 'autre , 
soit que l 'un de ces deux solides reste immobile, ou bien qu'ils 
soient tous deux en mouvement , il se présente, dans le voisinage 
de leurs points de contact , des circonstances analogues à celles 
que nous venons d ' ind iquer dans le choc. Chacun des deux 
solides tend à retenir vers lui les molécules de l 'autre solide qui 
sont t rès r approchées de sa su r face . Ces molécules, ainsi dé ran-
gées de leurs positions na ture l les dans le corps auquel elles 
appar t iennent , puis a b a n d o n n é e s à elles-mêmes pa r suite de la 
continuation du gl issement des deux corps, reviennent plus ou 
moins exactement dans ces |K>sitions ; si elles y reviennent , elles 
les dépassent en vertu de leur vitesse acquise, et prennent 
ainsi un mouvement v ibra to i re qui se t ransmet dans toute l 'é-
tendue du corps . Le gl issement dont il s 'agit doit donc être 
accompagné d 'une per te de force vive due aux déplacements 
moléculaires persis tants et a u x vibrat ions des deux corps . 

On conçoit que, pour chacun des points de contact des deux 
solides, on puisse subst i tuer a u x phénomènes complexes que 
nous venons d ' indiquer , des forces résul tantes dont le travail 
corresponde à la per le de force vive qu'ils occasionnent ; on 
peut, par exemple, r e g a r d e r les deux solides comme étant dans 
les mêmes conditions que s ' i ls étaient de forme invariable, cl 
qu 'un ressort en hélice fût in terposé entre eux de telle manière 
que, s ' a t t achant à l 'un d 'eux pa r u n e de ses ext rémités , et à 
l 'autre pa r son autre ex t r émi t é , il lendil à s 'opposer à la conti-
nuation du glissement du p remier solide su r le second. Cette 
force résul tante , que nous supposons appl iquée à chacun des 
deux solides, et dont on se fait une idée assez nette en l 'assimi-
lant à l 'action du ressor t don t nous venons de parler , se nomme 
résistance au glissement, ou s implement frottement. Nous avons 
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déjà employé ces expressions pour désigner la force qui agit 
d 'une manière ana logue , dans le cas où l'on cherche à déter-
miner le gl issement de deux solides l 'un su r l 'autre (§ 202); 
mais il ne peut en résul ter aucun inconvénient dans les appli-
cations. puisqu 'on saura tou jours si elles doivent avoir la si-
gnification que nous leur a t t r ibuons actuel lement , ou bien celle 
que nous leur avions donnée p récédemment , suivant qu'il y 
aura réel lement un gl issement entre les deux corps considérés, 
ou bien seulement une tendance au glissement. D'ailleurs, pour 
éviter toute ambiguï té , il a r r ive souvent qu 'on distingue les 
deux espèces de résistance au gl issement dont il s 'agit, en 
donnant à l ' u n e le nom de frottement pendant le tnouvement, et 
à l 'autre celui de frottement «M départ. 

Ainsi, d ' a p r è s les explications dans lesquelles nous venons 
d 'ent rer , on p e u t ne pas se préoccuper des mouvements molé-
culaires déve loppés par le glissement de deux solides naturel» 
l 'un sur l ' aut re , lorsque ces deux solides ne se touchent que par 
un point, pou rvu que l'on regarde les deux solides comme sou-
nus chacun à l 'action d 'un frot tement dû à ln présence de l'au-
tre solide. Ix;s deux forces de f ro t tement , appl iquées ainsi aux 
points des deux solides pa r lesquels ils se touchent , sont égales 
et d i rectement opposées; leur direction est la même que celle 
du glissement élémentaire qui a lieu à par t i r de l ' instant consi-
déré , et par conséquent se t rouve dans le plan t angen t com-
mun aux deux solides, mené par leur point de con tac t (§ 65 . 
Le travail é lémentai re de chacune de ces forces de frottement 
s'obtient en la multipliant par la projection du déplacement 
élémentaire absolu de son point d'application su r sa direction; 
et la somme des t ravaux analogues, pour les deux forces de 
frottement, es t égale au produit de l 'intensité de chacune d'elles 
par le gl issement élémentaire des deux solides (S 175). 

Lorsque deux solides naturels glissent l 'un sur l ' au t re en se 
touchant pa r plusieurs points isolés, et même par un t r è s grand 
nombre de points répart is le long d 'une ligne ou dans toute l'é-
tendue d 'une certaine surface, on peut d i re pour chacun de leurs 
points de con tac t ce que nous venons de di re pour l eu r point de 
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contact unique, dans le cas où il n 'y en a qu 'un. On peut c -„s i -

dérer , à chacun de ces points .le contact, deux forces de r. „ i te-

ment égales et de sens contraire , appl iquées l 'une à un .1 - -ux 

solides et l ' aut re à l ' aut re solide, et ayant même direct . ... ,,e 

le glissement é lémenta i re des deux solides au point dont il - _it. 
Dans le cas par t icul ier où les deux solides qui glisse- l 'un 

s u r l 'autre se touchent par une face plane, et où leur mouve .. nt 
pendant un élément de t emps est un mouvement de t ransldl ï .m, 
dont la direction est nécessairement paral lè le à la fec- plane 
de contact , il est aisé de voir que toutes les forces de f. wft*. 
ment appl iquées à l 'un de ces solides sont paral lèles enti . .-Iles 
et dir igées dans le m ê m e sens : ces forces peuvent don. tre 
remplacées par une force unique égale à leur somme, ! ' , r i-
g é e e o m m e elles suivant la direction du glissement élém- ' . r e 
des deux solides. Dans ce cas. on peul r egarder les deux .li-
des comme étant soumis chacun à une seule force de .-He-
ment , dont l ' intensité cons t i tuera le f rot tement total d. - |. ux 
solides l'un sur l 'autre. Ces deux forces de frottement - .ni 
d 'ailleurs dans le même cas que celles qui correspond. I à 
chaque point de contact pris s épa rémen t ; leurs t ravaux . n-
d a n t u n élément de temps quelconque s 'évaluent conformém-nt 
à ce que nous avons dit il n 'y a qu'un instant . 

Des expériences, faites dans le cas part icul ier don» n. ve-
nons de par ler , ont fait conna î t re les lois du frottement | dant 

le mouvement . Kn faisant va r i e r l 'étendue de ta face plm, ( a r 

laquelle les deux solides se touchent , /a pression tot .1. q u e 
chacun de ces deux solides exerce ëvr l ' au t re suivant i-?r-
pendiculaire à cette face de contact, e t la vitesse du -se-
ment, on a t rouvé que : 1° le frottement est propor l ionm la 
press ion ; 2° il est indépendant de l 'étendue des surfac - ( u t -
tantes; .'1° il est aussi indépendan t de la vitesse de g l i s -en- nt 
des deux solides. Les deux premières de ces trois !<•: il 
exactement les mêmes que celles qui se rappor ten t an i r e -
nient au dépa r t (§ 202). 

11 est naturel de r ega rde r le f rot tement qui «e dévelo t n 

chaque point de contact de deux solides qui glissent I - '.r 

31 
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l ' au t re comme satisfaisant aux lois qui viennent d 'ê t re énon-
cée- à l 'exception toutefois de la seconde, qui n'a plus de sens 
quand il ne s'agit que d'un seul point de contact . 

Nous désignerons toujours le rappor t du f ro t tement à la 
pression sous le nom de coefficient de frottement. Ce rapport 
dépend uniquement de la nature .les surfaces des corps qu, 
glissent l 'un sur l 'autre . L'expérience montre que , pour les 
mêmes corps, la valeur de ce rapport qui correspond au frotte-
ment pendant le mouvement est généralement plus petite que 
« elle qui correspond au frot tement au dépar t . 

Nous donnerons également le nom ¿angle de frottement à 
l 'angle dont la t angente est égale au coefficient «le frottement. 
Si l 'on considère , en chaque point de contact de deux solides 

(„,i glissent l 'un sur l ' aut re , la résul tante «le la pression et du 
f ro t t ement appl iquée à l 'un des deux solides, c'est-à-dire 1 ac-
tion totale «pie ce solide éprouve de la pa r t de 1 au t re en ce 

' point , il esl aisé «le voir qu'elle fait avec la normale commune 
un angle égal à l 'angle de frot tement correspondant ; ce t te ac-
tion totale est d 'ailleurs dirigée dans le plan mené par la nor-
m a l e c o m m u n e et par la direction du glissement élémentaire 
qui a lieu en ce point de contact. 

H o u l e » « « ' » ' «1«' « »eux »o l i t l e s . . « l u r e l s l ' u n s u r l n u -

l r < t . — Lorsque «leux solides naturels arrondis roulent l 'un sur 
l 'autre, il -.e produi t des phénomènes analogues à ceux .pie 
nous venons 0« faire connaître dans le cas du glissement. Les 
pressions égales et contraires, que ces deux solides exercent 
l 'un sur l 'autre , déterminent pour chacun d'eux une déforma-
tion dans 1«- voisinage de Iturs points de contact. Les points de 
contact r-e dép laçant sur les deux solides, par suite de la con-
tinuation du roulement, la déformation dont il s 'agit tend à 
d i spara î t re ; mais, ou bien les molécules ne reviennent pas 
exactement à leurs positions primitives, ou bien elles y revien-
nent en prenant un mouvement vibratoire : on peut donc dire 
encore que le roulement de deux solides naturels l 'un sur l'autre 
est accompagné d 'une perle de force vive due aux déplacements 
moléculaires persistants et aux vibrations des deux solides. 
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Un conçoit encore que U „ ,,„isse subst i tuer à ces phéno-
luènes, qui se passent d»n> I.- ....«lement de deux corps l'un 
sur l 'autre. l 'action de cer ta ine- forée- résistantes capables 
d 'occasionner la même per te .t.- force vive. Mais, pour nous 
rendre un compte exa.-t .1.- la man iè re dont cette substitution 
peut se faire, il est nécessaire , e r epor te r aux expériences 
faites pa r Coulomb pour a r r iver .« la connaissance des lois de 
la résistance au roulement. 

L'n corps cyl indrique M. fi g. I | l i . é t an t posé sur une surface 
plane et hor izonta le 11 II. Coulomb 
a cherché quelle était h. force de 
traction qu' i l fallait lui app l ique r 
horizontalement en B, suivant 
une direction BB' perpendi .n l» i re 
à ses généra t r ices , pou r d é t e m u -
li er son roulement . Il » t rouvé 
que cette force variai! propor t ionnel lement aux poids I» du 
cylindre, el en raison ii.\e.>.- .1.- . , , „ d iamètre 1) ; en sorte qu'il 
a pu la représen te r pa r 

* 
k é tant un coefficient qui ne dép.-ud «pie «le la nature «les sur-
faces en contact . Une force .1.- t ract ion convenable, appl iquée 
au cylindre M s u i v a u t l a verticale i*] ' , p e u t également détermi-
ner son roulement dan- le m ê m e sens. Coulomb a trouvé que 
cette force varie aussi propor t ionnel lement au poids du cylindre 
el en raison inverse de lia tre. mais que, «lans chaque 
cas, elle est double de celle qui doit ê t re appliquée suivant UH 
pour produire le même efret. Ce résul ta t s 'explique facilement. 
si l 'on observe q u e le ni qu'on cherche à faire p rendre 
au cylindre, en le t irant su .vu . l BB' ou CC, est une rotat i .m 
instantanée a u t o u r d 'un qui coïncide avec son arête infé-
rieure A. et qu 'en conséquei les choses se passent au com-
mencement du roulement e m m e -i | e cyl indre élait assujet t i à 
tourner au tou r de cet axe : «le quelque manière que la force de 
traction lui soit appl iquée . >.,incre la résistance qui s 'op-
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, „ M . „ , „ o u v , , u e » . d o n t il s ' ag i t , il M q « le ™ m e „ t de 
e u e furee p a r m,. , ,ovl « l a rébe A ai t une m e m e va leu r : donc . 
' I L T Z force a , i , s u ivan t OC', ,11e do i t « r e doubte de 

" H l l e est lu l a q u e l l e a g i t M BB'. v m 5 , , u e la é l a n c e 
* ^ a • " » r ° i s p " , s p e u t e q u e ™ 

ce dern ie r cas . „ . . 
S, l 'on e x a m i n e de p r è s ce qui se passe d a n s 1 e x p e n e n c e qu, 

v i p n t d t M r e indiquée, o n v e r r a q u e ce n ' es t pas seu lement une . 
force, mais bien un coup le q u e I on appl ique au cy l indre pour 

v , i n o r „ la rés is tance a u r o u l e m e n t . Cons idérons , p a r exemple 
le cas où l 'on exerce u n e fo rce de t r ac t ,on F su ivan t CC Tan 

1 V U < . force F n 'es t p a s su f f i s ammen t g r a n d e , le cylindre 
L t é immobi l e ; mais il e s t clair que la press ion t-.tale q u , 
.. v . , ce sur le plan 1111 es t é g a l e à son poids P a u g m e n t e di F . et 

conséquent il é p r o u v e de la par t d u plan HH une reac-
l on égale à P - Ç F d i r igée ve r t i ca l emen t et de bas en liant, tan-
dis q u e r e l l e r é a c t i o n é t a i l s i m p l e m e n t é g a l e à P, q u a n d la f o r ce* 
„ agissai t pas . L ' app l i ca t ion de la force F au point C ^ i . v a n a 
direct ion CC, d é t e r m i n e d o n c en m ê m e t e m p s l ac t ion d u n e 
au t re force égale à F a g i s s a n t en A ve r t i ca lement et de bas en 
, i a u t ; c 'est-à-dire .pie, en e x e r ç a n t la force de t rac t ion h sur le 
point C. on appl ique r é e l l e m e n t au cyl indre un couple avant 
pour force F et pour b r a s de levier le r a y o n du cyl indre . On 
i r r ive facilement à une c o n s é q u e n c e ana logue , en considérant 
le cas où l 'on c h e r c h e à m e t t r e le cyl indre en mouvemen t au 
mOven d 'une force a p p l i q u é e su ivant BB'. Ainsi c 'est au moyen 
d 'un couple, qu 'on pa rv i en t à v a i n c r e la r és i s t ance a u roulement , 
et pa r c m s é q u e n t on p e u t r e g a r d e r cette rés i s tance comme étant 
el le-même un couple qu i ag i t dans un p lan pe rpend icu l a i r e à 
l 'arête A. en sens c o n t r a i r e du r o u l e m e n t q u ' o n tend à produire . 

La force de t rac t ion qu ' i l faut appl iquer en B. p o u r détermi-

ner le roulement d u c y l i n d r e , é tant é g a l e à 

-ommé nous l ' avons d i t . e t par conséquent celle qu 'on doit 
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app l iquer en C pou . prodi . i r» le m è m ^ e t f e t a v a n t pour valeur 

< 
le m o m e n t d u couple à l 'a ide duque l on pa rv ien t à vaincre la 
rés is tance a u rou lement est e x p r i m é |>ar 

On peut d o n c d i r e que la rés i s tance a u rou lement est un cou-
ple dont le momen t a p o o r v a l e u r AP; c ' e s t - à - d i r e que cette 
rés i s tance es t p ropo r t i onne l l e au po ids P du cylindre et indé-
p e n d a n t e de son d i a m è t r e D. 

Les expér iences , q u e nous venons de r appe l e r et d ' ana lyse r 
ne font conna î t re que la résiMance qu i se développe lorsque 
l 'on c h e r c h e à fa i re rou le r un cy l ind re i iesant sur un plan sur 
lequel il r e p o s e ; elles ne se r appor t en t en a u c u n e manière à la 
rés is tance ana logue qui se déve loppe lorsque le cyl indre est 
dé j à en mouvemen t depuis un ce r ta in t emps , et qu ' i l continue 
à r o u l e r ; mais on fient a d m e t t r e q u e , dans le second cas . la 
r és i s t ance a u rou lement suit les m ê m e s lm- que dam- le p remier 
cas . Seu lement le coefficient k. qui e n t r e dans l ' express ion du 
m o m e n t «le cet te r és i s t ance a u r o u l e m e n t , d e v r a ê t r e r e g a r d é 
c o m m e n ' a y a n t g é n é r a l e m e n t pas la m ê m e va leur , pour les 
mêmes c o r p s , su ivan t qu'i l se r a p p o r t e à la r és i s t ance qu i se 
déve loppe au commencemen t du rou lement ou bien à celle 
qui «e d é v e l o p p e p e n d a n t le r ou l emen t . 

D ' a p r è s cela, lo r sque deux so l ides na tu re l s rou l e ron t l 'ui 
s u r l ' au t re , nous p o u r r o n s r e g a r d e r chacun des deux solides 
c o m m e soumis à l 'action d ' un coup le rés is tant , dont le moment , 
p r o p o r t i o n n e l à la press ion n o r m a l e N qu ' i l s exercent l 'un sur 
1 a u t r e , et i n d é p e n d a n t de la c o u r b u r e de leurs surfaces , sera 
e x p r i m é p a r 

AN, 
A.étant un coeff icient qui d é p e n d u n i q u e m e n t de la na tu r e des 
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mg cos f , F s i u $ ; 

e t le¡>r d i f fé rence 
H1/7COS9 — F s i n P , 

qui - ra nécessa i rement posit ive si le c o r p s res te en contact 

ave le p lan , s e r a la pression n o r m a l e du co rps s u r le p lan : le 

f ro t nent a u r a donc p o u r va leu r 

f{m<j cos <s — Fs inP) . 

1*1 pi ¡ection de la force F suivant la di rect ion du mouvement 
sera - va le à 

F cos 3 ; 

si L'on, n r e t r a n c h e la project ion 

mg sin ç 

du poi Is du c o r p s sur la m ê m e d i rec t ion , a insi que le f ro t te-

ment d o n t 011 vient de t rouver l ' express ion , 011 a u r a 

F cos p — mg sin <? — f(jng cos 9 — F sin P) 

poui I t f o rce qui a g i t sur le mobi le su ivan t la d i rec t ion de son 

m o u v e m e n t rect i l igne, et qui tend c o n s t a m m e n t à modif ier sa 

vite? •. Cette fo rce é tan t cons t an t e , il s 'ensui t que le mouve -

ment -lu c o r p s est u n i f o r m é m e n t v a r i é . Son m o u v e m e n t sera 

un i fo rme , si l 'on a 

F cos p — mg sin 9 — f(my cos o — F sin P) = 0, 

d'où l 'on t i re 

sin <?-f- /"coso sin (®-f-a) 

a étant l 'angle de f ro t t emen t . On vo i t , par ce de rn ie r résul tat , 

que la force F , capab le de fa i re r e m o n t e r un i fo rmémen t le corps 

sur 1- p lan , var ie de g r a n d e u r a v e c l 'angle p q u e sa direction 

fait a \ e c le p l an ; cet te force F est u n min imum lorsque £ = <*• 

C'esi •••qu'on p e u t reconnaî t re fac i lement pa r des cons idéra t ions 

g é o m é t r i q u e s , si l 'on r e m a r q u e q u e la réaction tota le d u plan 

sur le co rps ( résul tante de la press ion e? f ro t t emen t e«t di-
rigée su ivant une l igne MU' faisant l ' ang le « avec la n o r m a l e 
MX § ¿."»1), et qu 'en conséquence , p o u r q u e lu vi tesse du 
co rps ne c h a n g e pas , il faut que la r é su l t an t e des forces F et mg 
soit égale et d i rec tement opposée à ce t te réact ion tota le ; en 
sor te que , si l 'on m è n e p a r l ' e x t r é m i t é P de la d r o i t e qu i r ep ré -
sente la force mg une l igne P S pa ra l l è l e à la d i rec t ion de F. 
j u squ ' à la rencont re de MR, prolong, m e n t de Mit', la l o n g u e u r 
PS fera conna î t r e la g r a n d e u r d- la force F : donc , p o u r que F 
soit un m i n i m u m , il faut que la pa ra l l è l e à sa d i rec t ion menée 
du point P à la l igne Mit soit la pe rpend icu l a i r e PU altaissée de 
P s u r Mil, et par sui te , il faut que cet te d i rec t ion de F . per-
pendicula i re à Mit. fasse avec le plan un ang l e (i égal à a. 

§ 257. Mouvement d une bille de billard. — C h e r c h o n s A nous 
r e n d r e compte des c i rcons tances q u e p r é s e n t e le mouvemen t 
d ' une bille sur 1111 b i l l a rd , en s u p p o s a n t q u e ectte bille ait été 
a n i m é e lout d ' abo rd d ' un m o u v e m e n t de t r ans la t ion et d 'un 
mouvemen t de ro ta t ion a u t o u r de son cen t re , et q u e l ' axe de la 
ro t a t ion init iale soit d i r igé p e r p e n d i c u l a i r e m e n t au plan vert ical 
mené pa r la di rect ion d e la vi tesse ini t iale de son cen t r e . Il est 
aisé de voir d ' abo rd que . en ra ison d e la symé t r i e , le c en t r e de 
la bille ne sor t i ra pas du plan vert ical don t on vient de par le r , 
et que, pa r conséquen t , ce point se m o u v r a en l igne dro i te , sui-
vant la di rect ion de la vitesse qu'i l ava i t au c o m m e n c e m e n t du 
m o u v e m e n t ; d é p l u s , pa r la même ra i son , l 'axe de ro ta t ion de 
la bille, dans son mouvement a u t o u r de son cen t r e , r e s t e r a tou-
j o u r s para l lè le à sa direct ion pr imi t ive . Si l e s sens de la t rans la -
tion et de la ro ta t ion ini t ia les de la bille sont ceux qu ' i nd iquen t 
les l lèches c i -contre , fig. 118. il est a i sé de voir qu'i l se déve-
loppe au point A un f r o t t e m e n t di-
r igé en sens con t r a i r e du mouve- / . 
meut de t rans la t ion . Ce f ro t t emen t , 
éga pAg, si M est la masse de la — r ^ r r — 
bill icnd à ra len t i r à la fois le Fi«" , l 8 ' 
mo- » • ment du cen t re G, el le m o u v e m e n t de ro ta t ion a u t o u r de 
ce p• ••ai : en sor te que si l 'on dés igne p a r t ' l a vitesse «lu po in t C. 
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,-t par w la vitesse angula i re de la bille dans sa rotation autour 

de ce point, on aura 

</w . fUgR 
di~~'9, dt Smr 1 ' 

H étant le rayon de la bille, et son moment d ' inertie pris 

par rappor t à un de se^ diamètres . Or on sait (§ 238. que l'on 

a dans ce cas 

Ï M / J = M . RH* : 

la valeur de ^ se rédui t donc ù 
dt 

2 tu. 
dt ~~ Bit 

Kn intégrant , on t rouve 

v=v„ — fgt, « = 

V, et Wn é tant les valeurs initiales de p et de w. La vitesse v du 
centre de la bille et sa vitesse angulaire w a u t o u r de ce point 
vont continuellement en diminuant . Bientôt une de ces deux 
quanti tés devient égale à zé ro ; comme le glissement de la bille 
sur 1.' billard ne cesse pas encore d 'exister à cet ins tant , cette 
quanti té qui s'est annulée la première devient négat ive, e t aug-
mente dès lors de plus en plus en valeur absolue, pendant que 
l 'autre quanti té continue à décroî t re : il arr ive donc, au bout 
de quelque temps, que l'on a 

tj-j-Ra = 0. 

A l'instant où cette condition est remplie, le point le plus bas 
de la bille est animé à la fois de deux vitesses égales et con-
traires ; ce point a donc une vitesse absolue nulle, et p a r consé-
quent, il cesse d 'y avoir glissement de la bille sur le billard ; 
dès lors le f ro t tement n'agit plus, la bille roule sur le billard, 
et ce roulement s 'effectue uniformément, si toutefois on né-
glige la résistance au roulement dont l'effet consiste à dimi-
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nuer peu à peu la v i t e s s e d e la b i l l e d a n s ce t t e d e r n i è r e part i e 

d e s o n m o u v e m e n t . 

D'après cela, si nous nous r e p o r t o n s aux valeurs de v et de M 
en fonctions de t. c 'es t lorsque l 'on a u r a 

( _ 2 p . - f B«*a 

~< h 

q u e la bi l le ce s sera d e g l i s s e r p o u r c o m m e n c e r à rouler . Cette 

va leur de t es t c o m p r i s e e n t r e l e s v a l e u r s 

t-h t _ 2 R " . «==, ' l—r. -r—i f'J 5 fy 

pour l e s q u e l l e s on a v = 0 o u w = 0 . Si e s t p l u s g r a n d q u e 

, B w , 
, —7-, w s a n n u l e r a a v a n t v, e t l e r o u l e m e n t oui s u c c é d e r a au 

¡9 

g l i s s e m e n t se fera d a n s l e s e n s d e la v i t e s s e D0. Si . au contra ire , 

rr est p lus petit q u e î , v s ' a n n u l e r a a v a n t w, et la bille fa ' 1 f g 
M 

roulera , en revenant v e r s s o n p o i n t d e d é p a r t . Enf in , si y - est 
/ j 

é g a l à J , v et M s ' a n n u l e r o n t en m ê m e t e m p s , et la bi l le . 
/ J 

a u lieu de r o u l e r d a n s un (sens ou d a n s l 'autre , restera i m m o -

bile s u r le bi l lard. 

D a n s le c a s g é n é r a l où l ' a x e a u t o u r duque l s ' e f f ec tue la rota-

t ion in i t ia le d e la b i l le n'est p a s p e r p e n d i c u l a i r e à la d irect ion 

du m o u v e m e n t de s o n c e n t r e , l e f r o t t e m e n t qu'e l l e é p r o u v e 

c h a n g e à c h a q u e i n s t a n t la d i r e c t i o n de ce d e r n i e r m o u v e m e n t , 

r 'est -à-dire q u e la bi l le s e m e u t e n l i g n e c o u r b e . C'est ainsi 

qu'on peut se r e n d r e c o m p t e d e s effets q u e l 'on produi t au jeu 

de bi l lard, e n d o n n a n t à u n e bi l le à la fo i s un m o u v e m e n t de 

trans lat ion et un m o u v e m e n t de r o t a t i o n a u t o u r de s o n centre . 

?! 258. Houlemenl d'un cylindre pesant sur un plan incliné. 
— Supposons qu 'un cyl indre homogène descende en roulant 
sur un plan incliné, sous la seule action de la pesanteur , de 
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telle manière que -un axe de l igure reste toujours paral lèle à la 
t race hor izonta le du plan. La vitesse angulaire du corps , dans 
son mouvement de rota t ion au tou r de son axe. va en s'accélé-
rant . de même que la vitesse de son centre de gravi té ; et cela 
ne peut avoir lieu qu 'au tan t que ce corps éprouve de la part du 
plan une réaction tangent ie l le F dir igée en sens contraire du 
mouvement .le son cent re de gravi té . Si nous désignons par M 
la masse du cylindre, par » son r ayon , par v la vitesse de son 
centre de gravi té , pa r w la vitesse angulaire avec laquelle il 
tourne au tour de ce point , et par ? l 'angle que le plan incliné 
fait avec l 'horizon, nous a u r o n s 

M;/ sin ? — F 

pour la somme des pro jec t ions des forces extér ieures sur la di-

rection du mouvement du cent re de gravi té , et par suite ce 

mouvement sera dé terminé par l 'équation 

dv F. 
s . . i T - s , 

nous au rons aussi Fit pou r la somme des moments des forces 

extérieures par rappor t à l 'axe du cylindre, de sorte que le 

mouvement de rota t ion a u t o u r de cet axe sera déterminé par 

l 'équation 

d(u_ FR 
dl ~ imr1' 

ou bien, en remplaçant le moment d'inertie Z»ir* pa r sa valeur 

| MRa (§ 238), 

dn 2F 
</f ~~.Mll 

Mais v doit èf re égal à Rw, puisqu'il y a roulement du cylindre 
sur le plan : on en déduit 

F 2F 
Î S i n < p - s = ¥ , 

d 'où 

3 

Le f ro t tement que le cylindre éprouvera i t de la part du p lan , s'il 
glissait au lieu de rouler , serait égal à f\\g cos ~r. en désignant 
par f le coefficient de f ro t tement ; la réaction F que le plan 
exerce sur le cylindre, quand il y a s implement roulement , ne 
pouvant pas ê t re supér ieure A ce f ro t tement , il faut qu 'on ait 

Mo sin a . . . 
3 CfM.'/cosy, 

•'estrà-dire 

t a n g ? < 3 f . 

Lorsque celte condition esl rempl ie , le cylindre roule sur le 
plan, et l'on trouve les valeurs de y et de a» au moyen des relations 
tahlies précédemment , dans lesquelles on remplace F |»ar s« 

M'/ sin ® 

valeur — — — . 

N l'on avait tang ? > :\f. 

le cylindre ne roulerai t pas sur le plan ; mais il glisserait, et l< 
Frottement qu'il éprouverait le fera i t également tourner autour 
.le son axe. En désignant p a r F ce f ro t tement , on aurai t encore 
pour dé te rminer v et w, les équat ions 

,lv . F 'f» 2F 
^ = 0 s i n < p - 5 , I J ' M 

seulement, au lieu de c h e r c h e r la valeur de F de manière que 
l'on ait v = Ilw. on devrai t supposer 

F — pi',/ cos 

Daiie ce qui p récède , nous avons négl igé l a résistance au rou-
lement à laquelle le cylindre est soumis pendant qu'il roule sur 
le plan. Voici commen t on pou r r a i t en leuir compte. Cette ré -



sistance au roulement , que nous pouvons assimiler à un couple 
¿5.»), n'influe pas d i rec tement sur le mouvement du centre 

de gravi té du cy l ind re : en sor te que . si la réaction tangentielle 
du plan sur le cyl indre est tou jours désignée p a r F. on aura 
encore 

pour t rouve r l 'équation du mouvement de rotation du cylindre 
au tour de son axe. nous observerons que le moment du couple 
d<>nt il vient d 'ê t re question p e u t ê t re représenté par k\\g cos 
k é t an t une quant i té qui dépend uniquement de la nature de> 
surfaces qui se t o u c h e n t ; la somme des moments des forces 
extér ieures pa r r appor t à l 'axe du cylindre est donc égale à 

FR — rMg cos o ; 

et . par suite, on a 

rfw F II — AMr/ cos ? _ 2F '.'A;/ cos y 
Tt~ ilrm« MR R1 

lin expr imant ensuite que v est égal à Itw. on trouve pour F la 

valeur 

.. M</, . 2k , 
l = y (sino X-^cos®) ; 

et. p a r conséquent , en tenant compte de cette valeur de F, on 
peut dé te rminer complè tement v et « . On voit «pie, si la résis-
tance au roulement n'agit pas directement pour modifier le 
mouvement du centre de gravi té , elle n 'en influe pas moins 
sur ce mouvement en raison de l 'augmentation qu'elle fait subir 
à la réaction tangentielle F «lu plan sur le cylindre. 

On voit «pie, lorsqu'un cylindre roule sur un plan incliné, 
dans les circonstances «pie nous venons d ' indiquer , l 'accéléra-
tion du mouvement de son centre de gravi té est plus petite que 
celle du mouvement d 'un point matériel pesant, qui glisserait 
le long de ce plan sans en éprouver de frot tement, et cela lors 
même que l'on ne tient pas compte de la résistance au roule-

ment . Cela tient à ce q u e la pesan teur dé te rmine en même 
temps le mouvement de t rans la t ion du cylindre le long «lu plan, 
et son mouvement de n d a t i o n sur lui-même. Le travail d«'ve-
loppé pa r la pesanteur , pendant que le centre «le gravi té du cy-
lindre descend d 'une cer ta ine hau teu r , doit produire non seu-
lement l 'accroissement de force vive de la masse entière du corps 
supposé concentré à son cen t re de gravité, mais encore l 'ac-
croissement «le la fo rce vive de ce co rps «laus son mouvement 
au tour de son centre de g r a v i t é i§§230 et 233> 

Cil 
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surfaces des deux solides da..- le v..i?inage de leurs pointe de 

contact . Ce couple rés is tant sera dirigé dans un plan perpendi-

culaire à Taxe instantané au t duquel s effectuera le roulement 

élémentaire absolu ou re la t i f . I s *<>lides sur l ' aut re , et dans 
un sens tel qu' i l tende à s 'opposer , la continuaUon du roule , 
ment. Le couple résis tent appliqué , l'un des deux solides sera 
d 'ai l leurs égal et directement con t r a i . - au couple résistant ap-
pliqué à l ' au t re solide. Si l 'un d<- deux solides reste immobile, 
et si la vitesse angula i re de Pa.itre solide dans son roulement 
instantané su r le premier est.... il est aisé de voir que la somme 
des t ravaux développés pe - A , P*r les deux forces 
du couple résistant appl iqué à solide, a pour valeur 

- / . w » . 

Dans le cas où les deux solides l'un et l 'autre en mouve-
ment. celte expression représente encore la somme des t ra-
vaux dus aux forces des deux couples rés is tants égaux et 
contra i res que nous regardons appliqués aux deux so-
lides. * étant la vitesse angula i re dan- le roulement relatif de 
l'un des deux solides sur l ' a u l r - : .-ai- .... sait que la somme des 
t ravaux dus à des forces qui sont d .ux ;'• deux égales et directe-
ment opposées ne dépend que du mouvement relatif des points 
d 'applicat ion de ces forces (§ 17."». et par conséquent , dans le 
. a s qui nous occupe, la somme de- t ravaux dus aux forces des 
deux couples résis tants est la même que si le roulement relatif 
d 'un des deux solides su r l ' aut re éteii un roulement absolu. 

§ 2 5 1 » . K i r a p l e i «1» . l e » s o l i d e » n a t u r e l s . 

— Glissement (Tun coif)s pesait sur «» plan incliné. — Si un 
corps solide, posé sur un plan incliné, et soumis à la seule 
action de la pesanteur, cède à ceii.r a. lion et se met à glisser 
!»ra l lè lement à l a ligne de plus g rande pente du plan, il 
éprouve de la part du plan un f ro l tement qui agit en sens con-
traire de son mouvement . Soient m la masse du corps, et ? 1 an-
« l e q u e le plan incliné lait avec l 'horizon. Si l 'on décompose le 
poids mg du corps en deux composantes, dont l 'une mg cos s 
agisse perpendicula i rement an pbm. et l au t r e mg sin ® agisse 
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parallèlement A ce p l an , mg cos ? se ra la pression exercée |»ar 

le corps sur le plan pendant son mouvement (§ Cil ; et pa r 

suite le f ro t tement qu' i l ép rouve de la par t du plan a u r a pour 

expression 

fmy cos ç, 

/"étant le coefficient de f ro t tement . Ce f ro t tement agit en sens 
contra i re du mouvement , et, pa r conséquent , en sens contra i re 
de la composante mg sin y du po ids du corps ; donc on peut 
dire que le corps se meut en l igne droi te sous l 'action d 'une 
force égale à 

mg s in? — fingcos?. 

Cette force étant constante , le mouvemen t du corps esl unifor-
mément var ié , et l 'accélération de ce mouvement est éjrale A 

¡/(sin? — / c o s if). 

Si nous remplaçons f par t ang cette expression deviendra 

sin (® — «) # 
u- COSa 

donc le mouvement du corps sera accéléré ou re tardé , suivant 
que l 'angle ? sera plus g rand ou plus petit que l 'angle de frot-
tement a. 

Supposons que l'on 
fasse remonter le corps 
pesant le long de la ligne 
de plus g r ande pente du 
p lan , en lui appl iquant 
une force constante F 
dont la direction fasse 
un angle fi avec celte 
ligne de plus g rande 
pen te . fig. 117. Les 
project ions du poids 

mg et de la force F sur la perpendicula i re au plan auron t pour 
valeurs 
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M O I V F . M K M ! ' K > ! L L ' L D E -

$ 2 5 0 . r . q .Ht l l on i td i l IV r » n l l e ' l e » « lu m o u i e m e n » d e l fluide» 

— Lorsqu'un Ouide est en mouvement sous l 'action de diver-
ses f o r c e s on peut lui étendre la notion que nous avons acquise 
relativement à la pression eu un point quelconque d 'une masse 
fluide • «i équil ibre (§ 212). Cette notion repose essentiellement, 
¡1 est v .a i , s in l ' hypothèse de la fluidité parfa i te , hypothèse 
qui ne peut pas ê t r e admise complètement , quand il s 'agit d'un 
ili ide mouvement ; en effet, l 'expérience prouve qu' i l se dé-
, loi •• un cer ta in frot tement dans le glissement des diverses 
, ,- irl i^ d 'un fluide les unes sur les au t res , et que ce frot tement 
¿t d 'autant plus g r a n d que la l iesse de glissement est elle-même 

plus grande ; mais on peut r egarder les choses comme se pas-
mi «le la même man iè re «pie s'il s 'agissait d 'un fluide parfai t , et 

pie le frot tement qui se développe en réalité fût une force 
\ té r ieure app l iquée aux diverses molécules de ce fluide parfai t . 

D'aprè* cela, on vo i tquc l 'on peut dis t inguer , en chaque point 
le l 'espace occupé pa r un fluide en mouvement , et à un instant 
pielconque : 1° la pression qui a lieu en ce point : 2° la masse 
-pécilique du fluide pu même point ; 3® enfin la vitesse de la mo-
lécule qui y est s i tuée . Si l'on rappor te les positions des divers 
points du fluide à trois axes coordonnés rectangulaires , la con-
naissance complè te de la vitesse dont il vient d 'être question 
suppos«' elle d - > trois composantes u. u r w,, parallèles aux 

axes des x , y et des ; ; de sorte qu 'en y j o ignan t la pression 
P et la masse sp,-.cifiquc p. cela fait cinq quan t i t é s dont on doit 
connaître les va leurs , pou r que le m o u v e m e n t du fluide soit 
connu. Ces cinq quan t i t é s , considérées p o u r un même point 
de 1 espace, var ient en général avec le t e m p s / ; d 'a i l leurs à 

même instant, el les varient aussi q u a n d on passe d'un 
point de 1 espace à un au t r e point, c ' e s t - à - , l i r e quand on fait 
varier les coordonnées x , y, r du point auque l elles se rappor-
tent : ce sont donc des fonctions de t, .c. y , Nous allons 
établir les équat ions différentielles qui peuven t servir à dé te r -
miner ces cinq fonct ions inconnues. 

D'après le t h é o r è m e de d 'Alembert , p o u r t rouver les équa-
tions du mouvement du système matér ie l quelconque, on 
peut expr imer qu'il y a équilibre en t r e les forces qui lui sont 
appliquées et les f o r c e s d'inertie de ses d i f fé ren ts points. Nous 
pouvons donc ici nous a p p u y e r sur la théor ie de l 'équilibre des 
lluides. pour établ ir les équations q u e nous cherchons . Consi-
dérons en par t icul ier une molécule si tuée au point dont le« 
coordonnées sont x , y , ; ; désignons pa r j j v / , | 0 8 project ions 
de son accélérat ion to ta le sur les trois axes , et pa r X. Y. 7. les 
trois project ions de l 'accélération totale <p,e lui communiqne-
ra.t la résul tante d e s forces extérieures auxquelles elle est 
soumise, si elle était l ibre . Noos devons exp r imer que l 'équa-
tion d i f férent ie l le (6)du § 2 1 1 est satisfaite q u a n d on y remplace 
X, ï , Z p a r X — j , Y — j,, Z—jt; ou bien, ce qui revient au 
même, q u e la fonction p satisfait aux trois équa t ions 

Remarquons main tenan t «pie, pendant le t emps dt. les coor-
données X. y, ; «le la molécule que nous cons idérons s'accrois-
sent de udt, »¡dt, uadt ; et par conséquent l 'accroissement 
qu 'éprouve la composan te u de sa vitesse a p o u r valeur 
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on a u r a la masse du même fluide considéré à la fin du lem,* 

r + dt. Ces deux masses devan t être égales, on en conclut fa-

cilement la relation 

que l'on peut met t re sous la fo rme p lus simple 

d? . d . f u . d j u , , i i l . = o. (6) 
+ dy ' dt 

Outre cette équation (6), nous pouvons en t rouver une autre 

q i I i nous sera fournie pa r l a nature du flu.de. 8 d s a g . t d o . 
fluide incompressible, homogène ou hétérogène, la masse spé-
cifique d 'une port ion infiniment pet , te quelconque du llu.de 
restera tou jours la même, de quelque m a m è r e que cette port,on 

d u fluid« se place : donc, d ' a p r è s ce qui précède , on a u r a 

et par suite l 'équation (b) se rédui ra à 

du • d u i i ^ î f — o 
dx dy ' dz 

S'il s 'agit d 'un fluide élast ique, auquel la loi de Mariette soit 

applicable, on aura 

k é tant un coetficient.constant. En général , la connaissance de 
la nature du fluide fou rn i r a une relation entre la masse spéc.li-
que p et la pression p q u e cette masse spécifique permet au 
fluide de suppor ter : e t cette relat ion, dont les deux exemple, 
que nous venons de citer (p = constante, p = A?) ne sont que 
des cas particuliers, é t an t jo inte aux équations (a), (b). compte-
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tera le système d 'équat ions nécessaires pour d é t e r m i n e r les in-
connues;) . p, M, M,, M,, en fonction d e / , x , y. z. 

L'intégrat ion de ces équat ions .dif lerent ie l les in t rodui ra des 
fonctions arbi t ra i res qui devront être dé te rminées d ' a p r è s les 
circonstances initiales du mouvement , e t aussi d ' a p r è s les con-
ditions dans lesquelles se t rouve la surface d u fluide considéré , 
qui peut se mouvoir le long de |>arois fixes, ou bien éprouver 
sur sa surface libre des pressions constantes ou var iab les sui-
vant des lois données. 

11 est A peine nécessaire d ' a jou te r que les q u a t r e théorèmes gé-
néraux démontrés dans le premier chapi t re de ce l ivre sont ap-
plicables au mouvement d 'une masse fluide quelconque , et que , 
toutes les fois que leur application pourra suff i re pour a r r ive r 
aux résul tats que l'on cherche , on devra s 'en con ten te r , sans re-
courir aux équat ions différentielles qui viennent d 'ê t re établ ies . 

S 260. M o u v e m e n t p e r m a n e n t d ' u n fluide. — Lorsque le 
mouvement d 'un fluide est tel que, pour c h a q u e point de l'es-
pace dans lequel le fluide se meut , l e sc inqquan t i t é s p. p . u, «, . n r 

conservent constamment les mêmes valeurs , ces quan t i t é s ne 
changeant que quand on passe d'un point à un a u t r e de l 'espace 
dont il s 'agit, on dit q u e le mouvement du fluide est permanent. 
Pour donner un exemple de ce genre de mouvemen t , on peut 
citer le mouvement des eaux dans les fleuves et les r ivières ; les 
circonstances qui caractér isent le mouvement pe rmanen t s 'y 
trouvent à t rès peu près réalisées. Dans un parei l mouvemen t , 
chaque molécule ne conserve pas nécessa i rement la même vi-
tesse; mais les diverses molécules qui viennent successivement 
passer par un même point de l 'espace y prennent des vitesses 
de même grandeur et de môme direction. 11 est aisé de voir 
que toutes les molécules qui viennent ainsi passer pa r un 
même point de l 'espace se suivent cons tamment et pa r cou ren t 
toutes la même t ra jec to i re ; l 'ensemble de ces molécules , ré-
parties le long de leur t rajectoire commune, const i tue ce qu 'on 
nomme un filet du fluide en mouvement . 

D'après la définition même du mouvement pe rmanen t , les dé-
rivées partielles des quanti tés p, p, u, M,. uv prises pa r r appor t 
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à t «ont toutes nulles. Ces cinq quan t i t é s ne sont fonctions que 

des t rois va r iab les indépendantes x. y. z. Il en résul te une 

s implif icat ion notable dans les équa t ions qui se rvent à les dé-

t e r m i n e r . 
§ 2 6 1 . É c o u l e m e n t p e r m a n e n t d ' u n l i q u i d e p e s a n t p a r u » 

ori t i re . - Supposons qu 'un vase renferme un liquide pesant, 
et q u ' u n orifice de pet i tes d imensions soit p ra t iqué dans la 
paro i du vase, de telle sor te que le l iquide puisse s ' écouler en 
le t r a v e r s a n t . A par t i r de l ' ins tant où l ' écou lement commence , 
le l iqu ide sor t avec u n e vitesse qui croi t assez, r ap idemen t ; 
b ientôt cel te vitesse d ' écoulement cesse d ' augmen te r , et si le 
n iveau du l iquide est en t re tenu cons tan t dans le vase, pa r un 
moyen quelconque , le mouvemen t devient p e r m a n e n t . Nous 
a l lons nous p roposer de dé t e rmine r la vi tesse avec laquelle le 
l iquide so r t du vase, lorsque la pe rmanence du mouvement a 

é té ainsi établ ie . 
N o u s a d m e t t r o n s q u e l ' or i f i ce e s t p e r c é d a n s u n e p a r o i s a n s 

é p a i s s e u r , p o u r n e p a s a v o i r à t e n i r c o m p t e d e l ' i n f l u e n c e q u e la 

s u r f a c e i n t é r i e u r e d'un o r i f i c e p r a t i q u é d a n s u n e p a r o i é p a i s s e 

p e u t e x e r c e r s u r l ' é c o u l e m e n t d u l i q u i d e ; n o u s a d m e t t r o n s , en 

o u t r e , q u e l e s m o l é c u l e s l i q u i d e s t r a v e r s e n t l ' or i f i ce a v e c d e s 

v i t e s s e s é g a l e s , d i r i g é e s t o u t e s p e r p e n d i c u l a i r e m e n t a u p l a n de 

l ' o r i f i c e ; e n f i n n o u s s u p p o s e r o n s «pie la s u r f a c e l i b r e d u l iqu ide 

d a n s le v a s e a une é t e n d u e t r è s g r a n d e p a r r a p p o r t à ce l l e de 

l ' o r i f i c e d ' é c o u l e m e n t , d e s o r t e q u e le m o u v e m e n t d e s c e n d a n t 

d e s m o l é c u l e s q u i se t r o u v e n t p r è s d e c e t t e s u r f a c e l i b r e à un 

i n s t a n t q u e l c o n q u e s ' e f f e c t u e a v e c u n e v i t e s s e t r è s p e t i t e . 

Appl iquons le t h é o r è m e des forces vives au mouvement du 
l iquide pendan t un é lément de t emps dt. Si nous dés ignons par 
u la vitesse avec laquelle les diverses molécules t raversen t l'ori-
tice de sort ie, par o. l 'a i re de cet orifice, et p a r P la masse spé-
cifique du liquide, nous a u r o n s «ud t pou r l ' express ion du vo-
lume de l iquide sorti p e n d a n t le t e m p s dt, et p a r conséquent 
ptudt pou r l 'expression de sa masse . Considérons le liquide qui 
é ta i t contenu dans le vase au commencemen t du t emps dt. entre 
la sur face libre à laquel le il se t e rmine vers le h a u t et le plan 

de l orif ice de sor t ie ; et voyons ce qu 'es t devenu ce l iquide à la 
lin du t e m p s dt. Pendant le t emps in f in iment petit dont il s 'agi t , 
un vo lume <audl de l iquide t r a v e r s e l 'o r i f ice ; en même temps 
les molécu les qui é ta ient d ' abo rd s u r la su r face libre s 'abaissent 
de m a n i è r e à pa rcour i r dans leur e n s e m b l e un espace ayant éga-
lement pou r volume uudt, p u i s q u e le volume total du liquide 
«pie nous cons idérons ne c h a n g e pas . Si nous comparons les 
cond i t ions dans lesquelles se t r ouve ce li«pii«le au commence-
men t e t à la Un du t emps dt, nous v e r r o n s qu 'à ces deux instants 
il se c o m p o s e d 'une par t i e c o m m u n e , compr i se en t re le plan de 
l 'orifice et la sur face su r laquelle s o n t venues se p lacer à la fin 
du t e m p s dt les molécules qui é ta ien t sur la sur face libre au 
c o m m e n c e m e n t de ce t e m p s ; de p lu s , les molécules placées de 
la m ê m e man iè r e , d a n s cet te pa r t i e c o m m u n e , sont animées 
des m ê m e s vitesses dans les deux cas , puisque le mouvement 
est s u p p o s é pe rmanen t : d o n c l ' accro issement de la force vive 
du l iquide tout en t ie r , p e n d a n t le t e m p s dt, se rédui t à la diffé-
rence qui existe en t re la force v ive du l iquide de vo lume midi 
qui t r a v e r s e l 'orifice p e n d a n t ce t e m p s , et la force vive d 'une 
q u a n t i t é de l iqu idede m ê m e vo lume p r i s e imméiliatement au-des-
s o u s d e la surface l ibre. Mais cet te d e r n i è r e force vive peut être 
nég l igée , puisque nous a d m e t t o n s q u e . près de la surface libre, 
le l iqu ide descend t rès l en tement : on a u r a donc s implement 

fuUdt x M1 

pour l ' acc ro i ssement de la force v ive dont il s 'agit . 
Le t r ava i l de la pesan teur , dans le m o u v e m e n t que nous étu-

d ions , peu t s 'obteni r faci lement de la m a n i è r e suivante . Obser-
vons q u e le cent re de g rav i t é du l iqu ide tout ent ier que nous 
c o n s i d é r o n s ép rouvera i t le m ê m e d é p l a c e m e n t pendant le temps 
dt. s i , au lieu que toutes les m o l é c u l e s de ce l iquide se met tent 
en m o u v e m e n t pou r se r a p p r o c h e r de l 'orifice de sort ie, il n 'y 
ava i t q u ' u n e t r anche infiniment m i n c e de volumeoiudt qui passât 
de la s u r f a c e l ibre à l 'orifice, le r e s t e du liquide ne changean t 
nu l l emen t de posi t ion : le t ravai l d e la pesan teur sur le liquide 
tout en t i e r , pendan t le temps dt, p e u t donc s 'obtenir en multi-
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pliant le po ids W»udl de ce t te t r anche p a r la d i s tance h du 
cent re de grav i té de l 'orifice d e sort ie au plan hor izon ta l qui 
fo rme la surface l ibre du l iqu ide dans le vase (§ 173). 

Le liquide n 'é tant soumis q u ' à l 'action de la pesan teur , et le 
f ro t tement que ces molécules ép rouven t dans leur gl issement 
les unes su r les au t r e s et su r les paro is du vase é tan t négligé, 
on a u r a , d ' a p r è s le t h é o r è m e des forces vives, 

'jotudl X w! = 2 . f'j<* udt X h ; 
d 'où l 'on lire 

u=\J<jh. 

Telle est la vitesse avec l aque l l e s ' e f fec tue l 'écoulement per-
manent «lu l iquide à t ravers l 'or i f ice , dans les c i rcons tances où 
nous nous sommes placés- On voit que celle vitesse est préci-
sément celle qu ' acquer ra i t un co rps pesant en t omban t , sans 
vitesse initiale, d 'une h a u t e u r éga le à h. 

Si l 'on supposa i t «pie le l iqu ide fû t soumis à une même pres-
sion ex té r ieure su r la sur face l ibre et à l 'orifice d 'écoulement , 
comme cela a lieu à t r è s peu p r è s lorsque l 'écoulement se pro-
duit au milieu de noi re a t m o s p h è r e , on a r r ive ra i t encore au 
même résu l t a t ; cet te press ion qui s 'exerce de par t et d ' au t re , 
et qui s 'équi l ibrera i t d 'e l le -même sur le l iquide supposé immo-
bile, ne donne lieu qu ' à un t r ava i l nul dans le mouvemen t dont 
ce l iquide est an imé, de sor te que la vitesse d 'écoulement n'en 
dépend en aucune man iè re . 

Le volume «lu l iquide qui so r t du vase pendan t le temps di 
étant égal à wudt , le vo lume du liquide qui s 'écoule pendant 
l 'unité de t emps a pou r va leu r «ou ou w \f-2gh: c'est ce q u o n 
nomme la dépense. L ' expér ience montre qu'il ne s 'écoule pas 
réellement une quan t i t é de l iqu ide aussi g r ande que celle qu in-
dique cette formule ; la dépense effective n 'est g u è r e que les 0,02 
de la dépense théorique d o n t nous venons de t rouver l 'expres-
sion. Cela t ient à ce que les molécules liquides qui t raversent 
l 'orifice de sor t ie ne se meuven t pas suivant des directions pa-
ral lèles; les lilels l iquides, à l ' in tér ieur du vase, convergent 
de tous côtés vers l 'orifice, et cette convergence ne disparaît 

complètement que lorsque les molécules onl d é j à p a r c o u r u une 
«rerlaine distance en deho r s du vase : la ve ine l iquide, en un 
mot, se cont rac te à p a r t i r de l 'orifice, au lieu d ' ê t r e cy l indr ique 
comme nous l ' avions supposé . Mais, s'il est inexact de ra ison-
ner comme nous l 'avons fait , tou te inexac t i tude d i spa ra î t en 
r emplaçan t l 'orifice de sort ie pa r la section con t rac tée de la 
veine, c 'est-à-dire p a r la section faite dans cet te veine au point 
où les filets l iquides sont devenus sens ib lement para l lè les en -
t re eux. Ainsi, ce qu' i l y avai t de défec tueux d a n s not re h y p o -
thèse n ' influe pas sur la vitesse d ' écou lemen t , qu i a bien réel le-
ment pour va leur \~2hg; cela n ' a d ' inf luence «pie su r la valeur 
de la dépense , qui doit ê t r e r e g a r d é e comme égale à &»' \ 2gh. 
ta étant l 'aire de la section con t r ac t ée de la veine, et non pas 
l 'aire de l 'orifice, comme nous l 'avions t rouvé d ' a b o r d . 

Si l 'orifice est mun i d 'un a j u t a g e cyl indr ique , et si le l iquide 
t raverse cet a j u t a g e en cou lan t le long de ses pa ro i s , les c i rcon-
stances de l ' écoulement ne sont p lus les mêmes «pie p r écédem-
ment . La veine liquide p résen te , imméd ia t emen t a p r è s sa sort ie 
de l 'orifice, la fo rme cyl indr ique q u e nous lui av ions a t t r ibuée 
tout d 'abord : l 'action de l ' a ju tage fait c o m p l è t e m e n t d i spara î t re 
la convergence des filets l iquides auss i tô t qu ' i l s pénè t r en t à son 
intérieur. Dans ce cas, l a d é p e n s e d o i t nécessa i rement ê t r e e x p r i -
mée par «OH, W étant l 'aire de l 'or if ice; ou bien p a r W \ igh. 
si la vitesse u a pou r valeur \ igh. L ' expér ience indique encore 
que la dépense effective est p lus pet i te que la dépense th«:ori-

que «o \ Igh, et qu'elle n 'en est que les 0 .82. Cela tient à ce que 
la vitesse d 'écoulement du l iquide est infér ieure ô V ; ' a 

présence de l ' a ju tage , en obl igeant les filets l iquides qui é ta ient 
convergents dans le vase à deveni r b r u s q u e m e n t |>arallèles 
dès qu' i ls t raversen t l 'orifice, occas ionne une per te de force 
vive qui se manifes te pa r une d iminut ion d a n s la vitesse d ' é -
coulement du liquide. Si nous dés ignons p a r ¡x le r appor t de la 
dépense effective à la dépense t héo r ique , r a p p o r t que l'on 
désigne souvent sous le nom de coefficient de dépense, la dé-
pense effective aura pour express ion 
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el la vitesse u avec laquelle le liquide s écoule sera égale à 

Ainsi la vitesse d 'écoulement u est celle avec laquelle le liquide 
coulerai t à t r ave r sun orifice percé en mince paroi , si la hauteur 
de la sur face libre du liquide dans le vase au-dessus du centre 
de gravi té de l orifice était t*â/i. La hau teur dont il s'agit étant 
en réali té h, on voit que l ' a ju tage cylindrique a pour effet de 
rendre complètement inutile la port ion h — yïh de celle hau-

(1 A 
leur ; h — pVt, ou ce qui revient au même — — 1 J , est ce 

qu 'on n o m m e la perle de charge due à l 'a jutage cylindrique. 5; 2 6 2 . É c o u l e m e n t p e r m a n e n t d ' a n g a z p a r u n o r i i l c e . — 

Supposons qu 'un gaz, contenu dans un réservoir, s 'écoule en 
dehors uniquement en vertu de sa force expansive, par un ori-
fice de pet i tes dimensions, prat iqué dans une paroi mince de 
ce réservoir ; et que , la pression in tér ieure et la pression exté-
rieure é tant entretenues constantes, l 'écoulement soit devenu 
pe rmanen t . Nous allons chercher à déterminer la vitesse avec 
laquelle le gaz t raverse l'orifice. 

Soient w l 'aire de l'orifice, et u la vitesse que possède une mo-
lécule de gaz lorsqu'elle le Ira verse, vitesse que nous supposerons 
ê t re la même pour toutes les molécules, et dont nous regarde-
rons la direction comme étant perpendiculaire au plan de l'ori-
fice. P e n d a n t le temps dt, il sor t i ra du réservoir un volume de 
gaz égal à vudt, et la masse de ce gaz aura pour valeur pwud, 
p é tant la masse spécifique du gaz dont il s 'agit, dans les cir-
constances où il se t rouve à sa sortie du réservoir . Désignons 
par P la pression qui est entretenue constante dans le réservoir , 
ou a u moins dans toutes les parties qui ne son t pas t rès r ap-
prochées de l'orifice ; et par P' la pression constante, dans l'es-
pace où se rend le gaz à sa sortie du réservoir : P est nécessai-
rement p lus petit que P. Si nous prenons le gaz qui t raverse 
l'orifice pendant le t emps dt, et dont le volume est a lors wudt, 
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e t que nous remontions, p a r la pensée, à toutes les posit ions 
q u e ce gaza occupées an té r i eurement , à divers instants éloignés 
les uns des autres du m ê m e intervalle de temps dt, nous ver-
r o n s sans peine que ces posi t ions ne se pénètrent pas , mais 
qu 'e l les sont contiguës les unes aux au t res ; nous ver rons , de 
p lus , que l 'ensemble de ces posit ions successives de la quanti té 
infiniment petite de gaz q u e nous considérons, forme une 
masse gazeuse totale complè tement identique avec le gaz qui 
ex is te à un instant donné d a n s la portion du réservoir à la-
quel le correspondent ces d ive rses positions successives. Le gaz 
r en fe rmé dans le réservoir s e t rouve, par là, divisé en une in-
finité de parties infiniment pet i tes , de même masse, dont cha-
cune vient prendre la place de celle qui est immédiatement à 
côté d'elle, pendant le temps dt. 

Si nous considérons une de ces port ions infiniment petites du 
gaz , situées assez loin de l 'or i f ice pour que, dans tousses points, 
el le soit soumise à la press ion P , nous voyons «pie celte portion 
de gaz vient successivement p r e n d r e la place de toutes les au t res 
por t ions de même masse qu i se t rouvent entre elle et l 'or if ice; 
q u e son volume s 'accroît p e u à peu, à mesure qu'elle a à sup-
por te r une pression plus fa ib le , jusqu 'à devenir égal à uiudt, à 
l ' instant où elle t raverse l 'or if ice, et où elle n'est plus soumise 
q u ' à la pression P': et qu 'en même temps les vitesses de ses di-
verses molécules, t rès pet i tes d ' a -
bord , vont en a u g m e n t a n t j u s q u ' à 
devenir égales à u. P renons , à un 
ins tant quelconque, la to ta l i té du 
gaz contenu dans 1 espace abemn 
(Jig. 119), que cette por t ion infi-
n iment petite parcour t , d e p u i s la 
position abca'b'c, où elle sup-
porte la pression P , j u s q u ' à l 'o r i -
fice de sortie m n ; et app l iquons -
lui le théorème des forces vives, r r " 

pendant le temps inf iniment pe -
til dt. Ce gaz total , é tan t considéré dans les deux positions 

iliiïrZ 
¿J y-.«' 
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o n a u r a d o n c p o u r l a c o m p o s a n t e ; de l ' accé lé ra t ion totale 

de cet te molécu le 

du . du , du d u . 

Si l 'on d é t e r m i n e de m ê m e les va leurs de e t ; , , et que Fon 

subst i tue les r é su l t a t s ainsi ob tenus dans les équa t i ons diffé-

rent iel les p r é c é d e n t e s , on t rouvera 

di dx ' d y d -

1dïj~ <« * ? 

"¿ïïs dt dx ' <<!/ d i 

( a ) 

Nous a v o n s d o n c d é j à t ro i s équa t ions auxque l les do iven t salis-

faire nos cinq fonc t ions inconnues />, p, « , . »,- S o y o n s com-

m e n t n o u s p o u r r o n s en t r ouve r deux a u t r e s . 

Nous o b s e r v o n s d ' a b o r d que la masse spécif ique P es t né-

c e s s a i r e m e n t l iée a u x vi tesses u, u„ u„ des d iverses molécules 

i n d é p e n d a m m e n t de tou te considérat ion des forces qui leur sont 

app l i quées . En effet , si l 'on connaissai t u. «, . »„ on fonction , de 

X V ' e t t, le m o u v e m e n t de la masse fluide se ra i t complète-

nient c o n n u ; on p o u r r a i t savoi r où sont s i tuées à u n instant 

que lconque l e sd ive r se s molécu lesqu i occupa ien t primitivement 

des pos i t ions d o n n é e s ; on pou r r a i t savoi r en par t icu l ie r quelles 

s o n t l e s m o l é c u l e s q u i se t rouven t à cet ins tant à l ' in tér ieur d m , 

é l é m e n t que l conque d e volume, et pa r conséquent quel le est la 

masse to t a l e d u fluide contenu d a n s cet é l é m e n t : donc on pour-

ra i t PU c o n c l u r e la va leu r de l a masse spéci f ique d u fluide rela-

t ive au po in t de l 'espace où cet é lément de v o l u m e est place. 

P o u r t r o u v e r la re la t ion qui existe en t re u , u „ u , et p, considé-

rons le fluide con tenu , au bout du t e m p s t, dans u n paralléli-

p ipède r e c t a n g l e dont les arê tes , para l lè les aux a x e s coordonnes , 

a i e n t p o u r va l eu r s les quant i tés inf iniment peti tes voyons 

ce qu 'es t devenu ce fluide à la fin du t emps < + dt, en ver tu du 

d é p l a c e m e n t de ses d iverses molécules , e t e x p r i m o n s q u e sa 

niasse est la même d a n s les deux cas . Il est aisé de voir que le 

fluide dont il s ' ag i t , a f fec tan t la f o rme d 'un para l lé l ip ipède rec-

t ang le à la On du t emps / , p o u r r a ê t r e r e g a r d é c o m m e a y a n t en -

core l a f o rme d 'un para l l é l ip ipède à la Un d u t e m p s t + dt ; q u e , 

les a rê t e s de ce nouveau para l lé l ip ipède fa isant e n t r e elles des 

ang les don t c h a c u n d i f fère inf in iment peu d 'un ang le droi t , son 

vo lume ne d i f fère du p rodu i t de ses t rois a rê t e s q u e . l 'une q u a n -

ti té in f in iment pet i te du second o r d r e pa r r appor t à lu i -même, 

en so r t e qu 'on peu t le cons idé r e r c o m m e é t an t égal à ce pro^ 

d u i t ; enfin que, p a r une ra i son semblable , c h a c u n e des a rê t e s 

du nouveau pa ra l l é l ip ipède p e u l è l r e r e g a r d é e comme égale à sa 

pro jec t ion s u r l ' axe c o o r d o n n é avec lequel elle fait un ang le in-

finiment pet i t . Désignons p a r x , y , s les c o o r d o n n é e s du sommet 

du pa ra l l é l ip ipède pr imi t i f qui est le plus voisin de l 'or igine des 

c o o r d o n n é e s ; de so r t e que les coo rdonnées d u s o m m e t o p p o s é 

soient x - f 1 , y - f n, z - f Ç. P e n d a n t le t e m p s dt, x s 'accroî t de 

udt; x + S s 'accroî t donc de ( u + ^ dt. et p a r suite l ' a rê te 

d u pa ra l l é l ip ipède qui é t a i t pa ra l l è l e à l 'axe .les x à la fin du 

t emps l, et qui ava i t p o u r v a l e u r \ , s 'accroî t de \ - dt. Le vo-
dx 

lurne d u para l l é l ip ipède d o n t il s ' ag i t devient donc égal à 

à la fin d u t emps t+dt. Si nous mul t ip l ions le volume primit if 
ç i) Ç de ce pa ra l l é l i p ipède pa r la masse spécif ique p qui cor res -
pond au temps t et au point d o n t les coordonnées sont x . y, z. 
nous a u r o n s la niasse du fluide r e n f e r m é d a n s ce vo lume à la 
lin d u t emps t. En mul t ip l iant de même le nouveau volume 
dont nous venons de t r o u v e r l ' express ion , pa r ce q u e devient 
o lorsqu 'on y fait c ro î t re / de dt, x de udt, y de u,dt et s de utdt, 
c 'es t -à-dire p a r 
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abcmn, a'b'Jmn,qu'il occupe au commencement et à la fin du 
temps dt. contiendra év idemment une partie commune « b c'mn. 
dont les différents points a u r o n t une même vitesse dans les 
deux c a s en vertu de la pe rmanence du mouvement : l 'accrois-
sement de sa force vive p e n d a n t le temps dt se rédu i ra donc à 
l 'excès de la force vive du gaz. mnmri qui a t raversé l or.Ûce 
pendan t ce temps, sur celle du gaz de même masse, qui occu-
pait la position abca'b'c' au commencement de ce t emps dt. Si 
nous négligeons cette dern ière force vive de la couche ga/.euse 
abca'b'c, dont les différents po in t s ne sont animés que d 'une 
très petite vitesse, nous a u r o n s simplement la force vive du 
gaz mnm ri, c'est-à-dire 

f»u</t X « ! . 

pour l 'accroissement de force vive du gaz total abcmn pendant 

le temps dt. 
Évaluons maintenant la s o m m e des t r avaux développés pen-

dant le temps dt p a r les forces qui agissent sur les diverses pa r -
ties du gaz total abcmn. Ces forces se réduisent aux act ions ré-
pulsives qui s 'exercent entre les diverses molécules du gaz, et 
aux pressions qu'il éprouve a u x différents points de sa surface, 
puisque nous supposons que l 'écoulement est uniquement dû à 
la force expansive de ce gaz, e t , pa r conséquent, que ses molé-
cules ne sont soumises à a u c u n e force extérieure, telle que la 
pesanteur . Pour t rouver le t rava i l dù aux pressions que le gaz 
éprouve sur sa surface, considérons d 'abord la pression P qui 
s 'exerce dans tous les points de la surface abc. Soient 5 un élém nt 
de cette surface, et s l ' épaisseur de la couche abca'b'c p rès de 
l 'élément a : P i est la pression supportée p a r cet élément, et Pcs 
est le travail que produi t cette pression élémentaire pendant le 
t emps dt. pendant lequel la surface abc vient se placer en a'b'c'; 
donc le travail dù à la pression P, qui s 'exerce sur toute la sur-
face abc, est égal à P X c'est-à-dire égal au produi t de P 
par le volume de la couche gazeuse abca'b'c'. On t rouverai t , de 
même, que le t ravai l d ù à l a pression P' s 'exerçant sur la surface 
mn, pendant que celte surface passe de mn en m'ri, est égal au 

produi t de l v par le volume mnm'ri. Mais, de ces deux t ravaux , 
le premier est positif et le second est n é g a t i f ; d 'a i l leurs , leurs 
valeurs absolues sont égales, pu i sque abca b'c et mnm'ri sont 
les deux volumes que prend une même masse de gaz sous le> 
pressions P et P ' , et que ces volumes s o n t en raison inverse 
des pressions P et P'. d ' après la loi d e Mariolle : donc, la 
somme des t ravaux développés pa r les press ions que le gaz 
abcmn supporte sur tou te sa surface , p e n d a n t le temps dt, est 
égale à zéro. 

Il ne nous reste plus qu ' à dé t e rmine r le t rava i l développé p i -
les actions moléculaires, dans le gaz d o n t il s 'agit , pendant qu'il 
[Misse de la position abcmn à la posit ion a0'c'mn'. Nous obser-
verons, pour cela, que ce t ravai l total est égal à la somme des 
t ravaux dus aux forces moléculaires d a n s les diverses couches 
dont nous regardons le gaz total comme composé , couches dont 
chacune vient p rendre la place de la c o u c h e voisine, pendant le 
temps infiniment peti t dt ; et . par conséquen t , il est le même 
que la somme des t ravaux développés pa r l e s fo rcesmolécu la i r e s 
dans une seule de ces couches, pendan t qu 'e l le pa=se de la posi-
tion abca'b'c' à la position mnm'ri. C h e r c h o n s donc à dé termi-
ner l 'expression de cette dernière s o m m e de t ravaux, et pour 
cela considérons d 'une manière géné ra le le t ravail dà aux forces 
moléculaires d 'un gaz qui se dilate, en p a s s a n t du volume Y à un 
volume plus g rand Y". Soit p la press ion qu' i l faudrai t exercer 
sur toute la surface de ce gaz pour le ma in ten i r en équil ibre, 
lorsque son volume a pris une va leur quelconque v comprise 
entre V et Y'. D'après le théorème du t r ava i l vir tuel , appl iqué à 
l 'équilibre qui vient d 'être indiqué, la s o m m e des t ravaux dus 
aux forces moléculaires de ce gaz, l o r sque son volume s'accroît 
d 'une quanti té infiniment petite dv, es t égale et de signe con-
traire à la somme des t ravaux déve loppés en même t emps pa r l a 
pression p qui s 'exerce aux différents po in t s de sa surface ; mais 
si l 'on répète ici le ra isonnement qui v i e n t d 'être fait pour trou-
ver le t ravail dù à la pression P s ' exerçan t sur la surface abc 
fig. 119), on reconnaît que, dans le cas dont nous nous occu-
pons maintenant , la somme des t r a v a u x dus à la pression p ap-
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pliquée à toutes les part ies de la surface du gaz, est égale à — 

pdv : donc, pendant que le gaz se dilate, de manière que son 

volume passe de la valeur v à la valeur v — dv, les forces 

moléculaires qui agissent entre ses diverses par t ies dévelop-

pent des t ravaux dont la somme est égale à pdv. Or, d ' après 

la loi de Mariotte, on a 

_ P V 
v ' 

1»' étant la valeur que prend la pression p, lorsque v devient 
égale à V' ; il s 'ensuit que la somme de t r a v a u x que nous ve- • 
nous de déterminer peut s'écrire sous la fo rme 

et que, par conséquent , le travail total dû aux forces molécu-

laires, pendant que le gaz passe du volume V au volume V , a 

pour valeur 

p t r * = ! > • < . 
J y v \ 

Appliquons cette formule au cas que nous avons spécialement 
en vue, c 'est-à-dire au cas d 'une couche gazeuse qui passe de 
la position abcdb c' (fig. 119), où elle suppor te la pression P , à 
la position mnm'ri, où elle supporte la pression P' ; et obser-
vons que le r appor t des deux volumes qu'el le a dans ces deux 
positions est égal au rappoi t inverse des pressions P et P , el 
que d 'ai l leurs le volume V est égal à ooudl : nous t rouverons 
ainsi 

P eoud/./. P 

pour l 'expression de la somme des t ravaux dus aux forces mo-
léculaires de cette couche, et par conséquent aussi de la 
somme des t ravaux développés par les forces moléculaires du 
iaz abcmn, pendant que ce gaz passe à la position db'vm'n . 

Nous avons donc, en appliquant le t h é o r è m e des forces 
vives 

? » u d t . u , = 2 P «udi./ . 

d 'où, en observant que p est la masse spécifique du gaz sous la 
pression P', et posant en conséquence 

P = * ? , 

nous t irons 

Telle est la vitesse avec laquelle le gaz s 'écoule à t r avers l 'ori-
fice O). 

D'après ce qui précède, le volume du gaz qui t raverse l'orifice 
pendant l 'uni té de temps doit être WM, en supposant toute-
fois que ce volume soit mesuré sous la pression P'. L'expé-
rience montre que cette valeur de la dépense est t rop g rande , ce 
qui tient à ce que la veine gazeuse se con t rac te à la sortie de 
l 'orifice, au lieu d 'ê t re cylindrique comme nous l 'avons supposé. 
Les choses se passent de la même man iè re que dans l'écoule-
ment d 'un liquide par un orifice, et lout ce «pie nous avons dit 
à l'occasion de ce dernier écoulement (§ 2GI), pou r expliquer 
la différence entre les résultats de la théor ie et ceux de l 'obser-
vation, pourrai t être répété ici. Nous devons «lire cependant 
que, dans le cas d 'un gaz, les considérat ions théor iques que nous 
avons développées ne sont complètement confo rmes à la rér.-
lité, quand on substitue la section contrac tée de la veine à l 'o-
rifice de sortie, qu 'autant «pie le rappor t des pressions P et 1»* 
est peu différent de l 'unité : s'il en était au t r emen t , on ne serait 
pas dans le vrai en regardan t la pression c o m m e étant égale à 
P' dans toute l 'étendue de la section con t rac tée de la veine 
gazeuse, parce que cette veine se di la terai t au delà de sa sec-
tion contractée, ce qui indiquerait un excès de la pression qui 
s 'exerce à son intérieur sur la pression env i ronnan te , 

L'action de la pesanteur sur 1111 gaz qui s 'écoule «lans les con-
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ditiona que nous venons d 'é tudier n ' a év idemment qu 'une in-

fluence insignifiante sur les résul tats , et on peut en consé-

quence ne pas en tenir compte. 
§ 2 6 3 . M o u v e m e n t p e r m a n e n t d ' a n l i q u i d e p e s a n t d a n » u n 

tu ,au. — Dans les deux quest ions que nous venons de trai ter 
§§ 2<»l et ¿62). nous avons regardé le liquide ou le gaz dont 

il s 'agissait comme jouissant de la fluidité p a r f a i t e ; nous 
n 'avons tenu compte en aucune manière des f ro t tements que 
les molécules fluides exercent les unes sur les autres . Les ré-
sultats auxquels nous sommes parvenus sont cependant d 'accord 
avec ceux que fourni t l 'expérience, pourvu, bien en tendu , que 
l'on fasse a t tent ion à la contraction de la veine fluide, ainsi que 
nous l 'avons dit . Cela provient de ce que, dans l 'un et l 'autre 
des deux cas que nous avons étudiés, les molécules fluides ne 
prennent une vitesse un peu grande que dans le vois inage de 
l 'orifice vers lequel elles se d i r igent ; de sor te que le frot tement 
qui se développe entre ces molécules, et qui croit avec leur vi-
tesse. n 'agit d 'une manière un peu sensible que dans une petite 
port ion de l 'espace total que le fluide occupe, et n ' a en consé-
quence qu 'une très faible influence sur l 'écoulement du fluide. 
Mais il n'en est plus de môme lorsqu'il s 'agit d 'un fluide qui 
coule dans un tuyau d 'une g rande longueur ; l ' influence d u frot-
tement se fait alors sentir d 'une manière très notable. C'est 
dans un pareil mouvement que le f rot tement des fluides a été 
étudié : nous allons voir quels sont les résul ta ts auxquels on 
est parvenu à ce sujet . 

Considérons d 'abord le mouvement permanent d 'un liquide 
pesant dans un tuyau dont la section t ransversale est par tout 
la même. II est aisé de voir que le mouvement de chaque molé-
cule doit ê t re uniforme dans toute la longueur du tuyau. Mais 
les diverses molécules ne se meuvent pas toutes avec une même 
vitesse; celles qui sont tout près des parois du tuyau se meuvent 
t rès lentement , et, à mesure qu'on s 'éloigne de ces parois pour 
se r app roche r de l 'axe du tuyau, on en trouve dont les vitesses 
sont de plus en plus g randes : le liquide tout entier peut être 
regardé comme formé de couches cylindriques concentr iques 

Fig. 12«. 

qui gl issent les unes dans les autres , et dont les vitesses sont 

d ' au t an t plus petites que leurs rayons sont plus g rands . 
Les diverses molécules liquides étant animées de mouvements 

uniformes, les forces qui agissent sur chacune d'elles doivent se 
fa i re équil ibre, et pa r 
conséquent il doit en 
ê t re de même de toutes 
les forces appl iquées à 
la por t ion de liquide 
compr i se en t re deux 
sect ions t ransversales 
AB, CD. fig. 120; la 
s o m m e des project ions 
de ces forces sur l 'axe 
du tuyau doit donc ê t re 
nul le . Désignons par w 
l 'a i re de la section du tuyau ; pa r / la longueur de la portion du 
t u y a u ABCD ; pa r © l 'angle que l 'axe de ce tuyau fait avec la 
ver t i ca le ; par z et z* les dis tances des centres M. N des deux 
sect ions AB, CD à un plan horizontal 1111 ; pa r p la masse spé-
cifique du liquide ; et pa r F une force appliquée au liquide 
ABCD, en sens cont ra i re de son mouvement et capable de pro-
dui re le même effet que l 'ensemble des frot tements que ce li-
qu ide éprouve . Soit de plus p' la pression moyenne dans la sec-
tion AB, e t / / ' l a pression analogue dans la section CD. Le liquide 
ABCD est soumis : 1° à la force p'w qui agit sur la section AB, 
dans le sens du mouvement ; 2° à la pression p*» qui agit sur la 
section CD, en sens contraire de la p récéden te ; 3°à son poids 
qui a pour expression p?«/. et dont la projection sur l 'axe du 

. tuyau a pour va leur çgwl cos <p, ou bien p^w (*' — z"); à la force 
F qui agi t en sens contra i re du mouvement . Donc, d 'après ce 
qui p récède , on doit avoir 

p't» — p'«, -f- ?g» (z _ z') — F = 0 . 

Cette relation pe rmet de dé te rmine r F , lorsque l'on connaît les 

au t res quant i tés qui y en t ren t , quanti tés qui peuvent être fa-

3 3 
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c i lement d é t e r m i n é e s . Des expé r i ences n o m b r e u s e s , discutées 

p a r P r o n y . lui ont fait vo i r que l a force peu t ê t re r ep ré sen t ée 

p a r l ' express ion 
Y=U(*u + Pu»), 

. é t a n t le pé r imè t r e de la section d u t u y a u , u la vi tesse moyenne 
du l iquide dans une sect ion que lconque , et «, ? d e u x coefficients 
cons tan t s pour un m ê m e l iqu ide . Le fac teur / . ser t de mesure 
à la sur face pa r laquel le le l iqu ide cons idé ré t ouche la p a r c du 
t u y a u ; il est aisé de c o m p r e n d r e que la force F doit en effet être 
p ropor t ionne l l e à cette su r f ace . En r e m p l a ç a n t F pa r 1 expres-
sion que nous venons d ' i nd ique r , en d iv isant ensu i t e tous les 
t e rmes pa r Wu>, la re la t ion que n o u s avons t rouvée devient 

99 P g 

a et b é t an t mis au l ieu de £ , l . Concevons que l 'on implante 

sur le tuyau , a u x points A, C, d e s tubes ver t icaux ouve r t s p a r l e 
h a u t , d a n s lesquels une por t ion d u l iquide puisse s ' é lever ; et que 
ce l iquide s 'y ma in t i enne i m m o b i l e pendant que l ' écoulement 

con t inue au-dessous d 'eux . Les quan t i t é s son t évidem-

ment les h a u t e u r s MP, NQ auxque l l e s le l iquide s ' é l ève ra dans 

ces tubes au-dessus des p o i n t s N, N ; et p a r suite 

L - P - V - V 
f9 f 9 

est la d i f fé rence de n iveau d e s po in t s P, Q. Cette d e r n i è r e quan-

ti té n 'es t a u t r e chose que la c h a r g e qui tend à accé lé re r le mou-

vemen t du l iquide ABCD, c h a r g e qui est en t i è r emen t p e r d u e par 

l 'effet du f ro t t emen t . Ainsi , 

- (au -f- bu}) 
CI) 

est la p e r l e de c h a r g e due a u f ro t t emen t dans la l o n g u e u r / du 

tuyau ; de sor te que la pe r t e de charge p a r m è t r e de longueur 

est expr imée p a r 

i ( a u + 6u*). 

P rony a t rouvé que , p o u r l ' écou lement d e P e a u d a n s un t u y a u , 
on doit p r e n d r e 

a = 0,0000173, 6 = 0,000348, 

les unités de l o n g u e u r et de t e m p s é t a n t le m è t r e et la seconde . 

La loi qui vient d ' ê t r e indiquée , p o u r le f r o t t e m e n t ép rouvé 
pa r un liquide en m o u v e m e n t , m o n t r e b i en qu 'un l iquide en 
équil ibre peut ê t re r e g a r d é c o m m e j o u i s s a n t d ' u n e fluidité p a r -
faite, puisque ce f ro t t emen t est d ' a u t a n t p l u s pet i t que la vi-
tesse est e l le-même p lus peti te, et qu ' i l se r é d u i t à zéro lo r sque 
la vitesse est nulle. 

§ 2GI . M o u v e m e n t p e r m a n e n t ( l ' u n g a r . d n n » u n t u y a u . 

— Lorsqu 'un gaz est a n i m é d 'un m o u v e m e n t p e r m a n e n t d a n s 
un tuyau d 'une g r a n d e l o n g u e u r , les c h o s e s se passen t à peu 
p rès comme nous v e n o n s de le d i re p o u r u n l iqu ide ; il y a cepen-
dan t une d i f fé rence qui tient à ce que le g a z se dilate à m e s u r e 
qu ' i l esl soumis à une pression p lus f a ib le . L 'ac t ion de la pe san -
teur sur le gaz n ' a y a n t qu 'une in f luence ins igni f iante s u r son 
mouvement , il est nécessa i re que la p r e s s i o n soi t plus g r a n d e du 
côté d 'où v ien t le gaz que du côté vers l e q u e l il ma rche , alin q u e 
le f ro t tement que ce gaz ép rouve d a n s son m o u v e m e n t puisse 
ê t re vaincu pa r l ' excès de la p r e m i è r e p r e s s i o n sur la seconde . 
Il en résul te nécessa i rement que la d e n s i t é d u gaz décroî t peu 
h peu p e n d a n t qu ' i l p a r c o u r t le t uyau , e t p a r conséquen t q u e sa 
vitesse va en a u g m e n t a n t c o n s t a m m e n t ; c a r la p e r m a n e n c e du 
mouvemen t exige que des masses é g a l e s de gaz t r ave r sen t en 
même temps toutes les sections du t u y a u , ce qui ne peut avo i r 
lieu qu ' au t an t que , d a n s ces d iverses s e c t i o n s , la vitesse du gaz 
est en ra ison inverse de sa dens i té . C e p e n d a n t , d a n s les c i rcon-
stances les p lus o rd ina i res , le r a p p o r t d e s p r e s s i o n s ex t r êmes esl 
peu différent de l 'uni té ; la vi tesse du g a z ne s ' acc ro i t pas beau-
coup d 'un b o u t à l ' au t r e du t uyau , e t o n p e u t app l iquer à son 
mouvement ce qui a é té dit pour le m o u v e m e n t p e r m a n e n t d 'un 
liquide dans un t u y a u , en r e g a r d a n t sa v i t e s se comme égale à la 
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moyenne de ses vi tesses ex t r êmes . En se fondan t sur ces consi-

dé ra t ions , on a r e c o n n u pa r l ' expér ience que la pe r t e de c h a r g e 

pa r m è t r e de l o n g u e u r , occas ionnée p a r le f r o t t emen t d u gaz 

con t re le t u y a u d a n s lequel il se meut , peut ê t re r ep résen tée 

pa r l ' express ion s imple 

iftu». 

Cette express ion ne d i f fère de celle qui a été t rouvée pour les 

l iquides q u e p a r la suppress ion du t e rme a« , suppress ion que 

l 'on peut éga l emen t o p é r e r quand il s 'agi t d 'un l iquide et que 

la vi tesse u est u n peu g r a n d e . On a t rouvé p a r E x p é r i e n c e que, 

quel que soit le gaz , on peut p r e n d r e 

b = 0 ,000355 , 

valeur qu i d i f fè re à peine de celle qui co r r e spond a u mouve-

m e n t de l ' eau . 

§ 2 6 5 . P r e s s i o n e x e r c é e p n r u n e * e l n c l i q u i d e * u r u n e l u r 

f a c e p l a n e . — P o u r donne r une idée de la man iè r e don t on 

peut t rouver l 'ac t ion qu 'un fluide en m o u v e m e n t exerce sur la 

sur face d ' un c o r p s sohde , nous cons idé re rons le cas où une 

veine l iquide vient r e n c o n t r e r un p lan fixe AB, fig. 121, don t 

la di rect ion est pe rpend icu la i re à l 'axe 

de la veine. Nous suppose rons que le 

plan est assez l a rge pour que les filets 

l iquides , déviés de leur rou te p a r la pré-

sence de ce p lan , finissent pa r ê t r e tous 

d i r igés à angle droi t sur l 'axe de la 

veine. Si le p lan n 'é ta i t pas main tenu 

d a n s l ' immobi l i té , la veine le repous-

se ra i t devan t elle ; concevons donc 

qu 'on lui app l ique une force de re tenue 

P , d i r igée su ivan t l 'axe de la veine et 

en sens cont ra i re du m o u v e m e n t du 

l iquide, et p r o p o s o n s - n o u s de dé t e rmine r l a g r a n d e u r que 

doi t avoi r cel te force pour que le plan ne cède pas à l 'act ion 

Fig. n i . 

de la veine : il est c la i r q u e n o u s a u r o n s pa r là la mesure de la 

pression q u e l a veine l iqu ide e x e r c e s u r le p lan . 

Cons idé rons tou t le l i qu ide q u i se t r ouve à un ins tant que l -
conque d a n s le vois inage d u p l a n AB. depuis la section t rans-
versa le MN de la veine j u s q u ' a u c o n t o u r du p lan , et app l iquons-
lui le t h é o r è m e des q u a n t i t é s d e m o u v e m e n t pro je tées sur un 
a x e (§ 224), en c o n s i d é r a n t s o n m o u v e m e n t pendan t un é l émen t 
de t e m p s dt, e t p r o j e t a n t les q u a n t i t é s de m o u v e m e n t et les im-
puls ions s u r l ' axe m ê m e de l a ve ine . Si nous c o m p a r o n s le li-
qu ide dont il s ' ag i t , d a n s les d e u x pos i t ions qu'i l occupe au com-
mencemen t et à la fin du t e m p s dt, nous voyons que d a n s ces 
deux pos i t ions il r e n f e r m e u n e pa r t i e c o m m u n e ; cette pa r t i e 
est c o m p r i s e e n t r e la sec t ion M'N' où se t r o u v e n t , à la fin du 
t emps dt, l es molécules l i qu ides qu i é ta ient d a n s la section MN 
a u c o m m e n c e m e n t de ce t e m p s , et la limite co r r e spondan t a u 
con tou r du p l a n AB à l aque l l e se t e rmina i t le l iquide cons idéré 
a u c o m m e n c e m e n t du t e m p s dt. L 'accro issement de la s o m m e 
des q u a n t i t é s d e m o u v e m e n t p r o j e t é e s s u r l 'axe de la veine pen-
d a n t le t e m p s dt s e r a donc s i m p l e m e n t la d i f férence en t re la 
s o m m e des q u a n t i t é s de m o u v e m e n t p ro je tées co r r e spondan t au 
l iquide qui é t a i t c o m p r i s e n t r e MN et M'N' au commencemen t du 
t emps dt, e t l a s o m m e des q u a n t i t é s de m o u v e m e n t p ro je tées 
c o r r e s p o n d a n t à une q u a n t i t é é g a l e de l iquide s i tuée vers le 
con tou r du p lan AB à la fin d e ce t emps . Mais les vitesses de 
toutes les m o l é c u l e s de ce d e r n i e r l iquide sont , pa r h y p o t h è s e , 
d i r igées à a n g l e d r o i t s u r l ' a x e d e la veine ; donc la s o m m e 
de l eu r s q u a n t i t é s de m o u v e m e n t p r o j e t é e s sur cet axe est nul le . 
Ainsi l ' a c c r o i s s e m e n t q u e sub i t p e n d a n t le t emps dt la s o m m e 
des p r o j e c t i o n s des q u a n t i t é s de m o u v e m e n t du l iquide tout en-
t ier s u r le m ê m e axe se r édu i t à 

— fuvdt.v, 

en d é s i g n a n t p a r p la masse spéc i f ique du l iquide, p a r w l 'aire 
de la sec t ion t r a n s v e r s a l e de la ve ine , et pa r v i a vi tesse des m o -
lécules l i qu ides qui composen t ce t te veine. D'un a u t r e côté , les 
act ions q u e le l iqu ide é p r o u v e de l a pa r t du p lan AB son t les 
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seules forces extér ieures qui lui soient appl iquées ; et la s o m m e 

de leurs projections sur Taxe de la veine est év idemment égale 

à P ; en sorte que, si l 'on observe que ces forces proje tées agis-

sent en sens contra i re du mouvement du liquide, on aura 

— P dt 

p o u r l 'expression de la somme de leurs impulsions pendan t le 

teinp dt. Donc, d ' ap rès le deuxième théorème généra l que nous 

voulons appl iquer ici, on a 

— t*vdt.v = — Pdt, 

d'où l'on t i re 
P = pcuU1. 

Telle est la va leur de la pression que la veine liquide exerce 

sur le plan AB, dans les circonstances où nous nous sommes 

placés. 

C H A P I T R E Y 

THÉORIE DU MOUVEMENT DES MACHINES. 

§ 266. Not ions g é n é r a l e s nur le» machines . — Si l 'on passe 
en revue les diverses espèces de machines qui sont employées 
dans l ' industr ie, on reconnaît facilement qu 'e l les peuvent ê t re 
groupées dans deux classes bien distinctes. Les unes servent à 
vaincre des résistances plus ou m o i n s considérables; telles sont 
celles qui ont pour objet d ' é lever des fa rdeaux , de compr imer 
ou de broyer des corps, de t o u r n e r , de couper ou de pe rce r les 
bois ou les métaux, etc. Les a u t r e s sont des t inées à faire des 
ouvrages qui demandent de l ' adresse plutôt que de la force ; 
telles sont celles qui servent à filer et à t isser les mat ières 
textiles, à b r o d e r i e s étoffes, à fabr iquer les dentel les, e tc . 

En ne considérant d 'abord q u e les machines de la première 
classe, nous voyons qu'elles s o n t employées, non seulement 
pour vaincre des résistances, m a i s encore p o u r faire marche r 
les points d'application de ces résistances. Lorsqu 'une ma-
chine de cette classe est en act ivi té , lorsqu'elle travaille, il y a 
à la fois résistance vaincue et déplacement du point d 'appl ica-
tion de la résistance en sens cont ra i re de son act ion. D'ailleurs, 
il est aisé de voir , par divers exemples s imples , que le travail 
effectué par la machine (en a t t r ibuant au m o t travail son acep-
tion vulgaire) var ie proport ionnel lement à l ' intensi té de la ré -
sistance vaincue, lorsque le po in t sur lequel cette résis tance 
agit se déplace de la môme m a n i è r e ; et aussi que , à égalité de 
résistance vaincue, le t ravai l varie p ropor t ionne l lement au 
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seules forces extér ieures qui lui soient appl iquées ; et la s o m m e 

de leurs projections sur Taxe de la veine est év idemment égale 

à P ; en sorte que, si l 'on observe que ces forces proje tées agis-

sent en sens contra i re du mouvement du liquide, on aura 

— P dt 

p o u r l 'expression de la somme de leurs impulsions pendan t le 

teinp dt. Donc, d ' ap rès le deuxième théorème généra l que nous 

voulons appl iquer ici, on a 

— t*vdt.v = — Pdt, 

d'où l'on t i re 
P = pcuU1. 

Telle est la va leur de la pression que la veine liquide exerce 

sur le plan AB. dans les circonstances où nous nous sommes 

placés. 

C H A P I T R E Y 

THÉORIE DU MOUVEMENT DES MACHINES. 

§ 266. Not ions g é n é r a l e s nur le» machine». — Si l 'on passe 
en revue les diverses espèces de machines qui sont employées 
dans l ' industr ie, on reconnaît facilement qu 'e l les peuvent ê t re 
groupées dans deux classes bien distinctes. Les unes servent à 
vaincre des résistances plus ou m o i n s considérables; telles sont 
celles qui ont pour objet d ' é lever des fa rdeaux , de compr imer 
ou de broyer des corps, de t o u r n e r , de couper ou de pe rce r les 
bois ou les métaux, etc. Les a u t r e s sont des t inées à faire des 
ouvrages qui demandent de l ' adresse plutôt que de la force ; 
telles sont celles qui servent à filer et à t isser les mat ières 
textiles, à b r o d e r i e s étoffes, à fabr iquer les dentel les, e tc . 

En ne considérant d 'abord q u e les machines de la première 
classe, nous voyons qu'elles s o n t employées, non seulement 
pour vaincre des résistances, m a i s encore p o u r faire marche r 
les points d'application de ces résistances. Lorsqu 'une ma-
chine de cette classe est en act ivi té , lorsqu'elle travaille, il y a 
à la fois résistance vaincue et déplacement du point d 'appl ica-
tion de la résistance en sens cont ra i re de son act ion. D'ailleurs, 
il est aisé de voir , par divers exemples s imples , que le travail 
effectué par la machine (en a t t r ibuant au m o t travail son acep-
tion vulgaire) var ie proport ionnel lement à l ' intensi té de la ré -
sistance vaincue, lorsque le po in t sur lequel cette résis tance 
agit se déplace de la môme m a n i è r e ; et aussi que , à égalité de 
résistance vaincue, le t ravail varie p ropor t ionne l lement au 
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chemin que le point d 'application de cette résistance parcour t 
suivant sa direction, c'est-à-dire à la projection du chemin par-
couru pa r ce point sur la direction de la force : donc, en géné-
ral , le travail effectué pa r la machine est proport ionnel au 
produi t de la résistance vaincue pa r la projection du chemin 
parcouru par le point d 'applicat ion de cette force su r sa direc-
tion. C'est pour cela que précédemment nous avons adopté le 
mot travail pou r désigner un produi t tel que celui dont il 
vient d 'être quest ion (§§ 116 à f 18). Mais, pour qu 'une machine 
puisse vaincre une résistance et faire m a r c h e r en même temps 
le point d 'application de cette résistance en sens contraire de 
son action, il faut qu 'une force mouvante , ou une puissance, 
lui soit app l iquée ; il faut en outre que le point de la machine 
sur lequel agit la puissance marche dans le sens de cette ac-
tion : il faut donc que la puissance développe un certain tra-
vail, conformément à l 'acception que nous a t t r ibuons à cette 
expression. Ce travai l , développé pa r la puissance, fait que la 
machine soumise à son action peut effectuer le t ravail corres-
pondant à la résistance qu'elle a à ^vaincre. La machine ser t 
d ' intermédiaire en t re ces deux t ravaux : on peut dire qu'elle 
a pour objet de t ransmet t re le t ravail de la puissance au point 
où la résistance est appliquée. 

Les machines comprises dans la seconde des deux classes 
que nous avons indiquées plus hau t ne sont pas dest inées di-
rectement à vaincre des résistances. Mais l 'ouvrage auquel on 
les emploie ne peut pas se faire sans qu'il se développe des r é -
sistances accessoires, telles que les f rot tements entre les diver-
ses pièces dont elles sont fo rmées ; il en résulte que, pour en-
tretenir le m o u v e m e n t d e ces machines, il est encore nécessaire 
de faire ag i r sur elles certaines puissances, et le travail de ces 
puissances corespond au travail occasionné pa r les résistances 
accessoires dont il vient d 'ê t re question. 

Ainsi on peut dire d 'une manière généra l que les machines 
vont des appareils qui servent à transmettre le travail des forces. 
Nous allons voir de quelle manière s'effectue cette t ransmis-
sion du travail pa r l ' intermédiaire des machines. 

§ 2 6 7 . T r a n s m i s s i o n d u t r a v a i l d a n s l e s m a c h i n e s . — C ' e s t 

pa r l 'application du t h é o r è m e généra l des forces vives (§ 230) 
à l 'ensemble des corps qui font par t ie d 'une machine en mou-
vement , que nous a r r i v e r o n s à nous faire une idée nette sur 
la transmission du t ravai l dans cette machine. Pour faire cette 
application, nous dis t inguerons, parmi les diverses forces qui 
agissent sur la m a c h i n e , celles dont le t ravail est positif, et 
celles dont le t rava i l est négatif . Les premières , dont les direc-
tions font à chaque ins tant des angles a igus avec les chemins 
élémentaires p a r c o u r u s pa r leurs points d 'application, sont 
les forces mouvantes , ou les puissances ; les dernières , dont 
les directions font au con t ra i r e des angles obtus avec les dépla-
cements de leurs points d 'applicat ion, sont les forces résis-
tantes ou les rés is tances . Le t ravai l d 'une force mouvante est 
désigné spécialement sous le nom de travail moteur; et celui 
d'une force rés is tante , cons idéré en valeur absolue, c 'est-à-dire 
indépendamment du s igne — dont il est affecté, se nomme par 
opposition travail résistant. La somme des t ravaux développés 
pendant un temps que lconque pa r les diverses forces mouvantes 
qui agissent sur une mach ine , constitue ce qu 'on nomme le 
travail moteur total, ou s implement le travail moteur , corres-
pondant à ce t emps ; e t de môme on donne le nom de travail 
résistant total, ou s implemen t de travail résis tant , à la somme 
des valeurs absolues des t ravaux dus aux forces résistantes 
pendant le môme t e m p s . 

Cela posé, si nous cons idérons le mouvement d 'une machine 
pendant un interval le de temps quelconque, et si nous dési-
gnons par Tm le t r ava i l moteur total développé pendant ce 
temps, et pa r T r le t rava i l résis tant total cor respondant , nous 
au rons T„ — T r p o u r la s o m m e des t ravaux de toutes les for-
ces qui agissent s u r la m a c h i n e pendant le temps dont il s 'agit : 
donc, d 'après le t h é o r è m e général des forces vives, on a u r a 

- v m t ) î _ vmi,0» = 2 (Tm - Tr). (a) 

Cette équation e x p r i m e que l 'accroissement total de la force 

vive de la mach ine , p e n d a n t le temps que l'on considère, est 
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éga l au double de l 'excès du t rava i l m o t e u r s u r le t rava i l résis-

t a i t , p e n d a n t le m ê m e t e m p s ; elle r e n f e r m e en e l l e - m ê m e 

toute la t h é o r i e d e la t r a n s m i s s i o n du t r ava i l dans l e s machines . 

Supposons d ' a b o r d que le m o u v e m e n t d e l à mach ine soit 

un i fo rme , c ' e s t - à -d i re que la vi tesse d e c h a c u n de ses points 

r e s t e c o n s t a m m e n t la m ê m e . Le p r e m i e r m e m b r e de 1 équa-

t ion (a) est nul , que l q u e soit l ' in terval le de t e m p s auque l cette 

équat ion se r a p p o r t e : donc le t r ava i l m o t e u r T m es t constam-

m e n t égal a u t r a v a i l rés i s tan t T r . Ainsi la m a c h i n e t r a n s m e t le 

t rava i l déve loppé par les forces m o u v a n t e s a u x po in t s sur les-

quels ag issen t les forces rés is tantes , s a n s q u e la g r a n d e u r de ce 

t ravai l a i t subi aucune modif ica t ion. Dans le cas par t icu l ie r ou 

l a mach ine n 'es t soumise q u ' à une seu le pu i s sance et à une seule 

rés i s tance , l ' un i fo rmi té d u m o u v e m e n t en t r a ine comme consé-

quence que le t rava i l de la pu issance e s t éga l à celui de la résis-

tance ; ou, en d ' a u t r e s t e rmes , que la pu i s sance et la rés i s tance 

sont en t re el les dans le r appor t i nve r se des chemins p a r c o u r u s 

d a n s le même t emps pa r leurs poin ts d ' app l ica t ion , et suivant 

l eur d i rec t ions respec t ives : d 'où l 'on conclu t la max ime , bien 

connue , que ce qu'on gagne en force, on le perd en vitesse. 
Lorsqu 'une m a c h i n e ne se meut p a s u n i f o r m é m e n t , I égal i té 

des t r a v a u x m o t e u r et r és i t an t T m , T r c o r r e s p o n d a n t a un in-

terval le de t e m p s que lconque , n ' ex i s t e p lus . Mais, dans ce cas, 

le m o u v e m e n t de la m a c h i n e est h a b i t u e l l e m e n t pér iod ique : 

c 'es t -à-dire que ce m o u v e m e n t s ' a c c é l è r e et se ra lent i t a l t e rna-

t ivement , de telle m a n i è r e que la v i tesse de chacun des poin ts 

de la mach ine r e s t e t o u j o u r s c o m p r i s e e n t r e cer ta ines limites. 

Si l 'on cons idère une des pé r iodes de t e m p s qui se succèdent , 

e t qui sont telles q u ' a u c o m m e n c e m e n t et à la fin de chacune 

d 'el les les v i tesses des d iverses p a r t i e s de la m a c h i n e sont les 

mêmes , il est clair que , p o u r cette p é r i o d e , le p remier m e m b r e 

de l ' équa t ion {a) est égal à zéro , e t p a r conséquent le second 

l 'es t auss i : donc le t rava i l m o t e u r T„ , déve loppé p e n d a n t cet 

in terval le de t emps , est égal au t r a v a i l r és i s t an t T r co r respon-

dant . Ainsi, quo ique T m et T r ne so ien t p a s égaux pour c h a q u e 

é lément du temps , l 'égal i té de ces deux quant i tés peut ê t re 

r e g a r d é e comme exis tant , en moyenne , p e n d a n t toute la du -
rée de la m a r c h e pér iodique de la mach ine ; puisqu 'e l le a lieu 
p o u r une quelconque des pér iodes de m o u v e m e n t don t n o u s 
venons de pa r l e r , et p a r conséquent auss i pour le t e m p s f o r m é 
d 'un n o m b r e quelconque de ces pér iodes . 

s i r on app l ique l 'équat ion (a) à la total i té du t emps p e n d a n t 
lequel la mach ine se meut , c 'es t -à-dire au t emps c o m p r i s e n t r e 
l ' ins tant où elle commence à se met t re en m o u v e m e n t et l ' ins-
tan t où elle s ' a r rê te , on voit que le p r e m i e r m e m b r e de l ' équa-
tion est nul , puisque chacun des deux te rmes qui le c o m p o s e n t 
est nul s é p a r é m e n t : donc, p e n d a n t ce t emps total , on a en-
core T m = T r . De telle sor te que , quel les que soient les v a r i a -
t ions d u m o u v e m e n t de l a mach ine , le t ravai l d é v e l o p p é p a r 
les forces m o u v a n t e s qui lui sont app l iquées , p e n d a n t tou t le 
t emps qu'elle est en marche , est t ou jou r s égal au t r ava i l déve-
loppé dans le m ê m e t emps p a r les forces rés i s tan tes . 

L 'équat ion (a) nous mont re encore que , si la fo rce vive 2 m v ' 
de le mach ine , à la fin d 'un cer tain interval le de t e m p s , est 
p lus g r a n d e que la force vive 2 m r , * c o r r e s p o n d a n t a u com-
m e n c e m e n t de cet interval le de temps , T m est p lus g r a n d que 
T r ; et de m ê m e que, si la force vive finale est p lus pe t i te que la 
force vive initiale, Tm est p lus pet i t que T r . On voit pa r là c o m -
ment v a r i e le mouvemen t de la machine , su ivan t que le t rava i l 
m o t e u r est supé r i eu r ou infér ieur au t rava i l r é s i s t an t . T a n t que 
l 'on a Tm = T r , la force vive de la mach ine reste la m ê m e . Si 
T m devient p lus g rand que T r , le m o u v e m e n t de la m a c h i n e 
s ' accé lè re ; sa force vive a u g m e n t e d ' une quan t i t é éga le a u dou-
ble de l 'excès de Tm sur T r . Si, a u cont ra i re , T m d ev i en t p lus 
pet i t que TP , le mouvemen t de la mach ine se ra len t i t e t sa 
force vive d iminue du double de l 'excès de T r s u r T m . On peut 
d i re d ' a p r è s cela que , lorsque Tm est p lus g r a n d que T r , le t r a -
vail m o t e u r T„, se décompose en deux pa r t i e s r e spec t ivemen t 
égales à T , et Tm — T r ; la p r emiè re de ces deux pa r t i e s d u t ra -
vail m o t e u r p e r m e t à la mach ine d 'e f fec tuer le t rava i l T r c o r -
r e spondan t a u x rés is tances qui lui sont a p p l i q u é e s ; e t la se-
conde pa r t i e dé te rmine l 'accroissement de la force v i v e de la 



5 2 4 L I V R E I V . - D Y N A M I Q U E . T R O I S I È M E P A R T I E , 

m a c h i n e . Lorsque, au contraire , Tm est plus petit que T „ le t r a -
vail moteur T B ne peut occasionner la production que d une 
portion du t ravai l rés is tant , port ion qui est égale à T m ; quant 
à l ' aut re port ion T , — T n de t rava i l résis tant , elle est pro-
duite aux dépens de la force vive de la machine, qui d iminue 
d 'une quanti té cor respondante . Les choses se passent comme 
si dans le premier cas, l 'excès du t ravai l moteur sur le t ravai l 
résistant s ' emmagas ina i t dans la masse totale de la machine , 
sous forme de force v ive; et si, dans le second cas, l 'excès de 
travail moteur , ainsi emmagas iné p récédemment , reparaissai t 
pour occasionner la production d 'une quanti té de t rava . l résis-
tant précisément égale à celle que cet excès de travail moteur 
aura i t pu produire directement. On comprend pa r là comment 
il se fait que l 'uniformité du mouvement de la machine n'est 
pas nécessaire p o u r que cette mach ine t ransmet te le t ravail 
qu'el le reçoit sans en changer la valeur totale. 

Au commencement du mouvement d 'une machine, pendan t 
tout le temps compr is entre l ' instant où elle part du repos et 
celui où elle a r r ive à l 'é tat de mouvement régulier qu'elle doit 
ensuite conserver , le t ravail moteur T m surpasse le travail résis-
tan t T r d 'unequant i t é égale à la moitié de la force vive que pos-
sède la machine à la fin de ce temps . A par t i r d e l à , et pendan t 
tout le temps que la machine conserve son mouvement régulier 
ou périodique, les t ravaux moteurs et résistants sont égaux, 
ainsi que nous l 'avons dit . Mais, à la fin, lorsque la machine 
par t de son mouvement régulier pour revenir à l 'état de repos, 
T r surpasse T m d ' unequan t i t é égale à la moitié de la force vive 
que la machine perd : la port ion du t ravai l moteur qui avait 
é té employée tout d ' abord , pour amene r la machine à son état 
de mouvement regul ier , et qui é ta i t dissimulée dans cette ma-
chine sous forme de force vive, r epara i t donc à la fin, et occa-
sionne la product ion d 'une quant i té égale de travail résistant . 

§ 268. On voit pa r ce qui précède que, dans tous les cas, une 
machine t r ansme t la totalité du travail qui lui est appliqué, 
sans en changer la valeur . Si cette transmission intégrale du 
travail par l ' intermédiaire de la machine ne s 'effectue pas 

complètement dans chacun des éléments du t emps total pendant 
lequel la machine est en marche, il se produi t , entre ces divers 
éléments de temps, des compensations telles, qu 'en définit ive, 
aucune port ion du t ravai l moteurconf ié à l a mach ine ne se t rouve 
perdue. Mais il faut bien faire attention que , pour a r r ive r à un 
pareil résul tat , nous avons du tenir compte du t ravai l développé 
par toutes les forces appl iquées à la mach ine , sans aucune 
excep t ion ; et nous savons que, pour cela, on doit considérer 
aussi bien les forces intérieures que les forces extér ieures (§ 230). 
Or, parmi les forces qui jouent le rôle de forces résis tantes, il y 
en a de deux espèces : 1" celles qui sont nécessairement appli-
quées à la machine d 'après l 'objet auquel elle est dest inée, 
c 'est-à-dire celles qui correspondent au t ravai l même que l 'on 
se propose de produire par l 'emploi de la mach ine ; 2* celles 
qui se développent dans les diverses par t ies de la machine, pa r 
suite de son mouvement , comme les f ro t t emen t s entre les piè-
ces solides dont la machine est formée, et qui n 'ont rien de 
commun avec le travail en vue duquel la mach ine est em-
ployée. Les forces résistantes de la première espèce sont sou-
vent désignées sous le nom de résistantes utiles et celles de la 
seconde espèce sous le nom de résistances passives. Le travail 
développé par les résistances utiles se nomme travail utile. 

Désignons ce travail utile pa r T. , et posons 

T r=T„-}-TA : 

le terme T, r ep résen te ra le t ravail dù aux rés is tances passives. 
Nous avons vu que, si l 'on considère le m o u v e m e n t d 'une ma-
chine dans son ensemble, le t ravail rés is tant T r est tou jours égal 
au travail moteur T m ; mais le t ravai l utile T u est infér ieur au 
travail moteur Tm d 'une quanti té égale au t ravai l T, dù aux ré-
sistances passives. De sor te que, s'il est vrai de di re que les ma-
chines t ransmet ten t la totalité du t ravai l moteur qui leur est 
confié, sans qu 'aucune partie de ce t ravai l soi t perdue, on peut 
a jou te r qu 'une port ion de ce travail t r a n s m i s est mal employée : 
c'est la port ion qui correspond au travail rés i s tan t T, dû aux 
résis tances passives. Plus cette port ion T du travail moteur 
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total T„ e s t g r a n d e , p l u s l a m a c h i n e e s t m a u v a i s e . P o u r v o i r s i 
une machine est plus ou moins bonne, on considère le r appor t 

H 
Tm 

du travail ut i le a u t r a v a i l m o t e u r ; la m a c h i n e e s t d ' a u t a n t 

m e i l l e u r e q u e ce r a p p o r t , t o u j o u r s in fér ieur à l 'unité , se rap-

p r o c h e d a v a n t a g e d e ce t t e l i m i t e : ce r a p p o r t e s t ce qu'on 

n o m m e le rendement d e la m a c h i n e . 

Il est clair, d ' ap rès ce qui a été dit p récédemment (§ 267), 
que l 'on doit éviter au tant que possible tout ce qui peut occa-
sionner des per tes de force vive dans une mach ine ; c 'est-à-dire 
tout ce qui peut amene r une diminution dans la force vive de la 
machine, sans que cette diminution soit accompagnée de la 
production d 'une quant i té correspondante de travail utile; car 
la force vive de la mach ine représente une part ie du travail mo-
teur qui lui a été p récédemment appl iqué, et la per te d 'une por -
tion de cette force vive équivaut en conséquence à la per te 
d 'une certaine quant i té du travail moteur dont il s 'agit . Or, 
toutes les fois que les molécules de certaines pièces de la ma-
chine prennent un mouvement vibratoire, outre le mouvement 
d'ensemble dont ces pièces sont animés , on doit r egarder les 
choses comme se passant , au point de vue de la transmission 
du t ravai l , de la môme manière que si ce mouvement vibratoire 
était anéanti ins tantanément : car les vibrations des molécules 
se t ransmet tent de p roche en proche aux corps voisins de la 
machine, par l ' in termédiaire de ses suppor ts et de l 'air envi-
ronnant . et finissent par se perdre dans la masse totale de la 
ter re , sans occasionner la production d 'aucune quanti té de t ra-
vail utile. Il résulte de là qu 'on doit Taire en sorte que le mou-
vement des diverses molécules de la machine prenne le moins 
possible la forme de mouvement vibratoire, puisque cela équi-
vaut à la per te de force vive que la machine éprouvera i t dans 
l 'hypothèse où ce mouvement vibratoire viendrait à ótre anéanti 
brusquement , sans que le mouvement d 'ensemble des diverses 
pièces qui la composent cessât d 'être le même. On comprend 

par là pourquoi nous n 'avons pas tenu compte du mouvement 
vibratoire des molécules, en éva luan t la perte de force vive, 
dans le choc de deux corps sphér iques qui ne présentent pas 
les carac tères de l 'élasticité pa r fa i t e (§ 253) : nous avions en 
vue de nous faire une idée de ce qui se passe dans les ma-
chines, lorsqu' i l se produi t des chocs enlre les pièces dont 
elles sont fo rmées . 

La per te de force vive par les mouvements vibratoires que 
prennent les molécules, consti tue certainement la principale 
cause de per te de t ravai l dans les machines . Elle ne se produit 
qu 'except ionnel lement pa r les chocs , que l'on est presque tou-
jours en mesure d 'évi ter complè tement ; mais elle se présente 
au cont ra i re cons t ammen t pa r sui te du mouvement des pièces 
solides qui se meuvent en se louchant pa r leurs surfaces, soit 
que ces pièces glissent les unes sur les au t res , soit que leur mou-
vement relatif se réduise à un s imple roulement. Nous avons vu 
(§§ 254 et 255) comment , dans l 'é tude du mouvement de ces 
pièces, on peut faire abstract ion de la product ion du mouvement 
vibratoire dont il s 'agi t , en lui subst i tuant certaines forces ca-
pables d 'occasionner la môme pe r l e de travail . C'est de cette 
manière que l 'on doit comprendre que les f rot tements et les résis-
tances au rou lement soient mis au nombre des forces résistantes 
auxquelles nous avons a t t r ibué le nom de résistances passives. 

En établissant une machine, on cherche toujours à r endre 
Tf aussi peti t que possible par r a p p o r t à T„; et on y parvient en se 
fondant su r le« idées que nous venons d ' indiquer, relativement 
aux causes de perte de travail et de force vive. Ainsi, par exem-
ple, en donnan t un poli et une dure té convenables aux surfaces 
des corps qui doivent glisser les uns sur les autres , et en grais-
sant ces surfaces , on diminue l ' intensité du frottement qui se 
développe en t re elles ; d 'un au t r e côté, en faisant en sor te que la 
vitesse du gl issement soit aussi pe t i t e que possible, on diminue 
le travail dû au f ro t t ement dans un temps donné. Mais, de quel-
que man iè re qu 'on s'y prenne , on ne peut pas faire que la quan-
tité de t ravai l moteur T m , nécessaire pour produire une quan-
tité donnée T u de travail utile, pa r l ' intermédiaire d 'une ma-
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chine, s 'abaisse au-dessous de cette dernière quant i té de travail ; 
T„ est tou jours au moins égal à Tu et même lui est tou jours su-
pér ieur , puisqu'on ne peu t j amais réduire T, à zéro. On recon-
naî t pa r là combien est grande l ' e r reur de ceux qui cherchent 
ce qu 'on nomme le mouvement perpétuel ; car l 'objet qu'ils se 
proposent , c'est précisément de t rouver une machine à l'aide 
de laquelle on puisse produire du t ravai l utile sans dépense de 
travail moteur , ou au moins, produire une quant i té de travail 
utile plus g rande que la quanti té de travail moteur employée. 

Si nous nous repor tons à la division que nous avons faite des 
machines en deux g randes classes (§ 266), nous ve r rons que 
dans les machines de la seconde classe, le t ravai l résistant se 
réduit presque uniquement à 1 , : le t ravail utile T„ .est pour 
ainsi dire nul, parce que l 'ouvrage auquel la machine est em-
ployée n'occasionne pa r lui-même qu 'une résis tance insigni-
fiante. Dans ce cas, en diminuant T, pa r les divers moyens 
connus , on peut pa rven i r à faire une grande quant i té d 'ou-
vrage avec une faible dépense de travail moteur . On en a un 
exemple dans les machines qui servent à filer le coton ou la 
laine : avec une quant i té de travail moteur assez pet i te , on 
entre t ient le mouvement d 'un nombre considérable de bro-
ches, dont chacune produi t un fil. Mais il faut bien se garder 
de confondre l 'ouvrage que peut produire une machine, avec 
le travail nécessaire à la production de cet ouvrage . 

§ 269. M a c h i n e s m o t r i c e s : m a c h i n e s - o u t i l s . — Dans une 
machine complète, on doit distinguer trois part ies distinctes, 
savoir : 1° la part ie qui est destinée à recevoir le t ravail moteur , 
sur laquelle agissent directement les forces mouvantes ; 2° la 
partie qui est dest inée à produire le travail utile, sur laquelle 
agissent directement les résistances ut i les ; 3° enfin la partie in-
termédiaire , qui est destinée à relier les deux premières l'une 
à l 'autre . On s'en fera une idée nette en pensant à un moulin à 
eau, dans lequel une roue hydraul ique fait marche r une meule : 
la roue hydraul ique constitue la première part ie ; la meule forme 
la seconde ; et la t rois ième se compose des a rbres et des roues 
dentées, par l ' intermédiaire desquels le mouvement de la roue 

se t ransmet à la meule. La p r e m i è r e part ie , celle qui reçoit le 
t ravail moteur , est désignée spécia lement sous le nom de ma-
chine motrice; elle varie de fo rme suivant la manière dont le 
t ravail moteur se produi t : les roues hydraul iques , l 'apparei l 
extér ieur des moulins à vent et les machines à vapeur en four-
nissent des exemples. La seconde par t ie , celle qui produi t le 
t ravail u t i le , se n d m m e machine-outil ; elle varie également 
d ' après la nature du t ravai l auquel elle est dest inée. 

Toutes les considérat ions développées précédemment , rela-
t ivement à la t ransmiss ion du travail dans les machines, peu-
vent être appl iquées à une mach ine motrice, ou à une machine-
outil, considérée isolément ; et de même on peut les app l ique r 
à l 'ensemble des mécanismes qui servent à faire communique r 
l 'une avec l 'aut re , ou bien encore à une port ion quelconque 
de ces mécanismes. 11 est a isé de voir que les machines-outils 
seules peuvent r en t re r dans la seconde des deux classes de 
machines qui ont é té indiquées plus haut (§266) : les machines 
motrices, et les par t ies de machines qui servent à relier les 
machines motrices aux machines-outi ls , font nécessairement 
part ie de la première classe. 

Les machines motrices ont été imaginées pour remplacer l 'ac-
tion de l ' homme et des an imaux sur les machines. La force ( l ) # 

de ces machines se mesure pa r la quanti té de travail qu'elles 
peuvent effectuer dans un temps donné. Pour pouvoir évaluer 

(1\ Le mot force est employé ici «ree une acception différente de celle 
qui lui a été attribuée dans tout ce qui précède; il doit être regardé comme 
signifiant capacité de travail. 11 est certainement fâcheux d'employer ainsi le 
même mot pour désigner deux choses essentiellement différentes, mais il se-
rait difficile de changer cette manière de parler qui est .consacré par l 'usage. 
D'ailleurs, il n'y a pas à craindre que l'on confonde Jamais [une force, qui 
s'évalue en kilogrammes, avec la force d 'une machine, qui s'évalue en che-
vaux-vapeur. La manière dont le mot force se trouve introduit dans une 
phrase indique toujours suffisamment à laquelle do ces deux acceptions il se 
rapporte. 

Le mot force se trouve encore dans l'expression force vive, que nous avons 
fréquemment employée ; mais on ne doit, dans ce cas, lui attribuer aucune 
signification particulière. Il ne fait que constituer une partie du mot com-
plexe force vive, dont le sens est parfaitement défini. 
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cette force en nombre , on a besoin de faire choix d 'une uni té 

part iculière. L 'unité qui est généra lement adoptée pour cela 

porte le nom de cheval-vapeur, ou simplement de cheval : elle 

correspond à une product ion de 75 k i logrammèt res de travail 

§ I IH) en une seconde de temps. 
$-270. M o y e n » de r é g u l a r i s e r le m o u v e m e n t d ' u n e m a c h i n e . 

— Lorsqu 'une machine est destinée à m a r c h e r pendant un temps 
un peu long, il est généra lement t rès important que son mouve-
ment soit uni forme, ou au moins ne s 'écar te pas beaucoup de 
l 'uniformité. Cela est utile notamment pour que le travail mo-
teur se t ransmet te convenablement aux mach ines motrices, et 
aussi pour que les machines outils effectuent régul iè rement le 
travail auquel elles sont employées . Pour obtenir cette régu-
lari té du mouvement d 'une machine, on a recours à deux 
moyens différents que nous allons indiquer . 

Si le t ravail moteur se développe d 'une manière intermit tente , 
ou bien si, en se déve loppant d 'une manière continue, il est 
tantôt plus g rand , tantôt plus petit, pour un même intervalle de 
temps, il est clair qu'il doit en résul te r des variat ions dans le 
mouvement de la machine . De môme, l ' intermit tence ou les 
changements périodiques d'intensité du travail utile doivent 
également faire varier la rapidité du mouvement . Mais nous 

" s a v o n s que l 'excès du travail moteur sur le travail résis tant , ou 
inversement du travail résis tant sur le travail moteur , déter-
mine dans la mach ine une augmentat ion ou une diminut ion de 
force vive, qui a pour valeur le double de cet excès. On voit 
donc que. pour un môme excès de l'un des deux t ravaux sur 
l 'autre , les var ia t ions de vitesse des diverses part ies de la ma-
chine seront d 'autant plus faibles, que cette machine aura une 
plus grande masse ; e t , si l 'on considère en part iculier un a rbre 
tournant faisant par t ie de la machine, les variat ions de la 
vitesse angula i re de cet a rb re seront d 'autant moindres que 
son moment d ' inertie sera plus g rand : pour augmen te r ce 
moment d ' inert ie, et par conséquent pour diminuer les varia-
tions de vitesse que l 'a rbre éprouve successivement, on lui 
adapte une g rande roue massive, nommée volant. 

A l'aide d 'un volant adapté à l 'un des arbres d 'une machine , 
on a t ténue au t an t qu 'on veut les augmentat ions et diminutions 
de vitesse, occasionnées par les excès al ternatifs des t ravaux 
moteur et rés is tant l 'un sur l ' au t re ; mais il n'en résulte pas que 
le mouvement de la machine , considéré dans son ensemble, et 
abstract ion faite des variat ions périodiques qu'il présente, ne 
puisse pas s ' accé lérer peu à peu, de manière à at teindre une r a -
pidité excessive au bout d 'un temps assez long, ou bien qu'il ne 
puisse pas se ra lent i r progress ivement , de manière que la ma-
chine finisse p a r s ' a r rê te r tout à fait. Pour que le mouvement 
d 'une mach ine s 'effectue avec une vitesse moyenne qui reste 
toujours la même, il fau t que la valeur moyenne du travail 
moteur soit égale à la va leur moyenne du travail résistant , pen-
dan t un nombre quelconque des pér iodes dont se compose le 
mouvement de la machine . On parv ien t à établir cette égali té 
des t r avaux mo teu r et rés is tant , considérés en moyenne pen-
dant un t e m p s plus ou moins long, en employant des appareil^ 
dits régulateurs, parmi lesquels on peut citer, comme type, le 
régulateur à force centrifuge. Ces apparei ls , changeant de forme 
suivant que la mach ine marche plus ou moins vite, agissent par 
cela même su r des o rganes spéciaux, à l 'aide desquels ils aug -
rnentent ou d iminuent le travail moteur , de manière à le met-
tre tou jours en r a p p o r t avec la g r andeu r du travail résis tant à 
vaincre. 

Ainsi les r égu l a t eu r s servent à conserver à la vitesse de la 
machine une va leur moyenne qui soit t ou jour s la m ê m e ; et le-
volants sont des t inés à empêcher que la vitesse de la machine 
ne s 'écarte t r o p de cette vitesse moyenne, soit en plus, soit en 
moins, su ivan t que le travail moteur est momentanément plu-
grand ou plus peti t que le travail rés is tant correspondant . 
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