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Mais on & aussi:

AR=F; AFF'=F' el F'R=F"
AF'R=—180°—F'AF"
ARF' = 180° — FAF"
F'AR=180c— FAF’

Les sinus des angles supplémentaires étant 6gaux, il vient en
remplacant :

IF il | 0l Y

S0 (F'F") sin (FE7]  sin (FF)
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Done, pour que trois forces appliquées & un méme point
matériel soient en équilibre, il faut:

1o Qu’elles soient dans un méme plan ;

20 Que chacune d’elles soit proporiionnelle av sinus de Uangle
formé par les directions des deux autres.

La premiére condition était facile a prévoir, sachant que
trois forces non situées dans un méme plan ont pour résul-
tante la diagonale d’'un parallélipipede, car cette diagonale ne
saurait étre nulle.

40. Application de la composition des forces angulaires.
— Sonnette a tiraudes. — L'appareil représenté par la figure 22,
employé pour enfoncer des pieux dans le sol, est une applica-
tion de la composition des forces angulaires. 1l sagit de sou-
lever la masse A, qu'on nomme moufon, pour la laisser retom-
ber ensuite sur la téte du pieu; pour cela, on attache a la téte
du mouton une corde qui vient passer sur une poulie B fixée d Ia
partie supérieure des jumelles; cette corde se termine par plu-
sieurs brins appelés tiraudes, sur chacun desquels agit un
homme. A un moment donné, tous les hommes se baissent et
¢lévent le mouton & une hauteur de 17,20 environ, pour le
laisser retomber ensuite. Les forces exercées par les hommes
et appliquées suivant les différentes tiraudes se composent en
une résultante unique dont la direction est celle de la corde
principale.

D'aprés ce qui a été dit (8%), on voit qu'il convient, autant
qu'on le peut, de rapprocher les ouvriers les uns des autres
afin que les angles formés par les directions des tiraudes soient
le plus petits possible.
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41. Décomposition d’une force en deux autres appliquées
au méme point. — Lorsquon se propose le probléme inverse
de la composition de deux forces, c’est-a-dire de remplacer
une force donnée par ses deux composantes, il peut se présen-
ter quatre cas:

10 Lesdirections des deux composantes sont données. —Soient R
(fig. 23) la force donnée, AF et AF' les directions des compo-
santes. D’abord, pour que le probléme soit possible, il faut que
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ces deux directions soient dans un méme plan avec la force R.

Par l'extrémité de la force donnée, menons la droite REF'
paralléle a la direction AF; les longueurs AF' et RE' repré-
IS sentent l'intensité des composantes, car, si
par le point R on méne la paralléle RF &
AF', on a:

AF=RF'

La relation trouvée précédemment (34)
permet de déterminer analytiquement ces
composantes. En effet, on a:

-

R r
Fig. 23. K P R

Sn(FR) sin(FR) sin(FF)

D’out I'on tire :
___ sin(F'R) - sin (FR)
BB e o F =
Si les deux directions AF et AF' sont rectangulaires, les trian-
gles AFR et AF'R sont rectangles
et donnent :

F—Rcos(FR) et F'=Recos(F'R)

Fig. 2.
Dans ce cas, chague composanie

est égale a la projection de la résultante sur sa direction.

2° Lintensité des composantes est donnée. — Ce probléme
revient & construire un triangle, con-
naissant les trois cOtés. On a vu en géo-
métrie qu'il y a deux solutions ARB et
ARG (fig. 2%), sauf le cas ou l'intensité
des composantes serail égale. D’ailleurs,
pour que le probléme soit possible, il
faut que la force R & décomposer soit
J plus petite que la somme de ses compo-
santes et plus grande que leur diffé-
rence.

8° L'une des composantes est donnge en grandeur et en direc-
tion. — Soient R (fig. 25) la force que 1'on veut décomposer,

Fig. 25.
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et F la composante donnée. Ce probléme est toujours possible
et n'admet qu'une solution; en effet, il suffit de construire un
triangle, connaissant deux cotés AR, AF et l'angle compris. -
L’autre composante I’ sera donnée en grandeur ef en direction
par une droite issue du point A égale et paralléle & RF.

& L'une des composantes est donnée en direction'el lautre
en intensité. — Comme dans les cas précédents, ce proble‘:nﬁe
revient a la construction d'un trian-
gle, connaissant les coOtés AR RF
(fig. 26) et I'angle RAF opposé a 'un
d’eux. On sait quil peut y avoir ou
deux solutions, ou une seule, ou au-
cune, suivant que le coté RF sera
ou plus grand, ou égal, ou plus pe-
tit que la perpendiculaire R» abais-
sée du point R sur la direction Aw.

Sl y a deux solutions, les compo-
santes de R seront AF et AF’ ou AF, et AF/,; et, ¢'il n'y a
quune solution, les composantes 'seront rectangulaires et re-
présentées par les droites Ar et Ar'.

42, Décomposition d’'une foree en plus de deux autres
situées dans un méme plan. Ce probléme est indéterminé,
méme lorsque la direc-
tion des composantes !
est donnée. En effet, ;
soit R (fig. 27) la force, ‘t
appliquée au point A, i
que l'on veut décompo- ':
seren trois autresdiri- 1'

1
1
I
1
|
i
‘

A a

gées suivant Aa,Ab, et

Ac. On peut procéder

de deux maniéres, tout

aussi arbitraires I'une /

que L'autre: 1° se don- =
ner & volonté l'intensité 5
del'une quelconque des

composantes, f par exemple, et décomposer la force R
comme on l'a vu (41-3°) en deux autres f et Az; 2° me-
ner d'une maniére quelconque une droitc Az dans le plan

FusTecueras Er HErcor. L ==

Fig. 21.
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des forces, et décomposer R en deux forces dirigées suivant
Aa et Az (a1-1°). Dans P'un comme dans l'autre cas, la compo-
sante Az se décomposera a son lour en deux autres fletife
On voit donc que Vintensité des différentes composanies est
tout & fait indéterminée et dépend, soit de la premicre f qu'on
s'impose,’ soit de la direction arbitraire Az. En général, on
peut se donner, d'une infinité de maniéres, toutes les compo-
santes moins deux. '

43. Décomposition d’une force en trois autres non situées
dans un méme plan. — Nous savons qu'en construisant un
parallélipipéde ayant pour diagonale la force donnce, les trois
arétes issues d’'un méme sommet représentent les composantes
cherchées. On voit, d’aprés cela, que le probléme n'est déter-
miné que si I'on s'impose la direction des composanies; car,
méme dans le cas ot leur intensité serait connue, on pourrait
avec ces données construire une infinité de parallélipipedes
ayant méme diagonale.

Soit R (fig. 28) la force donnée représentée par la longueur

[ AB, et proposons-nous de la dé-

r composer en trois autres dirigées
suivant Az, Ay et Az. Pour opérer
cette décomposition, il suffit de
mener, par lextrémité B de la
force R, les trois plans BHD, BHE
et BGC respectivement paralléles
aux plans yAz, #Az, zAy; leur in-
tersection, avec les directions z, ¥
et z, déterminera lintensité des
tiros composantes F, ¥, F cher-
chées, car on obtient ainsi le pa-
rallélipipéde de la figure qui a la force R pour diagonale.

Cas particulier. — Lorsque les trois directions x, y et z sont
rectangulaires, on en tire les conséquences suivantes :

1° Chaque composante est égale @ la projection de la force
donnée R sur lu direction de cette composante.

En effet, les triangles DAB, EAB et BAC sont rectangles en
D, E et C; on a done, en désignant par «, B, y les angles de
la force R avec les trois directions données :

F=Recosa; FF=Recosp et F"=Rcosy
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De ces égalités on tire :

-

F 5 ! E"
COSa ==,y C — = Y= —
Ha 085 | R )y COS7Y R
c’est-d-dire que, lorsqu’on connait l'intensité des composantes, on
peut en déduire 'angle quela résultante fait avec chacune d’elles.
20 Quelle que soit la direction de la résultante, la somme des
carrés des cosinus des trois angles qu’elle fait avec les compo-
santes est égale a Uunité.
Reprenons les égalités :
F=Rcos=

Fr'—Recosp
F"" =R cosy

et ajoutons-les membre & membre, aprés les avoir élevées au
carré; il vient :
F24-F'2 - F"2=R2 (cos? 2 - cos* B+ cos2y)

Mais on sait que, dans un parallélipipéde rectangle, le carré
de la diagonale est égal a la somme des carrés de ses trois
dimensions, ¢’esl-a-dire que I'on a :

1:2+Frz_5_Fuz:Ra

Par conséquent, il faut que
cos® o cosfJ-cos2y—=1,
ce quil fallait démontrer.

44. Décomposition d’ane force en plus de trois autres non
situées dans un méme plan. — Nous venons de voir que si
Ion veut décomposer une force seulement en trois autres, le
probléme est indéterminé, & moins que U'on s'impose la direc-
tion des composantes. Dans le cas qui nous oceupe, I'indéter-
mination subsiste lors méme que ces directions sont don-
nees.

Proposons-nous de décomposer la force R (fig. 29) en quatre
autres dirigées suivant Aa, Ab, Ac et Ad. 11 est facile de voir
(qu'on peut opérer cette décomposition de plusieurs maniéres;
si I'on se donne, a volonté, I'intensité de I'une quelconque des
composantes, f par exemple, en construisant le parallélo-




36 STATIQUE.

gramme AaRz, on obtient la composante Az, située dans le

plan ¢AR, dont Iintensité dépend de celle de fprise arbitraire-

g Went; cette composante

/' peut se décomposer ensuite
en trois autres suivant les
directions données en Cons-
truisant le parallélipipede
Acxhd.

Au lieu de prendre, avo-
lonté, lintensité d'une des
composantes, on pourrai
mener d'une mani¢re quel-
conque la droite Az dans
le plan formé par la force
R et l'une des directions
imposées; dans ce cas, tou-
tes les composantes dépen-
draient de la direction Az,

el participeraient 3 l'indétermination de cette direction.
45, Equilibre d’un nombre quelconque de foreces appli-

quées & un méme point matériel.
— Spient les forces F, F, F'...
(fig. 30) appliquées au point maté-
riel A. Menons par ce point les trois
axes reclangulaires xx', yy', z7’, el
appelons a, b, ¢ les angles respec-
tifs que fait 'une des forces ' avee
chacun de ces axes: a, &, ¢/, les
angles analogues pour une autre
force F/, et ainsi de suite. Chacune
des forces peut étre décomposée en
Fig. 30. trois autres dirigées suivant Az ou
Az', Ay ou Ay’ Az ou AZ', qui se-

ront respectivement égales aux produits

Fcosa, Fcosd, Feose

pour les composantes de la force F, et

Flecosa’ E'cosl F cosc

pour les composantes de la force I, et ainsi de suite.
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Toutes les composantes dirigées suivant un méme axe peu-
vent étre composées en une seule force égale & leur somme
algébrique, et nous admeltrons la désignation :

2Fcosa

pour la résultante dirigée suivant l'axe xx';
3Fcosh

pour la résultante dirigée suivant 'axe yy';
= cosc

pour la résultante dirigée suivant I'axe zz'.
" Le systéme des forces données se trouve ainsi réduit &
trois forces dirigées suivant les axes reclangulaires que nous
avons menés arbitrairement par le point A.

Maintenant, comme cela a été dit (38), ces trois derniéres
forces peuvent se composer en une seule, et la formule :

R=V/(3F cos a)? | (2F cos b)2 |- (=F cos ¢!

donnera la résultante. Or, pour quil y ait équilibre, il faut et
il suffit que cette résultante soit nulle et, par suite, que le pa-
rallélipipéde construit sur les composantes ait une diagonale
nulle, ce qui exige que les cotés soient égaux a 0, et 'on aura :

2Fcosa=0
SFcosb=0
2F cosc=0

Ainsi, pour qu'un systéme quelconque de forces appliquées a
un méme point matériel soit en équilibre, il faut et il suffit
que la somme des projections de ces forces sur trois aves rec-
tangulaires quelconques menés par ce point, soil égale a 0 pour
chacun d’eu.

On voit, par ce qui précéde, quil est souvent utile de consi-
dérer la projection d'un systéme de forces sur un axe; a cet
effet, nous démontrerons la proposition suivante, dont on se
sert souvent en mécanique.

46. La projection sur un axe de la résultante d’un sys-
téme de forces appliquées 4 un point matériel est égale ala
somme algébrigue des projections des composantes sur ce
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méme axe. — Considérons d’abord le cas oi toutes les forces
sont situées dans un méme plan. Les forces données F, ¥, F,
F', T (fig. 31) étant représentées en grandeur et en direction
par les droites Aa, Ab, Ac, Ad, Ae, leur résultante R sera
représentée en
grandeur et en di-
rection par la
droite Ar, qui
4 | ferme le contour
IE i polygonal Aafghr,
LS dont les cotés af,
fg, gh, hrsont res-
pectivement égaux
et paralléles aux droites Ab, Ac, Ad, Ae représentant les forces
données.

Soit zx' I'axe de projection situé dans le plan des forces;
projetons sur cet axe les forces données et leur résultante,
ainsi que les droites af, fg, gh, hr. On a sur la figure:

[\FTF_AfaI+aFfF+fT Ihf_hr )

[l
i
i
1
]
i
1
'
¥

&
Fig. 31.

mais on a aussi :
dff =A'Y; flg =Alc; oW =A'd et hr'—Alel
En remplacant, il vient :
Al = Aol - AT - Al — Ald! — Ale!

En convenant de considérer comme positives les forces agis-
sant de A vers z, et comme négatives celles qui agissent en
sens contraire, on aura enfin :

A7 =Ala! 4 AW L ATY Al LAY

ce qui démontre la proposition énoncée.

Si les forces ne sont pas toutes comprises dans le méme
plan, le théoréme subsiste encore, et, dans ce cas, la projec-
tion d'une force sur 'axe est la distance comptée sur cet axe
entre deux plans perpendiculaires a I'axe, menés par les deux
extrémités de la droite qui représente la force.

ReMarQueE. — Nous avons supposé, dans I'équilibre d'un
point matériel, qu'on projette les forces sur troig axes rectan-
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gulaires. La proposition que nous venons de démontrer nous
prouve que cette particularité n'est pas nécessaire, car, s gil y
a équilibre, la résultante est nulle et sa [’Jl‘OjBCthD Sur un axe
quelconque est également nulle.

Il peut arriver que la somme des projections des forces sur
un axe soit nulle, sans que le point matériel soit en équilibre,
car, si la résultante est perpendiculaire a l'axe de projection,
sa projection est nulle sur cet axe. Mais la résultante ne pou-
yant pas élre & la fois perpendiculaire aux trois arétes d'un
angle triedre, il s'ensuit que, si sa projection sur trois axes
quelconques est nulle pour chacun d'eux, la résultante est
forcément nulle et I'équilibre existe.

Dans le cas d’axes quelconques, les composantes de la force
F, suivant les axes, ne sont plus égales & F cos a, F cos b,
F cos ¢, et les équations générales de I'équilibre d'un point
matériel s'expriment par :

3Ex=10
Fy=10
skz =0

§, 3. — MOMENTS DES FORCES ANGULAIRES.

4. Moment par rapport & un point. — On désigne sous le
nom de moment d’une force par rapport @ un poini, le pro-
duit de la force par la perpendiculaire abaissée de ce point sur
la direction de cette force. )

Ainsi, le moment de la force AB (fig. 32). par rapport au
point O est :

AB > 0C ou Ff

en désignant la force par I et la per-
pendiculaire OC par /. Le point O prend
le nom de cenire des moments, et la per-
pendiculaire f celui de bras de levier de
la force. Avec ces conventions on peut dire que le moment
d’une force par rapport & un point est égal a l'intensité de
la force multiplide par son bras de levier.

On peut encore exprimer ce moment d'une autre manicre.

Fig. 32.




