CHAPITRE 1V

CENTRE DE GRAVITE

§ 1. — CONSIDERATIONS ET METHODE GENERALE.

27. Pesanteur. — La pesanteur est une force sous 'action
de laquelle tous les corps tombent & la surface de la terre si
apcunc cause ne les maintient & distance, ou si cette cause
vient & disparaitre, c’est-d-dire si les corps sont abandonnés a
eux-mémes. Cette force agit indistinctement, et de la méme
maniére, sur tous les objets, quelle que soit leur nature. La
pesanteur n’est qu'un cas particulier de la gravitation univer-
selle, dont les lois, posées par Newton, régisssent le mouve-
ment des corps célestes.

Les corps, comme nous l'avons vu (2), sonttous formés par
]z?, réunion d'un trés grand nombre de molécules ; or, sien di-
visant les corps A I'infini, on parvenait i isoler toutes leurs
\mo}lém_ﬂes, on verrait que celles-ci se trouvent encore soumises
a Paction de la pesanteur qui s’exerce sur toutes les molécules
composant les corps.

53'5223 (lle;:‘g?: QII‘}. nili;*ectioﬂn Qe 'Ia pesanteur sous le nom de ver-
' ; or, la simple observation nous apprend que cette direc-

tion est perpendicnlaire & la surface des eaux tranquilles, et
Fette surface pouvant étre considérée comme celle d’une sphere,
1l en résulte que toutes les verticales concourent au méme point
qui est le centre de la terre. La pesanteur attire donc les corps
vers le centre de la terre ; mais celle-ci ayant des dimensions
Incomparablement plus grandes que celles de tous les corps
q}le nous observons i sa surface (car le rayon terrestre a en-
viron 6,366 kilométres), nous pouvons admetire, sans erreur
5(51(_3;].‘%11')10, que toutes les actions dues a la pesan’teur, sur les
Dlol;fcr:anl’t;s ?00:;?23 ;512;1 r;:;qr}?s,]?ntldes directions paralléles.
s a laction de la pesanteur tom-

bent sous Tinfluence d'une infinité de forces paralléles de
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méme sens, se composant en une seule résultante paralléle
aux composantes et égale & leur somme. La valeur de cette
composante est appelée le poids du corps. :

78. Centre de gravité. — On désigne sous le nom de centre
de gravité d'un corps, le point d’application de toutes les ac-
tions exercées par la pesanteur sur ce COrps.

29. Analogie entre le centre de gravité et le centre des
forces paralléles. — L'étude de la composition des forces pa-
ralléles nous a fait voir que la résultante d'un systéme de
forces paralléles appliquées & un corps solide passe constam-
ment par le méme point lorsqu’on fait tourner toutes les forces
du systéme autour de leurs points d’application, en conservant
leur parallélisme et leur intensité: ce point a été appelé le
centre des forces paralléles. Ce principe s'applique également
au cas ou les forces paralléles qui agissent sur un corps
solide invariable, sont dues & 'action de la pesanteur ; en effet,
si nous donnons au corps différentes positions par rapport a
un plan quelconque, le poids de ses différentes molécules,
ainsi que la direction de la pesanteur, ne changeront pas, et
nous serons dans les mémes conditions que si, le corps res-
tant fixe, nous avions fait varier la direction des actions de la
pesanteur, en conservant leur parallélisme et leur intensité. 1l
résulte de 13 que dans un corps solide et invariable, la posi-
tion du centre de gravité, ou le point d’application de la résul-
tante de toutes les forces dues a la pesanteur sur les diverses
molécules du corps, est constamment un point fixe, quelle que
soit la position que 'on fasse occuper a ce corps par rapport
a la verticale. :

On peut done dire que le centre de gravité d’un corps est le
centre des forces paralléles dues aux actions de la pesanteur
sur ce corps. ;

80. Conséquences de la position invariable du centre de
gravité. — 1° Un corps soumis a l'action de la pesanteur peat
étre considéré comme étant sollicité par une force unique
égale a son poids, appliquée a son centre de gravité et agis-
sant verticalement.

2° Si on applique au centre de gravité dun corps une force
égale et directement opposée a l'action de la pesanteur sur ce
corps, il y aura équilibre.
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Réciproquement, lorsqu'une force unique fait équilibre au
poids d'un corps, on peut affirmer que la direction de celte
force passe par le centre de gravité du corps. Ainsi, en sus-
pendant un corps a I'extrémité d’un fil, celui-ciaura la direction
verticale lorsqu’il y aura équilibre entre le poids du corps et
la réaction exercée par le point de suspension du fil, et, & cet
instant, le centre de gravité sera situé surle prolongement du
fil.

3° Sil'on fixe le centre de gravité d'un corps, celui-cireste
en équilibre dans toutes les positions quon lui fait prendre
autour du point fixe, car, dans ce cas, la résultante des ac-
tions de la pesanteur est détruite par la résistance du point
fixe.

Dans tout ce qui précéde, nous avons supposé que le centre
de gravité était un des points du corps ; il arrive quelquefois,
comme nous le verrons plus tard, que ce point est situé en
dehors du corps ; dans ce cas, on admet qu'il se trouve inva-
riablement 1ié au corps et alors le centre de gravité jouit de
toutes les propriétés que nous venons d’exposer.

La notion du centre de gravité ne suppose pas nécessaire-
ment la solidité des corps ; un systéme non solide peut étre
aussi considéré comme ayant un centre de gravité, en suppo-
sant qu'on ait solidifié ce systéme sans changer sa forme; seu-
lement, si 'on vient & altérer la forme de ce systeme, la posi-
tion du centre de gravité variera.

81. Détermination expérimentale du centre de gravité
des ecorps. — Les conséquences que nous venons dexposer
nous permettent de déterminer expérimentalement le centre
de gravité des corps solides de forme quelconque.

1¢* Procént. — On suspend le corps, par un point A de sa sur-
face, al'aide d'un fil suffisamment résistant, et lorsque ce corps
est au repos, le centre de gravité se trouve sur la direction du
fil ; si 'on imagine alors cette direction prolongée 2 l'intérieur
du corps suivant la droite AA’ (fig. 72), cette droite contiendra
le centre de gravité du corps. On suspend de nouveau le méme
corps par un autre point B (fig. 73), et en supposant le méme
fil prolongé a l'intérieur du corps, on obtiendra une autre
droite BB" contenant aussi le centre de gravité. Donc ce point
se trouve & leur intersection G.
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Cette méthode, quoique simple, ne peut étre mise en pra-
tique que sur des corps dont le poids est peu considérable.

2¢ Procipt. — Lorsque le corps sur lequel on veut expéri-
menter est lourd et volumineux, on peut employer le procédé
suivant : on appuie le corps sur un plan horizontal par une
de ses arétes vives, ou par une de ses faces sur un support en
biseau; la position d'équilibre étant obtenue par un moyen

“quelconque, le plan vertical, passant par I'appui, contiendra le

centre de gravité. En répétant cette opération pour deux au-
tres positions du méme corps, on aura les traces de trois

plans passant par le centre de gravité, et celui-ci se trouvera
a leur intersection.

82. Corps homogénes. — On dit quun corps est homogéne
lorsque les différentes parties qui le composent ont des poids
proportionnels a leurs volumes.

Nous ne nous occuperons, dans la recherche des centres de
gravité, que des corps homogénes, c’est-d-dire formés d'une
matiére uniformément répartie dans I'espace réel que ces corps
occupent. Dans la détermination du cenfre de gravité des
corps hétérogénes, il faut tenir compte de la loi suivant la-
quelle le poids spécifique varie d'une molécule & une autre.
Ce probléme devient alors frés complexe et ne saurait trouver
place dans ce traité élémentaire.

83. Extension de la recherche du centre de gravité aux
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surfaces et aux lignes. — Quoique les surfaces et les lignes
ne soient ni matérielles ni pesantes, on leur attribue aussi,
par extension, des centres de gravité, et 'on désigne sous le
nom de centre de gravité d'une surface ou d'une ligne, le
centre des forces paralléles que l'on imagine appliquées aux
différents points de cette surface ou de cette ligne, de manicre
que des aires ou des portions équivalentes correspondent & des
résultantes égales.

Cette extension de la notion du centre de gravité aux lignes
et aux surfaces facilite, comme nous le verrons plus loin, la dé-
terminalion du centre de gravité des volumes.

84. Recherche des centres de gravité. Méthode générale.
— Considérons un corps homogéne de forme quelconque.
Pour trouver le centre de gravité de ce solide, il suffit de sup-
poser appliquées, aux différentes molécules qui le composent,
des forces paralléles et de méme sens proportionnelles aux
poids de ces molécules. On applique alors le théoréme des
moments par rapport a trois plans rectangulaires, & la re-
cherche du centre du systéme des forces paralléles, et on ob-
tient ainsi les coordonnées X, Y, Z du centre de gravité cherché.

Soit, pour fixer les idées, n le nombre de molécules du corps
considéré, dont les poids spécifiques sont p, p’, p”... p*, et dont
les distances respectives aux trois plans des moments sont z,
Y.z, 8, Y, 5 2y’ 7. 3% y®, 2% La somme des moments
de toutes ces différentes molécules, par rapport & chacun des
plans, sera égale au moment du poids total P du corps par
rapport au méme plan, et les coordonnées du centre de gra-
vité seront données par les équations :

X:;uma'—p’w'—}—p”m’h:‘...—}-p"a’;”_@

- Z P o

v _py+p’?f‘ +pﬂy!.’+ S __‘1_ pn 5
— 7 —

P ,_:__prza_:_pn;qu__”___:_?,‘n:,?,—‘_

I

Z—

Le nombre des molécules qui composent un corps étant in-
fini, quelque petit qu’il soit, les sommes précédentes se com-
posent d'une infinité de termes, et il devient impossible, en pra-
tique, de les caleuler rigoureusement. On se contente de les
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calculer approximativement en les ramenant & des quadratures
de courhes; nous emploierons, pour cela, la méthode imagi-
née par Thomas Simpson, et dont voici 'énoncé :

85. L'aire comprise entre une portion de courbe, une ligne
d’abscisses et deur ordonndes quelconques, est égale au produit
de la base (qu’il faut diviser préalablement en un certain nom-
bre pair de parties égales) par un facteur composé : 1° de la
somme_des ordonnées extrémes; 2° de deux fois la somme des
ordonnées de rang impair; 3° de 4 fois la somme des ordonnées
de rang pair, ce produit divisé par trois fois le nombre de par-
ties éqales ent lesquelles on a divisé la base.

Pour démontrer ce théoréme, considérons trois points trés
voisins [, m, n (fig. 74) situés sur la
courbe et dont les projections 7, m’, '
sur la ligne des abscisses, ou sur la
base, sont équidistantes. Joignons le
point [ au point =»; prolongeons la
droite mm’ d'une quantité mr" = ma et
divisons xz' en un certain nombre de
parties égales, en 4 par exemple. Ti-
rons: 1° les droites o' et na', et par
le point y, la droite pp’ parallele a
In; 2°les droites py' et p'y et par le point m la droite g¢' pa-
rallele & pp’. Nous formons ainsi une ligne brisée {pqng p'n’
passant par les points /, m, n, et dans laquelle, & cause de
Pégalite

-

Tl==am
on aura : yp=yp' et mqg=mgq'

Lorsque les divisions de la droite zz' seront irés nombreuses,
les cotés Ip, pg, gm deviendront trés petits et la ligne brisée se
transformera en une courbe que I'on ponrra regarder comme
se confondant avec la courbe donnée. Dans cette hypotheése,
on peut substituer aux trapézes lzyp, pymy... les parallélo-
grammes szyp, fymq... et comme ces parallélogrammes sont
respectivement doubles des triangles pa'y’, qy'm... qui ont
méme base et méme hauteur, il s‘ensuit 5

a
Ipgmz = 2pgmz' = 3 triangle lea! = - mz X U'm/

FusteGuerAs ET HERGOT. et
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Et par conséquent on a :

Ipgmy'p'n= E; ma X Vm!

L'aire du trapéze I'nn’ a pour mesure :
mlx X '
ou bien encore : mlae X 20'm'
Par conséquent, l'aire S comprise entre les trois points con-
sidérés et I'abscisse correspondante est :
ot ' ' [
b:Emwxl’m —+mlx > 2l'm
Cette équation peut s’écrire :
smt I'm' :
b—= i (4mx - 6m'x) = —; {&mx - 4m'z - 2m' @)
Mais, on a sur la figure :
dmae - k' — dmm'
2m'z=1I' + nn'
En remplacant, il vient :

[
S — (' + nn’ + @mmf}%”.

/ / ‘ ; Cela posé, considérons la sur-
/i/:\\i\ face totale aa’' g¢' (fig. 75) quil
/ﬁ%//%%/ / s”agit d’évaluer; (Ii\fisgns I'abs-
_//ﬂ\ (NN NNVl cisse a’' ¢’ en un certain nombre
a” & ¢ g & F

Fig. 5.

pair de parties égales, 6 par exem-
ple, et élevons des ordonnées en
chacun des points de division; nous aurons, d’apres ce qui
vient d’étre démontré :

a'h’

surf. aa’cc’_—_{aa’+cc’-{—4bb’)T

c;d’
surf. ce’ee’ — (cc! -+ e¢/ - 4&dd') B

!t
surf. ee’gg! = (ee' +gg’+éff’}c—3}i
Ajoutant el remarquant que :

ﬂfbr _C’d’

3 3

!

ef__ oy
I STG
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on a enfin :

surf. agg‘a,’:[aa.’—t—gg’+2{ce’+ee’)-[—4(bb’—}—dd’+ f,f’)]

a'y’

36

ce quil fallait démontrer.

§ 2. — CENTRES DE GRAVITE DES LIGNES, SURFACES ET VOLUMES
NON DEFINIS GEOMETRIQUEMENT.

86. Centre de gravité d’une ligne eourbe. — Soit la courbe
AB (fig. 76) supposée plane; son centre de gravité se trouve si-
tué dans son plan. Prenons deux
plans des moments MO, NO perpen-
diculaires au plan de la figure, et,
pour plus de simplicité, perpendicu-
laires entre eux. Soient mn, nm,
n'm”... des éléments de la courbe,
assez petits pour étre regardés comme
rectilignes, et désignons ces éléments
pan Ll s s ol el s o
ety, ¥, y”... y*" les distancesdeleurs
milieux aux plans MO et NO, et soient
enfin X et Y les distances inconnues du centre de gravité de la
courbe aux plans des moments.

La somme des moments des différents éléments sera égale
au moment de la courbe; en désignant celle-ci par G, on aura :
i I:n+l’:c’+i";c” e + AR ALY
3 G

N— Iy + I’yf + Uy’ L+ j\-llym
G

N

X

1l nous reste maintenant & apprécier les numérateurs ; pour
cela, portons sur une droite indéfinie A,B, (fig. 77) et & la suite
les uns des autres, les différents éléments mn, nm'/... de la
courbe, de maniére que I'on ait AB, = G égale 4 la courbe
rectifiée. Aux points correspondants au milieu de ces éléments,
¢levons des ordonnées respectivement égales a , =/, «”... z¥;
en joignant les extrémités de ces ordonnées par un ftrait con-
tinu, on obtient la courbe A'B',, et I'aire AB A" B/, repré-
sente le moment de la courbe G par rapport au plan NO.
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Si, aux mémes points que précédemment, on éléve des ordon-
nées égalesd y, ', Yo Y™,
on obtiendra la courbe A”B’,
et I'aire A,B,A”B’, exprime
le moment de la courbe G
par rapport au plan ON.
Calculons laire de ces sur-
faces & l'aide de la formule
de Thomas Simpson. Pour
cela, partageons la base A,B,
en un nombre pair de parties
égales, en 8 par exemple, et
élevons des ordonnées au point de division, on aura. :

surfAin&'aﬂﬁi%[A1:-'\’1+B';B'I1+2["‘bf+dd'+fm+"1'(fm'+“’+'39’+99')l

:surfA,Bif\"iB”i:% l AA” BB 420" +dd’ +ff"1+4{aa."+cr:"+ee"+gg"3]

En remplacant dans les valeurs de X et de Y, il vient :

AB, (A A", BB, -2 (b0 -dd' + 11k (an’ +-ce'+ee’ +9']
%0

Y — AB,[AA”--B,B" (200" {-dd" 1"k (aa - ec”+-ee! 04"

240

N

Remarquant que A,B, = C, on a finalement :

_ AA/ BB 2(bb dd - ff) A o - ee!-gg"
A %
_ AAJLBB - 2(6b" L dd" - ff) & (aa’ L o'’ -ee” +ga”}

%

~

X

Y

équations déterminant les distances X et Y du centre de gravité
de la ligne courbe & chacun des plans des moments.

87. Centre de gravité d’'une surface plane quelcongue. —
Soit & déterminer le centre de gravité de la surface S (fig. 8).
Prenons, comme précédemment, deux plans des moments MO
et NO perpendiculaires au plan de la surface et perpendicu-
laires entre eux. Menons une série de droites équidistantes
L, 1, L,.. I paralléles au plan OM, divisant la surface S en un
nombre pair de tranches de méme hauteur, et soient z,2,,2;. .-
les distances de ces droites au plan des moments.
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Cela posé, construisons une courhe ABG (fig. 79)ayant pour
abscisses la_hauteur commune des tranches, et pour ordonnées
les différents produits Iz, lz,, Lz,... [jz,; Vaire ABG représente
le moment de la surface S par rapport au plan MO. Si donc X
est Pordonnée de son centre de gravité, on aura, en appli-

N

Fig. 19.

quant la formule de Thomas Simpson et en remarquant que les
ordonnées extrémes sont nulles :

Sk (01 A ) $aw o e+ )|
o [i’[bb’—l—dd’—l-ff’)Jré(M’+€ﬂ'+ee’+99')]
X:"J, - -

-

S

Pour trouver la distance Y du centre de gravité au plan NO,
on peut décomposer la surface S en tranches paralléles a ce
plan; mais il est plus simple de se servir des mémes droites
1,1, L, ...I,et de prendre les distances de leurs milieux m, m,,
m,,.. mgau plan NO ; soient ¥, ¥, ¥, ¥4 ces distances. En cons-
truisant, comme nous I'avons fait plus haut, une courbe ayant
pour abscisses la hauteur des tranches et pour ordonnées les

s produits Xy, Ly,, Lys.., lys,L'aire ACB représentera le moment

de la surface S, par rapport auplan NO, et 'on aura :

3?5% [Q(bb'—l— ad ")+ % (aa’ oo’ + “urgg’]

hj

Vi—

La surface S peut aussi s’évaluer parla méthode de Thomas
Simpson en se servant des droites [, [, l,... {; comme ordon-

7
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nées. Les ordonnées extrémes sont encore nulles et l’on a :
Bl 7y ,
b=;;ﬂ}m+«+aHﬁu+a+a+m]

Remplacant cette valeur de S dans les expressions de X et
de Y, celles-ci deviennent :

xo 200 +dd' + 1) + 4(aa’ -ce' {-ee'+q4')
(0, b+ L) 40+ b+ bL+1)
3 Q(bb”+dd”—{-f’f”—',—/t(a.u”+cc”+ee”+gg”)

L Y AR B T B R R
Gquations déterminant les distances X et Y du centre de gravité
de la surface plane & chacun des plans des moments.

88. Centre de gravité d’'un corps guelconque. — Soit ¥
(fig. 80) le corps donné. Prenons pour plans des moments les
N

!
I
i
/

-

Fig. 80.

rois plans rectangulaires NOP, NOM et MOP ; divisons le corps

en tranches de méme épaisseur, par des plans équidistants
paralléles au plan NOP. Supposons ces plans trés rapprochés,
et soit d leur distance commune; a chacun de ces plans cor-
respond une section dont la surface peut s’évaluer au moyen
de la méthode de Thomas Simpson. Si S, §/,8”... §* sont les
surfaces de ces sections, on aura pour le volume du corps :

V=d(S4+S'+S"+...+57

Soient x, #/, #”... 2 les distances de ces seclions au plan NOP,
et X l'ordonnée du centre de gravité du corps, on aura :

VX =Sdx 4 §'de! 4 S"dz’ + . .. |- Sndan
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En combinant cette équation et la précédente, on tire :

X SecS'e' | 8'x" - ...} Snan

ST S-S ST S

En répétant la méme opération pour les plans NOM et MOP,
on obtiendra les deux autres ordonnées Y et Z du centre de
gravité & chacun de ces plans; ainsil'on aura:

Y_ﬁSy%—S’y’-}—S”y”-}— o Syn
NG
7SS4 . S

E L A
Les numérateurs et les dénominateurs de ces équations
s’obtiendront par la méthode de Thomas Simpson.

§ 3. — CENTRES DE GRAVITE DES LIGNES, SURFACES ET VOLUMES
DEFINIS GEOMETRIQUEMENT.

89. Principes relatifs a la position du centre de gravite.
— Nous venons de voir que, quelle que soit la ligne, la surface
ou le volume que 1'on considére, on peut foujours trouver son
centre de gravité par la méthode générale que nous avons ex-
posée. Mais, dans le cas particulier ou les lignes, les surfaces
et les volumes sur lesquels on veut expérimenter sont définis
géométriquement, on peut se dispenser d’employer cette mé-
thode générale et se servir de procédés plus simples, que nous
allons faire connaitre, en s’appuyant sur les principes sui-
vants :

1o Toute figure qui est décomposable en plusieurs parties
ayant lewr centre de gravité dans un méme plan ou sur une méme
droite, a son centre de gravité dans ce plan ou sur cette droite. —

Le poids de chacune des parties obtenues par la décomposi-
tion du corps pouvant étre considéré comme appliqué a son
centre de gravité, si les points d'application de toutes ces
forces paralléles sont situés dans un méme plan ou sur une
méme droite, il est évident que le point d'application de la ré-
sultante de toutes ces composantes, ou le centre de gravité du
systéme total, sera dans ce plan ousur cette droite.

2° Toute figure quia un plan de symétrie a son centre de gra-




