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posé de deux parties: 1° du volume d'un cylindre droit de
rayon h et de hauteur b; 2° du volume engendré par la rota-
tion d'un triangle ayant pour base B—¥4 et pour hauteur A;
ce dernier, donné par un théoréme de géométrie, est:

%r:hz(ﬁ—-b)
On a donc:

wh?

V—rhtisz b+§ﬁm (B—b)=Zr (B+20)

(e méme volume, exprimé par le théoréme de Guldin, est:

V:BQixhxzxm

=h2
B;l_bx hxfir::n:—;i[ﬂ-—!l-ﬂbj

Dot I'on tire : m:ﬁxm
37 B4b

Par suite :

expression déja trouvée au (95) pour la valeur de la distance
du centre de gravité a la grande base.

CHAPITRE V

COMPOSITION DES FORCES QUELCONQUES
EQUILIBRE DES SOLIDES

§ 1. — COMPOSITION ET REDUCTION AU MOINDRE NOMBRE D’UN SYS-
TEME QUELCONQUE DE FORGES APPLIQUEES A UN GORPS SOLIDE.

119. Forces situées dans un méme plan. — Leur réduction
d une résultante unique ou @ un couple. Soient F,F/, [/
forces données ; tracons, dans le plan de ces forces, deux axes
rectangulaires Oz et Oy. Chaque force du systéme peut étre
décomposée en deux composantes respectivement perpendicu-
laires & chacun des axes,et les points d’application de ces
composantes peuvent se transporter aux points ou leur direc-
tion rencontre 'axe. Le systéme primitif des forces F,F,F”....
se trouve ainsi remplacé par deux groupes de forces paralléles
dont l'un est formé par les composantes parallélesa I'axe Oy et
appliquées aux différents points de I'axe Oz, et dont I'antre
est formé par les composantes paralléles a I'axe Ox et appli-
quées aux différents points de Vaxe Oy.
Nous avons maintenant 3 composer ces o
deux groupes de forces paralléles; cette
composition présente trois cas différents :

1° Chacun des groupes admet une résul-
tante unique. Soient X et Y (fig. 103) les ré-
sultantes des deux groupes. Ces deux forces
peuvent étre considérées comme appli-
quées au point G ol leurs directions se
coupent, et 13, elles peuvent se composer
en une seule force R qui sera la résultante du systéme.

20 L'un des deuzx groupes donne liew 4 un couple, tandis que
Cautre admet une résullante unique. Soient (X,—X,) le couple
(fig- 104) et Y, la résultante de I'autre groupe. Les forces X, et Y,
dontles directions se coupent au point I, se composent en une

Fig. 103.
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seule force R’ que I'on peut appliquer au point I ou sa direc-
tion rencontre celle de la force—X,; en ce point I la résul-
tante particlle R’ peut étre remplacée par ses composantes X,
et Y,. Mais les forces X, et— X, sont égales et directement op-
posées; elles se détruisent et il ne reste que la force R=Y,,
appliquée au point I, qui est la résultante du systeme. Don,
dans ce cas, le systéme des forces données admet encore une
résultante unique. :

3° Chacun des groupes se réduit & un couple. — Soient (X, —
X,) (fig- 103) et (Y, —Y,) ces deux couples; les forces X, et Y, se
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Fig. 104. Fig. 105.

composent en une seule force R appliquée au point I, ou leurs

directions se rencontrent; de méme, les forces —X, et — Y, se

composent en une seule force — R qui est évidernment égale et

paralléle & la force R; ces deux forces étant de sens contraire
_ et n'étant pas directement opposées, forment un couple.

Donc, dans ce cas, le systéme des forces données n'admet
pas de résultante unique.

120. Conditions d’équilibre. — Pour établir les condi-
tions d’équilibre d’'un corps solide soumis a l'action de plu-
sieurs forces situées dans un méme plan, remarquons que,
lorsque le systéme admet une résultante unique, la projection
de la résultante, sur I'un quelconque des deux axes, est égale
a la somme algébrique des projections des forces données sur
ce méme axe, car les composantes des forces F,F' F”... paral-
léles & I'axe des X parexemple, ne sont autres que les projec-
tions de ces forces sur cet axe. On considére comme positives
les projections dirigées de O vers z, et comme négatives les
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projections dirigées en sens inverse; il en est de méme pour
l'axe Oy les projections dirigées de O versy sont regardées
comme positives, et les projections dirigées en sens contraire
comme négatives. *

Remarquons aussi que le moment de la résultante, par rap-
port au point de rencontre des axes, est égal a la somme algé-
brique des moments des forces proposées. En effet, d’aprés ce
que nous avons démontré (31),7on sait que le moment de cha-
cune des forces F,F',F"... est égal & la somme des moments de
ses composantes paralléles aux axes ; on sait aussi (72) que la
méme égalité a lieu pour chacun des deux groupes de forces
paralleles appliquées aux deux axes. Done, la somme des mo-
ments des forces données par rapport au point O est éqale d la
somme des moments des forces X et Y, et par suite éqale au mo-
ment de leur résultante R.

Maintenant, pour que le corps solide sur lequel sont appli-
quées les forces F,F',F"... soit en équilibre, i/ faut et il suffit
que ces forces se réduisent @ une résultante unique, et que cette
résultante soit nulle. Or, quand ceci a lieu, la somme des pro-
Jections de toutes les forces sur un axe quelconque est nulle,
ainsi que la somme des moments par rapport & un point quel-
conque pris dans leur plan.

Done, pour qu'un corps solide soumis & l'action de plusieurs
forces situées dans un méme "
plan soit en équilibre, il faut et i
il suffit que ces forces satisfas-
sent aux deux conditions sui-
vantes:

1° Que la somme de leurs pro-
Jections sur deux axes qui se cou-
pent dans leur plan soit nulle
pour chacun d’eus ;

20 Que la somme dé leurs mo-
ments par rapport aw point de
rencontre de ces axes soil égale
a 0.

121. Forces dirigées arbitrairement dans I’espace. Leur
réduction a trois. — Considérons un systéme quelconque de
forces F,F",F"..., appliquées aux points abe... (fig. 106) d'un
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méme corps solide. Prenons arbitrairement, dans ce corps,
trois points 0,0’,0”, non situés en ligne droite et joignons ces
trois points aux points a,b,c... d’application des forces. Si la
force F n'est pas située dans le plan 0,0',0", on peut admettre
que son point d’application ne s’y trouve pas, puisquil peut
dtre situé en un point quelconque de sa direction ; dans ce
cas, la force F peut se décomposer, par la régle du paralléli-
pipéde des forces, en trois composantes f,f',f" dirigées suivant
a0,a0',a0" et pouvant étre supposées appliquées aux points
0,0',0".

Si la force F est comprise dans le plan 0,0,0", les trois
droites a0,a0’,a0" le sont aussi, et la décomposition de la force
peut s’effectuer d’une infinité de maniéres; on peut, par exem-
ple, décomposer la force suivant les deux directions a0 et aQ’,
et supposer nulle la troisiéme composante. La force F/ peut a
son tour se décomposer en trois autres dirigées suivant les
trois droites 60, 60’ 50" et que l'on peut considérer comme
élant respectivement appliquées aux points 0,0,0". 11 en sera
de méme pour toutes les autres forces proposées. Le systéme
primitif se trouvera ainsi remplacé par trois groupes de forces
concourantes dont le premier, appliqué en O, donnera une
résultante R; le deuxiéme, appliqué en O, donnera une ré-
sultante R/, et le troisiéme, appliqué en 0", fournira une ré-
sultante R'.

Ainsi, un systéme quelconque de forces appliquées a un corps
solide invariable est toujours réductible d trois forces appliquées
en trois points pris arbitrairement dans le corps.

RemarouE 1. — La projection, sur un axe quelconque, de
chacune des forces du systéme, est égale & la somme des pro-
jections, sur le méme axe, de ses composantes suivant les di-
rections qui joignent leurs points d’application aux points
0,0',0”. De plus, les projections des résultantes partielles
R, R/, R/ sur le méme axe sont respectivement égales & la somme
des projections des composantes appliquées en 0,0",0".

On conclut de 13 que lo somme des projections sur un are
quelcongue des trois forees R, R/ R est égale a la somme des pro-
Jjections sur le méme axe de toutes les forces du systéme.

REMARQUE II. — Le méme raisonnement que nous venons de
faire pour la remarque précédente nous conduirait a la con-
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clusion suivante : La somme des moments par rapport a un axe
quelcongue des trois forces R,R'\R" est égale a lu somme des mo-
ments par rapport aw méme axe de toutes les forces du systéme.

122. Réduction d'un systéme quelconque de forces appli-
quées o un corps solide i deax forces dont IPune passe par un

point pris arbitrairement. — Réduisons d’abord le systéme
considéré A trois forces ; .

F,F B (fig. 107) appli- i

quées en trois points M,
M, M”, pris arhitraire-
ment dans le corps. Ces
trois forces peuvent se
réduire & deux.

En effet, considérons
les deux plans qui pas-
sent, le premier par le
point M et la force F”, le
deuxiéme par ce méme
point M et parla force F’ ;
soit ME leur intersection,
ou g'ils se confondent,
une droite tracée dans le
plan commun, et prenons
sur cette droite un point quelconque 0. La force F”, située
dans le plan OMM", peut se décomposer en deux composantes
dirigées suivant OM” et MM” que I'on peut appliquer aux points
Met O. La force F' située dans le plan OMM’ peut, elle aussi,
se décomposer en deux composantes appliquées aux mémes
points M et O. Le point M se trouve actuellement sollicité par
trois forces, ¢'est-d-dire par la force F et par les deux compo-
santes de F' et de F', et ces trois forces se composent en une
seule 5. Le point O est aussi sollicité par deux forces se com-
posant en une seule T.

Dong, le systéme des forces proposées est remplacé par les

deux forces S et T, dont 'une passe par le point M pris a vo-
lonté.

Fig. 107.

Ainsi, un systéme quelconque de forces appliquées a un corps
solide invariable est toujours réductible a deux forces dont Pune
passe par un point pris arbitrairement.
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Généralement, ces deux forces ne sont pas dans un méme
plan, et on ne peut pas pousser plus loin la réduction.

REMARQUE I. — La réduction & deux forces peut s'opérer
d’une infinité de maniéres. En effet, on voit que, sans changer
le point M, il suffit de déplacer le point O le long de la droite
ME, pour que les composantes appliquées en O et en M varient,
et par suite leurs résultantes S et T varient aussi d'intensité et
de direction.

On peutencore, sans méme déplacer le point O, appliquer aux
extrémités de la droite OM, et dans la direction de cette droite,
deux forces égales et directement opposées; ces forces ne
changeront rien & l'état du corps, mais elles se composeront
avec les forces S et T, et donneront lieu & deux nouvelles ré-
sultantes ' et T'.

Remaroue II. — On voit aisément que la somme des pro-
jections, sur un axe quelconque, des deux résultantes S et T,
est égale a la somme des projections sur le méme axe, des
trois forces F,F/,F" et par suite & la somme des projections
sur le méme axe, de toutes les forces du systéme.

On voil de méme que la somme des moments des deux ré-
sultantes S et T par rapport & un axe quelconque, est égale &
la somme des moments par rapport au méme axe, des trois
forces F,F/,F”, et par suite, & la somme des moments par
rapport au méme axe, de toutes les forces du systéme.

On conclut de 13 que : 1° Quand un systéme quelcongue de
forces a été réduit a deux résullantes, la somme des projections de
ces deux résultantes sur un aze quelcongue est égale i la somme
des progections, sur le méme awe, de toutes les forces du systéme.

2° Quand un systéme quelconque de forces a deux résultantes,
la somme des moments de ces deux résultantes par rapport i un
axe quelcongue est égale a la somme des moments, par rapport
au méme axe, de toutes les forces du systéme.

123. Réduction d un systéme . quelcongue de forces & une
force et & un eouple. — Lorsqu'un systéme quelconque de
forces a été réduit aux deux résultantes Set T, on peut encore
remplacer ces deux forces par une force et un couple.

En effet, soient S et T (fig. 108) les deux résultantes auxquelles
on a réduit le systéme ; appliquons au point O deux forces T
et — T directement opposées, égales et paralléles a la force
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T appliquée en M; ces forces ne changent rien a I'état du corps,
et 'on peut composer la force T avec la force S en une résul-
tante R, tandis que les forces T et — T forment un couple.

Done, un systéme quelconque de forces appliquées d un corps
solide invaricble peut toujours se ré-
duire a une force et @ un couple.

REMARQUE IMPORTANTE. — L'intro-
duction des forces T et — T, dans
le systéme, n'a changé en rien la
somme des projections des forces S
et T sur un axe quelconque, et par
suite cette somme est égale a celle
des projections, sur le méme axe,
de la force R et du couple (T — T);
mais la somme algébrique des pro-
jections des deux forces d'un couple
étant toujours nulle, on peut dire
que la projection de la force R est
égale & la somme des projections des forces 5 et T, qui elle-
méme est égale & la somme des projections de toutes les forces
du systéme.

1l résulte de la que la projection de la force R, sur un axe
quelconque, est indépendante de la position du point O pris
arbitrairement dans le corps. Faisons passer par ce point O
trois axes rectangulaires ; les projections de la force R sur ces
axes seront données par les équations :

Rz —:Fz
Ry =2xFy
Rz =3Fz

Mais, une droite est déterminée en grandeur et en direction
lorsqu’on connait ses projections sur trois axes rectangulaires,
puisqu'elle est la diagonale du parallélipipéde construit sur
ces trois projections. Donc, la force R est constante en gran-
deur et en direction, quel que soit le point O choisi. On a
donné a cette constante le nom de résultante de translation.

ReMARQUE II. — La projection d'une droite sur un axe quel-
conque ne change pas quand on déplace cette droite parallele-
ment 2 elle-méme. Done, la résultante de translation dun sys-
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teme quelconque de forces est éqale en grandeur cf en direction
a la résultante qw’on obtiendrait en transportant au point 0, et
parallélement a elles-mémes, toutes les forces du systéme, et en
les composant en une seule.

124. Condition pour qu’un systtme quelconque de forces

admette une résultante unique. —
Quand on a réduit le systéme proposé
A deux résultantes S et T (fig. 109),
il peut arriver que ces deux forces
soient dans un méme plan, ou bien
dans des plans différents. Si elles
sont dans un méme plan, elles sont
concourantes, et alors elles se com-
posent en une seule force; ou bien elles sont paralléles, et,
dans ce cas, elles admettent aussi une résultante unique, sauf
le cas ou elles se réduisent & un couple.

Si les deux forces S et T sont dans des plans différents, elles
ne peuvent avoir de résultante unique. En effet, supposons
que cette résultante existe, et appliquons au corps une force
— R qui lui soit égale et directement opposée. Les trois forces
S, T et — R se feront équilibre, et cet équilibre ne sera pas
troublé en fixant le point d’application B de la force — R et un
point quelconque O de la force S; mais ces forces se trouvant
détruites, il ne reste que la force T.

Le corps ne pouvant plus que tourner autour de la droite OB,
il faut, pour que 'équilibre subsiste, que la force T soit dans
un méme plan avec cette droite (198). En fixant le point B et un
autre point A pris sur la direction de S, on verrait de méme
que la force T doit se trouver dans un méme plan avec la
droite AB ; cette force se trouvera donc dans le plan OBA qui
contient la force S : mais, par hypothese, les deux forces S et
T ne sont pas dans un méme plan, et, par suite, ces deux
forces n'admettent pas de résultante unique.

Ainsi, pour qu'un systéme quelcongue de forces appliquées @
un corps solide invariable admette une résultante unique, il faut
et il suffit que les deux résultantes auxquelles on peut réduire le
systeéme soient dans un méme plan, et qu’elles ne forment pasun
couple.

ReMARQUE. — Le point d’application B de la force — R
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étant pris quelconque sur la direction de cette force, il s’ensuit
que, pour I'équilibre, la force — R doit étre située dans le plan
des deux autres.

Done, trois forces appliquées aun corps solide libre et non si-
tuées dans un méme plan ne peuvent se faire équilibre.

§ 2. — EQUILIBRE DES CORPS SOLIDES.

125. Kquilibre d’un corps solide libre. — Le corps étant
libre, on réduit toutes les forces agissant surlui & deux résul-
tantes Set T, et, pour qu’il y ait équilibre, il faut et il suffit
que ces deux résultantes soient égales et directement opposées.

Ainsi, pour qu’un corps solide libre dans Lespace, et soumis
a Laction d’un systéme quelconque de forces, soit en équilibre, il
fout et il suffit que les deux résultantes auxquelles on raméne le
systéme soient éqales et directement opposées. Telle est la condi-
tion géoméirique de I'équilibre.

Pour déterminer les conditions analytiques, remarquons que
si les deux composantes S et T sont égales et directement op-
posées, il est évident que : 1° la somme algébrique de leurs
projections sur un axe quelconque est nulle; 2° la somme al-
gébrique de leurs moments par rapport & un axe quelconque est
également nulle.

Cela posé, rapportons le systéme des forces proposées a trois
axes rectangulaires, et si I'équilibre existe, on aura pour’
chacun des axes:

Sz Te=10

Sy-4-Ty=20

Sz+-Ta=
MzS +MzT =0
MyS 4+ MyT—=0
MzS -+ MzT =0

Mais, en vertu de ce qui aété dit (122, remarque II), ces six
équations reviennent aux équations suivantes :

sFz=0
Fy=0
Fz—0
EMxF =0
SMyF =0
EMzF =0




