TERMOELASTOPLASTICIDAD APLICADA A LA DETERMINACION DE

ESFUERZOS RESIDUALES EN EL VIDRIO TEMPLADO



3{ INTRODUCCION

La determinacidn de esfuerzos residuales durante los
diversos procesos de formado de materiales es un problema de gran
importancia tanto tedrica como practica. El medir esfuerzos
residuales es inherentemente complicado, vy contar con modelos
matematicos y paguetes de cédmputo para predecir los esfuerzos
simul ando diversas condiciones de formado es de gran imporbincia

en aplicaciones industriales.

Los tratamientos matemiticos a la fecha' son de tipo
semi-~empiricos ¥y su exactitud se restringe sélo a aquellos que se
ajustan estrictamente a las condiciones en las que se establecid
el modele empirico de fluencia. En el presente tratamiento se
parte de principios fundamentales de las teorfas de elasticidad y
plasticidad, ampliamente verificadas por la experiencia, y a
través del concepto matematico de termcel astoplasticidad
desarrollado por Lardner y otrosz se genera un modelo de elegancia
matematica intrinsica, el cual se aplica .a‘ la soclucidén del
problema general de termoelastoplasticidad, Como ejemplos de su
aplicacidn se muestran las soluciones matemiticas exactas
encontradas para cilindros axisimétiricos vy pianos infinitos,
cbteniéndose  ademas algunas curvas y resultados numéricos

relevantes a los procesos de formade de vidrio.
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Estas scluciones son utilizédas para modelar el templado de
vidrio plano. Los resultados obtenidos corresponden a las curvas
de evolucién espacial y temporal de 1los es=fuerzos térmicos,
regiduales y totales gue se generan durante la historia térmica

correspondiente la templado por aire forzado.

La discusién de log resultados se 1imita a las conclusiones
mas importante=, pero la cantidad de informacidn gue proporciona
el modelo matamdtico y su corraespondiente modelc en computadora
es muy extenso, especialmente si se considera gque el paquete de
cémputo generado a traveés del modelo se puede extender a
cualesguier material y a cualesquier higtoria térmica y de

tracciones externas aplicadas.
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3.2 FORMULACION GENERAL DEL PROBLEMA TERMOELASTQPLASTICO

Fl

Considérese un material homogéneoc e isotrépico de médulo
de Young E, razén de Poisson v, coeficiente de dilatacidn o, y sea
TCr;t2 su temperatura en el punto de coordenadas r al tiempo L, u

su campo vectorial de desplazamientos elasticos, e su tensor de
)

deformacidn , o su tensor de esfuerzos, p su densidad y sea F el
vl

campo vectorial de fuerzas de cuerpo por unidad de masa al que esta
sujetc el material. Con esta notacidn v la gque se emplea en

tensores se tiene gque

STOTAL _ } ‘U s+ U 3 = oFLASTICA  TERMICA | Q?FASTICA’ 1o
L 2 LTA] . v 1] (A
donde la deformacidén elistica esta dada por
ELASTICA_ 1+p _ v
e_”_ = = otj = o'kk 6i.j , L=D)
en la que & &3 la delta de Kronecker ¢ =1 si tﬁﬁ y a cero si i
ij

es diferente de j D y'cmkdenota la traza del tensor de esfuerzos,

La deformacidédn térmica esta dada por

TERMICA
e, .
v

=« TCr;td &, . &<>)
L)
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y de acuerdo al criterio de Prandtl-Reuss la defermacién plastica
se determina como '

¢

PLASTICA . - -
de

=S
sl T o oo, ca>

donde eZes la wvelocidad de deformacidn plastica en un sistema

uniaxial a la temperatura T sujeto a un esfuerzo equivalente

o=¢ 32s . s 7% | 45
e L) 1

J

en la que S es el deviatérico del tensor de esfuerzes .
1]

S. =, -~ 13 ¢ & . Bl

+ pF =0, C7d

¥ definiendoc el tensor de incompatibilidad
n = -IncCed) = -~ X eX V., i.e. ceo

= - £ e
K ik “tmn Tknagm €ed

donde £ _es el factor de permutacidédn usual en el

Uik producto
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vectorial, se tiene que

ELASTICA 1+ q; 1 z -
S — o, - —— Vo -
ij E ij E ¢ KK '5i.j Prk.ij
PR CF _+F _-F & >, 10>
E i, it k.k Tij
TERMIC
p PRMICA - L wc ¥'T S - T, > C11>
1 V) o)
PLASTICA _ _2Z p P ] =
= +4- - —
i i T Zhmaen P4 T Siguik . Zikik c12d
con
nTOTAL _ nELASTICA + ,TERMICA PLASTICA _ o 1
La ecuacidén anterior establece la ecuacién diferencial del
problema termoelastoplastico general. Aplicaciones de la

formulacidén anterior son relevantes en muchos campos de ciencia e

ingenieria ¥ seran desarrollados en trabajos posteriocores, aqui se

limitaréd al caso especifico de cilindros axisimétricos y planos

infinitos.
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33 APLICACION A CILINDROS AXISIMETRICOS

Considérese un cilindro axisimétrico -de radio interior a y
de radio exterior b , sujeto a un esfuerzo o (ad en su interior y
r

o;(b)en su exterior con una lensién axial promedioc o , Yy una
z

historia térmica T(r;t> . Bajo estas condiciones se tiene
_ 8 uUr _ 1 _ ju
er = %1 = F < or v C 08 + o 22 + oT + er N 14>
o M1 _ P o
e6 = = T B C oa v C or+ az}) + oT + ee s €150
e = 3ty = —i—{ o - v o + o 02> + aT +.ep > C1BD
= E Zz r (2] z -

por lo que la ecuacidn de compatibilidad se reduce a

a
= . Ci17d
er -a—PC r eeD
Usando la ecuacidén de equilibrio en coor denadas
cilindricas
o, = —aC r o 2> , . cLed
e ar r

se obliene
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* = = -
- b ol b)-a_or(ad _ e
crrCr) = 2 o'rCa) + B2,2 C 1 =2 3 o+ L.

1 az 2 ) ICr rz)
M~ C 1 —z > 1Cb,b™D - 3, c1en
2z 2 2 2
o Crd = - 2, ocay + PortblmaorCad o, a4
r T b —a b
«ET E p vE =
M Y i+ e T S 7
2 2
+ 2t a1 o+ 25 1cp,pD - LEEZT O a0y
b —a b r
_ = oET E P E P
c:rZ(rD = o, 1o T T+ % T T2 %, * J ., <212
donde
A
= E, _ i g P _ P 5_
ICA,ED ST 025 aj C 2C1+0) oTCx;td + 22 C ey — e D
- ¢ 1-2v ) egbxdx , - c22d
b
J = z E 2 Pome I ¢ 2Cli+w) oTCx: LD+
Ci-v (b - am a ’
bZCp-1d + a>
..+ C vid T a 5 ¢ eP - &P dca-vd¢ e + eP ddxdx C23)
b4 & r e ro
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El estado transiente de esfuerzos g loes safuerzos
residuales se obtienen a través de una integracidn_numérica en el

tiempo. Para un material viscoelastico como el vidrio

P
e = 2° s

donde i representa la viscosidad del material, entonces

P si
ij 244

cE8d

para un cilindre de wvidrio soda-calcio de parametros fisicos

10
= 6.7 x 10 Pa.

= Q.22 ,
-7 -1
a = C 52 + 0,015 TC-CO2 x 10, C+k D »
_ 6671.9

log10 M= —4.786 + —T-107'c u‘en Pa seg ,
a = 0.08 mts.

b = 0,063 mts.

con candiciones a la frontera er(ad = orChkd = O, Yy sujete a la

historia térmica marcada en la figura 1,.la,cﬁa1‘se obtuvo de 1la
solucidn exacta del problema de extraccidn de calor por medio
convectivo4, los esfuerzos generados durante el enfriamiento
resultan compresivos en la superficie interiér y exterior del
cilindro Yy en la parte interna se generan esfuerzos de tensidén, tal
comoc sSe muestra en las figuras 2,3. El esfuerzo oz es del mismo
orden de magnitud que O Y or es del orden de un céntésimo de Oy

ver figuras 2 y 4.
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3.4 APLICACION AL TEMPLADO DE VIDRIO PLANO

Este sistema se puede modelar ftomando b-a = e ¢ espesor de
la placa 2 ¥y haciendo tender al infinito el radio interior del

cilindro, de esta manera se obliene

chr) = 0 cC27d
Y
o = 08 (r) = o Cr) = O(r)TERMICO . o{rjRESIDUAL SRy
z
DONDE
&
TERMICO _ E 1 -
o = ¢ — r o T dx — a T 2 280
1-v £ .
o
&
RESIDUAL. _ E 1 P P
o T <~ Dj e, dx ey C300

Para este sistema de (40 y (6) se obtiene

06 Cro

= —6_;__

Aplicando esta sclucidn a una placa de vidrio soda-calcio
de iguales parametros fisicos gue en el caso anterior, pero con
espesor € = 0.003 mis. y sujeta a la historia térmica de templado
severo como se muestra en la figura 5 ( obtenida de la sclucidn
exacta del problema térmico® se obtiene la evolucién de los

esfuerzos residuales en el tiempo mostrades en la figura B,
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‘

Dichos esfuerzos resultan compresives en la cuperficia

externa y de tensidn maxima en el plano medio, Estos esfuerzos

dejan de evoluciocnar y se mantienen fijos a partir de 0.4 seg, ya

que la viscosidad es tan alta por debajo de los B?8 «c que no seé

permite deformacién plastica subsecuente come se aprecia en la

figura 7. En la figura 8 se muestra la evelucidn de los esfuerzos

térmicos que se originan del gradiente de temperatura en la placa,

resultando esfuerzos tensiles en la superficie exterior e interior,

y compresivos en la parte interna.
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En la figura 9 se observa la evolucidn de leos esfuerzos
totales (¢ residuales mis térmicos 2, resultando tensiles en la
superficie y compresivos -en el interior de-la placa., De comparar la
evolucién de los diferentes esfuerzos, Sg'“ébserva que la
incompatibilidad pléastica genera esfuerzos gue tienden a disminuir

el esfuerzo total, y por ende la energia eldstica del sistema.
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35 CONCLUSIONES :

La teoria matematica de tarmoelastoplasticidad agui

presentada permite modelar log esfuerzos mecénicos, térmicos vy

residuales de los materiales sujetos a cualesquier sistema de

formado. lLa teoria se ha aplicado con éxito a la determinacicn ds

la evolucidén de los esfuserrmos originados durante el templado de

vidrio plano.

De los resultados obtenidos se observa gue los esfuerzos

residuales aparscen debido & una deformacidén plastica no uniforme

causada por los esfuerzos de origen térmico desarrwlladeoz en el

material.

Los efuerzos residuales son de sentido opuesto a los efuerzos

térmicos, a3 decir . de compresién maxima - en la superficie

exterior ¥ de tensidén en €l centro de la placa, disminuyendo el

esfuerzo total.

Cuando el templado se realiza a una temperatura ligeramente

mayor a la de ablandamiento, los esfuerzos residuales generados

no alcanzan a disminuir lo suficiente al esfuerzo total con lo

que ge origina fractura completa de vidrioc.

Log esfuerzos residuales dejan de evoluciconar cuando va

no existe deformacién plastica debido & un aumentoc en la

vigcosidad originado por la disminucidén de la temperatura. Esgtosg

esfuerzos permanecen en el vidrio y provocan un aumento en su

regigtencia mecanica.
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