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CAPI TULO 1

ESFUERZOS EN DOS DIMENSIONES



CAPITULO !  ESFUERZOS EN DOS DIMENSIONES

1.1 ESFUERZO NORMAL Y CORTANTE DEBIDOS A TENSION PURA

El término esfuerzo representa fuerza por unidad de 3rea. Con -
(en algunos libros fuerza por tnidad lo 1laman esfuerzo unitario
o intensidad de esfuerzo, y el término esfuerzo es usado cono si-
nénimo de fuerza. En esta tesis el término esfuerzo serd usado
exclusivamente para representar fuerza por unidad de drea) mids --
precisidn, el esfuerzo g ©n un punto P a través de una area AA -

estd definido por la expresién

g = Limite _BF .

AA>O AA

En donde AF representa el incremento de fuerza sobre el drea AA -
circundante al punto dado. E] esfuerzo ¢ de que hablamos es co-
mo la resultante de esfuerzo, es por é€sto, conveniente descompo--
nerlo en esfuerzo normal y cortante, los cuales son respectivamen
te normal y paralelo al drea AA. La componente normal puede ser

por tanto esfuerzo de tensidn o de compresidn.
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Fig. 1.1 Los dibujos representan la determinacidn de los
esfuerzos normal y cortante en un plano Inclina
do producido por tensidén pura.

- -

La fiqura ).1{a) muestra un elemento sujeto a esfuerzo de tens 4n



pura d,, sobre un plano inclinado A-A definido por el dngulo 6, --
fig. 1.1(b), el esfuerzo normal dado ox produce un esfuerzo nor--
mal og y un esfuerzo cortante tg. En esto se puede observar que
en dngulo & que define a3l plano inclinado A-A serd medido siempre
del eje x a la direccidn de la normal N del plano A-A y que se -
cansidera positivo cuando estd en contra de las manecillas del re

loj y negativo cuando estd a favor como lo muestran ifas figuras -
1.1(b) y Vv.1(c).

La direccidn de los esfuerzos inducidos puede ser facilmente de-
terminada por inspeccidn. En el caso de tensién pura la direc--
cién de los esfuerzos o, Yy 19 es como se representa en las figu--
ras 1.1(b)} y (c), en funcién de que su resultante deba ser opues-

ta a la del esfuerzo aplicado o Es claro que en el caso de -

xo
compresibn, la direccién de los esfuerzos deberd ser contraria.

Conm el objeto de obtener expresiones para los esfuerzos inducidos
0g Y Tg consideraremas el diagrama de cuerpo libre de una parte -
del elemento cortado para el plano inclinado A-A e imponié&ndo las
condiciones de equilibrio como se representa en la fig. 1.1(b).

Considerando la longitud de la cara inclinada como la unidad, en-
tonces la longitud de la seccidn transversal serd cos®. Las - -
fuerzas que actfian sobre esa cara son ogt, Tgt y oxtcos®, en don-
de t indica el espesor del elemento. El tridngulo de fuerzas en
el diagrama de cuerpo libre se representa en la fig. 1.1(d) de -

este tridngulo obtenemos que:

Ogt= uxtcosecose

2 (1.1 a)
o 0g = oycos ©
y también que Tgt = oytcosBsend
O (1.2 a)
o Tg = % senzg

Algunas veces es deseable expresar og y 15 en té&rminos del &ngulo

suplementario 8, fig. 1.1(a) as? que



9=90°-81

de la ecuacidn (1.1 a) tenemos
2
og = oxc052(90°—01) = 0,Sen 6, (1.1 b)
o
Y Tg = %58“2(900-61) = stenzal’ (1'2 b)
~Z

para calcular el esfuerzo ogg podemos usar tanto las ecuaciones -
.1 a) o (1.1 b) dependiendo enteramente del &ngulo que tomemos 6

o 6. La formula para 19 es la misma en términos de 6 o 8.

1,2 ESFUERZ0S PRODUCIDOS POR ESFUERZQOS NORMALES A 90° UNO DEL -
OTRO.

La fig. 1.2(a) muestra un elemento sujeto a los esfuerzos norma--

tes/log v Oy » Permitiendo que los esfuerzos en el plano A-A pro-

ducidos por o, y Oy actlien por separado y representados por Ogx»

Tgxs Ogy Y Tgy Frespectivamente. De las ecuaciones (1.1 a) y (1.

2 a) éstos esfuerzos son:
2
ggx = Ox€o0s” 8

T x

2
2
Ogy = quen 0
o »
Tgy = 7¥Sen29.

los esfuerzos resultantes gg Y Tg producidos por ax Yy oy actiu reo
L]
simultaneamente son por el principio de superposicion iguales a -

la suma algebraica de los esfuerzos producidos cuando actidan por

separado. Ademis, de las figuras 1.2(b), (c) y (d) se observa -

que los esfuerzos normales agg, Y 7ey tienen el mismo sentido ¥y

que los esfuerzos cortantes tienen sentidos opuestos cuando los

esfuerzos o, y Oy tiene el mismo signo.
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Fig. 1.2 Los dibujos muestran el método de superposicicn
para la determinacién de esfuerzos en un plano
inclinado producidos por esfuerzos hormalres a
90° uno del otro.

2
De donde g = oxcosze + oySen 8 (1.3 a)
lo cual se reduce a
o] a g, _ ©
6 = — ; £ + —3 > L cos2e (1.3 b)

y considerando que ¢, es mayor que Oy tendremos para el valor nu

mérico el cortante

Ox - ©
T —317?—41 Sen26 (1.4 a)

1.3 ESFUERZOS PRODUCIDOS POR CORTE PURO

Un elemento sujeto solamente a esfuerzos cortantes se dice que --

estd a corte puro, fig. 1.3(a). Sumando las fuerzas horizonta-

les y denotando el espesor por t obtenemos

Ty at Tzat,

Q T = T3 -
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Fig. 1.3 Los dibujos muestran sistemas de esfuerzos cor
tantes positivos y negativos, y sus correspon-
dientes diagonales.

Sumando las fuerzas verticales en forma similar obtenemos:
let = Tqbt,

o] Tz = Ty «

Tomando los momentos de las fuerzas con respecto al punto 0, fig.

1.3(a), tendremos:

T3 atb = 1, bta
Q ] = T
De donde T] = Ty =:T3 = Ty

En esa forma vemos que, en un e¢lemento rectangular sujeto a corte
puro, les esfuerzos en las cuatro caras son todos iguales. Los
esfuerzos cortantes sobre las caras horizontales serd3n denotados

por T las que actdan en las caras verticales por Tyx» €n tér-

xy Y
minos de esta anotacién tenemos que:

Txy = Tyx-

Esta simple e importante relacién es frecuentemente usada para es



tablecer que los cortantes transversales son iguales. De 1a -~
ecuacién de momentos tenemos que en un arreglo de esfuerzos cor-
tantes cuyas puntas de flecha convergen en una diagonal, fig. 1.
3, a dicha diagonal la llamaremos diagonal cortante, y la repre-
sentaremos por S.D. Los cuat~-o esfuerzos sobre el elemento regc
tangular que lo referiremos como un sistema de corte puro. Di-
cho sistema de corte puro, diremos que es positivo cuando la dia
gonal cortante pasa a través del primer cuadrante de un sistema

coordenado, paralelo a los esfuerzos con origen en el centro del
elemento, y negativo cuando tienme pendiente contraria. Fig. 1.

3(b} y (c)

u
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Fig. 1.4 Los dibujos muestran la determinacién de los -
esfuerzos normal y cortante en un plano incli=-
nado producido por corte puro.

De las figs. 1.4(a) y (b) se puede observar que un sistema de cor
te puro produce un esfuerzo normal oy y un esfuerzo cortante tg4
sobre todos los planos inclinados como el A-A. La direccidn de
los esfuerzos og y Tg pueden ser determinados por inspeccidn. -
Asi7 el esfuerzo pormal O fig. 1.4(b) es obviamente de tensién, vy
el esfuerzo cortante tiene componentes a la del plano inclinado -~
de A-A. También las fuerzas cortantes V; y V, que actuando so--

bre las caras vertical y horizontal son proporcionales respectiva



mente a las longitudes de los lados a y b. Designando el plano
inclinado A-A como Jla direccidon U notando que la direccidn U, de
la fuerza cortante V; la cual actda en el lado corto b es menor
que la componente Uy de la fuerza Vj} que actida en el lado a. De
donde el esfuerzo cortante Ty scbre el plano A-A tiene la misma
direccidén de U,. En general, el esfuerzo cortante Ty tiene la
misma direccion que la componente U del esfuerzo cortante el cual
actda sobre el lado menor del tridngulo, el eje U siendo tomado

paralelo al plano inclinado.

En la fig. 1.4(b) 1la componente U del esfuerzo cortante sobre el

lado b es hacjia arriba y 19 es también hacia arriba.

En forma de derivar las expresiones para og y Tty Consideraremos
un diagrama de cuerpo libre de una porcidén del elemento cortado
por el plano inclinado A-A, fig. 1.4(b). La longitud de la hi-
potenusa la tomaremos como la unidad. De tal forma que el lado
vertical es cosé y el lado horizontal sen®b. Las cuatro fuerzas
gue actlan en la porcidn cortada por el plano A-A estdn represen
tadas en la fig. 1.4(¢c).

Sumando las fuerzas en la direccidén W obtenemos que
ggT - Txytsenbcos® - T, tcosbsend = 0

de la cual 0g = TxysSen2o. (1.5)

Sumando las fuerzas a lo largo del eje U, fig. 1.4(c) obtenemos
Tgt + Txytsendsen® - TxyCosbcosh =O

o Tg = TxyCOS28 (1.6)
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Fig. 1.5 Los dibujos muestran la determinacién de los -
esfuerzos en un plano inclinado producidos por
un sistema general positivo de esfuerzos en --
dos dimensiones por el método de superposicidn.

1.4 ESFUERZ0S PRODUCIDOS POR UN SISTEMA GENERAL DE ESFUERZOS EN
DOS DIMEMNSIONES.

Un sistema de esfuerzos el cual consiste solamente de esfuerzos
normales gy y Oys Y de esfuerzos cortantes Txy' Tyx los cuales -
san funcidn de X y Y solamente, se define como un sistema de dos
dimensiones o sistema de esfuerzos plano, un sistema de esfuer--
z0s plano puede existir solamente en placas delgadas. La fig.
1.5(a) muestra un elemento sujeto al mds general sistema positi-
vo de esfuerzos planos. Deseamos determinar los esfuerzos a =--
través de cualquier plano A-A, éste problema puede ser facilmen-
te resuelto por superposicidn e inspeccidn. La figs. 1.5(b),
(c) vy (d) muestran las direcciones y las notaciones para los es-
fuerzos causados por oy, Oy y Txy respectivamente, cuando cada -~

uno de ellos actla separadamente.

Por inspeccidn de la fig. 1.5(d) muestra que el esfuerzo normal
ogt producido por un cortante positivo en tensidn o positivoe ~--
cuando © es positivoe y compresidon o negativo cuando 6 es negati-

vOo . Sin embargo, los esfuerzos normales ogy y Oy producidos -
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por los esfuerzos normales o, Yy Gy son siempre de tensidn. En-
tonces por las ecuaciones (1.3) y (1.5) la resultante del esfuer

zo normal og viene dada por

|

Og axcosze + aysenze + rxysenze

(1.7)

Ox + % , (Ox - ¢

7 ) y) o526 + T, sen?

Y

De forma similar observamos que el esfuerzo cortante tg¥ produci
do por un cortante positivo tiene la direccifn opuesta tal como
si fuera producido por un o, positivo cuando 8 es positivo y de
la misma direccién cuando 6 es negativo, fig. 1.5.

Entonces el esfuerzo cortante resultante vy por las ecuaciones -

(1.4) y (1.8), es

gx - ©
Tg = 1—5—3——llsen23 - Txyc0s26. (1.8)

En ésto se deberd notar que todas las cantidades de las ecuacio-
nes (1.7) y (1.8) son algebrdicas y que los signos apropiados =--
pueden ser implicados a los esfurzos y a los angulos en concor-
dancia con las reglas de estado. Los problemas numéricos sin -
embargo, son primordialmente resueltos por inspeccidn y superpo-
sicién, usando las ecuaciones (1.1), (1.2), (1.5) y (1.6).

1.5 EL CIRCULO DE MOHR

Las expresiones para dg y tg dadas por las ecuaciones (1.3b) y -
(1.4a) para un elemento libre de corte pueden ser representadas

por una grafica conocida como el circulo de Mohr. Por convenie
cia representaremos los valores de Oy Yy Gy que actian en los pla
nos de menor cortante por p y q, con €sta notacidén las ecuacio--

nes (1.3b) y (1.8a) quedardn como
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=p—_;—9+~(-L—;—ﬂ—)-c0528 (1.3c)

T = B—%—ﬂ sen26. (1.4b)

Desde un punto arbitrario 0 sobre una linea recta horizontal tra
zaremos el segmento OA y OB iquales respectivamente a p y q en -
direcciones de acuerdo con el signo de estos esfuerzos, fig 1.7.
Es costumbre colocar &stos esfuerzos a 1a derecha de 0 si hay =--
tensidn o positivo y a la izquierda de 0 si hay compresién o he-
gativo. De) punto C el cual bisecta a AB dibujaremos un circu-
lo con radio CA. Este c¢Trculo conocido como cTrculo de Mohr -
nos da los resultados obtenidos en las ecuaciones (1.3c) y (1.4b)

y .ademds nos permite visualizar y determinar qgtras relaciones de
esfuerzos usuales.

T To

é

o 8 \\;ZE;
q |

i) &
s s

N

Fig. 1.6 Ei dibujo muestra la determinacion de esfuerzos en
cualquier plano inclinado a partir de los esfuer--
zos principales por medio del circula de Mohr.

En forma de determinar los esfuerzos sobre cualquier plano A-A,
la normal la cual forma un &ngulo 6 con el esfuerzo p, trazamos

un angulo ACD, igual a 26 y obtenemos su proyeccién D' como se -
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nuestra en la fig. 1.6, Las longitudes OD' y DD' representan -

los esfuerzos og y Ty respectivamente, De la geometria de la -

fig. 1.6 se sigue que

Y

on' 0C + CA cos26

P ; a, L > 9) costb = ag (1.3¢)

pD' = iE—%—ﬂlsenZG = 1g, (1.4b)

los cuales son los valores dados por las ecuaciones (1.3c) y (1.

4b) .

De ésto podemos notar que el &ngulo 28 puede ser colocado a favor

de las manecillas del reloj o en contra sin afectar el valor nu-

mérico resultante.

1.6 DIEZ RESULTADOS ADICIQNALES QUE NOS DA EL CIRCULD DE MOHR.

Un nimero

importante de conclusiones se siguen directamente de =

la inspeccién del circulo de Mohr:

1.- Si un elementg estd sujeto Unicamente a esfuerzos norma

les, ésto es, cuando las caras de un elemento estan 1li-
bres de cortantes,” los pianos gue estdn libres de cor--
tantes son llamados planos principales y los esfuerzos

actian en ellos son llamados esfuerzos principates. ¢£s

tos esfuerzos estdn representados por p y q.

Ltos esfuerzos principales p y q son respectivamente el -
mayor y el menor de todos los esfuerzos normales en el
elemento, de donde la proyeccién D', fig. 1.6, siempre
estard dentro de los puntos B Y A. El esfuerzo maximo

algebrdico lo denotaremos por p.

Los esfuerzos cortantes sobre planos perpendicualres en

tre si, son (Gnicamente iguales, de 1a fig., 1.6 EE' = DD’
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y EE’ representa el esfuerzo cortante en un plano a un
angulo de 90° del otro, sobre el cual estd act@ando el

esfuerzo cortante DD'.

La suma de los esfuerzos normales en planos perpendicu-

lares es un constante, de donde

DE' + OD' = 20C,.
Donde representando los esfuerzos perpendicualres por -

g y g1 obtenemos que
og + 0g'=Pp +q (1.9)

De los dos esfuerzos dg y ogt, uno de los cuales el que
forma un dnguloc de accidn pequedio con la direccién de p

es el algebrdicamente mayor de los dos.

El mdximo esfuerzo cortante es igual al radio del circu
lo de Mohr y actia sobre planos inclinados a 45° de los

esfuerzos principales.

Tmax. = B34, (1.10)

Este {ltimo resul tado es de especial importancia en fo-
toelasticidad. Demostraremos despu€s que la diagonal
cortante del mdximo esfuerzo cortante es siempre parale

la al esfuerzo algebrdico principal mdximo p

Los esfuerzos normales, T; sobre planos de miximas cor-
tantes son iguales y estdn dados por la semisuma de los

esfuerzos principales

T =oc=P—2—‘l" (1.11)

Los esfuerzos sobre planos conjugados, estd es, planos

como los AA y A'A' de la fig. 1.7 son iguales.

Cuando los esfuerzos principales son iguales, el radio
del circulo de Mohr es cero, €sto significa que los es-
fuerzos cortantes desaparecen de todos los planos, ade-

mds los esfuerzos normales son iguales en todas las di-
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recciones. Dichas puntos estdn definidos como puntos
isotrdpicos. Estos puntos son de especial interés en

fotoelasticidad.

P A

A\

(4 G

g N

s D
P J

T}

75,

A q A

Fig. 1.7 El dibujo representa los planos conjugados AA y A'A!
y sus correspondientes esfuerzos iguales.

16.- Cuando los esfuerzos principales son de igual magnituo
pero de signos opuestos el valor numérico del mdximo --
cortante es igual al valor numérico de cualquiera de -

los dos esfuerzos principales.

1.7 ESFUERZOS PRINCIPALES DEL CIRCULO DE MOHR.

Un problema importante en €'l anadlisis de esfuerzos es la determi
nacién de los esfuerzos principales en el caso general de un sis
tema de-esfuerzos en dos dimensiones, &ste es el caso contrario

a lo discutido en el punto 1.5, y la resolucidén puede ser obteni
da por una secuencia inversa de algunas operaciones en la cons--

truccidén del circulo de Mohr.

La construccidn del cTrculo de Mohr para la determinacién de los
esfuerzos principales para éste caso es como sigue: De un punto
arbitrario 0 sobre una 17nea recta horizontal colocamos el sea--

mento OD' y OE' respectivamente iguales a oy, Yy oy en direccionces
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de acuerdo con el signo de los esfuerzos fig. 1.8(a), desde el -
extremos oy, el punto D', trazamos el segmento DD' igual al cor-
tante T,y €n una direccidén normal a oy, hacia arriba si el cor--
tante es pasitivo y hacia abajo si es negativo. Esto ubica el

punto D. Bisectamos D'E' y obtenemos el punto C. El segmento
CD es el radio del circulo de Mohr y OA y OB son los esfuerzos -
arincipales. El 3ngulo D'CD en la fig. 1.8(a) es dos veces el

dnqulo 8p el cual define el méximo esfuerzo principal p, éste --
dngulo estd medido en contra de las menecillas del! reloj desde

el eje de a. En la fig. 1.8 se muestran dos casos para determi

nar las direcciones de p vy q.

¥ 4 a6 N
@7 q |
q, Ty p j‘?fxy
- O 0 8 Bp 28p -
A’-‘—JﬂQEﬂGx v E ¢ o] |a L
— (J_Y | /
9 Hﬁr'*
N\,
O 2
N——
}__*p_h_w.
{a)
f %o

1 b A 1}
P G
D, %
~ e
(&) q ]

Fig. 1.8 Los dibujos muestran la determinacidén de los -
esfuerzos principales en magnitud y direccidn.
Para un sistema general de esfuerzos en dos di
mens iones por medio de! c¢irculo de Mohr.
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Si se requiere solamente la determinacién de p y q, la construc-

cidén del circulo de Mohr puede ser simplificada. No necesita -

atencidén ila direccién del corrante 71xy el cual puede ser coloca-

cado en cualquiera de los dos puntos D' o E' hacia arriba o ha--

cia abajo. Todas las cuatro posibilidades de construccidn dan

el mismo cTrculo de Mohr y por tanto e)l mismo valor de esfuerzos

principaies, fig. 1.9.

_L T ‘T,\r q [

} XY
Jh%ﬁiose' ofJa ~ 0
CNE

E o"
Sy

Fig. 1.9 Construccién del circulo de Mohr para la deter
minacién de las magnitudes solamente de los --

esfuerzos principales.

1.8 MAGNITUDES DE ESFUERZGS PRINCIPALES Y MAXIMD ESFUERZO COR-
TANTE. DIRECCION DE PLANOS PRINCIPALES.

-

La fig. 1.8 muestra que las magnitudes y direcciones de los es--
fuerzos principales p Y q estdan dados por
—

lo] o] i
= —i—%~—1 +t 5 (ox - cy)2+ krzxy, {1.12a)

SRLL I L \r—-m (1.12b)
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2t
- Xy
y tanzeplq Tx - oy {1.13)
donde tan26p.q representa tanzep como tanzeq. Cuando Optq apa-
resca solo sin la tangente representarid a cualquiera de los dos
éngulas 6, o 0q. La fig. 1.8 también demuestra que
1 2 i
Tmax = Ed(ox — Uy) + h'riy- (1.1"')

De 1a definicion de 9, en el punto 1.1, se sigue gue el 3ngulo
6p1q obtenido de la ecuacidn (1.13) puede ser medido desde la di
reccidén de ox en contra de las manecillas del reloj cuando ep'q
es positivo y a favor de las manecillas cuando es negativo. Se
debe notar que las dos rotaciones de la ecuacién (1.13) locali--
zan los planos principales pero no especifican las direcciones
de los esfuerzos maximos y minimos.

En términos de esfuerzos principales las ecuaciones (1.3b) y (1.

La) tenemos que

gg = P ; 9.,02P ; 9 cos2p, (1.3¢)

Tg = E~%~3 sen2g, (1.4b)

Y Tmax = E_?_ﬂ §1-19)

asft = oy \rkp = q) ~ 4?xy. (1.15)

1.9 DIRECCION DE ESFUERZOS PRINCIPALES.

Si la posicidon de los ejes principales es correctamente determi-
nada por la ecuacién 1.13 1a direccién actual de los esfuerzos -

miximos y minimos puede ser determinada por el nidmero 5 del pun-
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to 1.6 en dicho estado en efecto el maximo esfuerzo principal -
forma un dnqulo menor de 45° con el mayor esfuerzo normal. Asi

en la fig. 1.10(a) los esfuerzos dados son

gy = 1750psi, oy = 1250psi y Txy = 433psi.

1250 \?_
—  [ageo % [\ J2000

-
I \\\ ,*qui‘

{a) (&) (c)

Fig. 1.10 Los dibujos muestran un método para la de-
terminacidn de la direccidn de los esfuer-
zos principales por inspeccidn.

De las ecuaciones (1.12a) y (1.13) obtenemos que

0 + 1250 , 1 2 2
org = 1188 1290 4 | (1750 - 1250) 1+ & X 433

T

b4

en la cual p toma la rafz positiva y g la rafz negativa. Esto

nos da
p = 2000psi
q = ]000p5i

2 X 433
1750 - 1250 = 1-732.

también tan26puq =

De donde ep’q = 30°.

Donde 6, 4 es positivo, la posicidn de los planos son como se --
muestra en la fig. 1.10(b), donde el esfuerzo horizontal es el -

mayor de tos dos esfuerzos normales dados. La posicidn del es-
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fuerzo p es una medicién angular. La posicion de los esfuerzos

principales es como se muestra en la fig. 1.10(c).

1.10 SIGNO DE LOS ESFUERZOS PRINCIPALES

Cuando los esfuerzos normales o,, oy son de signos --
opuestos los esfuerzos principales también seran de -
signos opuestos. Esto resulta directamente de la -~

inspeccidén del circulo de Mohr. Fig. 1.8{(b).

§ Ty
3

Qg

(2
5

s R
'Tx?x'; =0xCy 9-0

Fig. 1.11 EI diagrama ilustra los signos de los es~-
' fuerzos principales para esfuerzos norma-
ies de un solo signo.

I'l.~ Cuando los esfuerzos normales oy, oy son del mismo ~

signo existen tres posibilidades:
a) Un esfuerzo principal puede ser cero circulo (1),

fig. 1.11, ésto sucede cuando

2
Txy = dey

este resul tado se obtiene de la expresidn
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Oyx + © 1 2
q=__x’2_1~‘2-J4T2XY+ (OX-OY)

Y sustituyendo q =0,

b) Cuando Tiy es menor que oxCy ambos esfuerzos prin
cipales tienen el mismo signo. Ver circulo (2) fig.
.11,

c) Cuando riy es mayor que oyoy uno de los esfuerzos
principales e¢s de tensidén y el otro de compresién, =--

ver clreculo (3) fig. 1.11.

1.1t COMBINACION DE DOS SISTEMAS DE CORTE PURO

Considerando dos sistemas de corte puro T;y Tp que tienen dife-
rentes orientaciones son aplicados a un punto, fig. 1.12(a) y -~
1.12(b).

Fig. 1.12 Los dibujes muestran la combinacién de dos
sistemas de corte puro.

Los esfuerzos og Yy Tg en un plano A-A producidos por 11 son por

las ecuaciones (1.5) y (1.6)

gy = rlsenze
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y Tg = tlcosze.

De la misma forma l1os esfuerzo: o'e y r'a producidos por T3 son

oy = T4sen (28 - 2a)

Y ty = tycos (26 - 2a).

La resultante de los esfuerzos 39 y Tg son por lo tanto por el -

principio de superposicidn dados por

Tg = T,€0528 % Tzcos(ZB ~ 2a) (1.16a)

y 0g = T sen28 % tzsen(26 - 2a). (1.16b)

Ahora construiremos un circulo de la siguiente manera: Oesde un
origen arbitrario O colocamos el segmento OA igual a 73 en un -~
dngulo de 28 con la horizontal. Desde A calocamos AB igual a -
T, hasta formar un &ngulo de 2a con OA como se muestra en la fig
1.12(c). Si los cortantes tg y th no son de la misma direccidn
el adngulo 2ec se coloca en direccidn opuesta de uno con respecto
al otro. La proyeccidén 0B' y BB' representan respectivamente -
Tg ¥ Ty tal como lo dan las ecuaciones (1.16a) y (1.16b).

-

Siguiendose que si se contruye un circulo con OB como radio las

proyecciones de puntos en éste circulo representardn los esfuer~
zos producidos por los dos sistemas de corte puro. Si en parti
cular el dngulo 28 es tomado igual a AOB, el esfuerzo normal BB'
serd cero y el esfuerzo cortante es igual a 0B, el radio del cir
culo. De donde, dos sistemas de corte puro se combinan para -
dar un tercer sistema de corte puro de magnitud T4, en un plano

inclinado 6 igual a la mitad del dngulo AOB, fig. 1.12(c).

Los valores de TS y €, pueden ser obtenidos de la grafica o de -
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las ecuaciones siguientes

T =\r;2+ 12 + 21 1 cos2a (1.17)
1 2 1 2

T .
tan20, 25en2a

(1.18)
tpco0s2a + T

La resultante de esfuerzo cortante puro T, €s en magnitud igual

3

a la suma vectorial de T y v, si lo colocamos en una inclinacién

de 2a con T, €n lugar de «a.

1.12 ESPECIFICACIONES PARA UN SISTEMA DE ESFUERZOS,.

Un sistema de esfuerzos de dos dimensiones puede ser especifica-

do en una de tres formas. Primero es la forma usual en el cual
Oxs» Oy ¥ Txy son datos. El segundo método es dar los correspon
dientes esfuerzos principales p y q y sus direcciones. El ter-

cer método es dar los cortantes maximoes y los planos sobre los -
cuales actlan y los correspondientes esfuerzos normales. Erj——
dltimo de los métodos mencionados especifica el sistema, un sis-
tema de esfuerzos en términos de un sistema isotrépico de esfuer

zos normales y un corte puro.

Cuando un punto estd sujeto a dos o m3s sistemas de esfuerzos de
diferentes orientaciones cada uno de estos pueden ser reducidos
a un sistema isotrdpico de esfuerzos normales y un corte puro.
Los sistemas isotrdpicos combinados algebraicamente dan un siste
ma isotrdpico nuevo. Esto se sigue del hecho que en un punto
isotropico los esfuerzos normales son iguales en todas direccio-
nes. Los sistemas de corte puro se combinan vectorialmente =--
para dar un corte puro como se discutidéd en el punto 1,171, E1l -
resul tado final es un sistema isotrdpico superimpuesto en los --

planos de la resultante de corte puro,
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La combinacidén de dos o mds sistemas de esfuerzos pueden, sin =--
embargo, ser obtenidos mds simplemente por el método de superpo-
sicién en elementos paralelos. AsT, considerando un punto en
un cuerpo sujeto a dos sistemas de esfuerzo como se muestra en -
las figs. 1.13(a) y 1.13(b) y requiriéndo los esfuerzos principa
les resultantes, calcularemos primero los esfuerzos producidos
por el sistema mostrado en la fig. 1.13(b) en planos paralelos a
ias caras del elemento mostrado en la fig. 1.13(a). Estos es--
fuerzos se combinan algebraicamente con los esfuerzos mostrados
en la fig. 1.13(a) para dar e! sistema mostrado en la fig. 1.13

(c), el cual también muestra el esfuerzo principal resultante.

o 1]
) ° 48
.?.O -
B paee
P 5 — 50
100 to0 ¥
5o
.L A 26" 34!
@ @)

Fig. 1.13 Ejemplo numérico de la combinacién de dos siste
mas generales de esfuerzos en un plano por me--
dio de elementos paralelos y superposicidn.

1.13 LA ELIPSE DE ESFUERZOS.

En la fig. t.14(a) o es la resultante de las esfuerzos gg Y Tg

los cuales actilan en el plano inclinado MM.

2’4
Gos
! R (W P
N,
Pl sene
\\M ® ‘
MO (b

Fig. 1.14 Los dibujos muestran el esfuerzo total o en un
plano inclinado,
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Los esfuerzos principales en el punto los representaremos por p

Yy 9, como es usual. Permitiéndo que oy Y Oy representan las -
componentes de o paralelos a 'a direccidén de p y g respectivamen
te, fig. 1.14(b). De las ecuaciones de equilibrio obtenemos --
que

pcosb = oy

qsen@ = Oy -

o}

0e donde 7; = cosH
a

Y 7% = send.

Elevando el cuadrado y sumando obtenemos

2 2
Ox g
T3 + ﬁ—a%— = 1 (1.19)

De donde la punta P del vector 0P que representa el esfuerzo o -
genera una elipse de la cual p vy q son los ejes mayor y menor, -
fig. 1.15. El esfuerzo total sobre un plano inclinado a través
de un punto nos describe una elipse conocida como elipse de es--~

fuerzo o elipsoide de esfuerzos.

h»‘_ . .
Fig. 1.15 @ elipse de esfuerzos.
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1.14 DETERMINACION GRAFICA DEL ESFUERZQ TOTAL ¢

En forma de determinar graficamente el esfuerzo resultante ¢ que
actda en plano definido por un dngulo 6, construiremos de un cen
tro 0 dos circulos de radio p y q respectivamente fig. 1.15.

En seguida colocamos OA = p y OB = q en las direcciones de p y g
respectivamente. A través del centro 0 de esos circulos dibuja
mos una linea ON perpendicular al plano MM sobre el cual los es-
fuerzos son meridionales, A través de los puntos de intersec~-
cién € y D de ésa lTnea con los circulos dibujaremos 1Tneas per-
pendiculares a p y q respectivamente hasta interceptarse en un -
punto P, fig. 1,15, E1l punto P asfi obtenido estd colocado so--
bre la elipse de esfuerzos, y el vector OP representa el esfuer-
zo o, Obviamente las componentes de OP paralelos a p y q res-

pectivamente son pcos8 y gseng,

La inspeccidn de la fig. 1.16(a) muestra gue hay cuatro puntos =
en la elipse de esfuerzos, Py, Py, P3 y Py que tienen el mismo
valor numérico OP. Estas cuatro posiciones corresponden a las
cuatro posibles combinaciones de esfuerzos principales represen-
tados en la fig. 1.16{(b). El vector correcto OP para un caso
dado de esfuerzos principales de determina por inspeccidn de las
direcciones de las componentes oy vy oy necesarias para el equili
brio. AsT si p y g son positivos, Ox Y gy son positivos y ¢ es
tar§ dado por OP , cadi 1 fig. 1.16(b).



Fig. 1.16 Los dibujos muestran el esfuerzo total ¢ produ-
cido por varias combinaciohes.
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CAPITULO 2  DEFORMACIONES EN UN PUNTO

R T R P I —— - - -

(L2 palabra deformacién ser3 usada para designar deformacidn uni
taria del inglés strain).

2.1 DEFORMACION LONGITUDINAL Y CORTANTE. DEFOGRMACION NORMAL
PURA.

Hay dos deformaciones geométricas b&sicas: Una es un cambio en

longitud de una 1fnea recta, la otra es un cambio angular en un
angulo dado. E} cambio en longitud por unidad de longitud ori-
ginal de una linea recta serd definida como deformacién longitu-
dinal. Con mds presicidén una deformacidn longitudinal & en al-
gun punto P en un segmento de longitud inicial AL se define por

la expresidén

e = Limite éﬁ,
AL = o AL
en la cual Aé es el cambioc en longitud del segmento dado. Debe

mos notar que la deformacidon longitudinal es un ndmero puro.

El cambio angular en un dnqulo recto serd definido como una de--
formacidn cortante y serd representada por vy. Cuando un rect’

gulo es deformado en e! que solamente los angulos cambian s d -

ce que es un estado de deformacidn de corte puro.

El tipo de deformacidén e, representada en la fig. 2.1 la ref r -
rémas como defgrmacidn normal pura u homogénea. Esta es una de
formacidn en la cual todos los segmentos o fibras paralelas a |
deformacién se deforman en proporcién a su longitud original.
AsT, una fibra de x unidades de longitud antes de la deforma ‘on

adquiere una nueva longitud x' donde

x' = x(1 + €,)
X 1
X & 1 F e



29

En la cual! una deformacidn de lTneas rectas permanece siendo 17~
neas rectas. As? AB, fig. 2.1, en una l“nea arbitraria recta y
0 es el punto de interseccidn de esa lines con la orilla trans--
versal izquierda, la cual pued= tomarse como una linea fija.

Tonmaremos el origen en el punto 0 y los ejes X vy Y como se mues-

tran. La ecuacidn de la linea recta AB entonces es
y = mx,
en la cual m = tang, fig. 1.27. Sustituyendo el valor de x en

términos de x' obtenemos

demostrando gue una linea recta AB permanece siendo linea recta,
y que su pendiente cambrta. Estas pendiente decrece cuando la d
formacién €, es positiva y aumenta cuando es negativa. Stquien

dose que liTneas paralelas permanecen paralelas.

2.2 DEFORMACION LONGITUDINAL A LO LARGO DE UNA LINEA RECTA ARBI
TRARIA PRODUCIDA POR DEFORMACION NORMAL PURA.

Permitiendo que la lTnea recta AB, fig. 1.27, esté defin'da por
el dngulo @ medido desde la direccién de la deformacién long tu-
dinal €, a la direccién de AB y considerando que este angul
positivo cuando esté en contra de las manecillas del reloj ne-
gativo cuando esté a favor. Notaremos que el angulo 8 es es n-
cialmente el mismo que usamos en el anadlisis de esfuerzos, p nt
1.1 en el caso de esfuerzo 6 esto formado desde g, & oa, y en el

caso de deformacidén ® es el angulo entre e, y eg.

También muestra 1a notacidn para definicidn de una linea r to -

arbitraria AB.
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€x

Ex

!
UL

Fig. 2.1 Los dibujos muestran deformacién normal pura
también muestra la notacidn para la defini--
cién de una linea recta arbitraria AB.

d8

A
[ .- | 23 —_——
o, /das =3
dr &
B /A6 —
—_——
A A = _.’t

Fig. 2.2 Dibujo para la determinacion de la deforma- -
cién longitudinal en una 1inea recta arbitra-
ria AB producida por deformacion normal pura.

Referido a la fig. 2,2, considerando que la linea recta AB se de
forme en la 1inea A'S8!', Deseamos determinar la deformacidn en

la direccidén en la linea recta AB.

De la fig. 2.2, dé, es la diferencia entre el alargamiento de --
‘os puntos B Y A, es obvio debido a la diferencia BC en la 1 g’

tud xy Y Xa» €% Jada gt

dé = BCe,. 2.1
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ponde dr, el cambio en la longitud de r = AB, y es
dr = dfcos®
= BLe,cos8:
y as? la deformacidn ey la cual se define por

dr
.Se T,

1}

BcexCOSB
(BC/cos8)

2
€4COS B. (2.2)

Es claro que en términos de! dngulo complementario 8,

2
€s = Exsen e“

donde como en la fig. 1,27

e+61=90°

Si consideramos el principio de superposicién cuando un cuerpo -
se sujeta a la accidén simultanea de dos deformaciones perpendicu

lares entre si ey Yy ey, entonces

2 2
ExCOS 6 + eysen © (2.3a)

€g

e E e
& ; A {ex 5 EY)COSZB.. (2.30b)

2.3 DEFORMACION LONGITUDINAL PRODUCIDA POR UNA DEFORMACION DE -
CORTE PURO.

la fig. 2.3(a) muestra un elemento sujeto a una deformacién de -

torte puro Yxy La diagonal que pasa a través del &dngulo agudo

B' vy D serd definida como 1a diagonal de deformacién cortante.

Cuando esta diagonal pasa a través del primer cuadrante de un -
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sistema coordenado el cual es paralelo a los lados del elemento
y su origen esta en su centro la deformacién cortante se dird --

que es positiva.

Fig. 2.3 Los dibujos muestran la determinacidn de defor-
mac iones longitudinal y cortante producidas por
una deformacién de corte puro,

Recordando que Txy es un 3ngulo pequefio tenemos

BB' = AA' ADtany

xy

[}

ADYyy

BB'cos6
ADnycose.

Yy dr

dr * ADyxycos#6
As{ € — =
=1 o r (AD/seng)
Y

—%lsenza. (2.4)

o

Observaremos que una defarmacidn cortante positiva yyxy S€ con--

vierte -en una deformacién positiva ¢5 si 6 es menor de 90° y en

una deformacidén negativa cuando es mayor de 90°. De donde,

si un elemento estd sujeto a la accién combinada de €x3 €y Y vxy,
la deformacién longitudinal resultante ey, considerando el prin-

cipio de superposicidon, es dado por
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o
€Eg = excoszﬂ + eysenze + —%lsenta (2.5a)

€ € Ex = €
= —5—%——1 + -5-7——1 cos20 + 1§15enze. (2.5b)

Diferenciandoe ¢ igualando a cero obtenemos

¥x
tan28,q = ?——Y—- (2.6)

Representando la mdxima y minima deformacién, deformaciones prin
cipales, por En Y €

q° respectivamente, obtenemos de tas ecuacio-
nes 2.5 6 2.6

€p = %[cx + ey + Vliex = ey)2+ Yiy 1 (2.7)
£q = %[ex ey < \Rsx - eﬁz"' szy} (2.8)

Para el caso particular cuando Txy = 0 se sigue que

2.4 DEFORMAC!ION CORTANTE PRODUCIDA POR UNA DEFORMACION NORMAL

PURA Y UNA DEFORMACION CORTANTE PURA.

Considerando el 4dngulo recto DEF, fig. 2.4(a), deseamos determi~

nar el cambio en &ste &ngulo, esto es, la deformacidén cortante -

Y¢» producido por extensidn lineal pura €

5% De la ecuacién --
(2.1)

BF' = d§ = KFEX.

Notaremos que para e, positivo d6 es negativo y d6; es positivo
en B, Entonces



Entonces

rde =~KFaXsene,

; ~KFeyszané -KFeysens
8 = =
r KF/cos#6

-€,5en28
5 .

Por analogfa, recordando que d6 es positivo,

~£x5€en2g
B AL

49, =
S 2

A szsenze.
2

p WO i
or definicidén Yo = de, - do.

Yg = €x5en28. (2.9)

- G <] B =
TY Br:- % +e NTT
"—1 —
‘——q e
S K » s
PV | res F*

| i

e‘ v —_— 6"{
- ds. (-
.——D Y B \139 .
e -
| b
tay O E £ A

Fig. 2.4 Dibujo para la determinacidn de la deformacién
cortante producida por una deformacidn normal

pura.

34
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Siguiendose que el 3ngulo recto DEF y EFG, fig. 2.4(a), son res-
pectivamente incrementados y decrementados por el mismo dngulo =
Yo+ En general cualquier anculo recto si es decrementado o in-
crementado depende de que si ura linea dibujada a través de su -
vértice en la direccién de la deformacién normal e, corta o no

ese dnqulo, fig. 2.4(b).

La deformacidén cortante producida por la accidn simultdnea de ey

y €y es

Yy = (ex - ey)sen2s, (2.10a)

de donde una gy positiva-produce una deformacién cortante en E -

de un signo opuesto al de g,.

En términos de deformaciones principales €p ¥ €g»

Yg = (ep - eq)sen2e, (2.10b)

y asi la deformacién mdxima cortante (ypax) estd dada por

2 o AE
Ymax. = €p T fgq ='Jny * (x| 8y) (2.11)

y ocurre en un elemento en que las caras estdn inclinadas en 45°

de la direccién de las deformaciones principales.

De una manera similar puede ser demostrado que la deformacién --

cortante’ yg producida por yxy, fig. 2.3(b) esta dada por

Yo = -yxycosze. {(2.12)

Donde yy debida a la accidén combinada de ey, €y Y Yxy ©s

Yo = (ex - ey)sen2é = ycycos26. (2.13)
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Resolviendo la ecuacién (2.6) para sen26 y cos8 y sustituyendo -
los valores as? obtenidos en la ecuacidn (2.13), obtendremos que
la deformacidn cortante yg se anula. Esto es que fLos planos --
princdpales de defoamacidn permanecen perpendiculares uno del -
gira.

2,5 CIRCULO DE MOHR PARA DEFORMACION.

Las ecuaciones {(2.3b) y (2.10a) pueden escribirse como

chos2e, (2.3c)

_Ep*+ €q  Ep -
€g = 7 + 7

Yg = (ep - eq)senZB, (2.10b)

donde € y £€gq representan las deformaciones normales en un ele--
mento libre de deformaciones cortantes. Interpretadas geométri
camente las ecuaciones antericores definen un circulo, fig. 2.5,

andlogo al c¢irculo de Mohr de esfuerzos, el cual fue discutido -
en el punto t.5. La Gnica diferencia entre el circulo para es-
fuerzos y el de deformaciones es que en el caso de esfuerzo la -
representacidn ordinaria, el esfuerzo cortante se coloca comple-
to y en el caso de deformacidnse representa solamente ny/Z, -

esto es la mitad de la deformacidén cortante.

2.6 RELACIONES DE DEFORMACION A PARTIR DEL CIRCULO.

-

Todas las relaciones entre deformaciones en un punto determina--
das en las secciones precedentes analiticamente resultan también

de la inspeccidn del circulo de deformacién en la fig. 2.5,
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Existe solamente una disposicion de planos perpendicu-
lares los cuales estdn libres de deformaciones cortan-
tes. Estos planoc seré@n llamados planos principales
de deformacidn. Las deformaciones normales que ac--

tdan sobre estos planos serdn representados por €p Y
€q-
Las deformaciones normales Ep Y €q sobre los planos =--

principales son respectivamente la mayor y menor de --

todas las deformaciones en el punto,

(5).
| 63
4

3

A

B!

Fig. 2.5 El dibujo muestra ¢l circulo de Mohr para defor

macion.

Las deformaciones cortantes en &ngulos adyacentes son
numéricamente iguales pero de signos opuestos; esto es,

un elemento rectanqular se deforma en un romb&ide.

La suma de deformaciones normales en planos perpendicu
lares, como la suma de esfuerzos es upa constante esto
es

ep + €q = Ex *+ €y. (2.14)



De dos deformaciones eg y €4, una de las cuales forma
el menor angulo con la direccibn de €p s la mayor de

las dos.

La mdxima deformacidn cortante forma &ngulos de x45° -

con la direccién de €p-

Las deformaciones normales en los planos de maxima de-
formacidn cortante son iguales a 1a semi-suma de las -

deformaciones principales
€p + €
ei.-._Lz.__g._
Las deformaciones en planos conjugados son iguales.

Cuando €y = eq_e1 radio del circulo es cero, Yo cupal -

significa que la deformacién cortante es cero.

Cuando e, = e¢q el radic del circulo es igual a la de--
formacidn principal, y la mdxima deformacidn cortante

igual al didmetro

Ymax. Zep.
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CAPITULOD 3 RELACION ESFUERZO-DEFORMACION

3.1 LEY DE HOOKE, MODULO DE ZLASTICIDAD.

Todos los cuerpos esforzados se deforman. La relacidn entre es
fuerzos y deformaciones se basa en algunos ensayos basicos, ta--
les como tensidén pura, compresién pura y torsién pura. Una cur

va tipica esfuerzo-deformacién para baquelita se muestra en [a

fig. 3.1. La mayoria de las curvas esfuerzo-deformacidn son -=
rectas para un considerable rango de esfuerzo. En este rango
18000
14000 A

// ¢~ FRACTURA
12000

10
ESFUERZO DE /i £< 858000 PSi

TENSION -PS!  gooo

8000

. LIMITE EROPORCIONAL
4000 5500 PSI
2000 {—yp/

1’“0‘3 PUL 7 PUL

9 4 8 12 '8 20

=

Fig. 3.1 Curva esfuerzo-deformacién para baqueiita -
Br-61-893 obtenida de un modelo a tensidn.
el esfuerzo es proporcional a la deformacién, ésto es,

e fuerzo
deformacion

= una constanfe.

Esta ley de proporcionalidad entre esfuerzo y deformacién es co-
nocida como ley de Hooke. En términos de nuestra notacidén de -

esfuerzo y deformacidn para el caso de esfuerzo puro serd

- = E. (3.1a)



b1

T
- = 0 .1b
Y ’ (3 )

para tensifén y cortante respectivamente, en la cua! E es conoci
da como el médulo de elasticidad en tensidén o mddulo de Young, y
G es conocida como el mddulo de elasticidad en corte o méddulo de

rigidez.

3.2 DIRECCION DE ESFUERZDS Y DEFORMACIONES PRINCIPALES.

Considerando un elemento en la forma de un paralelepipedo rectan
gular. De jando que dos caras opuestas esten sujetas a un es-=~
fuerzo normal puroc ayx, el eje X serd tomado paralelo a ta direc-
cién de los esfuerzos. Los experimentos demuestran que los &n-
gulos rectos externos del elemento paralelepipede no sufren dis-
torsidn, €sto es, plancsd Libres de esfuenzos cortantfes esdfan tam
bién Libres de deformacidn cortante. Entonces los planos li~-
bres de esfuerzos cortantes estdn sujetos a los esfuerzos princi
pales y los pilanos libres de deformacidén cortante estdn sujetos
a deformaciones principales y las dos disposiciones de planos, -
se demuestra experimentalmente gue coinciden, siguiendose que --
Las direceiones de mdximos y minimos esfuernzos principalesd coin-
ciden mespectivamente con fas direceiones de £0s5 mdximas y miné-
mas degormaciones principales. De esto obtenemos gque £os pla--
nos de mdximo esfuenzo contante coinciden con Los planos de mdx£L
ma deformacién contante, esto es, que La diagonal contante de es
fuernzo es paralela a La diagonal contfante de deformacidn,

3.3. RAZON DE POLSOOM Y LA EXPRESION GENERAL PARA DEFORMACIONES

Experimentalmente se demuestra que una deformacién longitudinal
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en una direccién es acompafada por una deformacidn similar de --
signo opuesto en una direccién lateral. Un aumento en la direc
cidn X produce una contraccidén en las direcciones Y y Z. Asi,
correspondiendo a una deformacién e, las deformaciones ey y €5

estidn dadas por

La constante v es llamada razdén de Poisson.

De esto se define que 44 un elemento esfd sujeto a esfuenzos coa
tantes estos no producen cambios en Las Longitudes de Las caras
def efemento. También, el médulo de elasficidad en tensiln es
ef mismo pana comp&eé&én, ¥ ALnatmente La deformacibn en una di-
neceibn produecdida pox La aceibn simultdnea de un sistema de es--
fuernzos es £Lgual a La suma de Las dedormaciones producidas por -
cada uno de Los esfuenzos actuando separadamente, esio es, La de
formacidn resultanite obedece La Ley de superposicibn.

Entonces, si un elemento estd sujeto a un sistema tridimensional
general de g, 9y ¥ 0y como también esfuerzos cortantes, las com-
ponentes de las deformaciones longitudinales en Ta direccidn X -

no son afectadas por los cortantes y son respectivamente igual a

ax
A 1
a
2 = v,
oz
3 = “VF

y la deformacidn resultante e€x es por el principio de superposi-

cién dada por



Oy v
ex = 7 = gloy + 0,). (a)
Similarmente e, = 31 - "(o + o,) (b)
Y E E'% z/>
o
€, = -Ei - T::_"'("x + ay). (c)
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(3.2)

Para el caso de un sistema de esfuerzos en dos dimensiones pon--

dremos g, = 0 Y obtenemos

Ix v
€ = F T E°%’ (a)
a v
Py \3 T¥ = §9zs (b)
EZ = %(OX * oy)- (C)

En términos de esfuerzos y deformaciones principales

nes anteriores seran

ep = %(P = VQ), (a)
eq = %(q - vp), (b)
€ = &, = - % (p + q). (c)

Resolviendo las ecuaciones {3.3a) y (3.3b) obtenemos

E(ex + Vey)

ox =
1 - v? (a)
v -
UY - E(EY a zsx)s (b)
1 - v

(3.3)

tas ecuacio

(3.4)

(3.5)

similarmente resolviendo las ecuaciones (3.4a) y (3.4b) obtene-
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mos
v
5 = E(ep + 289)’ (2)
1 - v
(3.6)
q = Elta ® Yep) (b)
1 - v

3.4 RELACION ENTRE MOODULOS DE ELASTICIDAD EN TENSION Y EN CORTE

Considerando un elemento rectangular del mateérial sujeto a un -
sistema simple de corte purao, fig. 3.2(a). Es facil observar -
por inspeccidén que los planos que forman dngulos de 45° con los
planos en los que actdan los esfuerzos cortantes son planos prin
cipales, y que estos son un esfuerzo de tensidn, el esfuerzo p,
en la direccidén de la diagonal cortante y un esfuerzo de compre-
sién, el esfuerzo q, perpendicular a la diagonal cortante. Los
valores numéricos de éstos esfuerzos son iguales y estan dados -

por la expresidn

gy = rxysenze. (1.5)
De ta cual P = -Q = Tyy-

Las deformaciones de las diagonales del elemento rectangular son

como se muestran en la fig. 3.2(b). Estas deformaciones pueden

ser expresadas en términos de los esfuerzos principaies p vy q-

Representando la longitud de }ta diagonal AC sin deformacidén por

2c obtenemos para OA la longitud media de la diagonal deformada

- P . ¥ . Txy |
] c + cp 2 ct1 + s (1 + v)

-

y similarmente

0D' = ¢ + ¢d - 2R = c[l + 1%1(1 + v)
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DIAGONAL
T ;ORTA NTE

7 PTW

P
\J
’

@

L—

Fig. 3.2 Relacidn entre médulo de elasticidad y médulo
de rigidez.

pero de la Fig. 3.2(b)

tan-(l-ls" - l’ziy-)
=
- c[} ~ *31(1 + Jﬂ

L = A (3.7)
A

0 CKI + :5x(l + V{l

€

tanQAD'

Ademds, por trigonométria obtenemos

tanh5°- tan

tan(h5° < Y;1)=

<] j=
na % | 09] %

1+tank5%°tan

Considerando que dentro del limite de elasticidad yxy €5 un angy
1o muy pequefio tal que

tanlgl = 1%1.

Con esta simplificacidn

]
5
N} X

tan(hs" " Ilz‘l) "

Y
+
-~

Nf X
<
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y la ecuacidén 3.7 es

]-TX\/ 1_1"_1(1.,.\,)

2 _ E )
1+ l%l 1+ -%i (1 + v)

La solucidn esta dada por

Y - T (1 o+ v, (3.8)
Donde
Txy N\ ‘fxyG,

la ecuacidn (3.8) viene siendo por sustitucidn

L;l=LE’<le(1 + vl

De la cual

Ty ——— (3.9)

En términos de deformaciones principales

Tmax. = (EP - CQ)G
= ey - cq)E. (3.10)
201 +v)

3.5 LA ROSETA DE DEFORMACION.

Un método experimental de andlisis de esfuerzos, el cual es am--
pliamente usado en la préctica, se basa en la medida de deforma-

ciopes en un punto. La ecuacién fundamental en éste método es



L7

2
£g = excosze + eysen 6 + YxYSenecose. (2.5a)

La inspeccidn de esta ecuacidn demuestra que en forma para deter
minar €,, €y Y Yxys €5 necesario y suficiente determinar tres de
formaciones longitudinales eg de tres direcciones arbitrarias ¢;,
8,, 83, fig. 2.3. Asi en ila fig, 3.2 OX y 0Y son ejes arbitra
rios a través de 0 en el cual deseamos determinar ey, ey y ny'~
Supondremos para simplificar que usaremos un calibrador de defor
macién de una longitud de calibracion L. Con 0 como centro enj
tonces dibujaremos un circulo de radio L/2 y dibujando 3 lineas

arbitrarias G;, Gz y Gy a través de 0 los cuales forman dngulos

con respecto a X respectévamente iguales 6;, 6, y 083. Las de--
formaciones correspondientes las representaremos por e, €2 Y €1,

Entonces obtendremos las siguientes tres ecuaciones:

2 2
£1-= _gy,c0o8/8] + Eysen 6, + Yxysent; cosd , (a)
\) 2 2
€2 = €xC05 By + eysen”By + y, send,cos6,, (b) (3.1
2 2
€3 = E£xC0s O3 + eysen 83 + y, senBjcosfy. (c)

Fig. 3.3 El dibujo muestra una roseta de deformacidn -
con longitudes de calibracion de direcciones
arbitrarias.
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Fig. 3.4 El dibujo muestra una roseta rectangular de -
deformacidn.

ca solucidn por simultdneas de las ecuaciones anteriores dan g,
€y ¥ Yxy en términos de los angulos arbitrarios 8, 685 y 683 y de
la media de las deformaciones g7, €3 y €3. El método anterior

para la determinacidn de las componentes de deformacidn longitu-

dinal y cortante es conocido como el método de la roseta de de--

formacidn.

3.6 ROSETA DE DEFORMACION RECTANGULAR.

La solucidn de las ecuaciones (3.11} se simplifica considerable-
mente si los tres calibradores contenidos en G;, G, y Gz son es-
paciados 45° y G; es tomado como eje X, fig. 3.4. Dicha roseta

serd referida como una roseta rectangular. Los tres dngulos son

6, = 0°, 6, = 45°, 83 = 8507,

Sustituyendo los respectivos senos y cosenos de los tres dngulos

en las ecuaciones (3.11) y resolviendo obtenemos

Ex = €] (a)

EY = £3, (b) (3.]2
Yxy = 2e; - (g7 - €3). (c)
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Substituyendo en las ecuaciones anteriores ey, €y Y Yxy €n las -

ecuaciones (2.7 y (2.8) obtenemos las deformaciones principales

€Ep Y €q Y SUS direcciones.

; €x + Ez 2 2
As i €p = X 5 + 3 \ﬁex - sy) + Yxy (2.7)
3 q‘ g
= _EL_Z__.E}. + —2—2- J(sl - 62) + (Ez - 63) (a)
(¥.13)
= A + B; (b)
y similarmente
N £l ; £3 - \gf_{(el - P+ (g5 - e3P (a)
(3.1%)

= A - B. (b)

Las direcciones de las deformaciones principales Ep ¥ €q €stan -

dadas por

,
tan26, o = =L (2.6)
’ € €

(A.95)

é:;ﬂ__.
2

A =

fig. 3.5 Construccidn del circulo de Mohr para una rose
ta de deformacién rectangular.
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_a direccidn especifica de ep puede ser facilmente determinada -
por inspeccién, donde ep debe formar un angulo menor de L45° con

la deformacidn mayor algebraicamente €} o €5. Es tambiéan una -
manera simple para copstruir €l circulo de deformacidén basandose

en las medidas de e, €3 ¥y €3. Esta construccidén se muestra en

la ‘ig. .5,

3.7 ISOCLINICAS Y TRAYECTOR!AS DE ESFUERZO.

Tsoclindeasd. Como se demostrd en el punto 1.8 existen en cada
punto de un sistema de esfuerzos de dos dimensiones dos esfuer--
zos principales p y q las direcciones de los cuales estdn def'ni

dos por la expresidn

ran20, o =O—Z—TAY—. (1.13)

De la solucidn de la ecuacién (1.13) obtenemos dos raices 8p Y -
eq separadas 90°, las cuales definen las direcciones de los es--

fuerzos p y q respectivamente.

A lo largo de una curva arbitraria $ a través de un punto dado P,
fig. 3.6, los valores de eé y 84 en general cambian de un punto
a otro. Sin embargo, existe siempre una curva S; a través del

purito dada P a lo largo de la cual 6y ¥ eq permanecen constantes,

tal que

)

@
|

%)

@

n
I}
O

Esta curva es conocida como una Ls0c¢cfindca, y el angulo pos’'t’vo
mds pequefio , o g el cual define las direcciones de los esfue

zos principales es llamado st patdmefre. En otras palabras una
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isoclinica ¢s La fLocalizaciin de Los puntos a Lo Langoe de La --
cual £o0s esdfuenzos praincipales tienen direcciones parnalelas, -
como se muestra en la fig. 3.6. El pardmetro es medido desde

el semieje positivo del eje X con direccidénr contraria a las mang

cillas del reloj al esfuerzo principal mids cercano, fig. 3.6.

“ |

by TRAYECTORIA DE

ESFUERZO

Sy
ISOCLINICA DE PARAMETRO U]

— P x
o CURVA ARBITRARI 4

4

Fig. 3.6 Ejemplo de una Isocliinica Y upa trayectoria
e esfuerzo.

E!l pardmetro asi nunca es negativo ai mayor de 90°. El valor -

del pardmetro generalmente se escribe en la isoclinica.

Coma los esfuerzos principales son siempre perpendiculares una -~
isoclinica de pariametro ek'también indica las direcciones de los
esfuerzos que forman dngulos de (8, + 90°) con el semieje positi
vo de X: Ademds como en un punto dado en general existe sola--
nente uéupaquete definido de esfuerzos principales, solamente -
una isoclinica puede pasar por ese punto dado, a menos de que -
ese punto en particular sea un punto isotrdpico. Las isoclini-
Cas serdn tratadas mis adeiante, donde se demostrard que estas

isoclinicas pueden determinarse fotoelasticamente.

Trayectonia de Esfuenzo. Las curvas cuyas tangentes represen--



52

tan las direcciones de uno de los esfuerzos principales en los -
puntos de tangencia son conocidas como frayectorias de eAfuenzos.
principales o Asostaticas. Una de ésta curvas se muestra en la

Flg. 3.8.

Como los esfuerzos principales en cada punto son perpendiculares

entre si, las trayectorias de esfuerzo forman un sistema de cur-

vas ortogonales como se muestra en la fig. 3.7.

e ISOCLINIC AS
ovmmenr TRAYECTORIADEL ESFUER 20D, 00

Fig. 3.7 Dibujo de isoclinicas y trayectorias de esfuerzo
por un cuadrante de un disco circular sujeto a -
compresién diametral.
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