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INTRGDUCCIDN

. . s .
El inventario es el almacén fisico de productos gue una
o L
empresa  mantien2 a 1la mano para promover el manejo fluldo y
eficiente de sus operaciones. Se puede mantener antes del ciclo
de produccidn, en la Fforma de inventario de materias primas;
durante una etapa intermedia del eciclo de produccidn, como
inventarino de producto en proceso; o al Ffinal del ciclo de

.7 . | .
produccion, cama 1nventario de producto terminado.

En general una cierta cantidad de inventario es necesaria
para el funcionamiento eficiente de un negocio, aungue alguno
pudiera téner alpin grado de eficiencia, con una fluctuacidn
bastante grande de los niveles de inventario. El control sobre
el inventario se puede ejercer cambiando el programa de

produccién, cambianda el tamafo de 1os lotes de produccidn, y

mediante cambios en el esfuerzo promocional o en los alicientes
de ventas. Durante el desarrollo del presente trabajop se

buscara plantear algunos modelos 4 luego desarrollar las

- 0 . -
ecuacliones gque l1los describan; para esto, se considerara gue la

actividad de ventas es constante © gueda fuera del alcance de



quien planea el inventario, de manera gque una politica de
inventario compfenderé solamente el programa y los tamahos de
los lotes de produccidn. En este (ltimo punto se considerara

también la capacidad de los almacenes 8n gue sg guarda el

inventario.

3 7

tas posibles wventajes asociadas con un  inventario alto

son las economfias de produccién con tamafos de lotes grandes,
gl surtido ma3s rapido de los pedidps de los clientes, la
estabhilizacidén de las cargas de trabajo, y 1las pganancias
derivadas de la especulacidn en un mercado en donde se espera
gue suban los precios. La desventaja asociada con sl inventario
alto es sencillamente gue mantener el inventario cuesta dinero
(p.e. la_renta del almacén, la depreciaciﬁn, el deteriora, el
interés sobre el capital invertido, el manejo fFisico y la
contabilidad). Se ve con claridad que es aconsejable aumeﬁtar

el inventarioc solamente cuande los ahorros gue resulten (o las

ganancias) compensen apropiadamente el aumentec en los costos de

llevar 21 inventario.
} haa —
Entre 1los modelos de inventarios gue se estudian tenemos

los modelos determini{sticos y los modelos probabil{sticos. En

los modelos deterministiccs se supone dque la demanda para
ciertos periodos es conocida, asi como el tiempo de entrega de

las pedidos hechos 2l proveedor. En general esta situacidn en

la gue conocemos con precisidn las demandas Futuras es mas bién

4
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rara Yy poco comin en la practica, razon por la cual preferimos



suponer gue contamgos con meEnos informacion acerca de la demanda

Ffutura. Supondremos gque conocemRs con alguna aproximaciﬁn el

tipo de distribucifn probabilistica gque sigue la demanda, asi

r

como sus respectivos pardmetros, y en base a esa informacidn

decidiremns -‘cuales seran las pol{tircas a2 seguir, de modo tal

gue se minimizen los costos totales de llevar el inventarino.

Los mpdelos en 1las cuales solo 25 conocida la distribucidn

de probabilidad de la demanda son los modelos de inventariaos

probabilisticos.

Coma ya se ha indicado, es poco comdn QueE Se CONnoOZCa con

precisién la demanda futura asi pues, en el presente trabajo

se estudiaran algunos de estos modelos probabilisticos de

inventariocs., En gl capftula 11 se hara una breve introduccidn a

la probabilidad, suficiente para luego en el capitulo III tocar

los dos primeros modelos. Une de ellos contemplard  demanda

discreta y la eleccidn entre hacer pedidos cada semanaz D cada

dos semanas. En el otro modelo la demanda sera continua y se

supondrd un tiempo de espera entre el pedidn U la entrega.

——

En el capitulo IV se prasentaré un modelo que supone la

existencia de dos almacenes para un mismo producto, cada uno de
ellos con su propia demanda. En el capftulo U se considera un

modelo que toma en cuenta varios periodos, teniendo que tomarse

series de decisiones consecutivas. Siendo gue la Programacidn

. ey 2 G -
Dinamica es wna herramienta muy Htil en los casos en los gue

se deben tomar series consecutivas de decisiones se trata el




modelo usando esta técnica y luego se hace una variacidn del

. ’ 2
modelo, asumiendo gque el nimero de peripdos no estd acotado.

’
4
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En el capitulp Ul se presentan las conclusiones, u
finalmente se presenta un apéndice referente a diferencias

Finitas, utilizadas en el capitulo I1II.

Todags las modelos estudiados son del tipo de revisin

perifdica y de demanda probabilistica.
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| ELEMENTCS DE PROBABILIDAD
Pl

T

En los. prohlemas de inventarios, a menudo se tiene la
necesidad de tomar decisiones con base en fenbmenos asociados
con 1la incertidumbre, Esta incertidumbre resulta de la
variacidn inherente dehida a fFuentes de variacifn gue eluden el
control, o bien , & la inconsistenciav de los fenomenos
naturales . En lugar de tratar cualitativamente esta
variabilidad, se 1la puede incorparar al modelo matematico y,
por consiguiente manejarla cuantitativamente. En general, esto
puede llevarse z cabp si los fendmenos exhiben cierto grado de
regularidad, de modo gue Su variacidn pueda ser descrita
mediante un modelo de probahilidad., En el presente capitulo se
hard referencia a métodos Gtiles para caracterizar estos

modelos de probabilidad.

= Un desarrollo rigurpso de la teoria de probabilidad
Bresenta dificultades léﬁicas y matematicas de alto nivel, por
1o gque no se intentara aquf. En lugar de ello, se procurara
pressentar definiciones practicas de conceptos tales como

»yariable aleatpria” y "distribucidén de probabilidad” ,



ilustrando los mismos con alguneos ejemplos.

ESPACID MUESTRA.- Supongase gue se tienme interés en la demanda
de un productc durante un cierto perfddo, por ejemplo un mes.

Considérese un experimento que conducird a la observacidn de la

demanda del producto durante el mes que transcurre. En tanto
que no puede predecirse el resultado del experimento con

exactitud, se puede describir cada resultado posible. Durante

el periodo, la demanda puede tomar cualquiera de los valores

0,1,2,..., es decir, el conjunto caompleto de los enteros no

negativos. Este conjunto de resultados posibles se llama

espacio muestra y se denota como S. Cada elemento de este

: o 7 .
eEspacid se denpmina punto y se denota comp s. En la practica,

las demandas pueden acotarse por algun valor N adecuada. Luepgno
el espacio muestra constarfia del conjunto de lps enteros

0,1,2,...,N. Esta descripcidn tiene sus limitacigones pero en

general podra ser Jtil.

Considerese -‘ahora un experimento en el gque se mide el

i

tiempo hasta que 1llega el primer cliente a una tienda. El

primer cliente puede llegar £n cualguier instante hasta gue la

tienda cierre (se suppne un dia de B horas). Para los fines de

este experimento se puede considerar S comeo todos los puntos de

la recta real entre cero y ocho horas. Luego S consta de los

puntos s tales gue



Ahora consideremos gque el experimento se .realiza durante
dos dias, en cada uno de los cuales se mide gi tiempo en gue
llega el primer cliente. Entonces S consté de lps puntos
s=(x, ,x,J, donde X, BS el tiempo de llegada en el primer dia y

x, £n el segundo dia. Ademas :
0D < x, <8 ; 0< x, £ B.
Por tanto, S consta del conjuntec de todos los puntos

posibles s, donde s representa un punto en el espacio que se

encuentra en el cuadrado mostrado en la figura (2:1):

B 18,8

x| s=3,2

0 far B
Figura (E.l)-Espacio muestrg del tiempo de llegada.
Un evento se define coma un conjunto de resultados dél
experimento. Por ejemplo, el conjunto

5=(x1;x2);x1§41,x2$ 1

es el evento de que la primera llegada en cada uno de los dos

dias se produzca antes de gue transcurra la primera hora. Es




evidente gue cualguier subconjunto del espacio muestra (por
ejemplo, cualquier punto, coleccidn de puntos, o el espacio

muestra completo), es un evento.

!

\

Los Eventos' pueden combinarse: de diferentes FfFormas,
conduciendo a la formacidn de nuevos sventons. Para dos ejemplos
cualesquiera E, y E;, , el nuevo evento ELU EZ(Ei union Ez) se
define como agquel gue contiene todos los puntos de S gue estan

en E,, o bien en Ez- D0 en ambos.

La 1nter§eccién de dos eventos E, y E, se denota por Elﬂ E,
(o en notacidn equivalente E, E,). Este nuevo evento EJ\ E, se
define como aquel gque contiene todos los puntes de S gue se
encuentran tanto en E, como en E, . Por 4ltimo, se dice que E,
y E, son mutuamente exclusivos si E, /1 E, no contiens ningdn
puntoc. Esto es, Ey, y E, no tisnen ningdn punto en comdn. Las

8ventos gque no contienen punto alguno se denominan eventos

nulos.

UARIABLE ARLEATCORIA.- Con frecuencia puede ocurrir gque al llevar
a efecto un experimento no se tiene interes directamente en el

espacio muestra completo o en los eventos definidos sobre £l

= = . —- /7 ”~
espacio muestra. Por ejemplo, supongase que se llevo a cabo - el

experimento . que mide los tiempos de la primera llegada en los
dos dias, con el fin de determinar a que hora se debe abrir la
tienda. Si el promedio de los tiempos de llegada es hagnr gue

)

una hora, de ahi en adelante no se abrira hasta las 10 a.m.




(suponiendo gue la hora de apertura actual es a las S a.m.23. El
promedio de X, 4 X, (lps dos tiempos de llegada) no es un punto
en el espacio muestra Yy, por lo tanto, no se puede tomar
la decisidn ohservando directamente el resultado de su
experimenta. Por ‘el cantrario, toma su decisidn de acuerdo
con los resultados de un regla que asigna el promedio de X, uy

x, a cada punto (x,,X,) en S . Entonces este conjunto

2
resultante se divide en dos partes: leos puntos abajo de 1 y los
puntos arriba de 1 . 5i el resultado de esta regla
(promedio de los dos tiempos) es mayor a 1, entonces la tienda
abrira a las 10 a.m, En el césa de que sea menor a 1 se abriré
a las 8 a.m. la regla gue asigna el promedio de X, Y x, =&
cada punto del espacio muestra se llama wvariable sleatoria.
Asi entonces, una variable aleatoria es una funcidn de valor
numérico definida sobre el espacio muestra. Nbtese gque una
funcidn es, en sentido mateméticc, tan saolo una regla
que asigna un ndmerc a cada valor del dominio ds definicién,
que gs en este caso, el espacio muestra.
PRDEQBILIDAD Y DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD.— En el ejemplo
de 1a demanda de un producto durante un mes, notese gque la
demanda real no es una constante; por el contrario, puede

esperarse gue exhiba cierta “variacién”. En particular, ss
puede describir esta info;&acién introducishdb_el concepto de
prbbabilidad definida sobre eventos &n el espacio muestra. Por
ejemplon, sea E sl evento {0 < s <10}. Entances intuitivamente

se puede hablar de PLE], en donde PLE] se lee coma la
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probabilidad de tener una demanda de 10 o menos unidades.
NStese que puede pensarse en PCE] como un valor numérico
asocisdo con &l evento E. 5i se conoce PLE]l para todos los
eventos E en el espécio muestra, entonces se dispone de cierta
*informacidn®” acerca de la demanda gque es posible esperar gue
pcurra. Gensralmente , es dificil obtenar estos valores

04 . N o .
numericos pero, sin embargo, puede postularse su existencia.

Para los Ffines que se siguen, basta caon postular la
existencia de valores numéricos PLE] asociados con los sventos
E del espacio muestra . El wvalor PLE] se conoce como
probabilidad de pbcurrencia del evento E. Ademas, se supcndré

gue PLE] satisface las siguientes propiedades razonables:

1-'— 0

A
")
s
L]
]
A

1 . Esto implica gue la probabilidad de
un evento siempre es no negativa y nunca pusde ser

mayor gue 1.

2,— 5i E, es un evento que no puede ocurrir (un evento

nulpo) en gl espacio muestra, entonces PLE,J = O,

Supongamos que E es 21 evento de obtener una demanda

de -7 unidades. Entonces PLE,] = 0. l

3.- P[S] = 1. Si el evento consiste en la obtencion de

una demanda entre cero y N, es decir el espacio
muestra completno, la probabhilidad de tener élgunas

demandas entre ceroc y N es segura.
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“t.--51 E, Yy E2 son eventos mutuamente exclusivos en S,

entonces PLEUE,J = PLE, ] + PLE,].

\

AUun cuando estas propiedades son un tanto formales,
conforman nuestra nocidn intuitiva respecto a la probabilidad.
Sin embargo, no pusden usarse estas propiedades con el Fin de
obtener valores para PLE]. En ocasiones, resulta caonveniente
la determinacidn de valores exactos, o al menos valores
aproximados . Esto Ultimo puede hacerse , Junto con una
interpretacidn de probabilidad, a través de una interpretaéién
de frecuencia de tal probabilidad. Puedes enunciarse esto de
mangra precisa caomp sigue: Denotemos por n el nimero de veces -
gue se efectla un experimentoc y por m el ndmerc de ocurrencias
con €xito del evento E e&n las n tentativas. Entonces para tal

fendmeno, PLE] puede interpretarse como

PLEJ = 1lim Sy

n -2 OO n

suponiendo que el limite exista,

La dificultad que se presenta caon la interpretaciég de
frecuencias como una definicidn de probabilidad es gue ro es

posible determinar realmente la probahilidad de un evento

debido a que no puede dar respuesta a la pregunta " Que tan

grande debe ser n ?”. Sin embargo no tiene una importancia




esencial dar una definicidn rigurosa de probabilidad o hallar

los métodos para determinar probabilidadses exactas de eventaos.

Se ha descrito la existencia de probabilidades, definidas

saobre eventos E en el espacio muestra, Y Se ha presentado £l

concepto de variahle aleatoria. Hallar la relacidn entre las

prababilidades asociadas con eventos del espacio muestra y las

"prohabilidades” sspciadas con variables aleatorias es un tema

de sumo interss.

Asociada con cada variahle aleatoria existe una funcidn de

distribucidn acumulada (FDA). Con el chjeto de definir una FDA,

es necesario introducir una cierta notacidn adicional, Definase

el simbolo Ef = {s/ th)<b} (o, lo que es equivalente, {X < b }

como el conjunto de los resultados s en Bl espacio muestra que

forman el eventa Ef , tales que la variahle aleatoria X toma

valores menores que o ipguales a b . Entonces P {E;} ES

simplemsnte la probabilidad de este evento. NOtese gue esta

probahilidad esta bién definida debido a gue E; BS un evento en

el espacio muestra, Yy este evento depende tanto de la variable

aleatoria en la gque se tiene interés como el valpr b elegido.

Por ejemple, supongase que se lleva a cabo el experimento gque

-durante un mes, Sea N = 9,

mide la demanda de automdviles

Yy supongase gque cada uno de los eventos [01,013,...,[3] tiene

una probabilidad igual a 1/10; es decir, PLO] = PL1] = ... =

PL3] = 1/10. Sea la variable aleatoria X el cuadrado de la

demanda y elijase b igual a 30. Entonces



£ = {le(s) < 30} - {x < 30}

es el conJuntb Eé, = 0,1,2,3,%,5 (puesto gue el cuadrado de

cada uno de estos numeros es menor a 30). ARdemas,

Por tanto, PLE;, J = PLX ¢ 301 = 6/10.

Para una wvariable aleatoria dada X, PL[X <€ bl, lo que se
denota por F, (b)), recibe el nombre de FDA de la variablé
aleatoria X y estéd definida para todos los valores reales de b.

En donde no se presenten posibilidades de ccnfusién, la FDA se

denotard por F(b); es decir,

F(hb) = F, (b) = PLEy] = PCs|X(s> ¢ bl = PCX ¢ b,

Aunque PCX < bl se define a traves del evento Ey en el
espacio muestra a menudo se diréa gue es la "probabilidad“ de
que la variable aleatoria X tome un valor menor gue. o igual a
b. Sin embargo se debera interpretar con propiedad esta

proposicidn, es decir, en terminos del evento Eg

Comp se menciond, cada variable aleatoria tiene una
Funcitn de distribucidn acumulada asociada a ella. Esta no

, €S una Funcidon arbitraria sino qQue es inducida por las
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probabilidades asociadas con los eventos de la forma Eﬁ
definidos subre-el espacio muestra 5. Ademas, la FDA de una
variable aleatoria es una funcidn de valor numérico definida
para todos lcé b, -Exvg b £c0 , gue tengan las propiedades

siguientes:

J .

1.- F; (b) es una funcidén no decreciente de b.

2.— 1lim Fy (b = Fy(-0c02 = 0,
b- - o0
= T A FxCh) = F(+00) = 1,

b=+00

F,(x) puede interpretarse como la fraccién de resultados
del experimento menores gque o iguales a x y recibe 1 nombre de
FDA de la muestra. Puede demostrarse que confaorme el numerc de
repeticiones n del experimento se hace mas grande, la FDA de 1a

muestra tiende a la FDOA de la variable aleatoria X.

En la mayor parte de les problemas gue se encuentran en la
préctica[_ no se tiene interes en 1los eventos del espacio
muestra y sus probabiljidades asociadas. Por el contrario, el
interés se enfoca en las variables aleatorias y sus funciones
de distribucién acumulada asociadas. Generalmente, se elige una
variable aleatoria (o variables aleatorias) y se establece una

hipdtesis acerca de la forma de la FDA o acerca de la

variahle




aleatoria. Por ejemplo, puede tenerse interés en la variable
aleatoria X,, el tiempo de la llegada en el primer dia, u puede
establecerse la hipdtesis de que la forma de su FDA es
exponencial.' Qnalﬁgamente, tambien puede hacerse la misma
suposicidn acerca de X,, el tiempo de la llegaéa en el segundo

. Suposiciones son wvalidas , entonces puede

dia. Si estas
obtenerse la FOA de la variable aleatoria, X = (X, + X,)/2. Por
supuesto, estas suposiciones acerca de la faoarma de la FDA no
son arbitrarias y en realidad implican swuposiciones acerca de
las probabilidades asociadas con los eventos del espatcio
muestra. Con esperanza, pueden ser verificadas ya sea por la

< . -~ . . . - -
evidencia empirica, o bién por consideraciones tedricas.

PROBABILIDAD CONDICIONAL Y EVENTDS INDEPENDIENTES.- Rhora ,

considerense dos eventos en el espacio muestra, El Y Ez' en
donde E, representa gl evento que ha ocurrido y E, representa
el evento &n cuuya ocurrencia o No ocurrencia se tiene interés.
Ademas supongase que PLE 1 2 O.. La progbabilidad condicional de
la ocurrencia de los eventos E,, dado que ha ocurrido el evento

E,, PLE,|E,1, se define como

- . _ P[Ez Eij e )

en dande [Elﬂ EZJ representa un evento que consta de todos los
puntos s en el espacio muestra comdn tanto a E1 como a.E2 . Por

ejemplo , considérese el experimento gue consiste en 1la



observaciodn de la demanda de un producto sobre cada uno de 2
meses. Supongase que el espacio muestra S consta de todos los
puntos s = (x, ,x,) en donde x, representa la demanda durante el

primer mes y x, representa la demanda durante el segundo mes; X,

s %X, = 0,1,2,...,33. ARdemas, se sabe gque la demanda consta de
los -puntos (10,07, <10,13, €10,2),...,010,88). Considérese el
evento E2 , &l cual representa una demanda para el producto en

el segundo mes gque no sea mayor a 1 unidad., Este evento consta
de los puntes (0,0), (1,00, (2,Q),...,€10,0),...,(33,00, (0,1,
C1,107CCENID N g €10,1D, ..., €899,1). El evento EEJW E,J consta
de los puntos (10,05 y (10,1). De dende, la probabilidad de una
demanda gque no sea mayor que 1 unidad en el segundo mes, dado
gue sn g8l primer mes ocurrif una demanda de 10 unidades, es

decir, PLE,|E,], se obtiene por

P[s=(10,0), s=(10,1)3

PLs=(10,0), s=(10,1),..., s=(10,939)]

Fn esencia, si se tiene interés en la probahilidad

condicional , se esta trabajandc con un espacipo muestra

reducidao, es decir, de S a Ei- modificando los otros eventos en

cConsecuencia.,

NDe manera semejante, puede definirse la probébilidad

condicioral de la ocurrencia del evento E, , dado gue ha
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pcurrido el evento E, . Si PLE,] 2 0, entonces

PLE, | E,] = PEEir\EZJ / PEEZJ~
Se intrcdujq el concepto de probabiliﬁad condicional de
mode gue pudiera aprovecharse la informacion respecto a la
ocurrencia o no occurrencia de los eventos. Es concebible qus la
informacidn respectc a 1la ocurrencia del evento E, no
proporcicna informacidn acerca de la ocurrencia o no ccurrencia

del esvento EZ'

Si PLE, E, 3 = PLE,], © bién PCE, ) E,J = PEElJ, entonces

se dice gue E1 y E2 son eventos indaependisntes.

Por lo comin es dificil demostrar que los eventos son
independientes aplicando las definiciones de independencia. Par
el contrarioc , generalmente resulta mds sencillo usar la
informacidn disponible en relacidn con el experimentno, con
el Fin de postular si lps eventos son indepﬁpdientes 3
Generalmgnte esto se bhasa en consideraciones fFisicas. Por
ejemplo, si se ”sabe” gque la demanda para un producto durante
un mes na afecta & la demanda en los meses subsiguientes
entonces puede decirse que los eventos Ey y E, , previamente

definidos, son independientes, en cuyo caso
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PLs=(10,0), s=(10,11]

o A
PLs=(10,0), s=C10,1),..., 5=(10,9931
4
( " PLE 1PLE 3 2
PLE,| E;] = ==~ = PCE 3, .
PLE 3 K
PR TR P s
'
PLE,| E;J = P[s=(0,0), s=(1,0), ..., s=(99,0),
s=c0,1), s=€1,1), ..., s=(899,13]

Puede extenderse 1la definicidn de independencia a

E_ son

cualquier numero de eventos. Se dice que E,, Ez' vuwy B

eventos independientes si, para cada subconj)unto de estos

eventos, E,, E;, ..., Ep,
A x
PLELN EL (0L, . O BY 3 = PCETIRLES] @ PLEY].

Intuitivamente, esto implica que el conocimiento de la
pcurrencia de cualguiera de estos eventos no tiene efecto scbre

la probahilidad de la ocurrencia de cualguier otro evento.

DISTRIBUCIONES DISCRETAS DE PROBABILIDAD.- Generalmente se

tiene interés en las variables aleatorias y sus distribuciones

aébciagas de probabilidad. Por otra parte las wvariahles
aleatorias discretas son agquellas gque tienen un conjunto de

valores finito o infinito, pero contable. Ademas, la FDAR para

una variable alegatoria se da mediante

7




F,(b) = Ps | X¢s> € b 1.

Para una variable aleatoria discreta X, puede expresarse

el evento [s|X(s) < b3J come la unidn de conjuntos
excluyentes; es de;ir,
[s |X(s) ¢ b1 =1Cs]|Xx(s) = x,1ULs | Xt(s) = x,3U...

UtLs | Xtsy = x4,

en donde Xy3 denota 21 mayor valor entero de las x menar o igual

a b. Entonces se deduce que para la variahbhle aleatoria discreta

X, la FDA puede expresarse como

Fy (B) = PLs | X(s)= %3 + PLs | X(s)= x,3 + ...+ PCs | X(s)= x,1.

7/ PEX| \sux 3 + PLX = O e PLX = xﬁj.

~

Esta dltima expresion también puede escribirse como

Fy (b)) = 2: PCX = k1,
e Ykew —

en donde k es un indice que varia sobre todos los valores X

posibles gue puede tomar la variable aleatoria X.

Denotemos por Py (k) las probabilidades PLX = k1, de modo

gue




F, Cha *= Z P (k).
M keb
La Py, (k) recibe &1 nombre de la distribucion de probabilidad de

la variahle alsatoria discreta X. Cuando no existe ambiguedad,

Py (k2 ﬁuede denotarse por P(k).

’ A ]

Como un ejemplo considerese la variable aleatoria discreta
que representa la demanda de un productao en un mes dado. Sea
N=383., Si se supone gue P (k) = P[X = k1 = 1/100 para todos lops
k =0,1, ...,89, entonces la FDA para esta variable aleatoria es

como la de la Figura (2.2)

L4

i i 3 N, 2 A
L7 NN

o -4 2 3 s 97 98 98 -

. figura (2.2) FOA de una variable discreta

La distribucién de probabilidad de esta variable aleatoria

discreta se muestra en la fFigura (2.3). En esta gréfica las
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alturas de las rectas son iguales debido a que P (0) = P (1) =

.+« = P (392, Para otras variables aleatorias, la altura de las

rectas no seran necesariamente iguales. De hecho, todo 1o gue
f

se requiere para que las P, (k) formen una distribucidn de

prohabilidad es gue las Py (k) sean no negativas y gue

E: Py (k) = 1.
¥ x X

R [K]

100 |

@ NS < 97 98 98

figura (2.3) Distribucidn de
probabilidad de una U.A. discreta,
Existen varias distribuciones de probabilidad importantes
gus se usan en la teoria de inventarios. Aqui expondremos solo

dos de ellas.,

DISTRIBUCION BINOMIAL.— Se dice gue una variable aleatoria X
tiene una distribucion binomial si su distribucidn de

probabilidad puede escribirse como




PLX = k] = P, [k] = ———————————— pic1 - pi”
kK!Cn — k)1

en donde p e£s una constante tal que O < p < 1, n es

cualgquier entero positivo y k es un enterno tal que O € k € n.

Nétese gque esta distribucidn es una funcidn de los
dos paréametros ny p. En la figura (2.4) se muestra la

distribucidn de probabilidad de esta variable aleatoria.

P{x=K]

= S\
C i1 2 3 4 5 6 ' (n31) n
' K

figura (2.4) Dist., binomial con parémetros n y p.

Se opbtiene wuna interesante interpretacién de 1la

distribucion binomial cuando n=1;

-—

PCX = 01 = P (0) = 1-p

PCX = 11 = P £1] = p,

Se dice que tal variasble aleatoria tiene una distribucidn




.—E'—Iw

de Bermoulli. Por tanto, si una variable alsatoria toma dos
valores, p.€, 0 0 1, con probabilidad 1-p o p respectivamente,
se obtiene una variable aleatoria de Bernoulli. El resultado
que se nbtiene al lanzar una moneda es un egjemplo de este tipo:
S5i una cara se denota asignandeole el numero 0, y a una cruz se
le asigna un 1, y si la moneda es “legal” (la probahilidad de
obtener uma cara es 1/2), 1o que se ohtepga es una variable

aleatoria de Bernoulli con pardmetro p=1/2.
- DISTRIBUCION DE POISSON.— Se dice gue una variable aleatoria X
tiene wuna distribucidn de Poissdn si su distribucidn de
probahilidad puede escribirse como

PLY = kW~ P, (§) ~ Q-
en donde )» es wuna constante positiva (el pardmetro de esta

distribucidn) y kX es cualguier entero no negativo. En la Figura

(2.5) se muestra un ejemplo de esta distribucidn,

PIxX=K)

o + 2 3 4% 5 &
k

figura (2.5) Distribucidn de Poisson.
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A menudo se utiliza la distribucién de Poissdn en 1la
investigaciﬁn de operaciones., Hablando en terminos heuristicos,
esta distribucion resulta apropiada en muchas situaciones en
que ocurre un Yevento” sobre un pericdo, como la llegada de un
cliente; cuaﬁdo es probable que obpcurra este “evento” en un
intervalo como en cualquier otra; también, la ocurrencia de un
evento no tiene afectn en si ocurre o no otro evento. A menudo

se supone tamhién gue la demanda de un producto tiene esta

distribucidn.

DISTRIBUCIONES CONTINUAS DE PROBABILIDAD.—  Las variables
aleatorias continuas son las que toman un continuo de valores.
Conmunmente puede escribirse la FDAR para una variable aleatoria

continua F (b)) comb

b

F (b) = PLX(s) €« bl = ‘[fx(gJ duy,
“co
en donde F£yx(y) se conoce comg la Funcidn de densidad de la
variahle aleatoria X. Cuando no exista ambiguedad, puede
eliminarse el subindice X u fx (y) se denotara por f(y). Es
evidente que se puede obtener la FDA si se concce la funcifdn de
densidad. Ademas, el conocimientn de la funcidn de densidad

permite calcular todo tipo de probabilidades, por

ejemplo
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b
- Pla €-X € bl = F(b) —~ F(a) = Ifx (yd dy.
a

En terminos estrictos , el simbolo Pla € X <€ bl se
relaciona cén la probabilidad de gque el resultado s del
experimento pertenezca a un evento particular en el espacio
muestra, a saber, ese evento tal gue X(s) esta entre a 4y b,
siempre gque s pertenezca zazl evento. Resulta svidente, gue
a partir de la expresiftn previa para Pfa € X € bl |, se
puede evaluar esta probabilidad obteniendo el area bajo la
Funcifn de densidad, entre a y ﬁ, como s& ilustra mediante
el area sombreada bajo la Ffuncidn de densidad gue se

muestra en la Figura (2,B6).

fjé,‘(g)

_/ \_
a .3 b

Figura (2.6) funcidn de densidad de
una variable aleatoria

Existen wvarias distribuciones de probabilidad continua
importantes usadas en la teoria de inventarios. A continuacidn

expondremos algunas de ellas.
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1A DISTRIBUCION EXPONENCIAL.- lIna variable aleatoria continua

cuya densidad esta dadas por

-—— B , para y > O

f&(g) - <

0, para y < 0O

se dice gue es una variable aleatoria exponencialmente
distribuida. La distribucidn exponencial es una funcifin del
pardmetro Unico 6 , en donde € es cualquier constante
positiva. la FDBA de una variabhle aleatoria exponencial

distribuida Fy (b) esta dada por

r
0, para b <0
F(b)-rf(g)dg-< .
Zo 1 _% _b/e .
-—— B dg =1 -e , pargd b > O
e .
\ [¢)
4
e
£
(o] Y +c0o —>

Figura (2.7) Funcidn de densidad de la dist. exponencial.
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F ()

c b +co >

Figura (2.8) FDA de la distribuciédn exponencial.

La distribucidén exponencial se aplica con amplitud en la
investigacién de pperaciones. A menudo se supone que el tiempo
entre llegadas de clientes, 1la duracion de conversacipnes
telefénicas y la vida de componenﬁés electronicos tisnen una
distribucidn exponencial. Tal suposicidn tiene la importante
implicacién de gue la variable aleatoria no “envejece”. Paor
ejemplo, supongase gue se establece la hipbtesis de que la vida
de un tubo al vacio tiene wuna distribucifn exponencial. Si el
tubo ha durado 1000 horas, la probabilidad de que dure 50 horas
mé&s es igual a la probahilidad de gque dure 50 horas mds, si el
tubo ua ha durado 2000 horas. En otras palabras, un tubo nusvo
no es "mejor” gue uno gue ya haya durado 1000 horas. Esta
implicacidn de 1la exponencial es bastante importante y con

frecuencia se pasa por alto en la préctica.



LA DISTRIBUCION UNIFORME.- Una variable aleatoria continua cuya

funcion de densidad esta dada por

\ ) /}“Ef; para D(<l_-l<0
F (yd =ﬁ
o] por otra parte.
\

Se conoce como una variable aleatoria uniformemente
distribuida. Notese gue todos los valores y desde (X hasta /3
son  "igualmente posibles”. Lla Ffigura (2.8) nos muestra

graficaments 1la forma de esta distribucidn.

% B

Figura (2.8) Funcidn de distribucidn uniForme

Los parametros de esta distribucién son X y ﬂ tales

gue X > 0 gﬂ>0.

LA DISTRIBUCION NORMAL.— Una de las distribuciones mds Utiles e

Pl

importantes en general es la distribucidn normal. Una variable



aleatoria continua cuya funcidn de densidad esta dada por

Ep CU) = ——mmmeeeee E , para -00 ¢ y < +0Q@

se dice gue es una variable aleatpria normalmente distribuida.
La densidad.es una funcion de los dos pardmetros ;l uy J , en
donde [ es cualquier constante y U es positiva. En la Figura
(2.9) se muestra una grafica de una funcidn de densidad normal

tipica.

SAON

e et e — o — —

<— -0 1+ co —

=

fFigura (2.9) Funcidn de densidad normal.

Esta Funcidn de densidad es una curva con forma de campana
simétrica respecto a ﬁ[. La FDA de wuna variable aleatoria

normalmente distribuida esta dada por

b
1 -(*"F‘)q—/zcz
F (h) = el dy.
270
-0

Haciendo la transformacidn z = (y - M 3/J , la FDA puede



escribirse comQ

De donde, aun cuando esta funcidn no es integrable, se
tabula con Facilidad. En 1los textos de probabilidad uy
estadistica se pueden encontrar tablas de esta y otras

distribuciones de variable aleatoria.

ESPERANZA MATENATICA.-  Aungque el conocimiento de 1la
distribucién.de probahilidad de una v.a.(variable aleatoria)
nos permite hacer todo tipo de proposiciones de probabilidad,
a menudo resulta conveniente tener un solo velaor gque pueda
caracterizar a la v.a. y a su distribucién de probabilidad.

Esta cantidad es el valor esperado de la variable aleatoria.

Ya formalmente, el valor esperado dfde una variabls

aleatoria X se denota por E(X) y esta dado por

!

kPLX = k] = }: kPy(k), si X es una v.a. discreta.
Yk
ECX) = ﬂ -

y £y Cyd dy, si X Bes una v.a. continua,

k—w

La esperanza de una variable aleatoria es bastante (til
ya gque no solo proporciona cierta caracterizacidn de la

distribucidn sino que tamhién tiene significado en términas

z

del promedio de la musestra. En particular, si se ahserva gue



una v.a, se repite wuna Y otra vez y se calcula la media
aritmética X, entonces X tiende a ser la esperanza de la v.a.
/
X conforme el ndmero de tentativas se hace mas grande.
J

No es necesario confinar el andlisis de la esperanza al

. A
estudio de la esperanza de una v.a. X. S5i 2 es alguna funcion

de X, por ejemplo, 2Z2=gC(X), entonces g(x) también es una

variable aleatoria. La esperanza de g(X) puede definirse como

f
2:g(kJPEX NS k]=-§:g(k)Pk(k),si X Bes una v.a. discreta.
¥k MK
ECX) =¢
g(g)fx(g) dy, si X Bs una v.a. continua,
~co
\

MOMENTDS.— Si la funcidn g descrita en la seccidn anterior esta

dada por
3
2 = gtX) = X

en donde J es un entero positiva, entonces la esperanza de X
se conoce como el j-ésimo  momento respecto al origen de la

variable aleatoria X y &sta dado por

g:k P k), si X s una v.a. discreta.
K
J
ECX“) ={ o
J y F (yddy, si X es una v.a. continua.
-m 4

\
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Notese gque cuando j = 1, el primer momento coincide con la
esperanza de X. Generalmente este momento se denota mediante el

simbolo }l y a menudo se conoce con el nombre de media o

promedio de la distribucién. &

Si 1la funcidn g descrita anteriormente esta dada por

2=g(X)=CX - Ex>Y = (x -4y’ , en donde J§ es un entero positive,

- J. . 5
entonces la esperanza de (X f-[l J se llama J-ésimo momento

respecto a la media de la variable aleatoria X y esta dada por

( Z =
k- L’ B k3, si X es una
MK . v.a. discreta
EG-Ex)Y =Ecx-Ly =¢{
(g—}lJfo(g) dy, si X es una

el v.a. continua.

\

. Se ve gque si J=1, entonces ECX - U3 = 0, si j=2,
entonces ECX *-Lliz se llama variancia de la v.a. X U

- 2 <
frecuentemante se dencta por (J . La raiz cuadrada de la

'variancia, U , se llama desviacifn estdndar de la v.a. X.

En 1la tabla-(2.1) se encuentran las medias y las
variancias de las v.a. gue se vieron anteriocmente., Para’
algunas v.a., 1la media y la variancia suministran una
caracterizacidn completa de la distribucifn, por ejemplo la -
normal, De hecha, si se conocen todos los momentos ée una

7

probabilidad, generalmente esto equivale a especificar la



distribucién completa.

TABLA DE DISTRIBUCIONES

e e e o e o e o o e e e e e T " S . e, o S T T W it Wi, S e B e . e G W SO D Y S e S S G W g e, e S e e

Distribucidn de Parametros valor variancia
probabilidad esperado
Binomial n, p np np(l - pJ
Poisson >\ >\ )\
Exponencial 6 © e
2
UniForme o3 (057 (e 47 <) N
2 1?2
Normal H‘l ag “ g
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MODELOS DE INVENTARIO PROBABILISTICOS

?

En este capftulo se verdn dos modelos de inventarios
probahil{sticos, en 2l primero de los cuales la demanda sersd
discreta y se asumird gue pueden haber perdidas por costo de
pportunidad, La diferencia con respecto al segundo modelo es
que en este otroc 1la demanda se considera como continua y,
ademas, gque hay un tiempo de demora entre gque se hace un pedido
y este es entregado. En el primer caso se deberf decidir entre
hacer pedidos cada semana o cada dos semanas, asi como 1la
cantidad de unidades a pedir; en el segundo casc la decisidn
comprenderd la eleccidn de la cantidad a pedir y también 1la

capacidad adecuada de almacenamiento.

El manejo matemdtico en el primer casoc llega a ser
tedioso, razon por la cual la definicidn de lo que son las
diferencias finitas: asi como el ca2lculo de muchos resultados
dtiles para el ejemploc se han separado Yy se exponen en el
apendice A. En este apendice se muestran con mas detalle lpbs

procedimientos seguidos, asi como se da la base tedrica

P . ., 5 - 5 o
suficiente para su comprension Y Justificacion.
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ENTREGA INMEDIARTA, PEDIDDS SEMANALES D BISEMANALES.- Ss

considera agui la situacidn en la cual se debe decidir entre
hacer un pedido cada semana 0 cada dos semanas, Se supong gue
no hay tiempo de espera para la entrega de los pediﬂcs. Se
asume que cuando se incurre en faltantes se-tiene un pérdida

por costo de oportunidad. Las siguientes son las variables

consideradas para el modelao:

t = intervalo entre pedidos (1,2)
n = demanda durante el intervalo t
p, (n)= densidad de probabilidad de n para £t = 1 _periodo
p, (n)= densidad de probabilidad qé n para t = 2 per{odos
Ci{= costo de inventario unitario/semana
C,= costo de faltante unitariﬁ
Cy= costo de hacer el pedido
z = nivel de inventaric inmediatamente despues de
llegar un pegdido
Fltz)- costo esperado (excluyendo Cy), asociado con la
politica de hacer un pedido por periodo para
llevar el inventario al nivel =z
Fi(z)= costo esperado (excluyendo E3), asociado con la
politica de hacer un pedido cada dos peripdos

para llevar el inventaripo al nivel 2z

F



‘Supondremos que, si hay una demanda de n coches sn un

perfodo t, la demanda se presenta en los tiempos

£t 2t 3t nt

———— — - —— e — —_——— ———— ——

n+l n+l n+1 n+l

de modo gue la demanda se presenta gradualmente durante cada

perioda.
En general existen dos casos:

1,-n% 2z, uyu paor 1lo tante se produce un Faltante en el
inventario, La figura (3.1) muestra 1la situaciﬁn, y el
area sombreada representa el ndmero de unidades -
periodo. :

REY

P4

N>z

N
l'f'

figura(3.1)



el inventario medio (1) es

y por lo tanto =l costo de inventario se expresa

comnD:

t z(z + 1D

cuando Se presente 1 Faltante se dejard de surtir a

un eliente a un costo de
Coln — z)

y el costo total de este primer caso (CT,> es de

2.— N < z, se satisface la demanda y la situacifén se describe

en la Figura (3.2)
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Figura (3.2)

el inventario medioc ¢ I ) es

———— e — i — e — e ——

t z(z+1) (z—n-1) (z-n—-13+1
2 2 ’

nt+l e

y 2l costo total para este caso es

n
c.t| z -
= 2

_ t 1
T = ——] ——(2z - mtn + 1),



El costo esperado total F; (z) por el peripdo t, excluyendo

el costo C; de hacer el pedido, se obtiene multiplicando

el costo asociado con la demanda n por la probabilidad de

n y sumando sobre el recorrido apropiado de n.

!

o]
n C,tz(z+1)
F, (2= Cit)z- ——(p, (M) + —;—;;:;;— * Cin-2) pt(n)

n==o E n=z4 A

Para hallar el valor minimo de F, (2}, reguerimos que se

satisfaga la relacidn

AF, z-1> < 0 ¢ Al-jt (z)

donde AF, (z) es la primera diferencia de la funcidn Fy(z>. En

nuestro caso, tenemos que este diferencia es (apendice A)

r4
pt(nJ
AF, cz)=(C, 45 P, (M) + C t(z+1) e = Ey
n+l
n=0 nzz44d

Ejemplo.— Una agencia de automdviles tiene 1la opcifin de hacer

pedidos wuna vez por semana o uwna vez cada dos semanas. Se

encuentra gque el costo de mantener un  automdvil en existencia

por una semana es de $§ 6 (seguros, deterioro menor, intereses

de capital, etc ). Los ~clientes, gque no pueden obtener

autombviles nuevos inmediatamente, tienden a irse =2 otras
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aéencias; la empresa estima qué por céda cliente gque no puede
obtener entrega inmediata pierde un promedioc de $ 100. Para un
cierto modelc de automdvil en particular, las probabilidades de
una demanda dé 0, 1, 2, 3, 4 4y 5 coches en una semana son 0.05,
0.10, 0.20, 0.30, 0.20 y 0.15, respectivamenete. Cada vez gue
la agencia hace un pedido, tiene un costo de $ &0.& Que tan a
menudo debe ordenar automdviles, y a gue nivel debe tener ;us

existencias 7 (Suponga que no ftranscurre tiempo entre el

pedido y la entrega de las unidades).

Suponemos primero que la agencia hace un pedido semanal,
U gue ceda vez gue lo hace lleva sus existencias al nivel z.
Encontramos entonces z de manera de hacer minimps sus costaos
esperados totales durante 1a semana. Calculos semejanfes,
basados en el supuesto dse-que se hace un pedida cada dos
semanas, nos permitirén comparar los costos totales esperados
por semana, de las dos politicas. Podemos de esta manera

decidir : cual polftica producira 1los costos esperados mas

bajos.
Tenemos pues entonces que:

t = intervalo entre pedidos (1,2)
n = demanda de coches £n Bl intervalo de tiempo t
py(nd)= densidad de probabilidad de n cuando t es 1 semana

Ed

(n = 0,1,2,3,4,5)



py(nd= densidad de probabilidad de n cuando t es 2 semanas
(n : 0:1,8; ¢54,9;10)
C4= $ 6/5u
C,= 100/
Cy= $ 40
z = nivel de inventario inmediatamente despues de recibir
un envio de automdviles
F1C23= costo esperado (excluyendo C3), asociado con la
polftica de hscer un pedido por semana para llevar
el inventario al nivel 2z
F,(z)= costo esperado (excluyendo Cs), asociadoc con la

polfitica de bacer un pedido cada 2 semanas para

llevar el inventarip al nivel z

De acuerdo zl modelo, 21 calculo del valor Sptimo de z se

hard a partir de la ecuacidn de la primera diferencia:

Z (e o]
) pt(n)
AF, (z3=(C,t+C,0 ) p () + C,E(2+1) ) ——=—- -,
n=0 wezeq Y1

Los valores del cdalculo se encuentran en la siguiente

tahla de la siguiente pigina.



R . 7. I . W S
D 0.05 0.0S 0.05 0.2567 ~893,15
1 0.10 0.15 0.05 0.20B67 -B1.62
= 0.20 0.35 0.0B6B7 0.140 —60.48
3 0.30 0.85 0.075 0.085 -29.54
Y 0.20 0.85 0.04 0.025 - 9,15
5 0.15 1.00 0.025 = + B.0O

¢

De acuerdo a estos cdlculos, si la politica es hacer

pedidos cada semana, el nivel de existencias debe llevarse a

o 7 5
cinco automoviles.

Como solo se noé dan los valores de p,(n) (la distribucifn
de la demanda correspondiente a t=1), entonces como asunto
preliminar tenemos gue calﬁular pP,(n) (la distribucibn
correspondiente a t=2), 5i eé razonable suponer que las ventas

~

en semanas consecutivas son mutuamente independientes, entonces

encantramnos gue

n

pztn) = Z pi(m) pi (n—m)
ma=0
y los resultados obtenidos se muestran en la tabla de la
siguiente pégina, donde de acuerdo a los mismpos,si la politica
es hacer un pedido cada dos semanas, entonces el nivel de

automdviles gue se debe alcanzar es e ochao.

”
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0 0.0025
1 0.0100
£ 0.0300
3 0.0700
Y 0.1200
5 0.1750
& 0.2000
7 0.1800
B 0.1300
8 D.0600
0 0.0225

— . e e ey T T e e T

2 o)
p, (n) P, (nd
p,(n> - -—— AF (@
n=0 n+l nezzy N1
0.0025 0.0025 0.1582 -97.81
0.0125 0.0050 01542 -94.80
0.0425 0.0100 O..144e -90.05
0.1125 0.0175 0.1267 -Bl1.32
0.2325 0.0240 0.1027 -B7.80
0.4075 0.0292 0.0735 -48.07
0.6075 0.0286 0.0448 -£8.19
0.7875 0.02e5 0.0224 - 3.65
0.8175 0.0144 0.00B0 3.62
0.89775 0.00BD D.0020 9.72
1.0000 0.0020 == 12.00

T N S S S ——

Para responder a la pregunta Fformulada en el enunciadD

del problema,
asociados con
podria hacer

probablemente

debemos comparar los costos semanales totalesS
las dos politicas dptimas de pedidos. Esto s€
a partir de 1la Ffdrmula para F; (2), perp eS

mids rdpido calcular F, (0) y luego utilizar 185

primeras diferencias ya tabuladas.

o0
F, 0> = Z Cynp, (n) = 295.00
n=\

4
F, (5> = F, (0) +“Z A F o

=0

F,(5) = 295 - 273.94

Por otra parte

[ Sy S )




oo

F, (0 = Z C np (n) = 590.00
. n=L

z
F, (B = F (O +z A Fp (nd
n=9

530.00 - 518.78

F, (8)
F,(B) = 71.21

- Con una politica de ordenar cada semana de manera ge

llevar el inventarioc a cinco automdviles, el costo semanario
(exclusivo del de hacer el pedido) es de $ 21.06; as{, el costo

total por semana asociado con hacer un pedido cada semana es

3 EI.OS + % 40.00, o sea $ B1.06,

Con 1la politica de pedir cada dos semanas, para llevar

el inventario a ocho automdviles, el costo por guincena

{nxclusiva del costo des hacer el pedido) es $ 71.21; el costo

total por gquincena ( de cada dos semanas) es de $ 111.21, o un

promedio de $ 55.60 por semana.

Hay, por lo tanto, un shorro de $ 5.6 que puede obtenerse

si se hace el pedido cada dos semanas.
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DEMANDA PROBABILISTA CON T1EMPO DE ESPERA EN PRODUCCION.—- En

el casp anterior se consider gue no hahfa tiempo de espera
entre el pediﬁo y la entrega, ahora consideraremos el efecto de
un tiempo de espera apreciable entre la decisidn de producir (o
de hacer el pedido) para acrecentar el inventario y la llegada
de los productos al almacén, La diferencia Ffundamental entre
los cdlculos de estos casos es gue aquf tenemos que considerar
la disminucidn del inventarino entre la fecha Bn la que se toma

una decisidn u la iniciacidn del perfodo para el gue se

afectarin los costos debido a dicha decisitn

EJEMPLD 2.- Un comerciante en solventes ind&sttiales tiene un
producto gue s hace especialmentes para &1. Hace pedidcs.para
tener . existencias cada mes Y recibe las entregas un mes - -
después. En 2l evento de que la capacidad de su tangque sea
insuficiente para contener toda la cantidad gue pidié al

- momento en gque le surten su pedido, el saldo de la prden se.

desperdicia a un costo k por galén desperdiciado

- - La demanda de los clientes &n un mes puede representarse
por la Funcidn de densidad de probabilidad p(x); la demanda es
independiente de la demanda &n cualguier otro mes. El costo de
almacenar el solvente es de C4 por galdn por mes, y el costo de
un déficit es de C, por galén por mes. Ademas, hay ;n costo

fijou por mes de K2, donde 2 es su capacidad total de
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almacenamiento.

Si el criterio de decisifn s minimo costo total esperado,

discuta la determinacidn de

a) la cantidad que debe pedirse cada mes con la capacidad

actual de almacenamiento.

b) el mejor valor de la capacidad total de almacenamiento.

Supongamos que hoy es el primer dia del mes y que tenemos
gue hacer hoy nuestro pedido, 21 cuzl llegara el priximo mes €
Yy paor lo tanto nuestra decisidn no tendra efectos sino hasta el

: . ,
pr6x1ma mes). La informacion con la gue contamos se resume como

sigue:

a.- La cantidad gue socbrd a fin del mes pasado
(p en su caso, la cantidad que Faltd)

b.—- La cantidad gque se pidio el mes pasado Yy que llega
hoy,

Ahora bién, sea
2 =a + b + La cantidad a pedir hoy

Supongamps gue hay una demanda Yy en el presente mes y
una demanda x en el siguiente mes. La decisidn acerca de =z

T e < A
afectard 1los costos Unicamente en el mes siguiente al de

nuestro pedido.

-



5 . 7 .
El tomar la decision sobre 2z es eguivalente a tomar la

decisidn sobre la cantidad a pedir hoy, ua gue los ptros dos
términos en la ecuacidn son constantes.
!
!
Consideremons ahora las siguientes posibilidades:
PRI 4 ,
1> 2z -y 2 2. En este caso se desperdiciara una cantidad
I z -y -2 uy el segundo mes se iniciard con
s
Z2 en 21 almacen.
DN En el segundo mes analizamos las dos
posibles situvaciomes a ocurrir con la

demanda x i

x £ 2. la demanda se satisface plenamente. La
figura (3.,3) siguiente describe esta

. s i
situacion

T
2

Figura (3.3)
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gn la Figura vemos que el inventarioc medio

BSi:

par lo tanto, los costos correspondientes a

este caso son:

X
C,|2--—| +kCz-y=-2)
2

En este casn se producird un faltante en
el inventario. la figura (3.4) describse

la situacidn

IGQ:- i
z-y
Z
O )
L =%
Z-x ;

fFigura (3.41)
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El inventario promedio es:

2) 0 £z-y< 2. En este caso no habré desperdicio y el

X

z-y.

segundo meS SBe iniciarda con (z - y)
en el almacén. Aqui también se presentan

dos posibles casos para la demanda Xx.

En este caso se satisface plenamente la

demanda. La Ffigura (3.5) describe éste

s

caso.



Z -
! Z =
\ 2_9
ZY-X F - —
o i 2 t
> Figura (3.5)
El inventario promedio es
- (z~-y)+(z-y —x X
I - - O A — - - g - ———
e c
X2 TRl Emn este caso se presenta un Faltante

en el inventario, lLa situacidn se describe

en la figura (3.B)

RWIL)
z'-
Z -
=Yy
X+Yy-2
O x
e 2 t
X
Z-y-x -

Figura (3.8)



El inventario promedioc es

3) z -y ¢ 0. En este caso tampoco habrd desperdicin, pero
el segundo mes empezard con un faltante que
quedd del mes anterior. lLa Ffigura (3.7

describe el caso.

El faltante promedio es

= 1+ X
B = ———~[(z—g) + (Z~—%) | = 2 ~ — ———
ct .



3 ~5if=
1@
Z
Z -
1 2
O
. % t
zZ-yg ///
Z-y-x

Figura (3.7)

" El costo resultante de este Faltante es

Col 2 —y = ——-

Para obtener los costos esperados tutales,'muitiplicamos
por las funciones de densidad de probabilidad apropiadas e
integramos con respecto a x e y. Tambien deberemos agregar el

costo Fijo de almacenaje KZ.

Se usard F(z,2) para denoctar el resultado. Para contestar
la pregunta a, se deberd derivar F con respecto a z, igualar

esta derivada a O y resolver para z,.

TR

almrm =

0 askiea o Lt e s T
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z-Z Z
X
FCz,2)= PCXIpW|C, (2 = ———}+ k(z-y-2)3| dxdy +
! c
4=0 X=0
z-Z <o (
1 . -
+ p(x)p(g)‘—~~tt12 +C, (x=Z) 1+k(z-y-2Z5p dxdy
12 x
=0 x:Z L
z zy r
X
+J J p(xIp(y?d C& z—y— ——-—) | dxdy
. =
3:2-2 x=0 -
z S
f 2 1 N
+ P(x)pty)l ——-EEitz—g) +C2(x+g—z)23 dxdy
’ 2 %
Ay=z7 IX=2-Y L
R 0 r’ -
- PCXIPCY) [ G{-== +y=z]] dxdy
; 2
Y=z “x=0 -
+ K2

Para contestar b, se halla la derivada parcial de F con
respectoc a 2z y despues con respecto a Z. lLuego se igualan las
derivadas a cero’y se resuelve el sistema de escuaciones para z
y 2. El cdlculo de estas derivadas es bastante complejo y no se
va a intentar aguf{. En el préximn capitulo encontraremos una
dificultad similar uy se buscara wuna solucidn mediante la
simulaﬁién. S5i se qguiere hallar una solucion aproximada para
este problema, se puede segulr wun procedimiento similar al

utilizado en el capitulo IV.
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FL MODELO PROBABILISTICO MULTIALMACEN

En sste cap{tulo se desarrollard un modelo de inventario
de un producto en dos almacenes. Caonsideremos el siguiente
problema: Una compania es propietaria de dos almacenes o
bodegas X e Y. Se envian embargues de la fabrica el primero de
cada mes para llevar el nivel de la existencia en X hasta 5, U
en Y hasta S, . La demanda durante =l mes es uniforme en cada
almaceén, con una funcién de densidad f(x3 en X y f(g) en- Yy X
es independisnte de u. El costo de mantener el inventario es de
C& por unidad por mes, en cada uno de lps almacenes. En caso de
gue haya un faltante en bodega, se le envia el producto desde
la otra bodega hasta gque, en su ,caso, ambas queden sin
existencias. Sin embargo, cuesta una cantidad adicional k por
unidad hacer un envio de X a un cliente de Y, u viceversa. El

costo de faltante en X es de Cox/u .4 Bn 'Y €s de Cxv/u .

Se pide encontrar 1lops valores de S, 4 52 que hagan minimo

el costo total esperadog,



El costo total esperado es una Ffuncidn de los valores gue

se materializan de x y de y. Primeramente identificaremos
las diferentes regiones del plano x4, las cuales sn total son

!
siete: \

Region I:

0<x< 5 0<u

1A
93]
»

Ambas bodegas satisfacen sus demandas.

Regién I1:

1A

0 tfx/% 51 : S5, u

Se presenta un Faltante en X, pero es cubierto por Y.

Regidn III:

Se presenta un Faltante en Y, pero es cubierto por X.

Regidn IV:

0 < x < S& u 2 Si-+5% - ¥

Se presenta un faltante en Y que X no alcanza a cubrir,

Regidn V:

0 < < > + 85 = Y.
£ uy<fs x 2 S1 ) y
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Se presenta un faltante en X gue Y no alcanza a cubrir.

C
{ :’—l—> X=9,
1 = Ss
: Z> X S?.g
=5
: T y -S—i-x
|
S,_*Sé - v 1
]
I
|
!
i
| YiT
I |
|
| ﬂ;g: Sz
g —Llol N . WL AL
Ve
I
'ﬂ] H:: 51-]-52"x
ﬂ? x=51+82—3
o) 5, | 5’1 ) X

Figura (4.1) Regiones del modeloc.
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Regifn VI:

!
Las demandas de cada almacén son mayores que

sus existencias. E1 faltante se presenta primero

en Y, luspo en X.

Regifn VII:

x> 5 | 5,¢ u < x(5,/S,).

El mismo caso de la regidn VI. El faltante se

presenta primero en X, luego en Y.

A continuacidn, hallaremos las Ffunciones de costo para
cada una de las regiones. De ‘acuerdc a la situacifn de cada
regidn, los componentes del .costo seran diferentes; en algdn
caso se presentara solamente 21 costo de inventario, en otros
se presentaré también el costo de transporte y en otros se
presentard incluso el costo de faltante, ya sea en el almacén X

o en el almacén Y y tambi&n en los dos almacenes.

REGION I

0D £ x % S1 X abastece su demanda X.

0<y< 5 Y abastece su demanda y.
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Este casp se describe en la pr&fica (4.1). Se puede ver

gue el nico costo que se presenta es el de inventario,

L@
\
S -

722 |

N

Figura (4.1a) Almacen Y.
L&)

0 } D1t
Figura (4.1bh) Almacen X.

El inventario medioc total (Tni) sera igual a la suma de
los inventarios de cada almacen (Iy, e I, respectivamente). Esta
suma es posible ya gque la duracidn de los periodnos para cada

uno de los casos es la misma. Hallamos pués primeramente'in



- Sp + (5,— W 1
I T e s e S SN t e
Y
! 2 t
!
gue se reduce a
Yi o 2 >

Ix1 e lf NG R e = t ——
2 t
gue reducimos asi
\
5 2 S5, - x . X
I =5 1 — ———
b3 2 =

y el inventario medio de la regién sera

X

Iea™ Ixg* Iyy = S, + Sp - —————

Asi, la Funcidn de costo total de la regifn (CTpy?

CTR1= [:1 Si + 52 =S

-+

c

_ | e

y

7z
sera:

T Y




REGIDN 11

m
n

IA
o

A

< 5, *+ S, = % Hay faltante en Y.

(&}
A
X

I

Si X cubre Bl faltante.

En la grafica (4.2) se describe este caso.

I®
e
g{ (szsﬁf
oF = N 2 t
\
Sg-t \\\ }g_sz
S, 4 =
Figura (4.2a) Almacén Y.
1.0 |

S (x+9) /&

S; 9hS)
Si'xTz'%

Y P
Figura (4.2b) Almacen X. .
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Se observa gue la Funcidn de costo es esta regidn estara
compuesta por el coste de inventario mas el costoc de transporte
por el envio de unidades de X a Y. Asimismo, el almacen Y

gueda sin existencias en un tiempo 35;t/u, teniendo gue

realizar 1la transferencia de unidades de X a Y durante un

tiempo t(y-Sz23/y.

En base a esta informacidn, calculamos Iy4 de la siguiente

manera:

2
_ 5,t 3 S,
IYZ - Sz ————— ————— R - e ———
2y t ey
fhora calculamos T&z
T \ _i__ IDAs X 52 Szt "
X2 2t 1 A i i
1 XS, x5, (x+yl(Y-5;) (y-5,0t
+ ——— Si_ ----- +Si- ------------------------
2t u 4 Y u
taciendo operaciones obtenemos
'I' - ..%g. 28, —= _J_(._éz_
x2 . 2
2y y
Y-Sy 2x5, (x+yld(u-5,3
et ve—— ESL- _________________

we

TR




gue finalmente se reduce a

‘ Typ = (BS54 — Xy - W+ 2ys, - sii/ey

Ahora para obtener el inventario medio de la regifn

sumamos

Tpo = Ixa + Tyz = (Bs,u ~ xu - u* + ByS, - S; + 5;)/2y

y simplificanda

phora obtenemos la cantidad que Faltd en el almacén Y'(Ey)
y que causa un costo de transporte k. Ficilmente puede verse

gue
- Bre™ Y ~ 2

Multiplicando ng y By, por sus respectivos costos,

obtenemos la funcidn de costo para la REGION II



REGION 111

S, € x<5 +5, -y Hay faltante en x.

0<yc<sS Y cubre el Faltante de X.

la grafica (4.4 describe este casno, gque es similar caso

anterior. En realidad se puede decir gue es la inversa del caso

anterior.
10
oy
x ,X-fsak
t X
oo A |
O N P ~ j_ {
= ~
Si & \\ ]X-51
< = A ]
Scx
Figura (4.4a) Almacén X.
Igj
3
t
- L8
52 8W Y sr s e oot ] s

x4\
N

5, Sy _(x-S)44x) | A

% X | /A " .

O < — T i M
Su, .><_-x5_;..;t
P4 P
Figura (4.4b) Almacen Y.




Analogamente al caso de la REGION 11, 1la funcidn de
costo esta ;umpuesta por el costo de inventaric mas el
costo de transporte de unidades, en este casnde Y a X.
Asimismp, el almacén X gueda sin existencias en un tiempn 5

t/x, teniendo que realizar la transferencia de wunidades de X

a Y durante un tiempo tlx-54)/x%.

Asi pues, de manera similar a como procedimos en la REGION

11, calculamos los inventarios medios de X y de Y.

7
4]l S [ - A"
V| tax | & &ax
Ahara cglculamos IY3
1 us S, t
Iye= —== B, * By = ——= ]| e
st 2 2 % %
o } us ys (x+yl) (x-5,3 (x-5, )t
PN (PO 5 SR TR 2| 3 Lt
et X x x X

que fFinalmente se reduce a

. . _ 2 2
IY3 (ESix Xy X" + 2x5, 5, )/2x

b

fhora para obtener el inventario medio de la regién




sumamos

I = - o2 2 2
Igg = Iy + Iyg = (B85;x = xy - x° + x5, — 5§ + §,)/2X

A}

y simplificando

Notese gque esta expresifn es igual a la gue se ohtuvo para
el inventario medic de la REGION III. pAhora obtenemos la
cantidad que Faltd en el almacén X (B ) y gue causa un costo de

transporte k. Se observa gue
BRS- Xy S1

Multiplicando T§3 y BR3 por sus respectivos costos,

obtenemos la fFuncidn de costoc para la REGION IIT

Se observa que la funcidn de costo de ssta regidn se
podria obtener tambhi&n con solo camhiar la demanda x, puf la
demanda y en la funcifn de costo obtenida para la REGION II.
Pod{a esperarse esta "simetria”, dada la Forma en gue s& hallan

distribuidas las regiones en £1 plano xy (Figura (4.1)J.
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REGION IV

u 2 51 + Sz - X Hay fFaltante en X.

05 x.¢ S!L X no alcanza a cubrir el
Faltante de Y.

La grafica (4.5) describhe este casno. Si X no tuviesra gue

-

enviar wunidades a los clientes de Y, entonces cubriria su

propia demanda.

T
Sﬁ

(1£-§’L5‘)'

X4y

X
Si
.9
t
Sﬂ_x52 XY
| NS t
N
@k 2
., X34
A
\Wﬁl
Sz't SL-M Bx
I J- I
X'}B

fFigura (4.5h) Almacén X.
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Ahora se presentan tres costos: Bl costo de inventario, el
i

costo de transporte y el costo de Faltante. Este UJltimo costo

se divide en dos, uya gue se considera que la penalizacidn por
faltante puede ser diferente para cada uno de los almacenes. En
la gréfica se observa gue se empieza a incurrir en costo de
transporte a partir de un tiempo S,t/y . Por otra parte, el

lapso de tiempo en que se transfieren unidades es

Calculamos ahora el inventario medio para el almacén Y

(T 3
2
1 5,t 1 S7
LB e Sy ——— =
2 u k 2y

Ahora, calculamos el inventarioc medio para e! almacén X

(qu). Asi pues



=7 1=

gue se reduce a

XS )
I 2 2
qu- BS, — ---= -
y cuy
' o e | Y SR || S S CGR
2 y u (x+y?
para asi obtener
25,5, u Sy + S, u°
1 =224 K39 4 Y
M e s s S S
2y (x+yd

T = 1 + ] T T
R4 X4 Yq Eg2(x+g)
que se reduce &
2
T W S
L 2 (x + yd

Ahora hallamos la cantidad transportada del almacén X al

almacen Y. Benotamos esta cantidad comno E.
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haciendo las operaciones obtenamos

Obtenemos =ahora el Faltante que se presenta en Y (Bg).

Dado gque el tiempo durante el cual se presenta el faltante es

Sa t+ 85
A
1 - e B £
X +y
por tanto, obtenemos
u(s, + 52)
B -g- ____________
Y
q % & i
similarmente para el almacen X
x(5, + 5,0
By ™ ¥ = me———=SnessS
X + Yy

Ahora, para obhtener la Funcifin de costo de esta regién
multiplicamos por su respectivo costo el inventario medio, la
cantidad de unidades transféridas de X a Y y los Faltantes

”
tanto en el almacén X, como en el almacén Y. De esta manera




obtenamocs
(Si + 52) (Sig — Szx) fiéi_t_?zj
CTRq - Ci --------- + k ——————————— + C ZX X - -
2 (x+y)l X + X + y
g(S1 + 32)
+ Coy |Y = 77T
» 2 x -+ g
N
REGIECN U
0<y ¢ S,2 Y no alcanza a cubrir el
-Faltante de X.
X 2 S1 + S2 -y _Hag faltante en Y.

La pgrafica (4.6 describe este caso. Si X no tuviera gue
enviar unidades a 1los clientes de Y, entonces cubriria su

propia demanda.

Ahora tambien se presentan tres costos: el costo de
inventario, el costo de transporte y el costo de faltante.
Ahora, para este caso, 'el lapso de tiempo en que se transfieren

unidades es

————| 5, - —— t
X + y x

Procedemos a calcular ahora &1 inventario medio, la’



cantidad transferida y los Faltantes de cada almacén. En la

grafica ¢4.6) se proporcionan los tiempos correspondientes a

cada caso.

Lw
Si—
X
t
S45
(1‘3r;)*
O I« e i
Sit \
T \\ T
Figura (4.ba) Almacen X.
NS
Y
1
52- *Sé'g —
(-8
=
8 e
D AN
e

Figura (4.bb> Almacen X.




Calculamos el inventario medic para el almacen X (Iyg)

\ i s, t 1 =

I, = ———|Sy —=— | —— = ——~

x5 = x t £ X

En seguida calculamos el inventarioc medio para el

almacén Y (TYSJ. Asi pues

e 51
Loy = Sl |[C8\ = WS, %3] —==t
Y
5 27| me\ ¥4 = o
ys 1 S,y 5 1
-+ Sz — _.___.ﬂL.. _____ Sz = ._1_~ s S
3 X X+y X 2 t
que se reduce a
. uS, Sy ;
s~ |os, - -2 = |
X 21X ) ;
R I el LIS B e 'clol: 0
2 x %X (x+y)
para asi llegar a ;
2 2 . 2 ‘
_ 2 SiSzx ng1 + 5, X
IYS ———————————————————————
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Finalmente, para obtener Tﬂssumamos resultados parciales

x (x+y)

gque se reduce a

Ahora hallamos la cantidad transportada del almacén X al

almacen Y. Denotamos esta cantidad como Tg

o 519 X
'1‘5- ——————— 52 e T P
X 4y X t
que reducimos a
S,x - Sag
Tsn ___________
X + U

Obtenemos ahora el faltante que se& presenta en X (Bgd.

Dado que el tiempo durante el cual se presenta el faltante es
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por tanto, ocbtenemaos

!

Ahora, para obtener la Funcifn de costo de esta regifn,
multiplicamos por su respectivo costo el inventario medio, 1l1la
cantidad de unidadss transferidas de X a Y y los faltantes

tanto en el almacén X, comoc en el almacén Y. De esta manera

obtenemos
2 ’,
(5, + 5,9 (Spx = 5,W) x(54 + Sp)
Chig = [Cy—==—————- + K —m—m———————— + Cox X = —m————————
2 (x+yd X1y X +y
uisSy + Sy
+ Loy Y = =mo=mm—
X + y

Expresion gque difiere de la obtenida para la REGION IV
solp en la componente del costo de transporte. Nuevamente se
presenta la "simetria” a la gue se aludid en el desarrollo de

la funcidn de costo de la regidn III.
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REGIDN VI

c
wv

Sp Hay Faltante en Y.

i
b 4
A

gSi/S2 X no alcanza a cubrir el
faltante de Y.

La gréfica (%.7) describe este caso.

1,08)
S,
y
L (-85
X+y
O
S S
2 \
g - Bey
figura (4.7a) Almacén Y. '
&)
Si_
X
t
G, _x9:
Sl 77 S
Z \( _Su5)
x+q
—_——
S:t g, 5px }ch -
g =1 A
p '

Figura (4.7b) Almacén X.




Se observa en la gréfica (4.7), gue es practicamente el

mismo casoc de la REGION IV, con la sola variacion de gque si X

no tuviera gue enviar unidades a los clientes de Y, de todos

modos incurriria emn faltante. De cualquier manera, la forma de

la funcidn de costo es la misma.

REGION VII

Sy Hay faltante en X.

*
v

xX55/5y Y no alcanza a cubrir el
faltante de X.

tn
= :
=

A

En la pgrafica (4.8) se muestra este caso, que es similar
al de la REGION VU, Si Y no tuviera que cubrir los faltantes de
X, de todos modos tamhién incurriria eﬁ faltante. Esto dltimo
es evidente por la pendiente de la curva de demanda de X. La

-Forma de la Funcidn de costo es igual a la de la regidén U,

Con este Oltimo caso, terminamos de hallar las funciones
de costo de las siete regiones en que se dividid el planc xy. A
cnntinuacién, para obtener el costo esperado total (denotado
como F(5,,S,), multiplicamas los costos de cada regidn (CT;)
por las funciones de densidad de probabilidad correspondientes

e integramos con respectoa x e y. Los limites de integraciﬁn

se obtendrédn de la grdfica (4.1). Ahora se puede observar que

la REGION IV y la REGION VI corresponden en realidad al mismo

Z

caso, Yy gue la divisidn se hizo por la necesidad de simplificar




los 1limites de integracién. El caso de la REGION VU y la REGION

VIl es similar.
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Figura (4.Ba) Almacén Y.
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Figura (4.Bh) Almacén X.
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Para minimizar el valor de F(51’52) y hallar los valores
optimos de Sy u 52 , reguerimes hallar las derivadas de F £on
respecto a 5, y 5,. Luego se igualan las dos derivadas a cero y

obtenempos un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas. E1L

sistema en cuestidn es

dr
Js,
Or
Js, ~ °

y 1la solucidn del mismo nos daré los valores de Sy U S, gue

minimizan el costo esperado F(S, ,SZJ.

Aungue el procedimiento a2 seguir s aparentemente simple,
no es tan fécil llevarlo a la practica. Esto debido
principalmente a 1la dificultad inherente al proceso de
&erivacién de funciones que incluyen integrales dobles y por
ptra a8 gue si las Ffunciones de densidad corresponden a
funciones nao integrables (por ejemplo, la Normal), tambien

aparecerian en el sistema de ecuaciones y tendriamos gque

. - 5 2 7 3
recurrir a8 soluciones de analisis numérico.

Otra alternativa, es la de simular gl proceso. Como ya se
tienen identificadas las regicnes del plano xy, y ademas se

conoce la forma de la funcidn de coston de cada una de las

regiones, entonces el proceso a seguir seria el siguiente:




Paso I.; establecer todas las condiciones iniciales,

constantes, y los pardmetros de las funciones

de probabilidad.

Paso II1.- se genera la demanda x y la demanda y.

Pasp 1I1I.- se identifica la regidn a la que

corresponde esta demanda generada.

Pasp TU.,—- se calcula el caosto segun la:rsgién,

g se va acumulando.

Paso U.- si el ndmero de iteraciones indicado

ua se ha alcanzado, entonces se sigue al

paso U, En rcaso contrarioc se  regresa

al paso II.

Pasop VUl.- se calcula el costo promedio, dividiendo

el costo scumuwlado entre el ndmero de

iteraciones totales.

Como ejemple, consideremos 81 caso en que la demanda del

almacén X sigue una distribucidn normal con fl = 100 unidades

y OU=20 unidades; la distribucidén del almacén Y serd

EXponencial con A-= 8q0.
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-"Los demas costos son:

1

costo €, de mantener inventario = 20 $/unidad mes
costo k de transferir unidades = 12 $/unidad

costo sz ge faltante en X = 37 $/unidad

30 $/unidad

costo CZY de faltante en Y

A continuacidn se da el listado del programa utilizado
para simular el proceso. Se Formard un plano 5152 can S5,
variando de B0 a 140 unidades. la variacidn de S, serd de SO a
130 unidades. En cada caso la el incremento de.un valor a otro

de S, u S5, sera de 10 unidades.

DEFINICION DE VARIABLES Y CONSTANTES UTILIZADAS EN EL PROGRAMA

media de la demanda de X (exponencial)

e =

S6E = desviacidn estdndar de la demanda X
S1 = capacidad del almacén S,

Al = valor minimo de S,

Bl = valor maximo de S5

Pl = paso de variacion de S,

LD = media de la demanda de Y (exponenciall
S2 = capacidad del almacén S,

SC = suma acumulada de costos

A2 = valor minimo de S, .
B2 = valor mdximo de S»

P2 = paso de variacidn de S, ‘

CXg

costo de faltante unitario en X
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CYZ2 = costo de faltante unitario an Y

X = costo de tranporte unitario

€1 = cvosto de inventario por unidad por mes
NI = ndmero de iteraciones totales

R = variable aleatoria rectangular

VA = variable aleatoria normal y rectangular
X = yvariable aleatoria normal (demanda x)

Y = yariable aleatoria rectangular(demanda y)
5UMN = acumulador parcial de sumas

En la subrutina 150 se inicializan las constantes, y en la
linea S0 se inicia propiamente la ejecucidn del programa.

2 GOSUB 150:GOT0OSO

De la linea 20 a la 36 se pncuentra la subrutina de generacidn
de la wvariable alesatoria normal (demanda x3. El1 metodo
utilizado para generar esta variable se basa en el teoremza del

1imite central.

£0 SuNM=0

24 FOR 1=1T012
b R=RNDC1)

c8 SUM=SUM+R

30 NEXT 1
32 IF ABS(S5G*(5UM-B3)>MU THEN GOTD 24

3% VUA=MuU+SE*(SUM-BJ : X=VUA
36 RETURN

De la linea 40 a la 45 se encuentra el procedimiento de
generacion de la variable aleatoria exponencial. El método
utilizado es el de la inversa de la funcidn.

40 R=RNDC1)
44 UA=-LOG(RI*LD: Y=UA

46 RETURN

De la linea 50 a 1a 112 se encuentra la parte del programa gue
realiza la simulacién. Para cada par ordenado del plano §,5; el
procesn se repite NI veces. En las lineas 50 y 54 se fijan los
los valaores de Si y 52, creando de esta manersa un par

ordenadao.

SO0 FOR S1=Al T0 Bl STEFP Pl
S4 FOR Se=AzZ TO Be STEP P2

En la 1linea 56 se inician las NI iteraciones para el par
ordenado establecidn e&n el paso anterior. En la linea G5B
se genera la demanda X y en la linea BO la demanda y.:

S6 FOR IT=1 TO NI )

58 GOSUB 20
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60 GOSUE 40

pguf inicia el proceso de identificacidn de la regidn a la cual
pertenece la demanda generada. Si la demanda x s mayor gue Sy,
entonces este caso corresponde a las regiones III, VU, VI o VII.
Si la condicidn no se cumple, entonces el caso corresponde a

las regiones I, 1II o IV
& IF X>S1 THEN GDTO BO

Si se cumple la condicidn, la demanda y es mayor a la capacidad
del almacen Sz, entonces el caso corresponde & las regiones 11
o IV. En caso contrario el caso pertenece a l1la region IV y en
la linea BB se calcula el costo correspondiente.

B4 IF Y>S2 THEN GOTO 68
66 SC=SC+LC1*(S51+52-.5*%(X+Y)):60T0 96

Si se cumple la condicidén de la linea 6B el casg corresponde =
la regidn IV y su costo se calcu;a en la linea 72 a 76. En caso
contrario corresponde a la region 11 Yy su costo se calcula sn

-1a linea 70.

B8 IF Y=>S1+5S2-X GOT0 72

70 SC=SC+C1*(S1+5Sc~.5*(X+YJ)+K*(Y-52): GOTO 36

Ve Ki=.5%C1*(51+52) “BAGN+Y I +KF(S1*K-SE*Ne@ CX+ Y

74 K2=CX2*(X-X*(51+52)/(X+YII+CY2*(Y-Y*(51+522/(X+YJ)

76 SC=SC+K1+Ka: GOI0 8B

" Si se cumple la condicidn de la linea 80, entances el caso
corresponde & las regiones VU, VI o VII. En caso contrariao,
pertenece a la regidn IIl y su costo se calcula en la linea

Ba2. ~

BO IF Y =>51+52~-X THEN GOTO 84
B2 SC=SC+C1*(S1+52~.5%(X+Y)I)+K*(X-S13: GOTO 36

Si =e cumple la condicidn de la linea 84, entonces, Bl caso
ce:vesponde a las regiones VI o VU1I. En casao contrario, el caso
» s & o
necignece a la region V Yy su costo se calcula en las lineas

82 a 90.

34 IF Y>S2 THEN 60TO0 82

36 K1=,.5*C1*(S1+52) 2/(X+Y)+K*(52*X-S1*Y2)/ (X+Y)

88 K2=CX2*(X-X*(51+52)/ (X+YII+CY2*(Y~-Y*(S51+52>/(X+Yl)
30 SC=5C+K1+K2: 60TO 96

3]l se cumple la condicion de la linea S2, entonces el
casa corresponde a la regidn VIl y su costo se calcula en las
lineas B6 a 80. En caso contrario, el casgo corresponde a la
region VI y su costo se calcula en las lineas 72 a 76.

82 IF Y < X*S2/51 THEN GOTO B6




_87_

34 GOIO 72

Si no se han concluido todas las iteraciones, entonces se
continua el proceso en la linegea 50. De otra forma se despliegan
el resultado en las linea 106, En la 1linea 102 y 104 se
despliega el par ordenado correspondiente.

r

396 NEXT IT

102 PRINT”S51="51" UNIDBADES™

104 PRINT”SZ2="5S2" UNIDADES”

106 PRINT”EL COSTO PROMEDIO ES ="SC/NI” 3”:SC=0

<

En las lineas 10B y 112 se continua Fijando nuevos pares
ordenados. Si ya se ha procesado el dltimo par ordenadao,
entonces se termina la ejecucidn del programa en la linea 114,

10B NEXTSe
112 NEXT S1
114 END

En las lineas 150 a 156 esta - la subrutina en la gue se
establecen las constantes. En la linea 150 se establece una
semilla del generador de ndmerns aleatorios ( funcion RND) con
el rslojl interno de la computadora (TI1),.

150 R=RNB(-TI2
152 MU=100 :5G=20 :LD~30 :pl=B0 M1=1202RR—=10 § : SE=0
1548 AR=50-Be=130:FR=10: EXE=~37:LCY2330¥K=12: L1520 : NI1=20B0
156 RETURN 3

la primera corrida se hizo fijando lps siguientes valores:
Al1=B0, Bl1=140, P1=10, ARZ2=50, B2=130, F2=10, NI=2000. Los

resultados de muestran en la tabla (4.1).

El andlisis de los resultados muestra gue el menor costo
corcesponde al caso en el cual Sy =30y S5, =B0. A su
alrededor se encuentran costos algo mayores pero en generai sa
observa que los costos mis bajos se obtienen cuando 54 varia de
B0 a 100 unidades y S, de 70 a 30 unidades. Se puede hacer-una
afinacidn del resultado reduciendo el paso de variacion de Si |

-7
5,, obteniendn de esta manera valores mas aproximados a 1os
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——— ————— — — T W t—— T S T e S S S o o e W 2y T S W Y Y T . W P S S o S B S S o e . e S, St o S

50 3583 3476 3349 3252 3228 3246 3271 3322 3381
B0 350% 3371 3262 3232 3202 3E1B 3853 3308 3303
70 3386 3285 3236 3204 3181 3137 3261 3334 3%&;
B0 3368 3279 3220 3167 3174 3215 38592 3414t 3525
30 3340 3263 3201 3137 3214 32B3 3372 3487 3600
100 3319 3255 3223 3230 3275 33539 3447 3544 BEéE
110 BAPMNEa9E \ 3295 3312 33585 3¥1iE 3584 3B5ES 3786
120 3397 3363 3364 3379 3426 3526 3634 3771 3325
130 4363 - 8435 | 831 3465 35268 3618 3754 3904 4045

. —— — —— - —— . . S ot ey o —— . — . ik o — ., —————— —— o e T o Ak — o A o T A . T T o, . . S

tahla (4.1) Resultados de la primera corrida.

AL
AL QR - To) B85 30 g5 100

— e e e e e S . e S ——— — ——— —— g—— —— s .

70 3236 3271 32BS 3307 3249
75 3216 3222 3236 3846 3278
80 3273 3213 3232 3254 3401
8S 3296 3265 3243 3284 3305
30 3282 3338 32881 3324 334ce

e e e e e e e A A e et S S P v e e e e B . e e e e e e e . e e S S

tabla (4.2) Resultados de la segunda corrida

s
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En 1la tabla (4.2) se muestran los resultados de la

sggunda corrida en la cual se uwtilizaron los siguientes

valpres: A1=80, Bi=100, P1=5, AZ=70, B2=75, Pe=5, NI=3000.

Como se puede ver, ahora los valores optimos son 5S4 = B85

unidades y 52 = BO unidades. El costo asociado as F(5, ,5,)

S 3213.

En esta segunda caorrida se hicieron 3000 iteraciones para

cada par ordenadoc (5,,5,). En todo caso se podria reducir aun
L

mds los pasos P1 y P2 al mismo tiempo gque se incrementa el

nimern de iteraciones para de esta forma obtener una mejor

aproximaciﬁn. En todo caso, sl resultado gue se obtenga siempre

serd una aproximacidn y su refinamiento dependera de los

recursos con gque se cuenten, asi como de la variacion gque

se presente en cuanto al costoa. En pbcasiones el costo no sera

muy sensible a las variaciones de S, y S; y por lo tanto

<

- 5 e . . < . &
no se Justificara el seguir refinando la aproximacicn.
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ENFORQUE DE PROGRAMACION DINARMICA

. 7 g & s . 2y e
La programacion dinamica s una técnica matematica gue es

de utilidad sn muchos tipos de problemas de decisi@én. En muchas

de las situaciones en que se tiene gue tomar wuna serie de

. . . » 7/ .
decisiones consecutivas, se puede llegar a 1a politica Odptima

general considerando lops efectos de cada decision por separado.

En Bl area de inventarin, por sjemplo, hay algunas situacianes

en donde la polftica de produccidn que optimiza el costo de

inventario en un mes dado, minimiza €l costo de inventario para

todo el afo. En muchos otros problemas, sin embargo, no ss

evidente en modo alguno que el beneficio general gue se obtiene

de un procedimiente de optimizacién sobre cada periodo

individual sea el mejor que se puede alcanzar. Pudiera ser, por

ejempln, gue un poco de sacrificio en 21 beneficio obhtenido en

Enero nos cologque en una posicidn mucho mas fuerte con respecto
N . . , d <
a Febrero, y asi sucesivamente. La programacion dinamica nos da

metodas para investigar estas posibilidades.

Contrastando con 1la programacién lineal, no existe un

s

planteamiento estandar ”del” problema de programacidn din&mica.




Més bién la programacidn dindmica es un tipo general de enfogue
para resclver problemas y las ecuaciones particulares usadas
deben desarrcllarse para gque se ajusten a cada situacifn

individual.
\
{ Los elementos;bésicos gque caracterizan s los problemas de

programacion dindmica son los siguientes:

1.— El1 problema puede dividirse en etapas, con una
decision de 1la politica requerida en cada una
de las etapas.

2.- Cada etapa tiene un cierto ndmero de estados
asociados a ella. En general, los estados son
las diversas condiciones pnsiblés en las Qgue
el sistema podria estar en esa etapa del problema.

El nidmero de etapas puede ser finito o infinito.

3.- E1 efecto de la decisién una politica en cada.

etapa es transformar el estado actual en un estado.

-—

asociado con la etapa siguiente (posiblemente de

acverdo con una distribucidn de probahilidad).

4.- Dado el estado actual, _una pclftica 6ptima para las
etapas restantes es independiente de la polftica
adoptada en las etapas previas. Para los pfnblemas

’

N ST W ) o
de programacion dinamica en general, el conocimiento



del estado actual del sistema comunica toda la

informacidn acerca de su comportamiento previo,

’ necesaria para determinar la politica 6ptima a

de alli en:adelante. A wveces se menciona esta
propiedad como el principio de optimidad.

5.- E} procedimiento de resolucidn empieza por

hallar la polftica dptima para cada estado de

la Ultima etapa. Comunmente, la resolucidn de

este problema de una etapa es trivial.

6.- Se dispone de una relacidn recursiva que identifica
la politica dptima para cada estado en la etapa n,
dada la politica éptima para cada estado en la etapa

(n+l1ld.

7.— Usando esta relacifn recursiva, el procedimiento
de resolucién se mueve hacia atras, etapa por
etapa — hallando en cada ocasién la politica
Optima para cada estado de.esa etaﬁa - hasta -
gue encuentra la pclftiQ§ Optima cuando se parte

de la stapa inicial.

u o . . / 5
. Usualmente se habla de programacion dinamica
determin{stica y programacidn dindmica probabilistica. La

primera se caracteriza porgque contempla problemas




deterministicos, en los gue el estado en la etapa siguiente
gueda completamente determinadoc por el estado y la decisidn de
>la politica en la etapa actual. Debido a que consideramos en el
presente trabajo problemas de inventario probabilisticos, nos

x " 2 . p rd o
interesaremos principalmente en la programacion dinamica

prnbanil{ética.

la programacién dindmica probabilistica difiere de la
programacidn dindmica deterministica en gque =1 estado en la
etapa siguiente no gueda completamente determinado por el
estado y 1la decisifin de la politica en el estado actual. En
lugar de ello, existe una distribucién de probabilidad para lo
que seréd el estado siguiente. Sin embargo, esta distribucidn de
probabilidad tpdavia esta completamente determinada por el

estado y la decision de la polftica en el estado actual.

En la figura (5.1) se describe diagraméticamente la
estructura bédsica gque resulta para la programacidn dindmica

probabilfstica, en donde n denota el numerc de estados posibles

en la- etapa N+1 ; (p,, P ’Hn) es la distribucidn de’

AEEE
probabilidad de lo gue sera el estado, dados el estado s y la’

decisidn xy &n la etapa N; y Ci es la contribucidn resultante a

la_funcién objetivo, de la etapa N, si el estado resulta ser el’

estado i.

Como consecuencia de 1la estructura probabilista , 1la

relacidn entre K (sN,x“) y 1la kK* (5...) necesariamente es

N N+l T NA
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algo mds complicada que para la programacion dindmica
deterministica. La forma précisa de esta relacidn dependerd de
la Fforma dg la Funcidén objetivo global. Como ilustracién,
supongase qﬁe el objetivo es minimizar la suma esperada de las
contribuciones de las etapas individuales. En esta cason,
K“(SN,XN) representaria la suma mfnima ssperada de l1la etapa N
en adelante, dado gue el estado y la decisidn de la polftica
en la etapa N son Sy Y Xy regpectivamente. Como consecuencia,

ohtendriamos
K“CSN,XN) = P; Ci + K .(i)
con

KN“ '“1 =Xml: KN&L(SNM.’ xml) ’
NA

donde esta minimizacibén se toma scbre los valores factibles de

xn*f

N+1

&

/ N+l.
Pa
Esdados Decistdn P, C,

P

¥ N+&
KalSuix,) ?»\,aw.\

- C
Etapa N "
; Con¥n\ovc‘°“
Figura (5.1) Estructura basica:

Prog. dinamica praobabilista.

N'\'L
E{apa ny 4




La forma de la relacidn de recursidn variard segun la
forma de la funcion objetivo global. En lps modelos gue se

analizaran en este capitulo, se verd una fForma diferente a la

ua expuesta. N

Hasta ahora, los modelos analizados comprendian un solo
periodo o dos. En muchos casos, sin embargo, las decisiones gue
se deben tomar consecutivamente comprenden varios pericdos y en
algunos de ellos , el numerc de periodos de decisidn sobre el
que debemos intentar la optimjizacidén no Bs obvio. En la teoria
del wvalar es un problema Fundamental para quién toma
decisiones, si se debz considerar Unicamente el ano préximm, ]
lps proximops cinco, © los proximos cincuenta; no se va a
intentar este andlisis . Se observa, también , gue las
operaciones de una empresa raras veces se considara gque
terminan en un punto especffico en el tismpo. Generalmente hay
una intencidn  implicita en la administracidn de continuar
indefinidamente. For ello, la gerencia puede guerer minimizar

los costos esperados totales en un futuro indefinido.

Debe notarse, gue en tanto gque se deban esperar algunas

costos sustanciales no nulps en cada periodo de decisidén, todas

las politicas resultan en un costo ilimitado si consideramos un

tiempo futurec suficientemente grande. No tiene sentido hahlar

de escoger una leItica que hagsa minima una suma, divergente

2

para todas las politicas. Una manera de obviar esta dificultad




consiste en descontar los costos en que va a incurrirse en el
futuro. Si se van a tomar decisiones (Y se va a incurrir en
castos) poco frecuentemsnte, digamos gue con una frecuencia
’ - - s .
menor gque wna vez al ano, esta manera tiene sentido, tanto
intuitivamente como econdmicamente. Uno siente, intuitivamente,
gque los costos gn gue se van a incurrir este ano deben tener
-~ & 3 ‘

mas influencia en nuestras decisiones que los gQue van a
N " ~ r4 N Pl .

incurrirse el aho proximo . Economicamente, es de desearse

que se puseda posponer un  gasto, ya que las ahorros pueden

supuestamente invertirse por octro lado.

Si el Ffactor de descuento es mencr que la unidad, uy si
los costos cada ano son del mismo orden de magnitud, la suma -
de los costos descontados converge, u tiene sentido buscar
una politica gue h;ga minima 1la suma de todos los costos
descontados fFuturos.,

En este capftulu, se analizard un modelo multiperiodo
acotado, sin costo de ardenar. Se considerara inicialmente gque
el ndmero de perfodos del modelo esta acotado y se buscara

una solucidén mediante la programacién dindmica. Luego, se
considerard una extension del modelo y se asumird que el ndmero
de pericdos del horizonte de planeacidn no estd acotado. Este

modelo corresponde a los de revisidn periddica.
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MODELDO MULTIPERIODD, SIN COSTO OE ORDENAR.-—

Se considera la

situacifn en la tual el horizonte de planeacién consta de N

periodos. Se asume que el inventarino se revisa al inicio

de cada periodo, Bl tiempo de

distribucidn es cero y los

faltantes son arrastrados (excepto al final del periodoc N,

cuando se pierden),, uy gue las demandas en cada uno de los N

periodos son independientes y siguen

continuas de -variable aleatoria,

probabilidad es £(D0). El precio d

del ndmero de uwnidades ordenadas.

unidad es E; , y el costo de

e

idénticas distribuciones

cuya Funcidn de densidad de

compra, C, es independiente

El costo de de mangjo por

faltante por

Finalmente, se define un Factor de descuento

que ©= (1+k)’, donde k es la tas

Si I es g1 inventario

a

de interés p

unidad es C,.
, O<ex< 1, tal

or periodo.

neto al inicio del periodo j,

entonces se asumira gue la politica a seguir es la sjiguiente:

,

No ordenar,
\

Ordenar R; — Iy , si Rj

si Rj

donde R es el nivel deseado del inventario en

puede demostrar cue en ausencia de un costo de

politica de =altanzar un nivel

periodo j es por zanto

R

£s optima.

el periodo j. Se
ordenar fijo, la

El costo para un

t



4
C(Rj—13)+ﬁ,(RJ)’ 51 R))Ij

kG (;j) ., Si Rj < I,
donde G es la suma esperada, para un periocdo simple, de lps

costos de inventario de la forma que sigue:

G (R = Ci (Rj — DXFCD)AD + CZ (o - Rj)f(D)dD
O R_“

=

El problema de optimizacién consiste en encontrar una cantidad
a2 ordenar R? para cada perfodo 3 = 1,2,...,N tal gue 21 costoc

psperadno descontado

: N
it
K = E[Zoc (cery =150 + G(Rj)]

se minimize. K representa el costo promedio por perioda.

.la programacion dinamica se puede utilizar para minimizar

la anterior expresién. La relacidn de recursidn que nos permite

hacerlo es

K.

) J(IJ) = min [E(RJ - IJT_) + B(R;) + X E(Kj,{,i(.RJ - D)]

J=14 8, w.e; N

Donde tenemos que
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N+d T TnNed
y par otra parte
(@ 8]
E[KhiﬁRj - Dil” Kijyg (Ry — DIECDIH(D)
o

. = .
En la relacidon de recursidn, Kj(IJ) es el minimo costo

N cuando

descontado esperado sobre los pericdos J, J+1, ...,
el inventarioc neto al principio del periodo ] es IJ. Notese gue
CtR; — IjJ + G(R;) constituye el costo esperadﬁ en el periodo j
Y Kjy(R; — D> es el minimo costo obtenible scbre los Gltimos
N - j periodos como una funcidn de la decisifin en el perfodo J-
Y la demanda que se presenta en el perfodo J. El dltimo término
de la ecuacidn de recursifn se obtiene promediando este costo

saobre D y descontandolo al principio del per {odo J mediante la

multiplicacion por &,

‘ a 4
Para bhallar una solucidn _para la escuacidn de recursitn se
usa un procedimiento hacia atréds. Esto es, para el periodoc N se

calcula K,(I, ) dado K, [(I,.,>, & continuacibn se calcula K £Tq?

dado Ky {Iy ), luego se calcula K (I, .

) dado ﬁbflwi), ete.,,

hasta que X, (I;) gueda determinado.

EJEMPLO.- La demanda para un articulo en cada uno de dos

peripdos esta uniformemente distribuida de 0-10. Por sjemplp,

-

FCO> = 0.10, 0 € D < 10 . El1 precio de compra es de $ 2 por

-
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unidad. Si hay exceso de inventario al final de un periodo, se

carga un costo de $ 6 por unidad. El costo de faltante es de

$ 10. Se desea encontrar la politica Sptima para 2 perfiodos

con A = 1.

Considérese el pericdo 2, en 2l que la ecuacidn de

recursién toma la Forma

K,(1,) = min [scR2 ~ T3 + BER,Y + x3<13>]
R2>T,

gue una vez desarrogllado da

Rz
KoCIp3 = min [CCR, = I,) + C, | C(Ry — DIFCHICED +
Rp2 1,
O

Co (D - Rz)f(ﬂddﬂ + K3(13)

R, N

obtiene de la

R; (el valor de R, para el cual K es minimo) se

salucidn de




=] 0=

Asi pues, derivamos K, , teniendo ademas que K4(I3d = 0, y

obtenemos

- Rz (6 o]
Ox
a0 C+C, | FCDYAD + Cp | C-FCDIDdD = Q.
R
o R,

Si F(R,) es la fFuncibn acumulada de la distribucidn de

probahilidad F(D). Entonces tenemos:

£+ C,F(R,) - c2(1 = F(Rz)) = B

Se resuelve la ecuacifén para F(R ) y obtenemos

- Cz— C >
F(R3) = ——=———

Ecuacién en la cual reemplazamos valores

Como se‘puede ver en la grafica (5.2), el valor de R; que

satisface F(R}) = .5 es g
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NGy z

0.10

NN

gréfica (5.2) distribucidn £(D)

Ahora bién, en general

R 10

B J‘(R - 0)¢0.13dC(DY + 10 ‘{ {D-R3(0.1)dD
(0] R

G(R 2

- R
0.1 D° 0.1 p°
£ & T BIRD B NFP-A Y B—F e - 0.1RD
o R

B

0.1¢100) 0.1 R? ,
# 10 | s====r=v = 0.1(10R) = ——————= + 0.1R
5 i :




-104- .

BC(R) = B (0,05 R°) + 10 (50 ~ R + 0.05 R?)
B(R) = 0.3 '+ 50 - 10 R + 0.5 R?
B(R) = O.B:Ri- 10 R + 50
y a partir de este resultado obtenemas E[KZCR1~Dﬂ , gQue nos

sera Util en .la siguiente etapa de recurrencia. 0De ests modo

E[x, R, -] -

se obtiene

10

Ko (R, ~D3C0.13dD

0O
RERE
G(R,~D)(0.1)dD
40
+ CCRY-R.+D) + GCRY) (0.1)dD
A~y z :
*
RL_R?.
R,-5
. :
.8C(R,-D) - 10(R,-03 + 50 (0.1)dD
O

10
* 2(5-R, +D)+ 50 ~10(5) + .BC5Y ¢.1)dD

“R-5

< .
y una vez realizada la integracién_g reemplazados laos limites
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Ahora, para la consideracidn del periodo 1 obtenemos la

. . 7 o
siguiente ecuacion de recurrencia

K. CI.) = min BER, ~L. 7 + .aRf ~ 10R, +50

4 4 4
R2T,

8 b | 1100
Pt B e S

300 10 30

que reducimos a

4 O i 2 B 3
Kq (I, = min -2 + —— - BR1 + - Ri | o VAL N Ri

Rl?.j[1 3 10 300

Obtenemos R: (el valor de “Ri para sl cual Ki(Ii) se

minimiza) derivando la funcidn a2 minimizar & igualandola a

cero. Obtenemos

dx
] % o |
Ri . -

as{ llegamos a
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B 2 4% 2
-B+ ----- R1+ ————— R -0
10 oo
cuya solucidn paositiva es
%
R1 = 5.18.

De agquf, tensmos gque la poplftica dptima consiste en
ordenar la cantidad suficiente para completar b.1B8 unidades en
inventario, siempre que el nivel actual dsl mismo no exceda -
esta cantidad. S5Si al inicio del segundo parfndo el inventario
existente no aldanza las S unidades, entoncas se ordenarén
las unidades suficientes para alcanzar este nivel. En caso

. L4
cantrario no se ardenara. .

Comp se pudo apreciar, la Eormulacién: de un prohlema
mediante programacién dindmica presenta dificultades a la hora
de hacer 1los cdlculos necesarios, incluso para problemas con un
nimero de etapas reducide, como el del ejemplo anteriar. .Sin
embargo, si consideramos el caso en el gue el horizonte de ‘
plansacidn no estd8 acotade, podemos obtener una solucidn
aprox‘mada de una forma relativamente sencilla. E1 resultado

7

que se obtenga podrd ser aplicado a problemas multiper{odo




acotados, siempre que tengan un minimo de periodos.

A medida que N-»o00 , wuna aproximacidn razonable de la

ecuacitn de recurrencia del casoc anterior

Ry L = dn | ECRy 5 ) = BRyy = 8 E(K5 (R ~ DI,

para un horizonte no acotado s la ecuacion funcignal

K (I = min [C(R - 1> + G(R) + X E(K(R 3 Diﬂ,
R2T

~

con :la condiciton de que © < X< 1 (esto porque necesitamos gue

Ol < 1 con el Fin de asegurar que OL E X(R - D) es finito.

-

Desarrollando esta (ltima ecuacidn tenemos la siguiente

expresiin

R

KC(I>) = min CR - I3 + Gy ) (R - DDECDOAD

R2T
oo ? =}
+ C2 (0 - R)F(DIXDD + X K(R - D)dD
R ° A
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Para hallar el minimo, derivamos esta expresion tomando en

cuenta gue

dK(R -

ya gue por cada unidad adicional en mano al principio del
periodo el costo para 1 periodo decrecera por C, puesto gue
esas unidades no tendran gue ser ordenadas. Por tantao, la R“

dptima es la splucidn a

R o) o
B # C1 f£C(0>XapD - C2 £(D)dh — oL C £FCDXHD = 0.

O R
Si FC§3 es la Funcidn de distribucidn acumulada de F(D)

entonces al efectuar los céleculos necesarios en la ecuacidin

anterior obtenemos R

il
O

- C + CF(R*) - c2[1 = F(R*J] - C[l]

Ecuacion que se resuelve para F(R*), obteniendose de
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esta forma

donde R™ es la cantidad que optimiza nuestra funcidn.

Si el numero de periodos en el horizonte de planeacidn es

mayor gue tres o cuatro, entonces esta solucidn aproximada,

obtenida asumiendo que el ndmero de periodos es infinito, sera

usualmente satisfactoria.

EJEMPLO.- Supongamos gque la demanda para un artficulo en cada

uno de cinco perfbdos se distribuye uniformemente entre. cero y

.1, 0 <D< 10. El costo de faltante es

diez, esto es, f(I) =

$20 por unidad, el costo de inventario es $10 por wunidad, y el

costo de compra es $10. El Ffactor de descuento es de X = .8, y

suponemas gue el horizonte de planesacidn es lo suficientemente

largo para emplear la ecuacién de aproximaciﬁn.

Calculamos entonces

20 - 10C1 - 0.8) 18
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y por tanto

En la figura (5.3), se muestra la forma de la distribucidn

£¢(0) as{ comp la determinacidn de R*.

‘F(D)
Vi

Figura (5.3) distribucidn F(D) = 0.1

B e~ T ey




CONCLUSIONES
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CONCLUSIDNES

Se han analizado en total cuatro diferentes modelos de

de egllos tuvo su

inventario probabilistico . Cada uno

caracteristica, ya sea demanda continua o discreta, de uno o
o dos almacenes, etc. Un aspectao comdin

de

Vd 7
mas peripdos, de uno

en el tratamiento de estos modelos, exceptuando el

multiper{oda, Ffue la utilizacidn intensiva de gréficas para

el desarrollp de las ecuaciones matemdticas que describieran

el modelo. Considero que la comprensién del comportamiento

del wmodelo se facilita &n gran modo con la utilizacidn de

estas graficas.

En uno de 1pos casos no se llego a obtener una solucifin

numeral, el segundo modelo del capitulo I1l1I, ya gue su manejo
matemdtico resultaba complejo. Sin embargo, el procedimiento
spolucidn para el modelo de

aplicado parz la obtencion de una

dos almacenes,” mediante simulacién, es tambien aplicable y se

e » .
podria wusar con algunas variaciones a el modelo no cesuelto.

Lo imp.ctante en todo caeso es liesgar a plantear las ecuaciones

del modelo, puesto que en .lsa practica todos ios casos son




diferentes 4y conviene poder adaptarse a ellos de medo que el

planten de las ecuaciones sea mds Facil.

las dificultades, uya en cuanto a la solucidn de .problemas
especificos, se presentan no tanto respecto al planteo de las

. R s # .
ecuaciones, como' en la Ssclucion de estas gcuaciones. En el

primer modelo presentado, se hace 2l manejo de las diferencias

finitas como.herramienta gue conduzca a la optimizacidn. Este

mangjo requiere alguna pericia y cuidadp, que puede no estar

siempre disponible. En el segundo y tercer modelo, estos

requerimigntos (pericia y cuidado) crecen considerablemente, u

esto por la complejidad inherente a las funciones de densidad,

asi como de los procedimientos de derivacidn {por ejemplo, de

integrales dobles). Debido a estas dificultades, se deben

buscar otraos eaminos, Yy en el modelo de dos almacenes de

utiliza la simulacion como herramients para llegar a ocbtener

una solucidn aproximada Yy satisfactoria. Debe notarss que se

pueden buscar mds camings de solucidn (por ejemplo mediante

e o 8 £ 8 . s . >
analisis numerico), pero gue sin embargo, s imprescindible

—contar con las ecuaciones que describen el modelo.

Finalmente, se dird gue para el tratamiento de los modelos

de periodos mﬁltiples, deberdn buscarse otras alte:hativas

“aparte de la programacidn dindmica. Si bién el usp de la

técnica es correctn, se percibe la inconveniencia de su empleo

debido a gque la cantidad de cdlculos s muy pgrande, incluso en

7 -
el caso de problemas. con un nimero de periodos reducido: (en el
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ejemplo dado se consideraban dos perfgdcs). Como se hizo en el
capitulo IV y al Ffinal del capitulp U, 1o mas recomendable
serd buscar snlucipnes aproximadas, las cuales quizd no sean
rigurosas, pero seran mucho mas féciles de buscar y en general

podrén se razonablemente satisfactorias,

.




AFENDICE
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DIFERENCIAS FINITAS

DEFINICION DEL OPERADOR DE DIFERENCIA.- Se tratan Onicamente

con funciones f(n) definidas Jnicamente para valores antsros

del argumento n.

La “primera diferencia” de Ff(n) se denota por OFfCn) y se

define por la Fdrmula:

ANecn) = Fens1) - £y

~

La segunda diferencia de f(n) y las sucesivas se definen por:

Aﬁfgcn) =A{Arf(m] .

también:

r+i r r A\l x
A Fem =AAFmy1 =~ Acecn+1i- eanda =A Fent1y - A Fend

A
con Ao= operador de identidad;, A -=A i
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CONDICIONES PARA UN MINIMO DE F(n).— La Funcidn F(n) tiene un

"minimo local” en n, siempre gue se satisfagan las dps

condiciones siguientes:

F(n,+1) > £(ng) ; esto es AF(n ;> 0

Fng-1) > F(ny) ; esto es A Ftny-13 < ©

Asi, f(n) tiene un minimo local en n, si:

Arcn,-13 < 0 < Afcn,d.

DIFERENCIACION BAJO EL SIGNO DE SUMA.- En aplicaciones de
inventario en las que el nivel de existencias se considera una

variable discreta, a menudo se necesita calcular la primera

diferencia de alguna Funcidn c(z) de la Forma:

C(z) = § FCx,U, «a0o,0;2)

%4,...u

-_—

Si fFf(x,y,...,u;2) tiene la misma Forma Funcional en toda

la regidn de suma, y si la frontera de esta regifn no depende

de z, entonces podemos usar la siguiente propiedad:

Deeeny + gedy = Afreny + Agany

El

~a cada termino por separado y obtenemos:
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AC(Z) = Z Af(x,g,...;z) 3

LTI

donde las diferencias del segundo término se toman con respecto
& =z. Sin embargo, si f tiene diferentes Fformas Funcionales
en diferentes sectores de la regidn de suma, o0 si la frontera

de la region depende de z, €l computo de ZXC(Z) es generalmente

més complicado.

Consideraremos inicialmente el caso unidimensional,

suponiendo que a(z) y b(z) son funciones crecientes de z, en

donde:
b(z)
Ccz) =Z f(x,z) ,
X= 3(x)
entonces tenemos:
blz+4) -
C(z+1) = Fix,z+1>
x=a(z+¢ l)
b(z) bz - a1 -
- é Flx,z¥1) + Z Flx,2+1) - Z Fix,z+1),
al b)+1 alz)
luepgo _ - -
C(z) = CCz+1) — C(z)
b(z‘) - - b(z+i) a(xq.l}_i
= thﬁx,zﬂu - F(x,2)1 + Flx,z+1) — F(x,z+1)
a(m @A 3@)




luego,

A

’
R
X
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y finalmente:

b(z) b(z+4) alz+1)-

1

Accez =ZAf(x,z) + E Fl(x,z+13 - E F(x,z+1) ,/

3(z) _ bz}l a(z)

Supongamos aHora que F(x,z) se define por:

£ x < b(z)

(
fi(x,z) para O
F(x,z) = <
fé(x,z) para x > b(z)
\
Yy teniendo:
(=)
4 Cezd= E Fix,2z) ,
[o)
desgamos obtener A C(z).
Tenemos entonces que:  --- -
ba) . AL g0

C¢z) = E 'i“itx,z) - 5 Bsloy @3 4 =

E £, (x,z+1>

7

X=0 -
aplicando un resultado anterior tenemos gque:
b(z) T b(z+D) o
Acczs- § Ag, x,2) + E £ (x,2+1) -
X=b()+ = X=0
(i)i b(za1)

§ AE,cx,2z) + E E, G291y = g'

xX= bh%i 00 ¥= b

F,(x,z+1)
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/'y obtenemos:

b{z) bléz+f)
AC(Z)" Af‘ (x,2) +§ Af‘z(x z) + [F, (x,z+1) - f‘z (x,z+1) ]
x=0 x=b(z)+d x=b{)+1

En 1los casos de sumas simples, en los cuales se cumple

gue: .
fi(xgz+1) = £, (x,2+2) ,
para todas las x en el intervalo
b(z) + 1.5 X € b(z+1),
se tigpa como_?cnsscuencia de asta_igualdad.qua:

biz+d)

LF,(X,2+1) — Fplx,2+131 = 0O,

¥=b{l)+1 ~
luego L ~~-~ ~ ..---CD - 4 Y%
Accz>-§ Af(sz-FZAf(xz)

b(z)i}

y obtenemos el resultado Final para sumas simples:

Por ejeumplo en el caso: B
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= o
. N Citze ~ 42
f (z)= ) Clelz' — — gt(n3+ g P =S 1;T *Coln = 23 p ()
e = 2 (n™*
=0 nz=z+i -
Si: -
n
* R -gkle - [P .
2
Entonces:

n
Ey(z+1) = C,t [z + 1~ = P

Por otra parte:

I Cﬁtz(z + 1)
ftz(Z) = -+ Cz(n =Bz

2 (n -+ 1)

U similarmente:

Cetlz + 130z + 2)
= P g B '

= . L 2+ 1)

Ern este e)emplo, si se.cumple que:

_ n C,tCz=+1 J(z + 8) -
Ze.l13] C,tjz+1 - ——fp, (=]~ —emm # Tpln = 2 ~ 131 p. tnd
-3 A 2 (n+ 1) v

, en-el intervalo b(z) + 1 ¢ n < b(z + 1) , podremos aplicar
la firmula de suma simple encontrada anteriormente. En nuestro

’ , ) =

caso, dado gue
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Ag 2> = Gt p (D
Similarmente para fztz):

-b1+(z+1)(i48) Cc tz(z+1)
ZSfécz)- ————————————— +ELn=Z-12] Py (MI—f —= e e +CEn=2)| py (nd
i 2 (n+l) 2 (n+l)

Ct(z+l)(z+8) Ctz(z+1)

Amemm— +CLN-Z~1)- ccn~z 1)-C{n-2) P (nd
2 (n+l)

Cit(z+32+E—z-z)

_______________ + Czcn-zﬁl-n+z) pt(n)
£ (n+1)

Cit(Ez e)

- [ B e s = Gt p, (T
2 (n+l) 2t
condensando: =
C t(z + 1)
Af‘z(z) e | ErSemaaae - Lo pt(ﬂ)
(n+1)

Asi, podemos obtener:

. - -
; C.tcz * 17
Aft (z)= Citp (n) =+ _}__, ~~~~~ ~Co pé(")
t + 1
_ n=0 0
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b(z) = 2
entonces

b(z) +.1 =z + 1 = h(z + 1D

y por tanto el intervalo consta solo del eliemento n =2 + 1 .

Reemplazamos este valor en la ecuacifin (1a) y obtenemos:

(z+1D Cyt(z+13Cz+23
C,t|z+l- ———== o L o + Cplz+l-z-1)p, ()
= 2 (z+1+1)
cgg T 2)\7 e =1 E tlz + 1D
(%3 i I fiTiTi e\ PeND & | ———mmmsmea p,(nd "~
i 2 t 2 : <

con lo cual se verifica la condieidn y podemos aplicar (11D,

akteniendo: =z - 0
Af, z> = Z Ag, czy + E /ayaryd
= n=0 n=z4A
n n
ZXEt(zJ - E1t z+1— -é— ptCn) - Eit z— —é— pi(n)

- gz +2 - NN -2z +n

condensando




como:

tenemos que:
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Z o0
Z Czp,c(n) #* Zczp‘ECn) = Ly
n=0 Nn=2Z+

Zz

(o)
; E Czpftn) = G- § Czpi(n) .

n

Desarrollando:

=2+1 n=0

Z o

=)

CytCz+1) ,
Ag, 2y =) c,tp, o+ ) -=---=—- p (0 = ) P (m

n=0 n=2+4 n+l
y sustituyendo
2 o
A Cytlz+1d
b F,(2) = % C,tp, (n) + é ———————— .
t
5y A n+l
n=o Nizz4d

obtenemos la primera diferencia de £ (23:

o0
B btz + 13
Afgczd = Gyt + €p) ) pytmd + — -

r4

n=2+14
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