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RESUMEN.

Fl objetivo de este trabajo consiste, en la obtencidn
de un algoritmo general para calcular la temperatura y el
flujo de calor unidireccional, en el caso transitorio,
cuando se tiene una pared forwada por N capas de diferentes
materiales.

Partiendo de una solucion general para la temperatura
donde ésta se expresa mediante dos series infinitas, en las
cuales aparecen dos funciones del tiempo desconoc¢idas ijunto
a sus derivadas temporales, y después de eliminar una de
ellas y sus derivadas, se obtiene un algoritmo sencillo de
usar en donde la busqueda de la funcidén desconocida se re-—
duce a resolver un sistema de ecuaciones lineales teniendo
por incognitas las derivadas temporales de dicha funcion.
Una vez conocidas las incdgnitas mencionadas anteriormente
se calcula la temperatura en puntos especificos y el flujo
de calor a través de las N capas en los siguientes casos:

1.- Manteniendo la conductividad térmica de cada
una de las N capas constante e independiente de
la temperatura.

2.- Considerando los cambios en la conductividad
térmica en funcién de la temperatura.

3.— Tomar en cuenta los canmbios de la temperatu-
ra que calienta al sélido con el tiempo.

El emplec del algoritmo evita encontrar la solucidn

analitica mediante la ecuacioén diferencial parcial de
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Fourier en cada uno de los casos anteriores donde la solu-
cién implica, ademds de sus dificultades matemdticas:
1.- Calcular la expresidn de la temperatura para N

capas.

2.- Resolver la ecuacidn diferencial parcial no
lineal de Fourier cuando 1la conductividad
térmica cambia con la temperatura.

3.-Encontrar la funcién de Green cuando la tempe
ratura del medio que calienta al sdélido formado
por las N capas, cambia con el tiempo.

Ademds, al resolver algebraicamente el sistema de ecua
aciones lineales mencionado anteriormente, se obtiene un
algoritmo particular, con la caracteristica de que el tiem-
pe de cdmputo se reduce notablemente. La desventaja del
algoritmo particular como en todos los casos es gque no es

generalizable.

El algoritmo particular ha sido wutilizado en un
programa global gque simula el proceso de reduccidén de
mineral de hierro. Los datos obtenidos con el simulador
glocbal, concuerdan con los datos experimentales recopilados

en planta, validando con esto indirectamente este trabajo.

- Vil -
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1. INTRODUCCION.

Existe una gran variedad de reactores industriales,
dentro de los cuales se tienen los de la industria del ace-
ro, a estos reactores como en otros de otras industrias, se
les puede suministrar materia prima de una forma continua o
por lotes; en la seqgqunda forma se tiene una c¢lase particu-
lar de reactor llamado de lecho fijo, donde en el caso de
la reduccion directa el mineral tiene un tiempo de
permanenencia suficiente para efectuar su reduccién
mediante gas proceso previamente calentado.

Las paredes de los reactores de lecho fijo de la indus
tria del acero estan formados por capas multiples, dentro
de los cuales cabe mencionar tres : 1) la capa interna for-
mada de material refractario, usado por su altec punto de fu
sidn y resistencia a la abrasién producida por el material
en procesc en el interior ; 2) una capa de concreto
aislante para evitar pérdidas de energia calorifica, y 3)
una coraza de acero que forma la estructura externa del
reactor y que ademds, sujeta a las capas del aislante y
refractario.

En los reactores de lecho fijo el proceso transcurre
en el estado térmico transitorio, debido a que se carga el
reactor con material a temperatura ambiente; se calienta
éste Jjunto con las paredes del reactor mediante el gas

proceso que ya esta caliente, y sin que 1la pared del



reactor llegue al estado estacionarico se concluye el proce-
so, por lo cual, al iniciar el ciclo de enfriamiento se
enfria tanto al material procesado como al reactor, median-
te un gas inerte frio.

En el caso de un proceso de reduccién directa en lecho
fijo en gque se requiera predecir el grado de reduccidn del
mineral, es necesario calcular 1la pérdida de energia
calorifica a través de las paredes, y con ésto, evaluar la
energia calorifica disponible para que se lleven a cabo las
reacciones para la reducciodn.

Este trabajo surge de la necesidad de desarrollar una
herramienta gque permita calcular, en un tiempo minimo, 1la
temparatura y la pérdida de energia calorifica a través de
las capas que forman la pared compuesta del reactor.

Un caso particular del algoritmo desarrollado en esta
tesis, se implementd como parte de un programa donde se si-
mulod el proceso de reduccion directa de mineral de hierro
en lecho fijo por lotes. Las predicciones obtenidas median-
te la simulacion resultaron en buena concordancia con los
datos obtenidos en planta, validando con esto de manera in-
directa la metodoclogia que empleamos para calcular la tempe
ratura y la pérdida de calor a través de las paredes del
reactor.

El objetivo de este trebajo consiste pues, en encon-

trar un algoritmo general con el cual se calcule la tempera



tura y el flujo de energia calorifica a través de una pared
formada por N capas de diferentes materiales. Ademas, se
traza como objetivo el que la metodologia de calculo posea
las caracteristicas siguientes:
1.- Que permita cambiar, por cada intervalo de
temperatura pre-definido, los parametros gque

sean funcidén de la temperatura.

2.~ Que tome en cuenta los cambios de la tempe
ratura del medio caliente cuando ésta cambie
con el tiempo.

Los valores de las temperaturas y del flujo de calor a
través de las N capas obtenidas mediante nuestro algoritmo
se comparan con los valores encontrados por medio de la so-
lucién analitica de la ecuacidén diferencial de Fourier, re-

suelta para dos cascos particulares dados en los apéndices C

y D.



li.) PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA.

Para cumplir el objetivo mencionado en la introduccion
se plantea el siguiente problema, en el cual, al indagar la

solucién nos conduce al algoritmo buscado.

Se pretende desarrollar un modelo nmatematico lineal,
aproximado, para el caso unidimensional transitorio, el
cual permita evaluar las temperaturas en las fronteras o en
puntos internos de N sélides planos semi-infinitos homogé-
neos e isotrropices de espesores Ii1 en contacto térmico,
existiendo resistencia térmica de contacto en las fronteras
s6lido-s6lido, con un coeficiente de transferencia de calor
hi. En la frontera x=0 se tiene un coeficiente convectivo
ho Yy una temperatura Ta constante para x<<0. En x=Li +..+Lx
se tiene un coeficiente convectivo hv y en x>>Li+...+Ix

la temperatura es Tq(t) dependiente del tiempo, figura 1.

ha hi h1-1 hi hN-1 hN
Ta i i | ' | i Tg (t)
Ad L il

Figura 1.- N capas en contacto térmico.



I11.) ANTECEDENTES

En el 1libro de J.Fourier (1], se encuentra una
solucidén analitica general que se aplicara a cada una de
las capas del problema planteado. En el mismo libro se

encuentra la deduccidn que se reproduce a continuaciodn.

Una solucidn analitica general de la ecuacidn de

Fourier,
BT (x’,t) = K 82 T(x’,t), (1)

formada por una serie infinita de términos de acuerdo a
potencias ascendentes de x’, se denera de la siguiente
forma.
(1)
Usando (1) y denotando por f£(t) 1la i-ésima derivada
temporal de la funcién f(t), se tiene
asz(x',t) = —%# 8tT(x’,t) , integrando con respecto a x‘

dos veces se escribe;
T(X7,£)=To(t) + Go(t) X'+ —A Idx'jatT(x’,t)dx' (2)

Derivando i-veces T(x’,t) con respecto al tiempo t;
(1) (1)
5 T(X’,t) = To(t) + go(t) X’ + —— Idxj a ! ' (xr, £)dx’

y sustituyendo en (2), 4'T(x’,t) e integrando, se obtiene

la siguiente expresiodn:

T{x’,t) = To(t) + go(t) X’ + ...
1 (1) (1) 3 o
cge Jax [ ax [ Tect) + go(t) x4 = [axr[ a’rxr vyax],

continuando con la sustitucion de las derivadas temporales

_5_



e integrando, se obtiene la siguiente expresién para la tem

peratura:

(1) (2)
T(x’,t) = To(t) + To(t) x*° + To(t) 3% +....
21X 41%°
(1) 4 (2) 5
+ go(t) x'+ go(t) x°+ zgo(t) X t+... (3)
1 X 51K

donde To(t) y go(t) son dos funciones arbitrarias del tiem-

po con las siquientes propiedades:

T(0,t) = To(t) (3-1)
B T(x',t)] = go(t) (3-2)
x'=0

La solucion analitica general (3), consiste en dos
series infinitas donde aparece en forma explicita la varia-
ble posicioén y de forma implicita la variable tiempo. Las
dos funciones del tiempo, la (3-1) y (3-2), son desconoci-
das, y para encontrarlas se propone truncar las series a un
nimerco finito de términos, obteniéndose con ésto, valores

aproximados de la temperatura y del flujo de calor.



IV.) DESARROLLOC DEL MODELO.

En este tema se desarrolla el modelo matematico lineal
que consiste, en la aplicacién de la ecuacidn (3) y sus pro
piedades en cada una de las capas, conduciendo de esta for-
na a la generalizacion de las expresiones de las temperatu-

ras ¥ flujos de calor en y a trevés de las N capas,.

[V.1) ADECUANDO LA SOLUCION.

Para simplificar el desarreollo futuro, se procede a
cambiar la variable posicidn x’, dada en metros, por una
adimensional, denotada por x.

En el sélido formado por N capas, se escribe para la

i-ésima capa la temperatura, dada por (3), como:

(1) (2)
Ti(x’,t) = Toi(t) + Toi(t) x°% + ~ To1 (t) ot ..
21Ky 4 1 KT
(1) - (2) 5
«e.t goi(t) x'+ go1{t) x>+ gor(t) x"+...

31K 51 K%

1-1 -1
con Y Ljy= x'< ¥ Lj) + It , este dominio se puede escribir
J:l J:j

-1
x’'— Y Ly
J=1
como 0 —5—— =1

entonces podemos re-escribir Ti(x’,t) de la siguiente forma

2 (1) -1

Ti(x',t) = Toi(t) + —25 Toi(t) [(x'- ¥ Ly )/La]® +...
21X j=1
1-1 L3 1-1 3
+ILy got(t) [(x’—- Y Ly )/Li] + got (E) [ (x’'- Y Ly )/Li] +..
1=1 31Ky j=1



Esta forma de soclucién satisface a la ecuacion diferencial
parcial (1) y a las igualdades (3-1) y (3-2) con la ventaja
de poder definir una variable x adimensional cuyos valores

se encuentran entre cero y la unidad en cada capa.

[ |
Definiendo x = (x’-% Li)/Lt , ai= Li°/X1 ¥ Goi(t)=Li got(t)
3=1

se tiene

B d!(l) 2 dlz (2) A
Ti(x,t) = Toi(t) + —— Tar(t)x” + Toi ()X +....
21 4!

, (D 5 a2 @ 5
aH + Goi(t)x +——— Gor(E)Xx ™+ Goi(t)x +...
3! 5!

con O= x =1

o en forma compacta

1 o) 2

= 3 (3 2 j+1
o
T (x,t) = -—v—rTol(t)x +
) (577 ;

© |
o1
20(23+1)s Got (£) X, (4)

con 0= x =1

donde se cumplen las sigulentes propiedades

TL(0,t) = Tei(t) {4-1)
aT1(x,t) | = Got(t) (4-2)
x=0




IV.2) CRITERIO DE CONVERGENCIA.

Fn la expresion para la temperatura Ti(x,t) dada por
la serie infinita (4), aparecen Toei(t), Gos(t) y sus deri-
vadas. Se tomara cada una como una serie.

De la referencia [2], pagina 22, se cita el criterio
de D’Alembert para la convergencia absoluta de series infi-
nitas como sigue:

“"We shell now that a series uwi+ua+us+, . is
absolutely convergent, provided that for all values of

n greater that some fixed value r, the ratio |uast/un|

is 1less than p, where p is a positive number

independent of n and less that unit."

Aplicando el criterio a las series de (4), se tiene que

éstas convergen para toda x y t si

n+1 (n+1) n+l (n+1)
‘_CX_I__ Tos X2(n+1) _&_ Got xz(n»1)§1
[2{n+1) ]! <1 - [2(n+1)+1]! <1
" Y ! A\ G I
| Sni Tel X I l -—(2n+1)! Gol X l
donde después de simplificar se tiene que
(n+1) (n+1)
ot 2 | Tor] Qi 2 | Got|
(Torl) (2nr2) F Aim | OWN) ignsayeneay & Daoo) F
l Toil ] Goi'
come ot €s constante en cada capa , entonces los factores

@1 X2 al x2
(2n+1) (2n+2) Y T12n+2) (2n+3)

unidad para alguna n > r ( ver apéndice A ), de donde, las

serdan menores gque la

condiciones que deben cumplir las funciones arbitrarias del

tiempo Toi(t) y Goi(t) para 1la convergencia son:

(n+1) (n)
| Tor |<| Tou] (5)
(n+1) (n)
I Got I(l Got l (5—1)




IV.3) COEFICIENTES GENERATIVOS.

Fl objetivo de este tema consiste en encontrar la tem-
peratura y su gradiente en cada capa como funcién lineal de
Got Yy sus derivadas temporales, solamente.

Para esto se evaluara la temperatura y el gradiente de
ésta en x=1, en la capa 1, donde se definen los coeficien-
tes at,) y bi,j. De la misma forma en la capa 2 donde se
definen a2, y ba2,j.

Se generalizan los resultados anteriores para la capa
n-ésima.

Se hace notar que ho y hn representan los cceficien-
tes de transferencia de calor entre los medios adyacentes a
los planos que limitan el sélido compuesto, Yy hi,hz,..hN
son los coeficientes de transferencia de calor en 1la

frontera entre dos capas.

IV.3:1) CarPa 1.

En la primera capa la serie (4) toma la forma

oy til = 012 (2 >
Ti(x,t) = Toi(t) + Tot{t)x" + To1(t)x +....
2! 4!
gy D 3 a2 @ g
3! 5!
con 0= x =l
con las propiedades
T1(0,t) = Toi (6-1)
xTi(x,t)| = Goi (8—2)
x=0

-10_



IV.3.1-1) CONDICION FRONTERA EN X=0, EN LA CAPA 1.

La condicidén frontera en x=0 es

%ax'ra (x,t)| = ho[T1(0,t) = Ta] (7)

x=0

en la cual se sustituye (6-1) vy (6-2) con el fin de despe-
jar Toi(t).Omitiendo la dependencia temporal, se tiene gque
Tor = Ta + Ro Got (7-1)

con Ro = ki/{Li ho) (7_2)

IV-3.1-2) EXPRESION PARA LA TEMPERATURA EN X=1, CAPA 1

Evaluando (6) en x=1 y llamando Ti1 = Ti(1l,t) se

escribe
- 2 (2) \ ¢ 2 (2)
T1=To1 + Tor + Toi+.. + Goi+ Gor+ Gor+. .
2! 4! 3! 51
o en forma compacta
® yoen @ 3 €1
18 a1 o1
T1 = Z—zj—T! To1 + zTé-i""_l)! Got. (8)
1=0 j=o
Sustituyendo (7=1) en (8) y agrupando
@ ] J )
= o1 o1
T1 = Ta +jZ; [Ro (2j)l+ (2j+1)!] Go1l,
entonces la igualdad anterior se transforma en
o (1)
Ty = Ta + z ai, s Got (9)
J=o
con ai,j = Ro ar’ + a1’ (8-1)
i 2T T (230!

-1 -



IV.3.1.3) EXPRESION PARA EL GRADIENTE DE LA  TEMPERATURA

EN x=1.
Denotando al gradiente de Ti(x,t) evaluado en x=1

por Gi, se tiene de (6):

(1) alz (2) o (1) c“z (2)
GiL = o1 Tox +—— Toi+..+Got + —— Goi+ Goilt...,
3 2! 4!

o en forma compacta,
€5

= alj i al"
G1 —jZ} (23-1)! To1 +J;o (237! Go1.

Sustituyendo las derivadas temporales de (7-1) en Gi1 y agru

pando los factores comunes, Se expresa

m J J 3
a1 a1
Gl = Go1 + [RO——-U—:— + '——|—"] Got
le (23-1)! (23)!
entonces, se escribe,
© (1)
G = z bi,) Goi (10)
J=o
con  bi —Ro;'fi- » 2! (10-1)
=TT @
donde se define bi,0 = 1 (10_2)

- 12 -



IV.3.2) Capa 2

En la capa dos se tiene la siguiente expresidn,

az ') 2 a2® 2 a
T2(x,t) = To2(t) + — Toa(t)x” +—— To2(t)x +....
2! i
(1) 2 (2)
31 5!
con Os yx =1
con las propiedades
T2(0,t) = Te2 (11-1)
xT2(x,t) | = Goa2. (11-2)
x=0
IV.3.2.1) CONDICION FRONTERA EN X=0, CAPA 2.
La condicién frontera en x=0 es
-E&:Tl()f,t)' = hi[T2(0,t) — T1(1,t)] (12)
x=1
= ]I_ElzaxTZ(X,t) I (13)
x=0
usando (11-1) en {12) se despeja To2 obteniéndose
Toz = T1 + R1 G1 (12-1)
donde R1 = ki/ (L1 hi) (12-2)

Y sustituyendo (11-2) en (13) y despejando Goz se llega a

que
Goz = B2G1

_13_
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con B2 = (ki/kz) (Lz/(L1) (13-2)
reemplazando, en (12-1) y (13-1), a T1 y G dadas por (9) y

(10), y después de agrupar términos semejantes; se encuen-

tra que
3] (G5 R
Toz =Ta + ) ( any + Rt bi,)) Go1 (14)
o (1)
Goz = B2 Zb:,) Go1 (15)
y=0

|IV-3.2-2) EXPRESION PARA LA TEMPERATURA EN X=1, CAPA 2.

fvaluando Tz(x,t) en x=1 y escribiéndeola en forma com-

pacta T2=T2(1l,t) se encuentra que

@ t1) .l )
23) To2 + Z (23+1) Go2,

sustituyendo (14) y (15) en la J.gualdad anterior y después

:

de distribuir las sumas de las j se tiene

B ol © ()+1)
T2=T°+Z'(Tj7![ Z(ai.a-i-Rx bl.i)} Got + ...
1=0

()+1)

.ot B2 z (2]+1) [ ;Z;bhl) Go1 ,

aplicando la identidad (B-1) del Apéndice B ,se encuentra

1)

T> = Ta + Z{ z ;7 (a1t + Rt ba,]-n)} Gol + ...

o dzl {3)
o e BZ Zo{ 120 W! bl,j-l} Gol v
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Y arreglando

© i
(v &
{ (a1, 3=t + R bi,5-1) + ...
oLy

—

1 (3)
a2
"e +BZZ (Zi+ )T bl,j-l} Gol.

i=0

entonces se escribe,

] [}
Tz = Ta + 2 az,) Goi (18)
i
con
), ) '
az,y = z ;—f!(al,_j—\ + Ri b'l._l'i) + B2 ‘(zf‘il_)!bllj‘i (18_1)
I=0

1=0

Tz corresponde a la temperatura en la capa 2 en funcioén

lineal de Got Yy sus derivadas temporales, esto es, del gra-

diente de la temperatura de la capa 1 evaluado en x=0.
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IV.3.2.3) EXPRESION PARA EL GRADIENTE DE LA TEMPERATURA EN

X=1, DE LA CAPA 2.

Para el gradiente de Tz2(x,t) evaluado en x=1 se tiene,

(@ F) © 3o
Gz—z(:ZJ 1), Toz+z “J : Go2,

sustituyendo Te2 ¥ Go2, dadas por (14) Yy (15), y sus

derivadas, y aplicando las identidades (A-1) y (A-4) del

Apéndice A se tiene,

(3)
GZ-Z{Z(Z )|(aljl+Rlb1jl)}Gol+...

'}

o J 1
ot B2 Z{ 2_%1—!- bl,j-l} Gol,
j=0 i=0

adelantando la segunda suma de j=0 a Jj=1, se escribe Gz

coma
Gz2= R2 bi,o Goi +Z{ z (2‘_1) i (ax,;-; 4+ R1 bl.j-l) sheenyire

; 1 (3
s o @ BZ-—- bx.jl} Go1,

con lo cual podemos expresar Gz de la siguiente forma:

»n

= z b2, Got (17)
150

con bz,j = z (2 1),(a1.1—: + Rt b1,3-1) + ...

3
1
oot B2) ¢ b1, (17-1)

i=0
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IV.3.3) Capa n.

Se ha expresado la temperatura y el gradiente en x=1,
como funcidn lineal de las derivadas temporales del gradien
te de la temperatura de la primera capa evaluada en x=0.

Ahora se generaliza a cualquier capa, tomando como base
los resultados anteriores.

De manera general la temperatura en la capa n se escri

be de la siguiente forma:

(1) 2 (2)

Ta{X,t) = Ton(t) + —22 Ton(t)x’ +—22 Tan(t)x'+....
2! 4!
& (1) 5 2 (2) 5
[ 5% Goh (b)) x| —22 Gon(t)x s ~Z2. Gonft) X 4. (18)
31 5!

con 0= x =1

con las propiedades siguientes:

Ta(0,t) = Ton (18-1)
axTn(X,t)I = Gon. (18—2)
x=0

IV-3.3.1) CONDICION FRONTERA EN X=0, DE LA CAPA N,

La condicidn frontera en x=0 es

Ko-
Ln_:axTn—l(X,t)l = ha-1[Tn(0,t) — Tn-1(1,t)] (19)

x=1

kn
= 10Tn (X, tlio (20)
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donde el lado izquierdo de (19) es valida para n>1 y
To(l,t)= Ta.Con ayuda de las propiedades (18-1) y (18-2) se
obtiene al igualar los lados derechos de (19) Yy (20)
Ton = Tn-1 + Rn-1 Gn-t (19-1)
con Rn-1 = kn-1/(Ln-1 hn-1) (19_2)
e igualando el lado izgquierdo de (19) con (20)
Gon = Bn Gn-1 (20-1)
donde Bn = (ILn/ILn-1) (Kn-1/kn} (20_2)

Generalizando (14) y (15) se tiene para la capa n,

@ (5
Ton =Ta +Z (an-1,) + Rn-1 bn-1,j )Go1, (21)
e
oy (3
Gon = Bn ) bn-1,) Got. (22)
150

Se definen las siguientes constantes con el fin de

tomar en cuenta la capa 1.

Para n=1
g1 =1 (23)
as,y = 0 para toda j (23-1)
bo,j = 8o} (23‘2)
Go = Go1 (23-3)
ko = ki (23-4)
Io = 1a (23‘5)
To = Ta (23-6)
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IV.3.3.2) EXPRESION PARA LA TEMPERATURA EN X=1, CAPA N,

fvaluando Ta(x,t), dada por (18), en x=1, Tn(l,t) se

escribe por

D) (H
sustituyendo Ton Y Gon en la igualdad anterior, Tn se trans-

forma en
oy ] @ (3+1)
1l oz
Th = Ta + JZOTZ—J-)—![ ‘Zo( an-1,1 + Rn-1 bn—1,1) Gol] + L.,

{]+1)
e an(23+l)|[ an—li Gol] 5

aplicando la identidad (B-1), del apéndice B, se encuentra,
3
después de factorizar Gei, que
)

Tn = Ta

an-1,4-1 + Rn-1 bn-1,3-1) + ...

v

] ] (3)
an
i X of R Bn;z —__(21+1)'b"1 ' 3= 1} Go1,

=0

definiendo 1la temperatura Tn de la siguiente forma, se

tiene

o] (1)
Th =Ta + z an, j Goi (24)
i=0

]
con an,) = z )'(an~1,j—l + Rn-1 bn—l,j-l) F e

J l
.--%+ Bn z (21+l)  bn-1, j-1 (24'1)
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IV-3.3-3) EXPRESION PARA EL ORADIENTE DE LA TEMPERATURA EN
X=1, cCAPA n

Para el gradiente de Tn(x,t),

evaluado en x=1 se
tiene,

© N ] 3 o0y
Z ' Ton +z —?——! Gon,

sustituyendo Ton y Gon, dadas por (14) y (15), y sus deri-

vadas, Yy aplicando las identidades (B-1) y (B-4) se tiene,

Go1 +

(S P]
Z{Z &k 1)|( an-1,3-1 + Ra-1 bn-,Jl)}

3¢l o BnJZ{ 2(2’)! bn—l.j-l} (é:u,

adelantando la segunda suma de J=0 a J=1,y agrupando se

consigue escribir Gn como

Gn = Bn bn-1,0 Go1 =+,..

J
o0

e Z{ z (21-1)|[a’°‘1d-| + Rn-1 bo-1,4-1)+. ..
J=18=1=1

i (SR
« o s + B?ZO_(—ZT!_ bn-l._]-l} GO’.'

con lo cual podemos expresar Gan de la siguiente forma:

® (P
Gn = Zobn,J Go1 (25)

i
con bn,j = o

(Ti—_l)l (an-l,j-i + Rn-% bn-l,j-i) + .
=1 -

J
1
o
e+ stBn z 2?) !bn-l,J-i
1=0

(25-1)
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IV.3-3-4) EXPRESION PARA LA TEMPERATURA Tn( X,t)

La temperatura Te(x,t) expresada por (18) se escribe
en funcion de Ton y Gen dadas por (21) y (22) de la siguien

te forma.

S anJ 2J!j) & al'lj 2]*1(1,
Tn(x,t) =jzo(2j)~' Ton +JZO(23+1)1 b 4 Gon, (26)

sustituyendo Ten y Gon, Yy aplicando (B-1),y después de

(50N
factorizar Ta y Got

© i
Tn(x,t) = Ta + Z{ (21)!x21(an—1.)—1 + Rn-i bn—l,j-i) + ims
t=0

. ai 2t +1 ¢ Ji
o e ﬁn‘Zo Wlx bn—l.J-l} GDI,

o de manera compacta

()
Tn(x,t) =Ta + ZFn 1(x) Go1, (26-1)

=0

donde:

Fn, j (X) Z © ),x (an-1.1—1 + Ro-1 bo-1,j-1) + ...

J 1
an 2

ceit Bn Z Zi ¥ Y a1, 5o (26-2)

Con la expresidén (26-1) se alcanza el objetiveo plantea
do de tener la temperatura de cada capa en funcidén de Gei Yy
sus derivadas temporales. Lo gque nos resta es solamente
definir de forma operacional esta ultima funcidén Goi1, para
lo cual se hara uso del balance de energia aplicado al

sistema formado por las N capas, en el siguiente tema.
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IV-4) BALANCE DE ENERGIA.

Conociendo el gradiente de la primera capa Goi1, se
tiene el flujo de calor hacia el medio frio.

Mediante el balance de energia aplicado al sistema
formado por las N capas, se logra expresar Go1 en funcién
lineal de sus derivadas temporales.

Denotando por én, el flujo de energia por unidad de

4drea y tiempo, se tjiene para la capa n, figura 2, que

. kn Kn
gn = E axTn(X,t)l = L_n Gn.

x=1

En la capa 1, cuando x=0 se tiene

('Io = ho ( Tot — Ta ) (27)
do = lﬁ 8xT1 (X, t) = % Got, (27-1)

Yy para x=1, en la capa N,

Qv = hx ( Tg - TN ) (28)

4

&N = % axTh(x,t) |= In GN, (28”1)
x=1

entonces, de la conservacion de la energia, se encuentra;

ho hi hn-1 hn hN-1 hN

DN capa m i
Ta 4 4
3 q
[} n

x=(x’-L’)/Ln I
*1.3.° Ln " LN

Figura 2.-En la figura én son los flujos de calor,
n-1
Yy L’=7 Lj.
J=1

N
q'N = pn ILan Cpn at<Tn(x,t)> + ‘.;0 (29)
=1

n
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donde <Tn(x,t)> es la temperatura promedioc de la capa n,

definida por
1
<Tn(x,t)> = ITn(x,t)dx. (30)
(o]

Sustituyendo en 1la definicién de la temperatura
promedio, (30), la expresicon de T(x,t) dada por (26), vy

despues de integrar, se obtiene

P ()
<Ta(X,t)> = Ta + ch.J Got, (31)
150
con Chn, | Z (21+1)'(an-1,1-1 + Rn-1 bn-1,J-1) +.
. 1
L | B Z (21+2),bn1 V3=t (31-1)
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, (3)
IV-5) EL GRADIENTE Gg; EN FUNCION DE G o7 CON J * O

Para encontrar Ge1 se sustituye & y §v, (27-1)

Y
(28-1), en (29) obteniéndose la siguiente expresion
0 (1)
Gol = Bo GN — —%}JZISJ Go1 } (32)
con Bo = —%% —%? (32'1)
N
S; = ZDn Cn, J-1 (32‘2)
n=1
Dn = pn Lo Cpn (32"3)

i e}
IV-6) T, EN FUNCION DE Ggq CON J * O,

Tn se encuentra dada por (24); donde aparece Gol,

para eliminarla se adelanta la suma de j=0 a j=1 y factori
(3

zando Got, después de sustituir Go1 dada por (32),

se tiene

Tn

o )

en,) Go1

) (33)

Li v
an,) = an,o ¥ ZDs Cs, }-1
s=1

=Ta + an,o Bo GN +

en,j) =

(33-1)

_24_



(3)
IV-7) EL GRADIENTE G, EN FUNCION DE Ggy CoN u * Q.

Sustituyendo (32) en la expresion para Ga, (25), se

tiene
® ())
Gn = bn,o Bo GN + z gn, } Goi (34)
j=1
I 3
con  gn,3 = bn,J — bno ¥ z Ds Cs, J-1 (34—1)

Las relaciones (33) y (34) forman el sistema lineal
de ecuaciones buscadas, donde para un tiempo t las incogni-
tas son las derivadas temporales de’ Gol.

Al tener N capas se calculan N temperaturas Ta y N gra
dientes Gn, en total 2N datos, que pueden ser por ejemplo,
las temperaturas y gradientes iniciales, obligando a
truncar las series y a tomar 2N términos de las series (33)
Yy (34), obteniéndose un sistema lineal con 2N incognitas.

lLas ecuaciones son

2N (1
) en) Get = Tn = Ta = ano Bo Gu (35)
151

2N (N

zgn,] Gol = Gn = Dbn,0 v GN (36)

551

donde n=1,..,N

Igualando el lado derecho de (28) con (28-1) se tiene

Gv=— = [Tg(t) - Tv]. (37)
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Con esto, la busqueda de la funcidén desconocida Goi,
gue depende del tiempo,se ha reducido a la solucion de un
sistema de ecuaciones lineales, donde las incégnitas son

1)
las derivadas temporales de ella o sea Goi(t).

(3)
Conocidas las Ge1, se calculan las temperaturas Tn y

los gradientes Gn iterandolos en el tiempo, esto es, de las
ecuaciones (24) y (25) se tiene al derivar con respecto al
tiempo y después de expresar las derivadas como diferencias
finitas, gque:

(3

2N
To(t+At)= Ta(t) + At z an,j-1 Go1(t) ,n=1..,N (38)
1=1

(3
bn,j-t Ger(t) ,n=1,..,N-1. (39)
1

2
Gn(t+At)= Gn(t) + At
J

Iz

En las ecuaciones anteriores, (38) y (39), se ha escrito la
variable tiempo gque se habia omitido hasta ahora, para
evitar confusiones.

El algoritmo que permite calcular las temperaturas y
gradientes mediante la iteracion, queda formado por las

ecuaciones (33), (34}, (35), (36) (36), (37), (38) y (39).
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Y.) CALCULO DE PARAMETROS.

Se hace un resumen de todos 1los parametros Yy
definiciones que a lo largo del desarrollo se formularon, y
se enlistan los datos para generarlos.

V.1) DATOS.
Para n=1,2,...,N
Ia, Cpn, pPn, ka y hn
V.2) DEFINICION DE TERMINOS
Para n=1,2,...,N
Kn=kn/ ( pn*Cps )
Dn=La*pn*Cpn
an=La/Kn
Rn=kn/ ( Lan*hn)
R=1/ho
Bo=(L1/Lxn) (kN/k1)
g1=1

Bi+1=(Lt+1 /T4 ) (Ki/Kki+1) con i= 1,2,..,N-1

V.3) INICIACION DE LOS COEFICIENTES.
Para j=0,1,2,...,2N
i) i}

a1 = Ro-%? 4
- YT T 3

(le dl"

. + <
(23-1)1 (23)
Para 1=0,1,2,...,73

bi.3 =Ro

Ao, j-1=0

bo, j-i1=8 Ji
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V.4) GENERACION DE LOS COEFICIENTES.
Para n=1,2,...,N
Para j=0,1,2,...,2N

Para i=0,1

' * % e 'j
fiab= mix(an-t.)—s + Rn-1 bn-1,3-1)

faab=8n an bn-1, -t

Sml={ 0 para 1
1 para i

] O para j
S°”—{ 1 para j#o

J
Z f1ab 4 _fzap )
4 (20T 7 21+ ¢
J
£ So,1 f1ab f2ab
b"'j—.z( @01 * o7 )
I fiab fzab
A Z( @+t ey )
N
SJ=ZDn Cn, -1
n=1

Para n=1,2""IN

Para 3=0,1,...,2N

N
feg=Li/ki) Ds Cs,1-1

g=1

en,j=So0,) {an,] ~ an,o feg}

gn, j=So, } {bnaj = bn,e feg}
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Yi.) ALGORITMO GENERAL.

Fl1 siguiente algoritmo general permite calcular, Ppor
iteracion en el tiempo, las temperaturas Tn(t) y los gra-
dientes Gn(t) a partir de las condiciones iniciales.

VI.0.) Datos

a) los parametros del capitulo V.
b) Ta

c) Tg(t)

VI.0.1-) CONDICIONES INICIALES.
Tn(0) , n=1,2,..,N
Gn(0) , n=1,2,...,N-1
GN(O) = [Tq(0) — TN(O)]/Rn
VI. 3.) SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES.
Conocidas las temperaturas Tn(t) y los gradientes
Gn(t) al tiempo t, se resuelve el siguiente sistema 1li

neal de ecuaciones, formado por (35) y (36).

2N (5
Y e,y Gor(t) = Tn(t) - ano Bo GN(t) - Ta
J=1

2N 5
Y gn3 Got(t) = Ga(t) = bn,e Bo GN(t)
J=1

VI.4) TERACION DE LA TEMPERATURA T_ Y EL GRADIENTE G,

1y (2) {2}
Con el vector solucidén (Gei, Get, ..., Go1), obteni

do del sistema de ecuaciones lineal anterior, se calcu
lan Tn(t+At) y Gn(t+At) al tiempo t+At, donde At es el
incremento en el tiempo, mediante las ecuaciones (38) y
(39).
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2N ())

Tn(t+At)=Ta(t) + AtZan,;-x Gor(t) , n=1,2,...,N
)=1
2N t1)

Gr(t+At)=Cn(t) + At Z bn,j-t Go1(t) , n=1,2,...,N-1
151

VI.5) CALCULO DEL GRADIENTE G,
Usando Ta(t+At) se calcula GN(t+At) dada por (28):

GN(t+At)=[Tg(t+At)-Tn(t+At)] /Rx

VI.6) [TERACION DEL GRADIENTE G,

Mediante los valores de Gi(t) y el vector solucidn

se calcula Goi(t), dada por la ecuacién (32), al tiem-

po t.

2N t))
Got (t)= Bo GN(t) - —i‘—: Y Sy Gei(t)
1=

VI.7) CALCULO DE LA TEMPERATURA T,
De la ecuacion (19-1) se tiene para n=1:
To1 (t+At) = T2 + Re Go1(t+AL)

Y para n=2,..,N
Ton{t+At) = Th-1(t+At) + Rn-1 Gn-1(t+At)

VI.8) REPETICION DEL CICLO.

cocn las temperaturas Ta(t+At) y los gradientes

Gn(t+At) se calcula el nuevo vector solucidn

(1) (2) (2N)
(Got, Gol, ..., Got), repitiendo en cascada los inci-

sos correspondientes, hasta obtenerse el estado estacio
nario.
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El siguiente diagrama resume lo anterior.

[ Datos |

| Coeficientes |

| Selucion del sistema lineal |
w

| Iteracién |
2

Si

Del diagrama se tiene, que si se resuelve el sistema de
ecuaciones lineales, se reduce el tiempo de coémputo
proporcionalmente al numero de operaciones realisadas por
el métodc de Gauss-Jordan. En el siguiente tema se encuen-
tra el esquema para iterar la temperatura y el gradiente de
ésta resolviendo el sistema de ecuaciocnes lineal
algebraicamente para un caso particular, puestoc que no

es generalizable.
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VIll. ALGORITMO PARTICULAR.

Cuando se resuelve el sistema de ecuaciones lineal
(35) y (36) algebraicamente, el tiempo de cémputo para cal-
cular la temperatura se reduce notablemente, siendo menor
que el tiempo consumido por la solucidén analitica.

En el caso particular de tener dos capas en contacto
térmico perfecto., con Ta = 0 y T¢ constante, se obtiene de
la ecuacion (24):

4 €3

¥ an,J Go1 = Ty = an,oCo1 (40)
3=1

y de la ecuacion (25)

4 €])
Y bn,j Got
3=1

Gn = On,oGo1 (41)

conn=1,2.

(3
Las soluciones Go1, obtenidas de (40) y (41), Qque son

funciones lineales de Ti, T2, Ge1, Gi1 y Gz, se sustituyen
en la ecuacidn de la temperatura del paso VI.4 del algorit-

mo, obteniéndose:

Tn(t+At)= Ta(t) + At{ De,1*Ti(t) + Dn,2#T2(t) +...

«++ Dn,3%*Goi () + Dn,4*Gi1{t) + Dn,s*Gz2(t)} (42)

donde Dn,1 son constantes dependiendo de los materiales.
De (41) se obtienen dos ecuaciones donde se sustituyen
(1)
las soluciones Goi1, obteniéndose dos relaciones lineales:

Gi= f£31{T1,T2,Go1,G2) y Gz= f£2(T1,T2,Go1,G1)
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que, al eliminar Gi1 de ambas se obtiene:

Goi= D3,1%T1 4+ D3,2%T2 + D3,3*G2 (43)
y al eliminar Ge1:

Git= Ds4,1*T1 + Ds,2%T2 + Da,3*G2. (44)

Como las expresicnes (43) y (44) son validas para todo
tiempo, se usaran para encontrar Get Y Gi1 al tiempo t+At

como sigue:

Got (E+At)= Da3,1*T1(t+At) + Dz, 2*T2(t+At) +...

«e. + D3,3*%Gz2(t+AtL) (45)

Gi(t+At)= D4,1*T1(t+ALt) + Da,2*T2(t+At) +...

... D4,3*Gz(t+At) (46)
donde Gz esta dada por
G2 (t+At)= he*lex( Tg - Tz2(t+At))/ ka (47)

Al iterar las ecuaciones dadas por (42) se obtienen
las temperaturas al tiempo t + At, con estos datos se
encuentran Goi, Gi1 y Gz,ecuaciones (45), (46) y (47), al

tiempo t + At. El1 siguiente diagrama resume lo anterior:
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| Datos |

h 4

[ Coeficientes |

A 4

[ Iteracion |
1

A
Yo d Termina\\

5 .

o

Y S1i

Fin

El tiempo de cémputo requerido por este algoritmo que
llamaremos algoritmo particular, resulta ser menor gque el
empleado por la solucién analitica, obtenida de la ecuacion
diferencial parcial de Fourier, cuando ambas se usan en el
mismo problema. Si 1llamamos to al tiempo de cémputo
consumido por el algoritmo particular, el tiempo empleado
por la solucién analitica resulta ser de 4 veces to y 8

veces to cuando se usa el algoritmo general.

El algoritmo particular fue usadc c¢omo parte de un
programa global gque simula el proceso de reduccion del
mineral de hierro [3]. Los datos arrojados por el simulador
fueron compatibles con los datos recopilados en planta

validandose con esto este trabajo.
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VIll.) SOLUCION APROXIMADA VS SOLUCION ANAL iTICA.

Para valorar el error debido al truncamiento de las se
ries que expresan la temperatura y el gradiente, ecuaciones
(33) Yy (34), se comparan los conjuntos de puntos encontra-
dos con la solucién aproximada con los puntos correspondien
tes obtenidos con la scolucién analitica para dos casos par-
ticulares, dados en los apéndices C y D.

Se usaran dos criterios para calcular el error en 1la
temperatura aproximada con respecto a la exacta.

a) .- El error estandar [4] expresado por la siguien

te férmula:

N 2
L( Ter — Tai)
i=1

S= (48)
N - 1

donde Tei y Tat: son las temperaturas exacta y aprox
imada, y N el numero de datos.

b) .- El1 error relativo [5] promedic en porciento

definide por:

Teée: Tal|100% (49)

donde las barras indican valor absoluto.

Con el error tipico estadar se obtiene una desvia-

cién con respecto a la solucion exacta expresada en °c.
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Con el error relativo se obtiene el promedio de la
diferencia entre ambas temperaturas comparada con la tempe-
ratura exacta.

Los datos usados para probar el algoritmo se encuentra
en el apéndice E y corresponden al concreto aislante VSL-50
y al concreto refractario KX-99 ambos materiales industria

les.

VIl.1 PRIMER CASO.

Como primer caso se usaran dos capas, figqura 3, la pri-
mera serda el aislante vy la segunda el refractario. Las gra-

ficas se obtienen a partir de las siquientes condiciones:

i).— Las conductividades térmicas se consideran
constantes.

ii)-- Entre las capas se tiene contacto térmico per
fecto.

iii).- Las temperaturas Ta y Tg(t) se mantienen
constantes e iguales a cero y novecientos grados
centigrados respectivamente. El1 coeficiente de
transferencia de energia calorifica he entre el me-
dio ambiente y la cara de la primera capa, depende
por un lado, de la temperatura, velocidad y propie-
dades del fluido [6], Yy por otra, de la forma, ru-
gosidad y temperatura de la superficie, por lo que

se ha tomado como infinito para simplificar 1los
calculos. El valor del coeficiente de transferencia
de calor entre la cara del refractario y el fluido
que la calienta se toma de 200 W/mEK, por ser el
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valor promedio usado en el reactor donde se simulod

la reduccion del mineral de hierro.

iv ), ~ Los espesores del aislante y del refractario
se denotan por La Yy Lr respectivamente.

Como escala del tiempo se usara el nuimero adimensional
de Fourier denotado por Fo y definido como
Fo=K t/L° (50)
donde t es el tiempo en segundos, X es la difusividad térmi
ca definida por

K=k /(p Cp)

y L siendo una longitud. Para comparar los valores de la
temperatura y flujos de calor encontrados usando el algorit
mo y las soluciones analiticas de los apéndices C y D, Fo
estard definido por la difusividad térmica del refractario
Yy L por el espesor de la pared compuesta. Con los datos del

apéndice E se obtiene la siguiente equivalencia:

Fo=0.01 eguivale a t= 609.54 seg= 10.15 min= 0.1692hr.

VII.1.1.- TEMPERATURA APROXIMADA VS ANALITICA.

A continuacidn se presentan las primeras tres figuras
mostrando en cada una de ellas la grafica de la temperatu-
ra aproximada y exacta contra el nimero Fo. Ademas se
acompahan con sus correspondientes tablas las cuales nmues-

tran los errores encontrados al comparar ambas curvas.
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VIl.1.1.A.- Dos cAPAs.

Las capas estan formadas por los materiales mencio-
nados arriba y la figura 3 ilustra el arreglo. Con dos ca
pas se tienen cuatro ecuaciones con cuatro incégnitas con
lo cual la temperatura y el gradiente dados por (38) y (39)
se expresan por cuatro términos de la sumatoria, mas un tér

mino adicional que es el dato calculado anteriormente.

1:10 hi ho
Tz
Ta l ) Tq (t)
+ 4, o+ a,
e —
Ia L2

Figura 3.- Dos capas en contacto térmico perfec-
to con Li=Lla y Le=Lr.

En la figura 3, T2 representa la temperatura en la su-
perficie del refractario en contacto con el fluide que la
calienta. Los flujos de calor por unidad de area y unicad
de tiempo, a través de las superficies en contacto con el
medico frio y el medio caliente, se representan por <';° y qz
respectivamente.,

En la figura 4 se muestran las graficas de las tempera-
turas Tz2. En la tabla 4 se encuentran los errores de la

curva aproximada por intervalos.
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Figura 4.- Grafica de la temperatura Tz en funcion del

tiempo.

TABLA 4

intervalo Error Error

AFo estandar relativo

0.01 - 0.03) 47.5 °C 4.58 %
0.04 - 0.25| 4.0 °C 0.33 &
0.26 - 0.33 1.7 %e 0.20 %
0.34 - 1.0 0.3 °c 0.02 %

De la tabla 4 se tiene que al principio cuando se empie
za a calentar la pared, la temperatura aproximada tiene una
desviacién de 47°C con respecto a la analitica con un error

relativo de 4.5% que es aceptable.
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VII.1.1.B.- TRES CAPAS.

Con el propdsito de disminuir el error entre ambas cur-

vas, se tomard cualquiera de los dos materiales como dos

capas de igual espesor, teniéndose de esta forma un arreglo

de tres capas.

VII.1.1.B.1.- EL AISLANTE DIVIDIDO EN DOS CAPAS.

Cuando en el aislante formamos dos capas de espesores

La/2 cada una, y se mantiene el refractario como una sola

capa de espesor Lr, figura 5, las expresiones (38) y (39)

contribuyen con seis términos en la sumatoria, mas el dato
anterior.

l:lo 1}1 1.]2 1213

T3 | et

Figura 5.- Tres capas en contacto térmico perfec

to con Li=L2=Ia/2 y La=Lr.

En la figura 6 se muestran las graficas de las tempera-

turas T3, aproximada y analitica, y en la tabla 6 los

errores entre ambas por intervalos de Feo.

_40_



<}
c
00 —m——rnr

T 800 / \ Solucion usando el aigoritmo
E / Solucio'n anal"tica
)

M
=

600
E
R
A
T 4001
U
R
A 200

O B =i AL 1 1 1 ! 2.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Fo (Numero de Fourier)

Figura 6.~ Graficas de las temperaturas aproximada Yy
exacta T3 cuando en el aislante se forman dos

capas.
TABLA 6.
1intervaloe Error Error
AFo estandar relativo

°

0.01 - 0.03| 16.60 °C 0.91 %
0.04 - 0.25| 2.52 °c 0.27 %
0.26 - 0.33| 0.25 °C 0.07 %
0.34 - 1.0 0.05 °C 0.002 %

[}

En la tabla 6 se observa que, al aumentar el numero de
términos en las sumas que expresan a las temperaturas, ecua

cioén, (38) el error correspondiente al primer intervalo
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disminuye notablemente.
La otra posibilidad de dividir al refractario en dos ca

pas de iqual espesor.

Vil.1.1.B.2.- EL REFRACTARIO DIVIDIDO EN DOS CAPAS.

Se forman tres capas cuando se considera el aislante
como una sola capa de espesor L., y el refractario forma
dos capas de espesor Lr/2 cada una.

La figura 7 muestra una curva donde se sobreponen la
grafica de la temperatura exacta y aproximada Ta. La tabla
7 contiene la informacidén de los errores producidos por in-
tervalo AFo. Se observa en la tabla la disminucién notable
del error en el primer intervalo de tiempo, esto se debe a
gue, los términos de la sumatoria de la ecuacidn (38) con-
tribuyen en forma diferente por efecto de los datos de la
sequnda capa, siendo los drdenes de magnitud mayores cuan
do la segunda capa pertenece al refractario.

De las tablas 4, 6, y 7, se tiene que la temperatura
encontrada mediante el algoritmo para tiempos equivalentes
a 0.01 de Fo (10.15min) en adelante, el error encontrado al
comparar las curvas es menor del 5%, siendo una buena apro-

Ximacion.
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Figura 7.~ Graficas de las temperaturas aproximada Yy

exacta T3 cuando en el refractario se forman

dos capas.
TABLA 7

intervalo Error Error
AFo estandar relativo

0.01 - 0.03 0.60 °C 0.07 %

0.04 - 0.25 0.19 °C 0.01 %

0.26 - 0.33 0.08 °C 0.003 %

0.34 - 1.0 0.05 °cC 0.0002 %
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VIll.1.2.- FLUJO DE CALOR APROXIMADO VS FLUJO EXACTO.

En este puntc se presentan los flujos de calor a traves
de las superficies externas del aislante y refractario,
junto con las tablas que agrupan los errores encentrados al

comparar el flujo aproximado con el exacto.

VII.1.2.A.- GRAFICAS DEL FLUJO 4,

Paralelamente con los perfiles de las temperaturas cal-
culadas y mostradas en las figuras anteriores, en las figu-
ras siguientes se grafica el flujo de energia calorifica
por unidad de area y unidad de tiewmpo, éo.

En la figura 4.a, se muestran las grdaficas de éo, vy la
tabla 4.a, los errores encontrados al comparar ambas curvas
cuando se tienen dos capas.

La figura é6.a, muestra las graficas de 1los flujos
exacto y aproximado cuando se tiene dos capas en el ais-
lante y una en el refractario, donde a partir de 0.17 de Fo
el error encontrado es menor del 10%.

Y por udltimo, en la figura 7.a, se tiene la grafica de
éo cuando se tiene una capa en el aislante y dos en el re-

fractario.
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Figura 4.a.- Flujo calorifico de la solucioén analiti-
tica y aproximada t'zoen la cara exterior del
aislante, cuando se tiene dos capas.

TABLA 4.a 2
W /m
intervalo Error Error
AFo estandar relativo
0.01 - 0.03 1428 3667474%
0.04 - 0.1 363 7411%
0.11 - 0.25 304 39%
0.26 - 0.33 172 10%
0.34 ~ 1.0 35 1%
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Figura 6.a.- Graficas del flujo calorifico usando 1la
solucion analitica y aproximada 1';0, cuando

se tiene dos capa en el aislante y una en el

refractario.
TABLA 6.a W /m2
intervalo Error Error
AFo estandar relativo
0.01 - 0.03 102.7 243615%
0.04 - 0.1 43.0 96.5%
0.11 - 0.25 65.8 8.9%
0.26 - 0.33 19.7 1.1%
0.34 ~ 1.0 3.1 0.1%
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Figura 7.a.- Graficas del flujo exacto y aproximado éo,

cuando se tiene dos capas en el refractario

Y una en el aislante.

TABLA 7.a W /mz
intervalo Error Error
AFo estandar relativo
0.01 - 0.03 6138.1 309548%
Q.04 - 0.1 170.1 4014%
0.11 - 0.25 81.7 10.6%
0.26 i 0033 43-2 2'0%
0.34 - 1.0 8.5 0.2%
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De las tablas 4.a, 6.a y 7.a se tiene que en el inter-
vale 0= Fo =0.11 se detectan grandes errores en el flujo
aproximado debido a la oscilacidén que sufre por la falta de
caonvergencia de la serie (32) cuando se trunca a 2N térmi-—
nos. Los flujos de calor para Fo menores gque 0.11 no podran
ser usados como datos, ademas este flujo no es de importan-
cia como lo es el flujo de calor establecido entre la super
rficie fria del refractario y el gas caliente, que es el

siguiente punto a tratar.
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VIIl.1.2.B.- GRAFICAS DEL FLUJO &, Y 4,

El flujo de energia calorifica entre el gas caliente y
la superficie fria del refractario, es de importancia debi-
do a que, esta energia no es aprovechable si es que debe
usarse para activar procesos, como el de la reduccidén direc
ta, mediante ella.

Las graficas de éz ¥ és se muestran en las siguientes
figuras.

La figura 4.b muestra la grafica del flujo g, en la ca-
ra externa del refractario, cuando se tienen dos capas.

La figura 6.b tiene las graficas del flujo é% cuando se
tiene tres capas, dos en el aislante y una en el refracta-
rio.

Y en la ultira figura 7.b, se encuentran las graficas
de és, cuando se tienen tres capas, una en el aislante y

dos en el refractario.
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Figura 4.b .- Grafica del flujo de calor exacto y
aproximado c';?, a través de la superficie del
refractario en contacto con el gas caliente,
cuando se tienen dos capas.

TABLA 4.b W /mz
intervalo Error Error
AFo estandar relativo
0.0 - 0.03 9514 20.7%
0.04 - 0.25 801 9.5%
0.26 = 0.33 341 8.6%
0.34 - 1.0 57 1.6%
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Figura 6.b .- Grafica del flujo de calor exacto vy
aproximado 4';3, a traves de la superficie
del refractarioc en contactc con el gas ca-
liente, en el caso de tener dos capas en el
aislante y una en el refractario.

TABLA 6.b W/mz
intervalo Error Error
AFo estandar relativo
0.01 - 0.03 3320 4.8%
0.04 - 0.25 550 5.3%
0.26 — 0.33 149 3.8%
0.34 - 1.0 64 2.8%
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Figura 7.b .- Grafica del flujo de calor exacto vy
aproximado 53, a través de la superficie
externa del refractarioc en el caso de tener

una capa en el aislante y dos en el refrac-

tario.
TABLA 7.b W/m2
intervalo Error Error
AFo estandar relativo
0.01 - 0,03 121.0 0.3%
0.04 - 0.25 39.0 0.2%
0.26 - 0.33 Z:7 0.1%
0.34 - 1.0 1.6 0.04%
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Los flujos mas criticos se encuentran para Fo menor de
0.04 en la tabla 4.b gue corresponden a 512, Yy para é:; los
flujos criticos corresponden a Fo menor de 0.01, estac es,
después de 10 minutos de operacién los datos son confia-
bles; esto es debido a que las flujos heredan la estabili-
dad de las temperaturas por estar definideos por la ecuacidn

(28) .
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VII.2.- SEGUNDO CASO.

Cuando es necesario tomar en cuenta los cambios de la
conductividad térmica con la temperatura, la ecuacidn
diferencial parcial de Fourier pasa a ser no lineal, con lo
cual, la solucidn analitica se vuelve dificil o imposible
de encontrar.

Con el algoritmo es posible dar una solucién aproximada
cuandc se toma en cuenta los cambios en la conductividad
térmica, por intervalos de temeratura pre-definidos.

Las graficas gque se presentan corresponden al caso de
tener dos materiales en contacto térmico: a) el aislante,
en el cual se mantiene constante la conductividad térmica,
y b) el refractarioc donde se camnbia la conductividad con la
temperatura; la tabla del apéndice E contiene los interva-
los de la temperatura y los valores de la conductividad teér
mica usados para encontrar las graficas que a continuacién
se presentan.

Por no contarse c¢on la solucidn analitica en este caso,
en la figura 8 se grafican las temperaturas Tz aproximadas
cuando la conductividad térmica cambia con la temperatura y
por otro lado, cuande se mantiene constante. En la tabla 8
se muestran los errores encontrados al comparar ambas tempe
raturas, observandose que no afecta, en este caso particu-
lar, mantener constante la conductividad térmica del refrac

tario.
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Figura 8.-Grafica de las temperaturas Tz, cuando se

mantiene constante la conductividad térmica
del refractario y cuando ésta cambia con la
temperatura. La conductividad del aislante se
mantiene constante

TABLA 8,
intervalo Error Exrror
AF¥o estandar relativo
0.0 - 0.02| 16.8 °C 4.12 %
0.02 - 1.0 2.3 °C 0.18 3%
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Figura 8.a.-Flujos de calor &o en dos capas cuando la
conductividad del refractariec cambia con 1la
temperatura.

TABLA 8.a W /mz
‘intervalo Error Error
AFo estandar relativo
0.0 - 0.02 8314 213%
0.03 - 0.09 889 142%
0.1 -~ 0.4 261 20%
0.41 - 1.0 21 0.9%

Los flujos de calor se presentaron en las figuras 8.a y
8.b, se observa que el flujo de calor hacia la pared del
refractario en contacto con el medio caliente, tiene

Comportamiento aceptable.
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Figura 8.b.-Flujos de calor éz en dos capas cuando la

conductividad del refractarioco cambia con 1la
temperatura.
TABLA 8.Db W /mz
intervalo Errorxr Error
AFo estdndar relativo
0.0 = 0.02 3362 6,.9%
0.03 = 0.09 828 3.9%
0.1 = 0.4 736 12.2%
0.41 - 1.0 102 3.8%
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VIN.3.-TERCER CASO.

Cuando la temperatura Ts(t) cambia con el tiempo, la
solucion analitica se encuentra usando Green.

La solucion mediante la funcidén Green, cuando se tiene
un solo material se encuentra en el apéndice C.

Como tercer caso se considera que la temperatura Tg(t)
cambia con el tiempo linealmente, esto es Tg(t)= -0.01t+900

y el material usado es el refractario, en el cual se forman

dos capas con conductividad térmica constante.

En la figura 9, se muestran las graficas de las tempe-
raturas, y en la tabla 9 se agrupan los errores como resul-
tade al comparar las dos curvas.

ILa figura 9.a se muestran las graficas de los flujos
analitico y el aproximado mediante el algoritmo en la cara
en contacto con el medio caliente.

De las tablas 9 y 9.a se observa que el error relativo
promedio es menor del 10% , teniéndose una buena aproxima-

cién tanto en las temperaturas como en el flujo de calor.

- 98 -



>PYCAHAP>»IMUVIMH

900 -

800

800 - ,

Temperatura analitica
Yy
400 Temperatura aproximada
200
o i | 1 ks 1 1 o 1 1 1
(0] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Fo (Numero de Fourier)

Figura 9.- Grafica de la temperatura cuando Tg(t) cam-
bia linealmente con el tiempe y se tiene el

refractario como unico material.

TABLA 9.
intervalo Error Error
AFo estandar relativo
0.0l - 0,03 27.0 %¢ 0.47 %
0.04 - 0.22] 3.6 °C 0.44 %
0.23 - 0.51| 2.8 °c 0.39 %
0.52 - 1.0 1.1 °c 0.25 %
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Figura 9.a.~ Grafica de los flujos de calor a través de
la cara en contacto con el medio caliente cuanp
do 1la temperatura Tg(t) cambia 1linealmente
con el tiempo.

TABLA 9.a W/m2
intervalo Error Error
AFo estandar relativo
0.01 - 0.03] 5349.0 2.63 %
0.04 - 0.22 660.7 7.15 %
0.23 - 0.51 488 .5 9.67 %
0.52 - 1.0 163.9 7.40 %
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IX.) CONCLUSIONES.

La forma empleada en el calculo de la temperatura y
del flujo de calor usando el algoritmo encontrado, presenta
las siguientes caracteristicas :

1. Calcula la temperatura y el flujo de calor a
través de una pared formada por N capas, en el
estado transitorio.

2. Acepta cambios en la conductividad térmica, por
intervalos de temperaturas, cuando sea funcion de
ésta. Esto se logra actualizando los parametros con
el nuevo valor de 1la conductividad térmica, e
iniciar el algoritmo con las udltimas temperaturas y
gradientes calculados con el anterior valor de la
conductividad térmica.

3. Toma en cuenta los cambios de la temperatura del
medio gque calienta al sdlido, cuando ésta sea
funcion del tiempo.

El algoritmo general presenta las sigulentes ventajas
con respecto a la sclucién analitica de la ecuacion de
Fourier:

1. No requiere eigenvalores, evitando el calculo
de estos.

2. Acepta cambios en la conductividad termica con
la temperatura sin tener que resclver una ecuacion
diferencial parcial no lineal.

3. Evita resclver la ecuacién diferencial parcial

de Fourier de forma general para N capas.
4.-Evita resolver la funcién de Green para N capas.

5. Es sencillo de programar y de instalar en otros

programas gue lo necesiten.
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5. Es sencillo de programar y de instalar en otros
programas que lo necesiten.
Las desventajas son:

1. El1 tiempo de cdmputo es mayor que el de 1la
solucién analitica.

2. Se obtienen buenocs valores aproximados de 1la
temperatura y del flujo de calor entre el gas

caliente y la pared fria en contacto con el gas.

El algoritmo particular que se obtiene para un nimero
fijo de capas, tiene las siguientes ventajas frente a la so
lucion analitica:

1. Todas las anteriores del algoritmo general, pero
con N fija.

2. El1 tiempo de cdmpute es menor, en igualdad de
circunstancias, que el empleado por €l algoritmo ge
neral o por la solucion analitica. Esto se debe, a
gque no requiere la solucidn del sistema de ecuacio-
nes lineales.

Tiene las siguientes desventajas:
1. No es generalizable.

2. Se obtienen valores aproximados de la tempera-
tura y del flujo de calor.

El algoritmo particular, por su rapidez de calculo, se
implementéd en un programa global gue simula el proceso de
reduccidén del mineral de hierro., Los resultados tedricos
obtenidos mediante el simulador, concordaron con 1los
recopilados en planta, validandose de esta forma la metodo

legia de la simulacion y con ésto el algoritmo para calcu-
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lar la temperatura y el flujo de calor.

Los errores relativos promedios de las temperaturas
aproximadas, calculadas usando el algoritmo, fueron mencres
del 10%.

Con respecto al flujo de calor que sale de la pared,
debido a la falta de convergencia de la serie (32), éste
manifiesta oscilaciones produciendo grandes errores al
principio, haciéndose mas estable conforme la variable tiem
po aumenta. El1 flujo de entrada dado por la ecuacidn (37)
es mds estable produciendo errores aceptables a partir de

0.01 del numero de Fourier en general.
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APENDICE A. DEMOSTRACION DE LA CONVERGENCIA.

Fn el tema V.2) Criterio de convergencia se afirma que

ol x2 al xZ son
(2n+1) (2n+2) Y  {zn+2) (2n+3)

menores que la unidad para n>r. En este apeéndice fundamen-

las expresiones

taremos lo anterior.

. at 2
Primero demostraremos que (Zn+1) (2n+2) x° < 1 para
n>ri.
ot 2 13
(Zn+1) (2n+2) ¥ = (ans1) (2n¥3) <% PO ser x =1
de donde —%l <n+ (—%— n+2) , por ser ai Yy n >0
Al graficar las funcicnes f(x)=x2 Y
g(x) = ,%,x + 2 se aprecia que g(n)<f(n) para n>2,
- g‘ <0+ (—%— n + 2) < 2n°, para n>2
arT
> n> 5
llamando a ri=max{2, /—E%— L, se tiene gue
(28} 2 .
(2n¥1) (3n+2) X < 1, si1 n>ri.
” ‘ (087 2
De igual forma se obtiene para (Zn+2) (2nF3y X que
> x° <1 si n>rz donde ra=m x{3 et
(2n+2) (2n+3) il g I

ot 2 [+ &1 2 .
r
(2n+1) (2n+2) 'l g (2n+2) (2n+3) X <1 si n>t.

con r=max{ri,rz2j

Por tanto

L.Q.D.
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APENDICE B. DEMOSTRACION DE LAS IDENTIDADES.

jzoaJ{Lzobi ci+j} = jzocj{zoat bj-1} (B-1)
- Lot Lo =

zaj{ ibn cyh

i
i~-18
&
G
118

bi-y c1} (B-3)

- JZCJ{ ‘Zlal bj-1} (B-4]

Demostracion de (B-1)

o) 2]
Zaj{ Zbl citj} =ao(bo Co + bt ©1 + bz c2 + ..) +
1=0 i=0

+ at(bo c1 + b1 c2 + b2 c3 + ..)

+

+az(bo c2 + b1 ¢33 + b2 ca + .,) .

+ etc.
agrupando y factorizando las c’® se tiene

iaj{ibi ciy} = ic:«{ta: bj-1 }
J=o i=a J=o i

=0

Demostracién de (B-2)

o

=] o
Zaj{zbi I+t b =Zaj{ be cj + b1 cja + b2 cp2 + ...}
=0 1=0 j=o

) «©
= Zaj{ Zbl—j c1

(B-3) y (B-4) se demuestran de forma similar.
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APENDICE C- SOLUCION ANAL ITICA PARA EL CASO DE DOS CAPAS.

Dos sélidos homogéneos e 1sotrdpicos, semi-infinitos de
espesores Ii: y 12 en contacto térmico, se encuentran ini-

cialmente a la temperatura Ta. Los coeficientes de transfe-

rencia de calor son; ho en x‘=0, hi1 entre ambos y hz en

x'=L1 + L2. La temperatura en x'<<0 es Ta y en x‘>>In + L2

es Tg, Figura C.

po h1 h2

Ta écapu lgcapa 2 Tg
et
A s Las -l

Figura C.- Dos solidos en contacto térmico.

Denotando la temperatura del sodlide 1 por Ti(x’',t) vy
para el solido 2 por Tz(x‘,t). La solucidn se escribe como
Ti({x’',t)=Teir(x’)+Tu({x’' ,t) para 0s x’ = I
Te{x',t)=Te2(x")+Tt2(x’,t) para Lis x' = L2
donde Tei(x’) es la temperatura estacionaria y Tu(x',t) la

temperatura transitoria.
Mediante el siguiente cambio de variable x=x’/L para el
s6lido 1 y x=(x’'-L1)/L, donde L=Li+l2; para el sdlido 2,

se

escriben las temperaturas cono
Ti1(x,t)=Ter(x)+Tu(x,t) para 0= ¥ = Li/L

T2(x,t)=Tez(x)+Tt2(x,t) para 0 = x = IL2/L
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C.1) EsTADO ESTACIONARIO.

Fcuacién de Fourier

8x°Te (X )=0

1.- CONDICIONES FRONTERA.

a).-

b) .-

SOLUCION.

donde

(ki/L) &xTei(x)| = ho(Te (¥)-Ta) |

X=9

xX=o

(k1/L) 8xTer(x)| = (kz/L) oxTea(x) |

x=Lis/L . X =0

= hi1(Tez2(x) |-Te1(x) )
X=0 x=L1sL

(k2/L) 9xTez(x) | = hz2(Tq-Tea(x)) |

x=L2/L x=L2/L
Tet (¥)=a1+b1 x r 0= X 5 In/L
Te2{X)=aztbz x » 0= X s T2/L

a1 = Ta + (Teg-Ta) 7 Ro
az = Ta + (Tg=Ta) ¥ {Ro + R1+ Li/L)
b1 = (Tg - Ta) 7
bz = (Tg - Ta) ¥ ki/k2

¥ = 1/( (Ri+La/L) + (Retlz/L) ki/kz + Ro)

Ro = Ki/(ho L)
Rt = Ki1/(h1 L)
Rz = k2/(hz L)
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C.2) ESTADO TRANSITORIO.
Fcuacion de Fourier
2
K T (x, t)=pype (x,t)

1.~ CONDICIONES FRONTERA.

a).- (k1/L) MTEL(X,t) | = ho 1 (x t). ]
by .- (kKi/L)  3xTti(x,t)| < (ka/L)  axTta(x,t) |
X=L1, ’

X=0

=h1(Tez(x,t) | - Te1(x,t) |)
X=9 x=L1i/L
c).- (RZ/L) athz(x,t)| = - he TLZ(X,t))I
x=LasL x=L2/L

2.~ CONDICION INICIAL.
d).- Te(x,0) = Ta - Te(x) ,

para x e [0,L1/L] v [0,L2/L]

SOLUCION.
o]

Tu (x,t)=?r(Tg—Ta)zAn gin(x) Exp(-X2 t af /L?) ,0 = x = Li/L
n=1
©

Tea(x,t)=y (Tg-—Ta)ZAn gan(x) EXP(-KZ t o /LZ) aOTE % LAl

n=1

con
gin(x) = Sen(anV K2/KT x) + Bn Cos(anV Kz/KT x)
g2n{X) =Ca Sen(an x) + Dn Cos(an Xx)
Bn = Ro an vV K2/K1
Cn = (ki/k2)V Kz/K1 | Cos{an Li/L vV Kz/KT ) -..
= Ro an V' Kz/K7T Sen(an L1/L VvV Kz/K1 )}

-88..



Dn = an vV K2/KT (Re + Ri1) C€OS(an Li/L V K3/K7 )+..
-++ [1-Ro R1] (aoV K2/X7)?] Sen(an Li/LV Ks/KT )

An = 2 (N1 + Nz)/(D: + D2)
Nt = F1 Cos(an Li/LV Rz/K! ) + Fz Sen(an Li/IV R/RT ) + Fs
Nz = A{Fs Cog(an L2/L) + Fs Sen(an L2/L) + Fe}
Di = F7 Sen(2on Ia/Ly Kz/KT) + Fs Cos(2an Li/IV R2/KT) + Fe
Dz = y{Fio Sen(2anl2/L) + F11 Cos(2anl2/L) + Fiz}
F1 = Ro +L1/L - Bn/{(an Vv Kz/K1 )
F2 = ~(Ro + Li/L )Bn - 1/(ca vV K2/RT )
F3 = =Ro + Bn/(on V Kz/K1 )
Fs = V Kz/Ki{[Re + Ry + Li/L] Cn + ki/k2[I2/L Cn ~ Dn/an 1}
Fs = vV Kz/K1{-[Ro + R1 + Li/L] Dn = ki/K2[Cn/cn -L2/L Dn] }
Fs = V' K2/Ki{~[Ro + Rt + L1/L] Cn + (ki/k2) (Dn/an) }
Fr = 0.5(Bad - 1)
Fg = =Bn
Fo = ILi/L v K2/K1 an( 1+ BE ) + Bn
Fio = 0.5 v Kz/K7 ( D& - Ch )
Fu1 = - Kz2/K1i Cn Dn
Fiz = vV Kz/R1 {(Lz/L)on [ CA + Da ] + Cn Dn }

A =p.C,/ (PCp)

Y las an socluciones de la ecuacioén de eigenvalores

(anR2Cn + Dn) Cos(anl2/L) + (Cn — ReonDn) Sen(anlz/L) = 0
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APENDICE D. SOLUCION PARA UNA SOLA CAPA MEDIANTE GREEN.

Un sélido, homogéneo e isotrépico, semi-infinito de es-
pesor L, con una conductividad y difusividad térmicas k y X
respectivamente, se encuentra inicialmente a temperatura
Ta. La temperatura en x. <<0 es constante e igual a Ta.
Subitamente se 1le pasa un fluido a temperatura Tg(t)
variable en el tiempo en la regidén x.>L. Los coeficientes

de transferencia de calor son he en x'=0 y hi en x’'=L,

figura D.

Figura D.- La temperatura Tg(t) cambia con el
tiempo

La solucion dada a continuacidn es para el siguiente caso:

Tg(t) = DTg t + Tg

SOLUCION.
(¢ 4]

T(x,t) = 2 Ta) L
1=1

A1(0)gi(x){1 - Exp(-Koi’t/L%) } +..
=2 Y~ A g (x){Fa(t) + Fo Exp(-Kai’t/L) } +..
1=1 1

..+2To ) A1 gi(x) Exp(~Xai“t/L%)}
1 =1

donde

Sen(at x) + a1 Ro Cos(or X), con 0s x =]

gi(x)
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AL (C) = a1/D:

_ 2 1 + (Ro at)?
D1 1+Ro + (Rodl) + Rl m)z
A1) =

o1{ Cos{at) - Ro at Sen(ai) } / Dt
At = { 1 - Cos(at) + Ro m1 Sen(ai)} / ( Di a1)

Fo(t) = Ta(t) - L°/(K a:?) DTg

Fg = L°/(X ai®) DTy - Tq

Ri = k/(L i) , + = 0,1.

y las o1 soluciones de la ecuacion de eigenvalores

«i(Re + R1)Cos(a1) + (1 — Ro Rt ai”)Sen(at) = 0
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APENDICE €. DATOS.

Las siguientes tablas contienen los datos del concreto

aislante VSL-50 y del concreto refractaric KX-99.

TABLA 1:EL AISLANTE

ESPESOR DENSIDAD CAPACIDAD CALORIFICA

La pa Cpa
0.1016m 800Kg/m° 1154.26 Julias/Kg-°C
CONDUCTIVIDAD TERMICA (ka) VS TEMPERATURA (T)

W /m-°C ¢

k T K T X T
0.209 204 0.255 426 0.269 704
0.235 260 0.261 482 0.271 760
0l242 315 0.267 593 0.271 815
0.256 371 0.268 648 0.271 871

TABLA 2:EL REFRACTARIO

ESPESOR DENSIDAD CAPACIDAD CALORIFICA
Lr pr Cpr
0.0762m 2355.77 Kg/m ° 1178.72 Julios/Kg=°C
CONDUCTIVIDAD TERMICA (kr) VS TEMPERATURA (T)
W /m-°C °r
X T
1.06 426
1.185 648
1.311 871
1.440 1093
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TABLA 3:Para el aislante y refractario,

4.970088E-5

3.558828E-4

-3.599574E-5

6.462376E-4

D1, j
\}i 1 2 3 4
1 |-3.045600E—4| B.681844E-4|-1.760188| 2.267650
2 1.711834E-5|—1.377545E-3| 2.497797|-1.146750
3 6.466493E-5| 2.563176E-4|-.6204318| 0.283406
a
5
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