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INTRODUCCION

El estudio de los procesos de fermentacion es una area de gran interés para
investigacién, debido a sus muchas aplicaciones en la industria alimenticia y farmacéutica,
donde se busca una mayor efectividad en la produccién y una disminucién de costos.

El monitorear y controlar autométicamente estos procesos permite una mejor
optimizacion de la produccién, ademas de detectar y corregir disturbios que se puedan
presentar durante la operacién. Sin embargo, la automatizacion de los bioreactores en
los procesos de fermentacién se ha desarrollado lentamente, por dos motivos principales:

- Problemas de modelado: Como los procesos de fermentacién involucran
organismos vivos, su dindmica y comportamiento es fuertemente no lineal y no
estacionaria, ya que su desarrollo esta ligado a muchos factores (temperatura, oxigeno,
pH, etc.).

- Problemas de mediciSn: En la mayoria de las aplicaciones industriales,
solamente algunas de las variables biolégicas y bioquimicas son disponibles en linea; en
la mayoria de ellas la medicién resulta dificil,

En este trabajo se abordard el problema de control de un proceso de
fermentacién continuo [9], mediante un control proporcional generalizado {(del tipo L/A,
[14]). Debido a que el objetivo final en los procesos de fermentacién es obtener la
mayor cantidad de masa celular o conseguir un producto sintetizado por ésta, se
controlard la concentracién de la biomasa, llevandola a un valor de referencia especifico.

En lo referente al modelado del proceso, se supone que el modelo matemaético
es ya conocido, con algunas consideraciones tales como: La razén de crecimiento
especifico de la biomasa es mucho més grande que la razén de muerte; la razén de
crecimiento especifico estd dado por la ley de Monod [9], la cual describe la razén de

crecimiento como una funcién solamente de la concentracion del nutriente limitante y
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no asume dependencia sobre la concentracion de otros nuirientes o otros factores
ambientales; entre otras.

Por otra parte, las variables que intervienen en los procesos de fermentacion,
pueden ser sensadas por medio de mediciones directas o indirectas. En el caso del
substrato su medicion es directa, ya que es una variable para la cual existen sensores
baratos y confiables; no siendo asi el caso para la biomasa, para la cval no existe
instrumentacién apropiada, siendo por tanto, ésta una variable muy dificil de medir.

Por lo anterior, resulta mas facil medir el substrato, pero para fines de control es
necesario conocer la biomasa, lo cual implica que es necesario recurrir a otro tipo de
estrategias, para conocer su valor.

Por este motivo, el uso de técnicas de observacién permite obtener una
estimacion, la cual serd utilizada en la ley de control (L/A); quedando con esto resuelto

el problema de conocer la biomasa en todo tiempo.

La presentacion de la tesis estd organizada como sigue:

En el capitulo 1 se da un panorama general de los procesos de fermentacifn, y
las ecuaciones que describen la dindmica de la masa celular.

En el capitulo 2 se plantea el problema de observacién y control en el proceso
de fermentacién. El problema de control es analizado mostrando que con una ley de
control tipo L/A, el sistema ¢s globalmente asintGticamente estabilizable. Por otra
parte, como el modelo del proceso pertenece a la clase de sistemas que son afines en ¢l
estado, para los cuales existe un observador, el problema de observacién queda resuelto.

El algoritmo de control requiere del valor del estado del sistema, el cual no se
conoce completamente; €ste serd reemplazado por su estimado, entonces, en el capitulo

3 se prueba que el sistema compuesto por el par "observador-controlador" es estable.
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El capitulo 4 consiste en aplicar una transformacién al modelo y llevarlo a una
forma normal; a partir de ésta se obtendri la ley de control linealizante y estabilizante
para el modelo original.

Otra alternativa para el control del proceso, es abordada en el capitulo 5, aqui se
hace uso de un algoritmo adaptable para la estimacion de la ley de crecimiento
especifico, la cual es dificil de modelar, y asi utilizar este valor en la ley de control. Dos
tipos de leyes de control para la biomasa son usadas; la primera que considera el caso
de la medici6n de la biomasa, la segunda la medicién del substrato, ambas en presencia
de ruido.

Finalmente, en el capitulo 6, se exticnde el problema de control a un cultivo en

dos etapas.



1. GENERALIDADES

En este capitulo se estudiardn algunos diferentes tipos de procesos de
fermentacién, junto con ¢l modelo matemdtico, que describe el comportamiento
dindmico de la masa celular en cada uno de ellos. Ademds, se dard un panorama
general del control y de la teoria de los estimadores de estado, asi como su aplicacién
a un proceso de fermentacion.,

Antes se verdn algunas importantes definiciones.

Reactor biolégice [25]: Es un tanque en el cual algunas reacciones biologicas ocurren
simultdneamente, en un medio liquido. Estas reacciones pueden ser clasificadas en dos
clases: reaccién de crecimiento microbiano (o reacciones microbiologicas) y reacciones

enzima-catalizadoras (también llamadas reacciones bioquimicas o biotransformaciones).

Reacciones de crecimiento microbiano [25]: El crecimiento de microorganismos (como

bacterias, levaduras,...) procede por el consumo de nutrientes apropiados o substratos

(involucran carboné, nitrégeno, oxigeno, etc.). La masa de microorganismos vivos en el

reactor es llamada la biomasa; una tipica reaccién microbiana es representada por:
s+0—=x+p (1)

donde s representa la fuente de carboné (por ¢je. glucosa), O el oxigeno disuelto, x la

biomasa y p un producto asociado con el crecimiento.

Reacciones enzima-catalizadoras [25]: Estas son reacciones donde el substrato s, es

transformado a un producto p atreves de la accién catalizadora de una enzima E. El



esquema de la reaccién puede ser de dos formas:

s+E—=p+E (2)

s+x—=p+x (3)
Las enzimas son protefnas producidas por microorganismos vivos. Estas pueden ser
extraceluares (enzimas secretadas por la célula en un medio liquido) o intracelulares

(enzimas confinadas dentro de la célula).

Proceso bioldgico [25]: Esta definido como un conjunto de m reacciones bioldgicas (tales

como (1), (2), (3)) que involucran n componentes.

1.1 TIPOS DE CULTIVO
En este trabajo se consideran los reactores biolégicos en modo de operacién

continuo (CST). El diagrama esquematico de un tanque agitado continuo es el siguiente:

flujo de salida
——-

flujo de entrada
——

XD
Fig. 1.1 Reactor en operacidén continua

El término continuo significa que substratos son alimentados a el reactor continnamente,
y que un flujo es drenado del sistema, de tal manera que el volumen del cultivo es

mantenido constante.



Un balance de material de la masa celular seria

. F
X = X

=X, - ‘f,x + X —ax (1.1)

donde

fxo = células que entran, Fx = células que salen, xx = células que crecen, -gx =
v v

células que mueren, ¥ = células de acumulacion, x, y X son la masa celular (g/1) en el
alimento y fermentador, respectivamente; F es la razon de flujo (1/hr.), V es ¢l volumen
del fermentador, u y a son la razén de crecimiento especifico y la razén de muerte
(1/hr.) respectivamente, y t es ¢l tiempo (hr.).

Usualmente, el flujo de alimentacién es estéril y x, = 0. También, en la mayoria de los
cultivos continuos, la razén de crecimiento especifico es mucho més grande que la raz6n

de muerte (u >> a), asi la ecuacién (1.1) puede ser simplificada como

X = X - TFIX (1.2)

Existen otros tipos de procesos como el llamado alimentacién en lote (feed-batch
(FB)), el cual es muy parecido al anterior, s6lo que opera sin que sea drenado ningdin

flujo, como se muestra en la figura siguiente:

flujo de entrada

N

Fig. 12 Reactor con alimentacién en lotes

El tanque inicialmente contiene una pequefa cantidad de substratos y microorganismos,
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y es progresivamente llenado con el flujo entrante del substrato. Cuando el tanque esta

lleno, posiblemente después de un tiempo adicional de reaccion, el contenido es extraido.

El balance de masa celular es igual a la ecuacion (1.2) solo que F = V.
En los reactores continuos, Dx representa la razén de remocién del componente x del

reactor (D = E, es usualmente llamada razon de dilucién). En los reactores de
v

alimentacion en lotes (FB), Dx representa la dilucién del componente x en el tanque
debido al incremento en el volumen.
Otro proceso es el llamado batch (se desarrolla en un medio cerrado), donde la

masa celular esta descrita por:
X = px
En este trabajo se considera que la razén de crecimiento especifico (u) estd dada
por la ley de Monod [9]:

-_s(t)

p(t) = p m

por lo que se puede ver que el proceso es no lineal.

1.2 PANORAMA GENERAL DEL CONTROL

En ¢l analisis de los sistemas no lineales existen dos caminos a seguir, €l primero
es una linearizaci6n del sistema no lineal alrededor de un punto de equilibrio, y después
aplicar un control lineal; el cual tiene el inconveniente, que s6lo en un pequefio rango
de operacion se puede mantener el sistema estable, puesto que las no linealidades en el
sistema original no pueden ser propiamente compensadas. La segunda opcidon es
trabajar con €l sistema no lineal, y tratar de encontrar un control no lineal que estabilice
al sistema, de esta manera las no linealidades pueden ser manejadas en un rango de

operacion grande.
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La teorfa moderna de control basa sus argumentos en una idea cuya paternidad
se atribuye generalmente a Kalman: La ley de control es una funcién del estado del
sistema. Por ello resulta una necesidad incuestionable el poseer los valores que las
variables de estado van tomando durante la dindmica del sistema, para poder ejercer una
accién de control reguladora sobre el mismo.

Las variables de estado no son necesariamente magnitudes fisicas medibles y de
hecho en los casos précticos es lo més frecuente. Por tanto se introduce en el sistema
una nueva componente cuyo inico propdésito sea determinar €l estado del mismo en cada
instante de tiempo, Para lograr un estimado del estado real del sistema, se necesitan dos
tipos fundamentales de informacién que son, por un lado, todo aquello que concierna
al conocimiento de la estructura interna de la planta y por otro lado, el régimen entrada-
salida a que esta esté sometido. En cuanto al primero, asumiremos que €s conocido €l
modeclo matemaético del sistema; y en cuanto a lo segundo, se tienen dos alternativas que
son las siguientes:

@) Enfoque deterministico: Consiste en suponer que tanto el vector de entrada
como las mediciones que se efectiian en la salida estdn desprovistos de posibles ruidos
ambientales. Este punto de vista se conoce como enfoque de Luenberger y conduce a
la llamada teoria de observadores.

b) Enfoque estocdstico: Al contrario del anterior aqui se toma en consideracion
el ruido, que en mayor o menor grado, perturba a todo el sistema. Este ¢s el conocido
enfoque de Kalman-Bucy 6 también Wicner-Kalman, que conduce a la teorfa de los
filtros llamados también estimadores éptimos.

Existen una gran variedad de métodos para la medicién de el crecimiento
microbiano, pero no existe un solo procedimiento simple aplicable a todas las
situaciones. La eleccién de el método depende del objetivo de las mediciones y de la
utilidad de las técnicas disponibles. En muchos casos, especialmente en los de

fermentacion comercial, los medios para crecimiento y productos de formacion son tan
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complejos que los métodos directos para la estimacién de la masa celular o el nimero
de células no son muy utilizados, y un medio de estimacion indirecta de la masa celular
es necesario. Sin embargo, no importa que método sea usado, un considerable esmero
es requerido en la interpretacion de resultados.

En el caso de los procesos bioldgicos queda justificado el uso de un estimador,

puesto que como se¢ dijo antes, medir la cantidad de biomasa en un cultivo es,

técnicamente, muy dificil y muy costoso.



2. CONTROL Y OBSERVACION DE UN PROCESO DE
FERMENTACION

En este capitulo estudiaremos un proceso de fermentacién continuo, haciendo uso
de técnicas recientes de la teoria de control no lineal, como son los observadores y una
ley de control por retroalimentaciéon inversa. Al disenar un algoritmo de control, que
s¢ implementard en una computadora digital, se presentan dificultades, entre las que
podemos mencionar:
= Falta de sensores confiables.

- Dificultades para modelizar el proceso.
- Dificultad de tratar problemas no lineales.

El proceso considerado es un cultivo con crecimiento celular limitado por un sélo
substrato. Este se lleva a efecto en un bioreactor completamente agitado, en donde se
quiere controlar la concentracién de la biomasa, con la sola medicion del substrato; la
idea es construir una ley de control, la cual sea capaz de llevar la biomasa a un valor
de referencia dado, con la sola medicién del substrato. Pero como la ley de control
requiere ¢l conocimiento en linea del valor de la biomasa, este problema se resuelve
utilizando un observador que estime las variables no medibles. En este trabajo se ve
como, el modelo del proceso pertenece a una clase de sistemas llamados sistemas afines
en el estado, para los cuales la construccién de un observador es posible.

A continuacién se abordardn los siguientes puntos: A partir del modelo
matematico que representa la dindmica del proceso, se propone una ley de control para
dicho modelo del tipo retroalimentacion inversa, dado que esta ley depende de un estado
no medido del proceso, se introducirdn los observadores, por dltimo se presentaran

algunas simulaciones.

10
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2.1 MODELO DEL PROCESO

A continuacién se presenta el modelo matemético que representa a un proceso
de fermentacién con un sé6lo substrato limite, como es descrito en [15]. Las ecuaciones

del modelo son las siguientes:

§ = —u,(t)%+D(so—s) vV xs € R*

% = u(tx-Dx @)

y=5
donde x es la biomasa (gr./l.), s es el substrato (gr./l.), D la razon de dilucién (hr."), s,
es ¢l alimento en el substrato (gr./l.), R es ¢l rendimiento.
La principal hipbtesis para este sistema es que ¢l crecimiento celular estd descrito por
la ley de Monod:

(1) = u‘k—i(—;%t—) (22)

y ademas el coeficiente de la razén de muerte, es insignificante en comparacion con el

crecimiento; también consideraremos que : 0 < u(t) = u’, donde . es el maximo valor

de u(t).
En la teoria de control, s y x representan componentes de un vector de estado y

i.e. x=[s, x]", u = D el control, s la salida. Asf el sistema (2.1) en forma matricial, puede
ser escrito como un sistema de la forma:

(5] (v -i(t)

x - - R

+ u
0 p,(t)—u X 0 (2‘3)

y=8 (medible)
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2.2 LEY DE CONTROL

Antes de la obtencién de la ley de control, se estudiara la estabilizacién de
sistemas conservativos, y posteriormente, en la secctén 2.2.2 se abordaran los llamados

controladores por retroalimentacion inversa (L/A).

2.2.1 ESTABILIZACION DE SISTEMAS CONSERVATIVOS
Antes se dari una introduccién referente a la clase de sistemas conservativos y

a la estabilizacion de estos, ver [13].

Definicion 2.1. [13] Considere el siguiente sistema no lineal:

(1) = 1(x(0) + T u()g(x() | xem 2.4

y(t) = h(x(t)) yeR®
3, es disipativo, si existe V € C* (ver AL2)' tal que, V : R*>R"* verifica Jo siguiente

1) V() =0

ii) [im V(X(t)) = +o0
[x]|—> + o0

iii) LrV(x) <0 Vxeh®

Nota: Si el sistema es disipativo, entonces para w,=0 donde i=1,...,m, las trayectorias son

acotadas. En el caso de que L V(x)=0 (A1.7), ¥ x € R, el sistema se dice conservativo.

Teorema 2.1 [13]: Suponiendo que existe una funcién V: R* — R* positiva definida y
propia (A1.17), tal que:

a) dV(x) =0=x=0

b) f(0) =0

lC\xamlo se tenga ALXX 6 A2.XX, se refiere al apéndice.
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¢) el espacio vectorial generado por { f(x), ad* (8)(X), k € N, i=1,..,m} es de dimensién

1, para toda x tal que LV(x) = 0, L;V(x) = 0 conx = (. (ver: ad (&)(x) en A1.8).

(u,(x))

Entonces la retroalimentacion y(x) = [ donde y,(x) = -r,(x)L, V(x)

u, (%) |

estabiliza globalmente asintoticamente el sistema (2.4), para toda seleccion arbitraria de

funciones r; de clase C" (r = 1), r,(x) > 0; Vx € R”\ {0}.

Prueba del teorema 2.1;

Primero se probard que el origen es un punto de equilibrio, que €s estable en el

sentido de Lyapunov (is.L., A1.13), para el sistema:

X = f(x) - Em: r(x)L, V(x).g(x) 2.5)

y ademas que ¢l origen es un atractor global. Es claro que el origen ¢s un punto de

equilibrio, puesto que f(0) = 0 y dV(0) = 0. Por construccién

biid

(S50 %) = (S50, 1) - ¥ 50L, V() g()

i=1

LAV - 32 (L, (V)P <0,

1=1

donde (;, -) es el producto interior.
Por consecuencia, toda trayectoria que inicia en el conjunto BV(e) = { x | V(x) < € },

e > {), permanece en la misma vecindad BV(e). Entonces el origen es is.L.
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Haciendo X(x) = f(x) - i ri(x)L&V(x).gi(x)

i=1

Por el principio de invarianza de LaSalle (A1.15), el conjunto w-limite de €} es un
atractor global para las trayectorias de (2.5) acotadas, {} es invariantemente positivo bajo
la accién del campo vectorial X y esté incluido dentro de W ={ x | L,V(x) = 0}.

Notando que en nuestro caso, W es también igual a:
W= {x|LV{x) =0 y L&V(x) =0, 1i-=1,..,m} (2.6)

para probar que el origen es un atractor global, es suficiente demostrar que el conjunto
) se reduce a un solo punto, €l origen.
Sea x(t) una trayectoria para el sistema (2.5) para una condicién inicial x° para finalizar

la demostracion del teorema 2.1, utilizaremos ¢l lema siguiente:

Lema 2.1

Para toda trayectoria x(t) que inicia en £, tenemos:

L, ey (V)(x(1)) = 0, VkeN, Vt=0,i = 1,...m Q.7

Prueba del lema 2.1
Sea x(t) una trayectoria de salida de la condicién inicial x° € (.
Para k=0, el lema es verificado debido a (2.6).

Para k=1, derivando V(x(t)) con respecto al tiempo:

V(D) = LVEM) + Y L, (VD)

i=1

puesto que la trayectoria inicia en {2, como Q es invariantemente positiva bajo la accién
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del campo vectorial X, y como {} « W, se obtiene que:
d
—V(x(t)) =0 Yt=0
dt

Ahora, derivando L(V)(x(t)) con respecto al tiempo:

d m
—d—thV(X(t)) = LAV(x(1)) + §U,-(X)L&Lf(V)(X(t))
de un modo evidente, esta expresién es igual a cero para toda t = 0.
L«(V) es una funcién negativa no nula, su miximo es necesariamente alcanzado en ().

Pues V x € (), dL,V(x) = 0. Por consecuencia:

Li(V)(x(1)) = 0 Vi20 y LL(V)(x(t)) =0 Vt=0

Por otra parte, Lg(V)(x(1)) = 0 para toda x € Q y para toda t = 0, como { es

invariantemente positivo bajo la accién del campo X y esté inciuido en W:

%Lg(V)(x(t)) = LL, (V)(x(1)) + jiui(x(t)).L&L&(V)(x(t)) -0 Vt=0

=1

Por construccién, los u{x) son nulos en {); entonces se tiene que:

LL (V)(x(t)) =0 viz0 y Vx’ =x(0)ef

donde:
LL,(V)(x(1) = LL(V)(x(D) = Ly, (VI(x()) = 0 V=0

Por recurrencia simple queda demostrado el lema.
a
Finalmente, utilizando el lema anterior, las condiciones a) y ¢) implican que () es

reducido al origen, con esto queda demostrado el teorema
O
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Considerando ahora el modelo del proceso de fermentacién, el cual es

representado de la siguiente forma :

E=1(E)+ G(E)u EeR
y(t) = h(E(t)) yeR

(2.8)

demostraremos que €l sistcma es conservativo. Representando (2.8) en forma matricial

resulta que

§ -u(t)x S8, = 8§
iz[’]:[ﬂ()L i S (2.9)
D' p(t)x -X
Considere el siguiente cambio de variable
8, =8 -3
E, =X
se tiene que
Ez #'52 —EZ
donde un punto de equilibrio de este sistema es el (£,, &,) = (0, 0).
Considerando la siguiente funcién candidato de Lyapunov:
v(g) - }2 (E] + 52)2 (2.10)

Derivando con respecto al tiempo se tiene

V(E) = Lf(E)V(E) + Lo,y V(E)D
donde
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Loy V(E) = (& + E)(-nE, + pE,) =0
Lo V(E) = (& + §)(-DE, - DEy)

Entonces, de la definicién (2.1), se tiene que el sistema es conservativo. Finalmente
V(E) = -D(§, + &)
V(E) = -2DV(§)

luego se tiene que

V(E(t)) = V(&(0))e™

Seleccionando el control
DE —r(E)LG(E)V(E)

r(E)(& + B
r(E)(x + s - 5,)

D

Del teorema (2.1), esta ley estabiliza al sistema global asintoticamente. Se puede ver que

si D > 0, el sistema es G.A.S. en (&,, £,) = (0, 0).

2.2.2 CONTROL POR RETROALIMENTACION INVERSA L/A:
Primero s¢ abordard la obtencién del llamado control por retroalimentacién

inversa (L/A). Después se demuestra que este tipo de control estabiliza globalmente

asintGticamente al sistema (2.3).

Sea el sistema no lineal SISO de la forma:
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i=f(xu)  xeRs
y=% yeR*" ueckRx"

donde R** es el conjunto de numeros reales estrictamente positivos; y es la salida; u
es la entrada de confrol; f es una funcién analitica no lineal.

Considerando el siguiente control:

u = ¥(xx)
donde ¢ es una funcién analitica no lineal, y x, es la referencia.
Utilizando el siguiente cambio de coordenadas:

X =ev x>0
u=¢e9 u>0

entonces, en este sistema de coordenadas, ¢l sistema s¢ transforma en

_S-"r: {é=f(a,v), V (a,v)eRxR

donde una referencia para ¢l nuevo sistema es de la forma a, = In x; y aplicando un
control (v) al sistema transformado, dado que la ley de control original es una funcién
no lineal de x (estado), y de x,, entonces bajo esta transformacion, el control se puede
escribir como v= y'(a, a,). Escogiendo ¢’'(a, a,) como una funcién de la forma

U (xe) = k(@-a)+v, k>0 cte,
donde v, esta relacionado con parametros del sistema y algunas veces puede ser funcién

de la salida o de la referencia. Entonces el control v en coordenadas u, u, , x, x, resulta;

v=k(lnx-Inx)+v,

X

T

v =kln[§]+lnur
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Finalmente, la ley de control original es:

Inu = kln[

]+lnur

24| b

Aplicando el resultado anterior al proceso de fermentacion, resulta que u, es una
funcion a determinar, Haciendo x = x,, se busca ¢l punto de equilibrio del sistema en

lazo cerrado (x, es constante), s¢ tiene:

o
\]

~pu(t)x +(s,-s)D =0

{u(t) - D}x =0

s
]

dado que el control es de la forma

sustituyendo el control y como x = x,, se tigne:

)
L}

(u(t)-u)x =%

)
n

~p(t)x + (s,-s)u, = §
Esto implica que

u, = u(t)

§ = 8§ —X

De acuerdo con los valores de X, y s, el control D debe ser estrictamente positivo (es un

requisito fisico). De donde se tiene el siguiente resultado
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Teorema 2.2: Considere el sistema (2.3), y sea la ley de seguimiento de la forma:

D - u(t)[X;’] donde v <0, u(t)>0 =l

Entonces, el error de seguimiento e, = x - x,, converge exponencialmente hacia cero.

Demeostracion:

Seleccionando un cambio de variable adecuado tenemos que:

&

C2=X

S-SO+Xr

Derivando con respecto al tiempo, y reemplazando las nuevas coordenadas, en el sistema

original, se tiene

61 _F‘L(t)cz y D{Cl - Xr}

/]

.cz M‘(t)52 - Dcz

Ahora, definiendo el error de seguimiento como

e, CI=S—SO+X,

e, Cz—xr=x—x

r

Derivando con respecto al tiempo, resulta que

é

, = -B(t)(e, + x) - Die, - x)

e, = u(t)(e, + x) - Die, + x}

Reemplazando €l control
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ool

se obtiene que

c?"xt

c= (e x) - e

Q)
Il

Je =53 = -u() (e, 0x)

xl

s = s(D(e, + %) - pO[Z2)e, + x) - -w(D) (e, x,)

-
]

De donde los puntos de equilibrio son:

Si e, = 0, entonces e; = 0, luego (e,, €,) = (0, 0) es un punto de equilibrio.

Si e, = x, entonces ¢, = R, luego (¢, ¢,) = (R, -x,) es otro punto de equilibrio.

El punto de equilibrio (R, -x,} , no tiene ningtn sentido préctico, puesto que si e, = x -
x, =-x,>x=0.

Considerando la siguiente funcién candidato de Lyapunov

W(e)>0 Ve+0;W(e)=0 e=0
Derivando con respecto al tiempo a lo largo de las trayectorias de 2.3, tenemos:

W(e)=(e, + e)[~n(d)(e, + %) - D(e, - x) * u(t)(e, + x) - D(e, + x)]

W(e)

~D(e, + ¢,)?

W(e)

-g(t)(%é)(el + el <0

en las variables originales quedaria:



22

W(e) = -D(x +s-5) <0

De donde D debe ser estrictamente positiva, para que se cumpla la desigualdad.
Entonces, el sistema (2.3) es globalmente asint6ticamente estabilizable (G.A.S.) en el
punto de equilibrio x = x, ¥ 5 = s, - x..

O

2.3 OBSERVADOR

Al inicio del capitulo se menciond, que el vector de estado no esta disponible a
través de mediciones, debido a las limitaciones tecnolégicas, o que los sensores de las
variables biologicas, no sean lo suficientemente confiables ¢ resultan costosos.

Por otra parte, la ley de control depende del estado del sistema, por lo tanto, se
requiere del conocimiento del vector de estado ¢n todo tiempo, para implementar ia ley
de control. Superamos este problema con la construccién de un observador, el cual es
un sistema dindmico, que tiene como entradas a (u, y) del sistema original (2.3) y como
salida proporciona un estimado & del vector de estado.

Note que el sistema (2.3), pertenece a la clase de sistemas no lineales descritos por las

siguientes ecuaciones:

X =Ay)x + ¢
y=Cy

(2.12)

Las propiedades concernientes a observabilidad, de estos sistemas, serdn estudiadas en

la seccion 2.3.2.



2.3.1 ANTECEDENTES

La construccion de un observador, para los sistemas no lineales no es tan evidente
como ¢en los sistemas lineales. Los sistemas no lineales se pueden clasificar como sigue:
Aquellos que son observables para toda entrada y aquellos que poseen entradas
singulares (es decir entradas que hacen al sistema inobservable). Para los sistemas que
son observables ante toda entrada los primeros resultados obtenidos llevan a el caso de
un sistema no lineal que pueda ser transformado en un sistema lineal més una inyeccion
de salida.

Considerando la clase de sistemas de la forma:

Dl
I

Ax + ¢(u0,y), xeR®, ueUcR™ yeRP
3, |
y = Cx
2%, es observable independientemente de el valor de la entrada u si el par (C,A) es
observable. En este caso sc puede escoger K tal que (A - KC) tenga su espectro con la
parte real negativa.

Un obscrvador para 3;; es de la forma:

(O): z=Az+ ¢d(uy) - K(Cz - y)

En [21] y [22] los autores caracterizaron los sistemas no lineales, que por difeomorfismo,
se transforman en la forma descrita arriba. En [23], Williamson mostré que los sistemas
bilineales no teniendo entradas singulares, poseen una forma canénica de observabilidad.
Esto le permiti6 definir un observador teniendo en cuenta esta estructura. La
generalizacion de este resultado, a los sistemas no lineales observables para toda entrada,
es debido a Gauthier y Bonard {27). En [20], los autores demostraron, utilizando esta
forma canénica que los sistemas poseen un observador de gran ganancia.

Los sistemas lineales mas una inyeccion de salida no presentan entradas singulares, por
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lo tanto no son representativos de la dificultad en la sintesis de observadores. Por el

contrario, los sistemas afines en el estado mas uma inyeccién de salida, en forma
genérica, poseen entradas singulares que hacen el sistema inobservable; a pesar de este

hecho existen observadores para una cierta clase de entradas, que son una adaptacion

del filtro de Kalman en su versidon deterministica.

2.3.2 OBSERVADOR PARA EL PROCESO BIOLOGICO
Aqui usaremos resultados obtenidos en [29], donde la estructura de un observador
no lineal para sistemas de la forma (2.12) es dada. Este observador funciona, para toda

entrada aplicada al sistema, que pertenezca a la clase de entradas regularmente

persistentes (una subclase de entradas universales, Al.12).

Consideraremos ahora que €l modelo del proceso de fermentacién tiene la forma (2.12),
donde

A(uy) = [_Ou “_(l:)(f)u] o(wy) = [S:)u]

Utilizando esta representacion del sistema, vamos a construir un observador que permita

estimar el vector de estados. Para ello tenemos el siguiente resultado

Teorema 2.3: El sistema dinamico

z=A(uy)z- R'ICT(CZ -y) + é(u.y)

R=-8R-A"(u,y)R - RA(u,y) + C'C

es un observador de orden completo para el sistema (2.3) en el sentido que

Iz(t) - x (1) | =ke™®

para 6 suficientemente grande, siendo 6 una constante positiva.



25

Demostracion:
Donde, z= [z1, z2] es ¢l estimado de x = [s, x], Y R(t) denota matrices simétricas,

definidas positivas en R™®, con n = 2. Definiendo ¢l error de estimacion como:

e(t) = z(t)-x(1)

Derivando, la dindmica del error estd dada por
e(t) = 2(1)-x() = {A(uy)-R()CCle(t)

Escogemos como funcién candidato de Lyapunov: V(e) =¢™R(t)e donde

i) V(e) > 0 ¥e#0; V(0)=0
entonces
if) V(e)=¢"Re +e"Re +£"Ré

V(e) = -8e™Re - ¢"C™Ce
V(e) = -8V(e)
V(e)=V(0)e™
Como la entrada (u), es regularmente persistente (A1.13), entonces dado t, = 0 existe
a >0,y V1t =t tal que R(t) = al, donde, A, (R(t)) = a > 0. Entonces tenemos:
V(e)zalel’
aleP=V(©0)e®

-6t
lel= [Y@]m e
a

Por lo tanto, el error tiende a cero exponencialmente.
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En el siguiente capitulo se probard que el sistema compuesto del estimador de estado

y la ley de control que depende de dicha estimacion, es estable.

2.4 RESULTADOS DE LAS SIMULACIONES

En esta seccion, se presentaran algunos resultados, que muestran como la ley de
control (2.11) lleva la biomasa a un valor de referencia dado.
La ley de control fue implementada, asumiendo que no se conoce el vector de estados,
y por lo tanto, un valor estimado de la biomasa es usado en la ley de control. Se
presenta el comportamiento del sistema, en dos condiciones diferentes, una con ruido
de medicion, y la otra sin ruido. El ruido es blanco (media cero) con una desviacion
estandar del diez porciento del valor de la sefial. Estas simulaciones fueron realizadas
utilizando los siguientes valores: s, = 10, R = 1, p* =031, k=05,86 =1, v = -1.

En Ja figura 2.1, se muestra como la ley de control lleva a la biomasa a un valor

de referencia (x, = 3), y el estimador alcanza sus respectivos estados (figuras 2.1, 2.2).

Estimador

b
o

8
o

Concentracion
)
'S

o 10 20 30 40 80 so

Tiempo (hrs)

Fig. 2.1 Estimacién y control de la bicmasa.
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Estimadar

Estado =

Concentracién
s
L

Tiempo (hrs,)
Fig. 22 Estimacion de el substrato.

Razon de dilacion

L] (-] 10 i 20 =8 3o
Tiempo (lrs.)

Fig. 23 Ley de control (L/A).

A continuacién en las figuras 2.3 y 2.4, se muestra el comportamiento del sistema para
una referencia igual a la anterior solo que en presencia de ruido de medicién. En ambos

casos se tienen resultados satisfactorios.
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Eatimador

a.5 - 3 N .
Q 140 20 30 40 sa L-19

Fig, 2.4 Estimacién de el substrato en presencia de ruido.

Eatismador

Concentracién

TTa 10 =0

Tiempo (hts.)

Fig. 2.5 Estimacién y control de la biomasa en presencia de muido.

Como ve en la figura 2.1, €l estimador alcanza al estado real en un valor cercano
a 10 hrs, esto puede variar de acuerdo con la ganancia del estimador (8), si se

incrementa esta ganancia, se alcanzara antes al valor real, pero con una mayor oscilacién.

Las siguientes gréaficas muestran el comportamiento del sistema con un control

PI (kp = 4, ti = 0.5), las consideraciones y condiciones iniciales fueron las mismas que

en el control anterior,
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’ E.tim.del;-
al-

Coneentracion

o 10

20

30 40
Tiempo (hrs.)

Fig, 2.6 Estimacién y control de la biomasa (PI).

80

aao

Eatimados

Fig. 2.7 Estimacién del substrato (PI).

=0

aa 40
Tiempo (bhrs.)

&80

. 1°]

Q.4

Q.38

Razon de dilucion
o
®

Q.08 |

Fig. 2.8 Ley de control (PI).

10

18 20

Tiempo (hrs.)

39
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Los resultados son buenos, solo que este control no garantiza una senal de control
positiva, debido a que el error entre ¢l estado y la referencia pude ser negativo, en ¢l
siguiente ejemplo se muestra esto mas claramente,

Para una referencia x, = 4, y aplicando el control L/A (2.11) con v = -3, bajo las

consideraciones y condiciones iniciales anteriores, se tiene:

F Estimadar
4

Eatado x

< 10 20 30 40 50 [-1s]

Tiempo (hrwe.)

Fig. 2.9 Estimacién y control de la biomasa (L/A, x.=4).

| Estirnador _

Estadec =

Concentracion

o 10 =0 30 40 &0 &0

Tiempe (hre.)

Fig. 2.10 Estimacion del substrato (L/A, x=4).



Y usando el control PI anterior:
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2.8k Estade x gl
=
Q L0 t=1< ao +“Q &80 g0
Tiempo (hre.)
Fig. 2.11 Bstimacién y control de la biomasa (P, x.=4).
®
a.6 Estimadoz o
8 |
=
5 2
g
S g
=za 3a <0 Ba aa

Tiempo (hrs.)

Fig. 2.12 Estimacién del substrato (P, x,=4).
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Q.8 T T T
o T&v L/A ]
—G.8 =
E -1 .
5§ —LsfSt ki
- -2 -
A —eef i
—a u
—3.8 =

- , .

o 3 10 18 =0 268 30

Tiempo (brsm,)

Fig, 2.13 Control L/A vs. PL

Por lo que se concluye que el control PI no es adecuado (en general) para el
proceso, puesto que e€n un intervalo genera una sefial de control negativa. Por otra
parte, el controlador L/A es mas fécil de sintonizar y su sefial de control es mas suave

que la del PL



3. PRINCIPIO DE SEPARACION

El principal propésito de construir un observador es el de estimar el vector de

estados, el cual no es medible, y emplear este estimado en la ley de control.

u(z) = u(t)(ﬁ)v v<0 (control)
%

Por medio del principio de separacién, s¢ desea demostrar que el sistema

constituido, por el controlador y el observador, resulta estable. Esto se realiza

estudiando la estabilidad del siguiente sistema de lazo cerrado (z, = & ) :

u(z) Ley

Fig. 3.1 Sistema, observador, ley de conttol

En otras palabras, se considera el problema de estabilidad del par observador-

controlador, representado por el sistema.

z = Au(z),y)z + ¢(u(z),y) -R 'CT[Cz -y]
T ¢ € = z-3=[A®u@),y) -R'CTC]e
R = -8R -A"(u(2),y)R-RA(u(z),y) +C"C

33
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Antes de demostrar la estabilidad del sistema (2’), se dard una demostracién para un
esquema mas grande [13]. Considerando el sistema no lineal disipativo (2.4).

Suponemos que admite un observador de la forma siguiente:

m

z(1) = f(z(1)) + Y, u(t)g(z(t)) + F(k(t),z(t)).(h(z(t)) - y(1))

9 i=1

[ k(t) = P(k(t),u(t),y(t),z(t))
donde y(t) es la salida del sistema (2.4) y la ganancia s una funcién de k. Todo esto
bajo la siguiente hipdtesis.

Hipdtesis H1)

- Existe una A > 0 tal que para toda u € L, (RY, R™):

Iz(t) - x()] = le(t)i = p(k(0),e(0)u)e™
donde p : R"xR*xR"—R*' es una funcién continua tal que

lim — p(k(0),e(0),u) = 0 donde A es una constante estrictamente positiva.
le(0)1—=0

- La ganancia F del término de correccién
F: R"xR"—=M(n,p)
(k,x) »F(k,x)
es diferenciable y uniformemente acotada en x, localmente uniformemente en k.

- Existe r > 0 tal que la solucién de k(t) es acotada para toda entrada u tal que

luf, <t
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El sistema completo queda como sigue:

x = f(x) + f)ui(z)g;(X)
13 ;
G: 3 = f(z) + gui(z)g(z) + F(kz)(h(z) - h(x))
[k(t) = P(k(t),u(t),y(1),z(t)) J

De lo anterior sc desprende el siguiente resultado.

Teorema 3.1 Si bajo la hipdtesis H1, suponemos que:

H2 .- Para todo compacto K de R”, existe un compacto K’ (K < K’), tal que, para toda
trayectoria de (G) que inicia en KxKxR" la componente z(t) permanece en K’ para
todo t = 0, en tal caso €l conjunto {0} x{0}xR™ es un atractor para toda trayectoria de
(G) que inicia en KxKxRY. Ademas {0}x{0} es (3.1) estable en el sentido de Lyapunov
(A1.13).

El teorema establece el principio de separacién cuando las trayectorias z(t) son acotadas,
por lo que, estableceremos una condicién préctica que permita obtener la cota de z(t).

En efecto, del teorema 2.1, el sistema:

i(t)=f(x(t))+§:ui(x(t))-gi(x(t)) con u(x(t)) = -t (x(1))L, V(x(1)) (3.2)
x(t)= X(x(1))
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es globalmente asint6ticamente estable. Ahora, utilizando el teorema de Massera
(A1.16), existe una funcién de Lyapunov W para (3.2).

Establecemos las siguientes hipdtesis:

H3.- Supongamos que alguna de las condiciones siguientes se verifica

- (H3a) La funcion V(x) verifica: 3 4; > 0; Vx € R || (x)|| <A, (1+V(x))

- (H3b) Existe una funcién de Lyapunov W para (3.2) que satisface

3A,>0; VerR“I (x)I|< (1 + W(x))

H4.- h(x) es globalmente Lipschitz.

Entonces podemos establecer:
Lema 3.2

Supongamos que (2.4) verifica (H1), (H3) y (H4). Ademads, para todo compacto
K de R°, existe un compacto K’ de R" tal que para toda trayectoria de (G) que inicia

en KxKxR", z(t) permanece en K’ (la prueba de este lema se vera més adelante).

Prueba del teorema 3.1:
Puesto que ¢l sistema (3.2) es asintSticamente estable, por Massera, existe una
funcién de Lyapunov W. Por hipdtesis el error de estimacion del observador converge

a cero, en donde por H2 demostraremos que x(t) converge también a cero.

Considerando una serie decreciente {p,} donde k = 0, p, > 0 tal que  lim p, =0
k— +0
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Tenemos: el conjunto  lim W1([0,p,]) = {0}
k— +cc

Para demostrar el teorema, es suficiente demostrar que existe una secuencia {t,} donde

k=20t >0 lm t = +, 1al que v t=t, x(t) e W'([0,p]) POr esto,
k— +x

calculamos:

CL_VtV(X) = <%1i’(x), f(x)> + <%_‘Z(x), j);l,ui(z(t))g,-(x»

T = (00, X0) + (SE00, T (u(a(t) - u00)-8(2)

entonces obtenemos:

1y = (%"(x), X(x)) + )3 12 (o (2) - (0L ()

i=1

puesto que X y z pertenecen a el compacto K, obtenemos que | g || es acotada.

H %V_V(X) es igualmente acotada puesto W es una funcién C.  Ademas,
X

|u(z) - u(x) | < @] x - z | donde & es la constante de Lipshitz de u en el

compacto.

Con H1 tenemos:
dwW A%
S X -t , >0
= (x) <_8x (%), X(x)> + y.e con y,A

utilizando de nuevo el hecho que W es una funcién de Lyapunov:
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Sup {<%})¥(x)s X(X)>= XGW-I([pkm pk])} = gl
Ahora suponiendo que la trayectoria x(t) inicia en x(0) € W', Existe t, > 0 tal que

sup {CL_vtv(x(t)), tzt, y x(t) eW'({pyp,)) }5 6_20 <0

lo cual significa que existe una t, = t, tal que, para toda t = t;, x(t) € W'([0, p1]). Por
recurrencia podemos demostrar que existe una serie {t,} con k = 1, tal que V't = t,,

x(6) € W0,p,].

Prueba del lema 3.2

Suponiendo que H1 y H4 s¢ cumplen:
Caso 1:

V satisface (H3a)

dv av ., . AV
(@ = (—(z), X(z)) - (—(z), F(K(t),z(1))(h(z) - h(x)))
t ox dx
donde, al tomar la norma de los terminos del lado derecho de la ecuacién
dv
() = 1Y @) LIh(z) - hGLIFR(L), z(t))]
I ax
puesto que

<aa—‘;(z)’ X(Z)> = LEV(Z) = gr,’(z)-(L&V(Z))z <0

Utilizando (H4), (H1) y (H3), obtenemos:
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%lt’(z)sy.(l + V(z))e*t con y>0

Dado que V es propia, es suficiente probar que V(z(t)) es acotada superiormente,
entonces de la ecuacién anterior, tenemos:
t
InV(z) <y ‘[e‘”d1’ + InV(z(0))

La proposicién queda demostrada para el caso 1.

Caso 2;
Existe W que satisface (H3b). Utilizando el mismo calculo que en el caso 1
remarcando que una funcién de Lyapunov es propia, obtenemos el resultado.

[
De lo anterior, se tiene el signiente resultado.
Teorema 3.3: Sca u(x) la retroalimentacion en (2.3). Asumimos que:
Sup || u(x) |<o
xeR"
Entonces (2’) es globalmente estable.
Prueba:

Para demostrar este resultado, sin perdida de generalidad, consideraremos que

el sistema G esta representado por las siguientes ecuaciones.



Modelo del sistema:

% = A(y)x + u(x)B(y) x + d(u(x))

b3

y = Cx
donde

o -ne) [t 0 (D
A(y)—[o “(y)] B(y)—[0 _1] ¢(u(x))-[0]

y el observador para 3, esta dado por:

z = A(y)z + u(z)B(y)z + ¢(u(z)) - kK'C"(Cz - y)
O:
k = -0k - (A(y) + u(z)B(y))"k - k(A(y) + u(z)B(y)) + C°C
Donde k es una ecuacion diferencial tipo Riceati, y z es €l estimado de .

Definiendo el error ¢ = z - y, ¢l cual satisface la ecuacitn diferencial

¢ = {A(y) + u(2)B(y) - k C"'Cle
Como se demostré anteriormente, la norma del error dada por la expresion

-3

lell = Me 2,
converge exponencialmente a cero.

Al reemplazar en la ley de control, el vector de estado por su estimado, resulta que

x = A(Y)x + u(z)B(y) x + ¢(u(z))
¥
y = Cy
Donde: f(x) = A(y) x; g(x) = B(y)x + B;. Con ¢ (u(z)) = B, u(z).
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El modelo queda igual a (2.9), sélo que u(x) es reemplazando por u(%) = u(z), el

sistema en lazo cerrado es:

% = £(x) + 8(x)u(z)

Reescribiendo el sistema anterior de la forma

= f(x) + g)u(x) + e@u@) - ux)]

y considerando la funcién de Lyapunov (2.10), se tiene que

\Y

~2DV (%) + %-;fg(x)[U(Z) - u(x)]

~2DV(x) - 2v(x){a(z) - u(x))

Tomando valor absoluto y sustituyendo el control (2.11)

V = 2V(x){D + “gt) |z, - x*|}

xrcf

donde

1z, - X| = |z, - x| [P(%x)] < || [P(z,%)]

Existe M > 0, tal que |P (z,, x)| < M. Por tanto

Finalmente

V < 2v(){D + PO e M)

v
ref

pero, como s¢ demostré en €l teorema (2.3). [ & | = 0, como t — . Por lo que, la

cxpresién anterior se reduce a:
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V < -2DV(x) < 0
integrando
V(x(t)) = V(x(0))e™

Existen Py, B, constantes positivas tales que

plxF=vi) s phxl

luego

ﬁ'l“ 4 ‘F s V(x(1) = V(g(0)e™" = an x(0) llze—zm

IxF = 22 Fe

lxl s (3 Da)le™

Por lo tanto, la norma 2 de y converge exponencialmente a cero.



4. TRANSFORMACION DE COORDENADAS

En este capitulo se mostrard como un sistema noe lineal de una sola entrada y una
salida (caso particular de nuestro proceso biolégico), puede ser representado en una
forma de especial interés (forma normal). Algunas importantes propiedades seran
dilucidadas, utilizando un cambio de coordenadas apropiado.

Primero se daran algunas nociones que serdn utilizadas en la transformacién del

modelo.

4.1 LINEARIZACION ENTRADA-SALIDA:

Definicién 4.1 Grado relativo: El sistema no lineal una entrada una salida (SISO)

X = f(x) + g(x)u
y = h(x)

(4.1)

donde x € R" es el vector de estados, u € R es la entrada, y € R es la salida. Asumimos
que f(x), g(x) € C7(R") y h(x) € C*(R"). El sistema se dice tener grado relativo r en x°
si:

i) L,Lh(x) = 0 para toda x en una vecindad U de x° y para toda k < r-1

ii) LL* h(x®) # 0

Nowa: El grado relativo, es exactamente igual al numero de veces que uno tiene que
diferenciar la salida y(t) con respecto al tiempo, hasta que aparezca la entrada
explicitamente, Su interpretacién en sistemas lineales est4 dada como la diferencia entre

el grado del polinomio del numerador y del denominador de la funcién de transferencia.
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Considerando un sistema con grado relativo r = n, la representacién en las nuevas

cocrdenadas estarfa dada por:

dz] _ 3¢,dx _ dhdx - _ _
—d—t— - E—a = ﬁa—{ L‘fh(x(t)) = ¢2(X(t)) - zl(t)

dz,, 3¢,,dx (Lh)dx _ . _ _
dt = ax a = —a—x—‘a - L( h(X(t)) - ¢r(X(t)) - Zr(t)

Finalmente

d
1{% = Lih(x(t)) + LLI h(x(t)u(t)

Reemplazando x(t) como una funcién de z(t) (x(t) = @(z(t))) , la ultima ecuacién

resulta ser de la forma:

dz

= b(z() + a(z()u()

donde:

a(z) = LLI'h(®(2))
b(z) = Lih(®7'(2))

A partir de aqui, es facil ver que la ley de control que lineariza y controla al sistema

transformado es:

u = L (-b(z) +v) con a(z)#0, v=nuevo control

a(z)

En funcidon de las coordenadas del sistema no lineal original, 1a ley de control resultante.

€8t
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1

L= ===
LL ' h(x)

(-L{h(x) + v)

Esta ley de control junto con €l cambio de coordenadas usado, producen un sistema

lineal y controlable.

Proposicién 4.2: Suponiendo que el sistema tiene grado relativo r en x°.

Entonces r < n. Sea el conjunto:

¢, (x) = h(x)
¢z(x) = th(x)
6. (x) = L' (x)

Si r es estrictamente menor que n, es siempre posible encontrar n-r funciones

by i1(X),,P0(X) tales que el mapeo:

D(x) = | e

6, (x)]

cuya matriz jacobiana es no singular en x°. Ademds, ®(x) es una transformacion Iocal
de coordenadas en una vecindad de x”. El valor en x° de estas funci6nes adicionales
puede ser scleccionado arbitrariamente. Por otra parte, es siempre posible escoger
Dre1(X)s0s9,(%) de tal modo que: L¢(x) =0 Vr+1l=<ix<nxenuna vecindad de

X,
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Si ¢,y 4(X)....0,(x) han sido escogidas de manera que:

L$(x) =0 Vr+l=<i<nV x en una vecindad de x°

entonces

- 1o}
2 < Ze0x(1) + a(x(1)u(D) = Lgy(x(1) + L (x(ENR(1) = L (x(1)

Escogiendo
q,(z) = L (P (z)) Vr+l<isn

lo cual puede ser escrito como

dz, B .
rri q;(z(1))

Asi, la descripeién en espacio de estado del sistema, en las nuevas coordenadas, esta

dada por

& =,
2‘:Z =z,
., =1z (4.2)

z = b(z) + a(z)u
‘zrtl = qrq-!(z)

|z, = 4,(2)

Definicién 4.3 Dindmica cero: Considerando un sistema (4.2) donde r es menor que n,

y representando los ultimos n - r componentes del vector de estados como:
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o
ZI
M
Zl’
se tiene
(21 =1z,
z, .
) (4.3)
Z:-l Zr
z = b(En) + a(&n)u
|4 = q(&n)

Si aplicamos una entrada (u), tal que la salida (y = h(x) = z,(t)) sea igual a cero, esto

mmplica que & = 0 y por lo tanto se tiene:

f =q(0,n) (44)

La dindmica de (4.4), corresponde a las dindmicas descritas en el comportamiento

interno del sistema, cuando la entrada y las condiciones iniciales han sido escogidas, de

tal manera que la salida permanezca igual a cero. Esta dindmica es llamada, la dindmica

cero del sistema.
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4.2 APLICACION AL PROCESO BIOLOGICO

El sistema de cultivo serd llevado a una forma conocida como “forma normal"

mcdiante una transformacién de coordenadas

o
1l

-.Lb(t)% + D(s, - §)

X = u(t)x - Dx (45)
y =5
en forma matricial
-
7l T Luwx )7 ( x }D (4.6)
Yy=:8

Aplicando la definicién (4.1) al sistema

o ah(). (1 0)f kx|
Lh(x) = S2f [ i ] = —ku()x

L Lh(x) = -f"kaLf)_Xg 2 AD ‘k"(t))(s" B s} - ku()x
-X

luego, el grado relativo €s uno.

Si definimos:
2 = $(x) = h(x) = s
Se buscara una funcion ¢,(x) tal que

d¢,(x)
qubz = 2 g=0 donde a_(b sca no singular.

ox o0 X
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Para esto, se propone la siguiente funcién:

Sy = 8

Zy = d)z(x) =

¢ ]
Lby = (s, - 5) + S22 (-x)

1 1
L ¢,= ')‘((So—s) + )—((So's) =0

1 0

90

a1 &)
X x*

es no singular para s, # s.

Reescribiendo, en las nuevas coordenadas al sistema, éste resulta ser:

S$-7%

J + (s,-z,)D
Z

Ny
"

, =8 = —k,u,(zl)

z, = (;S) _ (So ;zs)x _ k[L(Zl) _ ZZM(Z])

Aplicando un control linealizante de la forma

D = kﬂ(z1) & v

donde v es la nueva entrada
zZ, (So - ZI)

Finalmente, el sistema resulta de la forma:

Zp =W
z, = (k - z)p(z,)
Yy =2



50

y el control v, del sistema transformado sera
v = -pz

De este modo, la variable a controlar s z,, z, representa la llamada dindmica interna del
proceso, la cual se requiere que sea estable. Apartir de la dinamica cero del sistema, se
estudia la estabilidad en z,.

Por tanto, si

.. la dinamica cero es estable

El control en coordenadas originales resulta ser:

Iy = ku(t) L p(smf - §) (4.7)
(8, — s)x S, = S

Este control es capaz de llevar el substrato a un valor de referencia (s.;) dado, siempre
y cuando se conozca el valor de la biomasa.

Si la biomasa es estimada el control es de la forma:

D = ku(t) . P(Se — 8) (4.8)
(s, - 8)& S, - 8

Ahora considerando en (4.6) que y (salida) = x (biomasa), y que la

transformacién es igual a la anterior solo que z;, = x, se tiene:

z, = u(t)z; - Dz,

(k - Zz)ﬂ'(t)

z,

La dinamica cero resulta estable, y a diferencia de lo anterior se controla la biomasa (z,).
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4.3 RESULTADOS DE LAS SIMULACIONES:

En esta seccion se presentan los resultados para una referencia en el substrato (s,
= 4) y una ganancia proporcional (p = 0.5).
En estas graficas, sc suponen conocidos los valores de x y s, y por tanto el control

aplicado esta dado por la ecuacién (4.7).

Concentracion

18 20 -1 ] ao as 40
Tismpo (hra.)

Fig. 4.1 Control de substrato por (4.7)

Concenlracion
(A
I

o) =3 10 18 20 =28 3o 36 40

Tiempo (hrs.)

Fig. 4.2 Biomasa medida

62737
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Ahora bien, si el valor de la biomasa no es conocido y ademas se mide el substrato, se
utilizara el control dado por (4.8). De los resultados obtenidos en el capitulo 3, el

sistema resultd estable.

Concentracion

e/ | sl

-] 10 is 20 28 ag as +Q

Tiempo (hrs.)

Fig. 43 Control del substrato por (4.8)

Concentracion

Q -} 10 is 20 p~1 -] ac as 40
Tiempo (hra.)

Fig. 44 Biomasa estimada



5. IDENTIFICACION

En los capitulos anteriores se supuso que la razén de crecimiento especifico
(n(t)), obedecia la ley de Monod, la cual esta en funcion del substrato y dos constantes:

s(t)

,u,(t) = F“'m

¢ la maximo razén de crecimiento y k,, el pardmetro Michaelis-Menten, estos términos
se suponian conocidos.

Existen registrados mas de cincuenta modelos de x(t) que toman en cuenta todos
los factores que influyen en el crecimiento microbiano. Es sabido que u es una funcién
compleja de muchos factores quimico-fisicos y biol6gicos, como la concentracién de
biomasa, concentracién de substrato, de pH, temperatura, etc.

Asi el escoger una adecuada descripcién analitica de u es critica en
representaciones en espacio de estado de aplicaciones especificas,

Aqui se utiliza un algoritmo adaptable para el seguimiento de la razén de
crecimiento (u(t)), a partir de valores de entrada y salida, y se propone una ley de
control para la biomasa. Se considera que u(t) es un pardmetro desconocido variable
en el tiempo. Ademds se asume que solo una de las variables de estado es medible, y

que esta medicidn podrfa estar contaminada por ruido.
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5.1 ESTIMACION EN LINEA DE p(t)

Suposiciones basicas:

Al- La raz6n de crecimiento especifica p(t) es positiva y acotada, la méxima

razon de crecimiento es desconocida:

0 =w() =
A2- Las entradas D(t) (razén de dilucién) y s, son positivas y acotadas:

0<D(t) = 0<sy(t) =5

max’

A3- No existe crectimiento sin substrato:

w(t) = 0 cuando s(t) =

A4- la derivada en el tiempo de u(t) es acotada:
Idl«‘(t) = M,

5.1.1 A PARTIR DE UNA MEDICION RUIDOSA DE BIOMASA

Aqui se asume que la medicién ruidosa x,,(t) de la concentracién de la biomasa

es medida en linea:

x (t) = x(1) + e(t)

donde € es €l ruido medicién. Entonces, el siguiente algoritmo puede ser usado para
estimar u(t):

d’ift’ (1) = D) +e(x, (1) - 2(V)],(0)

d’id(tt) = &%, (V5. (1) - R(V)]

donde c,, c, > 0, son los parametros de discno .

(5.1)
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Resultado de las simulaciones:
La ley de control considerada es semejante a la obtenida en la seccidn 2.2.2, ¢s
decir
D=p() 2] v>0 u(t)>0
X

refl

u(t) tiene el siguiente comportamiento:

0.292

.29

a.288

O.2886

O-284

c.28=%2

o.2e - - - —

Fig. 5.1 Razon de crecimiento especifico

pero, como se menciond anteriormente, p(t) es desconocida, entonces para resolver este
problema, p sera estimada usando la ley adaptiva (5.1). Ademis, la medicién de la

biomasa contiene un ruido aditivo x,. La ley de control resulta de la siguente forma

X
D = 4a(t)| — v>0, p(t)>0
xref
Para una referencia de x,, = 5. Se aprecia en la Fig. 5.3, como la razdn de crecimiento
espacifico estimada aicanza su valor real dentro de un cierto margen; en la Fig. 5.2 la

biomasa osila alrededor de la referencia.



56

S = -t

s -

& = -

al =

2 -

1+ =l
10 20 30 40

o 80 a0 70

Fig. 52 Medicién rutdosa de la biomasa

.4

0.88 =

0.8 -

.20~

o.2 |~

0.18 |-

o.1 -

Q.06 |- -

Fig. 53 Razén de crecimiento (1) vs. estimada (2)

5.1.2 A PARTIR DE UNA MEDICION RUIDOSA DE SUBSTRATO
Se supone que la medicion ruidosa s,(t) de la concentracion del substrato estd

disponible en linea;

s, (t) = s(t) +¢€

La idea bésica para la obtencién del algoritmo de estimacidn es que, en el crecimiento

microbiano, la razén de produccion de biomasa es proporcional al consumo del
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substrato, Asi, a partir de una medicidn el linea de s(t) puede ser proporcionado una
seudo medicion de kx(t) sin tener conocimiento de u(t). Esta seudo medicién es
utilizada para estimar pu(t) por un algoritmo similar al caso anterior.

Definiendo la variable auxiliar Z(t) por:

dZ
d

W - by, - Z)

con 0 < Z(t) < oo, arbitrarias y para una Z(0) dada se puede calcular Z(t). Entonces

una seudo medicién en linea de Y(t) & k,x(t) es dada por:
Y, (t) = Z(t) - 5,.(1)
Finalmente la estimacién adaptiva de pu(t), se obtiene de la siguiente manera:

di‘(ct) 4 [ﬁ.(t) - D(t) + cl(Ym(t) = ?(t))]Ym(t)

(5.2)

Y - oY, (0] Yuto) < 20)]

Un andlisis de estabilidad, sobre este resultado se encuentra en [15].

Resultado de las simulaciones:

Tomando en cuenta las consideraciones anteriores, la ley de control resulta de la
forma

D« p(t)[;_] v>0, A(1)>0

ref

donde p(t) obtenida por una ley adaptable y & es una variable estimada.
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Para una referencia de x = 5, los resultados son los siguientes:

Fig. 5.4 Biomasa x (1) vs. biomasa estimada (2).

©.4

0.36 -

0.8

a.28

o.%

©.16 1

O.1

0.06 |+

Fig. 5.5 Razon de crecimiento g (1) vs. estimada (2).

En la figura 5.4, se puede apreciar que, con una medicion ruidosa del substrato,
el desarrollo de la biomasa se ve afectado. Puesto que esta medicién influye en la
estimacién de la biomasa, y de la razén de crecimiento, ambos parametros son usados
en la Iey de control; en la figura 2.4, 1a ley de control solo es afectada por la medicién
ruidosa en la estimacién de la biomasa por lo que el resultado es mejor que en la figura

54.
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5.2 IDENTIFICACION DE PARAMETROS

Se desea conocer los valores de i’ k,, a partir de valores experimentales de u(t)
y de s(t). La identificacién se realiza por medio de minimos cuadrados.

Sean una matriz A , 4 ¥ « 1y UN VECtor, S€ necesita encontrar un vector X <1 tal
que Ax = y. Cuando se quiere determinar a x, haciendo | Ax - y ||, tan pequefio como
sea posible, se tiene un problema de minimos cuadrados.

Resulta, que el valor de x el cual resuelve el problema de minimos cuadrados estd dado

por:
x=A'y

En donde A" es la seudoinversa de A, y el calculo se puede realizar mediante la

descomposicién en valores singulares [4].

La principal hip6tesis usada en este desarrollo es que la razon de crecimiento
obedece la ley de Monod; a partir de la ley de Monod y el algoritmo de identificacién

{minimos cuadrados), se obtendran los pardmetros K,, p’ que intervienen.

Ley de Monod:

p(t) = u‘————k sfts)(t)

como p(t), s(t) son medibles, se desea estimar 1’ y k, entonces:
p(t)s(t) = -u(t)k, + n's(t)

seleccionando
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en forma matricial queda

\

u(t)s(t))  (-uct) s)
“(tz)s(tz) "P'(tz) S(tz) [:(]

w(t)s(r))  |-n(y) s(,)

Usando en el Matlab la instruccién pinv, la cual usa la teorfa de minimos cuadrados y

descomposicion en valores singulares se obtiene u” y k.



6. SISTEMA EN CASCADA

En los procesos de fermentacion de microorganismos recombinantes (A2.1) a gran
escala, la estabilidad de ciertos recombinantes es uno de los problemas més importantes;
la presencia de ciertos plasmidos tienen un efecto deteriorante en el crecimiento de la
célula huésped, especialmente en el caso de altas expresiones de plasmidos (A2.5). El
crecimiento de las c€lulas recombinantes en un medio selectivo podria permitir ¢l
mantenimiento estable de la poblacién celular con plasmidos, por la inhibicién del
crecimiento de las células libres de estos, pero con frecuencia el uso de una presién
selectiva es imprictica en una produccion a escala industrial. Algunos métodos de
operacion de bioreactores han sido propuestos para maximizar la concentracion del
producto del gen clonado (A2.2) y/o la productividad de un bioreactor para un cultivo
recombinante inestable,

Una estrategia para tratar con las células recombinantes que son inestables,
debido a un incremento en la productividad del gen clonado, es separar la etapa de
crecimiento de la etapa de produccion, controlando los niveles de expresion del gen
clonado usando un "switch" genético, Un sistema de fermentacién en dos etapas en
combinacién con un sistema gen "switch" sensible a temperatura, ofrece la posibilidad de
minimizar los problemas de inestabilidad debido a las altas expresiones de producto
recombinante en produccién continua. El uso de un promotor (A2.3) termo inducible
facilita la separacidn de la etapa de crecimiento de la ¢tapa de produccidn, por un simple
ajuste de la temperatura del cultivo.

En este capitulo se abordaré, el modelo matematico para las dos etapas, en base
al articulo [17]; después se mostrardn las leyes de control usadas en cada ctapa, despues

se hablaré del observador para finalmente presentar los resultados de las simulaciones.
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6.1 MODELO DEL PROCESO

Considerando el modelo matematico, que representa un proceso constituido por

un sistema "gen huésped" en un proceso de cultivo continuo en dos etapas. La primera

etapa representa el crecimiento:

X = -Dyx + uixi(1-0)

Vi o= -Dixp + pyxi 8 + pixg (6.1)
S, = D,(5,-5,) - —— (ui% +uix;) - my (% +%0)
1 = ATy T(MXI MiXp) m1(xl X
%

y la segunda etapa, es la que corresponde a la produceion:

’

%, =-D,x, + D,x + u,x%(1-6,)

.= 5 = +_+ -=
X, =-Dy%X + DX + X0, + iy X,

< (6.2)
p=-D;p + keG, (B, +b)x; - k_p

1 v+ - - + - d
§,=-D,s, + D_s, + Dozso—?xz(;u,zx2 +,u.2x2)—m2(x2+x2)- ngt

donde:

x,".- biomasa 1; x; .- biomasa 2; x,*.- biomasa 3; x,.- biomasa 4; s, 5,.- substrato;
D,, D,, Dy,.- raz6n de dilucién; pu*, w.- razén de crecimiento especifico; 6;, 0,.- razon de
scgregacion relativa; p.- razon de produccion; s,.- alimento en el substrato; Y,, Y, m.-
coeficiente de produccion celular; e, G, k.- eficiencia de la expresion genética; k,, b.-

constantes.
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Si se supone que la salida disponible en cada subsisterna es el substrato y que el

valor de m se desprecia. En la teorfa de control s, X, p representan componentes del
vector de estados, D es el control, s la salida; asi el sistema 2.1 y 2.2 en forma matrical

puede ser escrito como:

/ . ) W
g My
S, -D, S —_— 8, S
Yx] Yx1 0
xI = |X = % XI + 0 Dl
g 0 —‘i')l +u; (1 -91) 0 ) 0 (6.3)
X . X
L 0 iy 61 M1 _DU
¥ \= sl
¢ N )
$) |- FofthT) i Wk Prkp (s,) (D,s,+D,s.)
2 2~ N~/ N £V 12°1 [Aadi]
X X X
y P |- 0 -D2+M$(l—62) 0 0 " 2N o
% y o D, x :
.2 0 o 02 _ Dz+,u.£ 0 2 1221
b p) L 0
0 k,eG v INORI-A
Y. = 5

Note que el sistema, pertencce a la clase de sistemas no lineales descritos por las

siguientes ecuaciones:

A = A‘l(ul’YI)xl + ¢ (u,)
(6.5)
) I

¥ = G
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%, = A (00,Y,7,)% + By(u,y) %, + 6,(0pypu,Y,) 66)

PI

Y, = G,

Las propiedades concernientes a observabiliadad de estos sistemas, se presentaran en la

seccion 6.3, las cuales fueron utilizadas para disefiar un observador.

6.2 CONTROL

Antes de disefar la ley de control para el proceso biolégico, primero se probard
la controlabilidad de éste, para posteriormente en la siguiente seccién (6.2.2), proponer
la ley de control.

Las consideraciones hechas son: 9, ~ 0, m;, = 0.

6.2.1 CONTROLABILIDAD

Para checar controlabilidad se siguen los pasos sugeridos por [24] (sec.7.3.). El

sistema (6.3) s representado de la forma siguiente: x = f(x) + g(x)u-

{ \
v+ §
M1 Xy -%
- — -X- =
g = My Xy +| -x, (D
-1 +_+ - -
'Y_d(f“l X T % ), LSo 8y

Calculando los corchetes de Lie (ad? g =g adig = [£g], adig = [f,[f,g]]),se verifica

la controlabilidad del sistema.
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D¢ este modo, obtenemos que:

i > ko (s,-8,)% kel (si-2s,8, - k8, ) (seixi +p2x]))
1
(ky + 5,)° (k +8)" Y,
A -| % kypel(s,=5,)%/ ket (5= 28,8, ~ kg8, ) (i X +lx;)
‘ (k "'Sl)2 (k; + Sl)4Yx1
S —k1(so_sl)(urx; +}L:X1_) -kl(S?—leO—ZSOSI)(,w:X; +/LiX1-)2
L (e +5,0Y,, (k +5,)'Y,

Como las columnas dos y tres de Ac (Ac es la matriz de controlabilidad) son linealmente
dependientes, entonces Ac es de rango dos. Por lo tanto el sistema (6.3) no es
controlable (para el sistema 6.4 el resuitado es semejante). Pero se mostrara como las

variables x,*, x," pueden ser llavadas a una referencia.

6.2.2 LEY DE CONTROL

En el capitulo 2, la ley de control usada fué: = y (:)k, el valor de u, fue
T\x

calculado haciendo x = x_y buscando el punto de equilibrio del sistema:

% = (u(t) - D)x
Como en este proceso, vamos a aplicar la ley de contol obtenida en el capitulo 2,

teniendo que encontrar el valor de u, para cada etapa.

Primera etapa:

X; = —DIX; * “IXI(l - e1)
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pero como el valor de la segregacion (8,) es casi cero se tiene que u,, = ;" para el
punto de equilibrio x,; = x,*. Esto cambia en le segunda etapa, haciendo a x,, = x,* se

busca el punto de equilibrio del segundo subsistema, se tiene:
% = -Dyx; + Dyxi + xi(1 - 8,) = 0

x,(3(1 - 8,) - D,) + Dyxi = 0

Considerando que D, = Dy, + D,,, y que ¢l control D,, ¢s de la forma

LK

%
Dy = u,{ —

x.\'?

evaluando en el punto de equilibrio x, = x,* y sustituyendo €l control

x,(-u, - D, + u5(1 - 8,)) + Dyx, = 0

174

esto implica

X
P A=TD rl+"(’;(1_92)_D12

" 2
Xo

Proposicién 3.1: Considere los sistemas (6.3, 6.4), y las leyes de control siguientes

vl

D, = &,"(t) ;’% dondec vl <@, &, (t)>0
1
{ \v2
XrZ )
D, = u,|— donde v2 <0, u,>0
%)

Entonces, los errores de seguimiento e, = x,* - x,; para (6.3), ¥ & = x," - X,, para (6.4),

convergen exponencialmente hacia cero.
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Prueba: Seleccionando un cambio de variable adecuado para (6.3) tenemos que:

& 8 =8 4+ .2
Cr 1 0 T,
+
& =x
g, =%

Derivando con respecto al tiempo

¢ =B = Dl(so - S]) - Y—:(H':X; + p1 %)

v 1

Xy

+ L
-Dyx + %

-
N
1

ca T X; - —D]X; i f“"l—x;

Definiendo el error de seguimiento como

e, =M, =5 15 # =

K
N
e

t
2

Resulta que

D-
P
|

= _Dl(el - %) - Yl[ﬂ’;(ez 2 xﬂ) a3 ""’1—33]

w
~
L}

_Dl(cl ¥ Xrl) * .“‘:(ez * xrl)

3 (F‘; - D])ez
De manera que control resulta ser de la forma

(¢
]

D, = w2

xn

(6.7a)

(6.7b)

(6.7¢c)

Como la variable a controlar es x;* = x,, por tanto e, = 0, D; = u,%, y ¢, =0
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Sustituyendo el contol D,, la ecuacion (6.7b), se verifica que

O = ‘}L;Xﬂ E P';Xrl
Para (6.7c), con ¢, = 0 se tiene
ég = (P'; N P’I)Ca
donde p; > ,*. Entonces, €; = +o cuando t —> o, esto significa que x, = +=,

Para g,» con e2=0ye; > 4.

L + X * - * ;e]
& = —u(e, - %) - ;}‘[""lxn * 6] = —pe - Fy—

como e; = +oo0, entonces e; —> -, esto significa que s; — -,

Seleccionando una funcién candidato de Lyapunov para la primera etapa
W, = (&)
W,(e,) >0 Ve, =0 W(0)=0

Derivando con respecto al tiempo, a lo largo de las trayectorias del sistema (6.3)

Wi(e,) = ¢, = ez[_Dl(ez +x,) +pi(e,+ Xd)]
sustituyendo el control D;:

. +[€ +Xn +
W, (e,) = ez[_"'l( r )(62+xr])+lu'l (62+xrl)}
g -
= CZIT - I-Ll eZ]

comoe, = X - Xy
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como D, > 0, entonces W, (¢,) es negativa definida y por lo tanto el error e,’ va a cero

exponencialmente.

Esta prueba es valida para el error en el segundo tanque (g,%).

6.3 OBSERVADOR

Como el tinico pardmetro medido (en cada tanque) es el substrato, el problema
de la obtencién del vector de estados es resuelto como en el capitulo dos, solo que aqui
es necesario construir un observador para cada etapa (crecimiento, produccién).

Los sistemas de ecuaciones (6.3) ¥ (6.4) son llevados a la forma (6.5) y (6.6)

respectivamente:
{ ; 3\
“H ~H
B A s,D
A, (w3, = b | os@y=fo| ©¥
0 -DI‘*'Fq(l_el) 0 =l 0
0 P‘I 6l I'Ll - Dl)



70

(0 ke Gpv 1 R D2+k_p\
Y, ¥ Y, Y,
Az(“z:Yz) =10 _D2+ru‘;(1-92) 0 0 (69)
0 1,8, D, +u; 0
0 kOSGPV 0 -Dz-k-p
uol0o0 _DZS2+D0280\
Ouoo 0
B.(wy) = | 0 u of #(W¥D) = X
0000 0

Teorema 6.1: Sean los sistemas dinamicos

[21 = A(u,y)z, - 8,7'CT(Cizp = )+ (u,y,)

Qs
8 = -0;8,-AT(u,y,)s, - s,A (upyy) + CTC

> Az(u1’u2’yl!Y2)zz ) Bz(uvyl)zl 1 d’z(upyvup}'z) 3 Sz-lczT(szz - YZ)

N
]

0, :]

S

..2 -6,8, - AzT(uvuz’yI’yz)Sz - 8,A,(upu,y,y,) + C7C

Entonces O, y O,, son observadores para los sistema (6.8, 6.9) tales que, los errores de

estimacion verifican las siguientes desigualdades:

Iz, (t) - % (D I=<ke™®

lz,(t) - %, () i<k,e™

para 8,, 8, suficientemente grandes, donde 6 es una constante positiva.
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La demostracién del teorema, para la primera y segunda ctapa es identica a la

presentada en el capitulo 2.

6.4 RESULTADOS DE LAS SIMULACIONES
Para el primer tanque se quiere llevar el valor de las celulas con plasmidos (x,%)

a un valor de cuatro, con s, = 10.

o] -1 10 15 z0 za 30

Tiempo (hrs.)

Fig. 6.1 Celulas con plasmidos x,* (1) vs. estimado (3).

o s 10 i8 20 =8 ao
Tiempe (hras.)

Fig. 62 Celulas libres de plasmidos x; (1) vs. estimado (2).
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s — —
4.8 W
- - =]
E
E a.o|- -
g sl ]
2.5 -
2 =
1.8 - 1 — -
Q 5 10 18 20 28 3a

Tiempo (hrs.)

Fig. 63 Substrato (s,).

En el segundo tanque también se desea llevar el valor de las celulas con plasmido (x,")

a cuatro, considerando que s, = 10, D12 = 0,135, Y, >> 0.

Concentracion

18 20 26 aoc

Tiempeo (hra.)

Fig. 6.4 Celulas con plasmidos en el tanque dos x,* (1) vs. estimado (2).
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Concenlracion

Q
ot

i0 18 20 26

Tiempo (hrw.)
Fig. 6.5 Celulas libres de plasmidos en el tanque dos x; (1) vs. estimado (2).

8

<o)

r 4 =

Concenlracion
'y
]

Q s 10 i8 20O =26
Tiempo (hrs.)

Fig. 6.6 Substrato en el tanque dos (s,).

100

ao

80 -

60 |-

40

Concentracion

o s La ) 2a 28
Tiempe (hrs,)

Fig. 6.7 Produccién (p).

ao



CONCLUSIONES

Este trabajo se desarrolld a partir del modelo matematico de un proceso de
fermentacion continuo (CST), éste fue representado en forma afin en el control, y se
comprobd que pertenece a la clase de sistemas conservativos. Por lo que se concluyé
que es posible construir una ley de control que estabiliza globalmente asintéticamente
el sistema. El control debe estar sujeto a restricciones fisicas tales que, el valor del
vector de estados y de la sefial de control siempre deberén ser positivas, por lo que se
usé un control tipo L/A, el cual siempre genera sefiales de control positivas.

Como se deseaba controlar la concentracién de la biomasa, debido a que la ley
de control requiere de esta medicién en linea, se utiliz0 un estimador tipo Kalman para
el proceso. Se¢ comprobd su buen funcionamiento en simulaciones.

Con el principio de separacién se probd que el par observador-controlador es
estable, demostrando que el crror de estimacion tiende a cero exponencialmente y que
el estado tiende a cero cuando ¢l tiempo tiende a infinito. Garantizando con ello que,
el control que hace uso del estimado, tambi€n estabiliza al sistema.

Se obtuvo una ley de control linealizante con la cual se controld ¢l substrato, y
se demostrd que la dindmica cero era estable. Desafortunadamente su aplicacidn se
restringe, ya que es necesario el conocimiento exacto de la planta.

Se hizo uso de un algoritmo adaptable (15], para la estimacion de la razén de
crecimiento (u), en combinacién con la estimacion de la biomasa y la medicién con ruido
del substrato. En las simulaciones se obtuvieron resultados bastante satisfactorios.

Finalmente, se extendi6 el problema hacia un sistema en cascada; aquf se mostrd

que solo se podia controlar una variable ya que el sistema es no controlable.
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Como resultado de lo anterior, los trabajos posteriores deberdn estar enfocados

hacia una implementacién, la cual es preferible hacerla sobre un proceso de

fermentacion simple, donde el modelo matemético surge de un sencillo balance de masa

y de nutrientes. En los procesos de fermentacién, la tnica diferencia en el modelo

matematico entre diferentes aplicaciones (como pueden ser la de laboratorio, planta

piloto o de un proceso a gran escala) son el dimensionamiento de estos procesos, y las
consideraciones que se tomen (por ejemplo, en la ley de crecimiento especifico).

Otra cuestion interesante seria aplicar un control sobre s, (alimento), para hacer

que la concentracién del substrato (s) siga una trayectoria 6ptima (S*(t)), con el fin de

maximizar la cantidad del producto final.



APENDICE

Al Definiciones matematicas

Teorema Al.1 [12]: (Estabilidad asint6tica de Lyapunov)
Sea x = 0 un punto de equilibrio para x = f(x). Sea V : D — R una funcién
continuamente diferenciable sobre una vecindad D de x = 0, tal que:
V(0) =0y V(x) > 0 en D-{0}
V(x) =0 enD
entonces, x = 0 es estable. Ademas, si
V(x) < 0 en D-{0}

entonces x = () es asintdticamente estable.

Funcion clase C” Al.2 [1]: Teniendo que A es un subconjunto abierto de Ry f: A —
R. El valor de f en x es denotado f(x) = {(xy,....%;). La funcién f se dice que es de la
clase C* (funcién suave) si sus derivadas parciales de cualquier orden con respecto a
b TR ,X, existen y son continuas, Una funcidn f se dice que es analitica (C*) si es C”
y para cada punto x* € A existe una vecindad U de x° tal que la expansién en serie de

Taylor de f en x° converge a f(x) para toda x € U.

Difeomorfismo A1.3 [1]: Sean U, V son conjuntos abiertos en R” Un mapeo F:U - V

es un difcomorfismo, si F es biyectivo (uno a uno y sobre) y F, F! son de la clase C*,

Teorema Al.4 [1]: (de la funci6n inversa)

Teniendo que A es un conjunto abierto de R"y F: A — R” un mapeo C”. Si
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(matriz Jacobiana) cs no singular en x° € A, entonces existe una vecindad abietta
o

oF
9x

U de x’ en A tal que V = F(U) es un conjunto abierto en R"y la restriccion de F a U

es un difeomorfismo sobre V,

Condicién de Lipschitz ALS [11]: Si la funcién {(x, t) en la ecuacion x = f(x,t) es

continua en t, y para alguna r > 0, existe L = 0, tal que

||f(X2,t) N\ f(xpt) IISL"XZ = X]" v xj,xzeBr Vtzto

para toda x; y x, en una vecindad Br de el origen y todo t en el intervalo [t,, to+T] (T
€s un numero positivo), entonces la ecuacidon diferencial tiene una tinica solucion x(t)

para condiciones iniciales suficientemente pequefas y en un periodo de tiempo pequefio.

Gradiente o diferencial A1.6 [1]: Es un campo covectorial de una funciéon realmente

valuada (1) definida sobre un subconjunto abierto U de R". Este campo covectorial es

denotado por dA. El valor en un punto x es: dA(x) = |22 22,22
ox, 9%, Jx

A dA 81]

Derivada de Lie A1.7 [1]: Sea A una funcién realmente valuada y f un campo vectorial,
ambos definidos sobre un subconjunto U de R®. De lo anterior, una nueva funcién suave

realmente valuada es definida, cuyo valor (en cada x en U) es igual al producto interno

@000 = 200 = 3 Do)

i=1 ;

Esta funcion es llamada la derivada de A a lo largo de f, y ¢s con frecuencia denotada
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como LeA. Ahora si se deriva a lo largo de un nuevo campo (por ¢j- 8)» la nueva funcién
8 (LD

ax

serfa [ 1, A(x) = g(x).

Si A es diferenciable k veces a lo largo de f, la notacién es 1.5, con L?A,( x) = A(x)

Producto de Lie (corchete) A1.8 [1]: Sean dos campos vectoriales f y 8 ambos definidos
sobre un subconjunto abierto U de R°. De éstos un nuevo campo vectorial suave es
construido, el cual es llamado producto de Lie; se expresa como [f, 8] y estd definido

para cada x de U como:

_ dg _ of "
[f.e](x) = Z24(x) - —-g(x)

Repitiendo el corchete del campo vectorial g con respecto al mismo campo vectorial f,

[ & [ L., [ £, g ]]] esta operacién recursiva es definida como

adig(x) = [fad{"g](x) para k=0, adig(x) = g(x)

Proposicion A1.9 [1]: EIl producto de Lie de campos vectoriales tiene las siguientes
propiedades: A
i) es bilineal sobre R, por ejemplo si {;, £, &, &, son campos vectoriales y 1, T, son
nimeros reales entonces:
(1L + i, &) = 1t &)+ N[t &]

[fp 58+ 1] = Sf> 8] * 5[t ]

ii) es anti conmutativo: [f, g] = —[g,f]
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iii) satisface la identidad de Jacobi, es decir si f, & P son campos vectoriales,

entonces
[t. [z p]] + o [os )] = [, £ ]l = 0

Definicion A1.10 [26]: Considere el siguiente sistema

D
1l

f(x,u) xeM, ueU
é(x) yeN

e
Il

Donde
- El espacio de estado M < R".
-l <R,
-f: M x U - TM tal que f(x;u) € T,M para cadax € M, u € U.
- La funcién de observacién ¢ es un mapeo de M a una variedad N
Nosotros decimos que una entrada u distingue entre dos estados x; (i=1,2), si existe una

t para la cual m(u, x;; t) esta definida para i = 1,2 y satisface

Y, = ¢(m(wx;t)) # dp(w(u,x;1)) =y,

Si no existe una entrada que distinga entre x, y x,, entonces x1 y x2 se dice que son
indistinguibles. Si no existen dos estados x1 y x2 que sean diferentes pero indistinguibles,
entonces el sistema 3, = (M, U, £, N, ¢) se dice que es observable.

Una entrada u:[0, T] — U se dice que es universal para el sistema 3, si ésta tiene la
propiedad que, siempre y cuando dos estados x,, X, sean distinguibles por alguna entrada,

entonces X, y x, son distinguibles por u.
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Definicion A1.11 [19]: U(t) € L[, +) (espacio de funciones medibles esencialmente
acotadas [7]) es una entrada persistente si existc T > t, y una secuencia 8,, § = +o tal
que U8, (t) converge debilmente a U*, U* seria una entrada universal en [t, T]. Nota:
Es una entrada que contiene suficiente informacién y la cual no se aproxima a una

entrada no universal.

Definicion AL.12 [19]: U(t) es regularmente persistente si es persistente en términos de

la definicién anterior, con l1a secuencia 8, tal que 18.., -8

,-8,1=T conT >0

Definicién Al1.13 [13]: Considere el siguiente sistema

é = X(Ey() (Sl)
(8) =1¢ = Y(&0) (s,)
EcR® CelR®

Suponiendo que X(&,, {) = 0; ¥ { € R". Nosotros decimos que &, € R* es §; estable en
el sentido de Lyapunov si, para toda { € R", existe una vecindad V, de &, tal que: Para
toda vecindad W, c V, de £, existc una vecindad W', < V, tal que para toda

trayectoria (£(t), {(t)) de (S) que inicia en (&, {); £ € W, la componente £(t) permanece
en W', para toda t = 0.

Definicién A1.14 [12]: A conjunto M se dice que es un conjunto invariante con respecto
ax=1f(x)sii x(0) eM=->x(t) e M, VteR
El conjunto M se dice que es un conjunto invariantemente positivo si:

x(0) e M =x(t) e M,Vt =R
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Teorema Al.15 (LaSalle’s) [12]

Considerando el siguiente sistema:

% = f(x) (1.1)

Donde f;: D — R ¢s un mapeo localmente Lipschitz, de un dominio D < R* a R".
Siendo, ( un conjunto compacto (cerrado y acotado) con la propiedad que cada solucién

de (1.1) que inicia en (), permanece para todo tiempo futuro en {). Siendo V:Q — R

una funcién continuamente diferenciable tal que V(x) < 0 en{. Sicndo E el conjunto

de todos los puntos en {} donde V( x) = 0- Sea M el conjunto invariante més grande

en E. Entonces M es un atractor, pues cada solucién que inicia en () se aproxima a M

cuando t = oo (prueba en [12]).

Teorema Al.16 (Massera) [13]
Si el campo f es C'y si x; es un punto de equilibrio local (global) asintéticamente

estable, entonces existe una funcién de Lyapunov local (global) para (1.1).

Definicion Al.17 [28]: Sea V una funcién no negativa, V : R* - R, V es propia, si para

cada a > 0. El conjunto V([0, a]) es un compacto de R".



82

A2 Definiciones biolégicas

Microorganismo recombinante A2.1: Es un microorganismo que ha sido transformado

con un DNA extraiio.

Gen clonado A2.2: Traen un fragmento de DNA de otro organismo, €s clonado en el

plasmido.

Promotor A2.3: Segmento de DNA necesario para la expresion de un gen

Alta expresion A2.4: Alta produccion

Plasmido A2.5: Elemento genico extra cromosomal circular cerrado covalentemente y

se replica de manera independiente del cromosoma.

Plasmido mono y multi copia A2.6
mono copia.- Un plasmido por cromosoma.

multi copia.- Mas de un plasmido por cromosoma.
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