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Notacion

R
RII

N
T)%

I, = ("
(o)
AT con 4 e R™

Cm

Cc*(p)

Campo de los mimeros reales.
Espacio vectorial de dimension n con elementos

reales.
Valor Absoluto.

Normma 2 de x.

Producto interior.

Matriz transpuesta.

Es el conjunto de funciones con derivadas parciales
continuas de todas las ordenes .

Es el conjunto de funciones que pertenecen al
conjunto C* y que estan definidas en el punto p.
Derivada de Lie, (A.1).

Producto de Lie, (A.3).

Distribucion suave, (1.3.1).

Codistribucién suave "aniquilador” de A, (Def. 2).
Codistribucion suave,

Distribucion suave "aniquilador” de Q, Lema 12.
Distribucion que contiene a A e invariante bajo los
campos vectotiales 1p,...,7q, (1.8.2).

Distribucién que contiene a ) e invariante bajo los

campos vectoriales ty,...,7q, Lema 9.
LeLe...Leh, (A2).
—_—

k veces

[£.[£....[£.2]]]. (A.).
S———’
k veces
Expansion de una distribucion con los campos

vectoriales f1 2.



Esta tesis trata principalmente del disefio de leyes de retroalimentacion estatica de estado
para sistemas modelados por ecuaciones diferenciales no lineales afines en la entrada, cuyo
objetivo es la linealizacién del sistema. Este procedimiento involucra tediosas y largas
manipulaciones algebraicas, por lo que es recomendable automatizarlos mediante un paquete
computacional que maneje algebra simbdlica. Se seleccion6 el Mathematica para lograr este

objetivo.

Generalmente la [inealizacion (sistema no lineal + retroalimentacion estatica de estado) no
se aprecia en el sistema de coordenadas original, para esto, es necesario una transformacion de
coordenadas que cumpla con algunas condiciones.

Existen casos en que la retroalimentacion estatica de estado no es suficiente para linealizar
completamente el sistema; sin embargo puede linealizarse una parte y la otra permanecer no
lineal, esta ultima induce la Dindmica Cero la cual nos interesa que sea estable para que el
sistema en total sea estabilizable. Nuevamente para poder observar claramente lo anterior se

requiere una transformacion de coordenadas.

Una vez obtenida la parte lineal y conociendo que la dindmica cero es estable podemos
utilizar la teoria de los sistemas lineales para encontrar la solucién a problemas de control

como: seguimiento asintético, rechazo a perturbaciones, etc...



En el estudio de los sistemas de control no lineal es natural tratar de extender la teorfa de
los sistemas lineales. Un tépico es considerar sistemas afines en la entrada, con [a geometria

diferencial como soporte matematico.

La geometria diferencial trata sobre curvas y superficies, las funciones que las definen y
transformaciones entre las coordenadas. Las curvas mencionadas estan formadas por puntos;
para decir que un punto puede ser distinguido de otro, o que hay un punto suficientemente
cerca a donde queremos ir, o hablar de vecindades de un punto es necesario hacer
consideraciones topolégicas. La preservacion de algunas caracteristicas topoldgicas como
compacidad y continuidad es indispensable para pasar de un espacio a otro.

Uno de los conceptos importantes mostrado en este trabajo es el de la Linealizacion
Exacta en el Espacio de Estado y la determinacion de La Dindamica Cero para los sistemas
SISO y MIMO. El objetivo de la tesis es el de implementar en ¢l Mathematica funciones
necesarias para obtener algunos resultados de esta area de estudio de los sistemas no lineales.

Consideraremos sistemas no lineales caracterizados por la siguiente ecuacion diferencial;

x=£(x)+ L (u; (12
= (Ib)

yj=h;(x) (j=1,...,m)

en el cual x =(X1s---=xn) representa urn vector de estado, u,,...,u,, son los componentes del

vector de entradau 'y (yi,....¥,) son los componentes del vector de salida y.



Introduccion

Las funciones:

fi(x) gi1(x)
f(x) = 2(x) el =| 82 . hix)
fn(X) gin.(x)

con 1,j=1,...,m, son no lineales en sus argumentos y diferenciables un numero cualquiera de

veces, cuando esto sucede diremos que son funciones suaves.

Otro de los puntos importantes es la retroalimentacién de estado; ¢xisten 2 tipos basicos:

. 1Retroalimentacion de estado estdtica .-

Este modo de control es tal que el valor del vector de entrada u en

cada instante de tiempo t depende del estado x y los componentes
Vi,---, Vy de algun vecior de entrada de referencia v:

b = ay(x)+ ilaij(x)vj
J=

. Retroalimentacion de estado dinamica.-

En este modo de control, el valor del vector de entrada u en cada
instante de tiempo t depende del estado x, los componentes de algin

vector de referencia v y ademas del valor de un vector de estado
adicional auxiliar z=(z,...,2):

m
uj = ai(x,z) + ZBij(xaz)Vj
j=1

m
2=7i(y,2) + 2.8;i(y, 2)v;
J=1

IEs el tipo utilizado en esta tesis



Introduccion

La tesis estd organizada de la siguiente manera. En el Capitulo [ introduciremos la base
matematica, analizaremos las variedades, generalizacion al caso no lineal de los subespacios en
los sistemas lineales, en las que estan definidos los sistemas de control, sus transformaciones
de estado para obtener las partes alcanzable/no alcanzable y observable/no observable del

sistema transformado.

En el Capitulo 2 analizaremos algunos de los problemas de control para el caso SISO,

utilizaremos dos caracteristicas importantes de los sistemas dinamicos:

a) La Linealizacién mediante una retroalimentacion estatica no lineal de estados y su

relacién con el Principio de Estabilidad en la Primera Aproximacion.
b) La Dindmica Cero y su importancia para el analisis de estabilidad.

Posteriormente en el Capiffulo 3 las caracteristicas (a) v (b) seran extendidas al caso
MIMO, y ademas en este mismo capitulo veremos el desacoplamiento, la forma en que la
salida h; se ve afectada tinicamente por la entrada u;, en los sistemas que tienen igual nimero

de entradas y de salidas.

El Capitulo 4 presenta una breve explicacion del entorno del Mathematica y el Capitulo
5 muestra el listado del programa donde se implementaron las funciones.

En el Capitulo 6 se analiza la dindmica de un Robot utilizando el programa desarrollado
en el Mathematica y se realiza una simulacién con los resultados obtenidos. Posteriormente a
este capitulo se encuentra las Conclusiones, donde se menciona brevemente lo que se ha

logrado hacer en esta tesis.

Y por tltimo, el Apéndice contiene algunos conceptos de Algebra de Lie, Calculo

avanzado, Topologia y Variedades.



1.1. Intreduccion

El objetivo principal de este capitulo es el de presentar una serie de analogias entre la
teoria de los sistemas lineales y la de los no lineales, donde destaca pricipalmente la
transformacién de coordenadas para descomponer el sistema en sus partes alcanzable/no

alcanzable y observable/no observable,

. * . : : .
Un espacio dual V', de un espacio vectorial V, es el conjunto de todas las funcionales
lineales evaluadas en los reales y definidas sobre V; ambos espacios son de la misma

dimension.

Sea el sistema no lineal:
m
x=f(x)+ Y gi(x)y;
i=1

yj=h;j(x) (j=1,...,m)

llamaremos campos vectoriales a los mapeos f,g),...,gy,, por el hecho de que asignan un
vector de R™ a cada punto x de U (subconjunto de R™); junto con estos campos vectoriales

manipularemos sus objetos duales a los cuales llamaremos campos covectoriales, estos

*
asignan a cada punto x de U un elemento del espacio dual (Rn) i

Supongamos que ®j,-..,®, son funciones suaves evaluadas en los reales de las variables
Xy,..-,%p. definidas sobre U, entonces podemos identificar el siguiente vector renglon:

m(x):[ml(xls---:xn) ©2(xy,0.r%Xp) - mn(xl’---sxn)]

COmo un campo covectorial.



Antecedentes de sistemas no lineales

1.2. Cambio de coordenadas en el espacio de estado.

La transformacion de coordenadas del espacio de estado, es usada para anahzar algunas
propiedades de interés, por ¢jemplo controlabilidad y observabilidad, o para mostrar si ciertos

problemas de control pueden tener solucion.

En el caso de un sistema lineal, se considera normalmente un cambio de coordenadas
lineal. Esto corresponde a la sustitucion del vector de estado original x con un nuevo vector z

relacionados por una transformacion de la forma z = T x, donde T es una matriz no singular.

Si el sistema es no lineal, es mas significativo utilizar un cambio de coordenadas no lineal,

el cual tiene la forma:

y cumple con las siguientes propiedades:

i) <I)(x) es invertible, por lo que existe CD_I(Z) tal que (ID_I(GZ)(X)) =X.
(i) ®(x) y ® (z) son mapeos suaves.

La propiedad (i) es necesaria para tener la posibilidad de recuperar el espacio de estado
original, mienfras que (ii) garantiza que el sistema en las nuevas coordenadas esté
caracterizado por funciones suaves (diferenciables un namero de veces suficientemente
grande) al igual que el sistema original.

Como las propiedades anteriores de la transformacion no lineal son dificiles de obtener
para todo el espacio de estado, en la mayor parte de los casos se definen Gnicamente en la

vecindad de un punto dado.

Suponga que d(x) es una funcién suave definida en algin subconjunto U de R™, ademas

que la matriz Jacobiana



Antecedentes de sistemas no lineales

[ 0D 99, oDy

ox] 0% Oxp

op |92 2P oD,
| K Ok OXp
oD, Dy, oDy,
ax1 axz axn |

es no singular en un punto x = XO, entonces <Ii(x) define una transformacién local sobre un

subconjunto abierto U0 de U, que contiene a 0,

L.3. Distribuciones

Suponga que los siguientes campos vectoriales fj(x),...,f5(x) estan definidos en un
subconjunto abierto U del espacio de estado, por lo tanto al evaluarlos en un punto de U
obtenemos un grupo de d vectores que asignan un espacio vectorial a este punto, lo mismo
sucede con cada uno de los puntos del subconjunto. Este hecho recibe el nombre de

distribucion suave y la denotaremos por:
A(x) = span{fj (x),....Tg (%)} (13.1)

Si A1(x) y Ap(x) son distribuciones suaves, A{(x)+A,(x) es otra distribucidn suave; la

interseccion de ellas puede no serlo.

Suponga dos distribuciones suaves Aj;,A, A, entonces Ay +A, CA. La familia de
todas las distribuciones suaves contenidas en A contiene un elemento Unico maximal, la suma
de todos los miembros de la familia el cual serd denotado por smt{A ). Algunas veces utilizado

para sustituir A .

Una distribucién A, definida en un subconjunto abierto U, es no singular si existe un
entero d tal que dim(A(x))=d V x €U. §i la condicion anterior no se cumple la distribucion

es singular.
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Un punto x® de U es mn punto regular de A si la distribucién es no singular en una

vecindad U de x°. Cada punto de U que no es regular se llama punto de singularidad. Sea

x° un punto regular de A, suponga que dim(A (xo))zd entonces existen d campos

vectoriales fj,...,f; , todos definidos en una vecindad U0 de xY tal que:
(i) f1(x),...,f4(x) son linealmente independientes ¥V x € U°
(ii) A (x) = span{f;(x),...,f3 (x)} Vx € U°

En la vecindad de un punto regular, no puede suceder de que la interseccion de dos

distribuciones suaves, deje de ser suave.

Cada campo vectorial suave T, que pertenece a A puede ser expresado sobre U° como:

d
T(x) =2 ci(x)fi(x)

i=l1
donde ¢;:R™ — R esta definido en Uy ¢; €C*.

Sean A4(x) y A,(x) 2 distribuciones suaves, definidas ¢n U, con la propiedad de que
A;(x) esno singular, Ay CA; y Aj(x)=A,(x) VxeU, entonces A; = A, .

Una distribucion A es involutiva si el producto de Lie [ver apéndice] de cualquier par de
campos vectoriales que pertenecen a la distribucién, genera un campo vectorial que pertenece
aA.

11,19 €A=>[1,75] €A

Si A es no involutiva, es de gran ayuda formar una distribucién apropiada que si lo sea.
Suponga que A,A;DA donde A,A, son involutivas, por lo tanto A;~A,DA (la
interseccién es también involutiva). La familia de todas las distribuciones involutivas que
contienen a A, comtiene un elemento minimal, interseccion de todos los elementos de la
familia, el cual es llamado cerradura involutiva de A y denotado por inv(A).
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1.4. Teorema de Frobenius
Definicién 1. Sea la distribucion (1.3.1) no singular, el campo covectorial aniquilador w es
tal que {(w(x),f;(x))=0 V1sisd vxeU’
0

En [ugar de aceptar cualquier solucién de la ecuacion 2w(x)F(x)=0, buscamos soluciones
de la forma w =2 % 4> donde A es una funcién suave evaluada en los reales.

Ecuacion diferencial parcial:

or oy
—[£(%),.-..fa(x)]==—F(x) = 0 (1.4.1)
ox ox
aa?“ L. 0 ?;““d son covectores independientes para cada xeU® que satisfacen la ecuacion
X X

(1.4.1), por lo tanto el espacio de soluciones es de dimension n-d.

Definicion 2. Una distribucién no singular A de dimension d, definida en un conjunto abierto
UcR" se dice que es completamente integrable si V x? €U existe una vecindad
U%dex® y n-d funciones suaves evaluadas en los reales Aq,..., A, _g » todas definidas en U°

y las cuales inducen la siguiente codistribucién aniquiladora de A

AL = span{dA 1oeeerdA n—d}

Teorema 1,[5],[8](Frobenius). Una distribucién no singular es completamente integrable si y

solo si es involutiva.

ZF()=[f (x),....fg()]
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1.5. Geometria diferencial

Definicién 3. Un subconjunto N de R™ es una variedad de dimension k si para cada x eN

existen subconjuntos abiertos Uy V de R™ con x e U, y un "diffeomorfismo" f de U a V tal

que:

f{UAN) ={y eV yftlo.=y0 =0}

Entonces, un punto y en la imagen de f'tiene la siguiente representacion:

y =y (), y2 (), y*(x),0,---,0)

En otras palabras, una Variedad de dimension & puede ser expresada usando n variables

con n-k restricciones, o solo con & variables y ninguna restriccidon.

Ejemplo: una esfera de radio unitario centrada en el origen de R3 (variedad de dimension 2)
es representada por las 3 coordenadas (x;,x»,x3) del espacio R? con solo una restriccion:

cumplir con la ecuacién xf + Xg + x% —1=0. En cambio, podemos hacer corresponder a cada

punto de la esfera un punto del espacio R? (sin restricciones), via la siguiente funcion:

£ =(uy,u,,0) = (L =2 OJ

1- X3 ’ 1- X3 ’
Definicion 4. Un vector tangente v en p €S un mapeo v:C®(p) >R con las siguientes
propiedades:
() (Linealidad) v(ar+by)=av(d)+bv(y) Vv Ai,y eC®(p) yabeR

(i) (Leibuitz)  v(Ay)=y(pv(A) +A(pI¥(y) VA,y eC™(p)

10
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Definicién 5. El espacio tangente a la variedad N en el punto p, denotado por TyN, es el

conjunto de todos los vectores tangentes en p. Si la variedad N es una hipersuperficie, el
objeto previamente definido 1o podemos identificar como un hiperplano tangente.

En la esfera del ejemplo anterior existe un plano tangente a cada punto, el cual no es un
subespacio de R‘S, pero si una variedad de dimensién 2, por lo que el espacio tangente T,N

coindice con R? para cada uno de los puntos de la esfera.

Sea (Ia), si los m+{ campos vectoriales que caracterizan el sistema dindmico inducen una
distribucion A(x), v la trayectoria del estado, solucion de la dindmica, evoluciona sobre un

subconjunto de R™ (variedad de dimension inferior a #) entonces el espacio vectorial A(p),
para cada punto de la variedad, es un subespacio del espacio tangente a esa variedad en el

mismo punto.
1.6. Distribuciones invariantes

Una distribucion A, se dice ser invariante bajo el campo vectorial { si el paréntesis de Lie
[£,7] de f con cada campo vectorial T de A es un campo vectorial que pertence a A .

teA[f,1]eA

La invariancia de una distribucion bajo un campo vectorial, es la generalizacién al caso no

lineal de la invariancia de un subespacio vectorial bajo un mapeo lineal.

Sea A una distribucion involutiva no singular de dimension d y suponga que A es

invariante bajo el campo vectorial f. Entonces para cada x° existe una vecindad U de x° y

una transformacion de coordenadas z = ®(x) definida sobre UO, en la cual el campo vectorial

f es representado por un vector de la forma:

11
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f1(21=---=Zd=zd+lr--=zn)

fd(zl,...,Zd,Zd+1,...,Zn)

f(z)=
fa41(Zds1-2Zn)

L falzdstse70)
Sea un sistema dindmico de la forma:
x=f(x) (1.6.1)

y sea A una distribuciéon no singular, de dimensioén d, e involutiva, invariante bajo el campo

vectorial f, por lo tanto el sistema en cuestion puede ser transformado a la siguiente forma:

C-l = %a(ChCz)
Lo =F(C2)

donde §; =(zy,...,24) ¥ & =(2q41.---Zn).

L.7. Descomposicion local de sistemas de control

Supongamas ¢l sistema de control no lineal (I), analizaremos bajo que condiciones puede
ser transformado localmente para descomponerlo en sus partes alcanzable/no alcanzable
{Caso 1) y observable/no observable (Caso 2), se analizara lo mismo para el caso lineal.

Caso 1.- Sea A una distribucién involutiva no singular de dimensién d y suponga que es
invariante bajo los campos vectoriales f,gy,..., 8-

Suponga que span{gl,...,gm}cA. Entonces para cada x° es posible encontrar una
vecindad U° de x° y una transformacion local de coordenadas z = ®(x) definida en U° tal

que (Ia) es representado por

12
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Gy = Fa(C1.82) + 2 8ai (GG (1.7.12)
i=1

Cy =Tp(y) (1.7.1b)
donde &) = (2y,...,24) ¥ &3 =(2a11,.--,2Zn)-

Caso 2.- Sea A una distribucion involutiva no singular de dimension d v suponga que es

invariante bajo los campos vectoriales f,g1,...,8m; supone ademés que la codistribucion

span{dhl,...,dhp}'esté contenida en la codistribucion AL Entonces para cada punto x” es

0

posible encontrar una vecindad U0 de x y una transformaciéon local de coordenadas

z = ®(x) definida en U0 tal que (I) es representado por

. - m

&1 :fa(ClaCﬁ"‘glgai@l:Cz)ui (1.7.2a)

E = B () + 3B (Co)us (1.7.2)
i=1 :

yi =hi(Gy) (1.7.2¢)

donde (:1 = (zl,...,zd) y Cz :(zd+1,...,zn).

3Caso 3.- Sea el sistema lineal

x=Ax+Bu (1.7.3a)
y=Cx (1.7.3b)

Si existe un subespacio V de R de dimension d con las siguientes propiedades:

Q)] V es invariante bajo A: Ax eV VxeV.

(ii) V contiene la imagen de la matriz B: BueV Vv ueR™
entonces (1.7.3a) después de un cambio de coordenadas puede descomponerse en la siguiente
forma:

3 Andlogo al caso I.
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).(1 = Al 1X1+ A12X2 + Blu
Xy =A%)

donde x] y xp denotan los vectores formados por las primeras d y, respectivamente, las
altimas #-d nuevas coordenadas. Si ademas el subespacio V tiene la siguiente proptedad:

(ii1) V es el subespacio #ds pequefio que satisface (i) y (ii).
la cual se satisface s7 y solo si V:Im(B,AB,._.,AH_lB entonces el par (AH,BI) es

alcanzable.

4Caso 4.- Sea el sistema lineal (1.7 3), considere un subespacio W de R™ caracterizado por

las siguientes propiedades:

(V) W es invariante bajo A.
(i1) W estd contenido en el espacio nulo de C.
(i) W es el subespacio mds grande que satisface (1) y (ii).

Las primeras dos propiedades implican la existencia de un cambio de coordenadas que induce

sobre el sistema lineal una descomposicion de la forma:

}'(1 = Al X1+ A12X2 +B111
5(2 = A22X2 +B2u
y =Caxy

la tercera condicion se cumple 7 y solo si:

C
CA
W =ker

CA'“_l

en este caso el par (C2 ,Azz) es observable.

4Andlogo al case 2.
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1.8. Alcanzabilidad Local

Sea A una distribucidn ne singular, de dimension d con las siguientes propiedades:

(a) A es involutiva
(b) A Sspan{gy,....8n)
(c) A es invariante bajo los campos vectoriales £,g,...,2m

La sugerencia obvia que viene de la descomposicidén (1.7.1) es analizar la distribucién

minima que esta contenida en cualquier distribucién que cumple con (a),(b) v (c).

Lema 1,[5]. Sea A una distribucién suave y
{111 (1.8.1)

un conjunto de campos vectoriales. La familia de todas las distribuciones invariantes bajo
(1.8.1) vy que contienen a A, contiene un elemento minimal, el cual es una distribucion suave.
0

Definicion 6. La distribucidn mas pequefia que contiene a A y es invariante bajo los campos
vectoriales (1.8.1) es denotada por el simbolo

(t1-aTglA) (1.8.2)
0

Dada una distrbuciéon A vy un conjunto (1.8.1) de campos vectoriales, definimos la

siguiente secuencia no decreciente de distribuciones

Ao =A
(1.8.3a)

q
Ak = Ak,1 +Z[‘Ei,Ak_1] (183b)
i=l1
Lema 2,[5]. Las distribuciones A, generadas por (1.83) son tales que

Ay C(T.l,...,'tqlA) Y k, si existe k tal que Ak' = Aka_'_l, entonces A, « = (Tl,...,Tq|A>.

W

15
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En el sistema lineal (1.7.3) la secuencia (1.8.3) finaliza con el subespacio de alcanzabilidad
R = Im(B AB ---A“_IB) mas pequefio que contiene a Im(B) y es invariante bajo A.

La secuencia (1.8.3) converge en un numero finito de pasos cuando todas las

distribuciones de la secuencia son no singulares, por lo tanto por construccion
dim A, <dim Ay, <n, pero s las distribuciones son singulares se obtiene un resultado

débil, el cual se muestra a continuacion.

Lema 3,[3]. Existe un subcenjunto abierto y denso U de U conla propiedad de que en cada

*
punto x e U

An=(T1....7g[4) (1.8.4)
La propiedad (1.8.4) es indispensable para alcanzar involutividad

Lema 4,[5]. Supongase que A ¢s generada por algunos de los campos vectoriales de (1.8.1).
Entonces existe una subvariedad abierta y densa U de U con la siguiente propiedad,
v x¥ cU" existe una vecindad V de x° y d campos vectoriales 01,---,04 de la forma

8i =[ve[[vi,vo]]

donde r <n-1 es un entero que puede depender de i y vg,---, v son campos vectoriales que

pertenecen al conjunto (1.8.1) tal que

<tl,---,rq|A> =span{B;(x),---,84(x)} VxeV
O

Es posible encontrar condiciones bajo las cuales las distribuciéon (1.8.2) es también
involutiva.

Lema 5,[5]. Supongase A es generada por algunos de los campos vectoriales {Tl,...,’tq} y
que (‘Cl,...,‘thA> es no singular, por lo tanto {tl,...,1q|A> es involutiva.

a
Lema 6,[5]. Suponga A es generada por algunos de los campos vectoriales {11, s tq} y que
A1 es no singular. Entonces <1;1,...,'cq|A> es involutiva y obtenemos A, _; = ('cl,...,tq|A}.

O

16
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Si (f,gl,...gm‘span{gl,__.gm}> es no singular y ademas es involutiva, la descomposicion

(1.7.1) puede ser llevada a cabo.

1.9. Observabilidad Local

Si existe una distribucién A no singular de dimension d con las siguientes propicdades:

(a) A es involutiva

0 - . . J_
L) A esta contenida en la distribucion : (span{dhl;..., dhp })
(c) A es invariante bajo los campaos vectoriales f,g1,...,8n-

Queremos encontrar condiciones bajo las cuales los puntos que pertenecen a diferentes
particiones de U° produzcan diferentes salidas. Lo correcto es buscar la distribucién mas

grande que satisface (b) v ().
La existencia de A implica y estd implicada por la existencia de una distribucién Q(AJ‘)

con las siguientes propiedades:

(1) Q) es generado localmente ¥V x €U por n-d campos covectoriales exactos.
(ii) Q contiene a span{dhy,...,dh, |.
(11) Q) es invariante bajo los campos vectoriales f,g1,...,8.,.

Podemos buscar Ja codistribucion Q mas pequeiia que satisface (i1) y (1i1).

Lema 7,[5]. Sea Q una codistribucién suave y (1.8.1) un conjunto de campos vectoriales
dado. La familia de todas las codistribuciones las cuales son invariantes bajo (1.8.1) y que

contienen a {2, tiene un ¢lemento minimal, el cual es una codistribucion suave.
0

Dada una codistribucion Q y (1.8.1) podemos considerar la version dual de (1.8.3)

Q=0

q
Qi =L + 2L O

i=1

(1.9.1)

17
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Lema 8,[S]. Las codistribuciones generadas por el algontmo (1.9.1) son tales que
(oM C(‘tl,...,‘tq|Q> para toda k, si existe un entero k" tal que Qk* = Qk* entonces

+1
Qk* c<11,,_,,‘cq|§1>.

O

En el caso de un sistema lineal, la secuencia (1.9.1) puede ser interpretada como una
analogia no lineal de una secuencia que conduce al subespacio mas grande de R" invariante
bajo A y contenido en el kernel de C. Suponga

Qp = span{cl,...,cp}

1(x) = Ax VxeR™
[os ¢;'s son los renglones de C.

Cualquier campo covectorial @ en £}, puede ser expresado localmente como

P . .. .
@ =Y c;y;(x) donde v,'s son funciones suaves evaluadas en los reales; es facil deducir que

i=1
Q;=0Qy+L .y

= span{cl,._.,cp,LTcl,...,LTcp}

= span{cl,...,cp,clA,__.,CPA}

= span{C, CA}
de la misma forma, para cualquier k Q. (x)= span{C,CA,“.,CAk}. El argumento de
dimensionalidad prueba que existe k" <n conla propiedad Qk* = Qk*+1'
Por dualidad Q111 es Ia distribucién invariante mas grande bajo el campo vectorial Ax v

contenida en la distribucién Q2 ¢. Por construccion para cada x cR"

C
CA
QOL (x) = Ker(C) y Qﬁ_l(x) = Ker

Lema 9,[5]. Existe un subconjunto abierto y denso U”" de U con la propiedad de que para
cada punto x € U

(T, Tg |0 = Q1 (%)

18
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Lema 10,[5]. Suponga 2 es generado por el conjunto
dXy,...,dAg (1.9.2)

. . . . ¥
de campos covectoriales exactos, entonces existe un subconjunto abierto y denso U de U
. . . * . . .
con la siguiente proptedad: para cada x¥ eU" existe una vecindad abierta U° vy d campos
covectoriales exactos (con Dim((rl,...,'cqp)(xo)) =d)®,,...,0q los cuales tienen la forma

0= dLVr...LVI?L j donde r<n-1 y puede depender de 1, y los vj's son campos vectoriales del

conjunto (1.8.1) y A; es una funcion del conjunto {?Ll,...,ls} tal que
<11,...,Tq|Q>(k) = spanfo I(X),...,md(x)} para toda x cU?

ad
Lema 11,[5]. Suponga que £} es generado por el conjunto (1.9.2) de campos covectoriales
exactos y que <'|:1,...,'cq\§2>(x) es no singular, Entonces (‘El,...,quQ>J- es involutiva.

|
Lema 12,[5]. Suponga  es generado por el conjunto (1.9.2) de campos covectoriales
exactos y £, _1 es no singular, Entonces <tl,..., 1;q|Q>L es involutiva y <11,.,.,tq]§2) =021

J

En el estudio de la interaccién estado-salida para un sistema de control de la forma (T)
consideramos la distribucion

1
Q= <f,g1,...,gm‘span{dhl,_..,dhpb

. . . } L
invariante bajo f,gy,...,g, ¥ que esta contenida en Q = (span{dhl,...,dhp}) .

Si es no singular, entonces de acuerdo al lema 12 es también involutiva. Esta distribucion es
usada para encontrar una descomposicion de la forma (1.7.2).
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Smtesm para Slstemas
S No Lmeales TR

2.1. Antecedentes
En esta seccidon se muestra el uso de la Derivada de Lie para transformar el sistema de
coordenadas de un sistema no lieal, a un sistema de coordenadas de especial interés, donde

algunas de las propiedades del sistema se observan casi directamente.

2.1.1. Grado relativo

Definicion 1. Sea el sigumente sistema con entrada y salida escalares:
x =f(x)+g(x)u
y =h(x)

donde f(x), g (x) y h(x) estdn definidos exactamente igual que en el Capitulo 1, se dice tener

grado relativo r en un punto % si:

(2.1.1.1)

a)L L ifh(x) =0 Vx enunavecindad de x" y Vk<r-1
B)LGL £ Th(x)#0

El grado relativo del sistema lineal (1.7.3) esta caracterizado por las condiciones:
CAKB=0 k<r-1
CA™B#0

en este caso f{x)=Ax, g(x)=B, h(x)=Cx.

El entero r que satisface estas condiciones es exactamente igual a la diferencia entre el
grado del polinomio denominador y el grado del polinomio numerador de:

-1

H(s) = C(sI ~A) B
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Lema 1,[5]. Los vectores renglon dh(xo),deh(xO),_..,dL ;_lh(xo) son linealmente

independientes.
U

lo que significa que las funciones ¢;(x) = h(x),¢2(x) =L ;h(x}, ¢ (x) =L ;_lh(x) pueden

ser utilizados como los r primeros componentes de un carbio de coordenadas del estado.

Lema 2,[5]. Sea ¢ una funcion envaluada en los reales y f,g campos vectoriales, todos
definidos en un conjunto abierto U de R™ entonces para cualquier seleccionde s, k, r > 0,

(dLgdn(x),ad‘;”g(x))- i(kl)i[f]L;‘i(dL #19(x),ad (%))

i=0
como consecuencia los dos conjuntos de condiciones:

@) Lgd(x)=LoLed(x) =...=LLe*p(x)=0 V xeU
(ii) Lgd(x) = Lagygh(x) =.-.= Ly $(0 =0 ¥ x €U

son equivalentes.

Sir<n entonces siempre es posible encontrar n-r funciones ¢,,;(x),...,$,(x) tal que el

mapeo:

¢1(x)
D(x)=| 2.1.1.2)

b (X)

tenga una matriz Jacobiano la cual es no singular en 0 y por lo tanto califica como
transformacién de coordenadas en una vecindad de x°. Siempre es posible escoger
Bp1(%),...,0,(x) de tal forma que:

Lgd; =0 (2.1.1.3)

VvV r+1<i<n yparatoda x en una vecindad de x” No obstante no existe forma constructiva
para obtener estas funciones. La descripcion del sistema en 1as nuevas coordenadas sera como

sigue:
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Zl = 22
.‘:'_.2 = Z3
Zr1=2r
7. = blz)+a(z)u
Zri1 = Qryl
Zg=dn (2.1.1.4)

como y=h(x), es claro que y = z;.

2.1.2. Linealizacién Exacta via Retroalimentacion de Estado
Para un sistema SISO la estructura mas conveniente de una ley de control por
retroalimentacion de estado estatica es u = a{x)+p(x)v, donde v es la entrada de referencia

externa.
La composicidn de esta ley de control con un sistema de la forma (2.1.1.1) produce un

lazo cerrado caracterizado por la estructura:
% = £{x) + glx)a() +g(x)B(x)v
y =h(x)

OL(X) y B(x) estan definidas sobre un subconjunto abierto de R"™donde la transformacion es

factible. B(x)#0 ¥V x en este conjunto, si no fuera asi no se puede definir la entrada v.
Cualquier sistema no lineal con grado relativo n en algin punto x° puede ser transformado en
%)

un sistema, el cual, en una vecindad de 20 = (I)(x es lineal y controlable.

Sobre el sistema linealizado entonces obtenido, podemos seleccionar la ley de control por
retroalimentacion de estado v=k z, donde k =(cg,...,c,_1), puede ser seleccionado, por

ejemplo, para asignar un conjunto especifico de valores caracteristicos, o satisfacer un criterio
Optimo. Recordemos que las z!® son funciones de x, la retroalimentacidn en cuestién puede

ser reescrita de la siguiente forma:
v = coh(x) + e Lgh{x)+--+¢,_{Le" Th(x) 2.1.2.1)

con v definida de esta manera obtenemos la siguiente retroalimentacion estatica de estado:
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n-1 )
~L Pha(x)+ 3 ¢iL th(x)
i=0

u= (2.1.2.2)

L,L ?_lh( X)

La caracteristica basica del sistema que hizo posible transformarlo en uno lineal y
controlable, fue la existencia de una funcién de salida, h(x), para la cual el sistemna tiene grado
relativo igual a n. El grado relativo es invariante bajo transformacion y/o retroalimentacion

estatica de estado.

Teorema 1,[5]. Suponga el sistema % = f(x)+g(x)u. El problema de la linealizacién exacta

del espacio de estado tiene solucion en una vecindad del punto x0 si y solo si las siguientes

condiciones son satisfechas:

(i) La matriz [g(xo) adfg(xo) ad?'zg(xo) ad?_lg(xo)] tiene rango n.

(ii) La distribucién D=span{g adpg - ad?‘zg} es involutiva en una vecindad de x°.

G

La condicién (i) del Teorema 1 tiene la siguiente interpretacion interesante. Suponga que
f(xo) = £(0) = 0 y considere para f{x) una expansién de la forma

f(x) = Ax+(x)  con A—[%L:O y [%Lozo.

y sea g(X) una expansion de la forma:
g(x)=B+g(x) con B=g0)

Esto caracteriza la aproximacion lineal del sistema en x=0, la cual esta definida como
X = Ax 4+ Bu. El campo vectorial adif g(x) puede ser expandido de la siguiente forma:

adlf{g(x) = (—l)kAkB+ pk(x) donde pk(x) es una funcidn tal que py (0)=0.
de esto vemos la condicion (i) del Teorema 1, es equivalente a la condicién:

rango(B AB .- A"_IB):n
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concluimos que la controlabilidad de la aproximacion lineal del sistema en x=x" es una

condicion necesaria para solucionar el problema de la linealizaciéon Exacta del Espacio de

Estado.
Abhora supongamos que el problema de la linealizacion Exacta del Espacio de Estado tiene

solucion, por lo tanto, existe una salida ficticia ?\,(x) tal que:
-2
LoM(x) = LoLgA(x) == LoL3 “A(x) = 0
L,L5 A(x) #0
para toda x en una vecindad de x°, entonces via ¢l Lema 2 la primera expresion puede

reescribirse como:

Lgl(x) = La d,g

Lmr%uﬂio

Ax)=--= Lad?_ggk(x) =0

donde la primera expresién nuevamente puede reescribirse como:
0 0 -2 {0
dl(x)[g(x ) adfg(x ) ad;-1 g(x )}: 0
como la codistribucion span{dl(x)} es involutiva, necesariamente se requiere la condicidn
(ii) del Teorema 1.
Si (D(U) contiene el origen de R", en particular, @(xo) = 0, podemos usar la teoria de los

sistemas lineales para estabilizar asintéticamente en z=0, lo cual es equivalente a estabilizar el
sistema no lineal en el punto de equilibrio x=x". Como un hecho, la condicion <D(x0) =0,

necesariamente produce:

| D (et) o)) =0

ox 0

X=X
Como %%‘x:xo es no singular, lo anterior tmplica que f(x0)+g(x0)a(x0):0. Este

hecho muestra claramente que x° es un punto de equilibrio del campo vectorial

f (x) + g(x)a(x) y puede ser obtenido si y solo si f (XO) = cg(xo) donde ¢ es un mimero real.

Si este es el caso, un célculo facil muestra que las coordenadas linealizantes son cero en XO,

porque:
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Lif_l?u(xo):chLif 27\.()(0)=0 V2<i<n
méas aun
0 M

n-1 0
Lol ¢ Alx
como se esperaba.

Note que el sistema no lineal (2.1.1.1) con r < n, podria satisfacer el Teorema 1; si este es
el caso, serf una funcion de salida diferente, por decir A(x), con respecto a la cual el sistema

tendra un grado relativo exactamente igual a n.

Con esta nueva funcion serd posible construir una retroalimentacién u = o'.(x) + B(x)v vy un

cambio de coordenadas z = <I)(x), que transformara la ecuacion del espacio de estado en uno

linea] y controlable, sin embargo, la salida real del sistema, en las nuevas coordenadas
y= h(CI)"l(z)) continuara siendo una funcién no lineal del estado z.

2.1.3. Dindmica Cero
Consideremos un sistema no lineal con grado relativo menor a la dinimica del espacio de
estado (r<n) . En (2.1.1.4) podemos hacer la siguiente particion:

Z] Zry1

con la ayuda de estas notaciones, la forma normal de un sistema no lineal SISO que tenga
r<n, puede ser reescrito como:

Z1=12
Zy =13
. (2.1.3.1)
Z-1=%
z, = b(E,n)+alg,mu
7= g(&.m)
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Si x° es tal que f (xo) =0y h(xo) =0, entonces necesariamente las primeras r nuevas

coordenadas z; son cero en x”. Note también que siempre es posible escoger arbitrartamente

el valor, en XO, de las Gltimas n-r nuevas coordenadas, en particular ser cerc en x?_ Por lo

tanto sin pérdida de generalidad, podemos suponer que E=0 y =0 en x. Entonces si x°

es un punto de equilibrio para el sistema en coordenadas originales, su punto correspondiente

(2,m)=(0,0) es un punto de equilibrio para el nuevo sistema.

En el analisis de aproximar a cero la salida, se requiere encontrar x° v u®(t) definidos

para todo tiempo en una vecindad de t=0, tal que la salida del sistema sea idénticamente igual

a cero.

Recordemos que  y(t)=z(t), la restriccion y(t)=0 VYt trae consigo

Z
) . Ademas la entrada debe ser necesariamente una

z| =2y =--=%,=0, esto es

(1) =
solucion de la ecuacién 0 = b(O,n ) (0 n{ t)) (t). La variable n(t) esta caracterizada por

la ecuacién diferencial;
n(t) = g0, n(t)) (2.132)

Si la salida es cero, necesariamente el estado inicial debe ser tal que F;(O): 0, donde

n(0) = no puede ser escogido arbitrariamente. De acuerdo al valor de no, la entrada debe ser:

En un sistema lineal la dinamica cero es lineal con valores caracteristices que coinciden
con los ceros de la funcion de transferencia del sistema original.

La aproximacion lineal de la dindmica cero del sistema en n =0, coincide con la dindmica
cero de la aproximacion lineal del sistema entero en x=0 .(Las operaciones de tomar la
aproximacion lineal y calcular la dinamica cero conmutan).

El problema de mantener en cero la salida podria haber sido analizado directamente sobre

la forma onginal de las ecuaciones. Deducimos que:
Y=o = Lih(x(t) =0 ¥ 1<i<r.

entonces como es esperado, el sistema evoluciona sobre el conjunto:
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7Z°~{x eR": h(x) =T ¢h{x) = L 2h(x) =--= L T 1h(x) = 0}

note que como las diferenciales dl. }h( %), 0<i<r1—1 son linealmente independientes en xo, y

. ey ;- . . * i
mediante el Teorema de la funcién implicita concluimos que el conjunto Z  es una variedad

suave de dimension n-r cerca de XO. La retroalimentacion de estado:

u*(x) _ L ;‘h(x(t))

L L (x()

por construccion es tal que:

dh(x)

) ey g ()=0 v e

dL § 'h(x)

y por lo tanto el campo vectorial f *(x)z f(x)+ g(x)u*(x) es tangente a 7" Como una
consecuencia, cualquier trayectoria del sistema de lazo cerrado x=f *(x) comienza en un

punto de A y permance ahi para valores pequefios de tiempo. La restriccion f*(x)

*
z

describe, en un sistema libre de coordenadas, 1a dindmica cero del sistema.
La dindmica f(t) = q(O, 'q(t)) describe el comportamiento interno del sistema cuando este

es forzado a mantener su salida en cero. Lo anterior puede extenderse facilmente al caso en el
cual se desea seguir una funcion arbitraria yR(t), por lo tanto para resolver este problema se

requiere encontrar un par que consiste de un estado inicial y una funcién de entrada defimda
en una vecindad de t=0, tal que la correspondiente salida del sistema coincida exactamente

con la funcidn deseada. Encontramos que:

y(1)=yr(t) = %)=y () i, 1<isr

por lo tanto
T
x (V)= (v 0y (00

vemos entonces que la entrada debe satisfacer:
i (8= bl (1) () + e (). n( )l

27



Sintesis para Sistemas No Lineales

donde n(t) es una solucion de la ecuacion diferencial 'r'](t) = q(iR(t), n(t)), entonces, s1 y(t)
tiene que seguir exactamente a yR(t) necesariamente el estado inicial del sistema debe ser tal
que ﬁ(O) = F:R(O), mientras que n(O) = 110 puede ser escogido arbitrariamente. De acuerdo al
valor de 110,

u(t) = yi{)(t) ~b(Eg (1), n(1))
a(eg (t).n(t))
0

la Unica entiada capaz de mantener y(t) = yR(t) Vo=t

2.2. Estahilizacion asintotica local

La dinamica cero puede ser de gran ayuda en el problema de estabilizar asintdticamente un

sistema no lineal en un punto de equilibrio dado x° ( sin pérdida de generahdad x’=0 ).
El problema se soluciona al encontrar una retroalimentacion de estado suave u= a(x) tal

que a(x°)=a(0)=0, con la propiedad de que el correspondiente lazo cerrado

X = f(x) + g(x)a(x) es localmente asintoticamente estable en x°. La posibilidad de resolver el

problema depende de las propiedades de /a aproximacion lineal del sistema cerca de x?.

Suponga que la aproximacion lineal es asintoticamente estabilizable, entonces cualquier
retroalimentacion lineal que estabiliza asintoticamente la aproximacion lineal, puede estabilizar

asintéticamente el sistema no lineal original, al menos localmente.

Problemas criticos de la estabilizacion asintotica. Si el par (A,B) es no controlable y
existen modos no controlables asociados con valores caracteristicos sobre el gje imaginario
(pero ninguno de ellos estd en el semiplano derecho) nada puede decirse de la aproximacion
lineal, en el sentido de que el sistema no lLneal pudiera ser localmente asintoticamente
estabilizable, mediante una retroalimentacion no lineal, aunque la aproximacion lineal no lo

sea.

La nocién de la dinamica cero es de gran ayuda cuando existen este tipo de problemas

criticos de estabilizacion asintotica local. Una retroalimentacion de 1a forma:

(=68, m)~coz) ~c1zp ="+ ~¢r_12y)
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produce un sistema de lazo cerrado:

£=Af
n=q(&,n)
con

0 0
0 0

A=l 11 2.2.1)
0 0 0 - 1
[~Co —G1 —C2 - =01

Para disefiar una ley de control estabilizable no hay necesidad de conocer explicitamente
la expresion del sistema en forma normal, solo el heche de que el sistema tiene dinamica cero

asintdticamente estable.
Los valores caracteristicos asociados con los modos no controlables de la aproximacion

lineal del sistema, si existen, corresponden necesariamente con los valores caracteristicos de la

aproximacion lineal de la dinamica cero.

2.3. Seguimiento asintético de salida

En esta seccién analizaremos el problema de obtener una salida que, independientemente
del estado inicial del sistema, converga asintéticamente a la funcién de referencia yg (t) .

Considere un sisterna en la forma normal (2.1.3.1) y ademas y=2z;, seleccione la

siguiente accidn de control:

_ 1 5 (l 1)
o) b(g, )+ yY) ch (7 8) 23 1)
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donde c¢y,...,c;_1 son numeros reales. Por construccidon gz; :y( _I)(t) para 1<i<r; s
definimos el error e(t)zy(t)fyR(t) podemos reescribir la entrada (2.3.1) de la siguiente

forma:

b(g,m)+ Yg) - Zci~1e(i_l)J

1=]

o
il
o]
o
I
=
M|
TN

la entrada (2.3.1) induce lo siguiente:
e Dy el icpe=0 (232)

Las raices de la ecuacién caracteristica asociada con (2.3.2) pueden ser asignadas

arbitrariamente. Por lo tanto bajo el efecto de una entrada de la forma (2.3.1), la salida del
sistema sigue a la sefial deseada yg(t) con un error, el cual puede hacerse converger a cero

cuando t — = en forma exponencial arbitrariamente rapido.

Es de gran importancia que las variables que representan el comportamiento del sistema

permanezcan acotadas cuando se asigne una ley de control especifica.

Suponga que yR(t),yR(l)(t),...,yR(FI)(t) estan definidas para toda t20 y acotadas.
Sea nR(t) la solucion de (2.1.3.2) que satisface nR(O) = 0. Suponga que ésta solucion esta
definida para todo t >0 acotada y es uniformemente asintéticamente estable, y que todas las

raices del polinomio:
st + Cr_lsr_l fe--+C18+C = 0

tienen parte real negativa. Entonces para a > 0, suficientemente pequefia, si

2(1°) - yR(i—I)(tO)‘ <a, I<i<r, “n(to) - nR(tO)“ <a

la respuesta correspondiente zi(t), n(t) del sistema de lazo cerrado estd acotada. Mas

precisamente para todo € > 0 existe § > 0 tal que:
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1)t ) <5 =

z;(t) - yR(i_l)(t)’ <g Vt2t'>0

Hn(to)_nR(tO)H<6 = n(t)-np(t)] <e Y2120

Algunas veces la sefial de referencia no es una funcion fija en el tiempo, como lo es la
salida de un modelc dindmico sujeto a algiina entrada ® , por ejemplo el siguiente modelo

lineal:
£ =AlL+Bo
yr =CC

Si éste es el caso, nuestro problema es el de encontrar una retroalimentacion de estado, para la

cual, independientemente de los estados iniciales del sistema y del modelo, obtenemos que la
salida y(t) (para cada entrada m(t) del modelo) converge asintdticamente a la salida

correspondiente yR(t) . Para la solucion de este problema, pudiéramos usar la entrada (2.3.1),
con yR(t) v sus primeras r dertvadas, pero como:

(1) = CAIE(t) + CATBo 1)+ +CABo 1 2(1) + CBo 1 (1)

al diferenciar m(t) se amplificaria el efecto del ruido aditivo. Si suponemos el grado relativo

del modelo igual o mayor que el grado relativo del sistema, tenemos que:

YR(i)(t) =CA'C(t) vo<isgr-1
YR(I)(t) = CA"t(t)+CA" 'Balt)

reemplazando esto en (2.3.1) produce:

1 . : . r g N
“m[*fh“‘”%% B Xei 10 -ca ”c))
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st los coeficientes ¢q,...,c._; son escogidos apropiadamente el sistema tendra una salida la
cual convergera asintoticamente a la salida yR(t) del modelo. La salida del sistema de lazo

cerrado sera de la forma:
y(t)=e(t) + CePr(o) + [ ce*lIBor(skis

El analisis de las propiedades asintdticas de las vartables internas del sistema obtenido es

similar al desarrollado anteriormente.

2.4, Rechazo de perturbaciones

Considere el sistema:

X = f(x) +g(x)u + p(x)m
y=h(x) e

en el cual ® representa una perturbacidon. Examinaremos bajo que condiclones existe una ley
de control por retroalimentacién de estado estatica, u:a(x)+B(x)v, tal que la salida del

sistemna en lazo cerrado no dependa de @ .

Supongamos que el sistema tiene grado relativo r en x°, y que el campo vectorial p(x) es
tal que Lp'Llfh(x) =0, V0<i<r-1y Vxe UO, usando estas condiciones podemos

reescribir el sistema (2‘4.1) en la siguiente forma:

él = 22
Z) =73
Zp 1 =Z;

2z =b(g,m)+a(g,n)u
n=q(z,n)+ k(& e
¥ =24

32



Sintesis para Sistemas No Lineales

Supongamos que se escoge la siguiente retroalimentacion de estados:

b(iﬂ'l) v

_

a(&,m)  a(g,m)

la cual ocasiona que la vanable de estado z; (salida del sistema) esté completamente
desacoplada de la perturbacién. Note que sobre el sistema desacoplado podemos escoger una
nueva ley de control v para alcanzar desempefios adicionales. Si la perturbacién esta

disponible para la medicién, podemos encontrar una ley de control de la forma
u= a(x)+[3(x)v +’y(x)0) que resolveria este problema bajo condiciones mas débiles que las

encontradas anteriormente.
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3.1. Transformaciones de coordenadas locales

Para evitar complicaciones enfocaremos nuestro analisis a sistemas que tengan el mismo
namero de entradas y de salidas, después especificaremos como los resultados podran ser

adaptados a sistemas que tengan distinto nimerc de entradas y de salidas.

Definicion 1. El sistema no lineal multivariable
) m
£ =f(x)+ L gi(x)y;
i=1

yj=hj(x) (j=1,...,m)

tiene un vector grado relativo {rl,...,rm} en un punto x¥ i

a) ngL lf‘hi(x) =0 ,paratodo1<1,j<m, k<r; -1, y para toda x en una

vecindad de xo.

b) La siguiente matnz:

Lg LE y(x) - Ly LP 'hy(x)

LglL?.'lhz(x) - LgmL?.*lhz(x)

Alx) = (3.1.1)

1

hyp(x) - Lg LT

_LglL;‘“— hp (%)

es no singular en x=x".
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Cada elemento r; del vector grado relativo estd asociado con la i-ésima salida del sistema,

ademas es un entero tal que ngLIIfhi(x) =0 paratode 1<i,j<m, k<r,—1 vy paratoda x en
una vecindad de xO, y ngL;i—lhi(xo);tO para al menos un valor de j en el intervalo

I<7<m.

Finalmente, note que r; es exactamente el nimero de veces que la salida i-ésima tiene que
derivarse {evaluada en t=t0) para que aparezca al menos un componente del vector de entrada

explicitamente.

Lema 1,[S]. Suponga que el sistema tiene un vector grado relativo {rl,....,rm} en xU.

Entonces los siguientes vectores renglon:
dhy(x0),dL¢hy(x0)....,aL 5y (x°)

dhy (x°). dLghy(x°),...,dL. 2 hy (x0)

dhp(x°), dLeh(x),...,dL =t (x0)

son linealmente independientes.

Las siguientes funciones:
$1(x) = hi(x)
¢12(X) = thi(x)
#1(x)=L§ 'hy(x)

forman parte del cambio de coordenadas. Si r = +---+r, <n, siempre es posible encontrar

n-r funciones ¢r+1(X),...,¢n(x) tal que el mapeo:

0() =10 0L () 00 80,6100 (B12)
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tiene una matriz Jacobiano la cual es no singular en x0 y califica como una transformacidn de
coordenadas en una vecindad de este punto inicial. Ademas, si la distribucion
G = span{g;,..., gm} es involutiva cerca de xO, siempre es posible encontrar las n-r funciones
de tal forma que la derivada de Lie de cada una de ellas a lo largo de g; (I€j<m)enla

vecindad de xo, es igual a cero.

Los resultados hasta ahora pueden extenderse a sistemas que tengan diferente niimero de
entradas vy de salidas, la suposicion de no singularidad de la matriz A(x) es remplazada por la
suposicién de que esta matriz tiene rango igual al nimero de sus renglones (nimero de

salidas), lo cual implica que el nimero de entradas es igual o mayor al namero de salidas.

Los célculos que conducen a la descripcion del sistema en las nuevas coordenadas son
equivalentes a los desarrollados para los sistemas SISO. El sistema transformado esta dividido
nuevamente en dos partes: lineal y no lineal. La parte lineal, a su vez, esta dividida en
dinamicas que tienen el siguiente esquema para cada componente del vector grado relativo:

E‘izdﬂ(t)

dt 2

dby

dt

dot m B

1 :L?hl(x(t))+ ZLgJ-L? 1hl(x(t))uj(x)
i=1

¢y (1)

dt

Ahora reescribimos el nuevo sistema con la notacion establecida anteriormente, sea:
- a4 .-
gl | o(x)
£ 05 (x :
2= 2( ) y &z(&,l,...,&m) para l<i<m

g | |4 ()

lo cual es un agrupamiento de todos los subsistemas kneales, y

| [ rr(x)
_ n _ ¢r+2(x)

T;l ¢n.(x)
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representa la dinamica interna no observable, v

aij(ﬁ,ﬂ):ngL?_lhi(CD_l(é,ﬂ)) vi<ij<m (3.1.32)

bi(&,m) = Lini( 7z, m) i (3.1.3b)

acompafian en forma lineal al vector de entrada. El nuevo sistema tiene la siguiente estructura:
&1 =£)
el i
E-'l"i—]. - ‘5&1’1
i m
& = bi(E,m)+ Y ay(&,n)y;
=l
yi =&}

Observemos ahora lo que serfa una extension apropiada de la din&gmica cero a un sistema
que tiene vector grado relativo {rj,...,rf. La idea es encontrar condiciones iniciales y

entradas apropiadas para mantener la funcién de salida idénticamente cero en una vecindad de
t=0.

Lo anterior nos indica que como en el caso de los sistemas SISO debemos tener E_,(t) =0

para todo t en una vecindad de 0, lo cual nos indica que el vector de entrada debe ser
resultado de la ecuacion:

0= y(6) = by(0, (1) + 3 a0,y (0 Visi<m
J=1

en notacidn vectorial el resultado para u(t) seria:

u(t) = [ A0, n())] " b{0, (1)

y como la matriz A es no singular cerca del origen, el vector n(t) debe permanecer cerca de

este para permitir la no singularidad de la matriz, (I)(xo) =0, y consecuentemente la existencia

de la solucion. Recuerde que n(t) es solucion (Gnica con condiciones iniciales nO) de:

A1) = a(g,m) - p(g, W[ ALE )] blE,m)

que es la representacion general de la dinamica interna del sistema.
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3.2. Linealizacion exacta mediante retroalimentacion de estados

La versién apropiada para los sistemas multivariables es que cada entrada u; depende del

estado del sistema y del nuevo vector de entrada de referencias:
m
u; = o (x) + X B (%) (3.2.1)
=1

donde ai(x) y Bij(x), para 1 <1, j <m, son funciones suaves definidas en un conjunto abierto

de R®,

Formulacion del problema: Dado un conjunto de campos vectoriales f{x) y gl(x),..., gm(x)

y un estado micial x°, es posible encontrar en una vecindad U de x°, un par de funciones de
retroalimentacion Of.( x) y B(x) definidas sobre U, una transformaciéon de coordenadas

nxn nxm
R R

z = ®(x), también definida sobre U, una matriz A<

2200+ x|

y una matriz B¢ , tal que:

Ay | Dbope)| =B

x:@“l(z) 2 x=CI)_1(z)

Considere un sistema no lineal que tiene un vector grado relativo {rl,...,rm} en x° y
suponga que la suma r=r+---+r, es exactamente igual a n (la dimension del espacio de

estado), en este caso el sistema transformado esta caracterizado totalmente por:

E-2
éiri—l :‘if;.
& =b;(8)+ 3 ay(E)u;
j=1

para 1<i1<m.
Recordemos que en una vecindad del punto £9 la matriz A(&) es no singular y por lo
tanto la ecuacién
Vi
v2

v=l "2 |=be) Al

m
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puede resolverse para u:
u=ATHE)-b(g)+v] (3.2.2)

En términos de la descripcion original del sistema, las nuevas coordenadas estan definidas
como e’;i{(x) =L lf‘_lhi(x) Vi<k<g i<i<m.

Lema 2,[5]. Suponga que la matriz g(xo) tiene rango m. Entonces el problema de la

Linealizacidon Exacta por Retroalimentacién de Estado admite solucion s7 y solo si existe una
vecindad U de x° y m funciones evaluadas en los reales hl(x), s hm(x) definidas sobre U, tal

que el sistema (T) tiene algun vector grado relativo {ry,....r,} en x° y 1+t = 0.
a

Analogo al caso SISO, ¢l veclor grado relativo es invariante bajo una retroalimentacion
estatica de estados.

Si la matriz g(x) tiene rango p <m y es constante para toda x en una vecindad U de xo,
entonces el problema de La Linealizacién Exacta del Espacio de Estado tiene solucion si y

solo si existen p funciones hl(x),...,hp(x) definidas sobre U tal que el sistema tiene un

vector grado relativo {rl,...,rp} en X yI +h+- -+, =1.

Bajo condiciones convenientes sobre los campos vectoriales f (x),gl(x),...,gm(x), es
posible encontrar m funciones hl(x),_..,hm(x) que satisfagan los requenmientos del lema

previo, dichas condiciones pueden ser establecidas en términos de algunas propiedades de
k

distribuciones que tengan la forma G; = span{adfgj:O <k <i,1<j<my para =0,..,n-1.
Teorema 1,[5]. Suponga la matriz g(xo) tiene rango m. Entonces, el problema de La

Linealizacion Exacta del Espacio de Estado tiene solucion si y solo si:

(1) para cada 0 <i<n-1, la distribucidn G; tiene dimension constante alrededor de x0.

(i) la distribucion G, tiene dimension n.

(i)  paracada 0<i<n-2, ladistribucién G; es involutiva.
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3.3. Control no interactivo

Planteamiento del problema. Dado un sistema no lineal de la forma (I) y un punto inicial xo,
encontrar una ley de control por retroalimentacion estatica de estado (3.2.1) definida en una
vecindad U de xo, con la propiedad gue en el correspondiente lazo cerrado, cada salida y;,
1 <1< m, es afectada solo por la entrada correspondiente v; y no por vj, con j=1i.

El resultado principal acerca del problema de control no interactivo es que tiene solucién

si y solo si el sistema tiene algin vector grado relativo. La siguiente retroalimentacion de

estados:
U !
2 =-a el )+ A e )
U Vm

produce el siguiente sistema, caracterizado por un conjunto de m ecuaciones de la forma

€l = £}
L 1=Ey
£ =vi
yi =&
para 1 £1 < m, junto con un conjunto adicional de la forma:
A=q(&,m) - ple. A E, b, M) +v] (33.1)
La estructura de estas ecuaciones puede ser representada por el siguiente diagrama de
bloques:
v _f éil J- % J ‘511: N

m_
2] ~ Ym

n=qEn+HENW

Fig. 1
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claramente se observa que el requerimiento de la no interaccion ha sido alcanzado.

La conducta del sistema en lazo cerrado es equivalente a la de un sistema lineal

caracterizado por una matriz {funcidn de transferencia de la forma:

H(s) = 0

0

0

he

gfm

La solucion entonces obtenida esta definida solo localmente (vecindad de xO) en el espacio de

estado, donde la matriz A(x) es no singular, lo cual es una condicidn necesaria para la

existencia de soluciones a este problema,[S],pag.262.

A continuacién mencionaremos algunas consideraciones sobre la estabilidad de un sistema

el cual a sido hecho no interactivo mediante una retroalimentacion estatica de estado. De la

Figura 2, vemos que la estructura interna del lazo cerrado no interactivo obtenido usando
retroalimentacién estatica de estado consiste de m cadenas de r; integradores, cada una

alimentando el subsistema (3.3.1). Agregando a este sistema una retroalimentacién de la

forma:

RS 575 S 175 S i
vi=—¢ek —ck, Grrl‘t:ri+vl

lo cual en coordenadas originales seria:

Vi = —c(i)hi (x)- ciIthi(x)—- --—ciri_lL?_lhi (x)+

V1<i<m

produce un sistema de lazo cerrado total el cual es no interactivo, y caracterizado por
ecuaciones de la forma:

[ 0
0
¢ =
0
i
yi:[]_ O

para 1 €£1<m.

10
0 1
0 0
i
G %
0 - 0

ot
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En particular, el sistema obtenido tiene un comportamiento entrada-salida caracterizado

por una matriz funcidn de transferencia diagonal:

- -
0 0
dy(s)
1
0 — 0
H(S) = dg(S)
I
0 0 —_—
L dm(s)_
con
di(s)=c:%)+cils~i-...+ci[i_lsri_l+sri (3.3.2)

Podemos concluir que si las dindmicas cero del sistema son asintéticamente estables, y

todos los polinomios (3.3.2) tienen sus raices en el semiplano 1zquierdo del plano complejo, el
sistema en cuestidn es localmente asintdticamente estable en el punto (E_,, n) = (0, 0).
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Cap1tu10 4

Mathematica es un medio de analisis muy poderoso, aplicable a todas las ramas de la ciencia.

Puede usarse principalmente como:

. Calculador simbolico, numérico y grafico.
. Lenguaje de programacion de alto mivel,
. Plataforma de Software sobre la cual se pueden correr paquetes construidos para

aplicaciones especificas.

. Lenguaje de control para programas y procesos externos

El Sistema Mathematica esta dividido en dos partes: el "Kernel", el cual ejecuta los

calculos v el "Front end" el cual realiza la interaccion con el usuario.

La forma mas simple de usarlo es como una calculadora. Se escribe un célculo e
inmediatamente imprime la respuesta. Puede hacer calculos numéricos no solo con escalares,

sino también con matrices.

Una clase de calculo posible con Mathematica es el relacionado con la manipulacion de
formulas algebraicas. Puede expander, factorizar y simplificar polinomios y expresiones
racionales. Puede evaluar derivadas e integrales simboélicamente y encontrar soluciones de
ecuaciones diferenciales ordinarias.

Mathematica cumple con muchos "standards" de programacién, lo que permite el
intercambio de informacion con otros programas; puede leer datos en varios formatos y puede
generar salidas para sistemas tales como C, Fortran y Tg X. Para realizar esto se usa la via de
comunicacion standard Mathlink, la cual puede ser usada para crear programas que llaman a
Mathematica como si fuera una subrutina, de esta forma se puede instalar nuestro propio
"Front end" completo (o sistema de control) para Mathematica.



Introduccidn al Mathematica

Las listas son los objetos mas poderosos y flexibles con los que se elaboré el programa,
podriamos pensar que son como los "arrays" encontrados en los lenguajes de programacion
numérica; Mathematica tiene un nimero extenso de funciones que hacen operaciones sobre

ellas.

Todas las cosas que manipula Mathematica (formulas matematicas, listas, graficas, etc.)
son consideradas como Expresiones, por ejemplo x + y =Plus[x,y]. La nocion de expresiones
es un principio fundamental para el Mathematica, podriamos utilizar las expresiones para
crear nuestras propias estructuras, por ejemplo tal vez se quisiera representar puntos en el
espacio tridimensional especificados por tres coordenadas. Se podria representar cada punto
como punte[x,y,z], esta funcidn no ejecuta operacion alguna, solamente sirve para mantener
las tres coordenadas juntas y etiquetar el objeto resultante como un punto. A continuacién

presentamos 4 formas para escribir expresiones en Mathematica:

flxyy] paraflxy]
f@x  paraf[x]
. x//f paraf[x]
. x~f{~y  paraf[xy]

Las Funciones puras, son tales que pueden ser aplicadas a argumentos, sin tener que

definir explicitamente nombres para las funciones, por ¢jemplo
Map[# "2 &,{a,b,c}] nos da como resultado {anr2,b"2 ¢"2}

Otro componente basico del Mathematica son los "Patterns”, los cuales representan las
diversas clases de expresiones, un ejemplo simple es la expresion f{x_], la cual es una funcion
cualquiera de x con identificada por f. Existe un mecanismo general para especificar
restricciones sobre los "patterns" , todo lo que se necesita hacer es poner /4 condicién al final
de un "pattern” para indicar que se aplica solo cuando la condicion especificada es verdadera.

1 Map es una funcién del contexto " global en Mathematica
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Las reglas de Transformacion es una asignacion instantinea que se hace a un simbolo,
subexpresion, ete. con algun valor numérico, simbolo etc. para la evaluacion de una expresion,

por ejemplo:

X+y/ x>y da como resultado 2y
Cuando queremos generar una funcion como la siguiente

“Exp(g(x)) =x "2

Mathematica soporta definiciones de "Upvalues" que es algo parecido a los "Patterns”,

entonces podemos definir 12 funcién de la siguiente forma

Explg[x_]] ~:=x"2

En Mathematica podemos hacer uso de los contextos para organizar los nombres de los
simbolos. Los contextos son particularmente importante en los paquetes de Mathematica los
cuales contienen simbolos cuyos nombres no deben de estar en conflicto con los demas
(posiblemente exista nombres de simbolos iguales en contextos distintos). La idea basica es
que el nombre completo de cualquier simbolo esta compuesto en 2 partes: Un contexto y un

nombre. El nombre completo es escrito como contexto nombre.

Se tiene un mecanismo general para manipular mensajes generados durante los calculos,
muchas funciones de Mathematica usan este mecanismo para producir mensajes de error y de

advertencia, se pueden usar estos mecanismos para asociar mensajes a funciones propias.

2Exp es una funcidn protegida del
Mathematica
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A continuacién se muestra la sequencia, comun, de comandos para crear un programa en

Mathematica:

2) BeginPackage[" Paquete’"]. Coloca Package’ como el contexto actual y
pone solamente el contexto System  sobre el Path de contextos.

b) f::usage="texto". Colocacién de los objetos a exportar, por ejemplio

mensajes de ayuda al usuario, etc...

¢) Begin[" Private"]. Coloca el contexto actual a Pagquete 'Private.
d) flargs]=valor,.Forman el cuerpo principal del paquete.

¢) End[] Retorna el contexto previo, en este caso Paguete "

f) EndPackage[] Finaliza Paguete’ colocandolo en el inicio del Path de
contextos.

La interaccién del usuario con un paquete en Mathematica se puede esquematizar de la
siguiente forma:

1 f2 n

T T )

— Mensajes, variables locales,
funciones del sistema, efc...

Fig.2

donde f;, coni=1,...,n son funciones. Con el esquema anterior y el listado del paquete que se
encuentra en el capitulo siguiente, podriamos hacer la siguiente relacién: fj—Estado,
fy—>DerLie, etc..., donde la primera funcidn cs la tnica que se relaciona con todas las demas
via O.
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- Capitulo 5 o
- ~ Programa

En la utilizacién del programa, es importante tener en cuenta la importancia de introducir
los datos en la forma correcta, asi como la interpretacion de los resultados. Los campos
vectoriales deben tener la siguiente forma: {a, b, ...}, y los campos covectoriales: {{a, b, ...} }.
En si, el Mathematica interpreta los campos vectoriales y covectoriales como fistas. A

continuacion se muestra el listado del programa.
(*********************************************************)

BeginPackage["Nolineal Isidori™"];

)

(*Mensajes al usuario*)
funciones::usage=

"\n\tEste paquete provee de funciones para calculos en los\n
sistemas dinamicos no lineales sobre R™n. Las funciones\n
definidas en este paquete son:\n

\n\n

Nombre de la Funcién\n

-\n

Estado\n

DerLie\n
KDerlLie\n
ProductoLie\n
KProductoLie\n
GradoRelativo\n
AccidnLinealizante\n
MatrizJacobiano\n
Rank\n

STransf\n
MTransf\n
NuevoSistema\n



Programa

VectorGradoRelativo\n

MatrizA\n

Involutividad\n

InvarianciaVect\n

InvarianciaCovect\n

Alcanzabilidad\n

Covector\n

Observabilidad\n

\n

\n

Para mas informacién sobre alguna funcion, Teclee:\n
?7<Nombre de funcién™>\n

\n

NOTA IMPORTANTE: Para utilizar el paquete Hacer uso\
de la funcion Estado."

Estado::usage =

"Estado[x1,x2...,xn] Mediante esta funcién introducimos \
el estado del sistema a analizar al programa para peder \
hacer uso de las demas funciones del paquete.”

DerlLie::usage =
"DerLie[f,h] Calcula (A.1), la derivada de Lie de la funcion h \
sobre el campo vectorial £."

KDerLie: usage=
"KDerLie[f,h k] Caleula (A.2), la k-€sima derivada de Lie de la \
funcidn h sobre el mismo campo vectorial £ Formula (A 2)"

ProductoLie::usage =
"ProductoLie[f,g] Calcula (A.3), el producto de Lie de dos \
campos vectoriales fy g."

KProductoLie: usage =
"KProductoLie[f g k] Calcula (A.4), k veces el producto de Lie \
sobre el mismo campo vectorial, [{{f...[f,g]]]."

GradoRelativo::usage=

"GradoRelativo[f,g,h] calcula el grado relativo del sistema \
dinamico no lineal SISO afin en la entrada.”
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AccionLinealizante: usage=

"AccionlLinealizante[f,g,h] es la accion de control\

del sistema para linealizarlo. Dentro de la solucion se \
muestran coeficientes C[<niimero>] los cuales son componentes \
del vector K cuyo valor se busca de acuerdo a alguna técnica \

de Sistemas Lineales; tal K formara (2.1.2.2)."

MatrizJacobiano: :usage =

"MatrizJacobiano[f] para obtener la matriz del campo \
vectorial f de 1a siguiente forma: \
{{df1/dx1,...,dfI/dxn} .. {dfn/dx]1,..., dfn/dxn}}."

Rank::usage =
"Rank[m] calcula el rango numérico o simbolico \
de una matnzmx n."

STransf: usage =
"STransf[f,g,h] Encuentra (2.1.1.2), un vector que representa el \
'diffeomorfismo’ entre 2 espacios de estados.”

NuevoSistema:;usage =
"NuevoSistema(f,g h] obtiene el sistema transformado.”

VectorGradoRelativo::usage =
"VectorGradoRelativo[f,G,H] Encuentra el vector \
grado relativo del sistema MIMO."

MatrizA::usage =
"MatrizA[f,G,H] Encuentra (3.1.1), la matriz asociada al \
vector grado relativo del sistema."

MTransf -usage =
"MTransf[f,G,H] Encuentra (3.1.2), el vector de transformacion \
de estado."

Involutividad: usage =
"Involutividad[f1,£2,...] Nos indica si la distribucién generada \
por los campos vectoriales f1,f2 . es involutiva o no."

InvarianciaVect::usage =

"InvarianciaVect[f, {gl,82,...}] Verifica si la distribucién generada \
por los campos vectoriales gl,g2, . es invariante bajo el campo \
vectorial £"
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InvananciaCovect: usage =

"InvarianciaCovect[f,{g1,g2,...}] Verifica si la codistribucion generada \

por los campos covectoriales gl,g2,... es invariante bajo el campo vectorial \
f Nota:Los campos covectoriales los identifica el programa como \
{{wl,w2,...}} donde las w's son funciones del Estado, sin embargo en \

esta funcion {gl,g2,...} tiene la forma de una Matriz para el Mathematica \
o lo que es lo mismo, cada campo covectorial tiene la forma: \

{wlw2, . }"

Alcanzabilidad: usage =

"Alcanzabilidad] {f1,12,...g1,82,..},{g1,82,...}] encuentra la dimensidn del subespacio de \
alcanzabilidad, la cual es equivalente a la dimension de la distribucién mas pequefia \

que contiene a {gl,g2,... }(campos vectoriales asociados a la entrada) y que es \

invariante bajo {f1,12,..,g1,82,..}(todos los campos vectoriales que identifican el sistema).”

Covector::usage =
"Covector[f,w] Realiza la derivada de Lie de el campo covectorial w a lo largo del campo \
vectorial {"

Observabilidad: usage =

"Observabilidad[{f1,£2,...g1,2,..},{gl,g2,...}] encuentra la dimension mas pequefia del \
subespacio de observabilidad, la cual es equivalente a la dimensidn de la codistribucién \
mas pequefia que comntiene al conjunto de campos covectoriales {gl',g2',... }(gradientes \

de las funciones de salida, y que es invariante bajo {f1,£2,..,g1,g2,..}(todos los campos \

vectoriales que identifican la dindmica del sistema)."

No::usage = "Negacidn a alguna funcion."
Si::usage = "Afirmacién a alguna funcion.”
(* Fin de los mensajes *)

(*************#**********************************************)

Begin["Nolineal Isidori Private™"];
(* Programa Principal de funciones *)
Estado[x__ Symbol] =
Module[ {k} k={x};Est=k] (*asignacion del estado a la variable*)
(*local 'Est' *)

(************************************************************)
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(* K - ésima Operaciéon de Lie - Formula (A.2) *)
KDerLie[ f ,h _k Integer] :=
Nest[DerLie[f#] & , h, k] /; LongitudQ[f]

(*****************************************************x******)

(* Grado Relativo del sistema SISO *)

GradRel::cer = "wnLa funcién "1" tiene grado indefinido con el campo \
vectorial g="2"."

GradoRelativo[f g ,h | :=
Module[{k=1.t, t1,n},
( n=Length{Est];
t=Table[DerLie[g KDerLie[f h,i]], {1,0,n-1}];

Realiza la k-ésima derivada de Lie con k=0,...,n-1 y después
investiga donde aparece por primera vez un término diferente
de cero que determinara el prado relativo.

While[t[[k]]=—=0,If[ Length[t]—k Message[
GradRel::cer,h,g);Return[0],k++]];

k)1/,

LongitudQ[f] && LongitudQfg]

(FFFREE R ARk RO KRRk O R R KRSk

(* Accion de control linealizante *)

S C o SistemaSiso o
AccionLinealizante[f]_List?VectorQ,gl_List?VectorQ,hl ] :=

Modulef{grado,d,g,nl},
(nl = Length[Est];
grado = GradoRelativo[fl,g1,h1];
. Obtencion de (2.12.1)

2 = SequenceForm (@@ Dropl|Flatten]
{Il (ll’TabIe[{ll_l_ I|,!l C[“,i,"] (",K,DerLie[ﬂ:hlji]’") Il}’
{i,0,n1-131,") "}1.231;
Obtencionde (2.1.2.2) - =

HbxsUL
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d = Simplify[(-KDerLi¢[f1,h1,grado]+g)/DerLie[g1,
KDerLie[f1,h1,grado-1]], Trig->True];
Print[d]
)] /; LongitudQ[f1] && LongitudQ[gl]
AccidnLinealizante[f ,g_h ] = (* Sistema Mimo *)

Module[{v,b,alfa,betta},
v = VectorGradoRelativo[f,g h];

. Obtencion de (3.1.3b) en el espacio de estado original .

b = Table[KDerLie[f,h[[i]],v[[i]]], {i,Length[v]}];

Obtencibn de la inversa de (3.

betta = Inverse[MatrizA[f g, 1]]/Simplify;

alfa = (-betta.b)//Simplify;

SequenceForm["u = ",alfa," + " betta,"* v"
V/:MatrixQ|g]&&(Length[fl—=Length{g[[1]]]=Length[Est])

(*********************************************#**************)

(* Matriz Jacobiano de un campo vectorial *)

Funcidén auxiliar de MatrizJacobiano: vector de ceros v un 1 en
la posicién n

YectorCanédnico[n_Integer] =Table[If[n==1,1,0],{1,Length[Est]}]
MatrizJacobiano[f List]:=

Module{ {DerivadaEstado,aux1,aux2,aux3,k=1},

La derivada de estado nos es atil en el uso de la funcion
VectorCanonico, para asi poder desechar las parciales con
respecto a variables ajenas al vector de estado.

DerivadaEstado = Dt[Est];

Se obtiene la derivada de f con respecto a todas las variables,
multiplicando la derivada parcial de respecto cada variable de
estado por "su vector candnico” y eliminando las demas.

aux1 = Di[f] /. (Literal[Dt[x_Symbol]] > VectorCanodnico[
(Plus @@ Flatten[Position]
DerivadaEstado,Dt[x]1D]);
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aux2 = Position[aux1,0,{1},Heads->False];
aux3 = ReplacePart[aux1,Table[0, {1, Length{Est]}],aux2]
] /; VectorQ[f]

(********************************************#**#************)

(* Derivada de Lie *)
DerLie[f Listh_]:= (* funcion para obtener (A.1) *)
Module [ {argumentol },
LU Obtencion del gradiente deh.

argumentol = Flatten[MatrizJacobiano[{h}]];

Producto punto con el vector £

argumentol.f]/;
LongitudQ[f] && !VectorQ[h]

(************************************************************)
(* Producto de Lie *)

ProductoLie[f]_List,f2 List]=
- 7~ Funcién para obtener (A.3)
Module[{m1,m2} (
ml = MatrizJacobiano[f1];
m2 = MatrizJacobiano[f2];
m2.fl-ml.f2
JIES
LongitudQ[f1] && LongitudQ[f2]

(**$*******************#**************#**********************)
(* k ésima operacion del producto de Lie *)
KProductoLie[f ,g_k Integer]:= o
- 7. Funcion para obtener (A.4)
Nest[ProductoLie[f #]&,g k]/;
LongitudQ[{] && LongitudQ[g]

LongitudQ[f_]:= (Length[f]===Length[Est]) && VectorQ[f]

(*********#***********#***#*#********************#***********)
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(* Vector de STransf *)
PresenciaQ[f ,comp List]:=
Module[ {EO,E1,var1},(var1=Position[Ettt, comp[[1]]lcomp[[2]]];
E0 =Delete[Ettt,varl];
E1 = Table{FreeQ[f,E0[[i]]], {i,Length[E0]}];
FreeQ[E1,False])];
Busquedalg ] =
' Busca funciénes que cumplanon (2.1:13).

Module[{gl,g2,83,24,25,Total,Salida,B,r,s,51,52,53,54,flag },
Ettt = Est; Salida ={};

El apareamiento nos ayuda a relacionar posteriormente los
elementos de g con sus estados correspondientes.

gl = Table[{gl[1]LEttt[[i]]},{1,Lengthlg]}];
g2 = Delete|g1,Position[g,0]],
Ettt = Delete[Ettt,Position[g,0]];

Checa si g=0, si es Retorna con {},si no prosigue.

If[Flatten[Ettt][=={ },Return[ { }]];

los elementos de g diferentes de cerc (c/u con su pareja) se
combinan en todas las formas posibles para realizar todas las
opclones.

g3 = Permutations[g2];

For[k=1 k<=Length[g3],k++,
g4 = Take[g3,{k}];
g5 = Partition[Flatten[g4,11,2];
If[g5=1={} Total = Table|

Se checa si en las 2 parejas las vanables de estado que las
acompafian no se encuentran presentes en el elemento contrario.
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If{FreeQe5I[i,1,111,85([j,1,2]] 1&&
FreeQ[g5[0),2,11],85[0),2,21] ],

{{Integrate[25[[j,1,11],25({},2,2]] 1,85([[;,2,211} ,
{~Integrate[g5[[1,2, 11185[0)1,21] 1,&5105.1,211} ),
{{0,0},{0,0}}1,{j.Length{g5]}],(*Fin Table/Total *)

Return[Delete[Ettt, Position[Ettt,(g4//Flatten)[{2]1] 11 1;

Salida = Append]|Salida,Flatten[Total, 1]];

]; (* Fin de For/k *)

Se checa si en las 2 parejas las variables de estado que las
acompatfian no se encuentran presentes en los elementos
restantes de g, de lo contrario no se cumpliria la derivada de la
funcion.

B = Table[PresenciaQ[Salida[[i,1,1]], { Salida[[1,1,2]],
Salida[[i,2,2]]} 1 &&
PresenciaQ[Salida[[1,2,11],{ Salida[[i,1,2]].
Salida[[i,2,2]]} 1.
{i.Length[Salida]}];
r= {Salida,B};s={};
OfffCondition::obsc,Condition: :obscf];

Checa la posicion valida de aquellas parejas que cumplen lo que
se menciond anteriormente para después hacer la suma
correspondiente que formaria lo que seria una funcién valida.

For[i=1,i<=Length|[ Salida ] i++,

I(B[[i]]=—=True)&&( Salida[[i]]=!=0 ),s=Append[s,Salida[[i]]]]];

On[Condition::obsc,Condition::obscf];

s1 = Length|s];

s2 = Union[Table[s[[i,1,1]]+sl{i,2,1]],{i,s1}]];

s3 = Delete[s2,Position[s2,0]];

s4 = Take[s3,Length[s3]/2];

s5 = s4 /. Table[Est[[i]]->0, {1, Length[Est]}];

86 = Table{If[s5[[i]] > O, s5[[1]]-s4[[i1], s4[[1]]-sS[[i]] ],{i,Length{s4]}]
1: (* Fin del Modulo/Principal *)

(FHRRRAAR R A A AR I HARAA ARSI RAARER AR KRR KA A EE A )
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Rank[m ?MatrixQ] =

Obtencidon del rango, los elementos de la matriz pueden ser
nimeros reales o simbolos.

Module[{m1,L},

si la matriz es m*n hacemos L=min{m,n}.

[f]Greater{ Length[m], Length[m[[ 1111],
L = Length[m[[1]]].L.=Length[m]];
=0;m1 ={{}};
While[m1=!={},
i++ml=Minors[m,i];
ml = Delete[m1,Position[m1,0]];

Si los menores obtenidos son diferentes de cero se incrementa i,
de lo contrario se termina el ciclo.

If[Length[m1]>=1,m1=Delete[m1,Position[m1,{}]],m1];];
i-1 (* el cual es el grado relativo *) ];

(*****************************************************#******)

(* Encuentra el vector de STransf *)
STransf[f ,g 'h ] :=(* funcion para obtener (2.1.1.2) *)

Module[{t0,t1,t2,t3,t4,t5,t6 t7,i,Faltan,al a2 a3,a4 bl,
b2,b3,b4,cl,c2,¢3,c4,¢5,06,Indice=0},
tO=GradoRelativo[f,g,h];
t1=Table[KDerLie[£h,i],{1,0,t0-1}];
t2 = MatrizJacobiano[t1];
Faltan = Length[Est]-t0;

Obtenemos 4 puntos aleatoriamente que pertenecen a la
vecindad de x0.

t5 = Table[Est[[i]]->0, {i,Length[Est]}];

al = Table[Est[[1]]->(Random[]-.5),
{i,Length[Est]}];

a2 = Table[Est[[i]]->(Random[]-.5),

{1, Length[Est]}];

a3 = Table[Est{[i]]->(Random[]-.5),
{1,Length[Est]}];
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a4 = Table[Est[[i]]->(Random[]-.5),
{1,Length[Est]}];
t6 =12 /. t5;
t3=Busquedalg];
IffLength[t3]<1,
(*Falla*)Indice=1,
(*Ok*)For[i=1,i<=Length[t3],i++,
t4 = Append[t1t3[[i]]];
t7 = MatrizJacobiano[t4];
t7=t7/.t5b1 =t7/ al;b2=1t7/ a2;
b3 =17/ a3;bd =17/ a4;

Se hacen las evaluaciones (del rango) de todos los puntos, los
cuales al coincidir agregamos dicha funcion al vector Phi.

11={Rank[t7],Rank{b1],Rank[b2] Rank[b3 ], Rank[b4]};
11=Delete[11,Position[l1, Length[Est]]];
If Length[11]<5,
If[Length[11]>0,Message[ Advertencia: :rango]],
If[Rank[t7]>Rank(t6],t1 = t4,t1 = Delete[t4,Length[t4]]]]];
(* Fin del For *}];(* Fin del If externo *)
cy =1tl;

Si con las funciones obtenidas con ‘Busqueda' no se completa ¢l
vector Phi, hacemos todas las combinaciones posibles de
vectores de longitud igual al estado, cuyos elementos
pertenecen al conjunte {0,1}, después tomamos cada uno de
ellos y lo agregamos al jacobiano de Phi de tal manera que
aumente el rango ( remedio infalible ), el que cumpla este
objetivo lo dejamos para después relacionarlo con las variables
de estados de la siguiente forma:

a){0,0,1,1}->x3+x4 , b){1,0,1}->x1+x3; El probiema es que no
cumple (25).

If[Rank[MatrizJacobiano[t1]/.t5]==Length|Est],Return[t1],

t2 = Rank[MatrizJacobiano{t1]/t5];

Faltan = Length[Est]-t2];
t3=Flatten[Outer (@@ Prepend|[Table[{0,1},{Length[Est]}],List]];
t3=Partition[t3,Length[Est]];
i=1;c1 = MatrizJacobiano[t1]/.t5;
While{i<=Iength[t3],

t4 = Append[c1,t3{[i]]];
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IffRank[t4]>Rank[c1],c1=t4];i++];

c2 = Take[cl,-Faltan];

For[i=1,1<=Faltan,i++,
Ac=0;For[j=1,j<=Length[Est],j++,

If[c2([i,j]]='=0,Ac+=Est[{j]],Ac+=0] ];

c6[i] = Ac ]; (* Fin del Primer For *)

¢4 = Flatten[ Append[c5,Table[c6[1], {i,Faltan}]]];

d1 = MatrizJacobiano[c4];

En este caso es obvio que el jacobiano de Phi tiene que tener
rango completo debido a que este (al menos en los renglones
inferiores agregados con el procedimiento inmediato anterior)
no depende de alguna variable de estado, vy los primeros r
renglones son linealmente independientes en x0, sin embargo se
realiza el siguiente 'if' por si no cumple con algin punto que
pertence a su vecindad.

11 = {Rank[d1/.al],Rank[d1/ a2],Rank[d1/.a3],Rank[d1/.a4] Rank[d/.t5]}
11 = Delete[l1,Position[l1,Length[Est]]];

IfiLength[11]<5,
If[Length[11]>0,Message[ Advertencia::rango]];
c4,Abort[]]
1/; VectorQ[f]& & VectorQ[g]&&(Length[fl=—Length[g]==

Length[Est])

Advertencia::rango = "Existe problema de Rango"
(************************************************************)

(* Nuevo sisiema en el nuevo espacio de coordenadas *)

NuevoSistema[f 5 h ]:= L _ L
c. 0 Puncibn para obtener(2.1. 04y -
Module[ {t,z trans,fz,gz hzu},

Se obtiene el vector Pht y después se resuelve el conjunto de
ecuaciones de igualdad para cada una de las variables de estado.

Iff VectorQ[g],t = STransf[f,g,h],t = MTransf[f g h]};

z = Table[SequenceForm["z",i]==t[[1]], {1, Length[t]}];
IffMatrixQ[g],u = Table[SequenceForm["u",i],{i,Length[g]}]];
trans = Solve|z Est, InverseFunctions->True];
If[trans==={},Abort[],

Obtencion de cada uno de los elementos del nueveo sistema.
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fz = MatrizJacobiano[t].f /. trans;
gz = g. Transpose[MatrizJacobiano(t])/ trans;
hz = h/.trans,
fz = Simplify[fz];gz = Simplify[gz];hz = Simplify[hz];
For[i=1,i<=Length[fz],i++,
Iff VectorQ[g],
oo Formatodesalida. e o
Print["[",1,"]dz/dt= " f2[[i]]," + ",gz[[i]],"u \n\n\n"],
SequenceForm @@ Flatten[Prepend[ Table[
(" + *,gzl[Lillul[i11}. G.Lengthlg]}],
(T L ld7/dt= * fAI1}), 1 //Print];);
Print["h[z] = "hz[[1]]}]; (* Findel If ~ *)
1/;(VectorQ[gl&&(Length[g]==Length[f]==Length[Est])||
MatrixQ[2)&&(Length{g[[1]]}==Length{f]—Length[Est]));
(* Fin del Modulo *)

(********************#***************************************)

(* Matriz A para los sistemas MIMO *)

cond::nosin = "No existe vector grado relativo debido \
a el rango incompleto de la matriz ™ en x0";

VecGrdRel::ind = "\nVector Grado Relativo indefinido "
VectorGradoRelativo[f List?VectorQ,g List?MatrixQ,h_List?VectorQ] =

Module[{a,l,m,m1},
Offf GradRel::cer];

Obtencion del grado relativo de cada salida con respecto a
todos los campos vectoriales.

a = Table[GradoRelativo[f,g[[i]1,h[[1]]].{j.Length[h]},{i,Length[g] }];
On[GradRel::cer];

Se genera una tabla donde se ubican los conjuntos de grados
relativos para después escojer el menor de cada uno de ellos:
primera condicion.

a = Delete[a,Position[a,0]];a = Flatten[ Take[#,1]&/@(Sort[#]&/@a)];
Iffa==={ 1, Message[ VecGrdRel: ind]; Abort[]];

. Se'checa el rango de la matriz (3.1.1): segunda condicion:. "
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I=Length[a];m=Table[DerLie[g[[j]],KDerLie[f,h[[i]],al[i]]-1]],
{1,1},{j,1}];ml =m /Table[Est[[1]]->0,{i,Length[Est]}];
[ffRank{m1]==Length[m1[[1]]],a,Message[cond: :nosin,m];Abort{]]
V/;Length[Est]==Length[ g[[1]] ]==Length[f]

(**********************************#*************************)

. Puncién para obtener (3.1.1). -
MatrizA[f List?VectorQ,g_List’MatrixQ,h_List?VectorQQ] .=

Module[{v,l,m},
v= VectorGradoRelativo[f,g,h];
| = Length[v];
m = Table[DerLie[g[[j]],
KDerLie[£[[{]],vI[il}-11],
0,4,
1/;Length[Est]=Length[ g[[1]] ]—Lengthlf]

(***********#************************************************)
(* Vector de transformacion MIMO *)

MTransf[f List?VectorQ,g_List?MatrixQ,h List?VectorQ] =

Module[{v,a,b,c,d,r1,r2,r3,r4,r5,11,12,t3,t4},

v =VectorGradoRelativo[f,g,h];

Se instalan las primeras funciones del cambio de coordenadas.

a = {};For[i=1,i<=Length[v],i++,
a = Append[a,Table[KDerLie[f h[[1]],i], {3,0,v[[1]]-1 } 1}1;
a = Flatten[a];H[(Plus @@ v)=—Length[Est],Goto[Completo]];

A continuacién se buscan las funciones que cumplan la segunda
condicion (exclusivamente para un campo vectorial g), si se
desea para todos los campos vectoriales g es mucho mas
complicado (fuera del alcance de esta tesis. La parte que sigue
es equivalente a la parte correspondiente en la funcion 'STransf'.
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b={};

For[i=1,i<=Length[g],i++,b= Append[b,Busqueda[g[[i]] 1T}
b = Flatten[b];

r0= Table| Est[[i]]->0,{i,Length{Est]}];

1= Table[Est[[i]]->(Random[]-.5),{i,Length{Est] } ];

2= Table[Est[[i]]->(Random[]-.5), {i, Length[Est] }];

3= Table[Est[[i]]->(Random[]-.5),{i,Length[Est] }];

r4= Table[Est[[i]]->(Random[]-.5), {i,Length[Est]}];
5= Table[Est[[i]]->(Random[]-.5),{i,Length[Est]}];
For[i=1,1<=Length[b],i++,
aux =1i;
¢ = Append[a,b[[i]]]//Flatten;
d = MatrizJacobiano([c];
11={Rank[d/.r0],Rank{d/.r1],Rank[d/.r2],Rank[d/.r3],Rank[d/ r4] Rank[d/ r5]};
11 = Delete[l1,Position{l1 Length[Est]]];
If[Length[11]<6,
If[Length[11]>0,Message[ Advertencia::rango]];
If[Rank[d/.r1]>Rank[MatrizJacobiano[a]], a=c¢] |;
i=aux];
If[Length[a]==Length[Est] Return[a]];
t1 =Partition[(Outer @@ Prepend[Table[{0,1},{Length[Est]}],List])//Flatten,Length{Est]];
t2 = MatrizJacobiano[a]/.r0;t3 = Rank[t2];
For[i=1,i<=Length[tl],i++aux = i;t4 = Append[t2,t1[[aux]]];
If[Rank[t4]>Rank[t2],t2=t4];If[Rank[t2]=Length[Est], Break[]];i=aux];
t2 =Partition[(Take{t2,-Length{Est[+t3])//Flatten, Length[Est]];
For[i=1,i<= (Length[Est]-t3),i++,
Ac=0;For[j=Length[Est].i>=1,j--,
121 11=1=0, Ac+=Est{[j]] 1*if*)];(*For-j-*)
a =Append[a,Ac], J;(*For-i-*)
Return|a];label[ Completo];a
/;Length{f]=Length{g[[1]]]==LengthfEst]

(************************************************************)

Involutividad[g_ 1=

Module[{t},If[Length[{g}]===1,5i];

¢=Table[ProductoLief {g}{Til],{g} [[]]}. {i.Lengthl {e}]-1},
{J,i+1,Length[{g}]}];

t = Append[t.{g}];t = Flatten{t,1];

If[Rank[ {g}]=Rank[t],Si No]}/;MatrixQ[ {g}]

(****************************#*******************************)
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InvarianciaVect[f ,g ]=

Module[{t},t = Table[ProductoLie[f,g[[i]1],{i,Length[g]}];
t = Append[{t},g};t=Flatten[t,1];
If[Rank[g]==Rank[t],Si,No]]/;MatrixQ[g]&& VectorQ[f]&&
(Length[g[[1]]]==Length[f])

(************************************************************)

InvarianciaCovect[f ,g ]:=

Module[{t},t = Table[Covector[f, {g[[i]1}], {i,Length[g] }];
t=Flatten{t,1};t = Append[{g}.t];t=Flatten[t,1];
If[Rank[g]==Rank[t],Si,No]l/;MatrixQ[g]&& VectorQ[f|&&

(Length[g[[1]]]==Length[f])

(FERERRRRAR R FRRRARRRE R R R R ROOR R b8
Alcanzabilidad[£:{{ } }.g:{{_}.}]=

Module[{11 total parcial,t,p},l1=Length[f];total=g;
Label[Ok];
t=Table[InvarianciaVect[{[[1]],total],{i,11}];
p = Position[t,No];If{[p=={ }.total//Rank//Return];
For[i=1,i<=Length[f],i++,
If] 'FreeQ[p,{i}], For[j=1,j<=Length[total],j++,
parcial = Append[total,ProductoLie[f[[i]],total[ [i11]];
J:(* ler. For *)];(* Fin de If *)total=parcial;];(* 20. For *)Goto[Ok];
Rank[total ]]/;VectorQ[{[[1]]1&& VectorQ[g[[1]]]&&
(Length[{][1]]]==Length{g[{1]]]==Length[Est])

(************************************************************)

Covector[f ,w_]:=
Module[ {f1,f2},fI=MatrizJacobiano;f2=Transpose;
{(C[wI[ LD/} +w.(E/11)
1/; VectorQ[f|&&MatrixQ[ w]&&(Rank]{w]=1)&&
(Length[fl=—Length[w[[1]]]==Length[Est])

(***********:k*************#*********#************************)

Observabilidad[f:{{__}..}.g:{ .. }]=

Module[ {11 total parcial,t,p,aux1,1,j},11=Length{f];
total=g//MatrizJacobiano,
total=Delete[total, Position[total, Table[0, {Est//Length}]]};
Ifftotal=={},Return[0],Null];
Label[Ok];
t=Table[InvarianciaCovect[f[[i]],total], {i,11}];
p = Position[t,No];If[p=={ },Return[Rank[total]]];
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parcial=total;
For[i=1,i<=Length[f],i++,
If]'FreeQ[p,{i}],
For{j=1,j<=Length[total] j++,
aux] = Flatten[Covector(f[[i]],{total[[1]]}]}//Expand,
If[FreeQ[parcial,aux1],
parcial =Append|{parcial },{aux1}]];
parcial=Flatten[parcial],
parcial=Partition[ parcial, Length{Est]])//Expand;
];(* 1er. For *)];(* Fin de If *)
total=pacial];(* 20. For *)
Goto[Ok];
(* Fin *) )/; VectorQ[f][1]]1&& VectorQ[g]

(************************************************************)

(*Simbolos protegidos definidos en este paquete™®)

Protect[Estado, DerLie, KDerLie, GradoRelativo, Accionlinealizante,
MatrizJacobiano, ProductoLie, KProductolie,Rank,
STransf,NuevoSistema, VectorGradoRelativo,MatrizA, MTransf,
Involutividad, InvarianciaVect,InvarianciaCovect, Alcanzabilidad,
Covector,Observabilidad,No, Si]

End[];

EndPackagel];

Print{""]

Print[" Paquete : Sistemas No Lineales "]

Print[" Autor : Jesis Aureliano Esquivel Cardenas "]
Print[" Para ver el contenido, Teclee: ?funciones”]
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© Capitulo6 o

~ Un Ejemplo

6.1. Obtencion de la dinamica de un Robot

Considere el manipulador de eslabon simple con union flexible como se muestra en la
Figura siguiente:

Fig. 3

Ignorando el amortiguamiento por simplicidad, las ecuaciones que caracterizan el manipulador
son:[8]

Td; + MgLsin(q)) +k(q; —q2) =0
Iy — k(g1 —q2) =

y en el espacio de estado, con la siguiente asignacion a las variables

X1 =43
X3 =q
X3=4q2
X4 =42

tenemos la siguiente ecuacién dindmica:

Mgl 2 k 0

- Ig Siﬂ(xl)—T(Xl—Xﬂ 0
X= x4 +glus V=X

k 1

T(Xl—xﬂ I




Un Ejemplo

donde facilmente identificamos los campos vectoriales 'y g.

El problema de la linealizacién exacta mediante retroalimentacion de estados puede
resolverse perfectamente debido a que el sistema tiene grado relativo 4 y el vector que
representa el "diffeomorfismo" tiene un Jacobiano no singular para todo R™, bajo ciertas
condiciones. Recordemos que el sistema linealizado v transformado debe tener la siguiente

estructura:
Z 0 1 0 0 zy 0
yA 0 0 1 0 z 0
_2 = 2 +| v y=1zl
Z3 0 0 Q 1 Z3 0
7| |—cf0] —c[1] -¢[2] —¢[3]|za] |1

6.2. Utilizacién del programa para el analisis del sistema

Instalemos el programa en el Mathematica para estudiar este sistema dindmico. Cada vez
que se haga referencia al programa se utilizara una barra horizontal para dividir la entrada
(parte superior) y la salida (parte inferior).

1) Instalacién.

<<packages nolineal "isidori”

L OODOOTCOPOREO
A R T

Paguete : Sistemas No Lineales
Autor : Jesls Aureliano Esquivel Cardenas

Para ver el contenido, Teclee: ?funciones

2) Introducir la informacién que tenemos.

Est = Estadol[xl,x2,x3,x4];

ff={x2, -M*g*L*Sin[x1]/i-k* (x1-x3)/1i,x4,k(x1-x3)/J};

gg ={0,0,0,1/3};
h=x1;

|

A

3} Obtencion del grado relativo.

GradoRelativo [ff, gg, hl
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Un Ejemplo

Esto implica que el subespacio de Obervabiiidad tiene dimension igual al orden del sistema; io

cual podemos verificar con la funcion Alcarzabilidad.

4) Obtencion de la dimension del subespacio de Alcanzabilidad.

Alcanzabilidad{{ff,gg}, {gg}]

R R

S

5) Obtencidn de la accion de control que linealiza el sistema.

Accidnlinealizante [ff,gg,hl]

(i J (74_-—? ------- - { c[0] (x1) + cl1] (x2) + cl[2} (

(k + g L M Cos[x1]) {(-(k x1) + k x3 - gL M S8infx1])

/ k

6) Obtengamos ahora el vector que representa el "diffeomorfismo”.

STransf [£f, gg, h]
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k x4 k g L M Cos[x1]
—--- + X2 (=) - memmmmm e )}

7) Inmediatamente después de haber obtenido este vector, hagamos lo siguiente:

MatrizJacobiano [%]

alteneri,k#0 y |k||i|<o la matriz es no singular para toda x eR".

8) La dimensién del subespacio de Observabilidad:

Observabilidad[{f£f,gg}, {h}]

4

9) Tratemos de Encontrar el Sistema Transformado.

NuevoSistema [ff,gg, hl

SAborted
El éxito en la obtencion del resultado de NuevoSistema depende del resultado de la funcién

Solve, la cual es funcién del contexto 'Global en Mathematica; ésta resuelve ecuacidnes

simultaneas en forma genérica.
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6.2.1. Extension al caso MIMO

En esta seccidn agregaremos al sistema anterior dos entradas, por consiguiente dos
campos vectoriales, y dos salidas (tomando en cuenta que se realizaron los pasos anteriores),
obtenemos de esta manera un sistema ficticio de tres entradas y tres salidas el cual

utilizaremos en las siguientes funciones del paquete para el casec MIMO.

10) Declaracion de los 2 campos vectoriales.

ggi={0,k,0,L M x2};
ggz2={0,0,1i,0};
hl=x4;h2=x3;

11) Encontrar el vector grado relativo.

VectorGradoRelativo [ff, {gg,ggl,gg92}, {99,991,9g92}]

12) Obtencion de la accién de control que linealiza el sistema.

AcciénlLinealizante [ff, {gg,991,gg92},{h,hl, h2}]

e s A
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13) Obiencion de la dimensidn del subespacio de Alcanzabilidad.

Alcanzabilidad[{ff, 99,991,992}, {g9,991,992}]

4

14) Obtencion de la dimension del subespacio de Observabilidad.

Observabilidad([{ff,gg.9gl,992},{h,h1,h2}]

—

e —

e e A, B o T T e e

15) Obtencién del sistema transformado.

NuevoSistema [£ff, {gg,ggl,9g92}, {h,hl,h2}]

-k z1) + k 24 - gL M Sinlzll] k (zl1 - z4}

1
z3} + {0, 0, -, o}ur + {0, k, LM z2, 0}u2 + {0, 0, 0, i}u3
J
hiz} = {z1, =23, z4}
16) Obtencidn del vector que representa el "diffeomorfismo”.

MTransf [£f, {gg,991,992}, {kh,hl, h2}]

{x1, %2, x4, x3)

6.3. Simulacién con Simulink de Matlab
Hasta este momento va se tiene la informacion suficiente para hacer una simulacion del
sistema linealizado, en los 2 casos: SISO y MIMO, utilicemos Simulink de Matlab para

hacerlo.

6.3.1. Caso SISO
El diagrama de bloques de Ia linealizacion es el siguiente:

N a(x)+b(x)v - x=frgu |y
y=h(x)
A X |
Fig. 4
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Se disefio la linealizacién para que tuviera los siguientes valores caracteristicos;

E-1) -1

E-2) -0.5

E-3) -0.3 +1.21i
E-4) -03-12i

los cuales inducen los valores de las constantes -c[i], =1,...,4, que forman parte de la accion
de retroalimentacion y que formaran los elementos del rengléon inferior de la matriz A del

sistemna tcansformado. Los valores son los siguientes:

c[0] = 0.765
c[1]=2.595
c[2] =293
c[3]=2.1

Las siguientes graficas (6a y 6b) (resultado de la simulacion) muestran las respuestas de:
+ El Sistema Lineal que se desea obtener (Caso Ideal).

+ Sistema Linealizado via Retroalimentacion de Estado.

+ La Aproximacién Lineal via la Serie de Taylor.

a una entrada escalon de 0.035 (Fig.5a) y 0.07 (Fig.5b), ambas en condiciones iniciales igual a

CEro.
s T SR RS 0 [ <= et et e e e
0.25—---------5----——7--5 --------- ’.—---——---15--------_{ D45Apmm§“m°’l\x§/ {f - Sislenta Lincalizado
r—-—Apromeacanmcal : L O GOE LT TINE FA U S S N N S N B
11] RS N . S
[ i H i : ;
= * . - . :
OAp----- ”15““"—"Y""'---—r""""—\'--—-—"‘i
H SmamaLmEa.hzadu
: y;/ 0 :iCaso 1deai | :
0o5F---y----= oge ST eugY "“_" G335 Ty
pyoes e L mm b mm e d_ = _ 4 - CAN - i : :
N 5 10 15 P % 0 B AL g - -4
Segundos Segundos
Fig.5a Fig.5b
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6.3.2. Caso MIMO

El diagrama de bloques de la linealizacion es semejante al de la Fig.5 con la diferencia de
que a(x),h(X) y u son un vectores y b(x),g(x) son matrices. Como la suma de los elementos del
vector grado relativo que se obtuvo fue exactamente igual al orden del sistema, esto quiere
decir que no existe dinamica interna, entonces la linealizacidon que se obtiene es exacta. En
base al control no interactivo de la seccion 3.3 veamos lo siguiente: el primer elemento del
vector grado relativo es 2, esto quiere decir que existe en el sistema linealizado un subsistema
lineal de orden 2 que relaciona! una entrada wl con la salida /, el segundo elemento es 1 por
lo que existe un subsistema lineal de orden 1 que relaciona una entrada w2 con la salida A1, y
de la misma manera existe el tercer subsistema lineal de orden 1 que relaciona una entrada w3
con la salida k2,

La accion de control v que se obtuvo en el paso 10 de la seccion anterior se selecciond de
la siguiente forma:

zl

-24 -1 0 O wl
z2

v=| 0 0O -1 0 +|{ w2
z3

0 0O 0 -1 w3
z4

de tal manera que el subsistema lineal de 20. orden tiene una relacién de amortiguamiento de
0.3 y una Frecuencia Natural de 1.55, y los 2 subsistemas de primer orden restantes tignen el
polo de ambas funciones de transferencia en -1.

Las graficas siguientes (6a y 6b) muestran los resultados de la simulacion del sistema

linealizado con las siguientes caracteristicas:

¢ ul es una entrada escaldn unitario aplicada en t=0.

¢ u2 esuna entrada escalon unitario aplicada en t=5.

¢ u3 es una entrada escalon unitario aplicada en t=10.

¢ Larespuesta del Caso Ideal es exactamente la misma del sistema linealizado.
¢+ La Fig.7a es con estado inicial x0=(0,0,0,0).

¢ LaFig.7b es con estado inicial x0=(1,4,4,4).

1a relacion es exclusivamente con la salida mencionada.
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- Conclusiones

Se¢ logré la automatizacidén del calculo involucrado en los procedimientos para la
obtencién de algunas propiedades de los sistemas no lineales, utilizando como base la
geometria diferencial, donde destacan principalmente: la dimensién de los espacios de
observabilidad y de alcanzabilidad, la transformacion de coordenadas y la ley de control
linealizante.

Es importante mencionar que algunos de los conceptos que se analizaron solo demuestran
la existencia de soluciones, utilizando conceptos de un nivel de abstraccion alto y aun asi se
logré su implementacidn, sin embargo los resultados de las funciones que se implementaron en

el paquete depende de los resultados de las funciones internas de]l Mathematica.

Indudablemente el paquete elaborado puede ser desarrollado mucho mas, sin embargo
podemos verlo, en principio, como un buen auxiliar del investigador de esta area de control, el
cual puede realizar el trabajo mas eficientemente, sin la posibilidad de cometer errores v sobre
todo con una rapidez mucho mayor. Podemos mencionar para trabajos futuros: realizar una
mejor interaccion con el usuario, mejorar los algoritmos de las funciones STansf y MTransf,
desarrollar nuevas funciones en base a las ya elaboradas, etc...

Por tultimo, la capacidad de la computadora es importante para la rapidez de respuesta,
por lo que, cuando se trabaja con cierta funcién del programa, el tiempo que tarda el
Mathematica en mostrar el resultado cambia de una computadora a otra. El intervalo maxamo
de tiempo que se registro en las pruebas del programa fue de 20 minutos para un sistema no
lineal de orden 6, y en una computadora con Microprocesador 486 DX, 4 Mb de RAM y 66
MHz.
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A.1 Algebra de Lie

Tres tipos de Operaciones sobre campos vectoriales (f, g) , campos covectoriales (w) y
funciones evaluadas en los reales (A , B):

a) Derivada de Lie de una funcion escalar a lo largo de un campo vectorial:
(dr(x) ,f(x)) f( )= Z— fi(x)=Lsh. (A1)

La solucidn es nuevamente una funcion evaluada en los reales. Es posible la misma operacion
en forma repetida:

Ll eh () = D g

A derivada k veces a lo largo de f obtenemos L 1f(?L , donde:

alLETy
LXa(o= —(gfx—) £(x) (A2)

con LY A (%) = (x).

b)Producto de Lie:

[f,£]00 = 2860~ L) (A3)

En el caso de operacion repetida de g con el mismo campo vectorial f, [f ,[f ,...,[f , g]]],

podemos definir:

ad ¥ g(x) = [f ad K~ lg](x) con ad ¥ g(x) = g(x). (A4)



Apéndice

El producto de Lie tiene las siguientes propiedades,[5][8]:
+ Esbilineal.
[fl f+rnf.g 1] =n[f1,81]+2[f2.81]
[£1.1181 + 1282 ] = [ f1. 81 |+ 2 [ 1,82
+ Es anticonmutativa,
[f.8]=e.f]
+ Satisface la Identidad de Jacobi:

[£.[8,p]] + [2.[p, £1]+ [p.[£,2]] = 0

c)La derivada de Lie de un campo covectorial a lo largo de un campo veciorial:

X

owT ] af
wa(x):fT(x){—g—;—} +w(x)

Los 3 tipos de operaciones anteriores son tales que:

O Lypalx)=(Ler{x))al(x)

O Ledi(x)=dLeA(x)

O Lpp g ()= LeLgh ()~ LgLgh (%)

O Lg{w,g)(x) = {Lew(x),g(x)) +{w(x),[f,g](x)}

O [of,pelx)=0 (xR ([f,8](x)+(LeB (x))er (x)g(x) - (Lot ())B (F(x)

O Ly Bwx) =amBe(Lewl))+B(wx), fe)de () +(LeB (o (x)w(x)

A.2 Calculo Avanzado

Teorema 1,[5][6][7}[8](de 1a Funcién Inversa). Sea A un conjunto abierto de R" y

| 6F ) )
F:A —> R"™ un mapeo C*. Si |——| es no singular en alguna x? A, entonces existe una

Xxo

vecindad U de x° en A tal que V =F(U) es abierto en R" y la restriccién de F en U es un
"diffeomorfismo" sobre V.

O
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Teorema 2,[5](del Rango). Sean A c R? y B R™ dos conjuntos abiertos, FA —= B un

oF : :
mapeo C*. Suponga que I:é;] tiene rango igual a k para cada x que pertenece a A. Para
0
X

cada x° €A existe una vecindad Ag de x* en A y una vecindad By deF(x") enB, 2
conjuntos abiertos U R"y Ve R™ y dos "diffeomorfismos” G:U > Ay y H:By — V tal
que HoFoG(U)cV y:

(HoFoG) (X1, Xn) = (X1, Xk, 0,5 0) ¥ (X1, %) €U
(]

Sea Py denote el mapeo P :R™ - R™ definido por Py (x,...,%Xp) = (X,...,%¢,0,...,0)
como H y G en el Teorema 8 son invertibles, podemos modificar la expresion previa de la
forma:

F=HloP, oG vxea
Teorema 3,[S][6][7][8]1(de 1a Funcién Implicita). Sean A cR™ y BCR® dos conjuntos

abiertos y F:A x B—» R™ un mapeo C*. Sea (x,y) =(X|,...,Xm.V[,-...¥p) denote un punto
de AxB. suponga que para algan (xo,yo) €A xB, F(xo,yo) =0 y la matnz:

(0f; . 8fi ]
ar |9y . Of
oy |af, of,

_aY1 aYn_

es no singular en (xo,yo) )

0

Entonces existe una vecindad abierta Ay de x” en Ay By de yo en B y un tnico mapeo C®

G:Ag — By tal que:

F(x,G(x))=0 Vx €Aq
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Sea S un comunto, Una Estructura Topologica o Una Topologia sobre S es una

coleccion de subconjuntos de S llamados conjuntos abiertos, que satisfacen los siguientes
axiomas:

) La unién de cualquier nimero de conjunios abiertos ¢s abierto.
(ii) La interseccion de cualquier nimero finito de conjuntos abiertos es abierto.
(i) El conjunto S y el conjunto vacio ¢ son abiertos.

Una vecindad de un punto p que pertenece a un espacio topoldgico, es cualquier
conjunto abierto el cual contiene a p.

Sean §; y S, espacios topologicos y F un mapeo F:§; — S, . El mapeo es continuo si la
imagen inversa de cada conjunto abierto de S, es un conjunto abierto de S; . El mapeo F es
abierto si la imagen de un conjunto abierto de S; es un conjunto abierto de S, . El mapeo F

es un homeomorfismo si es biyectivo, y ambos continuos y abiertos. Si F es un
homeomorfismo, €l mapeo inverso F~! también lo es.

Dos espacios topologicos en los cuales existe un homeomorfismo se dicen ser
homeomorficos.

S1 Sg es un subconjunto de un espacio topologico S, existe un conjunto abierto unico,
denotado por int(Sy) y llamado interior de S;, el cual esta contenido en Sy y contiene
cualquier otro conjunto abierto contenido en Sg . int(Sy) es la union de todos los conjuntos
abjertos en S.

De igual forma, hay un conmjunto cerrade unico, denotado por ¢I(Sp), llamado la
cerradura de Sy, el cual contiene Sy y esta contenido en cualquier otro conjunto cerrado

que contiene Sy . ¢l(Sp) es la interseccion de todos los conjuntos cerrados los cuales
contienen a S .

Un subconjunto de S se dice ser denso en S si su cerradura coincide con S.

Un Espacio topologico S se dice satisfacer E1 Axioma de Separacién de Haudorff, si
para cualquier dos puntos diferentes del espacio, sus vecindades no se intersectan.
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A.3 Variedades

Definicién 1, Un Espacio X Localmente Euclidiano de dimensién n es un espacio
topologico tal que, para cada p € X existe un mapeo homeomorfico ¢ de una vecindad
abierta de p a algin conjunto abierto en R".

0
A continuacion se define nuevamente el concepto de variedad, pero ahora desde el punto de
vista topologico.

Definicion 2. Una Variedad N de dimension n es un espacio topologico el cual es localmente
Euclidiano de dimensién n, es Hausdorfl y tiene una base contable, Las variedades son la
abstraccion de la idea de una superficie suave.

O

Una carta de coordenadas sobre una variedad N es un par (U, <I>), donde U es un
conjunto abierto de N y © un homeomorfismo de U sobre un conjunto abierto de R™.
Algunas veces @ es representado como un conjunto (d)l,...,(l)n) y $;:U - R es llamado la
i-ésima funcion de coordenada. Si p € U, entonces (d)l(p),...,tbn(p)) es llamado el conjunto
de coordenadas locales de p en la carta de coordenadas (U,(D).

Sea (U,(D) y (V‘P) dos cartas de coordenadas sobre una variedad N, con U~V =0, y
(wi,..., wn) ¢l conmjunto de funciones de coordenadas asociado con el mapeo ¥. El
homeomorfismo ¥ o ®~1:®(UN V) > ¥(U V) tomando para cada p e UV, el conjunto
de coordepadas locales (d)l(p),...,d)n(p)) dentro del comunto de coordenadas locales
(w1(p),--.,wn(p)), es lamado una transformacién de coordenadas sobre UV .

Dos cartas de coordenadas (U, ®) y (V,‘P) son C* compatibles si, al existir U~V #0,

la transformacién de coordenadas W o @~ es un ""diffeomorfismo"".

Una subvariedad es el analogo no lineal de un subespacio en el espacio lineal. De igual
forma el producto de dos variedades produce una nueva variedad, que es el anilogo de un
producto de espacios vectoriales.

S1 N y M son variedades, de dimensién n y m respectivamente, F:N — M es un mapeo,
(U, <I)) una carta de coordenadas sobre N y (V,‘P) una carta de coordenadas sobre M, el

mapen compuesto F=WoFo® ! es llamado una expresion de F en coordenadas locales.
Esta definicién tiene sentido solo si F(U)V 0.

79



Apéndice

Definicion 3. Sean N y M variedades suaves. Un mapeo F:N — M es un mapeo suave si
para cada p €N existe una carta de coordenadas (U, ®) de Ny (V,¥), conpeUy F(p) eV,

tal que la expresion de F en coordenadas locales es C™.

U
El rango de un mapeo F:N ~ M enun punto p €N es el rango de la matriz Jacobiano:
(o0 o]
ax1 a"n
o A
OXq X
en x = <D(p).

Sea N una variedad suave de dimension n. Una funcion evaluada en los reales A se dice
ser snave en una vecindad de p, si el dominio de A incluye un conjunto abierto de U de N, el
cual incluye a p y la restriccién de A a U es una funcidn suave.

A.4  El Principio de Estabilidad en la Primera Aproximacion.

Considere el sistema (1.5.1) donde f eC", con r >2, definido sobre un subconjunto abierto U
de R®, y sea x° €U un punto de equilibrio para f. Sin pérdida de generalidad podemos
suponer que x¥ = 0. Es bién sabido que la estabilidad asintotica local a este punto puede ser

determinada, con algunas extensiones, por el comportamiento de la aproximacion lineal de f

of . .
en x=0[5]. Para esto, sea F = [—] denote la matriz Jacobano de f en x=0. Entonces:

x=0
(M
Si todos los valores caracteristicos de F estan en el semiplano izquierdo
abierto del plano complejo, entonces x=0 &5 un punto de equilibrio
asintoticamente estable de (1.5.1).
(if)

sl uno o maés eigenvalores de F estan en el semiplano complejo derecho,

entonces x=0 es un punto de equilibrio inestable de (1.5.1).

El caso de algin sistema cuya mairiz F tenga alglin valor caracteristico con parte real igual a
cero y los demds con parte real negativa se le identifica comunmente como un caso critico.
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