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En esta tesis se presenta una seolucion al problema de seguimiento de trayectorias, para
una clase de sistemas no lineales. La ley de control que se propone como solucion es muy
sencilla, y estd compuesta por una parte lineal y una parte no lineal.

Esta ley permite controlar la clase de sistemas en cuestioén, utilizando un observador

dindmico de estado cuando el estado completo no puede ser medido.

Asi mismo, se demuesira que esta ley de control permite seguir trayectorias de
referencia, atin cuando es aplicada a sistemas de la clase en cuestién en los que se presenta un
tipo de incertidumbres. Es decir, el sistema en lazo cerrado con la ley de control y el

observador de estado, es robusto a estas incertidumbres.

El observador y el controlador dependen de un solo parametro de disefio cada uno, lo

que facilita su ajuste al ser implementados.

Los resultados se resumen en los teoremas 1 a 4 del capitulo 4, con los que se construye
un algoritmo de control. Las aportaciones mas importantes de este algoritmo de control son,
la sencillez del mismo en su estructura, el facil disefio v calculo de pardmetros resolviendo una
simple ecuacién algebraica, la sencilla implementacion, el permitir el uso de un observador

dinamico para los estados no medibles, y sobre todo, la robustez del sistema en lazo cerrado.
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CARPITULO 1

INTRODUCCION

1.1. MOTIVACION

Con la eliminacion de las fronteras comerciales, que se esta dando por todo el mundo, la
industria moderna se vé en la necesidad de volverse mas competitiva, para que esta manera,
sus productos puedan participar con ventaja en los mercados internacionales. Para conseguir
este objetivo, las industrias se han visto en la necesidad de reducir sus costos de operacion,

pero al mismo tiempo necesitan aumentar los niveles de calidad de sus productos.

Este compromiso entre aumentar la calidad y reducir costos de operacion, trae como
consecuencia el tener que atacar varios problemas a la vez. Por una parte se debe hacer mas
eficiente el aprovechamiento de la materia prima en los procesos productivos, pero por otro
lado también es necesario tanto aumentar y uniformizar la calidad, como reducir los costos de
mano de obra. Ademas es posible también, reducir los costos de mantenimiento y operacion,

tanto de las herramientas como del equipo que se utiliza en la produccion.

Todas estas necesidades de modernizacion en la industria, hacen pensar en una disciplina
que permita estudiar, disefiar y mejorar los procesos industriales, tal es la funcion del "control

automatico de procesos industriales”.

Esta area de la ingenieria, se aplica a investigar la manera de influir un proceso para
conseguir ¢l comportamiento deseado, con la minima intervencién humana posible, y con el

méximo aprovechamiento de los recursos disponibles.

De esta manera, el control automatico de procesos es un campo multidisciplinario, en el
que se combinan las matematicas, fisica y modelado de procesos, tecnologia y herramientas de
computacion y experimentacién, para lograr el objetivo de controlar un proceso fisico en la
forma deseada
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El desarrollo del proyecto de control automatico de un proceso puede descomponerse en
varias etapas, en cada una de estas etapas se hace uso de distintas herramientas del

conocimiento, de entre las cuales puede mencionarse las sigtuentes:

Matemdticas. Para atacar un problema de control, se deben tener conocmmientos del
analisis matematico. Este es un lenguaje universal que permite expresar todas las ideas en una

forma abstracta, légica y ordenada.

Modelacion. El primer paso es llevar el comportamiento del proceso a un modelo
matematico. El modelo obtenido debe describir todos los fenomenos de interés, dentro de un

dominio de funcionamiento predeterminado.

Identificacion. Utilizando algunas técnicas de medicion e identificacion de parametros,
en algunos casos, se pueden encontrar los valores correctos de los parametros del modelo. En
otros casos solamente puede hacerse un calculo aproximado de los mismos, de manera que el

modelo describira el comportamiento del proceso solo en forma aproximada.

Experimentacion. Una vez que se tiene un modelo matematico del proceso es necesario
validarlo, esto se hace comparando sus respuestas de salida al aplicar ciertas entradas, con las

respuestas que se presentan en el proceso real, bajo condiciones especiales.

Teoria de conirol En esta etapa se debe determinar cual es el tipo de algoritmo, si

existe, que permite obtener el comportamiento deseado del proceso.

Tecnologia de control. Para aplicar el algoritmo de control obtenido tedricamente, es
necesario tener presente la tecnologia de conirol existente, esto incluye areas de la ingenieria

elécirica, electronica, computacion y dispositivos especiales usados en el control de procesos.

Cada una de las etapas del desarrollo de un proyecto, involucra una o mas disciplinas, y
con estas, el control automatico de procesos nos permite analizar, sintetizar y mejorar el

disefio de sistemas de control automatico.

Actualmente existen ain muchos procesos que, debido a su complejidad, no han sido
estudiados lo suficiente, entre estos destacan aquellos procesos que involucran modelos
matematicos no lineales, en los que incluso se pudiera tener cierto grado de incertidumbre.
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El analisis de sistemas no lineales comenzo6 su desarrollo mas fuerte hace poco mas de
una década, de manera que es una area relativamente nueva en la ingenieria de control. Estos
sistemas requieren de técnicas de control mas avanzadas v, en algunos casos, no es posible
determinar un algoritmo que haga un control confiable de estos procesos; por esta razon se
presenta la necesidad de investigar y desarrollar nuevas técnicas de control, que permitan a los
procesos no lineales ser automatizados y cumplir con los requisitos basicos de confiabilidad de

los equipos de produccion, calidad, eficiencia y bajo costo de mantenimiento.

- En esta tesis se presenta una forma de reducir el mantenimiento de equipos automaticos
aumentando a la vez su confiabilidad de operacion. Es bien sabido que la confiablidad esta en
proporcidn inversa al nimero de elementos del sistema, es decir, mientras més elementos tiene
un sistema, mas posibilidad de falla existe, de manera que el disminuir la cantidad de
dispositivos que se utilizan en el proceso a controlar, ayudara a reducir esta posibilidad de

faila y por lo tanto, el mantenimiento del equipo.

Una forma de reducir el nimero de elementos de retroalimentacidon en un sistema, es
substituir estos por algoritmos matematicos conocidos como observadores de estado
dinamicos. Estos algoritmos se programan en el controlador y, usando una cantidad minima
de sensores para algunas variables del proceso, pueden obtener un valor estimado del resto de
las variables del mismo, eliminando la necesidad de medir todas las variables utilizando
sensores.

Desafortunadamente no en todos los procesos es posible el uso de observadores.
Ademas, en algunos sistemas en los que se presentan variaciones en la estructura y parametros
en el modelo del mismo, el uso de observadores pedria provocar, la inestabilidad del sistema
de control, esto es, en la pérdida de control del proceso. Este Gltimo problema ya ha sido
extensamente estudiado en el caso de los sistemas que tienen un modelo lineal. Sin embargo,
el caso no lineal apenas empieza a ser analizado y existen muy pocos resultados reportados.

En esta tesis se demuestra que el uso de una ley de control muy sencilla, que se propone
en este mismo trabajo, permite controlar una clase de sistemas no lineales utilizando
observadores. La aportacion importante de este algoritmo de control, es tanto 1a sencillez del
mismo en su estructura y metodologia para el disefio, como la robustez que presenta ante la
presencia de incertidumbres en el modelado del proceso.
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1.2. OBJETIVOS

El presente trabajo, tiene como finalidad dar una solucién al problema de seguimiento de
trayectorias que varian en el tiempo, para una clase de sistemas no lineales, mediante
retroalimentacién del estado observado. Se consigue ademas, que el sistema en lazo cerrado

sea robusto a cierto tipo de incertidumbres en el modelado de la planta.

La solucién que se presenta es muy sencilla en su analisis € implementacion. Esto es
importante si se pretende que la aplicacion de las técnicas de control modemas, resultado de la
mmvestigacion cientifica, esté al alcance de ingenieros sin un conocimiento profundo de
matematicas avanzadas.

La ley de control que se presenta esta compuesta por un observador y un controlador no
lineales, que a su vez estan separados cada uno en una parte lineal y una parte no lineal.
Ambos algoritmos, controlador y observador, dependen de un solo parametro de disefio cada
uno, lo que también facilita su ajuste final.

1.3, ESTRUCTURA DE LA TESIS

La presente tesis estd estructurada como sigue: en el capitulo 2, se dan algunos
preliminares matematicos y se presenta el modelo del sistema no lineal que representa la planta
a ser controlada. En el capitulo 3, se presenta un resumen de los trabajos que se han hecho
hasta fechas recientes en el mismo tema que aqui se desarrolla, ademas de algunos conceptos

que se aplican en esta tesis.

El capitulo 4 presenta los resultados obtentdos en nuestra investigacion y la estructura

del sistema en lazo cerrado aplicando el control que se propone.

En el capitulo 5 se muestran algunos ejemplos de aplicacion a sistemas no lineales con
incertidumbres, en especial a robots manipuladores, junto las correspondientes simulaciones
de los modelos. Finalmente en el capitulo 6 se mencionan las aportaciones de este trabajo y se

proponen algunos topicos para futuras investigaciones.



CAPRPITUI =2

BASES MATEMATICAS

2.1. INTRODUCCION.

En este capitulo se presentan algunos resultados, definiciones y operaciones de la
geometria diferencial, que se relacionan con el desarrollo de este trabajo. El objetivo es
famiharizar al lector con la terminologia utilizada en esta 4rea de las matematicas, mostrando
algunos de los teoremas y lemas, que se aplican a la clase de sistemas posteriormente tratados
en esta tesis. No se hace un analisis profundo, sino solamente se presentan las operaciones
basicas y los métodos de la geometria diferencial, aplicados a los sistemas no lineales, junto

con algunas definiciones y operaciones de gran utilidad para los desarrollos posteriores.

En la seccion 2.2 se dan algunas definiciones usadas en la geometria diferencial, asi como
tarnbién se presenta la estructura del sistema no lineal, tal como serd estudiado en este trabajo.
En las secciones 2.3 y 2.4 se presentan la derivada y el producto de Lie, dos operaciones
usadas en la seccion 2.5 para definir el grado relativo de un sistema no lineal.

En la seccién 2.6, se dan algunas condiciones necesarias para la descomposicion local de
sistemas no lineales en partes alcanzable-no alcanzable y observable-no observable, analogo a
lo que se aplica a los sistemas lineales. En las secciones 2.7 y 2.8, se presentan las definiciones
de alcanzabilidad local y cbservabilidad local respectivamente, junto con las condiciones
necesarias para su aplicacion en los sistemas no lineales con la estructura presentada.

En la seccion 29 se presenta el método de linealizacion exacta mediante
retroalimentacion de estado, ademas de las condiciones bajo las cuales este método puede
aplicarse a un sistema no lineal. Finalmente, en la seccion 2.10 se define la dinamica cero,
presentando al mismo tiempo, ¢l procedimiento para su analisis en un sistema no lineal
representado en la forma normal, dada en la seccidn 2.9.
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2.2. DEFINICIONES.

Sea R" el comunto de los nimeros reales de dimension n, sea U un subconjunto abierto

de R”, entonces se tienen las siguientes definiciones:

Campo vectorial: Es un mapeo f:R” — R”" que asigna un vector de R" a cada punto
x de U, se dice que es un campo vectorial snave, cuando existen derivadas de f de todos los

ordenes.

Campo covectorial: Son los objetos duales a los campos vectoriales, que asignan a cada

¥
punto x de {Jun elemento del espacio dual (ER”) :

Espacio dual: El espacio dual v* de un espacio vectorial V, es el conjunto de todas las
funcionales lineales evaluadas en los reales y definidas sobre V; ambos espacios son de la
misma dimension.

Distribucion suave: Sean d campos vectonales suaves fi,..., f,;, definidos todos en U,

para un punto x en U, se conoce como distribucion suave el subespacio vectorial formado por
los vectores fl(x),...,fd(x), y se denota como A = Span{fl,...,fd} como un todo, ¢ se usa
Alx) = span{ fl(x),.._, fd(x)} para denotar el "valor” de A en el punto x.

Distribucion no singular: Si existe un entero d tal que dim(A(x)) =d Vx eU sedice

que la distribucidon A(x) es no singular.

Distribucion involutiva: Si el producto de Lie (ver seccion 2.4) de cualquier par de
campos vectoriales que pertenecen a una distribucion, genera un campo vectorial contenido en
la misma distribucién, se dice que la distribucion es involutiva.

Codistribuciéon suave: Es el objeto dual a la distnbucion suave y se define de la
siguiente manera: Un campo covectorial suave @, definido en un conjunto abierto U/ de R”,

puede interpretarse como la asignacion suave, a cada punto x de U, de un elemento del

*
espacio dual (ER”) . Con un conjunto @y, ..., w,; de campos covectoriales suaves definidos en

el mismo subconjunto I/ de R” uno puede asociar la asignacion, a cada punto x de U, de un
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*
subespacio de (EF{”) , al generado por los covectores @, ..., ; debido al hecho de que

estos campos covectoriales son campos covectoriales suaves, se puede considerar esta
asignacion como suave también. El objeto caracterizado de esta manera es lo que se llama una

codistribucion suave,

Codistribucion aniquilador de A: Dada una distribucion A, el conjunto de todos los
campos covectoriales que anulen a todos los campos vectoriales de A, para cada x en U, se
considera el aniquilador de A(x), y se denota por AJ‘, es decir, la codistribucion aniquilador

de A, se define como el conjunto de campos covectoriales:
1 * n * *
A{x)=1w e(‘.‘rl ) :(w ,v>:0 vy e Ax)}.

Modelo del sistema no lineal: A lo largo de la tesis se estudiaran sistemas no lineales

descritos en el espacio de estado por un conjunto de ecuaciones de la siguiente forma:

%= f(x)+g(x)u

221
y = h(x) @21

para el caso SISO (una entrada-una salida), o para el caso MIMO (multientrada-multisalida):

#=10) +s§1gf (x)u; =f(x) +G(x)u 222)

v =hi(x) (j=1,...m)

donde, f (x), g(x), gf(x) son campos vectoriales suaves; h(x), h J—(x) son funciones escalares

no lineales;, X denota la derivada con respecto al tiempo de x; las letras mayQsculas indican
matrices y las minasculas vectores y/o escalares.

2.3. LA DERIVADA DE LIE.

Esta operacion describe la derivada de una funcién escalar a lo largo de un campo

vectorial y tiene las siguientes notaciones equivalentes:
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11 4= 2 1) = (@30) . 1) = 2 £ ()

i=19%;

La solucién es nuevamente una funcion evaluada en los reales. Note que % denotado

& b1
como di{(x) :[%, ...,-g%} es un campo covectorial. La misma operacién aplicada en
1 n

forma repetida puede efectuarse de la siguiente manera:

AL A(xY)
LgLf/l (.XI) = T

La derivada de Lie de un campo covectorial a lo largo de un campo vectorial se define
COMo:

.
owT of

ox :l +W(x)—5;

Lyw(x)= fT(x)[

La derivada deA alo largo de f, & veces se denota como L ;}/1 , donde:

con Lgn A(x)y=A(x).

2.4. EL PRODUCTO DE LIE.

Esta operacion se efectua entre campos vectoriales y se define de la sigulente manera:

=28 1)~ ox
[£.8]0) =2/ () =——a(x)

En el caso de la operacion repetida de g con el mismo campo vectorial £, [ I, [ I,
L7, gm, se puede escribir por simplicidad:
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ad¥ g(r) = £ .ad% ™ g|(x) con ad 5(x) = )

El producto de Lie tiene las siguientes propiedades:
1)  Es bilineal.

[rlfl +f2fz=81]=r1[f1,g1]+’”2[f2,g1]
[fungi+ng]=nlh gl nlfi.2]

2) Es anticonmutativo.
[7.8]=1g./]
3) Satisface la Identidad de Jacobi:

[/ [g.0])+elp. /1) +[p.[/.g]]=0

Distribucién invariante bajo un campo vectorial f: Se dice que una distribucion suave

A es invariante bajo el campo vectorial suave f, si

V fi €A [f,f,-]eA

Si A=span{f], f»,..., fn}, entonces A es invariante bajo f st y solo si [f,ﬁ] €A para

i=1 7.

5y

2.5. GRADO RELATIVO DE UN SISTEMA NO LINEAL.

Sea el sistema SISO tal como se describe por (2.2.1), esto es:

X=f(x)+g(x)u
y=h(x)

Se dice que este sistema tiene grado relative r en un punto x,, si se satisfacen las

siguientes condiciones:
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D Ll ‘}h(x) =0 Vxenunavecindaddexy, y Vk<r-1
iy Lyl ’}_1h(x) £0

Para el caso MIMO, esto es, los sistemas descritos por la ecuacion (2.2.2):

%= F(x)+ 3 g ()
i=1

y;=hi(x) (=1...m)
se puede definir un vector de grado relativo {r, 7y, ..., 7y |-

2.6. DESCOMPOSICION LOCAL DE SISTEMAS DE CONTROL NO LINEALES,

En esta seccion se consideran los sistemas no lineales de la forma dada por (2.2.1) y se
analizan las condiciones bajo las cuales se puede aplicar una transformacion local, para

descomponerlo en sus partes alcanzable-no alcanzable y observable-no observable.

Descomposicion en partes alcanzable-no alcanzable [8]: Sea A una distribucion

involutiva no singular de dimensién d, asumimos que A es invariante bajo los campos
vectoriales f,g1,...,&,. Suponga que la distribucion span{gl,..., gm} estd contenida en A,

Entonces para cada x; es posible encontrar una vecindad Uy de xq y una transformacion de
coordenadas local z=®(x) definida en U tal que, en las nuevas coordenadas el sistema

(2.2.1) se representa por:

é'l :fa(é’l":Z)'*'ggai(:l:éb)ui {(2.6.1a)

i=1

&= f3(62) (2.6.1b)
donde &, =(21,....22) Y & =(2441,-224)-

Esta descomposicion es 1til en el analisis del comportamiento entrada-estado del sistema
(2.2.1), como puede apreciarse, solo la parte del estado descrita por (2.6.1a) es afectada por
la entrada, mientras que las coordenadas £, no son afectadas, en este caso se dice que las

coordenadas ¢) forman la parte alcanzable del estado.
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Descomposicion en partes observable-no observable [8]: Sea A una distribucién
involutiva no singular de dimension d y suponga que es invariante bajo los campos vectoriales
J.81,-- &> supongase ademas, que la codistribucion span{dhl,...,dhp} esta contenida en la
codistribucién AL, Entonces para cada punto xp es posible encontrar una vecindad U de x,
y una transformacion de coordenadas local z=®(x) definida en U tal que (2.2.1) se

representa por ecuaciones de la forma:

b= 1alG100) + T8l 0 (2.622)
i=]

& =fo(G)+ LanlGam (2.6.2b)

yi =1 (6) (2.6.2¢)

donde ¢; = (zl,...,zd) y & =(zy +1,...,z,,). Esta segunda descomposicién es de gran utilidad

para analizar ¢l comportamiento estado-salida del sistema, puede apreciarse que solamente las
coordenadas ¢, son vistas por la variable de salida y;, mientras que las coordenadas ¢}

forman la parte no observable del estado.

2.7. ALCANZABILIDAD LOCAL.

Considerese una distribuciébn A no singular, de dimensidén d y con las siguientes

propiedades:

(a) A esinvolutiva
(b) A contiene a la distribucion span{gj,.... £, |
(¢) A esinvariante bajo los campos vectoriales f,g1,...,8n

Entonces, en cada punto xg €/ se puede hallar una transformacion de coordenadas
definida en una vecindad Uy de xy y una particién de U, en particiones de dimension d, tal
que los puntos alcanzables en algin tiempo 7, empezando en algin estado inicial x, €Uy, alo
largo de trayectorias que continian en Uy para todo f €[0,7], caen dentro de una particion

de Up.
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En la seccién A2 del apéndice se analiza el subconjunto de puntos de una particidn
alcanzada en el tiempo 7" La descomposicién (2.6.1) obviamente sugeriere buscar la minima

distribucion, si existe, que estd contenida en cualquier distribucidén que cumple con (a), (b) y

()
2.8. OBSERVABILIDAD LOCAL.

Considere que existe una distribucion no singular A de dimension d con las propiedades

‘de que:

(a) A esinvolutiva
i
(b) A esta contenida en la distribucion : (span{dhl,. dhy })

(¢) A esinvariante bajo los campos vectoriales f.g1...., 8-

Entonces, en cada punto x5 €l/ es posible encontrar una transformacion de
coordenadas definida en una vecindad U, de x;y y una particién de Uy en particiones de

dimension d, tal que los puntos en cada particion producen la misma salida, bajo cualquier
entrada # que mantenga la trayectoria de estado evolucionando en {/.

En el apéndice A.3 se presentan las condiciones bajo las cuales los puntos que
pertenecen a diferentes particiones de /g producen diferentes salidas, es decir, son

distinguibles. De la descomposicion (2.6.2) puede verse que el objeto a buscar es la
distribucion mas grande que satisface (b) y (c).

La existencia de A implica y esta implicada por la existencia de una codistribucion Q
(liamada AL) con las propiedades de que:

(i) € es generada localmente alrededor de cada punto x €/ por n-d campos covectoriales

exactos.
(i) € contiene la codistribucién span{dhl, . _,dhp},

(iii) £ es invariante bajo los campos vectoriales f,g7,....2,,-

Entonces también se puede analizar la mas pequefia codistribucion que satisface (i) y

(iif).
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2.9. LINEALIZACION EXACTA MEDIANTE RETROALIMENTACION DE
ESTADO.

A continuacion se presentan algunas propiedades adicionales de los sistemas no lineales
que se deben tener presentes en el desarrollo de este punto.

Lema 2.9.1 [8]. Los vectores renglon dh(xo),deh(xO),...,dL rf_lh(xo) son linealmente

independientes.

Esto significa que las funciones ¢1(x)=h(x), ¢r(x)=L rh(x), ..,

. (x)y=1L rf_lh(x) pueden ser utilizadas como los # primeros componentes de un cambio de

coordenadas del vector de estado.

Lema 2.9.2 [8]. Sea ¢ una funcion envaluada en los reales y #, g campos vectoriales, todos

definidos en un conjunto abierto U de R”, entonces para cualquier seleccion de s, &, r >0,

(a5 p(x),205Hg(x)) = T (1) @ L }“'(dL 5tigx),adk g(x)

i=0
como consecuencia los dos conjuntos de condiciones siguientes son equivalentes:

D Lep(x)=LoLyg(x)=...=LeL*gp(x)=0 V xeU
(ii) ngb(x)zLadfggé(x):...:Lad;}gqﬂ(x):o ¥ xeU

Si7<n, entonces siempre es posible encontrar #-r funciones @, 1(x),---, @, (x) tales

que el mapeo:

$1(¥)
d(x)=| 29.1)

¢ (x)



14
Bases matematicas

tenga una matriz Jacobiano no singular en x; que por lo tanto, califica como transformacion
de coordenadas en una vecindad de x;. Siempre es posible escoger ¢, 1(x),...,¢,(x) de tal

forma que:

Lo =0 V r+1<i<nyparatoda x alrrededor de xy (2.9.2)

Debe hacerse notar que no exisfe una forma coustructiva para obtener estas funciones.

La descripcion del sistema SISO en las nuevas coordenadas sera como sigue:

z1=129
Zp =13
Zp_1=Zr
Z, = b(z)+a(z)u (2.9.3)

Zpr1 = Gral2)
Zy = qn(z)
como y=h(x), y puesto que ¢ (x) = h(x), es claro que y = z;.

Hasta este punto se tiene el mismo sistema no lineal SISO original, pero expresado en un

nuevo sistema de coordenadas.

Para lograr el objetivo de linealizar el sistema, se aplica una ley de control por
retroalimentacion de estado estatica de la forma u = a(x)+8(x)v, donde v es la nueva

entrada al sistema.

La aplicacion de esta ley de control a un sistema de 1a forma (2.2.1) da como resultado

un sistema en lazo cerrado con la siguiente estructura;

i = fx)+g(x)a(x) + g(x)Bx)v
y =hx)
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con odx)y Hx) definidas sobre un subconjunto abierto de R” en el cual es factible la
transformacion. En este conjunto se debe cumplir que ﬂ(x) #0 V x, de no ser asi no puede

definirse la entrada v. Esto significa que la aplicacion de esta técnica de linealizacion, estda
condicionada a que ﬂ(x) sea no singular en el conjunto sobre el cual se define.

Si el grado relativo del sistema en cuestion es n, v es elegida la ley de control anterior en

el nuevo sistema de coordenadas como:

u= L(—b(z) + v)

a(2)

Entonces, el sistema de lazo cerrado resultante queda gobernado por las ecuaciones:

=15
Zy =1z3
zﬂ—l =2zy
Zy, =V

Por lo tanto, se puede concluir que cualquier sistema no lineal con fincidn de salida 7(x),
para la cual el grado relativo del sistema es igual a » en algin punto xg, puede ser
transformado en un sistema que es lineal y conirolable en una vecindad de z = @( X ).

El grado relativo es invariante bajo transformacion de coordenadas y/o retroalimentacion
estatica de estado.

La retroalimentacion de estado que linealiza el sistema puede también expresarse en
términos de las funcidnes f{x), g(x), A(x) originales como:
1

u =W(fﬂ}h(x)+v)

Si después es aplicado el mismo cambio de coordenadas que se aplicd anteriormente
llegaremos al mismo sistema lincalizado, es decir, las dos transformaciones usadas para
obtener la forma lineal conmufan y el orden en el que se aplican puede mtercambiarse.
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El siguiente teorema se refiere a las condiciones que debe cumplir un sistema no lineal
para que sea factible linealizarlo utilizando retroalimentacion de estado estatica.

Teorema 2.9.1.[8]- Considerese el sistema % = f (x)+ g(x)u con x € R”. El problema de la
linealizacion exacta del espacio de estado en una vecindad del punto x;, tiene solucién si y

solo si se satisfacen las siguientes condiciones:

(1) Lamatriz [g(xo) adfg(xo) ad;_zg(xo) ad’}_lg(xo)] tiene rango #.

() Ladistribucion A=span|g adrg - ad?‘2 g} es involutiva en una vecindad de xg.

Como conclusién se puede resumir el procedimiento que nos lleva a la construccion de

una retroalimentacion de estado # = a(x) +B(x)v y de una transformacién de coordenadas
zZ= (D(x), para resolver el problema de linealizacion exacta.

Procedimiento:

1}  Comprobar que el grado relativo del sistema es igual a la dimension del estado, con esto
se asegura que:

Leh(x) = LyLsh(x)=..= L L'y h(x)=0
LI n(x) =0

£7f
2) Defx)y g(x), construir los campos vectoriales:
-2 -
glx), 2d rg(x),...,ad"; g(x), ad’} g(x)
Y Posteriormente, comprobar las condiciones (i) y (ii) del teorema 2.9.1.
3) Calcular;
=I" h(x)
o x) = - {_1 ¥) = }l_ (2.9.4)
gLy hlx) Ly, “h(x)
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4) Finalmente, obtener:

®(x) = coll A(x), Lr(x), ., L’}“lh(x)) (2.9.5)

De esta forma, la retroalimentacion de estado linealizante queda definida por la ecuacion
(2.9.4), mientras que el cambio de coordenadas se determina con la ecuacidn (2.9.5).

2.10. DINAMICA CERO.

Considerese un sistema no lineal con grado relativo menor a la dimensién del vector de

estado (» < n ) . En (2.9.3) puede hacerse la siguiente separacion:

] Zr+1
g: : ) 77:

z, Z,

Asi pues, la forma normal de un sistema SISO que tenga r<n, puede ser reescrita

como:

2;1 2-'22
2.2 = Z3
. (2.10.1)
. =b(& n)+ale nu
n=q(& n)

Si x es tal que f (xo) =0y h(xo) = 0, entonces necesariamente las primeras 7 nuevas
coordenadas z; son cero en x;. Note que siempre es posible escoger arbitrariamente el valor,
en xg, de las Wltimas n-r nuevas coordenadas, en particular se pueden elegir como cero en xj.
Por lo tanto, sin pérdida de generalidad, se puede suponer que £=0y 7= 0 en x;. Entonces
si xg es un punto de equilibrio para el sistema en coordenadas originales, su punto

correspondiente (&, n) = (O, 0) en las nuevas coordenadas, es un punto de equilibrio para el

nuevo sistema.
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En el problema de hacer cero la salida, se requiere encontrar x5 y uo(t) definidos para
todo tiempo en una vecindad de =0, tal que la salida del sistema sea idénticamente igual a
cero. El conjunto de ecuaciones diferenciales que describen el comportamiento dinamico del
sistema cuando la salida es cero es lo que se conoce como dindmica cero.

Recordando que y(t)z zl(t), la restriccion y(t) =0 V1 trac cOMo consecuencia que
Zy =2y ==, =0, esto es Ht)=0. Ademas, la entrada debe ser necesariamente una
solucién de la ecuacion 0= 5(0, 7{¢)) +a(0, 7{7))u(z). La variable 7{¢) esta caracterizada por

la ecuacion diferencial:
1) = q(0, #{1)) (2.10.2)

Si la salida es cero, necesariamente el estado inicial debe ser tal que &0)=0, donde
7{0) = ny puede ser escogido arbitrariamente. De acuerdo al valor de 75, la entrada debe ser:

R0
ai 0, n(t) )

En un sistema lineal la dindmica cero es lineal, con valores caracteristicos que coinciden
con los ceros de la funcion de transferencia del sistema original. Si se tomara la aproximacion
lineal de la dinimica cero del sistema en n= 0, resultard que esta coincide con la dinidmica
cero de la aproximacion lineal del sistema entero en x = 0, esto es, las operaciones de tomar

la aproximacicn lineal y calcular la dindmica cero conmutan,

El problema de mantener en cero la salida podria haber sido analizado directamente
sobre la forma origmmal de las ecuaciones, sin embargo el resultado es un conjunto de
ecuaciones que describen la dinamica cero en un sistema libre de coordenadas (ver [8]).

La dinamica cero n(t) = q(O, n(t)) describe el comportamiento interno del sistema
cuando este es forzado a mantener su salida en cero. Lo anterior puede extenderse facilmente
al caso en el cual se desea seguir una funcién arbitraria yR(t). Para resolver este problema se
requiere encontrar un par consistente de un estado inicial y una funcion de entrada, definidos
en una vecindad de =0, tal que la correspondiente salida del sistema coincida exactamente

con la funcion deseada. Encontramos que:
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por lo tanto

T
1 -1
00 = (7RO 0 0]
entonces la entrada debe satisfacer:

W0) = b(£R(0), 2)) +al £p(e), )ulz)

donde q(z) es una solucion de la ecuacion diferencial 7{t) = q({,‘R(!‘), rp'(t)), entonces, si J(?)
tiene que seguir exactamente a yR(r), el estado inicial del sistema necesariamente debe ser tal

que &0)= £5(0), mientras que 7(0) = 7o puede ser elegido arbitrariamente. De acuerdo al
valor de 1,

PP URIEOND)
a(£x (1), 7(1))

es la Unica entrada capaz de mantener y(l‘) = yR(t) V o1z



CARPITUI 3

CONTROL DE SEGUIMIENTO EN SISTEMAS NO LINEALES

3.1. INTRODUCCION,.

En este capitulo se presenta un panorama general de algunos de los resultados mas
recientes, que han sido publicados como soluciones al problema de seguimiento robusto de
trayectorias, en sistemas no lineales. La seccion 3.2 seflala algunos antecedentes y tendencias
actuales de la investigacidn en sistemas de control. En la seccidn 3.3 se presentan las clases de
incertidumbres que aparecen en los modelos de sistemas no lineales. En la seccion 3.4 se cita
brevemente a algunos de los autores que han propuesto diversas soluciones. En la seccién 3.5
se presenta el concepto de acotamienio final uniforme que se usard en los resultados del
siguiente capitulo. Por ultimo, en la seccién 3.6 se ¢stablece el problema de seguimiento de

trayectorias tal como se analizara en el capitulo 4.
3.2. ANTECEDENTES.

Por mucho tiempo la investigacion en el area de control estuvo orientada a los sistemas
lineales, que son un caso particular de los sistemas no lineales. Durante décadas, el problema
que se estudi¢ fué basicamente controlar un sistema lineal, aunque se presentaron varios
enfoques de donde a su vez se obtuvieron diversos resultados, como el control LQG y otros, a
medida que se avanzo en los resultados y aplicaciones se presentaron nuevos problemas, que
desviaron la atencidn de los investigadores hacia los sistemas con incertidumbre.

En general, la mayor parte de los modelos matematicos que se utilizan para representar
procesos fisicos son modelos aproximados, de manera que es preciso considerar la presencia
de incertidumbres en los modelos que se utilizan en el disefio de controladores. De esta forma,
la investigacion de nuevas técnicas de control se ha orientado hacia la robustificacion de los
sistemas de control, para hacerlos insensibles a la incertidumbre en los modelos que se utilizan
para disefiar los controladores.

20
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En la actualidad se sabe que una buena parte de los procesos fisicos son representados
de manera mas precisa por un modelo no lineal, ya sea por que el proceso en si es altamente
no lineal, o por que se logra ampliar el rango de aplicacion de una ley de control si usamos su

modelo no lineal en lugar de una linealizacion del mismo alrededor de un punto de operacion.
3.3. SISTEMAS NO LINEALES CON INCERTIDUMBRE.,

Existen diferentes clasificaciones para los tipos de incertidumbres que pueden
‘presentarse en los sistemas no lineales dependiendo de como éstas afectan al estado y a la
salida del sistema, las clasificactones que estudian los problemas de incertidumbre maés
comunes, 0 por lo menos las que mas desarrollo presentan actualmente son dos, a saber:
aquellas incertidumbres que cumplen con la "condicion de acoplamiento”, y las que no la
cumplen. Hay algunas otras clasificaciones, pero estas se presentan con menor frecuencia o se
dan como resultado de una adecuacién del problema menos natural, como se verd mas
adelante. Enseguida se presentan varios tipos de incertidumbre y la forma en que aparecen en
el sistema no lineal.

Incertidumbres aditivas: Estas se presentan en el espacio de ecstado o en la salida, en
un sistema SISO como (2.2.1) aparecen de la siguiente forma:

%= f(x) +glx)ut plx)
y =hlx)+g(x)

donde p(x) es la incertidumbre presente en el estado y ¢(x) es la incertidumbre en la salida,
dentro de esta misma clase de incertidumbre se definen las siguientes.

Incertidumbres con la "condicién de acoplamiento”: Las incertidumbres que
satisfacen la condicién de acoplamiento son aquellas que aparecen en forma aditiva en el
estado vy que ademas pertenecen al espacio rango de la matriz de entrada [10], este tipo de
incertidumbres se presentan en varias clases de sistemas no lineales, como por ejemplo en los
sistemas que pueden ser exactamente linealizados mediante una retroalimentacion estatica de

estado, su descripcidn en este tipo de sistemas utilizando (2.9.3) se puede dar como sigue:

x(1) = f(x(2),0) + BUx(#), Du(#) + &(x (1), (1), 1)

W) = h(x(1),1) (3.3.1)
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donde &(x(f),u(?),?) representa la incertidumbre aditiva que cumple con la "condicion de
acoplamiento”, y que en este caso puede ser expresada como el siguiente producto
S(x(£),u(t),t) = B(x(1), ) n(x(t),u(t),t), esto es, la incertidumbre n(x(z),u(t),t) esta
"acoplada” al estado a través de la misma matriz que la entrada u(f), por lo que pertenece al
espacio rango de la matriz de entrada. De esta forma puede también definirse el tipo de

incertidumbres que no cumplen Ja condicidon de acoplamiento o incertidumbres "no
acopladas", estas se representan también en la forma de (3.3.1) pero no cumplen la condicion

antes citada.

Incertidumbres estructurales: Estas aparecen como resultado de no conocer
exactamente el modelo de un proceso en su estructura dinamica, por ejemplo, la dimension del
estado pude ser mayor que la del modelo considerado si se toman en cuenta las dinamicas mas
rapidas que intervienen en un proceso y que por lo general se desprecian para fines de disefio
del controlador. La representacion de este tipo de incertidumbres en los sistemas no lineales,
aun no ha sido definida de forma tnica como en el caso de los sistemas lineales, precisamente

por el hecho de tener funciones no lineales del estado.

Incertidumbres paramétricas: Este tipo de incertidumbres se refiere a aquellas que no
afectan la estructura del modelo de la planta, sino que resultan de una diferencia en los valores
de los parametros considerados en el modelo y los valores reales en la planta, de las
constantes que afectan a las funciones que describen el comportamiento dindmico del sistema.
También pueden ser el resultado de una variacidén lenta dentro de un cierto rango de los
valores de estas constantes.

Un caso de estudio interesante se presenta a continuacién, donde no solo se analiza la
posibilidad de rechazar las incertidumbres de modelado sino también las perturbaciones
externas que cumplen con clerta condicion, el problema se conoce como desacoplamiento de

perturbaciones [8].

Desacoplamiento de perturbaciones: Considerese el sistema SISO siguiente:

%= f(x) +glx)u + plx)w
y =h(x)
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en el cual w representa una entrada no deseada o perturbacién y p(x) la parte no modelada o

incertidumbre de la planta. Se desea saber bajo que condiciones existe una retroalimentacion
de estado estatica u = e{x) + B(x)v que lleve a un sistema en lazo cerrado en el cual la salida y

es completamente independiente o esta desacoplada de la perturbacion w.

Se asume que el sistema tiene grado refativo ¥ en xg, y que el campo vectonal p(x) que
multiplica a la perturbacion en la ecuacién de estado es tal que cumple con la siguiente

condicion:

LpLifh(x) =0 paratoda 0 <i<r-1 ytodaxcercanaa x (3.3.2)

Esto significa que el grado relativo con respecto a w, es mayor que el grado relativo con

respecto a u.

Con esta condicion, si se utiliza el cambio de coordenadas de la seccion 2.9 se obtiene:

él = 22
zy =z3
L 1=2Z

z, =b(&n)+al& nlu
n=q(&n)+k(&mw
Y=z

donde &= [zl, Zy,..., 2, ]T Y 7=[Zr 415 s 21 ]T_ Eligiendo la retroalimentacion de estado:

o L}h(x) . »
Lglff‘lh(x) LgL}_lh(x)

se obtiene un sistema descrito por las ecuaciones;

Z] =z

2-2 =23
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z.r—l =2z,
z',, =y
ir=q(&m+ k(& nw
Y=

donde se puede ver que la salida ha sido completamente desacoplada de [a perturbaciéon w. El
efecto producido por la entrada aplicada, ha sido el de aislar de la salida aquella parte del
sistema que se vé afectada por la perturbacién. La condicién dada por (3.3.2), es necesaria y
suficiente para la existencia de la solucidn al problema de desacoplar las perturbaciones de la

salida de un sistema,

3.4. RESULTADOS RECIENTES EN EL AREA DE SEGUIMIENTO DE
TRAYECTORIAS,

La aplicacion practica de todas las técnicas de control existentes hoy en dia, depende de
que éstas tengan la capacidad de mantener el sistema estable aiin y cuando el controlador se
haya disefiado utilizando un modelo aproximado del sistema. Esto es debido a que resulta muy
dificil, especialmente en el caso de los sistemas no lineales, identificar los parametros exactos
de la planta. Pero ademas de esto, en vista del ambiente industrial en el que deben operar los
sistemas de control, también es deseable que los algoritmos de control obtenidos sean capaces
de rechazar perturbaciones externas, esto significa que deben tener una baja sensibilidad a la

presencia de ruido en las sefiales de medicion que se retroalimentan al controlador.

El problema del control no lineal es muy extenso y pre-senta muchas variantes, el caso
lineal es solo una de ellas, es por esto que el problema se ha subdividido en varias partes,
segun la clase de sistemas no lineales estudiada. De esta forma la mayor parte de la
investigacion se ha dirigido hacia un problema en particular. Una solucién general al problema

de control de sistemas no lineales aun esta muy lejos de ser obtenida.

Por otra parte, el seguimiento robusto de trayectorias en sistemas no lineales también ha
tenido que ser planteado en varios subproblemas, definido para diferentes casos dependiendo
de la clase de sistema no lineal que se desea estudiar y para el tipo de incertidumbre que en €l
se considera. Incluso una buena parte del trabajo de investigacién se ha orientado al problema
de control de una planta o modelo especifico, como es el caso de [7], [13], [14], [15] v [21].
donde los autores plantean el problema de control robusto del modelo del robot con
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incertidumbre paramétrica, o en [18] v [19], que tratan el problema de seguimiento de

trayectorias robusto del mismo.

Otros autores tratan el problema de control robusto para determinada clase de sistemas
no lineales usando diferentes técnicas como en [3], [4] y [20]; ellos atacan el probiema de
sistemnas entrada-salida linealizables utilizando técnicas de control adaptable. Otros consideran
que la incertidumbre afecta el sistema en alguna forma muy particular como [5], [10], [16] ¥
[17], donde se asume que las incertidumbres presentes satisfacen la "condicidn de

acoplamiento".

Todas estas técnicas de control desarrolladas recientemente para sistemas no lineales con
incertidumbres son en general muy complicadas y en muchos casos se requieren computadoras
con capacidades de calculo que ain no se pueden alcanzar con la tecnologia actual,

descalificandolas por completo para aplicaciones a procesos fisicos en tiempo real.

Nuestro objetivo entonces en el problema de seguimiento de trayectorias en sistemas no
lineales, es desarrollar una ley de control robusta, facil de calcular y que no demande de una
capacidad de calculo demasiado grande, por parte del computador en el cual serd programado
el algoritmo de control. Para esto requeriremos un concepto importante definido en la

sigulente seccion.
3.5. EL CONCEPTO DE ACOTAMIENTO FINAL UNIFORME (U. U. B.).

Cuando disefiamos un controlador para una determinada planta, por lo general deseamos
obtener como resultado la estabilidad asintética uniforme de un estado de equilibrio ([1], [2]).
Otras veces uno se conforma con tener este estado de equilibrio finalmente acotado en algiun
conjunto ([5], [12], [16], [17], [19]) en este caso uno puede construir la retroalimentacion
basandose en cierto estado o salida ([16], [17]). La caracteristica sobresaliente del problema
es el hecho de que se considera un tratamiento deterministico de la incertidumbre, donde uno
requiere cierta eficiencia en presencia de informacidon incierta. El conocimiento esencial
acerca de los elementos inciertos se refiere Gnicamente a su posible tamafio; esto es, solo se
asumen conocidas las cotas superiores de los conjuntos, en los cuales los valores de las

cantidades inciertas pueden estar contenidos.
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Si se satisfacen algunas condiciones -entre las cuales esta principalmente 1a "condicion de
acoplamiento” ({5], [12], [16], [17], [19])- entonces todos los elementos inciertos pueden ser

"agrupados” y el sistema puede describirse como [5]:

%= f(x,2)+ B{x,1)Ju+ B(x,t) x,u,1) (3.5.1)
y= h(x,t)

El acotamiento final uniforme establece que, dado un estado inicial determinado por
(xg,%p), existe una entrada u e R™ tal que la correspondiente trayectoria x(-)[ty,0) > R"

existe, v tal trayectoria entra en una vecindad de x =0 en un tiempo finito 7 y permanece

dentro de esta vecindad para todo tiempo posterior £ > 1.

Algunas de las implicaciones del siguiente teorema se tendran presentes al interpretar los
resultados obtenidos en el capitulo 4, cuando se presente la solucién propuesta en este

trabajo.

Teorema 3.5.1. [5]: Considerese un sistema descrito por (3.5.1) con las siguientes

suposiciones ( X denota el producto cartesiano):

i)  Las funciones conocidas 7(-):R"XR > R” y B(): R"XR > RTXR™ asi como también
la funcién desconocida 77(-):9{”}(9{ — R son funciones Caratheodory, esto es, para

una funcion de x v £, para todo ¢ R la funcién es continua en x y para todo x eR” la
funcion es Lebesgue medible en ¢. Y ademas f (0, t) =0 paratodo f cR.

i) La norma del elemento incierfo estd acotada por una funcidn conocida, esto es, para
toda (x,) eR"XR, se tiene que Hq(x, r)||g Ax,r); donde la funcién conocida
A ) R*XR — R, es una funcion Caratheodory.

i) Dado un conjunto compacto £ cR" y un intervalo compacto [a,6] R, existen
funciones Lebesgue integrables my(-}[a.5]->®, i=12, tales que para todo
(x,2) e EX[a.b]

|/ Cx,)] s m (2)
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"B(x, )

|plx, 1) <my (1)

iv) El origen, x=0, es uniformemente asintdticamente estable para el sistema nominal no
controlado %(f)= f (x(t),t). En particular, existen una funcion V(-):‘.R”X R—->NR, que

es C y continua, funciones estrictamente crecientes 7;(-): R, - R,, =1,2,3, las cuales

satisfacen:
y,(0) =0, i=1,2,3

lim }'i(r):co =12

F—>00

de tal forma que para todo x ¢ R"XR

7ilel) <V (1) < 75 (J])

wav(x,z)f(x,t) < —y3(]}x])

En otras palabras, existe una funcién de Lyapunov ¥(-) para el sistema nominal no

controlado.

Considere ademas un control retroalimentado u = p(x(t),t) de tal forma que:

_ o) x si x,t)|> e
plx,1)= H#(x,t)‘p( 1) |lelx, 7))
.o < . i eo)<e

donde ,u(x,t)iBT(x,t)VxV(x,t)p(x,r).

Entonces los siguientes resultados se cumplen:

A. Existencia: Dados cualquier (xg,7y) e R"X%R, existe una solucion x{(-)[#y,7,] = K",
X‘(to) = X0, de (351)
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B. Acotabilidad uniforme: Si x(-):[z,‘@,tll—)m" , x(ty) = xqg, es una solucién de (3.5.1),

entonces

o)<y = |ee)|<dl),  Vier.n]

donde

. (}’I1°?’2)(R) sir<R
d(r)= (yl—lm)(r) sir>R
R=y;'(2e)

y ¢l simbolo (o) denota la composiciéon de funciones. Mas atn, la solucion tiene una

continuacién sobre [fp, ).

C. Acotabilidad final uniforme: Si x(-):[to,m)—)‘ﬁn, x(10)=x0, es una solucion de

(3.5.1) con |xg| < r, entonces para un determinado d > (y{l 0 }fz)(R) se tiene que

|<(r)| =4, Vi zty - T(d,r)
donde
0, B sir<R
1(d,r)-= Vz(r)ﬁ—?’lgR), -
y3\R)-2¢
E:(?’i "}’1)(3) O

3.6. EI. PROBLEMA DE SEGUIMIENTO.

El estudio de los sistemas de control ne lineales se puede dividir en dos probiemas
principales: el primero es el de regulacion, que consiste en hacer que la salida de un proceso

tome un valor deseado determinado, partiendo de cualquier valor inicial, v se mantenga en
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este valor. El segundo problema es el de seguimiento, que se puede expresar de manera
sencilla como sigue.

Dado un proceso con multiples entradas y miltiples salidas representado por un sistema
de ecuaciones de la forma (2.2.2), esto es:

Y =hj-(x) (j=1,..m)

xo = x(to)

donde f(-) eR”, G() eR™ #() cRP, u cR™, u es el vector de entradas, y es el vector
de salidas y x; es la condicion inicial del estado en el proceso real. Se desea encontrar, si

existe, un vector de entradas u al sistema tal que el vector de salidas del proceso siga una

determinada trayectoria deseada en el tiempo. Dicho de otra manera, se desea encontrar # tal
que la diferencia entre cada salida real del proceso y ; y cada trayectoria de referencia deseada

Ydi tienda a cero conforme el tiempo tiende a infinito, sin importar las condiciones iniciales de

la planta.

Hoy en dia este problema se ha resuelio para algunos uipos de sisternas no lineales,
cuando la planta es conocida exactamente en su estructura y sus parametros. Si ademas de la
definicion anterior, consideramos ¢l hecho de tener incertidumbre en el modelo de la planta, el
problema se complica. Actualmente ahn no se ha dado una solucion satisfactoria al problema
de seguimiento en plantas con incertidumbre. Aunque se han obtenido muchos resultados
como se menciona en la seccion 3.4, estos solo resuelven el problema en forma aproximada,
con muchas restricciones y para una determinada clase de sistema y/o incertidumbre. Ademas
ofrecen como resultado, una ley de control a veces demasiado compleja para ser

implementada.



CARPITULO A4

SOLUCION PROPUESTA AL PROBLEMA DE SEGUIMIENTO EN
SISTEMAS NO LINEALES CON INCERTIDUMBRE

4.1. INTRODUCCION.

En este capitulo se propone una solucion al problema de seguimiento de trayectorias
para la clase de sistemas no lineales, que son completamente linealizables y en los que las
incertidumbres presentes satisfacen la "condicion de acoplamiento”, es decir, que las
incertidumbres pertenecen al espacio rango de la matriz B de entrada, como es el caso de los

sistemas mecanicos.

En la seccién 4.2 se presenta la clase de sistemas no lineales que se considera en el

desarrollo de este trabajo , y las consideraciones que se hacen en el mismo.

La solucion aqui propuesta, se compone de un controlador y un observador para una
clase de sistemas no lineales. El observador fué propuesto por J. P. Gauthier en [2] y
posteriormente estudiado en otros trabajos por H. Hammouri y K. Busawon en [1]. En la
seccion 4.3, se presenta una sencilla prueba de convergencia exponencial para este observador
si no hay incertidumbres. El observador se incluye en el algoritmo de control, cuando no se
dispone del estado completo medible.

Primero se procedera a demostrar en [a seccién 4.4, que el observador originalmente
propuesto para sistemas sin incertidumbre, es robusto a la presencia de estas, al menos en el
sentido de acotabilidad final uniforme del error de seguimiento [5]. Es decir, que cuando el
modelo no es exacto, este observador aun puede seguir al estado real de cerca, por lo menos
dentro de una vecindad, cuyo radio dependerd de la ganancia del observador, elegida a través

de un solo parametro de ajuste, y de la magnitud de la incertidumbre presente.

El segundo paso, como se presenta en la seccidon 4.5, es demostrar la estabilidad del
controlador y la convergencia asintdtica a cero del error de seguimiento en ausencia de

30
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incertidumbres, para después demostrar, en la seccidn 4.6, que este también es robusto a la
presencia de incertidumbres, en el mismo sentido que e! observador.

Por dltimo se demuestra el principio de separacion, es decir, que el sistema completo
planta-observador-controlador, funciona adecuadamente y cada componente puede ser
disefiado independientemente. Al final se demuestra que el sistema completo en el cual se
considera la presencia de incertidumbres, sera estable en el sentido de acotabilidad final
uniforme del error de seguimiento, y que la magnitud final de error de seguimiento dependerd
de las ganancias elegidas tanto para el controlador como para ¢l observador.

4.2. CONSIDERACIONES EN EL SISTEMA NO LINEAL,

Considérese la clase de sistemas no lineales con grado relativo vector {r] 5y ...,rm} y de

dimension # = Zilr, , de la siguiente forma:

E=F(+G(Hu
ZNL{y=h(§) 4.2.1)

donde k(&) =(m(®),.... hp(O) , FM>R', GM >R yeR”

mapeos M — R™ son suficientemente suaves en un dominio M < R”

y ademas los

2

esto €s, son

diferenciables un suficiente nimero de veces. El sistema (4.2.1), como se vio en la seccién
2.9, es completamente linealizable si existe un difeomorfismo 72 M — R” tal que D = T(M)
contiene al origen y el cambio de variables x = 7(&) transforma el sistema no lineal (4.2.1) en

un sistema de la forma siguiente (ver [8], 243-259):

% = Ax + Bl a(x) + B(x)u}

422
y=Cx ( )
donde se definen los siguientes subsistemas:
% = Ax +h{ () + B u; (4.2.22)

Yi = 6%

paratoda 7 =1, .., m.
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con 4 eR"™ b eR"¥ ¢ eR ¥ donde:

A = dieg{ A4, 4y,....4,)
B = diag(#;,by,...,5, )
C = diag(cl,cz,...,cm)

ax) = { (), amx)
Blx) = diag( By(x), B (%))

y A b, ¢, o (x) ¥y B;{x) son de la forma:

0 1 0
: : oCi—Dx1l - p(n-Dx(%-1)
A!' = =
1 0 olx( -1
0
B = (0,...,01)7
¢ = (10 0)

a(x) = Li Hix)
A = LoLy Hx)
Ademas, se asume que el par (4, B) es controlable y S(x) es no singular para todo

x €D. Si ax) y B(x) son conocidos exactamenie, estos términos pueden ser cancelados por

medio de una retroalimentacién de estado linealizante de la forma:
u = flx)fv-oalx)} (4.2.3)

para el sistema total (4.2.2). Para cada subsistema (4.2.2a) se tiene:
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1
w o= B v - () | (4.2.32)
para obtener el sistema lineal:
X = Ax+Bv 424
= Oy (4.2.4)

donde a su vez se definen los subsistemas:

Jl.':i = Ai X + bi V;

(4.2.42)
Yi = GX%

con A;, b;, ¢; yA, B, C, tal como se definieron previamente.

Esta clase de sistemas se conocen como 'completamente linealizables', y son una subclase
de la clase mas comun de sistemas linealizables donde solo la ecuacién de estado es
linealizada. Este es también un subconjunto de la clase de sistemas entrada-salida linealizables
donde el mapeo entrada-salida puede ser hecho lineal, pero la ecuacion de estade puede

contener dinamicas no lineales inobservables. Para un tratamiento mas detallado refierase a

[8].

El punto de partida en este trabajo, serd un sistema que ya ha sido representado en la
forma (4.2.2) (forma canénica de Brunowsky).

Si los términos a(x) ¥y A(x) no se conocen con exactitud, es decir, si éstos presentan

cierta incertidumbre al ser modelados, entonces el control resulta en un estimado de la forma:
~ 1 ~
¥ = B v-ax) )} (4.2.5)

donde a(x)y ,&(x) poseen las mismas propiedades propuestas para o(x)y f(x),
reemplazando (4.2.5) en (4.2.2) se tiene:

¥ = Ax +B{ a(x)+ﬁ(x)ﬁl(x)[v-&(x)]}
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.
1

Ax +B{ a(x) + ) x) [ v—a(x) [+v-v }

Il

Ax + B{ a(x) = BB L) a(x) + B S (x)v—v +v }
¥ = Ax+Bv+ B{ a(x) - FOF (yax) +( feoF oo -1 ) v } (4.2.6)

y llegamos al siguiente sistema linealizado:

T . {% = Ax+Bv+By (4.2.7)

donde la incertidumbre
n o= a(x)- BB a) +( A - 1)y

es un vector de dimension m v el producto B7 es el término de incertidumbre en el sistema

que satisfase la condicion de acoplamiento.

Puede verse que cuando se conoce exactamente el modelo del sistema, el término de
incertidumbre desaparece, estoes n=0.

Los componentes del vector de incertidumbres son:
o= ai(xi)_ﬁi(xf))z’,i_l(xi)&i(xi)'*'( ﬁi(xi)ﬁ'_l(xf)_[rixr,- )Vi
para el i-ésimo subsistema.
En general, en ¢l desarrollo de este trabajo se consideran las siguientes hipétesis:
H1) El sistema es completamente linealizable representado en la forma (4.2.2), donde (4, B)
es controlable y (C, A) es observable.

H2) Las incertidumbres presentes en el sistema verifican la "condicidn de acoplamiento”.
H3) Las incertidumbres son acotadas.
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4.3. OBSERVADOR.
El siguiente observador ha stdo estudiado previamente por varios autores {ver [1], [2]), ¥
a continuacion se propone una prueba de convergencia del error de observacidn, simplificada

al considerar solo el sistema linealizado; a diferencia de las pruebas en [1] ¥ [2] en las que se
incluye Ia parte no lineal del sistema.

TEOREMA 4.3.1 [2]: Considerese un sistema de la forma (4.2.2), donde A(x) es no singular

para todo x €, con el conirol linealizante (4.2.3) aplicado, esto es, un sistema de la forma
(4.2.4). Sea el siguiente observador lineal del sistema (4.2.4):

g=Ai+Bv-81CT(Ci-y) (4.3.1)
donde S, satisface la siguiente ecuacion:
0,8, + A'S, + 8,4=C"C (43.2)
6,>0,8, :Sg >0
Entonces, el error de observacion de estado, definido como:
g, =x—% (43.3)
converge a cero exponencialmente.
Prueba: Derivando (4.3.3) con respecto al tiempo, se obtiene:
éy=i-f=Ax +Bv—af-Bv+ S CTC(%-x)

éo=(4-51CTC)e, (4.3.49)

Para demostrar estabilidad y convergencia a cero del error de seguimiento se propone la
siguiente funcion de Lyapunov:
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Vies)=e! S, e, (43.5)
Entonces:
Viep)=el (a7 —CTCSTV ) S,e, +e7S, ( 4-ST1CTC e,
:ej(ATSO —CTC+85,4-CTC)e, (4.3.6)
Aplicando (4.2.6) en (4.3.6) se obtiene:
V(e,)=- Oyel Spe, —e. C' Ce,
Vie,)<- 8,V (e,) (4.3.7)
De donde se obtiene rapidamente:
Ve,) <V (e, (tg))e bt o) (4.3.8)
Como V(e,) decrece exponencialmente, pero ademas, S, esta acotada tanto superior
como inferiormente, se pueden definir constantes 8; = A,,,1(S,) >0, &, = /’Lmax(Sa) =0 tales
que:

2 Wiy (43.9)

2
52 o (0)]|” 2V (eo @) = €, (D805 (1) 2 Bifleo (1)
usando este resultado e.n (4.3.8) se tiene:

Sileo O < 82]eo(t, )"2 6o (t-10)

& —g—o(f—fo)
nea<o||s\/;—f||eo(zo)ue ; @3.10)
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Por lo tanto, como también se puede concluir usando los teoremas de estabilidad de
Lyapunov ya conocidos, deducimos que el error de observacion tiende a cero
exponencialmente, en el dominio D. 0

Los resultados anteriores pueden encontrarse desglosados en una forma un poco mis
compleja en la literatura reciente (ver [2]).

4.4. SISTEMAS CON INCERTIDUMBRE Y ACOTAMIENTO FINAL UNIFORME
DEL ERROR DE OBSERVACION. '

En nuestro problema, en lugar de buscar convergencia asintética global del error de
observacion, relajaremos esta exigencia a la de pedir inicamente que el error de observacion
entre en una vecindad del cero en tiempo finito #; y permanezca al interior para todo 7 > 1,
esto es, deseamos acotamiento final uniforme del error de cbservacion.

TEOREMA 1: Sea el sistema con incertidumbres:
Xx=Ax + Bv+ Bpn (4.4.1)
y considere las hipotesis H1)-H3). Si aplicamos el observador de la seccion anterior, esto es:
$=Af+Bv-S1CT (G- y) (4.4.2)
donde S, satisface la ecuacion (4.3.2), entonces el error de observacion, definido como:
g, =X X (4.4.3)

es finalmente uniformemente acotado. Mas aun, el radio de la region que acota el error final,
depende de la norma de la incertidumbre y de la ganancia del observador, dada por la matriz
8o, que a su vez se construye con el parametro anico &,. Ademas, este observador es del tipo
de "alta ganancia", de forma que ¢, — 0 como 6, — ©.

Prueba: Derivando (4.4.3), se tiene:
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éy=%—%=Ax +Bv+By- Ai-Bv+S,1 C'C(i-x)
ép={ A-81CTC ) e, + By (4.4.4)

Para demostrar la acotabilidad final uniforme del error de seguimiento se aplica la mtsma
funcién de Lyapunov que se usd para demostrar convergencia asintotica:

Vie,)=elSpe,  (d45)
entonces:

Pegy=el (AT —CTCS;t ) Spe, +e7S, (4= 871CTC e, + 1 BTS e,

T
+e S,Bn
Ples)=el (A7S, - CTC+S,4-C"C e, + BT S e, +€1S, B (4.4.6)
Substituyendo (4.3.2) en (4.4.6) se obtiene;
; _ .7 _TT T T T
Viey) == Ope, Spe, —e, C"Ce, + n' B Spe, +e, 5,87 (4.4.7)
Aplicando a (4.4.7) la siguiente identidad matricial:

rTovx T <axxT+1yyT | a0 (4.4.8)
a

y el hecho de que una matriz positiva definida P = rl>o puede descomponerse en sus
matrices "raiz" P = PY2 PY? e tiene que, haciendo:

x=el(s)?;  r=n"BI(s,)V?

entonces;
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; 2 1
P (eo) <=0, €5 500~ ICeol ) +ae] Soeo +— ' BTS,B7
1
; 1
Vieg)<—(6,-a) el Sye, + - 7' BTS,Bn
1

Reescribiendo en términos de normas se obtiene:
o 2 1 2
Vie,y<—(8,-a )”eOHS +—||Bg . (449)
el a]_ o
donde ||¢  denota ia norma ponderada por la matriz S, . Eligiendo 6, >a; se puede escribir:
(8, —ay)=—k; k>0 (4.4.10)

luego:
. 1
Pieo) < ki ol o By, (44.11)

De este altimo resultado puede verse que:

St el >k_11a_1|| Byl emonces  V(e,)<0 (4.4.12)

Si e, “éo <;11;1—” By ”280 entonces V(e,)>0. (4.4.13)

Proposicion 1: El factor ( 1611)01 , con 8, >0 un valor fijoy 0 <a; < 6,, tiene un valor
 —

minimo en g = %‘l es decir, min [m} = %

Esta proposicion se prueba derivando el factor constante

1 _ 1 (4.4.14)

ka, (6,-ay)a
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con respecto adaj, esto es;

d[ 1 )d—(é’ohal)—m
d\kay) (6, a)a?

Despejando a7 y substituyendo en {(4.4.14) podemos ver que el minimo es:

90
a =2
175
Por lo tanto, si usamos este valor para a7, las ecuaciones (4.4.12) y (4.4.13) se pueden
reescribir como sigue:

Si ||eo||§o > % | B Hi,o entonces V(e,)<0. (4.4.15)
[2]

Si e, :2% < gz— | B ”go entonces V(e,)>0. (4.4.16)
o

Con esto queda demostrado que el error de observacion es wniformemente finalmente
acotado tal como se deseaba, y el radio de la hiperesfera o de la region que lo acota depende
de la norma de la incertidumbre ponderada por la matriz .S, y de la ganancia del observador;
también puede verse, que el méaximo error permitido puede reducirse al valor deseado
aumentando el valor de 6, , dicho de otra forma, aplicando el teorema de LaSalle, st §, — o
entonces ¥ (e,)<0Ve, =0 y V(0)=0, o sea convergencia asintotica del error de

observacion.

Si1 el andlisis anterior en vez de hacerse para el sistema (4.2.2) con m-salidas, se efectia
para cada subsistema (4.2.2a) con una entrada vy una salida, podremos obtener m-subsistemas
separados con m-parametros &,;, i=1,...,m con los cuales se pueden asignar las razones de

convergencia del observador para cada uno de los m-subsistemas independientemente, ademas
se tendran m-regiones acotadas para las m-incertidumbres 77; de diferentes magnitudes, por lo

cual es muy conveniente poder ajustar cada una independientemente. O
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4.5. CONTROLADOR.

En esta seccion procederemos a analizar la ley de control propuesta, esta ley de control
esta basada en el observador estudiado en las secciones anteriores, de hecho, la ecuacion

utilizada para determinar su ganancia se basa en una ecuacion de Lyapunov simular a (4.3.2).

Para visualizar mejor la estructura final del sistema de error se procedera inicialmente
con el /-ésimo subsistema (4.2.2a) en lugar de tomar todo el sistema (4.2.2), una vez formada
la estructura del sistema de error para un subsistema, se considerard el analisis de

convergencia asintotica a cero del error del sistema total (4.2.2).

Considérese el sistema (4.2.2a) sin incertidumbre, con el control linealizante (4.2.3a).
Sea yz (t) la i-ésima sefial de seguimiento deseada, sea yg.‘) la k-ésima derivada de la sefial

A T
deseada y ;(?), sea yz = ycg?),‘.., yé,? D1 e®” donde ¥; es el grado relativo del i-ésimo

subsistema.
Definimos el error de seguimiento en el /-ésimo subsistema (4.2.2a) como:

A
g =x -y Y, parak=1,..75 (4.5.1)

Entonces, la representacion del sistema en las coordenadas de error, resulta de 1a forma:

€, =€k +1, parak=1..r-1

. . (r—1 . - i
erf =xri _yé(f? ):xrl _ya(f?)=ai(xi)+ﬂi(xi)uf_ c(f?)
Reescribiendo en forma vectorial:
6 = Aix; + b; [ ; (x;) + B (6 Dy, _yc(,v?) ] (452

y usando el control linealizante (4.2.3a) se tiene:

éf = Afxf +bf [ V; _yff?) ] (453)
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Ahora, sea el control lineal:

Vi = —biT S._lef' +y‘(;1}) (454)

I

donde la matriz S; satisface la siguiente ecuacién:

GjSi + AiSi + SjAI.T = bi sz

(4.5.5)
>0, S=8">0
Entonces el sistema en coordenadas del error se convierte en:
. -1 . .
s ( T —1)
é =\ 4 - b b‘,. Si. e (4.5.6)

Ahora va resulta mas sencillo interpretar el control aplicado al sistema (4.2.2), para esto,
definimos el vector de dimension m formado por las 7;-ésimas derivadas de las m sefiales de

seguimiento deseadas:

A T
™ _| #) n) )
Ya T ydll ’yd§ soon Vo

Sea el sistema {4.2.2)} con el control linealizante {4.2.3), esto es, el sistema (4.2.4)
hnealizado sin incertidumbres, sea el error de seguimiento como se defimié en (4.5.1),

entonces el sistema total en coordenadas del error de seguimiento es:

é. = e, +B[ vy ] 4.5.7)

el subindice x en e, se agregd para distinguir el error de seguimiento del error de observacion.
Sea el control lineal:

v = -BIS e, +y() (4.5.8)
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donde S, satisface la siguiente ecuacion:

6.5, + AS, + 8,47 = BBT

. (4.5.9)
6, > 0, S, = S’ > 0

entonces se tiene el siguiente:

TEOREMA 2: Considere el sistema (4.2.2) con el control linealizante (4.2.3), sea €l error de
seguimiento definido como en (4.5.1). Entonces el control (4.5.8), donde S, satisface la

ecuacion (4.5.9), hace al sistema que representa la dinamica del error de seguimiento sin

incertidumbres (4.5.7), exponenctalmente estable.

Prueba: Considere la siguiente funcion de Lyapunov:

Vie,) = elSle, (4.5.10)
Si aplicamos al sistema
i = Ae +B[vk ) 4.5.11)
x x Y .
el control:
v o= —BIS e, +yi) (4.5.12)

Entonces el sistema dinamico de error de seguimiento en lazo cerrado esta dado por:

éy :( 4-BBTs7! )ex (4.5.13)
donde S, es solucion de la ecuacion (4.5.9).

Derivando la funcién de Lyapunov {4.5.10) con respecto al tiempo a lo largo de las
trayectortas del sistema (4.5.13), se obtiene:

Pley) = el87%e, + els’le,
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Vie,)= ej(ATSc*l ~steTs v 57 4-8'BB Tsc’l)ex (4.5.14)
De (4.5.9), vemos que:
ATs s ta-sT'Be s = —g,871 (4.5.15)
Substituyendo en (4.5.14), resulta que:

X

V(ey)=el{ - 0.8, - 7' BBTS Ve, = - 0,078 e, o5 BBTS e,
Vie,)< 6,V (e,) (4.5.16)
entonces:
Vie,) <V(e (tg))e % (t-1o) (4.5.17)

Como V (e, ) decrece exponencialmente, pero ademas, S, resulta acotada tanto superior

como inferiormente, se puede decir que existen constantes oy =ﬁ;;ax(Sc)>O y

oy = ﬂfn{m(Sc) > 0, tales que:

o ey (rO)HZ 2V (e, (1) = e:(t)Sc_Iex ()= oy ||ex(t)|2 . Yzt (4.5.18)

Usando la desigualdad anterior en (4.5.17) se tiene:

o1llex D < oy e (1o )| &% 1)

6,
Hex(ﬂ”S\/J—TH%(%)H{?& o (4.5.19)
a

Por lo tanto, como también se puede concluir de los teoremas de estabilidad de
Lyapunov, deducimos que el error de seguimiento tiende a cero exponencialmente, en el
dominio D. ' O
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4.6. SISTEMAS CON INCERTIDUMBRE Y ACOTAMIENTO FINAL UNIFORME
DEL ERROR DE SEGUIMIENTO.

De manera similar al caso del observador, relajaremos las condiciones de nuestro
problema y en lugar de buscar convergencia asintotica del error de seguimiento, pediremos
unicamente que el error de seguimiento entre en una vecindad del cero en tiempo finito y
permanezca al interior de ahi en adelante, esto es, deseamos acotamiento final uniforme del

error de seguimiento.

Sea el sistema con incertidumbres (4.4.1), con el control linealizante (4.2.3). Sea la

trayectoria deseada como se definié en la seccion anterior, podemos ver que (4.4.1) difiere de
(4.2.4) unicamente en el término B#, por lo tanto, podemos escribir el sistema dindmico de

error de seguimiento (4.5.7) con el término de incertidumbre, como:

éy = de, +Blv—yD)+ By (4.6.1)

y si aplicamos a este sistema, el control:
a1 ¥
v = -BIS e, +yl (4.6.2)
entonces resulta el siguiente teorema:

TEOREMA 3: Considere el sistema (4.2.2) y el control linealizante aproximado (4.2.5), sea
el error de seguimiento definido como en (4.5.1). Si las hipotesis H1)-H3) se satisfacen,
entonces el control (4.6.2), donde S, satisface la ecuacién (4.5.9) hace al sistema de error
de seguimiento con incertidumbres (4.6.1) uniformemente finalmente acotado. Ademas, el
radio de la hiperesfera de acotamiento final del error de seguimiento puede hacerse
arbitrariamente pequeflo con la apropiada seleccion de un tinico parametro de disefio &, .

Prueba: Considere la misma funcidén de Lyapunov utilizada para demostrar convergencia del

sistema de error sin incertidumbres:

Vie,) = elS7'e, (4.6.3)
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Aplicamos al sistema (4.6.1) el control (4.6.2) y se obtiene el sistema de error en lazo
cerrado con incertidumbre:

ey = 4-BBTS.' )e, + B (4.6.4)

Derivando la funcién de Lyapunov con respecto al tiempo a Jo largo de las trayectorias

del sistema anterior, se obtiene:
Vie)=¢lsle, +els Te,
—eT( s -5 8BTS + 57 - 57 BBTS ! Jey + 7 BT le, + TS By

(4

Substituyendo (4.5.15) en ¥ (e,.) , resulta que:
Vieyy=el( - 0,5 =5 1BBTS. " Je, +eT 57 By+ 57 BTS e,

<—0elSe, +el ST By ff BTS e, (4.6.5)

X c
Aplicando a la desigualdad anterior la identidad matricial (4.4.8), seleccionando:

w2 v (s

se tiene;
Viey)<—6,el8 e, +anel ST, + 1 n B'S 'By (4.6.6)
)
. _ 1 _
Vie)s—( 8. —ay el ST, +— ' BTS 1B7 (4.6.7)
2y]

Reescribiendo en términos de normas, se obtiene:
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Vi )<-(6,-a) ||«sz§0_1 + é[anﬂg_l (4.6.8)

donde [s-1 denota la norma ponderada por la matriz §,'. Eligiendo 6, > ay, se puede
[+

escribir:
(8, —ay)=—ky; kp>0 (4.6.9)

luego:

7 1 | -
Viey)<—ky ||ex“§—1 +— HBr)||§_1 (4.6.10)
¢ ) ¢

De (4.6.10) puede verse que:

. 2 1 2 ;

Si e 51> P | B7 “ch ) entonces V(e,) <0. (4.6.11)
. 2 1 2 :

Si e 5 T | B llsc_l ,  entonces V(ey)>0. (4.6.12)

o . 1 1
Utilizando la proposicién 4.4.1, resulta que el factor constante =

, que
kyay (0, -ap)ay

- . : 2 .
es valido para 0 <a, < 6,, tiene un minimo en a, = 7" Por lo tanto, las ecuaciones (4.6.11)

y (4.6.12) se pueden reescribir como sigue:

Si ||ex”§_1 > % | B7 Hi,_l , entonces Ve,)<0. (4.6.13)
[+ - <

S el <

iy
2

Bn 2-1 , entonces V(e )>0. (4.6.14)
S

Con esto queda demostrado que el error de seguimiento es uniformemente finalmente
acotado, y el radio de la hiperesfera que lo acota depende de la norma de la incertidumbre
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TEOREMA 4: Considerese el sistema ) ,; de la figura 4.7.1 como se describe en (4.2.2),

con el control linealizante estimado C dado por (4.2.5), en lazo cerrado con el observador O
definido por (4.3.1)-(4.3.2) y ademas la ley de control L dada en (4.5.8)~(4.5.9), pero que
depende del estado estimado en lugar del estado real, esto es:

Teo1
v = -B'S ‘e +yc(2,r) (4.7.1)
donde §, satisface la ecuacion:

8,5, + AS, +S.4" = BBT
ceoTe e (4.7.2)
b > 0, § = S, > 0
y el error de seguimiento estimado eg, se define para el i~ésimo subsistema y para cada estado

en particular, como en (4.5.1) pero usando el estado estimado en lugar del estado real, esto
es, en forma escalar:

A
s (k-1) _
€, =Xp Yy . Parak=1..5
o en forma vectorial:
T
ey = |:e;51 €5 €z, > e,;m_l s €3, 5 e;crm :l (4.73)

Si las hipotesis H1)-H3) se compien y la sefial de referencia y, = ref. es suficientemente
suave, entonces el sistema en lazo cerrado descrito por (4.2.2), (4.2.5), (43.1)-(4.3.2),
(4.7.1)-(4.7.2), tal como se muesira en la figura 1, tiene un error de seguimiento finalmente
uniformemente acotado. Ademas el radio de la hiperesfera de acotamiento final del error de

seguimiento puede hacerse arbitrariamente pequefio con la apropiada seleccion de los
parametros de disefio del controlador &, y del observador 4, .

A
Prueba: Definimos el error de observacion de estado e, = x — ¥ como en (4.3.3), de donde,

paratoda £ =1,....r ytodai=1,.. m, setiene:
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Xy = X, &, (4.7.4)

substituyendo (4.7.4) en (4.7.3) se tiene:

k~1
% =Xk ~ €0, c(fi )= €x, ~ o, (4.7.5)
o en [orma vectoriai simplemente:
€ =€~ 6 (4-7'6)

Si aplicamos al sistema (4.6.1) el control (4.7.1) se tiene:
éy = Ae,, +B(v ﬁyg))+Bn
= Ae, + B(f BTSc_le;C +y{7 - y{(i”))Jan
¢y =Ae, —BB'S les + By (4.77)
Substituimos (4.7.6) en la ecuacion (4.7.7) para obtener:
¢y ={4-BBTS e, + BBTS e, + By (4.7.8)

y usando (4.4.4) podemos escribir el sistema aumentado;

¢y =(4-BBTS Ve, + BBTS e, + By
4.7.9)

€5

(4-571¢7C e, +Bn

Para este sistema, definimos la siguiente funcidn de Lyapunov:

Viey.e,) =Viley) +V (e5) = efS,;lex +e§Soeo
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En la seccion 4.4 se demostrd la acotabilidad final uniforme para el error de observacion
e,, por lo tanto, para concluir la acotabilidad final uniforme del sistema aumentado, solo resta
obtener un resultado similar para el error de seguimiento e, tal como se define en (4.7.8), es
decir, demostrar que el error de seguimiento entra en una vecindad de e, =0 en tiempo finito
y permanece al mterior de ahi en adelante, o sea que el error de seguimiento también es

finalmente uniformemente acotado, para demostrarlo tomamos de la funcién de Lyapunov, la
funcién positiva semidefinida ¥ (e,):

Niey)=elS e, (4.7.10)
Derivando (4.7.10) a lo largo de las trayectorias del sistema se obtiene:

Viler)=¢28 e, +el 51, : (4.7.11)

. T
Viley) - [(A — BBTS Ve, « BBTS e, + Bn] $7he, +

wels ! (a-BBTS ex + BBTS e, + 1

Vitey)=el(aTs7 - 5T BB S e, + 757 BBT S le, + 1T BTS ey +

c

v el (74— 87 BBTS e, +eL S BBTS e, + eI S By @11
de (4.7.2) se tiene;
S;l[ 6,5, +AS, + 8,47 = BBT]SC‘I
-4.57 =54+ 4TS -5 1BBT ST (4.7.13)
Substituyendo (4.7.13) en (4.7.12) se obtiene:
Vi(ey) =~ 6.8 e, - STIBBTS e, + el 1B+ w1

+ ' BYS e, +el STIBBTS Y, +el 5T 8BTS e,

1020091149
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Aplicamos a (4.7.14) la identidad matricial (4.4.8), definiendo las siguientes relaciones:

Xy =elS7!B, h=els B

xy=el(s) p= (s

Entonces:

. _1 — -
Vile,)< (6, —az)efSc e, — (1 Fal)efSc IBBTSC lex +
l 7a-lppT -l L 7,701
Jra—leoSc BR SC €O+;2_7? B SC B‘I]

donde &y >0, a, > 0.

Si escogemos a; <1 en (4.7.15) entonces:

Viley) s —(6, —m)el ST e, + iegSngB Ts e, + L 7 BTS 1By
aq a

(4.7.15)

(4.7.16)

Intuitivamente puede verse que si e, es uniformemente finalmente acotado, como ya se

demostro en la seccion 4.4, entonces e, es wniformemente finalmente acotado puesto que
para un determinado tiempo 7, finito |e,| < o’ y el resultado se puede extender directamente

de (4.6.13)-(4.6.14), es decir:

1 Ta1ppTe-l
aeosc BB'S, ‘¢, <0, VizT,

entonces se puede decir que para todo ¢ > 7, :

1 2 o :
——|B o V 0
(0, —a )H UHSC_I + o) entonces (ey) <

. 2
Si "‘ex”,gc-1 > a5 (6, -

. 2 1 2 o .
Si "ex“Sc_l = WHB TMS;‘_I + m entonces V(ex) >0

] c

(4.7.17)

(4.7.18)

(4.7.19)
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Con esto queda demostrado que en el sistema de la figura 4.7.1, con las condiciones
dadas por el teorema 4, el error de seguimiento es uniformemente finalmente acotado y el
radio de la hiperesfera o de la region que lo acota depende de la norma de la incertidumbre y
de las ganancias del observador y del controlador. De forma similar al resultado del
observador, puede verse que el valor final del error de seguimiento puede aproximarse a cero

tanto como se desee, aumentando las ganancias tanto del controlador como del observador.

u
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APLICACIONES Y SIMULACIONES

5.1. MODELO DEL ROBOT MANIPULADOR DE N GRADOS DE LIBERTAD.

Para los propositos de disefio de controladores se utiliza el modelo matematico del robot
derivado de las ecuaciones de Lagrange del movimiento, para esto se requiere primero
obtener las energias cinética y potencial del mantpulador.

La energia cinética de una masa m moviendose con una velocidad lineal v es

Kzlmv2

2

La energia cinética rotacional de una masa que se mueve a velocidad angular o es

[
K, . .——Ilo
ror 2

donde el momento de inercia { esta dado por
_ 2
=] Arirdr
con o) la distribucion de masa al radio 7 en un volumen.

La energia potencial de una masa m a una altura 4 en un campo gravitacional con
constante g est4 dada por
P =mgh

Las ecuaciones de Lagrange del movimiento para un sistema conservativo estan dadas

por
d ol Sl

=7
dl o &g

54
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donde g es un vector de dimension » de coordenadas generalizadas g;, 7 es un vector de
dimension # de fuerzas generalizadas 7;, v el Lagrangiano es la diferencia entre las energias
cinética y potencial

L=K-P

En la representacton utilizada en los ejemplos siguientes, ¢ sera el vector de variables de
articulacion, consistente de angulos de articulacién & (en grados o radianes). ¢ ¢s un vector
que tiene 7; componentes de torque (newton-metros). Esta forma se conoce como la
representacion en coordenadas de las articulaciones del robot, y es la manera mas comun de
representar un sistema mecanico para fines de control; otra pudiera ser la representacion en

coordenadas cartesianas, o en cualesquier otro sistema de coordenadas.

Utilizando las ecnaciones de Lagrange del movimiento, el modelo del robot se puede

expresar en la forma estandard
= Mlq)i+Clg.4)i+Glg)

donde 7 es el vector de fuerzas generalizadas, M(q) es la matriz de inercias positiva definida,
Clq,q) es la matriz que agrupa las fuerzas de Coriolis/Centripetas y ((q) es el vector que

agrupa los términos gravitacionales.

El modelo del robot tiene la propiedad de que Ia matriz M (q) -2C (q,é) es antisimétrica
(ver [6], [11]).

3.2. SIMULACION DE UN ROBOT DE 2 GRADOS DE LIBERTAD.

En este ejemplo se muestra el desempefio del controlador propuesto cuando se asume
que el estado completo es medido. Considérese el modele de un robot de dos grados de

libertad, con la definicién del problema como sigue:

g : Vector de posiciones de las articulaciones.

g4 - Trayectoria deseada.

e1 = q—4qy : Error de seguimiento de posicion,
¢; =4 -4y - Error de seguimiento de velocidad.
M(9)g +h(q,q)=u : Modelo real.
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M(g)i +1;(q,q') =u : Modelo estimado.

Figura 5.2.1.- Robot de dos grados de libertad.

y con los siguientes valores: ¢=0.45m., mj=100kg, 4;=-0.15m, 1;=6.25Kg-m?,
T1=477Kg-m2, £5=0 45m, my=25kg, £;p=-0.10m , )=0.61kg-m?2, Jp=3 58kg-m2,

Entonces, las matrices del modelo del robot quedan de la siguiente forma:

21.1725+2.25¢c08(q2) 0.86+1.125005(q2))

M =
@) ( 0.86+1.125co8(¢2 ) 0.86

~ 11256, sin(gy)[241 +42]
1.125¢; sin(q5)

Clg.4)d = [

G 4046625 c0s(ay )+24_5cos(ql+qz)J
@)= 24.5c08(q1 + 92)

Un control linealizante para este sistema €s:

u=NI(q)[iq +v]+Clg,0)d+G (@) = M(@)da +] +h(g.9)
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Por consiguiente, el sisterma con el control linealizante se reduce a:

é=Ade+Bv+Bq

: . 1T
y=Cx, x=[q 41 ¢ 4]
donde:
01 00 0 0
A_OOOO B—IO C_IOOO
oo 0 1] o op o010
00 0 0 01

y 17 es la matriz que agrupa los términos de incertidumbre:
n= M_l(ﬁﬁh)+M‘1(M—M)(c'jd +v)
Aplicamos el control dado por (4.5.8)-(4.5.9), esto es:
v = - BTSc'le +yg,r)
donde §, satisface la sigutente ecuacion:

8,5, + AS, + S, AT = BBT
96>0,SC=SS>O

Entonces ¢l sistema reiroalimentado es:
. T o1
¢=(4-BBTS e+ By

Resolviendo 5, en la ecuacion de Lyapunov (4.5.9) como corresponde tenemos:
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~

2 1
2 =1 9 9
i
-1 1
- L 9 90
7 e
S = 2 -1
o o =< =1
6 o
-1 1
o o =L L
e

Resultados de simulacion:

Para la simulacién en computadora del sistema compuesto por el controlador mas el
robot, se considerd que el modelo estimado del robot para el calculo del control linealizante
presentaba un error del 20%, y se obtuvieron los resultados que se muestran en las siguientes

graficas, para un valor de 8, = 50.

0.3 ; : z ! ; !
0‘2 [, VPP PUN SR DN FpR R

0.1

i 1

0.3 i
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.8 18eg.

Figura 5.2.2 - Trayectoria de referencia (en trazo punteado) y trayectoria real (trazo continuo)
seguida por la articulacion 1, a la trayectoria real se le di¢ una condicion imgcial de 0.25.
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0.3 : { ,
O -
0.2 b e 4
o % S U S Sy WS YOUONE SOt ORI UOPOSSE SOOI PO AU S _
0.1 b e J
[ 8 L S T T TRV U SRRV S —— i -
0
~0.05 . -
0 1 02 03 04 05 08 07 08 09 1Ses.

Figura 5.2.3 .- Error en el seguimiento de la trayectoria de referencia para la articulacion 1, es

la diferencia entre la trayectoria descada y la trayectoria real seguida por la articulacion.

0.6 T T T ! :

0.2 e LA U N

o2 T 1 A DA B P

—0.4

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1Seg.
Figura 5.2.4.- Trayectoria de referencia (trazo punteado) y trayectoria real (en trazo continuo)
seguida por la articulacién 2, a la trayectoria real se le di6 una condicion inicial de -0.25,
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0.05 —— T T 5 ! T : : :
—0.05 [ S — R S S ]
ol ]
L e e e e —
O e B ARU——— ____________________ e ST S S e -

e 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 6.7 0.8 0.9 18eg.

Figura 5.2.5.- Error en el seguimiento de la trayectoria de referencia para la articulacion 2.

En todas las graficas, la escala vertical esta en radianes y la escala horizontal esta en
segundos.

En este ejemplo se aplico por simplicidad un mismo valor de £, a todo €l sistema, sin
embargo lo mas adecuado es separar el modelo en varios subsistemas, y entonces a cada
subsistema resultante con una entrada y una salida, aplicar el método de control, como
resultado se obtiene un controlador por cada entrada-salida desacoplada la cual tendréd un
valor especifico de cota superior de la incertidumbre; esto significa que pueden aplicarse
canancias diferentes a cada linea de control para ajustar el efecto total, con esto se logra tener
un parametro de ajuste &, para calibrar la presicion de seguimiento de cada entrada-salida

desacoplada, o en el caso del robot, de cada articulacion.
5.3. SIMULACION DE UN ROBOT PUMA 560.

En este ejemplo de aplicacién, se utiliza el modelo del robot manipulador industrial
PUMA 560 tal como aparece reproducido en [6], se asume que la dinamica del robot esta
dada por:

r=Mq)d+N(g.4)
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donde la matriz M(q) es simétrica y positiva definida con elementos m,-j(q), esto es,

v N (q,q'r) es un vector nxl con elementos #;, esto es,

N(g.9)=[n(g.9)]

Los términos de gravedad son identificados en la expresion de »; por la constante de
gravedad g=9.8 metros/ seg2 . Adema4s se adoptara la siguiente notacidn compacta:

L; Longitud del eslabén i en metros

m;  Masa del eslabon i en kilogramos

1,,,; Momento de inercia del eslabon i alrrededor del eje # en kg -m-m
S; =sen(q;) y G = cos(q;)

Si; = sen(q,- +qj-) y G = cos(q,— +qj)

Sijk = sen(q; + q;+ ar) y Cite = coslg, +q; +q;)

§S; =sen(q;), CC; = cos(g;) y CS,; = cos(qi)sen(q,-)

88 = senz(qf +qj)

Ecuaciones y parametros del modelo:

m= 2.57+1. 38CC2 +0. 3SS23 +0. 744C2S23
My = 0. 6952 -0, 134C23 + 00238C2
m]3 = —0.134C23 - 0.00397823

myg =0
m15 =0
m]6:0

My = 6.79+0.744S3
My =0.333+0.3728; - 0.011C;
myy =0
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s =0

Iﬂ26:0

my3 =1.16

myy = —0.001258,55
my5 =—0.00125C4Cs
myg =0

myq = 0.2

mys =0

My =0
s = 0.18
mss =0
mgg = 0.19

m = [0.69C, +0.1348y3 — 0.02388, 143 +[0.13358,; —0.00379C23 Jd3
2.765C +0.744Cy3 +0.65C, —0.0213(1- 25843 |1

0.744C,Cy3 +0.65C3 +0.022Cy 5,5 - 0.0213(1 - 25525) 4143
0, 00255(3235455 +0.00086C4.S5 — 0.00248C, (35455 |d194
0.0025( 55385 — SC23C4Cs ) ~ 0.00248C, ( 5355 — Ca3C4Cs)

[

s
.
'
N

-
[
-
[-

+0.000864.5,Cs |g1d5

+[0.2675553 —0.00758C13 )4245

1 + -2
my = =5 [-2.765C; +0.744Cp5 +0.65C;; - 0.0213(1-285523)]4;

+%[0,022S3 +0.744C3]9.'§ +[0.00164Sz3 —0.0025C23C4S5

+

[-
[
-
[

+0.002485,C4Cs +0.00003823(1~ 2554 ) drda

+[~0.00215C 354 Cs +0.0024857 8, Cs - 0.000642C2354 Jd195

+[0.02283 +0.744C; Jg243 ~[0.00248 ;5455|4244

~0.002585 +0.00248(C3C, Cs ~ = 8585)]42ds —[0.00248C3 S4S5 4344
+[-0.002555 +0.00248(C3C,4Cs ~ $3.85)]dngs —37.2C2 — 84523 F1.025

1 - v -2
ny =~ [-2.765C2 +0.744C3 +0.65C; - 0.0213(1-2852)

_%[0_02253 £0.744C5 )43

-2
-[0.00125¢, §; ]q§ —[0.00125C’455]q4
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+[~0.0025C23C4 S5 +0.00164.553 +0.0003533 (1- 2554 )]g1d4
—[0.0025C3384C5 +0.000642C5354 G145 —[0.002555 )4245
_ [0‘ 002585 ]qqu - [0‘0025346'5 ](;49"5 —-8.4853 +0.25Cy3

ny = ,;:[0_002530238485 —0.00086C3 S5 +0.00248C,Cp384 85 42
~ 110.00248C35,85 )43 +[0.00164 53 ~ 0.0025C3C485 + 0002488, C4 Ss
2

+0.0003523(1- 2554 ) [dndn
+{0.0025C33C4S5 ~0.00164 853 - 0.00353(1-~2554)]4143
—~[0.000642.523C} l61d5 +[0.00064254 14245 +[0.00064284 14145
+0.0288,35455

ng = %[0.0025(552355 - SCy3C4Cs)+0.00248C5 (S1385 ~ C23C4 ()

-0.00086454Cs g}
- —;[0.002555 ~0.00248(C3C,4Cs — $355) |42
+[0.0026C;354Cs — 0.002488,84Cs +0.000642C,,54 Jd1d»
+[0.0025C;384Cs +0.000642 5354 Jq1d3 + [0.000642.59:C4 Jd144
—[0.00064254 J4244 —[0.000642.54 d3ds —0.028{Cy3S5 + 853C4Cs)

Hb':O.

En este caso, al igual que en el ejemplo de la seccion anterior, se asume que todo el
estado esta disponible para medicion, tal como sucede con el robot real. Por lo tanto no se
aplicard el observador y solo se efectuarin los calculos necesarios para encontrar el
controlador.

Resolviendo la ecuacidon (4.5.9) correspondiente, resulta que la matriz de ganancias del
controlador, de dimensién 12 X 12, es una mairiz diagonal a bloques formada por 6 bloques

muy sencillos de dimension 2 X 2 que son independientes entre si, mientras que el resto de los
elementos es cero.
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Este resultado se debe a la forma particular que tiene el modelo del sistema mecanico al
ser llevado a su representacion en variables de estado. Entonces, la matriz de ganancias del
controlador para un sistema mecanico obtenido a partir de lag ecuaciones de Lagrange, se
puede obtener, en forma general, como una matriz formada por bloques diagonales de
dimension 2 X 2, cada bloque correspondiendo a las variables de estado de una articulacion,

como se muestra a continuacion:

4 3
_2.[:_1
;) &) a0 0 0
] 0 0 00
3 &)
(6 ) \O
0 0
0 0
S, = :
,
2 ) |21
0 0 %) L&
0 0 (
2 (]
2
\9‘6 96/

En las graficas de simulaciones que se muestran a continuacion, se multiplicaron las
mattices de mercias, Coriolis y gravedad, por un factor de 0.9, con el fin de introducir una
variacion paramétrica en el modelo usado para calcular el control linealizante.

El sistema se simuld usando el paquete Simulink ", con un valor de 8, =30 para todos
los bloques. Las articulaciones 1 v 2 tienen una trayectoria de referencia senoidal, la
articulacion 3 tiene una referencia constante de 1, mientras que las articulaciones 4 v 5, tienen
una referencia cero pero con una condicion inicial distinta de cero, igual que las articulaciones
1 y 2, esto es, el vector de posiciones iniciales es g5 =[15 1 0 .05 -.05 .075]T. En las
graficas de seguimiento de trayectoria y error de seguimiento de trayectoria, [a escala vertical
esta en radianes y la escala honizontal esta en segundos. En las graficas de seguimiento de

velocidad, la escala vertical esta en radianes/segundo y la escala horizontal esta en segundos.
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Grificas de posiciones de referencia y posiciones de las articulaciones.

i b

[w] 0:2 o4 o.s .8 1 1.2 1'.4- 1.6 1:8 2
Figura 5.3.1.- Trayectoria de referencia (trazo punteado) y trayectoria real (trazo continuo)

seguida por la articulacidn 1, a la trayectoria real se le dié una condicién inicial de 1.5.

—1

] o.2 Q. 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

Figura 5.3.2.- Trayectoria de referencia (trazo punteado) y trayectoria real {irazo continuo)
seguida por la articulacion 2, a la trayectoria real se le dié una condicton inicial de 1.

1 1

o oc.2 .4 .6 a.8 1 1.2 1.4 1.8 1.8 =2

Figura 5.3 3 - Trayectoria de referencia (trazo punteado) y trayectoria real (trazo continuo)

seguida por la articulacion 3, la condicion inicial para la trayectoria real en este caso fué cero.
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0.02 - ,........._..__.__.__............;.._.._._.._,......__ S Y S J U S SR P ——

—_0. 02 F RN SRR, N NN S U SRR -.__...... ..........?.............‘_..__. AP

—G_O4 = T L LT T EE TSP B T T —

0.2 O.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

—0.086
o]

Figura 5.3.4.- Trayectoria de referencia (trazo punteado) y trayectoria real (trazo continuo)

seguida por la articulacion 4.

0.08 T T r r y .

[0 T o 1 T S ST SO SV RRUUSRRUIOS SASPOIONE SRS RS S R

0.02 |- PR - emce o an e e [ R S, [RRRNE SR—

— OO e S 0O S S OON -

—0.04

T

3

a.z2 0.4 0.8 0.8 1 1.2 4.4 1.8 1.8 2

—0.086
]

Figura 5.3.5 .- Trayectoria de referencia (trazo punteado) y trayectoria real (trazo contimio)

seguida por la articulacién 5.

0.08

Lo T T e T e S SN e S -

[T o O O g g g s PO SO SHR SO S PP -

[ T . T O 0 S0Pt oG S P GRS Pt VUR PSR ST P T -
&)

—0.02 ,,,,,, (ST SR -

0.4 SRR S AN SO SO U WSS S S—

— OO e e ; ........ ...... .................. .

—a.0a — ‘ i :
o o.2 0.4 0.6 o.a 1 1.2 1.4 1.6 1.8 F

Figura 5.3.6.- Trayectoria de referencia (trazo punteado) y trayectoria real (trazo continuo)
scguida por la articulaciéon 6.
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Graficas de error en el seguimiento de las trayectorias de referencia.

...... .
—D.2 . H . .
s} 0.2 .4 0.6 c.8 1 1.2 1.4 - 1.8 2
Figura 5.3.7 - Error en el seguimiento de la trayectoria para la articulacidn 1
1.2 T T T T T T
—o.z : i j
8] 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 i.8 1.8 2
Figura 5.3.8.- Error en el seguimiento de la trayectoria para la articulacion 2.
0.2 T T

-_0.2 / ....................................... frv ey , .................... S SR PTUU SROPIURPION SIS SO -

2 S U 0 PG SO SV -
[EENRY o YN — J 0O 0P 000900 S S -

—1 N i 1 H - H i
o] 0,2 c.4 c.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

Figura 5.3.9.- Error de seguimiento de trayectoria para la articulacion 3.
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O_Dz . P S PP ETOU RO SN VS R EECT T LT TP PEERPEEPRE PR

=] a.z 0.4 0.8 OjE 1 1.2 1.4 1.8 1.8 2
Figura 5.3.10.- Error de seguimiento de trayectoria para la articulacion 4.

—0.01 - f , ................ [N N S S YO S -
~=0.02 o B St S P U P S-S U POt S PSP PSP -
L5760 o T ) O SO T R USSR OO SO 4 .................... RSN SV ST

—0, 08 e L GRS YU S O SV SO A -

-0.05 i :
o 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 ') 2

Figura 5.3.11 .- Error de seguimiento de trayectoria para la articulacion 5.

ey,

[} 0.2 O.4 Q.6 0.8 ‘II 1:2 1:4 1.6 1.8 2
Figura 5.3.12.- Error de seguimiento de trayectoria para la articulacion 6.
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Grificas de velocidades de referencia y velocidades de Ias articulaciones.

10

—

H i H
=] 0.2 o.4 o5 =9 - | 1 1.2 1.4 1.8 1.8 2

—15

Figura 5.3.13 .- Velocidad de referencia (trazo punteado) y velocidad real (trazo continuo)
para la articulacién 1.

=] C.2 0.4 0.6 .8 ‘; 1 :2 1 f-ﬂ- 1 ‘E 1.8 2
Figura 5.3.14.- Velocidad de referencia (trazo punteado) y velocidad real (traze continuc)
para la articulacion 2.

12

=) 0.2 0.4 0.6 Q.8 b 1.2 1.4 1.8 i.8 2

Figura 5.3.15.- Velocidad de referencia (trazo punteado) y velocidad real (trazo continue) de
la articulacion 3.
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0.1 v - T -— T r -
—b.6 H ; ; ; i
a o.2 0.4 a.a8 o.a 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

Figura 5.3.16.- Velocidad de referencia (trazo punteado) y velocidad real (trazo continuo)
para la articulacion 4.

0 0.2 .4 ‘DiS 0.8 1 1.2 1::4- 1&6 1.8 2
Figura 5.3.17.- Velocidad de referencia (trazo punteado) y velocidad real (trazo continuo) de

la articulacion 5.

=} a.z2 O.4 0.6 0.a 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

Figura 5.3.18.- Velocidad de referencia (trazo punteado) y velocidad real (trazo continuo)
para la articulacion 6.
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5.4. COMPARACION DE RESULTADOS CON OTROS ALGORITMOS DE
CONTROL.

En el siguiente ejemplo se compara el desempefio del algoritmo de control propuesto por
Berghuis-Nijmeijer en [22] con el del algoritmo propuesto en este trabajo. En ambos casos se
supone que solo puede medirse la posicion de las articulaciones, de modo que se requiere la
construccion de un observador de estado para estimar la velocidad. El modelo de robot es el

siguiente;

(9.77+2.02cos(g2) 1.26+1.Olcos(q2)]
(@)= 1.26+1.01cos(qy ) 1.12

1014 sin(g2)[241 + 42 ]
1.014; sin(gs)

Clq,4) :[

8.1sin(gy) +1.13sin(g; +42)
1.13sin(qy +¢2)

G(q):9.8*[

De la misma forma en la seccién 5.2, disefiamos un control linealizante y un control fineal

para seguir las trayectorias deseadas, que de hecho resultan ser de la misma forma, es decir:

u=M(qQ)d; +v]+C(q,9)q +8(q)
donde:

_ T'o-1 )
v = —B' S ety

A continuacién se muestran los resultados de simulacion obtenidos asumiendo un error
del 20% en los parametros finales del modelo, y usando un valor de &8, =25 para el
controlador de la articulacién 1, #,, =30 para el controlador de la articulacion 2, y un valor
de 8, =6,, =79. Estos valores dan por resultado matrices de ganancia de control y
observacion con elementos similares a los que se utilizan en las matrices de control para el
algoritmo de Berguis-Nijmetjer. Las graficas de trayectorias y errores de seguimiento tienen
una escala vertical en radianes, mientras que en las graficas de torque la escala vertical estd en

Newtons-metro, en todas las gréaficas la escala horizontal estd en segundos.



72
Aplicaciones y simulaciones

Resultados del algoritmo propuesto:

0.1

0.05 [ A

—D.05 |-

—GQ.1

o ; 2 3 < 5 € 7 a é 10
Figura 5.4.1.- Trayectoria de referencia (trazo punteado) y trayectoria real (trazo continuo)
con un estado inicial de 0.1 para la articulacion 1.
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—0.04 T B S SO S SOV SRR —

R o - N U S R S S N Jhe SRS O ereeans R ﬁ

—p.oa - S S — [ S SO SO

—500 e S G P JOR

1000 e e e e e

— 1500 . i ; i ;
=] 1 2 3 <4 5 1] 7 8 =) 10

Figura 5.4.3.- Torque aplicado a Ia articulacion 1.
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Figura 5.4.4.- Trayectoria de referencia (trazo punteado) y trayectoria real (trazo continuo)
con un estado inicial de 0.3 para la articulacién 2.

D‘OE ........................................................ —
o\
—p.05 |- [T —
—o.1 o
—0.15 ’> ......................................................................................
—y 2 R e e e e e e e e e e
_0.25 I e CEEE) EEC TP SRy R PRSP s St "} ..................................... ,,._.....A,j
-3, 1 = = - = & 7 a =) 10
Figura 5.4.5 - Error de seguimiento de posicion para la articulacion 2.
flals] —
o= T | s Nt U O SOOI PP USSR RPN S QS SUPP N -
100 Hmmmeeeenee e R R SO G S
a L
—100F P A . _ ................... B s SR ,,,_J
B .1 T S E T S SO AL S A -
. ¥oTa) I_ O S Oy SOt SO SRS AU S S S, .
—400 1 é 3 < 5l [+ 7 a =] 10

Figura 5.4.6.- Torque aplicado a la articulacién 2.

A continuacion se muestran las respuestas obtenidas en la simulacién del mismo modelo,
bajo las mismas condiciones e incertidumbres afectando la planta, pero utilizando el control y
el ocbservador propuestos por Berghuis-Nijmeijer en [22].
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Resultados del algoritmo Berghuis-Nijmeijer:

—D.05

-=0.1

—0.15
o 1

Figura 5.4.7.- Trayectoria de referencia (trazo punteado) y trayectoria real (trazo continuo)

0.0&

2 = -+ 5 a 7 o

con un estado inicial de 0.1 para la articulacion 1.

a9

10

0.04

0.02

—0.02

—D.04

—0.06

—d.c8

—0.1

—D.12

200

—200F -

—400b SOOI DY OTUPURS NSRS STV

— 600

—BOoD

—1200
s}

Figura 5.4.9.- Torque aplicado a la articulacidn 1.

10
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5 : : : 10
Figura 5.4.10.- Trayectoria de referencia (trazo punteado) y trayectoria real (trazo continuo)
con un estado inicial de 0.3 para la articulacion 2.

200 T T — T —T T —T
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Figura 5.4.12 - Torque aplicado a la articulacion 2.
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Como puede apreciarse en las graficas, en ambos casos se tiene un error de seguimiento
muy pequeflo, sin embargo, las respuestas obtenidas usando el control de Berghuis-Nijmeijer
son mds suaves, que las obtenidas usando el control propuesto en esta tesis. Por otro lado, las
respuestas obtenidas con el control de B.-N. presentan una oscilacién indeseable de 1.5 ciclos,
que en el caso de el control que se propene, se reduce a un sobrepaso,es decir 0.5 ciclos.

5.5, COMPARACION DE DESEMPENO EN UN SISTEMA NO LINEAL,

En esta seccidn se muestra un sistema no lineal sencillo en el cual se resuelve el problema
de estabilizacion asintdtica exacta a cero, en lugar de seguimiento aproximado de trayectorias,
usando el observador y el controlador que se propone en esta tesis. En el sistema, tal como
aparece en [10], se asume que solo el estado 1 es medible mientras que el estado 2 debe ser

estimado por un observador.
El modelo del sistema no lineal del articulo de Esfandiari-Khalil [10] es el siguiente:
*] =X
Xy = 2(1+y)x§ +u
y=Xx]

Se asume que ¢l sistema es completamente linealizable, y se supone el parametro y

desconocido pero con | ;/f <0.4 como cota.
Control propuesto en el articulo de Esfandiari-Khalil [10].
El observador que se propone en [10] es el siguiente:

fl=f+i(y-2)
&

5c:2 =—X1 - X7 —0.1(]-!-6”32”) (X +2fg)+—17(yu£1)
£

CcOIl:
i s
mw) = i 2

2w sifwf<
‘ 2
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y el control que se aplica es:
= —Zi?g - 5&] - £'2 -0 1(1 + ann) T](fl + 23&?2)

Cabe mencionar que este control genera ruido debido a la conmutacion de los valores de
77, es degir, debido a que no es un control continuo.

Control propuesto.
Se incluye el siguiente observador:
§=A%+Bu-8CT(Ci-y)
y la ley de control que se propone es, como ya se ha visto:

U = —25&;
ue=-B'S7'%
u=up e =255 — 6 (6 %1 +2%;)

Los valores para las ganancias del observador y del controlador fueron &, =11 y
8, = 25 respectivamente, para obtener ganancias equivalentes en ambos controles.

En el control de Esfandiari-Khalil se usaron (;Vi <04, =004 > L - 625. Las

graficas de simulaciones se obtuvieron para las mismas condiciones iniciales, en ambos casos
T _
xy =[0 02]
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0.1 ! .
oY) SN S SO SOOI SO S |
(6706 -3 ASSORR JSRSNRRUNS SRS, N SO 0PGRS SOOI SO SO 4
0.04 ﬁ
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Figura 5.5.1 - Salida del sistema obtenida por el control propuesto (en trazo continuo), y

salida obtenida por el control de Esfandiari-Khalil (en trazo punteado).
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Figura 5.5.2 - Estado 2 obtenido para el control propuesto (continuo) y para el control de K.-
E. (punteado).
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Figura 5.5.3.- Estado 1 estimado con el observador propuesto (trazo continuo) y con el
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observador de K.-E. (trazo punteado).

0

5 6 7
Figura 5.5 4.- Estado 2 estimado con el observador propuesto (trazo continuo) y con el

observador de K.-E. (frazo punteado).
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Figura 5.5.5.- Error de observacion del estado 1 con el observador propuesto (continuo) y

con ¢l observador de K.-H. (punteado).
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Figura 5.5.6.- Error de observacion del estado 2 con el observador propuesto (continuo) y
con el observador de K -H. (punteado).
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CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

6.1. CONCLUSIONES.

En esta tésis se propone una solucion al problema de seguimiento de trayectorias, en una
clase de sistemas no lineales con incertidumbres, cuando estas ultimas satisfacen la "condicion
de acoplamiento” y estan acotadas. Ademas, se presentan las condiciones necesarias y
suficientes para garantizar la estabilidad del sistema controlado con la ley propuesta.

La clase de sistemas que se consideran, son completamente linealizables cuando se
conoce con exactitud el modelo de la planta.

La solucion gue se propone, estd compuesta por una ley de control y un observador no
lineales, cuyos algoritmos dependen, en el caso SISO, de un solo parametro cada uno. El
resultado de aplicar estos algoritmos para el control de un proceso no lineal de la clase
considerada, es robusto en presencia de las incertidumbres, al menos en el sentido de
acotamiento final uniforme del error de seguimiento.

Las matrices de ganancias del controlador y del observador, son calculadas
independientemente una de la otra, como la solucién de una ecuacién matricial algebraica.
Estas matrices de ganancia pueden ser facilmente ajustadas precisamente por que dependen de

un solo parametro de disefio cada una.

La aportacion de este trabajo radica tanto en la robustez, como en la sencillez de la ley
de control que se propone, puesto que resulta muy facil efectuar ajustes en linea variando el

valor de su Unico parametro de disefio.
Los resultados obtenidos se aplicaron a diferentes modelos de robots, y a un sistema no

lineal sencillo. La simplicidad por una parte, y la robustez ante incertidumbres por la otra,

mostraron sus beneficios en las simulaciones que se implementaron.
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6.2. RECOMENDACIONES Y TRABAJOS FUTUROS

Como se puede pensar, por el énfasis que en ello se ha hecho, la clase de sistemas no
lincales a los que pueden aplicarse las técnicas de control aqui presentadas, esta ain muy
restringida. Existen otras clases de sistemas no lineales, en los que, a diferencia de los sistemas
que se consideraron en el capitulo 5, las incertidumbres que se presentan no satisfacen la
"condicion de acoplamiento™.

Como trabajos futuros, se puede investigar la aplicacion de esta clase de controles a
sistemas que, al ser linealizados, las incertidumbres que se tenian en el modelo resultan no
estar acopladas. También se puede considerar, el extender esta ley de control a la clase de
sistemas en los que existe una dinamica cero en el modelo de la planta, y estudiarse el efecto
de esta dinimica interna en el seguimiento de trayectorias.

Por otra parte, puede estudiarse la aplicacion de esta ley de control a otro tipo de
sistemas, que no sean linealizables, pero en los que las no linealidades pueden ser "agrupadas"
en una serie de términos, de manera que se tenga una parte de control lineal donde intervenga

el control aqui presentado, més una parte de control no lineal utilizando una técnica distinta.

Se puede considerar el analisis de esta sencilla ley de control en combinacion con algunas
otras técnicas, como puede ser el control adaptable, o técnicas de redisefio de Lyapunov con
histéresis en la conmutacion de las leyes de control.




Apéndice

RESULTADOS DE GEOMETRIA DIFERENCIAL

A.l. PROPIEDADES DE LA DERIVADA Y EL PRODUCTO DE LIE.

Las propiedades de las operaciones definidas en el capitulo 2, pueden resumirse en las
siguientes ecuaciones:

L Ax) = (L s 4(x))odx)

Ldi(x)=dL;{x)

L f,g]}{(x) = LyLA(x)~ Ly Lo A(x)

Ly{w,g)(x) = (Lrw(x), g(x)) « (w(x).L1. £1(x))

[of . Bg)(x) = al)BRS g 1(x)+ (LAl ) ()~ (1 g ) Ax) £ ()

Lo ppw(x) = o) Bl L pw() + Bx)ow(x), £ ()t x) + (L o)) )l x)
A.2. DIMENSIONES DEL CONJUNTO LOCALMENTE ALCANZABLE.

Para determinar las dimensiones del conjunto de puntos localmente alcanzables, en un
sistema descrito por (2.2.1) se debe encontrar, si existe, la minima distribucién que cumple

con las propiedades (a), (b) v (¢) de la seccidn 2.7, para lograrlo se utilizan a los siguientes
lemas.

Lema A.2.1 [8]. Sea A una distnibucion suave y {rl,..., rq} un conjunto de campos
vectoriales dados. La familia de todas las distribuciones que son invariantes bajo {q,..., z'q} y

que contienen a A, tiene un elemento minimal que es una distribucidn suave.
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Definicion La distribucion mas pequefia que contiene a A y que es invariante bajo los campos
vectoriales {rl, s Tq} se denotara por el simbolo

<T1,...,Tq|A>

Dada una distribucién A y un conjunto {rl,..., rq} de campos vectoriales, definimos la

secuencia no decreciente de distribuciones:

Ag=A (A.2.1a)
g

A =B+ 2[5, 45 ] (A.2.1b)
i=1

esta secuencia de distribuciones tiene la siguiente propiedad:

Lema A,2.2 [8]. Las distribuciones A, generadas con el algoritmo (A.2.1) son tales que:
Ap C(rl,..., quA) vk

. . *
S1 existe un entero & tal que A = A i 41 Sotonces

A ={11,07A).

La situacion practica mas simple en la cual el algoritmo (A.2.1) converge en un niimero
finito de pasos es cuando todas las distribuciones de la secuencia son no singulares, en es¢
caso, por construccion se tiene que dim A, <dim Ap ) <m y puede verse que existe un

entero &~ <n tal que A » = A« . Si las distribuciones son singulares tenemos el siguiente

resultado débil.

Lema A.2.3 [8]. Existe un subconjunto abierto y denso U/ *de Uconla propiedad de que en
cada punto x €U/ "

<r1,..., rqlA)z Ap_q(x) (A2.2)
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Es posible encontrar condiciones bajo las cuales las distribucion (A.2.2) es también involufiva.

Lema A.2.4 [8]. Suponga que A es generada por algunos de los campos vectoriales
{’L‘l,...,’t'q} y que ('q,..., rq|A> es no singular, por lo tanto (rl,..., rq|A> es involutiva.

Lema A.2.5 [8]. Suponga A es generada por algunos de los campos vectoriales {1-1,_.., rq} y

que A, ; es no singular. Entonces (q,..., rq|A> es involutiva y obtenemos

An_1=<7:1,...,rq|A>.

De los lemas anteriores puede verse que si < f ,gl,...gm‘span{gl,.. gm}> es no singular,

entonces también es involutiva, y por lo tanto la descomposicién (2.6.1) puede ser realizada.
A.3. CONJUNTO DE PUNTOS LOCALMENTE OBSERVABLE.

De forma similar a la seccién A2, para determinar las dimensiones del conjunto de
puntos localmente observables en un sistema no lineal descnito por (2.2.1), se debe encontrar
la distribucion mas grande que cumple con las propiedades (a), (b) y (c) de la seccién 2.8, esto
es equivalente a analizar Ja mas pequeiia codistribucion que satisface las propiedades (i), (i) ¥
(iil), dadas en la misma seccidn, esto se consigue de la siguiente forma.

Lema A.3.1 [8]. Sea Q una codistribucién suave y {rl,...,rq} un conjunto de campos

vectoriales dado. La familia de todas las codistribuciones las cuales son invariantes bajo
{rl, o rq} y que contienen a {2, tiene un elemento minimal, que es una codistribucion suave.

Dada una codistribucion QQ y {1—1 ..... rq} podemas considerar la version dual de (A.2.1)

Q=0

g (A3.1)
Qp=Qp 1+ 2L Q
i=1

Lema A.3.2 [8]. Las codistribuciones generadas por el algorifmo (A.3.1) son tales que

. . *
Q. < (rl,._., rq|Q> para toda £, si existe un entero £ tal que Qk* = Qk*+1 entonces
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Q.- c(rl,.__, rq]Q>

Lema A.3.3 ,[8]. Existe un subconjunto abierto y denso U/ * de U con la propiedad de que
para cada punto x e/ -

(q,__., 7| Q)(x) = Q01 (x)
Lema A.3.4,]8]. Suponga Q es generado por ¢l conjunto de campos covectoriales exactos:

dAq...dAy (A3.2)

. . . ¥ " '
entonces existe un subconjunto abierto y denso U de U con la siguiente propiedad: para cada
* - . . .
xgel/ existe una vecindad abierta U, y d campos covectoriales exactos (con

Dim{({71,--., 74 Q)(x0)) =), @, 04 los cusles tienen la forma @; =dL, ...L, A donde
r<n-1 y puede depender de i, y los v;'s son campos vectoriales del conjunto {Tl,..., rq} y A4
es una funcién del conjunto {Ay,...,A,} tal que (‘q,..., rq|Q>(x) = span{®y(x),..., 07 (x)}
para toda x eUy.

Lema A.3.5 [8]. Suponga que Q es generado por el conjunto (A.3.2) de campos
. L
covectoriales exactos y que (11,...,rq|£2>(x) es no singular. Entonces (rl,...,rq|§2> es

involutiva.

Lema A,3,6 [8]. Suponga Q es generado por el conjunto {A.3.2) de campos covectoriales

. 1L . .
exactosy £2,,_1 es no singular. Entonces (rl,..., quﬂ) es involutiva y <rl,..., Tq‘Q> =0, 1.

En el estudio de la interaccidon estado-salida para un sistema de control de la forma
(2.2.1) se considera la distribucion

L
Q=(f,gl,...,gm|span{dh1,__.,dhp}>
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. . ) ~ Lo
invariante bajo f,g(,...,8, ¥ que esti contenida en Q:(span{dhl,_..,dhp}) . Si esta

distribucién es no singular, entonces de acuerdo al lema A 3.6 es también involutiva. Esta

distribucion es usada para encontrar una descomposicion de la forma (2.6.2).
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