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RESUMEN

Las tareas de investigacion consideradas en esta tesis tienen como proposito
la formulacion de los modelos matematicos y la bisqueda de la solucion general
analitica a problemas deterministicos de disefio de redes donde se desea
minimizar: el maximo valor del flujo sobre los arcos y el numero de arcos
utilizados. Particularmente se analizan los problemas de disefio de redes, en los
cuales las redes son bipartitas completas con flujos uniproducto y con flujos
multiproducto, donde se considera: i) los flujos son enteros no-negativos, i) los

arcos son de costo unitario y iii) los costos por unidad de flujo sobre los arcos son
despreciables.

En el presente trabajo se formula el modelo matematico para redes arbitrarias
con flujos uniproducto, se determina un algoritmo de soluciéon para el caso de
redes bipartitas completas y se demuestra matematicamente su optimalidad y que
su complejidad es polinomial. Asimismo s¢ formula el modelo matematico para
redes arbitrarias con flujos multiproducto y se determina un algoritmo que

encuentra soluciones enteras aproximadas para el caso de redes bipartitas
completas.

La ventaja de estos algoritmos es que resuelven en tiempo polinomial un
problema particular del problema general de disefiar una red optima, el cual es un
problema NP-hard. Ademas, los algoritmos disefiados en este trabajo de tesis son

aplicables a problemas de distribucion de productos y a problemas de redes de
comunicacion por computadora.
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NOTACION

Tal que.

Igualdad por definicion.

Conjunto de numeros reales.

Menor entero mayor o igual que x, xe R

Mayor entero menor o igual que x, xe R

Numero de elementos del conjunto L.

Numero de celdas con componentes positivas de la matriz M.
Numero de componentes positivas del flujo £, sobre la red.
Transpuesta de X, donde X es una matriz.

si 'y solo si x;<p,, para cada i,j. Donde X'y Y son matrices.
Conjunto de nimeros reales no negativos.

{R" v o},

{0dx500%)) @ x, € R}

{(xpXpnX, ) X, € R},

Conjunto de nimeros enteros.

Conjunto de nimeros enteros no negativos.

Conjunto de matrices de dimension mxn con componentes en &..
Conjunto de nodos.

Conjunto de fuentes.

Conjunto de fuentes en una red bipartita.

Conjunto de sumideros.

Conjunto de sumideros en una red bipartita.

Conjunto de intermedios.

Oferta en el nodo x.

Demanda en el nodo x.

Conjunto de arcos.

{yeN : (x))eA}.

{yeN : (yx)ed}.

Grafo.

Grafo (dirigido) con nodos en N y arcos en 4.

Red con nodos en N y arcos en A.

El arco del nodo inicial x al nodo final y.

Capacidad del arco (x,y).

Flujo (uniproducto) sobre el arco (x,}).

Flujo del producto T sobre el arco (x,y).

Flujo multiproducto sobre el arco (x,)).

vi
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CAPITULO 1
INTRODUCCION

Uno de los factores criticos en el area de Administracion de Sistemas de
Informacion es "La planeacién y administracion de redes de comunicaciones”
[Niederman et al, 1991, Janz et al, 1995]. Mas especificamente, este factor critico
ha aumentado su importancia pasando del décimo lugar en 1990 [Niederman ef
al, 1991], al quinte lugar en 1994 [Janz er al, 1995]. Una de las principales
premisas para Que esto haya sucedido es que las redes de comunicaciones
permiten administrar mas efectivamente la interdependencia organizacional de una

compaiiia [Rockart and Short, 1991].

Una de las componentes de la planeacion de una red de comunicaciones es el
diserio topologico (disefio) de la red. El disefio de una red involucra, entre otras
cosas, la asignacion de enlaces y sus capacidades para conectar los nodos de la
red [Ahuja, 1985; Schwartz, 1977], y tiene implicaciones en su desempefio y
costo. Las ubicaciones de los nodos, los enlaces y sus velocidades determinan
directamente el tiempo de transito, €l costo de construccion y operacion de la red.

Por lo tanto, es muy importante determinar algoritmos de disefio de redes que
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permitan seleccionar Optimamente los enlaces y sus capacidades dentro de
diferentes restricciones, tales como conectividad, retardos de transmision de

mensajes, costo y trafico de la red.

Por otra parte, uno de siete factores criticos de exito en la industna
manufacturera es la "Entrega Competitiva" [Martin, 1987] (referenciado en [Chase
and Aquilano, 1989]), lo cual involucra una entrega que satisfaga las demandas

de los clientes. En otras palabras, se debe disefiar una distribucion que satisfaga

las demandas de los clientes.

La distribucion genera costos, los cuales son llamados costos de distribucion.
Estos costos estan directamente relacionados al envio de los productos a los
chientes. El objetivo de la Administracion de la Distribucion [Chase and Aquilano,
1989; Adam and Ebert, 1991] es satisfacer las demandas de envio al cliente a un
minimo costo. Por lo tanto, es muy importante determinar algoritmos que permitan
seleccionar una distribucion optima, la cual esté sujeta a diferentes restricciones,

tales como tiempo de entrega, demanda completa del cliente, etc.

Haciendo una analogia entre los problemas mencionados anteriormente (de
redes de comunicacion por computadora y de distribucion) podemos hacer una
abstraccion de ellos y llevarlos a un problema general existente en la Teoria de
Flujos en Redes [Ford and Fulckerson, 1962, Bazaraa, Jarvis and Sherali, 1990;

Ahuja, Magnanti and Orlin, 1993] llamado "Disefio de Red Optima".
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Los problemas en disefic de redes optimas se caracterizan por la biisqueda de
una configuracion de red que satisfaga un conjunto dado de requerimientos. Hay
una gran variedad de trabajos que existen en la literatura donde se involucran
problemas de diseiio de redes: en sistemas de computacion distribuida [Shen and
Tsai, 1985, Ma et al, 1982; Naor and Roth, 1995], en redes de computadoras
[Shwartz, 1977, Ahuja, 1985; Zwass and Veroy, 1988] en sistemas eléctricos de
potencia [Aoki et al, 1990; Chiang and Jean-Jumeau, 1990], en sintesis de redes
[Gomory and Hu, 1962, 1964; Minoux, 1987, 1989, Itai and Pradhan, 1984,
Sridhar and Chandrasekaran, 1992], en redes de transporte [Guardado, 1982;
Alvarez y Guardado, 1992, Alvarez, 1985, 1993], y en otros tipos de problemas

[Bienstock and Gonlok, 1995, Goemans ef al, 1994; Lucertimi and Paletta, 1986].

Uno de los problemas de sintesis en redes bipartitas completas, en redes del
tipo de transporte, es el problema de encontrar el mimimo de los maximos flujos
sobre cualquier arista (arco) de la red [Guardado, 1982], esto es, encontrar la
minima capacidad sobre cualquier arco de la red. Esto permite balancear lo mejor
posible los flujos sobre los arcos, es decir, dado cualquier otro valor de la
capacidad sobre todos los arcos, obviamente mayor que la minima encontrada,

generaria una diferencia mayor entre los valores de los flujos sobre los arcos de

la red.

Una conjetura es encontrar una red que sujeta a la capacidad minima, tenga

un namero minimo de aristas (arcos) [Guardado, 1982]. Este problema es
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considerade como un problema de disefio optimo. Esta conjetura fue resuelta
parcialmente por Alvarez y Guardado [1992], disefiando un algoritmo de
complejidad polinomial que determina el numero minimo de arcos, pero no
demuestran matematicamente la optimalidad del algoritmo. Por otra parte, una
extension natural de estos resultados es la generalizacion de ellos a problemas de

flujos multiproducto en redes arbitrarias.

Dado lo anterior, la presente tesis tiene los siguientes objetivos:
L Para el caso de redes con flujos uniproducto;
1.1) Formular un modelo matematico que exprese el problema de disefio de redes
arbitrarias en el cual se desee: i) minimizar la capacidad de los arcos de la red, ii)
minimizar el numero de arcos de la red sujetos a i).
I.2) Reformular el algoritmo de solucion para el caso de redes bipartitas
completas, expuesto por Alvarez y Guardado [1992], demostrar matematicamente

la optimalidad y que, en efecto, es de complejidad polinomial.

11, Para el caso de redes con flujos multiproducto:

11.1) Formular el modelo matematico que exprese el problema de diseiio de redes
arbitranas en e! cual se desee: i) minimizar la capacidad de todos los arcos de la
red; /i) minimizar el numero de arcos de la red sujetos a i).

I1.2) Disefiar un algorntmo de complejidad polinomial que resuelva el preblema

formulado en II.1), para el caso de redes bipartitas completas.
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La resolucion de los objetivos de la tesis permite resolver el problema de
disefio de redes de comunicaciones donde se desee encontrar la minima capacidad
que deben de tener todos los enlaces de la red a un costo minimo, suponiendo que
el costo de construccién del enlace es el mismo. En el Capitulo 5 se da un

ejemplo aplicado a redes de distribucion.



CAPITULO 2
ANTECEDENTES
2.1 Introduccion

En este capitulo se hace una recoleccion de algunos de los conceptos y
resultados de la Teoria de Flujos en Redes encontrados en la lhiteratura, que son

necesarios para fundamentar las soluciones de los problemas de investigacidn

planteados en la presente tesis.
2.2 Conceptos Basicos de Grafos

Un grafo dirigido, o simplemente grafo, estad formado por un conjunto finito
N cuyos elementos son llamados nodes, y un conjunto finito A de parejas
ordenadas de nodos, cuyos ¢lementos son lamados arcos dirigidos, o simplemente
arcos. Denotaremos el grafo anterior como 4(N,4), los nodos como x, y, y el arco
que va del nodo x al nodo y como (x,¥). Los nodos x, y son llamados extremos del

arco, o bien, nodo inicial y nodo terminal respectivamente.

Algunos problemas en Teoria de Grafos requreren solamente del conocimiento

de los nodos x, ¥ en cada arco (x,¥). En casos como este, la direccion no necesita
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especificarse y el arco no dirigido es llamado arista. Cominmente se denota por
E ¢l conjunto de anstas. Un grafo cuyas direcciones de arco no se especifican se

llama grafo no dirigido y es denotado por #(N,E).

Un arco que tiene por extremos un mismo nodo se llama /azo. Un nodo y un
arco se dice que son incidentes si el nodo es un extremo del arco. Dos arcos se
dice que son incidentes si ambos tienen como incidente un mismo nodo. Dos

nodos se dice que son adyacentes si existe un arco que los una.

Sea un nodo x€ ¥, denotamos A(x) como el conjunto de todos los nodos ye N
tal que (x,y)eA, esto es,
Ax) = {yeN : (x.y)ed}.
En otras palabras, A¢x) es el conjunto de todos los nodos terminales cuyos arcos

nician en x.

Similarmente, denotamos B(x) como el conjunto de todos los yeN tal que
(y.x)eA, esto es,
Bix) = {yveN : (yxjed}.
En otras palabras, B(x) es el conjunto de todos los nodos iniciales cuyos arcos

terminan en Xx.

Una frayectoria de x, a x, es una secuencia de arcos (X,.x,);...;(X,X,. J;....; (X, »
x,) de tal forma que el nodo terminal de cada arco es el mismo que el nodo inicial

del arco que le sucede. Los nodos x,, x, son llamados nodo inicial y nodo final
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de la trayectoria, respectivamente. La longitud de una trayectoria es igual al
nomero de arcos que hay en ella. Si1 x, = x, y n>2, entonces la trayectoria se |lama
circuito. Podemos observar en la definicion anterior que si n=2, entonces la

trayectoria es un lazo.

Una cadena de x; a x, es una secuencia de arcos o,,,,...,0,, tal que los
extremos del arco a; son x, x,,, para i=1,..n-1. De esta manera, a=(x,x,,;)} ©
o=(x,.;x). Longitud, nodo inicial, y nodo terminal de una cadena pueden ser
definidos similarmente a la trayectoria. Si x, = x, entonces la cadena se llama
cicle. Una trayectoria, circuito, cadena, o ciclo se dice que es simple si ningin
nodo incide a mas de dos de sus arcos o aristas segun corresponda, (i.e., si la

trayectoria, circuito, cadena, o c¢iclo no contiene circuitos o ciclos propios).
2.3 Redes y Flujos

En los afios de 1950's, el campo de Teoria de Grafos tomd esencialmente dos
direcciones: §) teoria algebraica de grafos, ii) optimizacion en grafos, [Minieka,
78]. En la optimizacion en grafos toma una gran importancia asignarle, de alguna
manera, uno o mas numeros reales a los arcos del grafo. Aqui es donde surge el

concepto de red.

Una red es un grafo en el cual se asocian uno ¢ mas numeros reales no
negativos con cada arco y la denotaremos por (N,4). Por lo tanto, al hablar de una

red implicitamente relacionamos, de alguna manera, un numero real no negativo



con cada arco de la red.

Sea (N,A4) una red, una de las asociaciones fundamentales entre 4 y R." es la
llamada capacidad. Una funcion c:4 — R tal que a cada arco (x,y)€A le asocia
el nimero real no negativo c(x,y) es llamada funcion capacidad. De esta forma,
c(x,y) cs la capacidad del arco (x,y)€A4, la cual puede ser pensada intuitivamente
como la cantidad maxima de algun producto que puede ser enviada de x a y, a
traves del arco (x,y). Es importante hacer notar que algunas veces sera conveniente
permitir capacidades de arco infinitas, lo cual significa que no hay restricciones

sobre la capacidad del arco.

Asimismo, una asociacion entre A y R, es el concepto de flujo, el cual es
definido como sigue. Sean s y ¢ dos nodos de &, un flujo uniproducto con
capacidades (o simplemente flujo con capacidades) de valor F de s a t [Ford and

Fulckerson, 1962] en (N,4) es una funcién 2 A > R que satisface:

F, six s
Ay - D) = { @.1)

yed(x) yelBx) -Fostx ¢

0 < f{x,y) para cada (x,y)€A, (22)
J(x.y) £ ¢(x,y) para cada (x,y)e4, (2.3)
donde s es llamado fuente, t sumidero, y los restantes nodos son llamados

intermedios.
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La ecuacion (2.1) es llamada de conservacion de flujo, la desigualdad (2.2)
es llamada restriccion de no-negatividad y la (2.3) es \lamada restriccion de
capacidades. Si (x,y)eA, el valor f{x,y)=f_ puede ser interpretado como la cantidad
de algun producto que es enviada de x a y, a través del arco (x.y). Si las
capacidades de los arcos son infinitas, esto es, si eliminamos la restriccion (2.3)

en la definicion de flujo, se dice que el flujo es sin capacidades.

La definicion anterior se puede generalizar cuando existen en la red multiples
fuentes y sumideros [Ford and Fulckerson, 1962]. Sea (N,4) una red arbitraria,
supongamos que N es particionado en tres subconjuntos: S (fuentes), R (nodos
intermedios), y T (sumuderos). Un flujo con capacidades de S a T es una funcién

real no negativa f definida sobre A que satisface

Z Jxy) - Zf(y.x) = (0 paraxeR,

yedix) y€eB(x)

0 < fixy) s clxy) para (x,y)eA

con valor de flujo

F=2 flay) - 2,

(x.p)e(SA(x)) (rx)e(B(x).5)

donde (S, A(x)) 2{(x.y): xeS8, yeA(x)} y (B(x).5)a{(y.x): xS, yeB(x)}.

No obstante esta generalizacion, se puede transformar cualquier problema de
flujos sobre una red conteniendo dos conjuntos S, T de fuentes y sumideros,

respectivamente, en un problema de flujos donde se tenga solamente una fuente
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y un sumidero, lo cual se ilustra a continuacion.

Si extendemos la red (¥,4) a una red (N,4,) adjuntando dos nodes s, , 1, y
todos los arcos (s, 3), (7, ¢,) y extendiendo la funcidn capacidad ¢ definida sobre
A a c, definida sobre A4, por

C(S,%) = o, six € 8,
c,(x1,) = o, sixe T

2

c(xy) = c(x.y), si(x,y) € 4.

De esta manera, la restriccion fde un flujo f, de s, a 1, en (N, 4,) es un flujo
de § a T en (N,A). Reciprocamente, un flujo f de S a 7 en (N.4) puede ser

extendido a un flujo £, de 5, a #, en (N_.4,) definiendo

fs. %) = 2 /) ~ 2 fx) six e S,

yeA) yeBkx)

£t = LS - ey  sixe T,

y€B8ix) yeA(x)

Jxy) = fixy) si xeR.

En consecuencia, cualquier problema de flujos sobre una red conteniendo dos
conjuntos S, T de fuentes y sumideros, respectivamente, lo podemos transformar

en un problema de flujos donde se tenga solamente una fuente y un sumidero.
2.4 Clasilicacion de los Problemas de Flujos en Redes

Generalmente se distinguen dos clases generales de problemas de flujos en
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redes [Assad, 1978]:

i).- Problemas en andlisis de redes. En este tipo de problemas se analiza una
configuracién de red especifica para encontrar el patron de flujo éptimo con
respecto a alguna funcion objetivo. Por ejemplo, podriamos querer maximizar
el flujo total de un producto en un problema de fluyjo maximo, o minimizar
los costos de satisfacer un conjunto dade de requerimientos en problemas de
costo minimo.

ii).- Problemas en disefio de redes. En este tipo de problemas buscamos una
configuracion de red optima que satisfaga un conjunto dado de requerimientos.
Podriamos, por gjemplo, satisfacer estos requerimientos instalando capacidades

sobre la red, y buscar mimimizar ¢l costo total de instalacion.

2.5 Flujos Multiproducto en Problemas de Analisis de Redes

Si ahora suponemos que podemos asociar a A con el conjunto R, el conjunto
de vectores de dimensidn 7 con componentes reales no negativas, el concepto de
flujo se modificara al concepto de flujo multiproducto (flujo T-producto), como

se vera a continuacion.

Sea (N,A4) una red con N = {x,, x,...x,} y A = {1,2,....m}. Supongamos que
en la red se especifican 7 parejas de nodos, denotados por (s,f°), como parejas
fuente-sumidero asociadas con cada uno de los 1=1,... ,T’ productos. Para cada t

denotemos
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Fix.x) =17, el flujo del producto t sobre el arco (x,x),

F*® = el valor del flujo a ser enviado de s7 a f°,

Un flujo multiproducio sobre el arco (x,x) es un vector de flujos
SGpx) =(f(x,x).f(%,%),...f (x,%)), tal que para cada 1=1,...,7, f*(x,x,) satisface

(2.1)-(2.2) [Assad, 1978]. Esto es,

SR T
F~ o,six s

Zf‘(x,,x,) - Zf’(x,,x)= 0 Lsim#st e (2.4)

xed(x) x€Bfx) FT e om— "

0 < f'(x,x); para cada (x,x)€A. (2.5)

Definamos, para cada 1, el vector columna f* = (f*,.f",...f 5, ) tal que para
cada k=1,..n; f7, es el flujo del producto 1t sobre el arco keA. Denotemos la
malriz de incidencia nodo-arco de (N,4) como la matriz E = (¢,) de dimension

nxm, cada renglon asociado con un nodo y cada columna asociada con un arco,

definida por

+1, si el nodo asociado al renplon ¢ es ¢l extremo micial del srco asociado con la columna J.

ey — -1, 31 ¢l noda asociado al renglon 1 & ¢l extremo final del arco asociado con la columna .

0 s cl nodo asociado al renglon 1 no ntide en ¢l areo asociado con la columna ;.

Denotemos por g° al vector columna de dimension 7 con entradas 1 y -1 en
los lugares correspondientes a s* y {7 respectivamente y ceros en los restantes
lugares y sea 6" = F "g". Con esta notacion tenemos que las ecuaciones (2.4) y

(2.5) se pueden escnibir para cada producto T de la forma:
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Ef‘t — F Tgl' bt

0<f’,

donde 0 es el vector columna nulo en el espacio R™.

El problema general de flujos multiproducto puede establecerse [Assad, 1978]

como;
Min  Z(f' £2. 1) (2.6)
5. a
Eff= b, 2.7
0<f", (2.8)
S S%fT) 20, (2.9)

donde Z es una funcidn objetivo general (posiblemente no lineal) y ¢ es un vector

de restricciones adicionales impuestas en los flujos.
2.5.1 Problemas Lineales de Flujos Multiproducto

Los problemas lineales de flujos multiproducto se distinguen por asignar un
costo lineal al flujo de cada producto sobre cada arco. Mediante la siguiente
asignacién se obtiene el conocido problema multiproducto de costo minimo con

capacidades,

Z = 2RSS =2 - e <0,

G W 2

donde c=(c;, ¢, ....c,, ) con ¢, como la capacidad del arco £y x=(x%,,K"5...,k%,) con
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x*, como el costo por unidad de flujo del producto T en ¢l arco £

En otras palabras, ¢l problema multiproducto de costo minimo con

capacidades puede ser escrito como:

Min Z = DS ° (2.10)

El problema (2.10) ha sido muy abordado en la literatura, siendo imposible
mencionar todos los trabajos que tratan este problema en la Teoria de Flujos en
Redes. Sin embargo no podemos dejar de mencionar hibros tales como el de
Ahuja, Magnanti and Orlin [1993], Bazaraa, Jarvis and Sherald: [1990] y
Kennington and Helgason [1980], los cuales proporcionan un amplio analisis del
problema. Asimismo, articulos de recopilacion de informacion tales como el de
Assad [1978] y el de Kennington [1978]. Recientemente algunos investigadores
han empezado a utilizar el enfoque de puntos interiores para resolver el problema
de flujos multiproducto de costo minimo, uno de los trabajos mas recientes

desarrollados con este enfoque es ¢l articulo de Kamath y Palmon [1995].
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2.5.2 Problemas No Lineales de Flujos Multiproducto

El problema no lineal de flujos multiproducto se distingue por una funcién

objetivo no lineal sobre los flujos. Mas especificamente, denotemos por

f=2F

1,7
el vector flujo total. Z es usualmente una funcion del flujo total £ (de tal forma

que podemos escribir Z(f) en vez de Z(f', f%,..f7)). Algunas veces Z(f) se separa

como:

Z() = 2Z4f)

k—Y,..m
donde f; es el flujo total sobre el arco £y Z,(*) la correspondiente funcion de

costo no lineal, la cual es una funcion solamente del flujo total sobre ese arco.

El problema de flujo multiproducto no lineal en su caso general, puede ser

establecido como

Min Z(f) (2.11)

=2 (2.12)

=1,...T
Eff= b%t=1,.T (2.13)
0<f <c1-1,.,T (2.14)

Uno de los problemas de flujos multiproducto no lineales es el definido por

la siguiente funcién
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ZH = ZZk(ﬁ) (2.15)

k-1,.m
donde Z,(f,) = 0 si =0,y Z{f) = a, + Bfi st f, >0, y las componentes de f son
enteras, donde o, representa ¢l costo fijo (carga fija) de construccion del arco £,
y B, representa el costo por unidad de flujo sobre el arco 4. Este problema es
llamado el problema de la carga fija y ha sido resuelto para 1=1 por algontmos
de tipo branch and bound [Reagsdale and Mckeown, 1990, 1991; Jensen and
Barnes, 1980; Hu, 1969] los cuales son de complejidad exponencial [Garey and

Johnson, 1979).
2.6 Flujos Multiproducto en Problemas de Disefio de Redes

Supongamos que tenemos un conjunto de nodos N = {x,x,...x, }. En los
problemas de disefio de redes se tiene que el conjunto A son fodos los arcos
posibles que pueden existir entre los nodos de N y se busca encontrar los arcos
de la red que minimicen un criterio de costo total. Cuando el criterio de costo
involucra a las capacidades de los arcos como variables independientes el

problema de disefio es llamado problema de sintesis.

El problema del diseio de red dptima con capactdades se formula [Minoux,
1989; Ahuja, Magnanti and Orlin, 1993] como un problema de carga fija, esto es,
Min Z(f) (2.11)

s. a
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f=2f (2.12)

.7
Eff= b5 1=1,.,T (2.13)
0<f < ¢ 1-1,..T (2.14)

donde Z(f) = ZZ,?(I;), ZLf)=0si f=0y Z(f) = a, + B st >0, las componentes

k=1,..m
f son enteras, y ¢' es un vector columna de dimenstdon m, el cual representa la

capacidad sobre la red, para el producto .

El problema pertenece a la clase de problemas "NP-hard" [Johnson et @/,
1978]. Entre los algoritmos que lo resuelven existe uno que da una solucién
exacta para el caso sin capacidades [Minoux, 1989], basado en un método branch
and bound, y también un algoritmo de aproximacion de complejidad polinomial

basado en un método de aproximacion primal-dual [Goemans ef al, 1994], para

=l
2.6.1 Un Caso Especial del Problema de Disefio de Red Optima

Sea (N,A) una red de tal forma que N={x, X»... X, X1 Xa} ¥ A={(x,X):
i=1,..m; j=m+l,. _n}, entonces (N,4) es llamada red bipartita compleia. La red
(N,A) es bipartita en el sentido que N esta dividido en los subconjuntos S={x,.
X,...x,} de fuentes y 7={x,_.,, x,,»..X,} de sumideros (note que N=SUT y R=¢,
el conjunto de nodos intermedios). La red (N,4) es completa en el sentido de que

todos los arcos posibles estan presentes.
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Sea (N,A4) una red bipartita completa con fuentes § y sumideros 7, con flujos
enteros no negativos. Asociemos con cada x€ S un numero entero no negativo a(x),
que significa la oferta de un producto en x, y con cada x&7 un nimero entero no
negativo b(x), que significa la demanda del mismo producto en x. Por lo tanto, el

valor del flujo que sale de S es, a 1o mas,

2.a),

xe§

y el valor del flujo que llega a T’ es, al menos,

> ).

xel

Esto es,

Zhty < 2ftex) < 2aw.
xel xeS

(xx)eET)
Diremos que la red es balanceada si cumple que las demandas del producto sean

iguales a las ofertas, esto es, s1 satisface la condicion:

Do) = af).
xeT x€8

Por otra parte, la ecuacion de conservacion (2.1) y la no-negatividad del flujo
(2.2) nos lleva a las siguientes tres condiciones sobre las redes bipartitas completas

con ofertas-demandas.

Zf(x,,x}) = af(x), para cada x,€S, (2.15)

xel

Dftex) = bx); para cada xeT, (2.16)

x€eS§



20
0 £ fix,x); para cada (x,x)€A. (2.17)

De esta manera, el flujo fde S a T en (N,A) puede ser extendido a un flujo £,
de s, a ¢, en una red extendida (N,4,) defimendo
fAs, x) = a(x); para cada x,€5,
filx, 1) = b(x), para cada x,eT,
fAx, .x) = f(x,x); para cada (x,x)e(S.7).
En consecuencia podemos considerar cualquier problema de red bipartita completa

balanceada con ofertas-demandas, como si tuviera una sola pareja fuente-sumidero.

En la hiteratura revisada se encuentra un algoritmo polinomial que resuelve el
siguiente problema de disefio de redes, para el caso en que los flujos son enteros
[Alvarez y Guardado, 1992]: "Dada una red bipartita completa balanceada (N,4),
se quiere encontrar el nimero minimo de arnistas, asi como las magnitudes del
flujo que deben asociarse a ellas, con la condicion adicional de que dichos flujos

no excedan cierto valor entero F,, determinado por un criterio minimax".

Considero de gran importancia el mencionar que algunos de los vocabios
utilizados en la Teoria de Flujos en Redes, crean ambigoedad, por ejemplo,
algunos autores se refieren a la palabra arco como sinénima a las palabras arista,
enlace. Por lo cual, en nuestro contexto, el resultado de Alvarez y Guardado

[1992] mencionado anteriormente es valido para arcos, en lugar de aristas.

El trabajo de Alvarez y Guardado [1992] se basa en un resultado previo de
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Guardado [1982] en el cual se resuelve el siguiente problema de sintesis: calcular
la minima capacidad entera F, sobre los arcos de una red con flujos enteros. El
valor F, ofrece uniformidad a los flujos sobre los arcos de la red, esto es, ofrece
la capacidad minima de tal forma que los flujos sobre los arcos de la red no
difieran mucho. El tener flujos uniformes o balanceados sobre la red, asegura que

la satisfaccion de la demanda de un sumidero no depende mucho de una sola

fuente.

Ahora bien, Alvarez y Guardado [1992] no demuestran la optimalidad del
algoritmo que proponen para resolver el problema planteado. Por otra parte, no
formulan un problema mas general, como considerar flujos multiproducto o una
red arbitraria, no necesariamente bipartita. En consecuencia este problema puede

ser visto desde un punto de vista mas general.
2.7 Definicion del Problema de Investigacion

Sea (N,A) una red uniproducto cualquiera con flujos enteros no negativos,
donde N={x, x,..x,}, A={1,2,..,m}, fuente s y sumidero ¢ El problema de
encontrar el numero minimo de arcos, asi como las magnitudes del flujo que
deben asociarse a ellos satisfaciendo que la oferta de la fuente s es igual a la
demanda de! sumidero f, con la condicién adicional de que dichos flujos no

excedan cierto valor entero /), en cada uno de los arcos, puede formularse de la

siguiente manera.
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Primero, obsérvese que para minimizar el numero de arcos, debemos hacer
que el flujo sea cero en el mayor nomero posible de arcos en la red, o
equivalentemente, debemos permitir que el flujo sea positivo en el menor numero

posible de arcos.

Por otra parte, podemos observar que para cada (x,x,)€4 se tiene lo siguiente:
s1 f{x,x)>0 entonces[f(x,x))/ FyFl, y si fix,x)=0 entonces |}(x,x)/ F, =0,

donde [x] rcpresenta el menor entero mayor o igual que x. Por lo tanto, el
problema uniproducto P de encontrar el nimero minimo de arcos en una red lo

podemos representar matematicamente como:

Min er(x,,x})/f?ﬂ

(xx)ed

b, six s
2A00x) = 2fixx) = {0, 5 DEE (P1)

x€A(x) x€B(xy b sl x

0 < f{x,x,) para cada (x,x)€4, (P2)
Jtx,x) < F, para cada (x,x)€4, (P3)

donde b es la oferta (demanda) de la fuente (del sumidero) s ().

Observemos que el problema uniproducto P pudiera ser considerado como un
caso particular del problema del disefio optimo de redes (2.11), seleccionando

o,=1, B=0, cota F, y 1=1. Por lo tanto, el problema P no puede ser resuelto
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exactamente por los algoritmos anteriormente mencionados, ya que el d¢ Minoux
[1989] es para el caso sin cota y el de Goemans [1994] es de aproximacién. Esto

es lo que favorece al trabajo de Alvarez y Guardado [1992].

Ahora bien, el problema P puede ser generalizado cuando defimimos en la red
(N.4) un flyjo multiproducto de la siguiente forma. Supongamos que tenemos un
flujo de T productos sobre la red con parejas fuente-sumidero (s%,¢°) para 1=1,...

,T; asociadas con los T productos. Observemos que para cada (x,x))€4 se tiene lo

siguiente:

si Zf'(x,x) > (0 entonces

y si Zf‘(x,,x) = 0 entonces

v 1.7
[0y | = o
) T daend
Por lo tanto, el problema multiproducte PP de encontrar el nimero minimo de

arcos en una red lo podemos representar matematicamente como:
Min 2 [ 2 1206
(xx)ed v1.,,T .7

5. a.

b,t ux s
Z/r(xpx,) = Zfr(x,,x}) = { 0, six®s.t

xedix) x€Bix) BT 5w fF
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0 < f'fx,x); paracada (x,x)ed
f(x,x) < Fy', para cada (x,x)€A,
donde 5° es la oferta (o demanda) de la fuente (0 sumidero) s° (o ¢*), para cada

w=1....

En forma compacta podemos escribir el problema multiproducto PP de la
siguiente forma;

Min 2, [ 2 /2F)]

L., =1, T T laiasd

s.a
Ef*=b" (PP1)
0<f* (PP2)
e I (PP3)

donde E es la matriz de incidencia nodo-arco de (N,4) de dimension nxm, b" es
el vector columna de dimension m de componentes con valores b7, -67 en los
lugares correspondientes a s” y #* respecttvamente y cero en los restantes lugares;

F,/=(F,), Fy, . Fp) dedimension my f*=(f"f s...f T ).

Los problemas uniproducto P y multiproducto PP no han sido abordados en
la literatura en su forma general, por lo que es conveniente empezar a
investigarlos. Se dispone de un algoritmo que resuelve el problema uniproducto
P para redes bipartitas completas [Alvarez y Guardado, 1992], aunque en su forma

original no se formula el problema de esta manera ni se demuestra la optimalidad.
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El objetivo de este trabajo de tesis es i).- demostrar la optimalidad del
algontmo que resuelve el problema uniproducto P para e! caso de redes bipartitas
completas [Alvarez y Guardado, 1992], ii).- resolver el problema multiproducto

PP para redes bipartitas completas, dejando la linea de investigacion abierta para

abordar los problemas mas generales.



CAPITULO 3

UN ALGORITMO POLINOMIAL QUE MINIMIZA EL NUMERO DE
ARCOS EN UNA RED BIPARTITA COMPLETA CON FLUJOS

UNIPRODUCTO BALANCEADOS
3.1 Introduccion

En el presente capitulo se analiza el siguiente problema de flujos uniproducto
en redes bipartitas completas dirigidas: Determinar el numere minimo de arcos,
asi como las magnitudes del flujo que debe asociarse a ellos, para que se
satisfagan las demandas de los sumideros, pero con la caracteristica adicional de
que dichos flujos no excedan cierta capacidad F, determinada por un criterio
minimax. El cnitertio minimax es el calculo del minimo entre todos los maximos

flujos posibles que se les puede asignar a cada uno de los arcos.

La cota F, le imprime caracteristicas especiales al problema, garantizando
uniformidad en los flujos asociados a los arcos. Si bien dicha cota pudiera
considerarse una capacidad de paso, los algoritmos clasicos de transporte con
capacidades no son utihizables aqui, ya que su objetivo es minimizar costos y no

el nimero de arcos. En el Apéndice A, se da un ejemplo donde la solucion dada

26
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por el algontmo clasico de transporte a capacidades no contiene el numero

minimo de arcos.

El problema que se propone es de gran aplicacion practica en problemas de
sintesis de redes de comunicacion y de transporte, por lo cual se considera

importante desarrollar un algoritmo que encuentre su solucion.
3.2 Formulacion del Problema

Sea (N,4) una red bipartita completa dirigida donde N representa el conjunto
de nodos y 4 el conjunto de arcos que enlazan dichos nodos. Sean N=X"UX,
|N|=n, |X |=m, X'nX = ¢y A=X"xX; donde |I| representa el numero de
clementos del conjunto [, Definamos en X una funcion entera no negativa a(x)=a,
que representa la magmtud de la oferta de cierto producto en la fuente x,.
Similarmente, definamos en X una funcién entera no negativa b(x)=b que
representa la magnitud de la demanda de dicho producto en el sumidero x,.

Supongamos que se satisface la ecuacion de balance, esto es,

Dafx) = 2bix).

xeX xeX

Definamos sobre 4 una funcion entera no negativa f{x,x) (f, en el caso de
saturacion de subindices) que representa el flujo de dicho producto desde el nodo
x, hasta el x, de tal forma que se cumplan las ecuaciones de¢ conservacion de flujo.

Esto es, en el contexto del presente trabajo, un flujo que satisface las ecuaciones
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de conservacion de flujo es uno que satisface las siguientes restricciones:

Z fix,x) = a(x); para cada x,e X (3.1)
reX

z fix,x) = b(x); para cada x, €X' (3.2)
xeX

0 < f{x,x) para cadax,cX'y cada x,eX. (33)

En la literatura revisada [Guardado, 1982] esta resuelto el problema de
encontrar el valor minimo F, de cierta funcion F de valores enteros, tal que para
cada red (N,4,), 4, < A, que satisface (3.1)-(3.3), determina el maximo valor de

flujo entre todos los arcos, es decir,

Fy = Minimo {F(4,}, donde F(4,) = Méximo f{x,x), 4, € A.

HGE B (x)ed;
El algoritmo que se utiliza para obtener el valor de F, puede verse en el Apéndice

B y un ejemplo de su célculo en el Capitulo 5.

Sean £ la matriz de incidencia nodo-arco asociada a (N, 4), f el vector
columna de flujos-arco de dimension A | definido por f & Frisny » Figuig v fig
s Joimety r Jaimr) soees Jom seves Tongmo 1) Jongemr 2y »-eifmn)> B €l vector columna de ofertas-
demandas de dimension n definido por & & (a4, , 4, .....a,, .-, "Bz veob,). De
esta forma las restricciones (3.1)-(3.3) las podemos escribir como

Ef=b (3.4)

0<f (3.5)
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o en forma compacta, podemos definir
F={f Ef=b0<f} (3.6)
Asi, el valor F, , lo podemos representar por

Fy = Minimo {Maximo f, }.
fe &

Observemos que de esta manera, F:R™™ —>R’ tal que para cada f € &,

F) = Maximo f{x,x) y F,=Minimo {F({)}

Ahora bien, sea
Fo={ Ef=b,0<fSF,}, 3.7
donde F, es el vector columna de dimension m(n-m) cuyas componentes son todas
ignales al valor F, Es facil comprobar que ##$ (se vera después como la
solucion dada por el Algoritmo 1 es un elemento de ;). Se desea encontrar
Jo € F, 1al que,

| fo!™= Minimo { f *}

fed

donde |x|” indica la cantidad de componentes positivas del vector x.

Podemos observar que a cada f,e.#, le podemos asociar una subred
(NAY=(NA) de tal forma que (x,x)e4, s1y solo si fi{x,x) > 0, y viceversa. De
esta manera, si encontramos el vector solucidn f, € &, encontramos la red (N,4,)
asociada a €l que utiliza la menor cantidad de arcos, asi como sus flujos

correspondientes. La anterior red sera denotada por (NAyF;). La siguiente
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proposicion nos ofrece un contador del numero de arcos con flujos positivos en

una red.

PROPOSICION 3.1 Para cada f € %, la cantidad de flujos-arco f{X,x)>0 esta

dada por la suma Z |-f(x,,x))/ F, ,,—|.

JSixx)ef

DEM: Para cada f{x,x)&f se tiene que fx,x)<F,, esto es, f(x,,x)/ F<1. Por lo
tanto, para cada fx,x )ef se tiene lo siguiente: si fix,x)>0, [fx,x)/F, |1 y si

Jx,%)=0, D(x,x)/FO_FO. [ |

En consecuencia, nuestro problema consiste en encontrar f, € #, donde

| fl" = mind X [ )75, 3. (3.8)

fe#h fixxjef
En otras palabras, el problema consiste en minim:zar la funcion de valores enteros

(3.8) y que por comodidad llamaremos problema uniproducto P.
3.3 Solucién al Problema Uniproducto

3.3.1 Definiciones Basicas.

Primeramente formalizaremos un grupo de definiciones que seran utilizadas

frecuentemente en el resto del trabajo.

Una solucion factible para el problema P es cualquier red que satisfaga las
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condiciones del problema, sin ser necesariamente la 6ptima. Esto es, cualquier
fe F,puede considerarse una solucién factible del problema P, Llamemos (N, 4, F;)

la red asociada a f.

Una matriz de flujos M, correspondiente al problema P y a un flujo f, es la
matriz cuya celda (i)f) es f, . Diremos que una celda (/) de M esta ocupada si
f#0 y que esta libre si f=0. A la cantidad de celdas ocupadas de M la
llamaremos cardinalidad y la denotaremos por | M |*. Por consiguiente, si M es la

matriz de flujos correspondiente a una solucion factible f de P, se tiene que

IMi=1s1".

Un ciclo en M es cualquier sucesion de celdas de la forma (i,./);(i»f )i (ixj5)
v (didi(indy), y es la representacion sobre la matriz M del concepto de ciclo de
una red (ver Figura 1). Cada ciclo debera coniener una cantidad par de celdas
mayor o igual que cuatro. Una celda impar de un ciclo es una celda que ocupa

una posicion impar, y una par es una que ocupa una posicion par, en la sucesion

que define el ciclo.

(45-] nn

Figura 1. Representacion grdfica de
un ciclo en una red y en una matriz.
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Sea & un entero tal que 0<d<F), definimos un &-ciclo de redistribucién como
un ciclo sobre el que se realiza una redistribucién de cierta magnitud 8 de flujo,
restando 6 al flujo de las celdas impares y sumando 8 al flujo de las celdas pares.
Nétese que en la fila y columna donde haya celdas que estan en un 8-ciclo, deben
existir igual cantidad de celdas pares que celdas impares para que se satisfaga

(3.6). Para una ilustracion de ésta definicion ver la Figura 2.

DEMANDAS

21 15 | 11 |10 | 8

27 | 6" &6 6 6 |""3

o

£

E

R‘ls 6 6 5 2 0

T

A |14 6 3 0 2 3

s - (8.4
5 3T ——0 2

Figura 2. &-ciclo de redistribucion,
donde 52 y F;=6

3.3.2 Determinacion de la Solucion al Problema Uniproducto.

No es posible conocer a priori el valor minimo de (3.8), sin embargo, como
se dispone de una cota inferior [Guardado, 1982]
Ko=maxy 2 [a@ )/F,) X [b5,075) §.
x €X' x, €X
el proceso de busqueda de la solucién de P se hara en forma iterativa. Sin pérdida

de generalidad podemos suponer que
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Ky~ Zl_a(x, )/FO-L

x ex’
de no ser asi, intercambiamos las ofertas por las demandas y después de resolver

el problema volvemos a la situacién inicial y cambiamos la orientacion de los

arcos encontrados.

La solucion inicial de la cual partiremos puede obtenerse a partir del siguiente
algoritmo [Alvarez y Guardado, 1992], el cual llena por filas una matriz M, que

es asociada a una solucion inicial f e &,. El algoritmo es finito y de complejidad

polinomial O(mn).

ALGORITMO 1.
Consideremos que a(x, ), b(x, ), estan ordenados en forma no-creciente para cada
i=l..m, j=m+1{,...n.
PASO 1. Hacer
a™'(x, ) = afx,), para cada i=1,...m.

b'(x, ) = b(x, ), para cada j=m+1....n.

PASO 2. Calcular

a'(x,)=aw)-f .
bix ) = b(x)-f,,

donde A'(x; ) denota la demanda que queda en el sumidero x, (j=m+1,...n)



34

después de la construccion de la fila (i-1) de M, para i=2,..m y d'(x, ) la oferta

que queda en la fuente x, (i=1,...,m) después de hallar el elemento (j-/) de la fila

iconj=m+2,..n.

Observe que se tienen dos unicos casos: 1) Si | M, |* = K, entonces tomamos
fo =Sy el problema esta resuelto. 2) En caso de que | M, |* > K, la estrategia a
seguir sera la disminucion, de ser posible, del nimero de celdas ocupadas de M,
mediante d-ciclos de redistribucion que garanticen que el valor del flujo de
cualquier celda del ciclo no exceda el valor de F;,. El criterio de parada se dara

por la no existencia de tales ciclos.

Sea M, la matnz de flujos obtenida después de componer k£ d-ciclos de
redistribucién sobre M, . Los elementos de la matriz M, deberan satisfacer las
condiciones de f € #,y | My | "< | M, |". Para garantizar lo anterior los 8-ciclos de
redistribucion deberan tener las siguientes caracteristicas antes de realizar la
distribucion del flujo :

A1) En las celdas pares, sumarle 8 al flujo existente no debe exceder la magnitud
Fy.

A2) En las celdas impares, restarle § al flujo existente no debe ser negativo.
A3) La cantidad de celdas pares con valor de flujo igual a cero debe ser menor

o igual que la cantidad de celdas impares con valor de flujo igual a 3.



35

En lo que sigue, quedara implicito que un &-ciclo satisface Al, A2 y A3. Si
en A3 se cumple la desigualdad estricta el d-ciclo recibe el nombre de &-ciclo
disminuidor de celdas ocupadas (SCDCO), si se cumple la igualdad se
denominara o-ciclo parcial (6CP). De lo antenior se sigue que la realizacion de

un SCP mantiene el namero de celdas ocupadas en la matriz M,, mientras que un

dCDCO lo disminuye.

3 3.2.1 Bisqueda de d-ciclos.

En dependencia del  seleccionado y del valor de F), las celdas de M, pueden
clasificarse y marcarse univecamente de la siguiente forma:
celdas "+" : {(i)) . [, + 8 < Fyy f,- 8 < 0}.
celdas "-" : {(i,j) : [ + 8 > Fyy f, - 8 20},
celdas "£" : {(i,j) : f,+ 0 < F,y f, -8 2 0}.
celdas "@" : {(i)) . f, + 8> F,y f,-8 <0}
Distinguiremos con la marca adicional "&" a las celdas "+" tales que f, =0y con
"*!" alas celdas "-" o "t" tales que £, - & = 0. De lo anterior se tiene que, para un
valor & dado, las celdas "+" solamente podran ser celdas pares en los 8-ciclos; las

celdas "-", celdas impares, las celdas "+" pueden ser ambas cosas y las celdas "@"

no pueden pertenecer a ningun J-ciclo.

Llamaremos S5-tabla a la tabla que se obtiene a partir de M, al colocar en cada
celda (ij)e M, , la marca correspondiente (ver Figura 3). Teniendo en cuenta las

caracteristicas de los 8-ciclos resulta conveniente adoptar, en cada 0-tabla, las
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siguientes reglas de simplificacion:

1).- Si alguna fila (columna) de la tabla contiene exclusivamente celdas "+" y "@"
o celdas "-"y "@", entonces puede ser extraida de Ja tabla, pues en cualquiera de
los casos, mnguna celda puede formar parte de un d-ciclo.

2).- Si alguna fila (columna) de la tabla contiene exclusivamente celdas "-* (sin
considerar las celdas "@") y una tinica celda "t" en cuya correspondiente columna
(fila) solamente existen celdas "+", dicha fila y columna podran ser extraidas de
la tabla.

3).- Cuando una fila (columna) sea extraida de la tabla no se alterara el numero

de orden de las restantes y sera reincorporada a la tabla al variar el valor de 3.

DEMANDAS

21 | 15 | 11 | 10| 8

+

0|27 - |-} -t
F

E I R g [ N (T
E |19

Im-ts'f
5

stlsaa-

Figura 3. 5-tabla asociada a la matriz
de distribucion de la Figura 2, donde
o=2.

Estas reglas se aplicaran sucesivamente mientras sea posible y como resultado
obtendremos una &-tabla transformada que denotaremos por D(§) con la cual

trabajaremos en adelante. Observe que st en D(0) no existe alguna celda marcada
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con "*" podemos asegurar que para ¢se valor § no existe 3CDCO.

Supongamos entonces que en D(d) existe al menos una celda con la marca
adicional "*", Pongamos en correspondencia con D(8) un grafo dirigido y
marcado ¥=[2", 7,4 ] de la siguiente forma:

- El conjunto " lo formaremos con los nodos fuentes asociados a las filas de D(d)
y el conjunto I con los nodos sumideros asociados a las columnas.
- A cada celda (i,/)) € D(3) con marca "+" le correspondera el arco (x,X,); xel’,

X,€ &

- A cada celda (ij) € D(3) con marca "-" le corrrespondera el arco (x,x,); xel,

xel’,

- A cada celda (7j) € D(8) con marca "t+" le corresponderan los arcos (x,x) y
(x,x), XX, XX

- A las celdas "@" de D(8) no se les asociara algin arco de .

- Si la celda (/7)€ D(d) posee la marca "&" o "*" dicha marca sera trasladada al

arco correspondiente.

No es dificil verificar que hay una correspondencia biunivoca entre b y D(3).

Dada la forma en que fue definida la direccion del arco (x,x) en b en
correspondencia con la marca de la celda (7,), no es dificil notar que a cualquier
d-ciclo de la matriz M, le corresponde en el grafo $ un circuito con una cantidad

par de arcos no menor que cuatro,
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De acuerdo a como fueron asignadas las marcas adicionales "&" y "*" y
tomando en cuenta su significado, a un 3CDCO le correspondera en b un circuito
en el cual, la cantidad de arcos con marca "*" es mayor que la cantidad de arcos
con marca "&". Este sera llamado circuito disminuidor. A un OCP le
correspondera en & un circuito en el cual el numero de celdas con marca "*" es

igual al nimero de celdas con marca "&". Este sera llamado circuito parcial.

De esta forma, el problema de busqueda de los 8-ciclos puede realizarse a
través de la busqueda de tales circuitos en §. Esta se realizara sobre la base del
procedimiento Busqueda en Profundidad en grafos dirigidos [Szwarcfiter, 1984].
Por lo tanto, la busqueda de los 8-ciclos que conduzcan, si es posible, a disminuir
la cardinalidad de una matriz de flujos puede resumirse en el siguiente

procedimiento llamado busqueda de S-ciclos y que denotamos por B-3C.

PROCEDIMIENTO: BUSQUEDA DE 5-CICLOS (B-5C).

Dados una matriz M, un determinado valor de d y el indice k de la fila de M

que se analiza.

PASQO 1, Construir la d-tabla. Formar la lista L, de las celdas con marca "*" en
la fila k. Hallar D(3). Si la fila k fue eliminada ir al PASO 3. En caso contrario
construlr .

PASO 2. Seleccionar una celda (k,/) con marca "*" no analizada. Si no existe ir
al PASO 3. En caso afirmativo, buscar una trayectoria de x, a x; que no contenga

el arco (x,x;), mediante una bisqueda en profundidad con raiz x;. Si tal trayectoria
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no existe reiniciar el PASO 2. Si existe trayectoria, verificar si el circuito formado
por dicha trayectoria y el arco (x,x,) constituye un circuito disminuidor. En caso
afirmativo el procedimiento concluye redistribuyendo & unidades de flujo a través
del 8CDCO hallado. En caso de que el circuito no constituya un circuito
disminuidor se busca otra trayectoria de x, a x, y se repite el analisis. De no existir
trayectoria reiniciar el PASO 2.

PASO 3. Construir D(1). Si la fila £ no se encuentra en la tabla entonces no existe
un 1-CP y el procedimiento concluye. En caso afirmativo, construir el grafo
asociado a la tabla D(1), #', e ir al PASO 4.

PASO 4. Seleccionar una celda (k,s)eL, y buscar una trayectoria de x, a x,,
mediante una bisqueda en profundidad, que junto al arco (x.x,) forme un circuito
parcial. Si no existe un circuito parcial, eliminar esa celda de L, Si L,=¢, no
existe 1-CP y el procedimiento concluye. Si L ¢ reiniciar el PASO 4. En caso

de existir circunito parcial se realiza la redistribucién de © unidades de flujo a

través del mismo, donde

0= min{Fo - max{f,}, min{f;} } :

(1)) par (1)) impar

Hacer 6=06-0 y retornar al PASO 1.

La complejidad de este procedimiento es O(mn) la cual es determinada por la

complejidad de la basqueda en profundidad [Szwarcfiter, 1984]. La finitud del
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mismo se garantiza por ¢l hecho de que en una fila la cantidad de celdas marcadas
con "*" es finita al igual que e! numero de circuitos simples en un grafo. Este
procedimiento se utilizard reiteradamente y constituye la base del algoritmo

general de disefio que expondremos a continuacion.
3.3.2.2 Algoritmo General de Diseiio (AGD).

ALGORITMO

Dados el valor F,y la matriz de flujos M, asociada a un f* € &, obtenida
mediante ¢l criterio de distribucion del Algoritmo 1.

PASO i (i=m,. 1)
NIVEL 1.Sea P, = {f, >0,j=m+1,..n}.Si P,| = l_a, /F;l reiniciar el paso
para el siguiente valor de i. De otra forma hacer 6 = (min{f €P;} # F;) y pasar

al NIVEL 2.

NIVEL 2. Si d€P, ejecutar procedimiento B-8C. Si 8¢P, hacer 8=8+1, si 8<F,
recomenzar este nivel, de lo contrario reiniciar el paso para el siguiente valor de
i

NIVEL 3. Si existe 8CDCO reiniciar ¢l paso con el mismo valor de i. En otro
caso hacer §=58+1. Si1 8 < F, formar el conjunto P, y recomenzar el NIVEL 2. De

lo contrario reiniciar el paso para el siguiente valor de i.

La finitud del algontmo AGD se garantiza porque ejecuta un procedimiento
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finito (B-8C) a lo sumo (n-m) veces para valores de & menores a F,. Para el

analisis de la complejidad veamos la sigutente proposicion.

PROPOSICION 3.2 El algoritmo AGD es de complejidad polinomial O(m’n? ).
DEM: En cada fila i=m,....1, el algoritmo AGD ejecuta el procedimiento B-8C a
lo sumo (7#-m) veces para valores de & menores a F,. Ademas, el procedimiento

B-3C es de complejidad O(mn). Por lo tanto, la complejidad de AGD es del orden

O(m(n-m)mn), esto es, del orden O(m’n’ ).

3.4 Optimalidad del Algoritmo AGD

Primero observemos que cualquier d-ciclo puede "descomponerse” como una
secuencia de & l-ciclos, ya que si encontramos un &-ciclo, pudimos haber
encontrado & veces un I-ciclo. Luego, para ver que efectivamente el algoritmo

AGD resuelve el problema P, demostraremos el siguiente teorema.

TEOREMA 3.3 Sean A, B € &, donde &, es el conjunto de enteros no

negativos, tales que

(1) 0<a,,b, <K paracadai=/..m,y cadaj=1I,...n,

(2) Z a,= Z b, paracadai=l,..m;,

=l..n =h..n

3) Z a,= Z b, para cada j=1....n,

=1..m i=1,...m
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donde KeZ,. Entonces existe un conjunto fimito de 1-ciclos de tal forma que A
puede ser transformada en B .
DEM: Para transformar A en B procedamos como sigue.
1).- Si A = B la demostracion termina. S1 A#B, fijemos las celdas (p,¢) de A tales
que a,,= b, .
2).- Sea (k,]) una celda de A tal que b, > a, 20.
3).- Fiyyemos la celda (4,/).
Mientras b, > a,, 20 efectuemos el siguiente procedimiento de blisqueda de
1-ciclos:
Como b, > a, 20, entonces existe un 1 </, <n, [, # [ tal que
0<by <a,sK,
esto es, by, < K . Por lo tanto, restemos 1 a b, y sumemos 1 a b, .
Luego, existe al menos un valor 1 <k, <m, k, # k tal que
0<La,<b, <K
esto es 0 < b, . Por lo tanto, restemos 1 a &, .
Luego, existeun 1 </, < n, [, #1, tal que
0<by,<a,<K,
esto es, by, < K. Por lo tanto, sumemos 1 a &, .
De esta forma eventualmente se alcanza la columna /, pues en esta columna
se cumple que existe un &, # ktal que 0 < b, ,<a,, < K, esto es, b,, <K,
Por lo tanto, sumemos 1 a b,; Con esto encontramos el 1-ciclo buscado y

finaliza el procedimiento.



43

4).- Como b,, = a,,, nuevamente, vayamos a 1).

Esto termina la demostracion.

TEOREMA 3.4 (Teorema de la Optimalidad de AGD).

El algoritmo AGD resuelve el problema P.

DEM: Supongamos que existe un f; € F tal que | f, |'< |f,|*. Sean M,y M, las
matrices asociadas a f, y a f,, respectivamente, las cuales satisfacen las
condiciones del teorema 3. Por lo tanto, existe un conjunto de 1-ciclos tal que M,
puede ser transformada en M, contradiciendo la no existencia de &-ciclos al

aplicar el algoritmo AGD. Por lo tanto, | £, |* 2 |f,]", para cada f, € &,

En resumen, la obtencion de un vector f,e #, soluciéon del problema P se
realizara segin la siguiente secuencia:
ETAPA 1. Determinacion de la matriz M, correspondiente al vector inicial
f'e F, obtenido mediante el criterio de distribucién dado por el Algoritmo 1.

ETAPA 2. Aplicacion de AGD.

El resultado de la misma es un f, Optimo que constituye la solucion del
problema P. En consecuencia encontramos una red optima (N4, ;F,) que contiene

flujos balanceados y con niimero minimo de arcos.



3.5 Optimalidad Consistente del Algoritmo AGD

La solucion optima encontrada por el algoritmo AGD no necesariamente es
dnica, ya que depende del £ inicial y de la busqueda en profundidad. En el
Apéndice 3 podemos ver dos soluciones a un mismo problema. En particular,
AGD toma como solucion inicial la que encuentra el Algoritmo 1, pero pudiera
tomarse una encontrada por algun otro método. El siguiente teorema asegura que

se puede encontrar un conjunto de 1-ciclos que transformen una solucion en otra.

TEOREMA 3.5 Sea M, la matriz asociada a la solucién f, = (f%,) dada por el
algoritmo AGD. Sea f; = (f ‘y) cualquier otra solucidon con M, como matriz
asociada, entonces existe una secuencia de 1-ciclos de tal forma que M, puede ser

transformada en M, .
DEM: Aplicar el Teorema33aM,y M,
||
Puede observarse que en la aplicacion del Teorema 3.3 para demostrar el teorema

3.5, st M, es una matriz intermedia en la transformaciéon de M, a M, no

necesariamente se tiene que |M,|" = |M,|"+ M, *
3.6 Resumen

Debido a que los algoritmos existentes en la hiteratura no eran utilizables en
¢l problema formulado en este trabajo, fue necesario disefiar para el mismo,

algoritmos propios de solucion. Dado que no es posible determinar a priori el
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numero de arcos que tendra la red optima, y que se conoce una cota inferior para
este numero, la estrategia que se siguié fue proceder de forma iterativa a partir de
una solucion inicial al problema. Se fue disminuyendo el numero de arcos
utilizados, siempre que fuera posible, obteniendo de esta forma soluciones cada

VvezZ mejores.

Para lograr lo anterior se disefio el procedimiento B-8C, el cual realiza la
basqueda de ciclos que anulen el fluyjo de algin arco sin que se violen las
restricciones del problema Este procedimiento descansa sobre la base de la
Busqueda en Profundidad en grafos dirigidos. El algoritmo AGD, también
disehado aqui, se encarga de decidir cuando debe ser utilizado dicho
procedimiento y su entrada es la matriz deflujos de la solucion inicial de que se
dispone, asociada al vector inicial £°, asi como el valor F, que acota los flujos.
Todos los algoritmos y procedimientos creados son finitos y de complejidad

polinomial.

Por otra parte, se demostro un teorema que afirma que una matriz de flujos
correspondiente a un problema P, puede transformarse en otra matriz de flujos
correspondiente al mismo problema. Con esto se garantiza la consistencia del
algoritmo AGD, en el sentido de que dada cualquier solucion del problema P
existe un conjunto de 1-ciclos que pueden transformarla en la solucién obtenida

por el algontmo AGD.



CAPITULO 4

UN ALGORITMO POLINOMIAL QUE MINIMIZA EL NUMERO DE
ARCOS EN UNA RED BIPARTITA COMPLETA CON FLUJOS

MULTIPRODUCTO BALANCEADOS

4.1 Introduccion

En este capitulo se investiga y documenta un problema de flujos

T t——
multiproducto sobre redes bipartitas completas. El objetivo es determinar el
nimero minimo de arcos, asi como las magnitudes de flujo de cada producto que
deben asociarse a ellos, para que se satisfagan las demandas de los sumideros,
Adicionalmente, en cada arco el valor del flujo para cada producto ¢ esta acotado

por un valor F; determinado por un criterio mini-max. La cota F; garantiza

uniformidad en los flujos correspondientes al producto 1.

4.2 Formulacion del Problema

Sea (N,4) una red bipartita completa dirigida donde N es el conjunto de nodos
y A el conjunto de arcos que enlazan dichos nodos. Sean N={x,x,...x,,

Koo Xnts X ={XpX000X, ), X={X,., 50X}, luego N=X'UX', N =n, X' =m,

46
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X'nX = ¢ y A=X'xX". Asociemos con cada x,€ X' un vector fila de dimension 7,
denotado por a(x,) Aa;= (@', ,...a",,..,a",), cuya 1-ésima componente entera no-
negativa representa la magnitud de la oferta del producto T en la fuente x, para
cada t=/,..,T. Similarmente, asociemos con cada x,€ X" un vector fila de dimensién
T, denotado por b(x, ) ab,= (b',.....b" ,....b")), cuya t-ésima componente entera no-
negativa, representa la magnitud de la demanda del producto 7 en el sumidero x,

para cada t=1,....T.

Supongamos que la red esta balanceada, esto es, que se satisface la siguiente

ecuacion, llamada ecuacion de balance,

Yaf,) = Db, ),

x e X" x,eX
y denotemos @’ = (a”; ,...a", ) y b* = (b,., ,...b", ), donde a°, b, representan las

ofertas y demandas del producto 1 en los nodos x,, x,.

Definamos sobre A un flujo multiproducto £:4 — K", tal que a cada (x,x)eA
le asignamos el vector fila de flujos de dimension 7T,
J,.%,) 8 f; = (F' X)X ) ST @) = (e Ty e Ty)
cuya t-ésima componente entera no-negativa f”, representa el flujo del producto 1
desde el nodo fuente x, hasta el nodo sumidero x, luego f = (f; iy f 1 jmrz 10
Srmry) Jomz v on roS gty Sogmz) - Sma ). Supongamos que se cumplan las
ecuaciones de conservacion de flujo. En nuestro contexto, esto significa que el

flujo satisface:
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Zf(x, X, ) = a(x,); para cada x,€ X’ (4.1)
x, X
Zf(X, %, ) = b(x, ); para cada x € X’ (4.2)
xreX

0 < f(x, ., ); para cada x, X"y cada x, €X'. (4.3)

donde 07 es el vector fila nulo de R7.

Sea f el vector columna de flujos del producto 1 asociados a los arcos de la
red, esto es, f© A (7 . S Limez e 1 S 2oy S 2gmey v 2 o
L iz v T )s ueg0 f= (f'f % f 7). Sea E la matriz de incidencia nodo-arco
asociada a (N,4), la cual es de dimension nxm(n-m). Definamos el vector d* como
el vector columna oferta~-demanda de dimension n por d* 4 (@, ,a% ,....a%, .-b",,.,
bz 0e0-b", ). De esta forma las restricciones (4.1)-(4.3), las podemos escribir
como
Ef*=d7, para cada 1, (4.4)
0 £ f7, para cada T, (45)
donde @ es el vector columna nulo de R”™ En forma mas compacta las
restricciones (4.4) y (4.5) pueden escribirse comme,
Ef=4d, (4.6)
0</ (4.7)
donde f= (f"fnf 7). d=(d"d’...d") y O es la matriz nula de dimensién

m(n-m)xT. Mas aun, denotemos particularmente el siguiente conjunto

F=Ef=d,0<f) (4.8)
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Como vimos en ¢l capitulo anterior, para cada producto T podemos encontrar
el valor minimo F°; que determina el maximo valor de flujo del producto t entre
todos los arcos. Definamos F 7, el vector columna de dimension m(n-m) cuyas
componentes todas son iguales al valor F°; Por lo tanto, dada una red T-producto

podemos encontrar un 7-vector F, = (F'pF?,..,F",).

Ahora bien, sea
Fo={f . Ef=d, 0L f<F,}. (4.9)
Nuestro primer objetivo es demostrar que &, es no-vacio. Esto lo demuestra la

siguiente proposicion.

.PROPOSICION 4.1 Z, es no-vacio.
Dem: Aplicando el algoritmo AGD del capitulo anterior podemos encontrar un
[y, para cada 1, que satisface
EfeTd ¢
0/, S F7,.

Tomemos f = (f'y s 5 vref g ), ObVIAMENtE f & F,

Nuestro problema consiste en encontrar f, € &, tal que,

fo T=Minimo { f "}
fe &,

donde, f = (fl.(mt) Simrn ros fim fz,(mm lfz,(mz) S FYp m, (mr+1) lfn(ml) ’fm )s

Jg = (ﬁmz,(mu :f("h,(mz; e tf01 0 SO 0m01) rf(")z,(mz) 7"'xﬁ”'z,n r"zﬂ”’m.(mu) tf(”’u(ma
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wif0,,)'y x T indica la cantidad de componentes positivas del vector x. Notese
que en este caso las componentes son vectores. Equivalentemente, lo que estamos
buscando es la red asociada a f,, la cual tiene el menor nimero posible de arcos

con flujo positivo, o bien el mayor nimero posible de arcos con flujo cero.

Podemos observar que a cada f.e.#, le podemos asociar una subred
(NAJS(N.A) de tal forma que (x,x)€4; si y solo si fu; > 0, y viceversa. De esta
manera, si encontramos el vector solucion f,e &, encontramos la red (N,4,)
asociada a €l que utiliza la menor cantidad de arcos, asi como sus flujos
correspondientes. La anterior red sera denotada por (N, A, F, ). La siguiente
- proposicion nos ofrece un contador del numero de arcos con vectores de flujo

positivos en una red.

PROPOSICION 4.2 Para cada f € #, la cantidad de componentes flujo-arco £;>0

esta dado por la suma

2 ({2} {2t

Lef LT

DEM: Para cada ¢, j y 1 se tiene que 7, < F'%; , de donde se tiene que

Z/“r s
9
2 IS 4

T
0
4.7

entonces

{Qur (2F)} st

- I



por lo tanto, para cada f;€ f se tiene lo siguiente.

Si /7, > 0 para algin t, entonces

Q& @r )} -

—1..T

Si f7, — 0 para cada 1, entonces

{2, Y(2Fs)} ] =0

=1..T =1,...T

con lo cual se demuestra la proposicion.

Por consiguiente, nuestro problema consiste en encontrar f, € #; donde

= Min {2 F{Zf,}/{ZF 41} (4.10)

fe% fef =L..T I,
En otras palabras, el problema consiste en minimizar el funcional entero (4.10) y

que por comodidad llamaremos problema multiproducto PM,
4.3 Solucién al Problema Multiproducto

Primero que todo se presenta una definicion necesaria. Una matriz T-flujos M,
correspondiente al problema multiproducto PM y a una solucion factible £, es la
matriz cuya celda (i,)) es el vector fila £, de dimension T (ver Figura 4). Diremos
que una celda (i,j) esta hibre st f', —0 para cada 1, y diremos que esta ocupada si
J',#0 para algun £. Nuevamente, a la cantidad de celdas ocupadas la llamaremos

cardinalidad de M y la denotaremos por M . Por consiguiente, si M es la matriz

102112150
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de 7-flujos correspondiente a una solucién factible f del problema multiproducto

PM, se tiene que | M |"=|f|".

152119158 11/ 1028
1250 e _~Js a2 7
10l 2 o o/
S 148 62 5200 0% 3

5050 0% a2 0% 0

Figura 4. Distribucion de flujo donde
se encuentra la matriz T-flujos M,
para T=2.

4 3.1 Determinacion de cotas inferiores.

Recordemos que para el caso uniproducto, se dispone de una cota inferior para
el nimero de componentes positivas de f, esto es, del nimero de celdas ocupadas
de M, o bien, el nimero minimo de arcos que se necesitan para distribuir el

producto, dada por Guardado [1982]

E,= Max{ 2 [a )/F, | 2 b, )l F, | }

Por lo tanto, para el caso de una red 7-producto podemos encontrar un 7-vector
K,~(K'y ..k’ ....K",) donde K%, representa la cota inferior para el numero
minime de arcos que se necesitan para distribuir el producto t. Un resultado es la

siguiente proposicion, la cual nos ofrece una cota para el numero de arcos en una
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red T-producto.

PROPOSICION 4.3 Una cota infertor para el problema multiproducto PM es

Ky = Ma.x{K",,}

=I..T
DEM: Como K*, representa una cota inferior para el nimero minimo de arcos que
se necesitan para distribuir el producto T, entonces para cada f € #, se tiene que
K, < f7|* < |f]|; para cada 1=1,...,T.

Por lo tanto,

K,,=Max{K,}<|f]*

t=)..T

Esta cota se puede refinar, como lo demuestra la siguiente proposicion.

+

PROPOSICION 4.4 Una cota inferior para el problema multiproducto PM mayor

que K, €s

donde (f;) © es la componente t del vector f,.

DEM: La solucién optima (f;) © al problema uniproducto tiene nimero de arcos

dado por |(f;) |”, para cada 1. Por lo tanto, para cada f € #, , se tiene que
K, < |6(h)°1" < |ff|* <|f *; para cada 1=1,...,T.

Esto es, para cada f € &, , se tiene que



54

Ky sMax{ ¢f)°1'} <IsI*

=1.,T

En el capitulo 5 se encuentra un ejemplo donde este valor de K no se alcanza,
4.3.2 Solucion para 7=2,

Sean f', , f*, soluciones optimas, dadas por el algoritmo AGD del capitulo
3, para los productos 1 y 2 respectivamente. Como vimos anteriormente,
[ =" e Fy Sean M, , M, las matrices de ﬁujos de dimension mx(n-m),
asociadas a f '0 y f?, respectivamente. Luego, la matriz 2-flujos M asociada a f*
es aquella en que cada celda (ij) esta formada por el vector (f ’,j o "g ).
Observemos que si | M | "=K, entonces la solucién al problema biproducto PB,

esto es T'=2, es £, de otra forma, procedamos a encontrarla.

Para resolver el problema biproducto PB vamos a transformar la matriz M de
tal manera que M transformada tenga el nimero minimo de celdas ocupadas, o
bien, un numero maximo de celdas libres. El procedimiento de transformacion de

M involucra la transformacion de M, y M,.

Sean C, y C, los conjuntos de celdas libres de M; y M, respectivamente,
podemos observar que si (C; € C,) v (C, c C,) entonces | M | =K, y la solucién

al problema es f*. El problema general se da cuando (C; & C,) A (C, & C)). Por
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lo tanto, necesitamos un procedimiento de busqueda de la solucion al problema.
Dada la matriz M, la matriz transformada de M, sera denotada por #r(M,), y su
conjunto de celdas libres sera denotado por #(C, ). El procedimiento que se

propone seguir es el siguiente.

PROCEDIMIENTO DE ACOPLAMIENTO

1).- Transformar M, hasta que #(M, ) sea de tal forma que r(C; ) = C, . Si esto
¢s posible, la matriz transformada de M, #r(M), tiene en cada celda (i) por
componente el vector (fo !, , f 2,, ), donde fi» /!, , 2,., son las componentes (i,j) de
las matrices r(M,) y M,, respectivamente. De esta manera, la solucion buscada
.es el f, asociado a #r(M ). Si no es posible, llamemos ( f,)’ al asociado a (M )
y entonces pasemos al siguiente inciso.

2).- Transformar M, hasta que t#(C, ) = C, . Si esto es posible, &r{M) tiene en
cada celda (i,/) por componente el vector (f’ g »J@?, ), donde f Yy s fo 2, son las
componentes (/,/) de las matrices M,y #r(M,), respectivamente. De esta manera,
la solucion buscada es el f, asociado a &r(M ). Si no es posible, lamemos ( f,)
al asociado a #r(M ) y entonces pasemos al siguiente inciso.

3).- La solucion al problema biproducto PB es f, = ( f,)’ donde ¢ se selecciona

de acuerdo a

(f) " =Min{ (£)" ", 1(f) ]}
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Sin pérdida de generalidad podemos suponer que queremos transformar M,,
ya que para transformar M, se procederia en forma similar. En el proceso de
transformacion de M, posiblemente aumente el numero de celdas ocupadas en M,
(si |M,|<|M,|), esto no importa porque el objetivo es aumentar el conjunto

interseccion de celdas libres de M, y M, .

La matnz M, sera llamada matriz transformable y M, sera llamada matriz fija.
Cada una de las celdas (ij))e M, se clastfican, conforme a las de M,, en una dnica
de las siguientes definictones:
celda no-operable: la celda (i) tal que f/, = f%, = 0.

.celda operable: la celda (i) tal que f?, = O

celda removible: la celda (i,)) tal que /', # 0 A f%, = 0.

Para una ilustracion de estas definiciones considere el ejemplo de la Figura 4, en
el cual la matriz transformable es M, ilustrada en la Figura S, y la matriz fija es

M,, ilustrada en la Figura 6.

st 15 |10 | 8 |8 | 2
17| 4 | 4 | 3| 4| 2
10| 4 | a | 2| 0o
s| a4 | 2| a3a|lolo
5| 3| 0| of 2]o0

Figura 5. Distribucion de flujos
uniproducto donde se encuenta la
matriz transformable M ,.
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sN\O| 21 | 15 | 11 | 10| 8
27| 4 | 6 |6 | 6| 5
19| 6 | 4|5 |4 o
14| 6 | 5 | 0|0 3
5(/5 | oo |o]| o

Figura 6. Distribucion de flujos
uniproducto donde se encuentra la
matriz fija M,

Para este caso particular las celdas de M, se clasifican, conforme las de M,, de la
siguiente forma:
_celdas no-operables: {(2,9), (3,8), (4,6), (4,7), (4,9)}.
celdas operables: {(1,5), (1,6), (1,7), (1.8), (1,9), (2,5), (2,6), (2,7), (2,8), (3,5),
(3,6), (3,9), (4,5)}.

celdas removibles: {(3,7), (4,8)}.

De esta forma, el procedimiento a seguir sera redistribuir, de ser posible, el
flujo de las celdas removibles hacia las celdas operables de M, , mediante 8-ciclos
de redistribucion que garanticen que el valor del flujo de cualquier celda del ciclo:

1) no exceda a F', y 2) no sea inferior a cero.

En ofras palabras, los 8-ciclos de redistribucion deberan tener las siguientes
caracteristicas antes de realizar la distribucion del flujo &:

R1) En las celdas pares, al sumarle & al flujo existente, éste no debe exceder la
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magnitud F', .
R2) En las celdas impares, al restarle 8 al flujo existente, éste no debe convertirse

en flujo negativo.

Notese que los d-ciclos con estas caracteristicas son similares a los utilizados
en ¢l algoritmo AGD. En lo que sigue, quedara implicito que un 3-ciclo satisface

R1 y R2. El &-ciclo de distribucién puede cumplir la siguiente caracteristica:

R3) La cantidad de celdas pares no-operables es menor o igual que la cantidad de

celdas removibles impares con valor de flujo iguai ad.

. Si el §-ciclo de distribucion cumple R3 se puede garantizar que no disminuya el

nomero de celdas no-operables.

En consecuencia, el procedimiento a seguir es equivalente a aumentar, de ser
posible, el nimero de celdas no operables en M,. Notese que las celdas operables
pueden estar libres, por lo que ¢s posible que en un momento dado el nimero de
celdas ocupadas en M, aumente, pero como anterniormente comentamos, esto no
tiene importancia. El criterio de parada vendra dado por la no existencia de &-

ciclos de distribucion en las celdas removibles.

Si el d-ciclo de distribucion cumple con R3, éste recibe el nombre de &-ciclo
no-disminuidor de celdas no-operables (SCNDCNQ). De lo anterior se sigue que

la realizacion de un SCNDCNO al menos mantiene el numero de celdas no-
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operables en la matriz M. Este tipo de ciclos son los que nos interesa encontrar.

4.3.2.1 Busqueda de 3-ciclos no-disminuidores de celdas no-operables
(6CNDCNO).
En dependencia del & seleccionado y del valor de F', , las celdas de M,
pueden marcarse univocamente de la siguiente forma:
celdas "&" : {(i,j) no-operable}.
cefdas "+" : {(i,j) operable o removible : f/, +3 < Flyy f', - 8 < 0}.
celdas "-" : {(i) operable o removible : ', + 8> Flyy f' - 82 0}.
celdas "=" : {(i)j) operable o removible : /7, + 3 S Fyy f', - § 2 0}.

- celdas "@" : {(i,/)) operable o removible : /' +8 > Fyy f', - § < 0}.

Distinguiremos con la marca adicional "*" a las celdas removibles "-" o "+"
tales que f 'y -0 = 0. De lo anterior se tiene que, para un valor § dado, las celdas
"&" y las "+" solamente podran ser celdas pares en los §-ciclos; las celdas "-",

celdas impares, las celdas "£" pueden ser ambas cosas y las celdas "@" no pueden

pertenecer a ningun d-ciclo.

Llamaremos &rtabla a la tabla que se obtiene a partir de M, al colocar en cada
celda (i,/))e M, , la marca correspondiente. Teniendo en cuenta las caracteristicas
de los d-ciclos resulta conveniente adoptar, en cada d-tabla, las siguientes reglas
de simplificacion:

1).- Si alguna fila (columna) de la tabla contiene exclusivamente celdas dentro del
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conjunto {"&", "+", "@"} 6 dentro del conjunto {"-", "@"}, entonces puede ser

extraida de la tabla, ya que en cualquiera de los casos ninguna celda puede formar
parte de un d-ciclo.

" u

2).- Si alguna fila (columna) de la tabla contiene exclusivamente celdas (sin
considerar las celdas "@") y una unica celda "£" en cuya correspondiente columna
(fila) solamente existen celdas "+" o "&", dicha fila y columna podran ser
extraidas de la tabla.

3).- Cuando una fila (columna) sea extraida de la tabla no se alterara el nimero

de orden de las restantes y sera reincorporada a la tabla al variar el valor de &.

Estas reglas se aplicaran sucesivamente mientras sea posible y como resultado
abtendremos una d-tabla transformada que denotaremos por D(d) con la cual
trabajaremos en adelante. Observe que si en D(8) no existe alguna celda marcada

con "*" podemos asegurar que para ese valor & no existe SCNDCNO.

Supongamos entonces que en D(8) existe al menos una celda con la marca
adicional "*". Pongamos en correspondencia con D(8) un grafo orientado y
marcado ¥ =[7",%",%] de la siguiente forma:

- El conjunto I* lo formaremos con los nodos fuentes asociados a las filas de

D(8) y el conjunto I con los nodos sumideros asociados a las columnas.

- A cada celda (ij)€ D(3) con marca "+" 0 "&" le correspondera el arco (x,x));

xel’, xel.

- A cada celda (7,/))e D(8) con marca "-" le correspondera el arco (x,x,); x€T,
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xEeT.

- A cada celda (i,j))e D(8) con marca "+" le corresponderan los arcos (x,x,) y
(x,x), €X', x el

- A las celdas "@" de D(d) no se les asociara algin arco de b.

- Si la celda (i,j))e D(8) posee la marca "&" o "*" dicha marca sera trasladada

al arco correspondiente.

No es dificil verificar que hay una correspondencia biunivoca entre 4 y D(9).
Esto es, cada 4 determina una unica tabla D(3) y viceversa, cada tabla D(d)

determina un unico grafo orientado .

Dada la forma en que fue definida la direccion del arco (x,x,) en b en
correspondencia con la marca de la celda (i,f), resulta evidente que a cualquier 8-
ciclo de distribucion de la matriz M, le corresponde en el grafo ¥ un circuito con

una cantidad par de arcos no menor que cuatro.

De acuerdo a como fueron asignadas las marcas "&" y "*" y tomando en
cuenta su significado, a un SCNDCNO le correspondera en 4 un circuito en el
cual, la cantidad de arcos con marca "*" es mayor o igual que la cantidad de arcos
con marca "&". Este sera llamado circuito no-disminuidor. Asi, cl problema de
busqueda de los §-ciclos puede realizarse a través de la busqueda de tales circuitos
en b, la cual se realizara sobre la base del procedimiento Busqueda en Profundidad

en grafos dingidos [Szwarcfiter, 1984].
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Por lo tanto, la busqueda de los 8-ciclos que conduzcan, si es posible, al
incremento del niumero de celdas no-operables puede resumirse en el siguiente
procedimiento llamado busqueda de &-ciclos no disminuidores de celdas no-

operables y que denotamos por B-8CNDCNO.

PROCEDIMIENTO: Biusqueda de O-ciclos no disminuidores de celdas no-

operables (B-0CNDCNO):

Dados un determinado valor de 8, una matriz M y la celda (k,/)e M que s¢ analiza:
PASO 1. Hallar D(3). Si la celda (&,/) fue eliminada quiere decir que para ese
valor de 9 y esa celda no existe un 8-ciclo de distribucion e ir al PASO 3. En
caso contrario, la celda (/) tiene marca "*", construir b ¢ ir al PASO 2.
PASO 2. Buscar una trayectoria no analizada en 4, mediante una bisqueda en
profundidad con raiz x,, de x, a x; que no contenga el arco (x,x; ). Si tal
trayectonia no exaste ir al PASO 3. Si la trayectoria existe, verificar que el
circuito formado por dicha trayectoria y el arco (x,x, ) constituya un circuito
no-disminuidor. Si lo es, entonces el procedimiento concluye redistribuyendo
O umdades de flujo a través del 6-ciclo hallado. Si no es un circuito no-
disminuidor, iniciar nuevamente el PASO 2.

PASO 3. Construir D(1). Si la celda (£./)¢D(1) no existe 1-ciclo, lo que
significa que el flujo de esa celda no se puede remover, y el procedimiento
concluye. En caso contrario, construir el grafo 4' asociado a la tabla D(1) e ir

a PASO 4.
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PASO 4. Buscar una trayectoria no analizada, mediante una busqueda en
profundidad con raiz x,, de x, a x; que no contenga el arco (x,x, ). Si la
trayectoria no existe, no existe un l-ciclo y el procedimiento concluye. Si
existe ir al PASO 5.

PASO 5. En caso de existir trayectoria, verificar que el circuito formado por
dicha trayectoria y el arco (x,X, ) constituya un circuito no-disminuidor. Si no
lo es, ir al PASO 4. Si lo es, se realiza la redistribucion de 8 unidades de flujo

a través del mismo, donde

6 = Min{F, - Max{/’, }, Min{f", 1}

(iy ) par (iy) impar

hacer 8 = § - @ y retornar al PASO 1.

La complepndad de este procedimiento es Ofmn) determinada por la
complejidad de busqueda en profundidad [Szwarcfiter, 1984]. La fimtud del
mismo se garantiza por el hecho de que en una fila la cantidad de celdas marcadas
con "*" es finita al 1gual que el nimero de circuitos simples en un grafo. Este
procedimiento se utilizara reiteradamente y constituye la base del algoritmo

generzal de disefio biproducto que expondremos posteriormente.

Puede observarse en los Apéndices A y C que las matrices de flujos M, , M,
asociadas a f,' y f,’ respectivamente, acumulan las celdas libres, generalmente, en

las ultimas filas. Por consiguiente, las transformaciones de M, seran en orden




descendiente, con respecto al indice de filas, empezando por la altima.

4322 Algoritmo General de Disefio Biproducto (AGDB).

ALGORITMO
Dados M, la matriz de flujos asociada a f,' , el valor ', y las celdas libres de M.
Paso i (i = m,. 1)
NIVEL 1. Sea P, = {f’/, : (i) es removible, j=m+1,..,n}. Si P, = ¢, reiniciar el
paso para el siguiente valor de i. En caso contrario hacer

8 =f'y=Min{f’, € P, }

y pasar al Nivel 2.
NIVEL 2. Ejecutar procedimiento B-SCNDCNO con entradas &6*, M, , (i.J).

NIVEL 3. Eliminar la celda (7/) de P, e ir al NIVEL 1.

PROPOSICION 4.5 El algoritmo AGDB es finito y de complejidad O(m’r?® ).
DEM: En cada fila i=1,...,m, el algoritmo AGDB ejecuta el procedimiento B-
SCNDCNO, ¢l cual es finito, a lo sumo (n-m) veces y este tiene una complejidad
de O(mn) . Esto es, a lo mas se realizan m(n-m) ejecuciones del procedimiento B-
SCNDCNO. Por lo tanto, el algoritmo AGDB es finito y su complejidad es del
orden O(m’n’ ).

Notese que en el algoritmo AGDB iniciamos, practicamente, de dos soluciones
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optimas uniproducto, para los productos 1 y 2, las cuales en conjunto constituyen
una solucion factible para el problema biproducto. Como disponemos de una cota
inferior del nimero minimo de celdas ocupadas para este problema, solo existen
dos posibilidades para esta solucion factible del problema biproducto: i) El numero
de celdas ecupadas coincide con la cota inferior, ii) El nimero de celdas ocupadas
no coincide con la cota inferior. En ¢l primer caso esa solucion factible seria la
solucion optima del problema biproducto, en el segundo caso se intenta mejorar

esa solucion.

Podemos observar que el algoritmo encuentra una mejor solucién que la
solucion inicial, pero solo podemos asegurar que ésta sea la optima global cuando
el mimero de celdas ocupadas sea igual a la cota inferior, como sucedid en la
mayoria de los ejemplos de prueba realizados. Cuando el nimero de celdas
ocupadas de la solucion dada por el algoritmo AGDB no coincida con la cota
inferior, no podemos asegurar que sea la solucién oOptima global, pero el
conocimiento de las cotas inferiores nos permite evaluar "qué tan buena" es la
solucion obtemida. Por lo anteriormente mencionado, la soluciéon encontrada por
el algoritmo AGDB es una solucion entera aproximada para el problema

biproducto PB.

En resumen, la obtencién de una solucion entera aproximada f, € %, del
problema biproducto PB se realizara segun la siguiente secuencia:

ETAPA 1. Enconirar las soluciones f7, , £, soluciones éptimas uniproducto,
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dadas por el algoritmo AGD del capitulo anterior, para los productos 1 y 2
respectivamente, y sean M, , M, las matnices de flujos asociadas a ellas.

ETAPA 2. Aplicar el procedimiento de acoplamiento a M, y M,

4.3.3 Soluciéon Entera Aproximada para el Caso General Multiproducto

La obtencidén de un vector f, € #; que sea una solucion entera aproximada al
problema multiproducto PM, con T productos, se obtiene facilmente basandonos
en los resultados obtenidos para el caso biproducto. Solo se necesita aplicar el

siguiente algoritmo.

ALGORITMO GENERAL DE DISENO MULTIPRODUCTO (AGDM)

Sean [ f’p-s S, las soluciones optimas uniproducto, dadas por el algoritmo
AGD del capitulo 3, para los productos 1,2,... y T respectivamente, y sean M,
M,,.., M, las matrices de flujos asociadas a ellas.

PASO 1. Aplicar el procedimiento de acoplamiento a M,, M,. El acoplamiento se
obtuvo transformando M, 6 M, Sean N’ , O las matrices transformada y no
transformada, respectivamente.

PASO 2. Aplicar el procedimiento de acoplamiento a N?, M, Sean N?, 0? las

matrices transformada y no transformada, respectivamente.
®

PASO T-1. Aplicar el procedimiento de acoplamiento a N™ M, Sean N7, 07

las matrices transformada y no transformada, respectivamente.
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Luego la matriz T-flujos M tal que cada celda (ij) tiene por componente el

0’

vector (0',0°,

P ,...,OT"U. N’ ;) €s una solucién entera aproximada del problema
multiproducto PM. No es muy dificil demostrar que el algoritmo AGDM es finito,

de complejidad O(Tm’n’ ).
4.4 Resumen

Debido a que los algoritmos existentes en la literatura revisada no eran
utilizables en el problema formulado en este capitulo fue necesario disefiar para
el mismo, algoritmos propios de solucién. La éstrategia que se siguid fue proceder
de forma iterativa a partir de una solucion inicial al problema, la cual fue obtenida
por la aplicacion del aigoritmo AGD a cada uno de los productos. En seguida, se
fue disminuyendo el nimero de arcos utilizados, siempre que fuera posible,
obteniendo de esta forma soluciones cada vez mejores. Para lograr esto se disefio
el procedimiento de acoplamiento el cual transforma la solucion inicial por medio
del procedimiento B-3CNDCNO, el cual realiza la basqueda de ciclos que anulen
el flujo de algun arco sin que se violen las restricciones del problema. El
algoritmo AGDB, también disefiado aqui, s¢ encarga de implementar el
procedimiento de acoplamiento. Finalmente, se disefio el algoritmo AGDM el cual
se encarga de encontrar una solucion entera aproximada al caso general de flujos
multiproducto. Todos los algoritmos y procedimientos creados son finitos y de

complejidad polinomal.



CAPITULO 5

APLICACION A UN PROBLEMA DE DISTRIBUCION DE

PRODUCTOS

PROBLEMA: La empresa X es una empresa manufacturera de parabrisas para
automoviles y la empresa Y es una empresa al;madora de automoviles. La empresa
X tiene un contrato con la compaiiia Y para distribuir dos tipos de parabrisas, el
PARA1 y el PARA2 La empresa X tiene cuatro fabricas desde donde pueden
enviarse los parabrisas requeridos por la empresa Y. La empresa Y tiene cinco
armadoras donde se necesitan los parabrisas. Las Figuras 7 y 8 muestran las

ofertas y demandas de los parabrisas PARA1 y PARA2, respectivamente.

Y; Y. Y. Y, ¥ Y Y. Y5 % Y%
15 |10 | 8 |6 | 2 21 | 15 | 11 |10 | 8
X | 17 X | 27
X, | 10 X, | 19
x| s X | 14
X| 5 X| s
Figura 7. Ofertas y demandas Figura 8. Ofertas y demandas
del producto PARAL del producto PARA2.
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Supongamos que el costo de envio es pequefio comparado con el costo de que

no lleguen a su destino, el costo de perder al cliente, y que es el mismo desde

cualquier fabrica de la empresa X a las armadoras de la empresa Y. La empresa

X tiene interés de:

i).- Encontrar la distribucion adecuada de parabrisas de tal forma que si por

alguna causa externa a su distribucion los envios no llegaran, esto afectara lo

menos posible a la empresa Y.

ii).- Encontrar la distribucion que, bajo la condicton i), sea la que tenga menos

rutas, lo cual hace que el costo de distribucion sea minimo.

SOLUCION:

L. Calculo del valor F,

Para utilizar nuestros algoritmos vamos a hacer la siguiente asignacion x,,, = ys,

para i=1,....5.

a).- Para el producto PARALI.

PASO 1. Aplicar el algoritmo de distribucion inicial para encontrar la matriz M.

La primera fila de M esta dada por los valores:

ftx,%9 — Min{2,
flx,x;) = Min{s,

Jxux,) = Min{s,

foex) = Minf10, |8/2.

1 7/ 5|

15/4_

12/3

} =Min{2,3} =2,
} =Min{6,3} =3,
} =Min{s, 4} =4,

} =Min{10,4} =4,



foex) = Min{15, [4/1 [} = Min{15, 4} = 4

La segunda fila de M esta dada

flxxg) = Min{o0,
flx9 = Min{3,
f¥2%) = Min{4,

fixxs) = Min{6,

foexg) = Min{11, [3/1 [} = Min{11,3} = 3.

por los valores:

10/5 [} = min{o, 2} =0,
10/4 [} = Min{3, 2} =2,

8/3 [} = Min{4, 2} =2,

6/2 [} = Min{s, 3} =3,
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Asi sucesivamente, llegamos a que la distribuctén inicial tiene las entradas que se

muestran en la Figura 9.

2 6 & [ 10 | 1§
i7| 2 3 4 4 4
10 0 2 2 3 3
9 O_ 1 2 3 3
S 0 0 0 0 5

Figura 9. Distribucion inicial para el
cdlculo de F, del producto PARAI

La matnz M es la siguiente;

oo onN
O o~ N W
O NN A
o W WA
W W W A
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PASO 2. Como el mayor valor de la matriz de flujos M # f{x,x,) entonces
continuamos con el PASO 3.

PASO 3. Descomponemos M en 4 submatrices, donde M, es la matriz

|23 4 4|
10223
(012 3]
0000 |
La matriz M, es la matriz
| 4 |
| 3 |
| 3
| 5

y las matrices M,, y M,, son vacias. Por lo tanto,
Fy= | @+3+3+sya | = [ 1514 ] = 4

b).- Para el producto PARAZ2 se puede hacer un analisis similar y encontrar que
Fy=6.
I1. Calculo de la cota inferior K,

a).- Para el producto PARAL.
k, = max{([17a] + [104] + [o] + |sm]),(J2ra] + |6ma] +
84 |+ | 10/8 | + | 15/4 )} = max{(5+3+3+2),(142+2+3+4))

= max{13,12} = 13.
b).- Para el producto PARA2 se puede hacer un analisis similar y encontrar que

K,=13.
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IIL Calculo de la solucién inicial (Algoritmo 1).
Aplicando el Algoritmo 1 se obtienen las soluciones iniciales, para los
productos PARA1 y PARA?2, que se muestran en las Figuras 10y 11. Observemos

que se¢ han reordenado los sumideros.

Sf T 15 10 8 6 2
17 4 4 4 4 7
10 4 4 2 0 0
9 4 2 2 1 0
5 3 0 o 1 1

Figura 10. Solucion inicial para el
producto PARAI

T 21 | 15 [ 11 | 10| 8
27| 6 | 6 | 6 | 6| 3
19 6 5 | 2| o
14| 6 | 3|0 | 2
5| 3 o | o | 2

Figura 11. Solucion inicial para el
producto PARA2.
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IV. Calculo de la solucién 6ptima uniproducto (Algoritmo AGD).
a).- Para el producto PARAI.

Mostraremos como se obtiene 1a solucion optima mediante una secuencia de
figuras, resaltando los 8-ciclos de redistribucion.

PASO i=4
NIVEL 1. P, = {/,=3, =1, =1}, |P,|=3 y | 54 |2 entonces
S=(min{3,1,1}24) = 1.

NIVEL 2. Como 1€{3,1,1}. Ejecutar procedimiento B-3C con valor 8=1. En la Figura 12

se muestra que se encuentra un 1-ciclo disminuidor de celdas ocupadas.

sl 15 |10 | 8 |6 ! 2
17| 4 | 4 | a| 4|1
10 4 | 4| 2| 0o]o
9| 4 | 2| 2| 1o
5| 3 | 0 | ol 1bf1

Figura 12. 1-ciclo disminuidor de
celdas ocupadas en la celda (4,9).

Haciendo un analisis similar podemos llegar a la solucion 6ptima. Las Figuras 13

y 14 muestran como se llega a la solucion 6ptima para el producto PARAI.



N 15 [ 10 | 8 |6 | 2
17| 4 | 4 4l 3| 2
10| 4 | 4 2| o | o
9| 4 | 2 2l{-1 | o
5|/ 3| o o | 210

Figura 13. 1-ciclo disminuidor de

celdas ocupadas en la celda (3,8).

sil| 5 | 10 | 8 | 6 | 2
17| 4 | 4 | 3| a2
10| 4 | 4 | 2| 0o
9| 4|2 | 3|00
5|3 {0 | o|2]0

Figura 14. Solucion optima, nimero
de celdas ocupadas es la cota inferior

b).- Para el producto PARA2.

Haciendo un analists similar encontramos la solucion optima para el producto

PARA2Z (Figuras 15, 16 y 17).

13.
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N o2r | 15 | 11 [ 10| 8
27 | s § | 6 | 6 | 3
19| s 6 | 5 | 2| o
14| 6| | 3 | 0o | 2| 3
5 | 3 o——0——06— 2

Figura 15. 2-ciclo disminuidor de
celdas ocupadas en la celda (4,9).

sN\T| 21 | 15 | 11 | 10| 3
27| 4 | 6 |6 |6 | 5
19 | 6 6f 5 ['2 | o
14| 6 | 34et2| 3
5| 5| oo |o] o

Figura 16. 2-ciclo disminuidor de
celdas ocupadas en la celda (3,8).

NEREREIEE
27| 4 | 6 | 6 |6 |5
19 6 | 4 |5 | 4| 0
14 6 | 5 | 0o | 0| 3
5|5 | o|o |0 o

Figura 17. Solucion optima, niimero
de celdas ocupadas es la cota inferior
13.
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V. Calculo de una solucion entera aproximada biproducto (AGDB).
La solucion inicial es la matriz dos-flujos M, mostrada en la Figura 18, donde

las matrices que la componen son las matrices M, y M, que se muestran en las

distribuciones de las figuras 14 y 17, respectivamente.

152410-15/8 11161023
12508 4|4~ g8 24 J2
19. % g oo

7 65502 0 3
|"’/s3 52 "0° 02 0% 0

Figura 18. Distribucion inicial donde
se encuentra la solucion inicial M.

Observemos que la cota inferior, sobre el nimero mimimo de celdas que
pueden ser ocupadas en la matriz dos-flujos M es K=max{13,13}=13. Podemos
observar también que (C, ¢ C,)) A (C, &« C,), por lo tanto, aplicamos el

procedimiento de acoplamiento.

PROCEDIMIENTO DE ACOPLAMIENTOQ.
I).- Primeramente se transforma la matriz de distribucidn que se muestra en la
Figura 14, de tal forma que se maximice el nimero de celdas libres que se

empalmen con las celdas libres de Ja matriz de distribucion que se muestra en la



77

Figura 17. Mostraremos cémo se obtiene el empalme de celdas mediante una
secuencia de figuras, resaltando los 8-ciclos de redistribucion. Las celdas marcadas

"x", son las celdas no-operables y las marcadas por "*" son las removibles.

PASO i=4

NIVEL 1. P, = {f',~2} entonces § * = 2.

NIVEL 2. Ejecutar procedimiento B-CNDCNO con valor 6 * = 2, M,, (4,8). {No
se encontré 1-ciclo!

NIVEL 3. Eliminar (4,8) e ir al NIVEL 1.

NIVEL 1. P, = ¢. Reiniciar el paso para el siguiente valor de i.

PASO i=3

NIVEL 1. P, = {f';,=3} entonces § * = 3.

NIVEL 2. Ejecutar procedimiento B-SCNDCNO con valor & * =3, M,, (3,7). {No
se encontro un 3-ciclo no disminuidor de celdas no operables! {Se encontré un 2-
ciclo no disminuidor de celdas no operables!, Figura 19. jSe encontré un 1-ciclo
no disminuidor de celdas no operables!, Figura 20.

NIVEL 3 Eliminar (3,7) e ir al NIVEL 1.

NIVEL 1. P, = ¢. Reiniciar el paso para el siguiente valor de 7.

PASO =2 y PASQ i=1, se tiene que P, y P, son vacios.

SOLUCION FINAL. Empalme maximo encontrado, Figura 21.



78

sil| 15 | 10 | 8 |6 | 2
17| 4 | 4 | 3| a2
10| 4 | 47 2| o
o | 4 3 0
5| 3 2

Figura 19. 2-ciclo no disminuidor de
celdas no operables en la celda (3,7).

Si 15 i0

8
17 4 4 3 4 2

10| 4 | 2 ||4]| o
4 | 4 1 o
5| 3 2

Figura 20. 1-ciclo no disminuidor de
celdas no operables en la celda (3,7).

Si Y 75 i0 8 6 2

17| 4 | 4 | a| 4|1

10| 4 2 4 | 0
9 4 4 1
5 3 2

Figura 21. No existe 1-ciclo no
disminuidor de celdas no operables.
Empalme maximo.
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b).- Como no conseguimos empalmar todas las celdas libres (comparar con la
distribucion de la Figura 17), lo que haremos ahora es transformar la matriz de
distribucién que se muestra en la Figura 17, de tal forma que se maximice el
numero de celdas libres que se empalmen con las celdas libres de la matriz de
distribucién que se muestra en la Figura 14.

Haciendo un analisis stmilar al inciso @) sélo mostraremos cémo se obtiene el
empalme de celdas mediante una secuencia de Figuras, resaltando los 6-ciclos de

redistribucion.

s\I| 27 | 15 | 11 [ 10| 8
27| 4 | 6/ 6 | 6 | 5
9| 6 | a|| 5 |4
14| 6 | 5- L 5
5| 5 0

| Figura 22, 1-ciclo no disminuidor de
celdas no operables en la celda (3,9).

| 21 | 15| 11 |10 &
27| 4 | 5 | & | 6| 6
196 | 4|5 |4
14| 6 | 6| 0 2
5| 5 0

Figura 23. No existe 1-ciclo no
disminuidor de celdas no operables.
Seleccionar nueva celda removible.
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N 20 | 15 ] 11 |10 8
27| 4 _|,5 | 6 | 6| &6
19| 6 l 4 | 5 | 4
14| 6 5§ | 0 2
5| 5° 0

Figura 24. 2-ciclo no disminuidor de
celdas no operables en la celda (2,8).

s\Ti| 21 | 15| 11 | 10| 8
27| 6 | 3|6 |6| 6
9| 6 | 6|5 |2
14| 6 | 6 | 0 2
5 | 8 2

Figura 25. No existe 1-ciclo no
disminuidor de celdas no operables.
Empalme maximo.
Por lo tanto, una solucion entera aproximada al problema planteado, es la

siguiente matriz de distribucion 2-flujos. Observemos que el namero de celdas

ocupadas es 14 > K (=13), mientras que en la solucién inicial eran 15 (Figura 18).

Y, ¥, Y, Y, v
152412 158 7167028
A o W Vel vl
x 190 _~J2_~Ja o 7o /.
XpP 4% 6% 59 70° ol 3
X, 53 50 00 o2 oO o

Figura 26. Solucion entera
aproximada al problema planteado.



CAPITULO 6
CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

En este trabajo se construye el modelo matematico del problema de disenar
una red umproducto con un numero minimo de arcos, sujeta a condiciones de
uniformidad o balanceo en los ﬂuj‘os. Se reformula e! algoritmo AGD, propuesto
por Alvarez y Guardado [1992], que resuelve el problema mencionado para el
caso en que la red es bipartita completa. Se demuestra matematicamente la
optimalidad del algoritmo AGD. Se demuestra la consistencia del algoritmo AGD,
en ¢l sentido de que dada cualquier solucion del problema, podemos transformarla

en la solucion obtemida por el algoritmo AGD.

Generalizando lo anterior, se construye €l modelo matematico del problema
de disenar una red multiproducto con un numero minimo de arcos, sujeta a
condiciones de uniformidad o balanceo en los flujos. Se encontraron cotas
inferiores para el nimero minimo de arcos y se disefié el algoritmo AGDM que
encuentra una solucion entera aproximada del problema mencionado, el cual es

finito y de complejidad polinomial.

81



82

Con los resultados obtenidos en la presente tesis se llegé a las siguientes

conclusiones.

Aun cuando el problema general de disefiar una red 6ptima es un problema
NP-hard, la presente tesis exhibe un algoritmo polinomial que resuelve este
problema oOptimamente para el caso particular de redes bipartitas con flujos
uniproducto, sobre las cuales se considera que los costos por unidad de flujo sobre
los arcos son despreciables en comparacion con el costo de construccion de ellos.
En este caso la solucion es exacta, a diferencta de los resultados encontrados en
la literatura revisada [Goemans ef a/, 1994], donde se exhibe un algontmo

polinomial que es de aproximacién.

La consideracion de una red con flujos multiproducto complica ain mas el
problema de disefiar una red optima. En la literatura abordan el problema de
disefiar una red optima con flujos multiproducto pero sin restricciones de
capacidad en los arcos y se encuentran algoritmos de aproximacion [Minoux,
1989]. La presente tesis exhibe un algoritmo polinomial que encuentra soluciones
enteras aproximadas para el caso particular de redes bipartitas con flujos
multiproducto, sobre las cuales se hace la misma consideracion en relacién a los

costos, que la hecha para el caso uniproducto.

Aun cuando se ejemplifica la aplicacion practica de los algoritmos disefiados

en este trabajo de tesis sobre un problema de distribucton de productos en el cual
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se aplican los algontmos estudiados en este trabajo de tesis, éste no es el unico
tipo de problemas donde ellos se pueden aplicar. Los algoritmos también son
aplicables, por ejemplo, a problemas de redes de comunicacion por computadora.
Una aplicacion a este tipo de problemas pudiera ser el de encontrar la minima
capacidad de los enlaces de la red, que sujeta a condiciones de oferta-demanda sea
uniforme para cada uno de los enlaces, donde ademas, se desee minimizar el

nimero de enlaces.

Por lo anteriormente mencionado, se han alcanzado los objetivas propuestos

en este trabajo de tesis.

Es de vital importancia mencionar que en la presente tesis no se resolvié el
problema para el caso de una red general, este se deja para investigaciones futuras.
Asimismo, en este trabajo consideramos que el costo de cada uno de los enlaces
es unitario. Alvarez [1993] desarrolla un algoritmo que resuelve parcialmente el
problema para el caso con costos no unitarios, sobre redes bipartitas completas
con flujos uniproducto, pero no se ha formulado ni resuelto el problema sobre una
red arbitraria con flujos multiproducto. Esto también se deja para investigaciones

futuras.
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CAPACIDADES NO RESUELVE EL PROBLEMA UNIPRODUCTO
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APENDICE A

UN EJEMPLO DONDE EL PROBLEMA DEL TRANSPORTE CON

CAPACIDADES NO RESUELVE EL PROBLEMA UNIPRODUCTO

La Figura 27 nos presenta un problema de transporte a capacidades, donde el

valor de la capacidad maxima es 7.

AUBRTER R 12

20 fn f frs

LN G

12 fm f22 fa:

1, B,

fs2 f3s

Figura 27. Matriz inicial de costos.

La Figura 28 nos muestra la solucion a este problema utilizando la técnica del

Método Simplex.
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COSTO MINIMO 43
sl 19 | 12 12
o0 | 7 6 7
12 5 2 5
i1 7 4 0

Figura 28. Solucién dptima del
Problema de Transporte, obtenida por
el método simplex.

La Figura 29 nos muestra la solucién dada por el algoritmo AGD. Podemos
observar que el nimero de celdas ocupadas por la solucién éptima de transporte

es mayor que el nimero de celdas encontradas por nuestro algoritmo.

Si ! 19 12 12
20 7 7 6
12 7 ] 0
11 5 0 6

Figura 29. Solucién éptima obtenida
por el algoritmo AGD.
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APENDICE B

DETERMINACION DEL VALOR F,

Cota inferior para F,

Formemos una matriz de flujos M, donde las filas corresponden a las fuentes
y las columnas a los sumideros. Los valores de las fuentes (ofertas) se colocan en
orden no creciente y los valores de los sumideros (demandas) en orden no-

decreciente. Una cota inferior para F, es
F orr = Max{ [BiGm-k) |, [ A/[r-m)-] [}

donde,

k: es el mayor entero en el intervalo [1,...,m-1] tal que
a5 i) < [bx)m ]

Si no existe k, entonces k£ = 0.

r: es el mayor entero en el intervalo [1,...,(n-m)-1] tal que
b(s,0) < [atxpitn-m) |

Si no existe r, entonces r = 0.

Finalmente,
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B = b(x,) - Za(x) A =afx) - Zb(xm,-)

1=(m-(R-1)),....m 7=lawr

Determinaciéon de una distribucion inicial.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que la cota inferior
Fuporar = | All(n-m)-r1 |
ya que en caso de que sea
Fouar = |BAm-E) ],

es suficiente intercambiar las ofertas por las demandas y después de resolver el
problema volver a la situacion inicial y cambiar la orientacién de los arcos

encontrados.

El procedimiento sera llenar la matriz M por las filas. Antes de iniciar el
algoritmo se defintran algunos términos basicos.
k. contador de filas, esto es, &=1,...m.
j: contador de columnas, esto es, j—(m+1),...n.
Si k=1, b'(x) = b(x ). En general, b**'(x) = b*(x) - fix, .x), para cada k=1,...,(m-1).
En otras palabras, 5" (x) es la demanda que queda en el sumidero x, después de
haber llenado la fila &k de la matriz M, para i=1,...,(m-1).
Si j=m+1, a™'(x,) = a(x,). En general, d*'(x) = d(x) - fix, x), para cada

j—(m+1) ....(n-1). En otras palabras, @*’(x,) es la oferta que queda en la fuente
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x, después de haber llenado la celda (j,k) de la matriz M, para j=(m+1),...,(n-1).

Algoritmo de distribucion inicial.
PASOQO 1. Para cada k=1,...,m-1 hacer lo sigutente:

Para cada j=m+1,.n
%, ) = Min{bx), | @@/ mieny [}

donde |x |, representa el mayor entero menor o igual que x.
PASQO 2. Para k=m.

Six, x, ) = b*(x), para cada j—-m+1,..n.

Cilculo del valor F,

Algoritmo.

PASO 1. Aplicar el algoritmo de distribucion inicial para encontrar la matriz M.

PASO 2. Si el mayor valor de la matriz de flujos M es ffx, ,x,) entonces
Fo=fx; x,).

Si no es asi, ir al PASO 3.

PASO 3. Sea X el conjunto de celdas de M que tengan el mayor valor del flujo

en la matriz, y definamos (7.5)e X de tal manera que =Min{i}, para cada (i,j)eX

y s=Max{j}, para cada (7,j)eX. Dividamos M en cuatro submatrice_s de la

siguiente forma:

M= Mulez I
M, | M,
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donde M, es la matriz cuyas componentes son f{x,X) para i=1,...,r; j=m+1,....s-1.
M, es la matriz cuyas componentes son f{x,x) para i=1,...r; j=s...,n. M,, es la
matriz cuyas componentes son f(x,x) para i=r+l,..m; j=m+1,...s-1. M,, es la
matriz cuyas componentes son f{x,x) para i=r+1,..m; j=s,...,n.

Si MZ‘, es la matriz nula, o no existe, entonces
Fa = Max {l—(z Zf(x, x,))/(r(n-s+1))-l, meenor}
i=1,...r }J=s,..n

Si lo anterior no se cumple ir al PASO 4.

PASO 4.

1.- Hagamos decrecer el valor de s hasta encontrar un valor m+1<s*<s de tal
forma que la matriz M,, sea nula o vacia. (De esta manera, M se divide en cuatro

submatrices de la siguiente forma:

M= ‘M:11|M:u|
MM,

donde M, es la matriz cuyas componentes son Stx,x) para i=1,..r; j=m+1,...,
s*1. M}, es la matriz cuyas componentes son f{x,x) para i=1,...,r; j=s*...n. My,
es la matriz cuyas componentes son f{x,x)=0 para i=r+l,..m; j—m+1,..,s%I.
M’ ,, es la matriz cuyas componentes son Jx,x) para i=r+1,..m; j—s*,...n.)

Luego, calculemos

Fo= (2 20 ) (rtns*+ ) |

S ol A
2.- Aumentemos el valor de r hasta encontrar un valor r<r*<m de tal forma que

la matriz M,, sea nula o vacia. (De esta manera, M se divide en cuatro
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submatrices de la siguiente forma:

M= ’Muanul
Mzsz zzl

donde M™,, es la matriz cuyas componentes son f(x,x) para i=1,...,r* j=m+1,...
s-1. M, es la matriz cuyas componentes son f{x,x) para i=1I,..r¥; j=s,...n
M",, es la matriz cuyas componentes son f{x,x)=0 para i=r*+],..m; j—m+l1,...
,s-1. M"";; es la matriz cuyas componentes son f{x,x) para i=r¥+1,..m; j=s,...,n.)

Luego, calculemos

F~, I—(Z Zf(x,, x}))/ (r"‘(n—s +1 )ﬂ

X F = Max{Fo Al ’meerw'}'
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APENDICE C

UN EJEMPLO DONDE EXISTEN DOS SOLUCIONES A UN

PROBLEMA UNIPRODUCTO
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APENDICE C

UN EJEMPLO DONDE EXISTEN DOS SOLUCIONES A UN

PROBLEMA UNIPRODUCTO

Considere el problema uniproducto P con los datos de entrada de la Figura 30.

sl 15 (10 | 8 |6 | 2

17 fn fﬁ fu "‘ fs

10 fﬂ fe f. fe ,s

9 'N fa fs fal fu

5 fu 'u rﬁ ’u 'u

Figura 30. Problema inicial

La Figura 31 muestra la distribucion inicial dada por el Algoritmo 1.

sil| 15 | 10 | e |6 |2
17| 4 4 4 | 4| 1
10| 4 4 2| 0o
9| 4 2 2| 1|0
5| 3 0 o | 1|t

Figura 31. Distribucion inicial.
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Con la distribucién inicial anterior podemos encontrar dos soluciones
diferentes al problema uniproducto P, dependiendo del circuito encontrado por el

procedimiento B-3C. Esto se muestra en las Figuras 32 y 33.

sil| 15 | 10 8 6 | 2
17 | 4 4 3 4| 2
10| 4 4 2 0| o
9 P 2 3 0 (4]
5 3 0 0 2| 0

Figura 32, Una solucion al
problema uniproducto P.

sil| 15 | 10 8 |8 | 2
17 | 4 4 4 4 | 1
10| 4 4 0o |2 |0
9| 4 2 3| o] o0
5 4 0 0 o| 1

Figura 33. Una solucion al problema
uniproducto P diferente a la de la
Figura 32.
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