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—Protogo

Prologo

Al tomar la decisién de escribir esta tesis, pensé en desarrollar una nueva técnica que
pudiera servir como apoyo didactico en algunos de los temas de la materia de optimizacion,
misma que es impartida alos estudiantes de la carrera de Ingeniero Administrador de Sistemas
en nuestra facultad, y alentado por mi asesor, nos dimos a la tarea de procurar desarrollar ésta
nueva técnica para la solucién de problemas lineales, que fuera aplicable en clase frente a
nuestros alumnos tratando de que los problemas planteados fueran de una répida solucidn al
estarlos resolviendo en el pizarrén de clases.

A lo antes considerado habria que sumarle que en la actualidad la funcién administrativa,
camina a la par de la cada vez mayor globalizacién de 1a economia mundial. Aqui en México
la apertura de un mercado comiin entre los paises de Canadé4, Estados Unidos y México, obliga
a nuestros productores a tomar medidas que conlleven a optimizar los recursos con que
cuentan y realizar los ajustes necesarios a fin de lograr una administracién més competitiva,
m4s moderna y que garantice la buena marcha de sus negocios, siempre en busca de lograr el
méximo beneficio que promete el Tratado de Libre Comercio de Norte América.

Los productores y comerciantes que estén decididos a sobrevivir deberén asutnir los retos
que el T.L.C. impone, donde los movimientos constantes del mercado y los nuevos sistemas
de produccidn asi como las nuevas tecnologias, dejan de lado a los mercados tradicionales, los
enfoques convencionales sobre técnicas y soluciones de las décadas pasadas tienen poco que
ofrecer pues a menudo estas técnicas han sido desarrolladas para resolver problemas estaticos
y no dindmicos que son a los cuales deberdn enfrentarse nuestros productores y comerciantes
ante la apertura comercial de norteamérica; ademas de depender cada vez en mayor medida
de las computadoras y de los métodos cuantitativos, para formar modelos de empresas que
eficienticen los inumerables y complejos problemas de la administracion y las finanzas.

Por iltimo, deseo agradecer el valioso apoyo y colaboracién de mi asesor, M.C, Marco
Antonio Méndez Cavazos, Sub-director de Post-Grado y catedratico de la Facultad de
Ingenierfa Mecénica y Eléctrica de nuestra universidad, que aparte de haberme asesorado con
sus valiosos conocimientos en la realizacién de esta tesis, me ha distinguido con su amistad,

Ing, Carlos Bernardo Garza Trevifio
San Nicolés de los Garza, N.L. Julio de 1995.
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1).- Introduccion.

La programacién matemética, es quizd el drea mis desarrollada de la investigacidon de
operaciones, la cual cubre topicos tales como: Programacién Lineal, Programacién Entera,
Programacién de Redes, etc. Asi como algunas variantes de éstas, tal es el caso de la
Programacién por Metas, sin embargo en la presente tesis solo abordaremos el tépico de
Programacion Lineal, puesto que el objetivo general de la tesis es el desarrollar técnicas
matemadticas lineales con aplicacién a la docencia.

Para alcanzar el objetivo anterior, se utilizé el Método Montante aplicado al Método
Simplex para la solucién de problemas lineales, lo que di6é como resultado una nueva técnica
matemadtica de rdpida solucién de problemas.

Es necesario aclarar que la aplicacién de esta técnica ha sido disenada para resolver en
forma rapida ejemplos tipicos de clases, es decir que fue desarrollada con fines aplicables hacia
la docencia, por lo que su aplicacién en problemas reales pudiera tener algunas limitaciones.

Nuestra meta como profesores y autores, es la de proporcionar a nuestros alumnos y
lectores una variada gama de técnicas de solucion de los distintos problemas, asi como labuena
comprension de éstas, buscando siempre que dicha comprension sea en forma sencilla, todo
ello con la finalidad de lograr sus aprendizajes.

En el capitulo II abordaremos el tema de planteamiento de problemas lineales, realizando
algunos ejemplos que aynden a su comprension, en el capitulo III, daremos solucién a
problemas lineales, utilizando el método gréfico incluyendo la solucién de un problema de
tres dimensiones, en el capitulo IV veremos la nueva técnica que decidimos llamar Simplex
Newx ya que puesto que es una variante del método simplex, en el capftulo V, abordamos el
método de penalizacién del simplex newx, para concluir en el capitulo VI con el método Dual,
ademads incluimos un apéndice de convexidad.

1.1).-Tipos de modelos Matematicos.

Para tratar de dar una idea de los diferentes tipos de modelos matematicos definiremos
algunos aqui, sin embargo la primer clasificacién que debemos de hacer es diferenciar un
modelo cualitativo de uno cuantitativo, aunque la mayoria de las empresas sus problemas casi
por regla general son planteados en su inicio en forma cualitativa, éstos generalmente
desencadenan en el punto que son convertidos en modelos cuantitativos, sin que con esto se
pueda pensar que todos los modelos cualitativos pueden ser interpretados en modelos
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cuantitativos, ya que existe una gran gama de problemas por los cuales no pueden ser
cuantificados con exactitud como por ejemplo; variables que no son conocidas, técnicas
inapropiadas de medicién, relaciones especiales que nos son desconocidas, etc. Sin embargo
con el empleo de técnicas como el anélisis 16gico, métodos de ordenamiento, téoria de
decisiones, la probabilidad y la estadistica, etc. pueden ayudarnos para hacer que nuestros
modelos cualitativos, puedan ser expresados en modelos cuntitativos, a continuacion daremos
una breve definicién de algunos diferentes modelos que nos podemos encontrar:

Modelos cuantitativos.- Son aquellos en los que insertamos simbolos queriendo repre-
sentar variables, o constantes.

Modelos cualitativos.= Son aquellos en que la representacion del modelo solo expresan las
cualidades o propiedades de los elementos 0 componentes.

Modelos probabilisticos.- Son aquellos que se basan en las probabilidades y en las
estadisticas, es decir que se ocupan de las incertidumbres.

Modelos deterministicos.= Son aquellos que contienen valores reales y no deben de con-
tener ninguna consideracién probabilistica.

Modelos descriptivos.= Se dice que un modelo es descriptivo, cuando es construido sencil-
lamente como una descripciéon matematica de una condicién del mundo real, los cuales con
usados para poder aprender mas sobre el problema del cual se ocupa.

Modelos de optimizacion.= Son aquellos que tienen como objetivo dar una respuesta
éptima, de! problema planteado.

Modelos estdticos.= Son los modelos que se ocupan de determinar una respuesta para una
serie especial de condiciones fijas, que probablemente no cambiarén significativamente en el
corto plazo.,

Modelos dindmicos.- Estos estan sujetos al factor tiempo, que desempeiia un papel esencial
en las secuencias de las decisiones, independientemente de cuales hayan sido las decisiones
anteriores, el modelo dindmico nos permite encontrar soluciones éptimas para los periodos
que quedan todavia en el futuro.
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_Introdyceion

Modelos de simulacién.= La simulacién es un modelo que comprende cilculos secuenciales,
donde puedan reproducirse el funcionamiento del problema o del sistema a gran escala, en
muchos casos donde ocurren relaciones complejas, tanto de naturaleza predecible como de
naturaleza aleatoria.

Para acabar, mencionaré que las condiciones del mercado ya est4n dadas, queda a las
universidades del pais tanto piblicas como privadas, asumir el reto y preparar al estudiante
con las mejores herramientas para lograr una verdadera competencia de este mercado en los
albores del nuevo siglo, que deberé tender cada vez més hacia la especializacion, y con un
mayor apoyo de las computadoras y de los métodos cuantitativos para lograrlo, recuerdo el
probervio chino que dice "cuando tengas que recorrer una distancia de muchos kilémetros
es buen inicio con el primer paso”.
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Planieamiento de Problemag Lineales,

II).- Planteamientos de problemas lineales.

I1.1).- Introduccion.

En la actualidad no existe ninguna formula que seguir, para el buen planteamiento de los
problemas de programacién lineal en su representacién matematica, sin embargo, aqui
trataremos de establecer un procedimiento ldgico recomendado para tal efecto, acompanado
de un buen nimero de ejemplos, donde seguiremos paso a paso el desarrollo de los mismos.
Se pretende en este capitulo realizar el primer paso para la obtencién de una solucién a los
problemas lineales, que es la formulacion matematica de los mismos, recuerde que un
problema bien planteado es un problema medio resuelto.

Después de haber recopiladoy clasificado la informacién del problema podemos continuar
con los siguientes pasos 16gicos:

El primer paso légico, es la interpretacion de cuales serdn nuestras variables de decisién
del problema, con las cuales vamos a trabajar y de las cuales debemos obtener la solucion
6ptima, siendo de suma importancia su buena interpretacién de estas variables de decisién,
las cuales debemos definir, antes de continuar con los signientes pasos.

El segundo paso logico, es la formulacion de la funcién objetivo, la cual estard dada por la
contribucién a la funcién objetivo de cada variable de decisién, ademds ésta serd de maximizar
0 minimizar segin sea el contexto de nuestro problema planteado, de esta manera estaremaos
formando nuestra funcién objetivo, una vez encontradas las contribuciones habré que igualar
ésta a una nueva variable a la que llamaremos Z, que va arepresentar a la ganancia o el costo
de nuestra funcién objetivo.

Eltercer paso I6gico, eslaidentificacién de los recursos con los que contamos o necesidades
que debemos de satisfacer, de esto dependera si nuestra restriccién es una igualdad (=),
desigualdad de menor o igual que (<), o una desigualdad de mayor o igual que (=), pudiendo
presentarse casos en que estas desigualdades sean de mayor que (>), menor que (<) o
aproximadamente igual que (=), esto dependerd del planteamiento del problema que se nos
presente.

El cuarto paso logico, es formular las restricciones, para lo cual hay que buscar los
coeficientes tecnoldgicos que formaran las restricciones, es decir, cuantas unidades del recurso
debemos emplear para cada variable de decision.
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Y como quinto y ultimo paso légico, es la interpretacién de las restricciones de no
negatividad, esto en caso de que deban de existir.

Los pasos l6gicos mencionados, s6lo son una guia recomendada a seguir, sin que con ello
se pretenda establecer una regla de procedimiento para la formulacién del preblema lineal.

I1.2).- Planteamiento de un problema lineal.
Veamos estos pasos logicos con un ejemplo.
Ejemplo:

El sefior Juan Reyna, un vendedor de la compaiifa Cintas Adhesivas, debe decidir como
asignar sus esfuerzos entre los diferentes tipos de clientes de su territorio. El puede visitar
distribuidores mayoristas y clientes que compran al menudeo. Una visita a un distribuidor
mayorista le produce $150.00, pero la visita promedio dura 2 horas y debe recorrer 10 kilémetros
en promedio. En una visita a un cliente que compra al menudeo le vende $340.00, y se requiere
de unas 3 horas por visita y recorrer 20 kil6metros en promedio. Juan viaja trabajando como
méximo 800 kilémetros por semana en su carro y desea trabajar no més de 40 horas en el mismo
perfodo de tiempo. Se nos pide realizar un modelo de programacién lineal para el sefior Juan
Reyna.

Sigamos los pasos légicos recomendados anteriormente para formular el problema del
sefior Juan Reyna.

El primer paso es identificar nuestras variables de decisi6n, estoy seguro de que usted ya
las identificd, claro est4 que nuestras variables serdn la cantidad de visitas a realizar a cada
tipo de cliente, defindmoslas ahora como:

X1= Cantidad de visitas a realizar a distribudores mayoristas.
X2= Cantidad de visitas a realizar a clientes que compran al menudeo.

Una vez definidas nuestras variables de decisién, podemos establecer nuestra funcién
objetivo (que es el siguiente paso légico recomendado), el problema nos dice que 4 Juan le
produce $150.00, por cada visita a un distribuidor mayorista, y $340.00 por cada visita a clientes
que compran al menudeo, asi es que nuestra funcion objetivo aunque no se especifica, pero
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basdndonos en la premisa de racionalidad econ6mica sabemos que debemos maximizar la
ganancia que obtiene en las visitas a sus clientes, asi es que nuestra funcién objetivo es:

Maximizar Z = 150X3 + 340X

Ahora, el siguiente paso es identificar los recursos con los que contamos y éstos son
béasicamente dos, para este problema (alos cuales les llamaremos restricciones). El primer recurso es
el tiempo del sefior Reyna, que no esté dispuesto a trabajar mas de 40 horas en el periodo de
tiempo, y el segundo recurso se refiere a la cantidad de kilémetros que tiene que recorrer con
su carro, y del cual no esté dispuesto a que exceda de los 800 kilémetros en el mismo periodo
de tiempo, de aqui se desprende que ambas restricciones serdn desigualdades del tipo de
menor o igual que (=).

El siguiente paso logico, es 1a identificacion de los coeficientes tecnol6gicos que en este
caso es el tiempo que emplea para la visita con los distribuidores mayoristas que requiere de
un tiempo de 2 horas, asi como para las visitas a clientes que compran al menudeo que es de
3 horas, de la misma manera para los kildémetros que tiene que recorrer en cada visita, los
cuales son 10 kilémetros para los distribuidores mayoristas, y 20 kilémetros para los clientes
de menudeo, queddndonos dos restricciones que son:

2X1 +3X32 =40 (restriccién del tiempo de Juan)
10Xy + 20Xz <800 (restriccidn de kildmetros a recorrer)
Asi el quinto y ultimo paso l6gico es la definicion de la existencia 0 no de las restricciones
de no negatividad, que en este caso, si deben de existir puesto que no se pueden realizar

cantidades negativas de visitas a los clientes, y dado esto, entonces estas restricciones nos
quedarian como X120; y X220.

En resumen la formulacién matemética nos quedaria como:

Maximizar Z = 150X + 340X
Sujeto a: 2X1 + 3X2 = 40
10X +20Xz < 800
para: X120, y X>=20;

Una vez que se ha formulado mateméticamente el problema lineal, lo (inico que nos resta
es resolverlo.
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Veamos ahora otro ejemplo:

Cierta compaiiia tiene tres plantas, una en Monterrey, otra en Laredo, y una méas en
Reynosa, las cuales disponen de cierta capacidad de produccién diaria. Las tres pueden
fabricar un determinado producto y la gerencia ha decidido usar esta capacidad. El producto
pucde hacerse en tres clases, el de lujo, €l tipico y el econ6mico, éstos contibuirdn con una
ganacia neta de $3.25, $2.80, y $2.25 respectivamente. Las plantas de Monterrey, Laredo y
Reynosa tienen capacidad de mano de obra y equipo para producir 760, 940 y 510 unidades
diarias cada una, sin importar la clase del producto o la combinacién lineal de las distintas
clases del producto que se pidan. Sin embargo, la cantidad de espacio disponible para producir
el nuevo producto, impone una limitacién para dicha produccién. Se cuenta con 13,600, 12,320
y 7,300 metros cuadrados de espacio en las plantas de Monterrey, Laredo y Reynosa respec-
tivamente para este producto.

Cada unidad del producto clase de lujo, tipico y econémico, que se produce requiere 18, 13
y 10 metros cuadrados para su produccion, respectivamente.

Los pronésticos de mercado indican que s¢ puede vender como maximo 700, 1,600 y 850
unidades diarias, correspondientes a las clases de lujo, tipico y econémico respectivamente.
El gerente quiere saber cudntas unidades de cada clase debe producir en cada una de las
plantas para maximizar su ganancia.

Se nos pide que formulemos un modelo de programacién lineal, para este problema.

Como primer paso es la identificacién de las variables de decisi6n, las cuales son:

X3 = Cantidad a producir del producto de lujo en la planta de Monterrey.
X3= Cantidad a producir del producto tipico en la planta de Monterrey.
X3= Cantidad a producir del producto econ6mico en la planta de Monterrey.
X4 = Cantidad a producir del producto de lujo en la planta de Laredo.
Xs= Cantidad a producir del producto tipico en la planta de Laredo.
Xg= Cantidad a producir del producto econémico en la planta de Laredo.
X3= Cantidad a producir del producto de lujo en la planta de Reynosa.

= Cantidad a producir del producto tipico en la planta de Reynosa.

Xg= Cantidad a producir del producto econémico en la planta de Reynosa.
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Como segundo paso ¢s establecer nuestra funcién objetivo, dado que el gerente desea
maximizar la ganancia que obtendria, con la produccién de este nuevo producto, nuestra
funcién objetivo quedaria como:

Max, Z =3.25X)1 +2.80X2+ 2.25X3+3.25X4 + 2.80Xs + 2.25X5+ 3.25X7+ 2.80Xg + 2.25X9

El tercer paso es encontrar los recursos con los que contamos (es decir nuestras restricciones),
se nos dice en el problema que disponemos de una capacidad en cada planta, y que podemos
producir en la planta de Monterrey la cantidad de 760 unidades de cualquier clase del producto
o0 cualquier combinacién lineal de éstas, asi, para la planta de Laredo cuya capacidad dis-
ponible es de 940 unidades de este producto o su combinacién lineal de las distintas clases y
en la planta de Reynosa su capacidad es de 510 unidades. Sin embargo existe la limitante de
espacio de produccién en cada planta las cuales son, 13,600 m’enla planta de Monterrey, 12,320
m“en la plantade Laredoy 7,300 m’ enla planta de Reynosa. También en base a los pronésticos
del mercado, se nos informa que tendremos una demanda diaria méxima de 700 unidades dei
producto clase de lujo, 1,600 unidades para el producto de clase tipico y 850 unidades para el
producto de clase econémico.

Como siguiente paso, hay que identificar los coeficientes tecnol6gicos de produccion,
espacio y demanda de estos productos. Tomando en cuenta que estos productos se pueden
producir en cualquiera de las plantas o cualquier combinacién lineal de éstos, dado esto
debemos entender que los coeficientes tecnolégicos de nuestras restricciones de produccion
serdn la unidad.

En las restricciones de espacio de produccion tenemos que se requieren de 18m” parael
producto clase de lujo, 13m” para el producto clase tipico y 10m” para el producto clase
econénico. Y por ultimo, los pronésticos de mercado, procurando satisfacer las demandas de
los tres productos. Estos componentes tecnol6gicos nos darian las restricciones a las que esta
sujeto el problema, en las de produccién no podemos producir més de la capacidad disponible,
con esto sabemos que estas restricciones seran desigualdades del tipo de menor o igual que
(=), asf mismo en las restricciones de espacio fisico de produccidon también no podemos
exceder del espacio disponible en cada planta, esto quiere decir que estas restricciones
también serdn desigualdades del tipo de menor o igual que (<), en las restricciones de las
demandas de los productos que nos han sido pronosticadas, y como no se nos indica si debemos
manejar inventarios, asi como tampoco se indica algiin compromiso de venta, las restricciones
serén desigualdades también del tipo de menor o igual que (=), asi tendremos la oportunidad
de producir el méximo posible de venta o menor en caso de que asi nos sea favorable.
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Respresentdndolas en forma matemética nos quedarian como:

X1 + X2 + X3 < 760 (capacidad de produccién adicional en la planta de Monterrey).

X4 + Xs + X6 < 940 (capacidad de producci6n adicional en la planta de Laredo).

X7+ Xg + X9 = 510 (capacidad de produccion adicional en la planta de Reynosa).
18X1+13X2+10X3 = 13,600 (espacio fisico disponible en la planta de Monterrey).
18X4 +13Xs+10Xs < 12,320 (espacio fisico disponible en la planta de Laredo).
18X7+13Xg+10X9 < 7,300 (espacio fisico disponible en la planta de Reynosa).

X1+ X4+ X7< 700 (demanda pronosticada para el producto de lujo).

Xz + X5 + Xg = 1,600 (demanda pronosticada para el producto tipico).

X3 + Xs + X9 = 850 (demanda pronosticada para el producto econémico).

Como quinto paso, es determinar la existencia o no de las restricciones de no negatividad

que en este caso si deben de existir ya que podemos producir o dejar de producir el producto
pero no podemos producir cantidades negativas del mismo.

En resumen nuestro modelo matemético para este problema nos quedaria como:

Max. Z = 3.25X31 +2.80X2+2.25X3+3.25X4 + 2.80Xs +2.25X6 +3.25X7 + 2.80Xs + 2.25X9
Sujeto a: X1+ X2+ X3 < 760
Xs+ Xs+ Xg < 940
X7+ X8+ X9 <510
18X1+ 13X2+10X3 < 13,600
18X4+13X5 + 10Xs < 12,320
18X7+13X8 + 10X9 < 7,300
Xi+X4+X7=< 700
X2+ Xs+ Xg < 1,600
X3+ Xe+Xg < 850

Xi=z0 parai=1,2,3, ...n.
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Ahora veamos un ejemplo m4s:

La compaiia Electric Production, Inc., manufactura aparatos eléctricos y de refrigeracién
tiene cuatro departamentos principales: el de partes eléctricas, el de partes mecénicas, el de
ensamble y el de inspeccidn final, dicha compaiia elabora dos productos, que son: reguladores

de voltaje y refrigeradores.

Las capacidades mensuales de los departamentos son las siguientes:

Departamentos Capacidad para Capacidad para
Reguladores de Voltaje Refrigeradores
Partes Eléctricas 4,500 6 1,500
Partes Mecdnicas 8,000 6 1,000
Ensamble 4,000 6 2.000
Inspeccién Final 9,000 [¢) 3,000

También pueden elaborarse los productos (en cada departamento) cualquier combinacién
lineal dentro de los limites establecidos.

La contribucién del regulador de voltaje es de $30 cada uno, la contribucién del refrigerador
es de $500 cada uno. El proceso de elaboracién de cualquiera de los productos requiere pasar
a traves de los cuatro departamentos de la compaiiia. Suponiendo que la compaiia puede
vender cualquier cantidad de los dos productes, hay que determinar un modelo de
programacion lineal que maximice las utilidades de esta compafiia.

Primero, hay que definir nuestras variables de decisi6n las cuales serdn:

X1= Cantidad de reguladores de voltaje a producir.

X2= Cantidad de refrigeradores a producir.
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Segundo, determinar cudl sera nuestra funcién objetivo, ya que X1 es la cantidad de
reguladores de voltaje a producir y que nos proporciona una utilidad por unidad de $30, y por
otro lado X2 es la cantidad de refrigeradores a producir y éstos nos proporciona una utilidad
por unidad de $500, en base a estos datos, formularemos nuestra funcién objetivo, la cual es:

Maximizar Z.=30X; + 500X2

Tercero, podemos producir 4,500 reguladores o 1,500 refrigeradores, en el departamento de
partes eléctricas o cualquier combinacién lineal de ellos, s decir que tenemos una relacién
de3reguladores por 1 refrigerador, en el departamento de partes mecénicas podemos producir
8,000 reguladores o 1,000 refrigeradores o cualquier combinacién lineal de ellos, teniendo una
relacién de 8 reguladores por 1 refrigerador, en el departamento de ensamble tenemos
capacidad para ensamblar 4,000 reguladores o 2,000 refrigeradores o cualquier combinacién
lineal de ellos, encontrando que existe una relacién de 2 reguladores por 1 refrigerador, asi
para el departamento de inspeccién final en el cuél tenemos que podemos inspeccionar 9,000
reguladores o 3,000 refrigeradores, con esto tenemos una relacién de 3 reguladores por 1
refrigerador.

Cuarto, determinar los componentes tecnol6gicos, que en este caso son las relaciones que
se acaban de describir en el parrafo anterior, en el departamento de partes eléctricas, podemos
producir partes eléctricas para 3 reguladores por 1 conjunto de partes eléctricas para
refrigeradores, teniendo como limitante, 4,500 reguladores de voltaje o 1,500 refrigeradores, la
relacion puede ser planteada en base a cualquiea de estos limites, por ejemplo, si €scogemos
el limite de reguladores de voltaje nuestra restriccion quedaria como X1 + 3X2 =< 4,500; 0 si
deseamos escoger el limite de refrigeradores nuestra restriccién quedaria como 13X1 + X2 <
1,500; observese que en ambos casos obtendriamos los mismos resultados al buscar los puntos
de cruce con los ejes tanto para X1 como para Xz2. Por ejemplo en la primer restriccion
planteada, si X2=0; X1=4,500; y si X1=0; X2=1,500, del mismo modo para la segunda restriccién
planteada si Xz =0; X1=4,500; y si X1=0; X2=1,500. Recuerde que ¢stas restricciones son para solo
un departamento, asi es que debemos escoger una de éstas, y solamente tendremos una
restriccién por cada departamento que tengamos en nuestra compaiiia, por lo que tendremos
las siguientes restricciones:

1/3X1+X2 = 1,500  (restriccion del departamento de partes eléctricas).
/8X1+X2 = 1,000 (restriccién del departamento de partes mec4nicas),
1/2X1+ X3 = 2,000  (restriccién del departamento de ensambles).
1/3X1+ X2 = 3,000  (restriccion del departamento de inspeccitn final).

El quinto paso es agregar las restricciones de no negatividad, siendo éstas:

X120,y X220
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En resumen, ¢l modelo de programacién lineal para este problema es:

Maximizar Z = 30Xj + 560X,
Sujeto a: 173X + X2 < 1,500
1/8X1+ X2 < 1,000
172X1+ X2 < 2,000
13Xy + Xz < 3,000

X120y X220
Pudiendo, haberse planteado también de esta siguiente manera:

Maximizar Z = 30X +500X3
Sujeto a: X1+3X2 < 4,500
X1 +8X; < 8,000
X1+2X3 = 4,000
X1 +3X2 = 9,000

X120y Xz2=0.
Veremos ahora el planteamiento de un problema de minimizacion.

En una granja se crian conejos para la venta de su carne y piel y se desea determinar qué
cantidades de los distintos tipos de alimentos se debe dar a cada conejo a fin de cumplir ciertos
requisitos nutricionales a un costo minimo. Se cuentan con tres tipos de alimentos que son
detallados en la siguiente tabla, asf como se dan las unidades de cada clase de ingrediente
nutritivo b4sico contenido en un kilogramo de cada tipo de alimento, junto con los requisitos
minimos nutricionales diarios y los costos de dichos alimentos.

Ingrediente Kilogramo del Kilogramo del Kilogramo de | Requerimiento
nutritivo bésico. Alimento 1 Alimento 2 Alimento 3 minimo diario.
Carbohidratos 80 15 35 230
Proteinas 35 85 50 200
Vitaminas 12 21 63 154
Costo en centavos 50 47 30
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Se nos pide que formulemos un modelo matemaético, para este problema de programacién
lineal, a fin de minimzar el costo de alimentacién de los conejos.

Como primer paso es la definicion de nuestras variables de decision las cuales serén:

X1 = Cantidad de kilogramos del alimento 1.
X2 = Cantidad de kilogramos del alimento 2,
X3= Cantidad de kilogramos del alimento 3.

Elsiguiente paso es la formulacién de lafuncién objetivo, encontrando en la tabla los costos
por kilogramo de los alimentos 1,2,y 3, lo cual hace que nos quede 1a funcién objetivo como:

Minimizar Z=50X1 +47X2 + 30X3

El paso que sigue es determinar cuales son los requerimientos nutricionales minimos a
satisfacer, estos se encuentran en la tabla, los cuales son 230 unidades de carbohidratos, 200
unidades de proteinas y 154 unidades de vitaminas. Ya que los requerimientos son minimos a
satisfacer, entonces podemos determinar que nuestras restricciones serdn desigualdades del
tipo de mayor o igual que ().

El cuarto paso es la determinacién de los componentes tecnolégicos que aportan cada
alimento, también encontrados en la tabla, quedando las restricciones como sigue:

80X1 + 15X, +35X3 = 230 (restriccion de carbohidratos)
35X1+85X2+50X3 = 200 (restriccion de proteinas)

12X1 +21X5+63X3 = 154 (restriceién de vitaminas).

Y por Gltimo se agregan las restricciones de no negatividad, X120,X2=2 0,y X3 =z 0.
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PL icnto de Probl Lingal

Representando la formulacién del problema lineal en su forma canénica nos queda de la

siguiente manera:

Minimizar Z = 50X; +47X2+35X3

Sujeto a: 80X1 +15X>+35X3 = 230

Un ejemplo més:

35X + 85Xz + 50X3 = 200

12X1+ 21X +63X3 =2 154

X120, X220; y Xa=0.

1a compaiiia Especies del Oriente, S.A. de C.V,, actualmente tiene un suministro limitado
de dos ingredientes secretos que importa de China, los cuales son utilizados en la produccién
de dos condimentos que elabora, el channis y el mezquis. Especies del Oriente usa estos dos
ingredientes secretos a los que llamaremos Secreto 1y Secreto 2, para producir ya sea el
channis o el mezquis. Su departamento de mercadeo nos ha hecho llegar el informe de que
aunque la empresa puede vender todo el channis que se produce, en el mezquis s6lo existe
una demanda méximo de 1,350 botellas por periodo. Los ingredientes secretos que no sean
utilizados podréan ser vendidos a $10.35 el kilo del ingrediente Secreto 1, y a $8.15 el kilo del
ingrdiente Secreto 2. La siguiente tabla nos presenta los datos de las mezclas de los ingredien-
tes secretos, para la fabricacién de los productos asi como las demandas, utilidades y dis-
ponibilidad de ingredientes de los productos, se nos pide que elaboremos un modelo lineal

para maximizar las ganancias de la compaiiia.

Datos en kilos por botella
Condimento Secreto 1| Secreto | Demanda |\ Utilidad
en kifos 2 en an por
por kilos por | botelfas/ | botella en
botella botella mes 8.
Channis 500 450 Toda 23.50
cantidad
Mezquis 250 700 1,350 22.50
Disponibiiidad 10,000 9,500
(kilosimes)
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Nuestras variables de decision.

X1 = Cantidad de botellas a producir del Channis,

X2 = Cantidad de botellas a producir del Mezquis.
Quedédndonos en primera instancia nuestro modelo lineal como:

Maximizar Z = 23.50X1 +22.50X;
Sujeto a: .500X1 +.250X2 < 10,000
A50X;+.700X2 < 8,500
X1 =135
X1z 0;X220.
Sin embargo, como en este problema en particular nos indica que el sobrante puede ser
vendido y asi obtener una ganancia extra, debemos de modificar nuestro modelo lineal

introduciendo unas nuevas variables que llamaremos de holgura, es decir, aquella cantidad de
los ingredientes Secreto 1y Secreto 2, que no haya sido utilizada.

H; = Cantidad de kilos NO utilizados del ingrediente Secreto 1.

H; = Cantidad de kilos NO utilizados del ingrediente Secreto 2.

Puesto que la primer restriccién del modelo se refiere a la utilizacion del ingrediente
Secreto 1, habrd necesidad de modificarla es decir pasard de ser una desigualdad en una
igualdad introduciendo la nueva variable Hi, y se tendr4 que hacer lo mismo para la segunda
de las retricciones puesto que representa lautilizacién del ingrediente Secreto 2 introduciendo
para esta restriccion la variable Ha.

Modificando aquellas restricciones que son referidas a estos dos ingredientes nos quedan
de la siguiente manera.
500X1+.250X2 + Hj = 10,000 Hy tomaré ¢l complemento a la igualdad.
450X1+.700X2 + Hz = 8,500 Hz tomar4 ¢l complemento a la igualdad.
Ademds, también hay que modificar nuestra funcién objetivo, agregéndole a nuestras
ganancias las contribuciones que nos dejan la venta de los sobrantes de estos ingredientes, que

son de $10.35 por cada kilo del ingrediente Secreto 1y de $8.15 por cada kilo del ingrediente
Secreto 2.
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Al hacer lo anterior, nuestra nueva funcién objetivo nos quedaré como:
Maximizar Z = 23.50X +22.50X2 + 10.35H; +8.15H;
Quedéndonos finalmente nuestro modelo lineal de la siguiente manera:

Maximizar Z = 23.50X1 +22.50X2 +10.35H; +8.15H>
Sujeto a: 500X +.250X3 + H1 = 10,000
A50X1+.700X2+H2 = 8,500
X1 1,350
X120,X220;HL=0;yH2 =2 0.
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1.3).- Problemas de ejercicio.

1).- Problema de planeacion financiera. Manuel Garcia, es un corredor de bolsa de una
firma de inversiones personales, la cual maneja la cartera de valores de cierto niimero de
inversionistas del pais. El nuevo cliente que a Manuel le han asignado le ha pedido que le
maneje una cartera de inversién por $670,000. Manugel le sugiere al cliente limitar su cartera a
una combinacidn de las tres acciones que se muestran en la siguiente tabla, lo cual acepta de
buen grado el cliente y éste detalla las cantidades méximas gque debe invertir Manuel, en cada
una de las acciones que €l le ha sugerido.

Accibn IPrecio por Accibn| Unidad anual i Méxima inversion
estimada por postble,
accién
Cimex. $45 $10 $450,000.
Teimex. $18 $4 $250,000.
Peirabonos. $20 $4 $300,000.

Formule un modelo de P.L. para determinar cuéntas acciones de cada clase deberia
comprar Manuel Garcia para que maximice ¢l beneficio total anual estimado de su cliente.

2.- Problema de mezelas alimenticias. Mario Can, es el gerente de lafirma Perros Contentos,
S.A. de C.V,, la cual proporciona albergues para perros. Ellos producen un alimento para
perros, llamado CresiCany se hace mezclando dos productos de soya para obtener un alimento
para perros balanceado. Los datos que se dan en la siguiente tabla, son los productos de soya
utilizados para obtener el CresiCan.

Alimenta para perros balanceado.
Productos de | Costo por % de % de grasas
soya. kitos proteinas por gor kilo
kilo
Tipo A1 $1.60 55 % 15 %
Tipo A2. $1.15 32 % 26 %
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Plantcamicnto de Problemas Lineales,

Si Mario desea asegurarse de que cada uno de los perros reciba al menos 0.560 kilos de
proteinas y 0.210 kilos de grasa diariamente, {Cudl seria la mezcla de los productos de soya
para obtener el CresiCan a un costo mfnimo?, formule el modelo lineal.

3.- Problema de mezcla para fertilizantes. Florencio Jardines, es el superitendente de
edificaciones y jardines de 1a Univesidad Aut6noma de Nuevo Léon, y esta planeando poner
fertilizante al pasto en el area de la Rectoria a la entrada de la primavera. El pasto necesita el
producto Basico 1, nitrégeno y potasio al menos en las cantidades dadas en la siguiente tabla.

Requenmientos totales del pasto.
Minoeral. Cantidad mifnima
en kilos.
Bisico L 15
Nitrégeno 9
Potasio, 10

En el mercado Florencio puede obtener tres tipos de fertilizantes comerciales, y en la
siguiente tabla se da el anlisis y los precios de cada uno de ellos.

Caracteristicas de los fertilizantes (por cada 1,000 Kilos).
Fertilizante | Contenido | Comtenido | Contenido | Preclo por
de bésico de de potasio | tonelada.
1 {en kilos) {nitrégeno(en| (en kilos)
kilos)
| Tipo AL 35 15 15 $20
Tipp A2. 20 10 20 $18
Tipo A3. 15 15 15 $17
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Florencio puede comprar todo el fertilizante que desee de cada tipo y hacer lamezcla antes
de aplicarlo al jardin. Formule un modelo de P.L. para determinar cuénto debe de comprar
de cada fertilizante para satisfacer los requerimientos a un costo mfnimo.

4.- Problema de presupuestacion de capital. Una Casa de Bolsa tiene que elegir entre cuatro
proyectos que compiten por un presupuesto de inversién fija de $3,500,000. En la tabla se
muestra la inversion neta y los rendimientos estimados de cada proyecto.

Proyectos a invertir:

Proyecto Inversién Rendimientos |Riesgo
Estimados
Locales en Valle Oriente $2,500,000 $3,500,000
Viviendas de nivel alto $2.140,000 $3,200,000
Edificios de oficinus $1,750,000 $2,650,000
Viviendas de nivel medio | $2 520,000 $3,150,000

N ([0 |00

A cada uno de estos proyectos se le pueden asignar fondos en cualquier cantidad fraccional,
menor o igual al 100% del proyecto. La Casa de Bolsa requiere de un rendimiento minimo del
35% y desea que el riesgo sea minimo. Suponiendo que el riesgo es acumulativo. Por ejemplo
el riesgo de asignar fondos para viviendas de nivel alto en un30%y para edificio de oficinas en

un 70% serd (0.3)(8) +(0.7)(4) =5.20.

Se nos pide que elaboremos un modelo de programacion lineal, donde las variables de
decisién sean las fracciones a asignar del presupuesto de cada proyecto que se debe llevar a
cabo.

5.- Problema de planeacion de cartera. La CaBos ¢s una compajiia de inversiones, ella
cuenta actualmente con 10 millones de nuevos pesos en efectivo para invertir. Su objetivo es
tratar de maximizar los rendimientos que se esperan obtener en el préximo ano. La compaiiia
tiene como politica, el an4lisis de cuatro posibles inversiones Ias cuales estan resumidas en la

siguiente tabla.
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Resumen de eosibilidades de inversion.:
Posibles Réditos Inversién
inversionas esperados en maxima
(%) permisible en
millones
Cetes 18 $5
Papel bursatil 16 $8
Mesa de dinero 22 $3
Bonos bancarios 19 $3

Ademsds la compania ha establecido que por lo menos el 35% de los fondos debera ser
colocado en papel bursétil y en bonos bancarios, y no mas del 50% en la mesa de dinero y Cetes.
Y se deben de colocar completamente los 10 millones de pesos disponibles. Formulese un
modelo de programacién lineal que diga cuénto dinero invertir en cada posibilidad de

inversion.

6.- Una cadena comercial opera los 7 dias de la semana. A las cajeras de la cadena se les
contrata para trabajar periodos de 6 horas diarias. En el contrato colectivo del sindicato se
especifica que cada cajera debe de trabajar 5 dias consecutivos y después tener derecho a 2
dias consecutivos de descanso. Cada cajera recibe €l mismo sueldo semanal. En la tabla se
presentan las necesidades de contratacion de cajeras por cada dia de la semana.

Necesidades de contratacion de cajeras a la semana;

Dia de la semana

Ndmera minimo de
horas de cajeras

necesario
Lunes 120
Martes 250
Miércoles 400
Jueves 350
| Viernes 750
Sdbado 830
Domingo 210
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Supéngase que este ciclo de necesidades se repite en forma indefiniday no toma en cuenta
elhecho de que el niimero cajeras debe que serun nimero entero. La gerencia desea encontrar
un modela lineal de empleo que satisfaga las necesidades a un costo minimo.

7.- Un problema de producion. La Compainia Caber, Inc. Embotella y vende dos productos
quimicos. La compaiiia obtiene una utilidad de $0.25 por unidad del producto quimico *X’, y
$0.24 por unidad del producto quimico "Y’, que se vendan. Los tiempos de embotellado,
etiquetado y empacado, que se requieren para los productos en cada uno de los tres depar-
tamentos de produccion se sintetizan en la siguiente tabla.

Datos de produccién de la compariia Caber de los minutos
necesanios de produccion para cada producto en los distinios
departamentos.

Departamento Producto X’ Producto Y’
Embotellado 1 2
Etiquetado 1 3
Empacado 2 3

Los encargados de los departamentos productivos, han estimado que durante el préximo
mes estaran disponibles las siguientes horas de trabajo: 800 horas en el departamento de
embotellado; 600 en el departamento de etiquetado, y 2,000 horas en el departamento de
empaques. Suponiendo que la compaiifa desea que se maximicen las ganancias, formule el
modelo de programacién lineal para el problema.

8.- Un problema de fabricacién. Armando Meza, tiene un pequeiio taller de ebanisteria. El
fabrica tres clases diferentes de mesas, la de lujo, la tipica, y la econémica. Cada clase de mesa
requiere de una ciera catidad de tiempo para su corte de las distintas piezas, su montaje, y
pintura. Armando puede vender la totalidad de las unidades que produce. Por cierto, 1a mesa
tipica se puede vender a algunos clientes sin pintar. El nos ha proporcionado sus datos en la
siguiente tabla, y nos ha pedido que le formulemos un modelo de programacion lineal, para
que le ayudemos a determinar la cantidad que debe de producir de las distintas clases de mesas
que fabrica con el fin de que se maximicen sus ganancias.
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Datos en horas por unidad

—_——
Clases de Mesas. Corte Ensamblado Pintura Utilidad por
mesa en $.
Mesa de lujo 3 7 5 60
Mesa tipica 1.5 3.2 3 35
Mesa tipica (sin pintar) 1.5 3.2 0 23
Mesa econdémica 1 2 1.5 15
Capacidad (Horas/mes). 250 330 250
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Solucion de Problemas por el Método Grifico

III).- Solucién de problemas por el método
grafico.

ITI.1).- Requerimientos de un problema de
programacion lineal.

Antes de profundizar sobre este tema, es necesario que hablemos un poco sobre que es la
programacidn lineal, ésta ha sido una metodologia de mucha importancia y de un gran alcance
en la toma de decisiones, cuya filosofia principal se basa en tratar de asignar ciertas clases de
recursos limitados a las demandas competitivas en forma optima, para esto se requiere es-
tablecer una premisa fundamental, la cual supone que cualquier consumidor trataré siempre
de conseguir ¢l mayor beneficio por su dinero, al igual que la accién de los hombres de
negocios, cuyo objetivo principal es conseguir la mayor cantidad de utilidades posibles. A esta
premisa se le llama de Racionalidad Econémica.

En la actividad empresarial se cuenta con valiosos recursos, que generalizando los
podriamos enmarcar en tres grupos principales, y estos son: el Recurso Humano, el Espacio
Fisico de Produccion y el Capital con el que se dispone.

Por Recurso Humano, hablamos del tiempo que el trabajador debe invertir para la
realizacién de un trabajo o la elaboracién de un producto especifico, asi como la cantidad de
personas de las cuales en determinado momento podemos disponer. Es decir, cudntas horas
y cuédntos trabajadores.

Cuando hablamos del Espacio Fisico, nos referimos al lugar fisicamente donde se llevara
a efecto la produccién, puesto que ningiin empresario tendria la osadia de emplear parques o
calles como lugar para ponerse a producir, asi como ningiin agricultor se pondria a sembrar
en carreteras ni terreno que no le perteneciera.

Como tercer elemento para lograr la produccién, nos referimos al Capital, este Gltimo
recurso es el mas amplio de todos, pues va desde el mismo dinero necesario para adquirir
materia prima e insumos, hasta la infraestructura y tecnologia que se requiere para lograr la
produccion.

Pues bien, estos recursos que acabamos de definir, no se encuentran en cantidades
ilimitadas en la actividad empresarial, mas bien son recursos escasos, a los cuales hay que
manejar de manera dptima a fin de cumplir con los objetivos de cada empresa, y como
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Solucién de Problemas por ¢l Método Grifico

mencionamos anteriormente, es tratar de obtener el maximo beneficio, mediante la aplicacion
de herramientas administrativas, siendo una de éstas la Programacion Lineal.

Quiz4, la mejor manera de definir la programacién lineal, sea la examinaci6n del adjetivo
Lineal, que describe una relacion entre dos o maés variables que son directamente propor-
cionales, es decir, que un aumento porcentnal de un recurso, producirg €l mismo aumento
porcentual en el resultado, dando por descontado la existencia de los rendimientos decre-
cientes. Finalmente como Programacién podremos entender que es una serie de técnicas
matemadticas utilizadas y secuenciales con el fin de lograr un objetivo que es obtener la mejor
solucién, empleando los recursos limitados de una empresa o persona.

En resumen podriamos ¢oncluir que programacién lineal es una técnica matemadtica para
determinar la mejor asignacién de los recursos limitados de una empresa o persona, con el
objeto de buscar el méaximo beneficio.

I11.2).- Método Grafico.

Aqui nos ocuparemos de la interseccion de lineas y planos para obtener un enfoque de dos
y tres dimensiones, cuando tratemos problemas de tres dimensiones, es de suma importancia
la interpretacién de los planos puesto que dada su naturaleza y la abstraccién de los mismos,
dificultan la tarea tanto del dibujante como del que interpreta la solucion de estos. De aqui se
desprende que podemos dar respuesta a problemas de una, dos y tres variables que
significarian cada una de ellas las dimensiones que tratemos. Hasta ahora no hemos men-
cionado los problemas unidimensionales, es decir, de una variable, ya que su solucién es trivial.

Existen cuatro pasos basicos, para la solucion gréfica de la programacion lineal, el primero
es formular el modelo matematico que estd dado por una funcién objetivo, y una o més
restricciones, ya sean ecuaciones o desigualdades, ya que estos deben cumplir casi siempre
con un maximo 0 minimo en sus requerimientos, el Segundo paso es expresar en forma gréafica
las restricciones del problema, delimitando las dreas que cumplan con éstas, el Tercer paso
bésico es trazar la funcién objetivo en la grafica con una utilidad supuesta arbitrariamente a
fin de conocer su pendiente y de ahi buscar la solucion éptima, y como Cuarto y Giltimo paso
es encontrar la solucién de problema, en ¢l método gréfico, recomendando hace uso de
simultdneas para encontrar los valores precisos en los cruces de las ecuaciones graficadas y
que forman el punto 6ptimo de solucién.
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Solucién de Prob] Mé1odo Grifi

Para continuar con la explicacién del Método Grdfico y a fin de relacionar los puntos
bésicos mencionados emplearemos el siguiente ejemplo.

Ejemplo Prototipo del Método Grifico

Sup6ngase que una persona acaba de heredar N$6,000.00 y que desea invertirlos. Al oir esta
noticia dos amigos distintos le ofrecen la oportunidad de participar como socio en dos
negocios, cada uno planteado por cada amigo. En ambos casos, la inversi6n significa dedicar
un poco de tiempo el siguiente verano, al igual que invertir efectivo. Con el primer amigo al
convertirse ensocio completo tendria que invertir N$5,000.00 y 400 horas , y la ganancia estimada
(ignorando el valor de su tiempo) serfa de N$4,500.00. Las cifras correspondientes a la
proposicién del segundo amigo son N$4,000.00 y 500 horas, con una ganancia estimada de
N$4,500.00 (ignorando el valor de su tiempo). Sin embargo, ambos amigos son flexibles y le
permitirfan entrar en el negocio con cualquier fraccién de la sociedad; la participacién en las
utilidades serfa proporcional a esta fraccion.

Como de todas maneras, esta persona est4 buscando un trabajo interesante para el verano
(600 horas a lo mas), ha decidido participar en una o ambas propuestas, con la combinacién
que maximice la ganancia total estimada. Es necesario resolver €l problema de obtener la
mejor combinacion,

I1.3).- Formulacion como un problema de
programacion lineal.

Para formular un modelo matemético (de programacién lineal) para este problema, lo
primero que hay que definir son nuestras variables que vamos a usar, sea X1 como la
participacién proporcional del negocio con el primer amigo y X2 como la participacion
proporcional del negocio con el segundo amigo y sea Zla utilidad total que resulte del periodo.
Entonces, X1y X2 son las variables de decision del modelo y el objetivo es escoger sus valores
de manera que se maximice la ganancia.

Z=4500X1 + 4,500X2

La cual estaré sujeta a las restricciones impuestas por los amigos. De aqui se desprende la
primera de éstas, que es la restriccién de la aportacién de capital, en el negocio del primer
amigo tendria que hacer una inversi6n de N$5,000.00, mientras que en el negacio del segundo
amigo harfa una inversién de N$4,000.00, esto con una participacién del 100% para ambos
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Solucia de Probl | Método Grdfi

negocios, dada la flexibilidad que le dan los amigos el podrfa invertir una parte proporcional
en cada negocio, y como solo dispone de N$6,000.00. Matematicamente, esta restriccion se
expresa mediante una desigualdad que serfa:

5,000X1 + 4,000X2 < 6,000

Laotrarestriccién ala cuél quedasujeto, es ladel tiempo de trabajo que tendra que destinar
también en forma proporcional, en el negocio del primer amigo deberd destinar 400 horas de
su tiempo y en el negocio del segundo amigo serian 500 horas de trabajo, mientras que €l solo
esté dispuesto a invertir de su tiempo un méximo de 600 horas, para expresar esta restriccion
en forma matemadtica también es una desigualdad, puesto que €1, establece un maximo de horas
que tiene disponible, queddndonos esta restriccién como:

400X + 500X2 < 600

Ademds, la participacién proporcional para X1y X2 en uno o en ambos negocios podra
existir o no, pero nunca tomaré valores negativos, ya que un valor negativo en cualquiera de
las variables X1y X2 podria hacer vélida la expresion pero no tendria un significado real puesto
que podemos participar o no en el negocio, pero nunca nuestra participacién podré ser con
valor negativo. Con esto debemos introducir dos restricciones mas al problema lineal que es
la garantia de no negatividad, queddndonos estas restricciones como:

X120y X220

Para resumir, en el lenguaje matemético de programacién lineal, el problema consiste en
seleccionar valores de X1y X2 para:

Maximizar Z =4,500X; + 4,500X2
Sujeta a las restricciones: 5,000X1 + 4,000X2< 6,000

400X; + 500X2= 600

y las restricciones de no negatividad que se definieron anteriormente

X120; X220.
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I1L.4).- Solucion Grafica.

Este problema solo tiene dos variables de decisién y por lo tanto tendréd solo dos
dimensiones y es susceptible de resolverse por el método gréfico. El procedimiento para
resolverlo es la construccion de un grafica, cuyos ejes seran X1y Xz, es importante hacer notar
que las restricciones X1 2 0,y X2 = 0, son las restricciones de no negatividad (en caso de existir),
la explicacion para éstas es que debemos trabajar solo con valores positivos o ceros, ya que no
tendria explicacién el hecho de tener valores negativos, por ejemplo, si X1 tomaré el valor de
-3/4y X2 el valor de cero, y estos los sustituyéramos en la restriccién dos que es la de horas a
trabajar en el negocio, su resultado cumpliria con la desigualdad, ya que 400(-3/4) + 500(0) = 600;
daria como resultado -300 < 600; siendo ciertala desigualdad, pero no tendria ningiin significado
real la variable X1, puesto que en esta restriccion, se trata de invertir tiempo en el negocio del
amigo, la interpretacion para X2 seria que no invertiria nada de tiempo y por ende no
participaria del negocio, en cambio con la variable de decisién X1, que toma un valor de -3/4,
la interpretacion seria que lejos de invertir tiempo en el negocio le quitaria tiempo al negocio,
y estd fuera de toda 16gica ya que podemos emplear 0 no nuestro tiempo pero un valor negativo
no podemos interpretarlo.

En resumen, normalmente las variables de decisién en programacién lineal, deben tomar
valores positives o ceros, salvo en casos muy especificos si podrdn tomar valores negativos,
como por ejemplo si nuestras variables de decision tratara de temperaturas para la congelacion
de algin alimento con valores inferiores a los cero grados, entonces si pudieran tomar estos
valores negativos.

Una vez aclaradas las restricciones de no negatividad y a su existencia, esto nos exigen que
los valores reales de X1, y X2, deberdn estar en el cuadrante de los valores no negativos.

El siguiente paso es realizar la grafica a escala, y graficar las desigualdades llevandolas a
su méximo limite permisible esto es, llevarlas a la igualdad, una vez hecho esto se despejan los
valores para X1y X2 en los cruces de los ejes es decir:

5,000X1 +4,000X2 = 6,000 (restriccion original en forma de desigualdad)
se transforma en 5,000X1 +4,000X; = 6,000 (nétese que es llevada a su méximo limite)

Abora se obtiene el valor en donde se cruza la recta con el eje de X1,

Si X2 = 0 entonces 5,000X; + (0) = 6,000
por lo tanto X1 = 6,000/5,000 estoes Xy = 1.2
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Del mismo modo se saca el valor para el cruce de la recta en el eje de X2;

Si X1 = 0 entonces (0) +4,000X2 = 6,000
por lo tanto Xz = 6,000/4,000 estoes X3 = 1.5

Graficdndose esta recta nos quedaria:

[ 5,000X1+ 4,000%2 = 6000 |

Area de solucién permisible
para esta restriccion

02040508101

Nétese que cualquier valor en el primer cuadrante, que se encuentre fuera de el 4rea
sombreada no cumpliria con esta restriccion, por ejemplo si X3 tomara el valorde 1.8 y X2 el
valor de 0.4 y los llevamos a la restriccién original nos quedaria 5,000(1.8) +4,000(0.4) = 6,000
quedando 10,600 < 6,000 siendo falsa esta aseveracion, los valores negativos aunque si cumplen
con la desigualdad no tienen ningun singnificado real puesto que supondridn que lejos de
invertir dinero en el negocio del amigo le quitaria dinero a éste, por ejemplo si X1 =08 y
X2 = -04 al evaluarlo en la restriccién nos quedaria 2,400 < 6,000 y esta aseveracion es cierta,
sin embargo supone que invertiria el .80 de la propuesta hecha por el primer amigo pero menos
40 en el negocio del segundo amigo y este valor negativo se interpretaria como una menos
inversion (o pedimento de un préstamo), 10 cudl no ha sido la propuesta de este amigo, ¢n
resumen podemos concluir que cualquier punto que esté fuera de esta drea sombreada
invalidaria el resultado en la desigualdad.

Ahora graficaremos la siguiente restriccién que es:

400X; + 500Xz < 600 (restriccion original en forma de desigualdad)
se transforma en 400X + 500X2 = 600 (noétese que es llevada a su méximo limite)

Aqui se obtiene el valor en donde se cruza la recta con el eje de X1;

Si X2 = 0 entonces 400X + (0) = 600
por lo tanto X1 = 600/400 estoes X3 = 1.5
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Del mismo modo se saca el valor para el cruce de la recta en el eje de X2;

Si X3 = 0 entonces (0) + 500X = 600
por lo tanto X2 = 600 /500 estoes X> = 1.2

Graficandose esta recta nos quedaria:

Notese que el drea con la 5,000X1 + 4,000X2 = 6,000
sombra menos densa
cumple con una
restriccion pero no con la
otra, mientras que ¢l dreq
con sombra mds densa es
la que cumple con todas
las restricciones, as{ que
cualquier valor que S
tomara tanto X1 0 X3 que 06
esté fuera de esta drea 043
invalidaria la expresién 02
matemdtica, incluyendo :
las restricciones de no
negatividad.,

Area de solucién factible
para ¢l sistema de
ecuaciones lineales

NN

1A 418

400X+ 500X2 = 600 |

Definiremos como 4rea de solucién factible a todas aquellas combinaciones de puntos para
X1, y X2 que cumplen con todas las restricciones del sistema lineal, y cualquier valor que se
encuentre fuera del 4rea de solucidn factible no proporcionaria una solucién real, por ejemplo
si X1tomara el valor de 1.4, no satisface la primer restriccion aunque si cumpliria con la segunda
restriceion, y con esto el valor de 1.4 para X1 queda fuera de la solucion factible del modelo
lingal.

Xi=14yX2=0
Primera restriccién:  5,000(1.4) +4,000(0) < 6,000
7,000 < 6,000 Falso.
Segunda restriccién:  400(1.4) + 500(0) < 600
560 = 600 Cierto.
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Primera restriceién ]

Notese que el valor Punto seleccionado
seleccionado se encuentra (1.4,0)

fuera de el drea de solucion

factible.

Segunda restriccion

Como puede apreciarse en la gréfica de la pagina anterior cualquier valor que se encuentre
fuera de la zona con sombra méas densa no cumpliria con las restricciones, a esta zona de la
que ya hablamos anteriormente se le llama 4rea de solucién factible, puesto que cualquier
combinacion de valores que se encuentren dentro de esta drea es factible de realizarce, ya que
cumplirian con todas las restricciones del problema, m4s sin embargo debemos buscar aquella
solucién que nos proporcione el maximo beneficio y para ello es necesario graficar la funcién
objeto del problema que es maximizar Z = 4,500X1 + 4,500X2, dado que para poderla graficar la
igualdad tiene que ser un valor escalar, al cual daremos un valor arbitrario, por ejemplo 1,800
esto nos generaria una nueva ecuacién que seria:

1,800 = 4,500X1 +4,500X2

Encontramos los valores en los cruces de los ejes de Xi, y Xz de la misma forma que lo
hicimos para las restricciones quedéndonos que:

X1 =04,y X2 =04

Una vez graficado nos quedaria:

Represntaremos con una linea
discontinua la funcién objetivo
de nuestro problema, dandole el
valor arbitrario de 1,800

L8O = 4,500X1 + 4,500X2

i
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Como se puede ver en la grafica la recta de la funcién objetivo pasa por el drea de solucion
factible y cualquier combinacién de puntos de X1y X2 seleccionados que toquen la recta de la
funcién objetivo y dentro del 4drea de solucion factible nos proporcionaria una utilidad de
N$1,800, sin embargo no es la solucién 6ptima ya que podemos apreciar en la grafica que la
recta de la funcién objetivo estd muy por debajo de los limites del drea de solucién factible
que nos proporcionan el miximo beneficio, como veremos a continuaciéon.

Para encontrar la méaxima utilidad veamos primero el siguiente andlisis.

SiZ = X1 +C2X2 (donde G, son las contribuciones de la funcién objetivo)
despejando X2 no quedaria
Xz = -(C1/CXa+Z/C;

Si Xarepresenta el eje de X, y X2 representa el eje de la ¥, esto lo podriamos comparar con
la forma canénica de una ecuacién lineal como:

Y = mX+b de aqui resalta que
m=-(C1/C2); yb=2Z/Cy

Por lo tanto la pendiente (m) en la recta de la funci6n objetivo seré siempre la relacién de

dos constantes y por concecuencia, Z = Czb siendo b para cualquier recta es la distancia medida
sobre el eje Y desde el origen al punto de corte de la recta con ese gje.

Veamos esto en la siguiente grafica, para tener una mayor comprension

b=2Z/Cy

; 1,800 = 4,500X1+4,500X2
b = 1,800/4,500
b=104

Como se puede ver en la grifica el valor de b, estd dado por la relacién proporcional de
Z/C2 0 bien Z=C2b, entre més grande sea b, mayor serd nuestra utilidad. Ya que el problema
que nos ocupa es de maximizar la ganancia de nuestro amigo, y para encontrarlo debemos
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desplazar esta recta cuya pendiente s constante hacia arriba con el fin de encontrar el dltimo
punto que toque el desplazamiento de la funcién objetivo, y que se encuentre dentro del 4rea
de solucién factible, logrando que la constante b, sea la mayor posible, claro est4 debemos de
cuidar que nuestra recta Z, no salga completamente del drea de solucién factible .

Haciendo b més grande:

B 164
144 N | 7,200 = 4,500X1 +4,500X>

b=Z/Cx 124,
104 ; u

b = 7,200/4,500 o84’
06

b = 16 0.4 i
7 & ‘ ) \ N
— iy ol > — X1
0204068081012141648
AN

Como se aprecia en la grifica » aument6 en cuatro veces su valor lo cual representa un
gran incremento en la ganancia ya que pas6 de N$1,800 a N$7,200, pero no podemos aspirar a
obtener dicha ganancia dado que la recta de Z no toca ningin punto del 4rea de solucién
factible, es decir, se encuentra fuera de ¢sta drea de solucién factible y por lo tanto debemos
desplazarla hacia abajo. Para hacerlo podemos tomar una regla y desplazarla hasta que toque
el primer punto que seria el 6ptimo, una vez hecho esto hay que evaluar las ecuaciones que se
cruzan y forman el punto, para dar respuesta al problema obteniendo la solucién y recomen-
dando hacer simultdneas con estas ecuaciones a fin de conocer los valores de X1y X2 en sus
ejes correspondientes.

Recomendando hacer simultdneas para obtener una precision de los valores de X1, y Xo,
con la ecuacion uno y dos que son las que forman el punto éptimo al cruzarse estas, nos queda
la solucién del problema como sigue:

5,000X1+4,000X2 = 6,000 (se multiplica por -4)
400X1 + 500Xz = 600 (se multiplica por 50)
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quedandonos:

-20,000X1-16,000X> = -24,000
20,000X1 +25,000X2 = 30,000
dando como resultado:
0X1+9,000X5 = 6,000
despejando X3; nosda Xz = 2/3
sustituyendo este valor en la primer ecuacién original:

5,000X1 +4,000(2/3) = 6,000

despejando X1; nos queda X1 = 2/3
Estos valores de X1 = 2/3; y X2 = 2/3, representan el punto 6ptimo del problema y que lo
forman el cruce de la ecuacion uno y dos, ahora habra que sustituir éstos en la funcién objetivo
para encontrar el valor de Z que serd la maxima ganancia:

Z = 4,500(2/3) +4,500(2/3)

Z = 6,000
Viéndolo en forma gréfica:
X2 6,000 = 4,500X1 + 4,500X>
20 Punto de solucion
18
16 X1=2/3yX=2/3
N
14
17 Z mdxima = 6,000
10
08
06

¥ S

HI ;1 I_\ T T T Xl
0608101214618 20

El lector se preguntard, 4no seria mds sencillo hacer las simultdneas desde un principio, y
asi obtener la solucién del problema?. La respuesta es que las simultdneas se resuelven una
vez que sabemos cual es el punto 6ptimo, ya que si la pendiente del problema anterior hubiese
sido mds vertical o mds horizontal podria llegar a salir por otro vértice del drea de solucion
factible.
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I11.5).- Problema de tres dimensiones para resolverse
por el método grafico.

Ahora trataremos un problema de tres variables de decisién, que como ya se nencion6
anteriormente representa hacer planos, para esto tomaremos el siguiente ejemplo:

Maximizar Z = 4X;+3X2+6X3
Sujeto a las restricciones

3X1+X2+3X3= 30
2X1+2X2+3X3 < 40

y restricciones de no negatividad
X120,X220,X320

El primer paso es la formulcién del modelo matematico el cual se encuentra arriba de estas
lineas.

El segundo paso es trazar las restricciones en una grafica tridimensional, ya que contamos
con tres variables en nuestro preblema y cada una de éstas representa un eje distinto, la primer
restriccién:

3X1+X2+3X3 <30
Es llevada a su méximo [imite que es la igualdad y nos queda como:
3X1+X2+3X3 =30
buscarmos los valores donde se cruzan las restricciones con los ejes de X1, Xz, y Xa:

haciendo X2 = 0;y X3 =0
3X1+(0)+3(0) = 30 obtenemos que X3 = 10
ahoraX; =G,y X3 =0
3(0) + X2 +3(0) = 30 obtenemos que Xz = 30
asiconX1 =0;yX2 =0
3(0) +(0) +3X3 = 30 obienemos que X3 = 10
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Solucidn de Problemas por el Método Grafico

Recuerde que estamos trabajando con tres dimensiones, y por lo tanto, ahora las restric-
ciones representan planos no rectas como es ¢l caso cuando tenemos solo dos dimensiones o
dos variables de decisidn, veamos la gréfica, del plano de la primera restriccion.

X2

Volumen de solucion
20 permisible para esta
Restriccion: ! restriccon.

X1 +X2+3X3 = 30

10
15

X3

Notese que en la gréfica, la parte sombreada representa un volumén, cuya figura
geométrica tiene sus limites en el plano que forma la restriccién y los ejes de X1, X2, y X3, puesto
que existen en el problema las restricciones de no negatividad, pasando a lasegunda restriccién
encontramos los puntos que cruzan con los ejes en X1 = 20, X2 = 20, y X3 = 13.33 graficando esta
restriccién quedaria como se muestra en la siguiente figura:

X2 Restriccidn:
3X1+X2+3X3 = 30

Volumen de
solucion factible
para el sistema de
ecuaciones lineales
de este problema

X1

Restriccion: 2Xy +2X2+ 3X3 = 40

En la figura el sombreado més denso, representa el volumén de la solucion factible para
este problema, y el siguiente paso seré graficar el plano de la funcion objetivo, para hacer esto
es necesario dar un valor arbitrario a la funcién objetivo a fin de poder obtener los valores de
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las variables dondé cruzan con los ejes de X1, X2, y X3, para hacer lo anterior habra que darle
un valor arbitrario a Z, que en éste caso le daremos el de 48, quedandonos como:

48 = 4X1 +3X2+6X3
Haciendo X2 = 0; y X3 = 0, entonces X1 = 12; as{ mismo, para X1 = 0; y X3 = 0, encontramos

que X2 = 16, y asf de igual forma con X1 = 0; y X2 = 0; por lo que X3 = 8; graficando este plano
en la figura de tres dimensiones, nos queda de la siguiente manera:

Volumen de
Xz solucién factible
del problema

Funcién objetivo del problema
48 = X1+ 3X2+ 6X3

Como en nuestro problema debemos de maximizar, habrd que desplazar el plano de la
funcién objetivo haciaendola crecer lo més posible, dentro de 10s limites del volumén de
solucién factible, y asi poder encontrar nuestra solucién optima en el iiltimo vértice que toca
el plano de la funcién Z, como se muestra en la figura.

Punto éptimo
XN =8
X2 = 10;

X3 = 20/3 = 6.66;
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Como se aprecia en la gréfica, el punto 6ptimo se encuentra en el cruce de los siguientes
planos: limitados por los ejes de X2; y X3, (esto quiere decir que en el resultado el valor de
X1=0); con ¢l método gréfico, la solucion es a escala, se recomienda hacer simultdneas para
encontrar Jos valores precisos, en este caso para Xz; y X3, ya que sabemos que X1 sera cero.

Ya que X1=0; entonces podemos espresar ¢l sistema de ecuaciones lineales como:

3(0) + X2+3X3 = 30;
2(0) +2X243X3 = 40
quedando:

X2+ 3X3 = 30; multiplicando por (-1)
2X2+3X3 = 40
esto es -X2-3X3 = 30
2X2+3X3 = 40

de aqui nos queda que X2 = 10; y sustituyendo en la primera
ecuacion, tenemos que X3 = 20/3.

Ahora solo nos restasustituir los valores de Xi; X2; y X3 en la funcién objetivo para encontrar
el valor de Z que serd la 6ptima.

Z méxima = 4(0) +3(10) +6(20/3)
Z méxima = 70

Una vez resuelto nuestro problema de tres dimensiones, y recalcando que cada variable
de decisi6n representa una dimension, asi como cada restriccién un plano, conociendo esto es
impensable que por el método grafico podamos dar respuesta a problemas con més de tres
variables de decision
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I11.6).- Ejemplos con caracteristicas diversas.

En este punto abordaremos casos especiales del método grafico, ya que no todos los
problemas tienen solucidn, algunos otros tienen solucién multiple.

Ejemplo: Problema con solucion cuando se presenta una igualdad.

Considérese el siguiente problema.

Maximizar Z = 2X1 +3X3
sujetoa: X1+2Xz; <4

X1+ X3 = 3 (nétese que es una ignaldad)

para: X1 =0y X2=0.

para obtener la grafica haremos que larestriccién; X1 +2X2 < 4 (restriccién original en forma
de desigualdad), sea transformada en X1+2X2 = 4 (n6tese que es llevada a su méaximo limite).

De aqui obtenemos que en X2=0; X1=4y en X1 =0; X2=2, que son los valores donde se cruza
la recta de la desigualdad con los ejes de X1 y X2, y dado que la desigualdad original es de menor
que cualquier combinacion de puntos que se encuentren bajo la recta seran de solucion para

ésta, como se muestra en la gréafica.

Area de solucién
parala pnimer

" restriccion del
programa lineal
planteado.
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Ahora haremos lo mismo con la siguiente restriccién obteniendo los valores de cruce en
los ejes de X1y Xz los cnales fueron de en X2=0; X1=3 y en X1=0; X2=3, y graficandolos nos
quedan de la signiente manera:

El drea de solucién factible de
este problema estd formada
solo por los puntos que forma
el segmento senalado.

Como se podrd apreciar en |a gréfica, no existe el drea sombreada caracteristicade laregion
de solucion factible, puesto que al ser lasegunda restriccion una igualdad invalida tanto el drea
por arriba de la segunda recta, asi como por abajo de ésta, quedando solo un segmento como
regién de solucién factible el cual se encuentra sefialado en la gréfica.

El siguiente paso es graficar la funcién objetivo y tratar de maximizar el problema, para
realizarlo primero hay que dar un valor arbitrario a Z para encontrar los valores en los cruces
tanto para X1 como para Xz, y despues tratar de hacer que crezca el valor de b que es la distancia
medida sobre el eje de Xz, y como ya sabemos entre més grande sea el valor de ’»* mayor seréd
nuestra ganancia.

Ampliando la zona de
cruce de las rectas; ya
que la segunda
restriccibn es una
Restriccion Das igualdad, entonces el
Xi+X2=3 drea de solucién
factible serd solo los
puntos que forman el
tramo de recta del
punio (3,0} al (21) ya
que ningin ofro punto
cumplirié con todas las
restricciones.

La solucion del
problema es: .
Xi=ZyXe=1 ﬂ\\

Z mdxima=7 X

Restriccion Uno
X1+ 2X3=4

m y S
e 1 ? i ]
Lz 7=2X1+3ij 205N

—
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Como se aprecia en la parte ampliada, de la gréfica de la pagina anterior, €l punto 6ptimo
se encuentra en X1=2y X2=1, obteniendo una ganancia maxima de 7 unidades de dinero,
aunque aparente ser tipico su caracterisitica especial, es que, el drea de solucién factible, esta
formada por los puntos que forman la recta X1+ X2=3, del punto de cruce hacia abajo, es decir,
la parte de esta recta que se encuentra por abajo de la recta X1+2X2=4, esto se debe a que la
seguna restriccion es una igualdad y los inicos puntos que pueden cumplir con ella.

Veamos ahara este otro caso en el que el 4rea de solucién es un conjunto vacio, es decir,
que no se encuentra ningiin punto que satisfaga al sistema de ecuaciones lineales.

Ejemplo: Problema sin solucion.

Considérese el siguiente problema:

Maximizar Z = 3X;+4X3
sujeto a: 3Xy + 2X2 < 6;
5X1 + 22Xz = 11
para: X1 >0; y X22>0
Obteniendo los puntos de cruce con los ejes de X1y X2, enla restriccién uno, para encontrar

los valores en los cruces de los ejes de X1y Xz, hay que hacer que X2=0; para encontrar que
X1=2; y haciendo que X1=0; encontramos que Xz=3, graficando esta restriccién:

X2
Area o regién de solucién SJ FXI +2X2=6
_ factible que cumple con ia
primer restriccion.
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Del mismo modo pero para la restriccion niimero dos encontramos que si X2 =0; entonces
X1=22;y si X1=0; entonces X2=5, graficando ambas restricciones.

Area o regién de . '
solucion para la Area o region de
feci solucién para la
restriccion Uno Y e
X1+2X2 =<
i 2 =0 SX1+22X; 211

Como puede apreciarse, al graficar la segunda restriccién el drea o regién factible para
ésta elimina la region de solucion de la primer restriccién, dado que se presentan las
restricciones de no negatividad, tanto para X1, como para Xz, entonces el drea o region de
soluci6n factible es un conjunto vacio, y por lo tanto al no haber al menos una combinacién
de valores para X1y X2 que satisfagan al conjunto de restricciones al mismo tiempo, entonces
el problema es considerado sin solucién.

Analicemos ahora el siguiente problema: Problema de minimizacion.

Minimizar Z = 8X; +8X2
sujetoa: -2X31+2Xz <4
X1 =3
3X1+4X2 2 12
35X1+3Xz=s21
para: X3 =20; y X 2 0.
Llevando las restricciones a su maximo limite que es la igualdad y obteniendo los valores

de cruce con los ejes para la primer restriccion los cuales son en X2=0; X1=-2; y en X1=0,
X2=2;y una vez graficado nos queda como se muestra en la préxima grafica.
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Slucién de Probl | Métogo Grifl

Una vez graficada la restriccion, podré usted apreciar que el drea o regién de la solucién
factible es toda la combinacién de puntos que se encuentren a la derecha de la recta, teniendo
solo como limite la recta misma asi coma los ejes de X1y Xo.

X2
Regitn de solucién -
para la restriccion Nétese que el drea
252Ky = 4 sombreada no

abarca la regidn que
se encuentra en el
lado de los
negatvos puesto
gue existen las
restricciones de
no-negatividad.

Ahora graficamos la segunda restriccion cuyo iinico cruce es con el eje de X1y se presenta
en Xi1=3 X2=0.

. — _,XZ Noétese que al introducir
Region de solucion 1 la nueva restriccion
Dara las restricciones 5l invalida la regi6n de

de 2X3¥2X = 4y

solucidén que se
X1 € 3 g

encuentra a la derecha
de esta nueva recta.

X1

a4 9 6 7

Como podr4 apreciar en la gréfica con la nueva restriccién se elimina una buena parte de
la irea o regién de Ja solucién factible, puesto que la desigualdad a la que hacemos referencia
es del tipo de menor o igual que (<) y por lo tanto todos los valores que se encuentren por
abajo de dicha recta serdn de solucién factible, teniendo en consideracion el limite puesto
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Solucién de Problemas por el Méiodo Grifico

por la primer restriccién y las restricciones de no-negatividad cuyo limite es el €je mismo tanto

para X1, como para X2.

De igual forma introducimos a la gréfica la tercera de las restricciones en la que se
obtuvieron los valores de cruce en los ejes de X1=4; X2=0,y en X2=3; X1=0, quedando la grafica

como se indica;

Area o region de
solucidn que se se
invalide al graficar

la nueva restriccion.

X2

Regidén de solucién
para las
restricciones
2X1+2X2 = 4
X1 = 3y
1+4X2 = 12

3

X1

Observese que la regién que se encuentra por abajo de la nueva restriccion fue eliminada
puesto que solo la combinacién de puntos que se encuentren por arriba de ella pordran ser
factibles de solucion dado que esta nueva restriccion es del tipo de mayor o igual que (2).
Ahora graficaremos la iltima restriccién de nuestro sistema de ecuaciones lineales, la cual
tiene como valores de cruce con 1os ejes en X1=6; X2=0y en X2=7; X1=0, quedando la gréfica

asi:

Adrea o regién de
solucion que se se

sistema la nueva
restriccion.

invalida al entrar al

Regién de solucién
para las
restricciones
2X1+2X2 = 4
X1 = 3
3X14+4x2 2 12
38xX1+3xz = 21

X1
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Selucién de Problemas por el Método Grifico

Como se aprecia en la grafica de la pagina anterior, la nueva restriccion también elimina
una parte de la regién de solucién la cual est4 sefialada,

Ahora nos resta graficar la funcién objetivo de nuestro problema, como anteriormente se
menciond habré que darle un valor arbitrario a la variable Z, esto con ¢l fin de poder obtener
los valores de cruce con los ejes tanto para X1 como para Xz, y poder conocer la pendiente de
ésta y asi obtener el valor de b que como recordamos es la distancia medida en el eje de Xz,
desde el origen al punto de corte de éste con la recta en cuestién y que en problemas de
maximizacion el valor de b deber4 ser lo més grande posible, mientras que en los problemas
de minimizaci6n que es el caso que nos ocupa el valor de b deber4 ser lo mas pequeno posible
sin salirse completamente de la regién factible de solucién, démosle un valor de 32 ala variable
Z quedando como 8X1+8Xz = 32, tenemos que X1=4; X2=0y en X2=4; X1 =0, veamos la gréfica:

Recta de la A2
funcién objetivo 7
8X1+8X2 = 32

Area o region
de sobucion
factible.

e X1

Apreciando la recta de la funcidn objetivo, observamos que el valor de ’»’ es de 4,y que la
recta de dicha funcién es suseptible de optimizarse aun mas, es decir podemos hacer que
disminuya el valor de b puesto que nuestro problema es de minimizar lo més posible, ya que
la funcidn objetivo estd tocando varios punto de la regién de la solucién factible y cualquier
combinacién de puntos que estén en esta recta nos dard un valor de Z =32, que como se aprecia
no ¢s la més 6ptima, ahora lo que habré que hacer es desplazar dicha recta hacia abajo para
que el valor de b disminuya y asi obtener el valor de Z menor, sin que la recta de la funcién
objetivo salga completamente de la region de la solucién factible, veamos la siguiente gréfica.
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' Rectedeln X2
funcion objetivo 7]
8X1+8X2 = 32 1
61
5] - -
Punto épttmo ] Area o region
X1=47; v - 4 g de solucién
X2=18/7 A / factible.
Z minima = 176/7 ‘\ . i
X1
b=227 |,/
A
et : X
1 2 34~ 5 &\ 7

Al desplazar la recta de la funcién objetivo hacia abajo, tratando de minimizar el valor de
Z encontramos el punto 6ptimo en X1=4/7; y X2=18/7, cuya recta de la funcién objetivo toca un
solo punto de la region de la solucién y por lo tanto hemos dado respuesta a este problema en
forma grafica, cuyo valor minimo de Z es de 176/7.

Ejemplo: Problema con solucién miltiple.

Utilizando el ejemplo anterior y cambiando la funcion objetivo.

Minimizar Z = 6X1+8X;
sujeto a; -2X1+2X2 =4
X1 <3
3X;+4X2 =212
35X1+3Xz =21

para: X1 20; y X2 2 0.

Obtenemos los puntos de cruce en los ejes y encontramos que para la primer restriccién
los valores son; Xi=-2 X2=0; y X2=2; X1=0, del mismo modo para la restriccién dos cuyos
valores son X1 =3, y X2 no aparece por lo tanto llega al infinito, en la restriccién tres, los valores
para X1y Xz son 4y 3 respectivamente, asi para la cuarta y Gltima restriccioén cuyos valores son
para X1=6, y para X2=7 y ddndole un valor arbitrario a Z de 16, graficando ¢l conjunto de
restricciones y la funcién objetivo tenemos la siguiente grafica.

1020112508
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drea o regién
de la
solucién
factible

[z - IZJ\’
3

AR |
7

@7 ¢

@ Z\4

/ ,.| -2X1+2X2 = 4
/ I:3£X1+3Xz=2?|

o T Ll R X1

Como podra apreciar el valor arbitrario de Z=16 hace que la recta de la funcién objetivo
pase por abajo de la region de la solucion del problema, y aunque b es pequena, no presenta
una solucién factible real dado que como ya hemos mencionado la recta de la funcion objetivo
no toca ningun punto de la solucidn, y por lo tanto debemos desplazar dicha recta de Z hasta
hacerla que toque la regién de la solucién factible, aunque el valor de b tenga que crecer, como
sabemos nuestro problema es de minimizacion de esta funcién objetivo, y deberiamos tratar
que el valor de b sea el menor posible dentro de lo factible, es decir el primer punto que toque.

Debemos de recordar que en los problemas de minimizacién buscamos siempre que sea
el costo menor, ya que casi siempre las contribuciones de la funcién objetivo representan un
costo, y que nuestra tarea es reducir lo mds posible cumpliendo con los requerimientos de las
desigualdades que se nos plantean, sabiendo de antemano que algo nos debe de costar y que
deseamos que sea lo menor posible sin salirnos del contexto de necesidades las cuales son
expresadas por las ecuaciones del modelo lineal.

Desplazando la recta de la funcién objetivo hacia la regién de la solucién obtenemos la
siguiente gréfica.
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drea o region de la
solucion factible

24 = 6X1 +8X2 ] &5

b

3 e

Xy

I T 2§ 4w~ 5 &N 7

Apréciese que en la grafica no se da un punto de solucién 6ptima, puesto que la funcién
objetivo es paralela a la restriccion mimero tres, y todos los puntos que se encuentran en el
segmento formado por el tramo de la recta entre los puntos Ay B, son de solucién 6ptima,
cuando esto sucede se dice que el problema tiene solucion miiltiple. Esto es debido a que
cuando desplazamos la recta Z hacia la region de la solucién, no fue un solo punto el que tocé
ésta, sino la totalidad de los puntos dentro del segmento Ay B, haciendo que cualquiera de los
puntos de este segmento sean de solucién Optima, reportando el menor costo, por ejemplo,
tenemos que €l punto A estd formado por X1=4/7; y X2=18/7, sustituycndo estos valores en la
funcion objetivo, el valor de Z minima es de 24 unidades de dinero, haciendo lo mismo para el
punto Bque estd formado por X1=3; y X2 =3/4, sustituyendo éstos en la funcién objetivo, el valor
de Zminima es también de 24 unidades de dinero, lo cuél nos indica que cualquier combinacién
de puntos sobre este segmento nos daré el mismo resultado que es el valor minimo de Z.

Ahora veamos este siguiente ejemplo: Problemas con solucion ilimitada.

Maximizar Z = 2X; +3X2
sujetoa: X1+2Xz = 2
2X1+3X2 =6

para: X1 =0; y X3 = 0.
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Obteniendo los valores en los cruces de los ejes para X, y X2; en la primer restriccion si
X2=0, entonces X1=2; haciendo X1=0, entonces X2=1; de Ja misma manera para la segunda
restriccion si Xa=0, entonces Xi=-3; y si X1=0 entonces X2=2; graficando estas restricciones,
asi como la funcién objetivo déndole un valor de 6, obtenemos que X1=3y Xz=2.

Una vez graficado nos queda:

6=2X1+3X2 X2

Xi+Xy= 2

X1

-3

EArEribiD

Apreciando la grafica, nos encontramos que el 4rea de solucién factible tiende al infinito,
y larecta de la funcién objetivo, al desplazarla para tratar de buscar el valor de b més grande
posible asi como alcanzar el dltimo punto de la regién de solucion factible, se ird hasta el
infinito, en estos casos se dice que el problema tiene solucion ilimitada, puesto que ¢l 4rea o
region de solucién factible no tiene limite méAximo.

Para finalizar podemos mencionar que toda solucién factible de un problema de
programacidn lineal esta conprendida dentro de un conjunto convexo, y su solucién 6ptima
serd encontrada en los limites de dicho conjunto convexo, incluyendo siempre al menos un
vértice.

Definicién.- Un conjunto convexo es una coleccion de puntos tales que, para cada par de
puntos de la colecci6n, el segmento rectilineo completo que une estos dos puntos también
forman parte de dicha coleccion.
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Ejemplo de un conjunto convexo.

El conjunto convexo estd
formado por el drea
sombreada de la figura. l

Definicion.- El segmento rectilineo que une cualquiera dos puntos (X1, X2, X3.., Xa’) y
(X', X2', X3',...., Xn") €5 12 coleccion de puntos

XLX2X3Xn)=[a X"+ (la )Xva XO'+(la )Xda XP+(la )Xih..a Xo”+(la )Xa']

talesque ¢ sa =< 1.

Un segmento rectilineo, en un espacio de m-dimensiones, puede ser generalizado en un
ejemplo de tres dimensiones, supongamos que tenemos 10s puntos (X1, Xz, X3')=(3,26), y (X",
X, X»")=(9,5,10); entonces el segmento rectilineo que los une es la coleccién de puntos.

(X1, X2, X3) = [9a + 3(I-a), Sa + AI-a), Wa + 6(1-a)],

Para cualquier valorde 0 < a < 1,
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Ejemplo de un conjunto no convexo.

Segmentos rectillneocs
que no cumplen con
el concepto de
convexidad, por lo
tanto la figura no es
un conjuni{o convexo.
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IV).- El Método Simplex Newx.
IV.1).- Introduccion.

Empezaremos por hacer un reconocimiento al sefior George Dantzig, que en el aho de
1947, desarroll6 el algoritmo general para resolver problemas de programacion lineal llamado
método simplex, que ha probado ser un método extraordinariamente eficiente, para resolver
problemas de programacion lineal, sin importar el niimero de variables de decisién bésicas
que se tengan, €l método siempre encontrard la solucién 6ptima, (en caso de que esta exista).

Un algoritmo es un proceso iterativo de solucién, es decir que es un proceso sistematico y
repetitivo, hasta que es obtenida la solucién 6ptima que es el resultado deseado, dichos
algoritmos requieren de ciertas condiciones iniciales, cierta mecénica de actualizacion
(iteracion), asi como criterios para determinar si se ha alcanzado la solucién del problema,
veamos en el siguiente diagrama de flujo la representacién de un algoritmo en su forma
general.

Condicianes Iniciales
{Preparacion Inicial).

Verdadero

Realizacién del paso iterativo.
(Mecanica de actualizacion).
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En el método simplex, como en la mayoria, de los algoritmos en la investigacién de
operaciones, la solucion a la cual hacemos referencia con la pregunta en el diagrama de flujo
es en si, una regla de detencidn, lo cual nos indica que hemos encontrado la solucion dptima
del problema.

El lector recordard, que en ¢l capitulo del método gréfico, fue abordo el tema de con-
vexidad, y ahi se enuncio, que toda solucién factible de un problema de programacié6n lineal
debe estar contenida dentro de un conjunto convexo, y su solucién 6ptima (en caso de que
exista) estard formada en los.limites o vértices de dicho conjunto convexo.

Pues bien, el métode simplex es un procedimiento algebraico que estard evaluando los
vértices de la figura geométrica formada por las restricciones del problema, aunque en
problemas de mas de tres dimensiones no podamos comprender el concepto de figura
geométrica, €l método aun asi, evaluara los vértices que formen estas restricciones y cada
iteracién del método contendrd una solucién de nuestro sistema de ecuaciones lineales,
buscando siempre el vértice que optimice nuestra funcién objetivo, haciendo la prueba de
optimidad en cada uno de estos vértices y brincando de un vértice a otro hasta que sea hayado
el vértice 6ptimo que serd nuestra solucién éptima.

Con el fin deilustrar los conceptos geométricos generales emplearemos un ejemplo de dos
variables de decisién, que previamente haya sido resuelto por el método grafico, y posterior-
mente daremos respuesta por el método simplex, para que el lector pueda ir reforzando el
concepto de solucién factible en un vértice.

Ejemplo:

Maximizar Z = 8X1+8X2
Sujeto a: -2X1 + 2X2 < 4
X1 =3
7X1 + 6X2 < 42

Para: X120;yX2 2 Q.
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Graficado nos queda dc la signiente manera:

Vértice de solucion
optima Z = 688/13;
X1=30/13 y

5.

Vértices adyacentes—l (30/13,56/13) X2 = 56/13. |

al origen (0,0). ]
Vértice formado
por dos rectas, las
de X1 =3;
7X1 + 6X2 = 42

(-2,0

X1

Como se puede apreciar en la gréafica los vértices factibles de solucién son los puntos (0,0),
(3,0), (3,21/6), (30/13,56/13), (0,2). También se tienen vértices no factibles que son (6,0), (3,5), (0,7),
(-2,0), ya que estos vértices se encuentran fuera de la regién factible, y por lo tanto no forman
parte de la solucién, de aqui se desprende en forma natural el concepto de solucién factible
en un vértice.

Vértices adyacentes, son aquellos que estdn conectados a otros vértices factibles (es decir
que toquen la regién de solucién) unidos por un segmento de linea de solucién, por ejemplo
el vétice (0,0) es adyacente a los vértices (0,2) y (3,0) de la gréfica.

Este concepto de solucién factible en un vértice, tiene sus fundamentos en las siguientes
dos premisas;

Primero.- Que el problema tenga al menos una o més soluciones.

Segundo.- Que la region de solucién factible este comprendida dentro de
un comjunto convexo.

Asi mismo, la solucién factible en un vértice ademas de cumplir con las premisas antes
descritas también debe de tener las propiedades, que se describen en el siguiente punto.
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IV.2).- Propiedades de las soluciones factibles
en un vertice.

Primero.- Que exista una solucién 6ptima, y en caso de tener solucién miltiple (mé4s de una
solucién optima), entonces debera tener por lo menos dos vértices adyacentes de solucién 6ptima.

Segundo.- La existencia de un ntmero finito de vértices adyacentes formado por el
conjunto ¢onvexo.

Tercero.- Si la solucidn en un vértice es igual 0 mayor (segiin la pendiente de la funcién objetivo)
que las soluciones ensus vértices adyacentes, entonces habremos encontrado el vértice 6ptimo
y por lo tanto su solucién.

Mecanica del método simplex. El algoritmo del método simplex, requiere de que el
problema se encuentre en su forma canénica, es decir:

Maximizar Z = ¢x,

Sujeto a

AX=by xz).

Que es la representacién matematica del médelo lineal, la cual ya describimos en el
capitulo de planteamiento de problemas. Dado de que el método simplex es un procedimiento
algebraico, nos es conveniente trabajar con igualdad y dejar de un lado las desigualdades, para
hacerlo debemos introducir una nueva variable a nuestra desigualdad que tomar4 el com-
plemento a la igualdad, veamos el ejemplo.

Maximizar Z = 8X1+8X2
Sujeto a: -2X1 + 2X2 <4
X1<3

7X1 + 6X2 < 42

Para: X1 2Q;y X220
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Para poder ejemplificar tomaretnos la primera restriccién de nuestro ejemplo que es una
designaldad y la debemos convertir €n una igualdad, para esto es necesario introducir una
nueva variable a la que llamaremos de holgura, qudandonos como se muestra.

Si. 2X1 +2X2=4-Hi
Para. H1 = 0,

El valor de la variable de holgura Hi, debera ser un valor positivo, es decir, mayor o igual
que cero, y representard el valor complementario para la igualdad. Por ejemplo si las variables
X1y X2 tomarén un valor de 0, tendrfamos lo siguiente:

-2(0) + 2(0) =4- Hi
0=4-H1
por lo que. H1 = 4;

Pasando la variable de holgura Hi a la izquierda de la igualdad nos quedaria escrita de la
siguiente forma:

2X1 +2X2 + Hi=4

Ahora, es necesario que conviertamos las demés restricciénes de desigualdad en igual-
dades, de la misma forma que lo hicimos con la primera restriccién, una vez hecho lo anterior
nuestro modelo lineal nos quedaria como:

Maximizar Z = 8X1+ 8X2+0H1+0H2+0H3
Sujeto a: -2X1 + 2X2 + H1 =4
X1+ H2=3
7X1 + 6X2 + Hi = 42

Para: X120, X220Hi=0;H2=20; H3 = Q.

Es necesario, hacer notar que las variables de holgura han entrado a la funcién objetivo
sin ninguna contribucion, esto es debido a que no se nos ha proporcionado informacién
adicional al respecto en este problema. Sin embargo, debemos de acarar que en problemas
reales éstas hoguras si tienen una repercusién real en la funcién objetivo pues pueden
proporcionar una utilidad adicional o representar un costo a nuestra utilidad.
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Para aclarar lo anterior, debemos de recordar que cada restriccion de nuestro problema
representa Un recurso importante para nosotros, supongamos por ejemplo que la restriccion
dos (original) 1a cual es X1 = 3, y que representard, la materia prima disponible para producir el
producto X1 y por lo tanto tenemos como méximo 3 unidades de materia prima para producir
el producto de Xi, y el no utilizar dicha materia prima (valor que tomaria la variable de holgura Hz)
implicaria tener en el almacén ésta, quiza con un costo de almacenaje, si se mensionaré ésto,
y se nos proporcionari el costo de dicho almacenaje, entonces debemos de castigar con este
costo a la funcién objetivo de nuestro problema, suponiendo que nuestro costo sea de 6 pesos
por cada unidad de materia prima que no utilizaramos, entonces debemos respresntar esto en
nuestra funcién objetivo, donde sea el castigo un costo de 6 nuevos pesos por cada Hz que se
tenga lo que implicaria que nuestra funcién objetivo nos quedara como:

Maximizar Z = 8X1+8X2+0H1 - 6H2+0H3

Nétese el cambio. del signo en Hz puesto que en una funcion de utilidades como lo es la de nuestro
ejemplo, un-costo siempre se interpretara como una (menos) utilidad, y visceversa, en una funcion
__abjetivo de costos una utilidad serd interpretada como un {menos) costo.

Por otro lado, si se nos mencionaré (para el mismo ejemplo), que la materia prima no
utilizada (representada por Hz2) puede ser vendida a un cliente obteniendo con ello una utilidad
adicional de 10 nuevos pesos por unidad, entonces nuestra funcién objetivo nos quedaria de
la siguiente forma:

Maximizar Z = 8X1+8X2+0H1 + 10H2 +0H3

Nétese que ahora fa contribucion de la variable Hz entra a la funcion objetivo con signo positivo puesto,
que la materua pnma no:utilizada puede ser vendida a un clisnte contibuyendo con esto maximizar
, nuestra utilidad.

Una vez que aclarado lo anterior, podemos definir la variables de holgura.

Definicién.- La variable de holgura, es el artificio matemaético de intoducir una nueva
variable a cualquier desigualdad con el fin de convertir a ésta enunaigualdad, y el valor tomado
por la nueva variable serd el complemento o excedente (holgura o superfluo) a la igualdad, dondé
elsigno que esta debera tomar sera en funcién del tipo de desigualdad que estemos tratando,
asi por ejemplo en caso de que la desigualdad sea del tipo de menor o igual que (<) la variable
de holgura entrard en la designaldad con signo positivo para ser convertida en una igualdad,
y en caso de que la desigualdad sea del tipo de mayor o igual que (=) el signo de la variable
sera negativo.
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El siguiente paso en la preparacion inicial del método simplex, que es la formulacién de
la primer tabla, y que contendrd la primer solucion bésica factible, al estar evaluando el primer
vértice que seré el origen mismo.

Forma de preparcion de la tabla inicial.

Vector columna de : I 3 8 1" 0 0 0‘ Vecton renglén de
términos independientes contibuciones.
Variables que se [ XX Hi H “4\ Vector renglén de
encuentran en la Base 1
S ‘ Hl’ a2 2 1 0 0 variables.

: - o — Matriz de
Contnibuciones de las He| | 3 1 0 o~—1—_ 0 é o‘;fﬁ Gitas
variables de la Base Cs. tecnologicos

s , Ha| |42 7 6] 0o 0N\ 1 ogcos.
Valor de la: funcion - -
objetive (Z).. i o 8 B 40 0 0N Matriz inversa, que

- : . ‘ \ en la primer tabla
Vector renglon de - es una matriz
costos. - | identidad.

El vector renglén de contribuciones, se forma con los coeficientes de las variables que
tenemos en la funcién objetivo, al igual que el vector rengl6n de variables, que se forma por
las variables de la funci6n objetivo.

La matriz de coeficientes tecnoldgicos, es formada por los coeficientes de las restricciones
del problema, de la misma forma la matriz inversa (que en el caso de la primer tabla es una matriz
identidad) esta formada por los coeficientes de las variables de holgura, que son introducidas
en las restricciones cuando las desigualdades son transformadas de en las igualdades.

Elvector columna de términos independientes, se forma con los recursos que disponemos,
que en este ¢aso es de para la restriccion uno 4, en la restriccién dos es de 3, y en la restriccién
tres es de 42.

Elvector de variables bésicas, es el formado por las variables que se encuentran en la Base
de la tabla, y estard dado por los vectores columnas de la matriz identidad, por ejemplo,
sabemos que el vector columna de la variable Hi en €l su primer elemento hay un (1) entonces
esa variable Hi debe de estar en la Base ocupando la primer posicion de la misma forma para
el vector columna de la variable Hz, y H3, ademds se coloca a su izquierda la contribucién de
esta variable.
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El valor de la funcién objetivo (2), estra dado por la sumatoria de la multiplicacién de la
contibucién de las variables bésica por el elemento correspondiente del vector de términos
independientes, es decir, Z = Zi.i"(cuby).

El vector renglon de costos, €s también llamado renglén indice, puesto que en este renglén
serd donde se nos indica cnando hay que parar el método por haber encontrado a a solucién
optima del problema, en la primer tabla debe de ser calculado por nosotros, haciendo la
sumatoria de multiplicacion de las contribuciones de las variables bésicas por los elementos
correspondientes de la columna, menos la contribucién original de la variable de la columna,

es deci_r, Cco = [ Zi=1n(CBi aji)] ~Cj,

Asi es como queda formada nuestra primer tabla, teniendo las variables Hi, Hz y H3 como
la Base inicial en su primer tabla.

Variables que se =

encuentran en la Base 8 8 4 0 9
en esta mbfﬂ- (Nétese:"l,a Xl xZ Hl Hz H3
correspondencia con los 4
veciores columnas de la Ht 41— 2 ' 1 0 0 Vectores
matriz identidad). columnas que
i Hz 3 3 t f} 1 0 forman la matriz
identidad.
— — H31—42 F—F6 & o 1
Valores de la varigbles -

Hi=4; Hy=3; H3 =42
LXI =0 X2=0yZ=0 |

Cabe hacer notar aqui, que nuestras variables de decisién X1y X2, no se encuentran en la
Base de la tabla, y cuando esto sucede quiere decir que no tienen ningian valor, es decir su
valor es de cero (0), tanto para X1 como para Xz, por lo que el vértice que se esta evaluando

Vértice que se esta
. evaluando ¢n la

primer tabla del

métodc simplex.

Rectg de
la funcion
- objetiva

Z=20

SRS E A &~ 7 X1
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en ésta tabla es el origen (X1=0, X2=0), y las variables de holgura (que son las que se encuentran en
laBase) tomaran los valores correspondientes del vector de términos independientes, como se
muestra en la figura anterior, que corresponde a la gifica de las restricciones de nuestro
problema.

Hasta aqui, hemos terminado con el primer paso del algoritmo algebraico del método
simplex, el cual es la preparacion de la tabla inicial de nuestro problema, el siguiente paso es
hacer la prueba de optimidad, utilizando una regla de detencion, consistiendo ésta en iden-
tificar en el renglén indice de la tabla, la existencia de elementos negativos (para problemas de
maximizacién o positivos para problemas de minimizacién), i encontramos un elemento negativo (para
este caso que es de maximizacién) entonces debemos de seguir el método con el paso siguiente que
es la mecanica de actualizacion, si ya no hubierd elementos negativos (para éste caso de
maximizacion) en el renglén indice, €sto nos indicaria que hemos encontrado el vértice mas
gptimo, y ahi pararfamos el método, puesto que habremos encontrado la solucién 6ptima del
problema, en el problema que estamos tratando si se encuentrén elementos negativos y por
consiguiente debemos de continuar con €l siguiente paso de actualizacién,

La mecdnica de actualizacion, consiste primeramente en seleccionar el elemento més
negativo del renglén indice, y marcamos a esta columna ¢omo nuestra columna clave, de esta
iteracion.

Encontremos la columna clave de la tabla.

: gy s vipgl Lgl- @
Columna clave

de nyestra tabla. \ X1 X2 Hi1 H2 Hs

0 Wi 4| -2 2 1 0 0

0 H2 3 1 0 0 1 0

0 H3 42 7, 6 0 0 1

0|8 -8 0 0 0

En esta tabla, hemos encontrado en el rengl6n indice que dos de sus elementos tienen un
valor negativo de 8 por lo que se presenta un empate, cuando llega a suceder ésto en el renglén
indice, entonces se seleccionard uno de los elementos empatados arbitrariamente, y asi
determinaremos cdal serd nuestra columna clave.

Pdgina 66



Analicemos un poco el significado de escoger la columna clave, en cada elemento del
renglén indice nos indica lo que estariamos dejando de ganar en caso de no ser seleccionado
éste (al ser negativo, pues en caso de ser positivo debemos de interpretarlo a lainversa, es decir, dejar lo que ya
hemos ganado), ademds usted notard que a cada elemento del renglén {ndice le corresponde una
variable de nuestro probiema, y esta es la que corresponde en el vector rengl6n de variables
en la tabla, es decir, escogemos el més negativo porque es el que més contribuye con nuestra
funcion objetivo, asi mismo nos indica sobre que eje debemos buscar nuestro nuevo vértice
para evaluarlo, veamos la grafica.

 Vértices advacentes
.candidatos a evaluar.
i i O

X1

2

0,0 T+

Como hemos mencionado, a cada elemento del rengl6n indice le corresponde una variable
del problema, y cuando escogimos la columna clave, también hemos determinado que ser4 la
variable de X11a que debe de entrar a la nueva Base, ademds indirectamente escogimos el eje
sobre el cual debemos de evaluar los puntos dondé se cruzan las restricciones con éste eje.

El siguiente paso es determinar cual serd nuestro rengldn clave de la tabla, para deter-
minarlo debemos de hacer la divisién de los elementos del vector de términos independientes
entre los elementos correspondientes al vector de la columna clave, exceptuando hacer la
division entre ceros o valores negativos (que se encuentren en la columna clave, s6lo podr4 ser validad la
division entre elementos negativos cuando las restricciones de no negatividad de nuestro problema no existan),
por otro lado, se invalidan las divisiones entre ceros, ya quie como sabemos cualquier division
entre cero, nos daria un valor no determinado.

Para nuestro problema, procedemos a hacer las divisiones: r1=4/-2 (esta divisién no debe
de tomarse encuenta, puesto que en este problema si existen las restricciones de no
negatividad), r 2= 3/1 = 3; y r 3= 427 = 6, por lo que encontramos €l menor cociente en el
correspondiente al reglon 2.
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, | 8l 8 0 o 0
Cotumna clave.
Sht e R X1{ X2 H1i Hz H3

0 HT‘\T 2 2 1 0 o | n= Divisién NO vélida.

0 0 1 0l| == 3/1 = 3. Menor.

Runglonclave. —— | 0 Hz 3

1
0 Hs 42| 7 6 0 0 1| n=427=6

Ya con anterioridad habiamos dicho que nuestra columna clave representa a la variable
X1, asi el renglén 2 que es nuestro renglén clave representa a la variable H2; con esto hemos
determinado que lavariable H2 es la que debe de salir de 1a Base, para que X1 ocupe su lugar
en la nueva Base de la tabla.

Preguntemonos, porque escoger el renglon clave de esta manera, la razon es que debemos
de movernos hacia vértices o puntos factibles de solucion, y al estar haciendo las divisiones
del vector de términos independientes entre los correspondientes del vector de la columna
clave, estamos, encontrando los puntos donde se cruzan las restriccidnes con el gje de la
variable que fué seleccionada al escoger la columna clave, siendo en esta iteraci6n la variable
de X1, que ya sefialamos que es la que debe de entrar a la nueva Base de la tabla, escogemos
¢l menor porque es una garantia de que el punto que estamos seleccionando cumple con las
demds restricciones, no hay que olvidar que nuestro problema es planteado en desigualdades,
y que como un paso inicial para resolverlo es convertir las desigualdades en igualdades, pero
elle no nos exime de cumplir con las restricciones originales, veamos lo explicado en la
siguiente grafica:

Punto de cruce fectible de
solucion el cual fise encontrado
onla evaluacion der: que Punto no factible de solucién
resultd ser el menor cociente. por estar fuera de la region de
— - solucién factible y que fue
Punto negativo quees - - hayado al hacer (a division
invalidado por las restricciones der
de no negatividad, evaluacién
s/
Funto de ongen, dela r—vﬁ /
primera (abla.
6,0) X1
5 e\ 7
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El elemento de interseccién del renglén clave y la columna clave se le conocerd como el
pivote actual, come pivote anterior en el caso de la primer tabla serd la unidad (1), asi mismo
| pasar a la siguiente tabla, el pivote actual pasa a ser el pivote anterior, y asi susecivamente

1asta encontrar la tabla final.

Nilmero clave de la. - ) [ La columna clave
e B 8 8 0 0 0
igbla. Abque -7+ :, representala
lamaremos Pivote \ xi| X2 H1 Hz H3 variable que debe
Actual.. ; entragr a la nieva
0 m}\\ 4l .2 2 1 0 4] | Base de (a tabla.
Foi Hoo 3l o o 1 or
/
El renglon QGIave-.’ T / { | 2p3 & ¢ O . E! pivote anterior en
representa ia va‘nabl_g W 0ol 8l =8 0 ¢ 0 la pri{ner tablg serd
une dzlzeédf a;_a,hr}gfe la la unidad ().
ase de ta tabla.

Tabla Original del problema; donde j= 1.

Paraactualizar los elementos de la nueva tablase hard de la siguiente forma, todo el renglén
clave pasa ala siguiente tabla igual, solo cambiando los elementos correspondientes formados
porlosvectores de variables en la nueva Base, asi como, el elemento de la contribucién original
de dicha variable que entra a la nueva Base, recuerde que cuando se selecciona la ¢olumna
clave estamos determinando la variable que debe de entrar a la nueva Base del problema, de
la misma forma al seleccionar el renglon clave estamos determinando la variable que debe de
salir de 1a Base del problema. Ademas, hay que transformar todos los elementos de la columna
clave en cetos, con excepeidn del pivote actual, el cual al formar parte de el renglén clave pasa
exactamente igual, como se presenta en la siguiente tabla.

Todo ¢f renglon ci;;_ve 1
pasa igual a la nyeva

tabla, solo deberios de
cambiar la variable que

debe de entra a la nueva
Base, inctuida su
congribucion origingl.

LPﬁmem actuglizacién de la tabla; donde j= 2.
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Elsiguiente paso, es transformar los demds elementos de la tabla nueva, utilizando la tabla

anterior y aplicando la siguiente formula:

N =[(E.A.’):(P.Aét.)‘-(E.C.C.C.)(E.C.R.C.)] / P.Ant.

Donde He. B
EN.= Elemento Nuevo.
E.A = Elemento Antiguo.

\Pidct. =: Pwote Actual,

P.Ant. - Pivote anterior,

e C.= Elemenzo correspondmnte de la columna clave.
L ECRC = = Elemento correspondiente del renglén clave.

E.A.= Elemento Antiguo. 0 0 0
E.C.C.C.= Elemento
T —— . Hi (H2 Kb Correspondiente de
Pivote Anserior= F.Act.g-1y la Columna Clave.
paraj>1, paralcaso de | : 1 0 0 |
j= }elptvo(esmzla e ; 7"
unidad (1). D [ 0 H 5 (Q G et
0 H3 47 7 6 0 0 1
ECRC= Ele;néritb ol 8l 8 o o 0 | PuAct =Pivote Actual.
CmrespOndwnte del — L ot = Pivote ctual_|
R ci
gorie ‘ Tabla Qriginal del problema,; donde j=1
8 8 0 o0 0
Elemento Nuevo i B X o h B B
actuahzado‘ .I‘ '.  ¢* 0 Hi @ 0
EN.= [(4)(1) (- 2)(3)]/1 8 X1 3 1 0 o0 1 0
EN= 10, 0 o H 0

 Primera actualizacion de la tabla; donde j =2
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Para actualizar el nuevo elemento, poniendo como ¢jemplo el que se escuentra
especificado en la tabla anterior, serfa: Elemento nuevo = [(1)(4)-(-2)(3))/1 =10. (la divisién fue enire
(1), dado que j= 1 por lo que el pivote anterior es igual a la unidad, esto ocurrird siempre cuando paratamos en
latablaorigina (primera tabla del problema) ), una vez que hemos actualizado el nuevo elemento, este
deberd siempre ocupar el mismo lugar del elemento antiguo, como se ve en la siguiente tabla.

Se procede a actualizar los demds elementos de la tabla quedandonos.

0 H1 10
8 Xi 3
0 Hz3 21

24

X1

0
0

6
8

0

0 0
H2z H3
2 0
1 0
Z 1
8 0

Privnera actualizacion de la tabla; donde j=2.

Como puede ser apreciado en la tabla anterior, las variables que se encuentran en Ja Base
son: Hi, X1yHs, las cuales tomaréan los valores que le corresponden en ¢l vector de términos
independientes, con un desfasamiento, para encontrar los valores reales hay que dividir estos
elementos entre el pivote actual, que para este caso es también la unidad, asi es que los valores
quedan como; X1=(101)=10; H1=(3/1)=3; H3=(2U1)=21; y el valor de Z =(24/1) =24. Recuerde
gue las variables que no aparezcan en la Base seran toman el valor de cero. Veamos en la

gréfica, el punto que hemos evaluando.
X2

]

&

Recta de la: f’
. funcién objetive
Z=24. -

Vértice quie se esta
evaluando enila
segunda tobla del
método. .- :

2(3,0)

3.5

3,21/6)

2
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Como puede apreciarse en la gréfica, el punto que ahora nos toca evaluar es el punto (3,0),
y al desplazar la recta de la funcion objetivo a ese punto tendremos una utilidad de 24, (hasta
agui, hemos terminado con la mecanica de actualizacion del método) ahora hay que aplicar el criterio de
detencién del problema, y al ver en la tabla anterior del método simplex podemos observar
en el renglén indice, que aun hay un elemento negativo de -8, que corresponde a la variable
de X2, y por lo tanto debemos de seguir el método en su paso iterativo, puesto que no hemos
alcanzado el punto dptimo del problema (como se mencione, habremos encontrado la solucién 6ptima
stlo cuando en nuestro reagldn indice existan elementos positivos o ceros), €l elemento del renglon iindice
de -8 nos indica que X2 es la variable que debe entrar a la nueva Base, y por ello debemos de
escogerla como columna clave de esta nueva tabla, asi mismo, hay que hacer la division de los
elementos de vector de términos independientes entre los elementos correspondientes de la
columna clave, con excepcion de la division entre ceros y valores negativos, y €l cociente donde
resulte el menor se escogerd como renglon clave. haciendo las divisiones encontramos que
rn=(102)=35; r»= se invalida ya que la divisién es entre un cero; rs=(21/6)=3.5, por lo que se
escoge el renglén que ocupa la tercer posicién de la tabla como renglon clave, (observe en la
gréfica anterior, los valores que encontramos al dividir los elementos de los términos independientes entre los
correspondientes de la columna clave que corresponde a Xz, siguiendo este eje encontrara que ¢l punto formado
por (X1,X2) =(3,5) no es vértice factible de solucién mientras que el punto (X1,Xz2) = (3,21/6) si es un vértice
factible), veamos la tabla.

8 8 0 0 0

Columnaclave. |
o) N X1 {X2| Hi H2 Hs
o Hi 10 0|2 1 2 o|n=102 ]
s xi 3 1|0l o 1 o/ r=Disonnovsida. |
[ Renglisctave” 0o m n o{sf 0 7 1 H r = 21/6 Menor.

24 0 -8 0 8 0

I

' Primera acualizacion de la tabla; donde j= 2.

Ahora hay que seguir con la mecénica de actualizacién, que consiste en pasar todo el
renglon clave exactamente igual a la siguiente tabla, los elementos de la columna clave se
fransforman en ceros con excepcién del nimero clave (pivote actual), puesto que pasa igual
y2 que pertenece al renglon clave, los demads elementos se transforman segiin la formula antes
descritas. Al hacer esto obtenemos la tabla que se muestra a continuacion.
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0 Hi 18
& X1 18
8 Xz 21

312

X1
0
6
0
0

& o

k= T = B

0

0
0

=]

o B &

-8

1
8

‘Segunda acwalizaci 6n de o tabla; donde j=3.

La solucién en esta tabla, considerando el desfasamiento, (es decir, dividir los elementos del
término independiente entre el pivote actual de 1a tabla) encontramos que Hi=(18/6) =3; X1=(18/6)=3; y
X2=(21/6) =3.5; y el valor de Z =(312/6) =52, como ya se mensiono las variables que no aparescan
¢n la Base, se consideran como cero, veamos la grafica y analicemos que vértice fue en-

contrado.

Recta =~ i
de la funcion objetivo |

Véﬁ’icé,qué;s‘e gs{a: S
evaluando en fa tercera
! tebla del .método.; o

X1

Nétese como el valor de Z va en aumento de una tabla a otra, con esto sabemos gue en el
método cada iteraci6n realizada, se acerca cada vez mds al punto 6ptimo, que es la solucién
final que nosotros esperamos. En la tabla anterior usted ya habré notado que en el renglén
indice aparece aun un elemento negativo por lo que debemos continuar con la siguiente
iteracién, dado que estamos maximizando, el método se deberd detener cuando en el renglén

fndice todos los elementos sean positivos o ceros.
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Ahoraen latabla debemos de escoger el elemento negativo que se presenta bajo la variable
de Hz, la cual serd nuestra columna clave y que es la variable que debe de entrar a la nueva
Base del problema, y determinar cval de las variables que se encuentran en la actual Base debe
de salir de ella, haciendo la division de los elementos del vector de términos independientes,
entre sus correspondientes de la columna clave, y el cociente que resulte ser el menor se
seleccionara como renglén clave, realizemos esto en la tabla;

AT s i) 8 8 0 0 0
Co[m_na clave.
’ X1 X2 Hi1 |Hz| H3
| Renglon clave | (0 Hi 18 0 0 62| 2| n=1782 Menor

8 X1 18 6 0 0| 6| 0 [n=186<3 |

X2 21 0 6 0t 7 1 r =Divisidn no
; vdlida.

32 0 0 0| -8 8

“Segunda actualizacién de la tabla; donde j= 3.

Continuando con la mecédnica de actualizacién de la tabla, como anteriormente fue
detallado la nueva tabla nos quedaria como:

8 8 0 0 0

X1 X2 Hi1 H2 H3

0 H2 18 0 0 6 26 -2
8 X1 60 26 0 -6 0 2
g8 X2 112 0 26 7 0 2

1376 0 0 8 0 32

" Tercera actitglizacion de la table; donde j=4,

Al ya no aparecer elementos negativos en el renglon indice, nos indica que hemos
encontrado la solucién 6ptima del problema, y dado al desfasamiento de la tabla solo nos resta
dividir toda la tabla entre el pivote actual que es 26, quedandonos la tabla como se muestra a
“ontinuacion.
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8 8 0 0 Q

X1 X2 H1 B2 H3

0 Hz 913 0 0 313 1 -1/13
& X113 1 0 -3/13 0 V13
8 X2 56/13 0 1 726 0 113
688/13 0 0 413 0 16/13
!_Ealuczonépama dela tabla; donde j=3, J

Bien pues la solucién Optima, es encontrada en €l vector de variables en la Base, y que
tomarén los valores correspondientes del vector columna de términos independientes, recor-
dando que las variables que no aparecen en la Base deben de considerarse como cero, siendo

lasolucién dptima como;

X1=30/13; X2=56/13; H1=0; H2=9/13; H3=0;
Z mixima = 688/13.

Ahora veamos de nuevo la grifica para comprobar el vértice que fue evaluado en esta

iltima tabla del problema.

Vértice de solucion éptima|
Z=0688/13; X1 = 30/13
y X2=56/13

EI;Igura H2=9/13. 1

. ‘Xl
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Cabe hacer notar aqui, como el valor de la holgura de H: esta representada en la gréfica
problema, y el vértice que evaluamos en la tltima tabla es el que maximiza nuestra funcién
etivo.

Recordemos los pasos a seguir para el desarrollo del método simplex.

Primero.- Preparar las condiciones iniciales del problema, (convertir las desigualdades en
.aldades, agregando las variables de holgura necesarias).

Segundo.- Evaluar la condicién de parar el método o seguir, (que en el renglén indice ya
10 existan elementos negativos, para cuando estemos maximizando, o elementos positivos
»racuando estemos minimizando) y seguir con el tercer paso en caso de ser falsa la condicién,
en caso de ser verdadera habremos encontrado la solucién éptima.

Tercero.- En caso de seguir con el método realizar la mecénica de actualizaci6n, para
formar nuestra nueva tabla, (escojer la columna clave, determinar el renglén clave, y hacer
foda la actualizacion de la tabla nueva segun la formula), y regresar al paso anterior.

Veamos otro ejemplo.

Maximizar Z = 4X]+3X2+6X3
Sujeto a: 3X;1 + X2+3X3 <30
2X142X2+3X3 < 40
para: X120; X220; y X3=0.
El paso inicial es convertir, las desigualdades en igualdades, para hacerlo hay que intro-
ducir las nuevas variables de holgura, con lo cual nos queda de la siguiente manera:
Maximizar Z = 4X1+3X2+6X34 0H1 +0H>
Sujeto a: 3X1+ X3+3X3+H) =30
IX1+2X+3X3+Hz = 40

para: X120; X220; y X3=0.
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Aquif temenos la tabla inicial del problema, y como usted podra ver en el renglén indice
aparecen varios valores negativos, y como ya sabemos debemos de escoger el més negativo de
ellos para determinar la variable que debe de entrar a la nueva Base de la tabla, asi mismo,
bay que determinar cual es la variable que debe de salir de dicha Base, y lo determinamos
haciendo la divisidn de los elementos del término independientes entre sus correspondientes
de Ja columna clave y el menor cociente que resulte serd la variable que debe de salir de la
Base, y ademds hay que actualizar toda la tabla quedandonos como:

4 3 [6] o o

Xt X2 |X| W H

DGl Bs g ot 3 1 D
0 H 4 2 2 | 3 0 1
0 4 3 | 6| 0o o

mbla Oniging! del problema; donde j=1

Una vez que se ha determinado la variable que entra y sale de la Base, se procede a hacer
laactualizacion de toda la tabla utilizando la férmula del Elemento Nuevo, y esta nos queda
de la siguiente manera.

~ Primera acﬁidlzlzacidh del problema; donde j=2.

Como aun se presentan elementos con valores negativos en el rengl6n indice, debemos de
tontinuar con el paso iterativo del modelo, escogiendo las variable que entra y sale de la Base
Gel problema, teniendo al siguiente tabla.
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Continuando con la mecanica de actualizacién del modelo obtenemos la siguiente tabla
yaactualizada:

6 X3 20 4 0 3 2 -1
3 X2 30 -3 3 0 -3 3
210 3 0 0 3 3

{ Segunda tlcmahzaaon del problema; donde j=3.

Al ya no encontrase elementos con valor negativo en el renglén indice de la tabla con lo
aalnosindica que ya hemos encontrado la solucién 6ptima del problema, solo nos resta dividir
toda la tabla final entre el pivote actual, para evitar el desfasamiento y encontrar los valores
de las variables que optimizan nuestro problema lineal, dicha tabla nos queda de la siguiente
manera:

]_Terce?avacrudliza'cién del problema; donde j ='3-\
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Cuyo resultado final es:

X1=0; X2=10; X3=20/3; H1=0;y H2=0,
Z méxima = 70.

Este modelo tiene como finalidad la répida solucidon de los problema lineales con
aplicacién hacia la pedagogia ya que al estar transformando las tablas usan todos los valores
de los elementos en cantidades enteras, claro esta que también partiendo de coeficientes
enteros, puesto que si se parte de valores fraccionarios los valores que se obtengan podran ser
umbién fraccionarios, este modelo ademds es recomendado cuando tengamos que resolver
problemas sin el apoyo de microcomputadoras, ya que la obtencion de los elementos nueves
de las tablas son de fécil solucion.
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IV.3).- Resumen del método simplex.

iComo se determina que variable debe entrar a la solucién en cada tabla?, el criterio para
seleccionar la variable basica que entra 4 1a solucién debe ser escogida buscando en el renglén
indice el valor més negativo, (cuando se esté maximizando, y lo contrario, es decir, el valor
més positivo cuando nuestro problema se trate de minimizar) y seleccionarlo como la columna
que serd la variable que debe entrar a ser la variable bdsica de la nueva tabla, 1a l6gica de esto
esque los valores que aparecen en el rengldn indice nos indican las cantidades que estarfamos
d¢jando de ganar por cada unidad en caso de no seleccionar dicha variable (para problemas
de maximizacién y en problemas de minimizacién, lo que dejariamos de ahorrarnos si no
seleccionamos el valor mds positivo), y como en cualquier caso lo que se busca es la
yptimizacion del resultado, (que sea lo mis grande o el més pequeiio posible valor de Z, para
naximizacién o minimizacion respectivamente), al seleccionar el valor en el renglén indice
stamos escogiendo nuestra columna clave en la tabla, pudiendo darse €l caso de que algunos
ialores sean iguales, es decir, que haya un empate altratar de escoger el mas negativo o positivo
lelos valores en el renglén indice, cuando se presente este caso, es indistinta la variable que
¢4 escogida, puesto que cualquiera de ellas contribuird con las mismas cantidades para la
ptimizacion del problema. Para finalizar recordemos que se elige como variable bésica
¢ntrante la que tiene el coeficiente mayor, ya que es la que hace que Z se incremente a la tasa
més répida.

éComo determinar cudl variable debe salir de la base?, esto debe hacerse una vez que se
haya determinado cuél de las variables debe entrar a la base y tomando esta como columna
dave, se procede a hacer la divisién con los elementos del vector de términos independientes
tnfre fos elementos correspondientes de la columna clave, cuidando no hacer divisiones entre
vallores de cero o negativos, y de las divisiones permitidas aquella que resulte menor se
escogerd como el renglén clave que serd la variable que deba salir de la base, 1a lGgica de esto
¢ determinar cuédntas o cuantos productos o unidades se pueden producir con la nueva
variable, que garanticen estar dentro de la solucién factible del problema, se eliminan las
divisiones entre cero ya que esta division nos daria un valor indeterminado, ni tampoco la
divisién entre valores negativos, puesto que debemos garantizar resultades que sean positivos,
y &l hacer divisiones entre valores negativos no cumpliriamos con las restricciones de no
tegatividad, para una mayor comprensién veamos que sucede cuando escogemos el renglén
dave. Supongamos que tenemos como columna clave la variable X2 que es la que entrard a
formar parte de la base, y que deseamos determinar cudl variable debe salir, y nuestras
estricciones son:

X1 <12
X1+ 3X2< 45
2X1 + X230

PAuina 21



|

Las variable actuales supongamos que fueran Hi, Hz, Hs, es decir, las variables de holgura
delproblema, en la primera tablay los valotes de estas en el vector de términos independientes
serian 12, 45 y 30 Téspectivamente, como suponemos que la variable a entrar seria Xz, el vector

wlumna seria de:

yel vector de términos independientes:

Hi12
H245
H330

La division seria de:

12/0

(invalidado por set un valor indeterminado)

45/3

(15 ¢l valor menor y por lo tanto debe salir de la base Ia variable Hj)

301

(30)

Se preguntard el lector, pero esto es lo explicado anteriormente, sin embargo esto quiere
decir que el valor de la variable Xz puede tomar como méximo el de 15, pues si tomara el otro
arlor de 30 cumplirfa con la tercera de las restricciones pero no con la segunda, en el caso de
‘primer restriccién no sabriamos cuanto producir de X2 puesto que no aparece en el sistema

s desigualdades, veamoslo llevando estos valores a ellas.

para X2 = 30y X1 = 0, ya que aiin no aparece en la base de! problema.

(0) < 12/((si cumple)

(0) + 3(30) < 45|(no cumple)

2(0) + (30) < 30|(si cumple)

Como se aprecia el valor de 30 solo cumpliria para la primera y tercera restriccion pero no
para la segunda, ahora hagamos 1o mismo pero para el valor de 15, que fue el resultado de la
Gvision del término independiente que ocupa la segunda posicién entre su elemento cor-
rspondiente en la columna clave.
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para X2 = 15y X1 = 0, ya que aun 1o aparece en la base del problema.

(0) < 12|(st cumple)

(0) + 3(15) < 45|(si cumple)

2(0) + (15) < 30|(si cumple)

Aquf podemos apreciar que el valor més pequeiio que en este caso fue el de 15 cumpliria
«wntodo el sistema de ecuaciones, y por lo tanto es el que se debe escoger para garantizar con
lavariable que debe entrar a la base tenga un valor que cumpla con dicho requisito, en
resumen, siempre debemos escoger €l menor cociente que resulte de la division del término
independiente entre 1os elementos correspondientes del vector de la columna clave a fin de
grantizar que cumpla con las restricciones del modelo lineal.

({Qué pasa si existiera un empate al estar escogiendo el renglon clave?. En caso de que en dos
omés divisiones se presentara un empate, habria que hacer un analisis con los vectores que
forman la matriz inversa, haciendo tambien ia divisién del término independiente entre los
eementos correspondientes de estos vectores (solo entre los elementos que se presentara el
empate), empezando por el primer vector columna de la matrizinversa, permitiendose hacerse
ladivision entre valores negativos, no haci entre los valores de cero puesto que significarian
untidades fuera de nuestro alcance, y donde se presentara el menor valor, ese renglén se
sogerig como renglon clave, es decir, ahi se escogeria la variable que debe de salir de la base,
enceso de que despues de esta evaluacién persistiera el empate, se continuaria haciendo el
usmo andlisis con el siguiente vector de la matriz inversa, y as{ hasta que se rompiera el
mpate, i se agotaran todos los vectores de la matriz inversa y continuara el empate de los
englones, se procederia a hacer el mismo analisis pero ahora con los vectores columnas de la
utriz de coeficientes tecnologicos, empesanda con el primer vector y asi en forma susesiva
hstaromper el empate, en caso de persistir el empate, despues de haber analizado los vectores
(¢ la matriz inversa y los vectores de matriz de coeficientes tecnolégicos, en ese orden, se
tscogera el que menos contibuya a la funcion objetivo, es decir, aquel renglén que en el vector
wlumna de contribuciones tenga el menor valor, (solo en los renglones que se presente el
tmpate) y por 0ltimo en caso de que también existiera empate, se procede a escoger cualquier
tenglén al azar, haciendo uso de esta Gltima alternativa solo en caso de que no se pudiera
omper el empate con los argumentos anteriores.

i{Como sabemos cuando hemos encontrado la solucién 6ptima?. Para determinar si fue
tontrada [a solucién Gptima, sera indicado en el rengldn indice de la tabla, al no existir valores
legativos en dichio renglén habremos llegada a la solucién 6ptima, y a la solucion del problema
lneal, recuerde que los valores de este renglén indice deben tener valores positivos o ceros
mando estemos maximizando y valores negativos o ceros cuando estemos minimizando el
moblema, el numero de valores de cero debe ser igual al nimero de variables en la base
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del problema, en caso de que existan un niimero mayor de ceros en el renglén indice que
variables en la base, entonces se dice que el problema tiene solucién miltiple, es decir, que
puden existir otros resultados con el mismo valor de Z 6ptima,

éComo sabremos cuando un problema no tiene solucién?. Cuando al encontrar la solucién
optima, el resultado presentara valores no reales como por ejemplo valores negativos en la
solucidn, u otros valores que no tengan explicacién légica se dira que el problema no tiene
solucién, sin embargo también pueden presentase otro tipos de casos que nos indiguen que
¢l problema no tiene solucién,

¢Cudles problemas se nos pueden presentar utilizando este método nuevo para encontrar la
solucién, con valores a enteros?, Un requisito para la solucién en valores enteros en las tablas,
es que debemos de partir de problemas con coeficientes que sean con valores enteros,
existiendo, el inconveniente de que los valores enteros se pueden desbordar, tomando valores
muy grandes, sin embargo como se mensiono con anterioridad, el método fue hecho con fines
pedagogicos, para una solucion rapida en €l salon de clases, el problema de que se puedan
hacer valores muy grandes, existe también en el método simplex comvensional pero con
valores mucho muy pequenos, asi es que no lo podemos considerar como un inconveniente.

En resumen, el método que acabamos de presentar se considera como un modelo
matematico para la enzefnanza, ya que reduce en forma significativa el tiempo que €l maestro
dedica al pizarron en la solucién de ejemplos prototipos de ensenanza.

> ramrmm m=






V).- Método de la "M" grande.

El método de la M grande, puede también ser llamado de penalizacién.

Hasta aqui s6lo hemos tratado las variables de holgura, y que el lector ya debe de dominar,
ya que dichas variables son introducidas al sistema de ecuaciones lineales, para satisfacer la
transformacion de las desigualdades en igualdades, a 1a vez que forman la matriz identidad de
la primera tabla. Ahora trataremos otro tipo de variables que también deben de ser intro-
ducidas al modelo lineal, a éstas les llamaremos variables ficticias que tienen la funcién
exclusiva de formar la parte identidad en la primer tabla del modelo, ya que su aparicién en
el modelo sirve solo para formar la matriz inversa de la primer tabla (matriz identidad), y
deben de aparcer en las restricciones cuando sean de igualdad (=) o desigualdades del tipo de
mayor o igual que (2).

La variable ficticia pude ser definida como un artificio matemético para la solucién del
problema lineal. Cuando tenemos desigualdades del tipo de menor o igual que (=), sabemos
que debemos intoducir una variable de holgura positiva al romper la desigualdad puesto que
esta tomar4 el valor complementario a la igualdad, sin embargo cuando nuestra desigualdad
sea del tipo de mayor o igual que (=), entonces la variable de holgura tomaria un valor negativo
el cual no puede ser espresado en la solucion final del problema, puesto que existen general-
mente las restricciones de no negatividad que también alcanzan a {as variables de holgura, asi
es que a dicha variable debe de ser considerada con sigho positivo al romper las desigualdades
en igualdades, veamos el ejemplo siguiente:

Ejemplo:
3X1 = 18

Para esta restriccion sencilla cualquier valor de Xr que sea mayor o igual que 6 cumpliré
con la desigualdad, y al tratar nosotros de transformar esta desigualdad en igulada, es decir
3x1 = 18, el tinico valor que satisface a dicha iguladad es el valor de 6, sin embargo no podemos
olvidar que nuestra restriccion original fue tratado como una desigualdad y si dieramos a ésta
un valor digamos de X1 = 8 si satisface a la desigualdad puesto que es del tipo de mayor ¢ igual
que, pero no haci la igualdad, por lo que debemos de agregar una variable de holgura o
superflua a dicha igualdad lo que nos quedarfa como 3Xi = 18 + Hi, que al pasar €sta variable
al lado izquierdo de la ignaldad nos quedaria como 3X1 - Hy = 18, asi no nos preocupariamos
por el valor que tomar4 la variable Xi puesto que la variable Hi tomar4 el exedente a la
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igualdad, como serfa el caso de que X: = 8, llevado este valor a nuestra nueva ecuacidon
tendriamos 3(8) - H1 = 18, es decir, 24 - H: = 18; asi mismo -Hi = 18 -24 nos queda que -Hi = -6;
se multiplica en ambos lado por (-1) y obtenemos que  Hi = 6, asi es que nuesira desigualdad
una vez que haya sido transformada en igualdad debe de ser expresada como:

3Xi1-Hi =18

En el capitulo anterior, se abordo ¢! concepto de la variable de holgura, y recordando se
menciona que ademads de servir para que absorviera el valor faltante (en restricciones de <)
0 que tome el valor excedente (en restricciones de =) a la igualdad, éstas variables de holgura
o superfluas también forman la parte de la matriz inversa de la tabla (matriz identidad en la
primer tabla), estos es posible s6lo cuando nuestras restricciones son del tipo de menor o igual
que (<) puesto que ahi si entran a la ecuacién con coeficiente positivo, mientras que en las
desigualdades del tipo de mayor o igual que (=) entran ala ecuacién con coeficientes negativos,
y el lector comprenderd que no podemos formar una matriz identidad (en la primer tabla) con
coeficientes negativos es decir de (-1) en 1a diagonal principal, pues ésto haria que perdiera su
condicién para formar una matriz identidad, aclarado esto entonces es menester de introducir
a nuestras ecuaciones una nueva variable que serd la variable a la que llamaremos ficticia, y
su finalidad ¢s sélo la de formar la parte identidad de nuestro modelo matematico, y claro esté
que su coeficiente sera positivo y de uno ( +1), como se muestra en el ejemplo.

3X1-H1 + F1 = 18

Para el caso de que tengamos restricciones que son igualdades, por lo que en ningin
momento tendremos ni complementos o excesos, puesto que no se trata de desigualdades sino
de un igualdad como restriccién original, no aparecerd la vartable de holgura o superflua, sin
embargo tenemos la necesidad de formar la parte de la matriz inversa de la tabla (matriz
identidad en la primer tabla del problema), entonces bastara con introducir sélo la variable
ficitcia a la ecuacién, como se muestra en el signiente ejemplo.

4X1 + 6X2 = 24 (Restriccion original)

A esta restriccién original solo se agrega a €lla, la variable ficticia con un coeficiente
positivo de uno (+1), y nos gueda como:

4X1 + 6X2 + F1 =24

Donde 1a nueva variable Fi representa la variable ficticia de esta restriccion, y que no tiene
ningiin significado real en el problema, repitiendo que s6lo entra al sistema de ecuaciones para
satisfacer la necesidad de formar la matriz inversa (matriz identidad en la primer tabla) del
problema, dado que estas variables ficticias no tienen una interpretacién real en la
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solucién y que también deben de estar representadas en la furcién objetivo del problema
lineal, se debe de castigar o penalizar con un costo alto en dicha funcién objetivo, y para
garantizar esto utilizaremos la variable M como contribucién a dichas variables en nuestra
funcién objetivo, cuyo valor sera demasiado grande, y en problemas de maximizar debe de
entrar con signo negativo y en problemas de minisnizacion con signo positivo, puesto que esto
presupone un costo para ambos casos.

Con justarazon el lector se preguntard, qué no hubiera sido més sencillo haber introducido
solo la variable de holgura con signo positivo en el rompimiento de la desigualdad y que
formard la matriz identidad al mismo tiempo, y que ¢n e} ejemplo anterior en vez de haber
tomado el valor de 6 tomaria el valor de -6. En primera instancia €sto podria ser posibie, pero
no hay que olvidar que el método esta disehado para maneja las restricciones de no
negatividad, lo cual incluye a las variables de holgura ya que estas si forman parte de la solucidn
final, por lo tanto o nos permitiri4 un valor negativo en la solucién 6ptima.

Para mayor comprencién del método de la M grande, utilizaremos el siguiente ejemplo:

Minimizar Z= 3X1+5X2
Sujetaa: X1 =< 4
2Xz = 12
X1 +2X2=18

Para: X3 = 0.

Como primer paso hay que romper las desigualdades, ya que la segunda restriccion es una
igualdad, esta se verd tranformada solo introduciendo una variable ficticia, puesto que no
habri la variable de holgura dado que se trata presisamente de un igualdad.

La primer restriccion cambia de Xt < 4a X1 + H1 = 4 (como es del tipo de menor o igual
que (=) solo se introduce una variable de holgura positiva).

La segunda restriccidon cambia de 2X2 = 12 a 2X2 + F1=12 (s6lo se agrega la variable ficticia
dado que es una igualdad y que formar4 la matriz inversa ya mensionada).

Latercer restriccion se transforma de 3X: + 2X22 18 en 3X1 + 2X2- H2 + F2=18(se agregaron
la variable de holgura o superflua con signo negativo que tomaré el valor excedente a la
igualdad y la variable ficticia con signo positivo para su fin antes detallado).
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La funcién objetivo del problema también se transforma quedandonos ahora como.
Minimizar Z = 3X1 + 5X2 + OH1 + OH2 + M F1 + M F2.

Notese que la contribucion de las variables ficticias es de +M que debe de ser interpretado
como un valor demasiado grande, dado de que el método tratars de eliminimar de 1a Base a
aquellas variables cuyo costo sea mayor, y dado que las variables ficticias solo entran en el
problema como un artificio matematico, sin tener una explicacién 16gica en el resultado, pero
debemos procurar que salgan de la Base lo mas rdpido posible, y la forma de lograrlo es a
traves del método es castigando o penalizando con un costo demasiado alto en la funcién
objetivo a dichas vanables ficticias, asi es que el lector debe de interpretar este valor de +A1
como un costo demasiado alto comparado conlas dem4s contribuciones de ta funcion objetivo,
guedandonos nuestro sistema de ecuaciones como:

Minimizar Z = 3X1 + 5X2 + OH1 + OH2 + M F1 + M F2.
Sujetoa: X1 + H1 =4
2X2 + F1=12
3X1 + 2X2-Hz + F2=18
Para: X1 = 0; Hi =2 0.
El siguiente paso es formar la primera tabla, y calcular el renglén indice como se explico

en el capitulo anterior, s6lo que ahora debemos de tomar encuenta la contribuciones de las
variables ficticias, que son representadas con la variable de +M.

Unavez formada la tablay calculado el rengl6n indice dicha tabla nos queda de la siguiente
marera.

0 0 +M +M

5

X1 X2 H1 H2 F1 F2
0
+M F1 12 0 2
2

+M Fz 18 3

o
\
k4
(=]
(=)

M 3M-3 4M-5
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Recuerde que estamos minimizando (que es lo inverso a la maximizacién) ¥ por ello hemos
escogido la variable de Xs, ya que es el valor més positivo en el renglén indice y debemos de
parar el método cuando todos los valores en dicho rengién indice, sean valores negativos o
ceros. Haciendo la evaluacién para determinar la variable que debe de salir de la base
encontramos que es la variable F1, ya que al hacer la division del elemento independiente entre
el elemento correspondiente de la columna clave es de 6 siendo este el menor, y por lo tanto
es el que debemos de escoger como renglon clave, tal como se muestra en la tabla.

3 & 0 0 +M +M

X1 X2 Hi H2 P | 3]

L] Hi 4 1 ] 1 0 0 a
l:M F1 12 0 2 Q a 1 0 |

+M F2 18 3 2 0 -1 0 1

30M 3M -3 4aM-S 0 -M 0 Q

Como es nuestra primer tabla, €} pivote anterior sera la unidad, mientras que nuestro
pivate actual es el elemento de interseccién de la columna clave y el renglén clave, y debemos
de proceder a hacer las tranformaciones de los nuevos elementos de la tabla, segiin la formula

ya vista en el capitulo anterior que es:

EN.=[(E.A.)(P.Act.)-(E.C.C.C.)(E.C.R.C.)] / P.Ant.

Donde;

E.N.= Elemento Nuevo.
E.A. = Elemento Antiguo.
PAct. = Pivote Actual.
E.C.C.C. = Elemento correspondiente de la calumna clave.
E.C.R.C. = Elemento correspondiente del renglén clave,
P.Ant. = Pivote anterior.
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Ya transformada la tabla nos queda como:

3 5 0 0 +M +M
X1 X2 H1 H2 Fi 2

0 H1 8 2 0 2 0 0 0

5 X2 12 0 2 0 0 1 0
+M F2 12 6 0 0 -2 2 2
12M+60 6M-6 0 0 -2M -4M+5 0

Como aun en nuestro renglon indice, existe un valor positivo, por lo tanto hay que seguir
con el paso iterativo del método, esto es escogiendo la columna donde se presenta este valor
positivo como columna calve y determinando el rengién clave, haciendo la divisién de los
elementos del término independiente entre los correspondientes de la columna clave y donde
se presente el menor cociente se escogera como renglén clave, recuerde no son validas las
divisiones entre ceros y negativos, presentandose el menor cociente en el tercer renglon.

| Colurina ciave, lo que : J
indica que {a variable X p : 0 0 NtM- WM

debe,de entrara la Ba‘.s‘e. S ] Xl XZ Hl HZ Fl FZ
0 Hi 8 2 0 2 0 0 0
5 X2 12 ‘ Q 2 0 0 1 0
— M R 12 6, © 0 2 2 2
L 12M+60L6M-6 0 0 2M -4dM+S 0
Renglén clave F2: o]
es lg variable que debe
salir de la Base,

Realizando de nuevo las tranformaciones de los nuevos elementos de la tabla.
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3 5

Xi X2

H1 12 0 0
X2 36 0 6
X1 12 6 0

216 0 0

Hi

o o o &

0 +M +M
H2 F1 F2
2 2 -2
0 3 0
-2 2 2
-6 -6M+9 -6M +6

Como en el rengldn indice ya no encontramos elementos con valores positivos, sabemos
Jue hemos llegado al solucién del problema, y sélo nos resta dividir todos los elementos de la
tabla 6ptima entre el pivote anterior para obtener la solucién del problema, quedandonos la

tabla como:

Solucidén Gptima;
Z minima = 36
X1=2
X2=6
Hi=2
H2 = 0.
3 5
X1 X2
Hi1 2 0 0
X2 6 0 1
X1 2 1 1]

Hi

o

0 +M
H2 F1
13 13

0 12

13 13
-1 -M+372

+M
F2
-1/3

0

173
M+1

Hay que considerar gue las variables ficticias no forman parte de la solucién, y que solo
fueron agregadas al sistema de ecuaciones lineales para completar la matriz identidad de la

primer tabla, por lo tanto no se deben de considerar como parte de la solucidn 6ptima,
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Realizemos otro senciilo ejemplo:

La Compafifa Comestibles de Calidad debe producir 12,000 kilos un producto secreto con
una mezcla especial para un cliente. La mezcla se compone de los ingredientes X1, X2, y X3. el
ingrediente de X1 tiene un costo de 6 nuevos pesos ¢l kilo, el ingrediente de Xz su costo es de
8 nuevos pesos el kilo, y el ingrediente X3 su costo es de 9 nuevos pesos ¢l kilo, No pueden
usarse mds de 3,200 kilos del ingrediente de X1 y por lo menos deberan usarse 1,700 kilos del
ingrediente X2. Ademas se requieren por lo menos de 2,100 kilos del ingrediente Xa.

Calcilese el niimero de kilos de cada ingrediente que habré que emplear, a fin de reducir
al minimo el costo total de los 12,000 kilos de la mezcla solicitada.

Una vez formulado el modelo lineal de nuestro problema, nos queda de la siguiente
manera:

Minimizar Z = 6X1 + 8X2 + 9X3
Sujetoa: X1 + X2 + X3 = 12,000
X1 =3.200
X2 = 1,700
X3 =210

Para: Xi = 0.

Al romper las desigualdades, anexando las variables de holgura y ficticias que sean
necesarias, €l cual es el primer paso para solucién del problema por el método, estas
desigualdaes nos quedarian como:

X1+ X2+ X3+ F1 =12,000
X1 + Hi1 = 3200
X2-H2 + F2= 1,700
X3-H3 + F3 = 2100
Xi=(.
Ademds la funcién objetivo se transforma con ios nuevos coeficientes de {as contribuciones
le las variables que han sido anexadas a las desigualdades, con el fin de transformarlas en
gualdades, y esta nos queda de las siguiente forma.

Minimizar Z = 6X1 +8X2 + 9X3 + 0H1 + 0H2 + OH3 + MF1 + MF2 + M F3
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Una vez tranformada la funcidn objetivo, entonces se procede a realizar la primera tabla
del método, a fin de dar respuesta al problema lineal, esta nos queda de la siguiente forma:

6 8 9 0 0 0 +M +M +M
X1 X2 X3 Hi H2 H3 F1 F2 F

+M F1 12,000 1 1 1 0 0 0 1 0 0
0 Hi 3,200 1 0 0 1 0 0 0 g a
+M F2 1700 0 1 0 0 -1 0 0 1 0
+M Fz 2,100 0 0 1 0 0 -1 0 0 1
15800M  M-6 2M-8 2M-9 0 -M M 0 0 0

Seleccionamos el elemento con valor més positivo del renglén indice (ya que estamos
minimizando el problema) y se escoge la columna como columna clave, siendo la variable X2 la que
dsbe entrar a la nueva Base de problema, la determinacién del renglén clave es el menor
cociente de la division de los elementos del vector de términos independientes entre los
elementos correspondientes de la columna clave (a excepcibn de la divisién entre ceros y valores
negativos), resultando el menor la division en 13 con la division de 1,700/1; que es el renglon que
ocupa la tercera posicion, el cual es seleccionado como renglén clave, lo que quiere decir que
lavariable F2 es 1a que debe de salir de la Base del problema, veamos la tabla.

| Columna clave, 6 8] o 0 0 0 +M +M +M
Variable que entra . | i

M F1 12,00 1] et 1 0 0 0 1 0 0

0 H1 3200 1 0 0 1 0 0 0 0 g

+M  F2 1700 . o] 1[ 0 0 -1 0 0 1 0

+M 1 Fs 2100 ol ol 1 0 0 ) 0 0 1

15,800M M-6| 2M-8]| 2M-9 0 M M 0 0 0

Rengion clave, Variable |
que sale de la nueva
Base . ’
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Parala actualizacion de la nueva tabla, se recuerda que los pasos son, el renglén clave pasa
exactamente igual, s6lo cambiando la variable que salid por la variable que debe de entrar a
la Base, incluyendo su contribucién original que es colocada a la izquierda de 1a variable que
acaba de entrar a la nueva Base, los elementos de la comuna clave se transforman en ceros,
con excepeion del pivote, el cual conserva su valor actual puesto que también es un elemento
del renglén clave, los demés elementos de la tabla se transforman con 1a formula del método
que fue explicada anteriormente, y que €s:

. EN.=[(EA)PAct)-(E.C.CC)(E.CRC)] / PAnt.

Donde:: .
" EN.= Elemento Nuevo.
. EA. = Elemento Antigno.
- PAct.= Pivote Actwal.
- E.C.C.C.= Elemento correspondiente de la columna clave.
E.C.R.C. = Elemento correspondiente del renglén clave,
__P.Ant.= Pivote anterior,

I

Recuerde que comoes la primer tabla el pivote anterior sera la unidad, quedando la nueva
tabla como:

6 8 9l 0o 0o 0 +M +M +M
X1 X2l X3 H H2 H3 F1 F2 F3
M F1 10300 1A Ug ONO N 10 1V (O 0
0 Hi1 3200 1 ol 0 1 Q 0 0 0 0
87 1050 Cvpa YV g I B BN L /D RIDLU L2 LS
{;w B 200 0 o 1 0 0 a4 0 9 1
12400 M6 0| 2M9| 0 M8 M 0 -2M+8 0

+13,600 L

Como aun hay elementos positivos en el renglén indice, debemos de continuar con nuestro
problema en el paso iterativo, hasta alcanzar la solucién 6ptima que se presentard cuando en
¢l renglén {ndice todos los elementos sean ceros 0 negativos ya que nuestro problema es de
minimizacién, escogemos de nuevo la variable que debe de entrar a la Base y se determina
cual es la variable que debe de salir y se actualiza de nuevo la tabla, y asi sucesivamente hasta
encontrar la solucion 6ptima del problema, se detallan todas las tablas del problema las cuales
son:
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La tabla una vez actualizada nos queda asf:

6 8 9 0 0 0 +M +M +M
_ ‘.»:X1 X2 X3 Hi H2 H3 Fi1 F2 F3

+M  F1 8200 1 0 0 0 1 1 1 -1 B
ro T e TR Tty R 0 0 0 0 0
5 X 17001 0 1 0 0 -1 0 0 1 0

9 X3 2100 0 0 1 0 0 1 0 0 1
8,200M |’ ) M-6 0 0 0 M8 M9 0 2M+8 -2M+9

32,5000

La siguiente tabla ya actualizada nos queda:

8

X1 X2 X3 H1 H2 H3 Fi F2 F3
d :
0

F@ LFLs0000 0 e AL 4T BID 1y iLLAS 4
T6 X1 320 1 o 1| o o o 0 o0
§ X2 10 o0 1 0 ol a1 o o 1 0

9 X3 2100 o o 1t 0| of a4 o 0o 1
5000 0 0 0 -M+6| MS8| M9 0 -2M+8 -2M+9

451,700
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Tabla 6ptima:
0 H2
6 X1
8 X2
9 X3

5,000
3,200
6,700
2,100

91,700

Hi1
-1

-1

-1

+M

F1

-M+8

+M
F2

-1

+M
F3

S O

Tabla 6ptima, puesto que el pivote anterior fue el uno (1), y por lo tanto no existe
desfasamiento quedandonos nuestra tabla 6ptima completamente igual, por lo que la solucién

oprima es:.

La Solucién éptima, Z minima = 91,700; X1 = 3,200; X2 = 6,700; X3 = 2,100; Hi =0; H2=5,000; H3
= 0; recordando que las variables ficticias no aparecen en la solucién dado que sélo fueron
utilizadas por el modelo para formar la parte identidad en la tabla inicial, esto como un artificio

matematico.
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VI).-Método Dual.

En el método que abordamos en el capitulo anterior debemos llamarlo desde ahora como
primal, ya que aparejado con el desarrollo inicial de la programacién lineal, fue fantastico
descubriry comprobar que existe lau duatidad. Este conocimiento revelo que asociado a todo
problema lineal, existe otro problema lineal llamado dual, y esta dualidad cobra mucha
inportancia sobre el andlisi de sensibilidad, y ademds esta variante del método tiene como
finalidad, ayudar en la sclucién de problemas, en los que su estructura matemaética cuenten
con un buen niimero de restricciones y que sean pocas las variables de decision, en dicho
problema, como ya sabemos por cada restriccion del problema debemos introducir al menos
una nueva variable ya sea de holgura y/o ficticia, y por ende nuestro problema debido a esto
tendremos un vector columna por cada nueva variable que adicionemos pudiendo hacerce
demasiado grande nuestras tablas.

_Problema lineal primal.

Pk 0

S w0 Ty

“Probiema lineal dual.

& Mﬁmﬁrz =yb

Sujeto a:
YAz ¢
g

~y= 0

Usando las formas de representacién canénicas de los problemas lineales, mostraremos la

lualidad que existen en ellas.

Donde la variable y del problema lineal dual, la conoceremos como variable dual.

Plantearemos la dualidad escogiendo el problema del vendedor Juan Reyna, el cual fue

descrito en el capftulo de planteamientos de problema, y que en su forma lineal era:

Maximizar Z = 150X1 + 340X2

Sujeto a: 2X1 + 3X2 = 40

10X1 + 20X2 < 800

Para: X1=0; X2z 0.
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La representacidn canénica del método primal nos queda de la siguiente forma:

Max;tmnzarZ [150 320] X
Xz
2 3
SUJCtO a ! |
: 80
Pérai 2 P

Minimizar G = {1, Y2
it N z 10
Su eto a 1, Yz

""'i;::-iyi,yz,}f;*-2 _tv:o] |

Enumeraremos, paso por paso el desarrollo del método Dual, utilizando el problema antes

descrito.

Maximizar Z = 150X1 + 340X2

Sujeto a: 2X1 + 3X2< 40

10X1 + 20X2 < 800

Para: X1 20; X2 =0,
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1).- El primer paso es asociar una nueva variable que llamaremos Dual a cada una de las
restricciones del problema quedando como:

2X1+3X2=40 Y1
10X1 + 20Xz = 800 Y2

2).- Hacer que estas variables Duales, pasen como el vector rengldn de variables, tal como
si se fuera a escribir la primer tabla del método Primal.

Y1 Y2

3).- Sobre estas colocar la transpuesta del vector columna de términos independientes,
pasandolo como vector renglon de contribuciones.

40 800

Y1 Y2

4).- Hacer la transpuesta de la matriz de coeficientes tecnoldgicos, y colocarla bajo el
vector correspondiente de las nuevas variables Duales del nuevo problema, es decir, los
vectores columnas pasan como vectores renglon,

40 800
Yi Y
2 10
3 2

5).- Se hace la transpuesta del vector renglén de contribuciones y pasa como vector
columna de términos independientes.

40 3%
Y1 Y2
2 10 130
3 20 350
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_ Método Dual,

6).- Las desigualdades se invierten, de menor o igual que (<) pasag como mayor o igual
que (2).
40 800
Yi Y2
2 10 =150
3 20 = 350

7).- Hay también necesidad de cambiar la funcién objetivo original recuerde que si estamos
maximizando, ahora habra que minimizar, y visceversa.

Maximizar Z, = Minimizar G.

8).- Apartir de este punto en adelante se utiliza el método, tal y como fue explicado con
anterioridad resolver el problema, con la salvedad de que la solucién éptima se encontrara en
¢l renglén indice de la tabla final, lo cual se ampliara la explicacién en su momento ahora
hagamos la tabla inicial, del método agregando tantas variables a las restricciones como si se
tratara del Primal.

40 800 0 0 +M M

Ylﬂ v Yz Hi Hz F1 F2

e ij."’Fr 150 9 10 a0 1 0
+M F2 340 < B | 0 -1 0 1
490 M 5M-40L3%L800 MM 0 0

Como podra usted notar el procedimiento de aquf en adelante se debe de tratar como si
1o ubiera diferencia del método simplex Primal, tomando en consideracién que ahora es-
taremos minimizando, en vez de maximizar.
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Haciendo la actualizacién de la primer tabla.

40 800 0 g +M +M
Y: Y2y Hil] H2 F1 ®
300 Yz 150 2 10 -1 0 1 0
- SR S S

M F2 400 A0 0 20 -10 20 10
40M  -10M 0 20M|-10M 30M 0

+120,000  +1,200 800 +800

La siguiente tabla queda de la siguiente manera:

4 800 0 0 +M +M
Y11 Y2 Hi H:2 Fi F2

r,so‘o. oyt B TR AA YTHH ) 1—'
0  Hi 400 ‘._.}1,0 0 2 -0 -20 10
272000 | 1,6000 0 0 -800 -20M -20M

. +800

Como aun hay valores positivos en el renglon indice, debemos de seguir con ¢l paso
terativo de las tablas, hasta que todos los valores del renglén indice sean negativos, puesto

que estamos minimizando, haciendo esto nos queda la siguiente tabla.

40 800 0 0 +M
Y1 Yz Hi1 Hz Fi

0 Yi 340 3 20 0 -1 0
0 Hi 230 0o 10 3 2 3
13,600 0 -1,600 0 -40 -3M

+M

F2

3M
+40
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Finalmente, al encontrar la tabla 6ptima solo nos resta hacer la division de todos los
elementos de esta tabla entre el pivote de la tabla anterior que fue un tres, y haci encontrar la
solucién Gptima del problema.

kéSultado:tBéjaA S

it 49 80 0 0 +M +M
Yi= uﬁq-o-
YI— {Ha}i= 1600/3 g Y1 Y H1i H: F F2
B Glaign o
Hz- ]Xz} -40/'3, S 40 Y 340/3 i 20/3 0 -173 ] 1/3
GMimma = [Z dezma [ ¢ H 230/3 0 103 1 28 -1 23
zamzmaszsﬁows., : 136003 0 -L600B - Q -073| M -M +4073

La interpretacién del resultado ahora estara dada por el renglén indice, como usted ya
habrd notado tenemos en dicho renglén solo valores negativos, y dadas las variables de no
negatividad, esto quedaria sin solucién si estuvieramos utilizando el método simplex Primal,

sin embargo para este caso de la dualidad, debemos de tomar los valores absolutes como
resultado 6ptimo.

Este método Dual, se recomienda que sea aplicado cuando en nuestro problema Primal
existan un buen nimero de restricciones y pocas variables de dicisién, como pudiera ser el

iguiente ejemplo.
Maximizar Z = 4X1 + 6X2
Sujeto a: -6X1 + 2X2 <4
4X1 + 2X2< 44
8X1-2X2=20
2X1 4 4X2 =28
Para: X120y X2 =0.

Siguiendo los pasos antes mensionados, y haciendo las transformaciones necesarias del
planteamiento en su forma Dual, nuestro problema queda planteado de la siguiente manera:
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Minimizar G = 4¥Y1 + 44Y2 + 20Y3 + 28Ys
Sujete a; -6Y1 + 4Y2 + 8Y3-2Y4 = 4
2Y1 + 2Y2-2Y3 +4Ye 2 6

Para: Y120,Y220,Y320,Y4=0.

Rompiendo las desigualdades, y tratando de aqui en adelante el problema por el método
descrito, hasta obtener la soluci6n éptima del problema, presntamos de la tabla inicial hasta
la tabla Optima.

Tabla inicial, Primera iteracién:

4 4 W B/ 0 0 +M +M
i Y YA Y& HI W B R

AT 6 il B 7 A @ 1 ‘l!

6 2 20 3 4
10M -4M-4 6M-44 wﬁ 2M-28 M M 0 0

Segunda tabla, Segunda iteracion:

Yi Y2 Y3| ¥4 HI R F1 F2
0 Ys 4 6 4 8/ 20 1 0o 1 0
r+M B 56 42 p).8 0 2. .8 2 11

S6M 4M - 24M - ol 28M| 2M -8M  -6M 0
+80 152 272 264 0 +20
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Tercera tabla, Tabla Optima:

20

4 44 20

Y1 Y2 Y3

Y3 20 20 28
Y4 4 24 0
2,128 400 160 0

Y4

=1

0 +M +M

H?2 F1 F2

Solo resta dividir toda la tabla entre el pivote anterior, para obtener la solucién del

problema,

Resuitado: Bajo

IXz{ 66/7* '

Z Méxima 532/7

(o] = %wzz_ .
jXﬂ = '34/7

LG‘ Mrmma = ] z Manma f

4 44 20 28 0 0 +M +M

YI Y Y3 Y« HU H2 F1 R

Y3 1 -57 51 1 0 -7 114 17 114
Y4 2 17 61 0 1 -1/14 -2/7 a4 277
.f-:ssf'z;r_r-:}igaff';_-4q)_7? D g g -séq M
+34f7 +66/7

e

La siguiente figura, da la idea fundamental de la Dualidad,
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El dibujo de 1a pagina anterior el cual representa una escalera, con una flecha acendente
por arriba de ella y una flecha descendiente por abajo, lo que representan la dualidad, si el
lector diera vuelta al dibujo, es decir lo pusiera de cabeza, seguiria contemplando la misma
figura, es decir una escalera con una flecha ascendente por arribay una descendente por abajo,
asf es la dualidad en la funci6n objetivo de los problemas con respecto a la dualidad, lo que es
una maximizacién en el modelo primal es una minimizacién en su dualidad, y visceversa lo
que s una minimizacién en el primal es una maximizacion en su dualidad, y ambos al final
llegaran al mismo significado como en el caso de la figura, que aun traponiendo ¢l dibujo, signe
representanso lo mismo para efectos précticos.

Los ejemplos que abordamos, fueron de maximizar, y ambos todas las designaldades eran
del mismo tipo de menor o igual que (=), en el primal, cuando sucede esto se le llama simético,
veamos un ejemplo m4s cuando no hay simetria es decir problemas asimétricos.

Minimizar Z = 60X1 + 15X2
Sujeto a: 5X1 + 2X2 < 80
X1 +2X2=10
X1=8
X1+X228

Para: X120, X2 = 0.

Como usted podra ver tenemos desigualdades del tipo de (=) y (), lo cual nos proporciona
un modelo asimétrico, y para poder resolverlo por el método Dual, 1o primero que hay que
hacer, es volverlo simétrico el modelo tineal, es decir, hay que convertir todas las restricciones
del problema en desigualdades del mismo tipo (todas de = o todas de <) utilizando las
equivalencias de las desigualdades

Una de las principales equivalencias establece que una desigualdad de cualquier tipo es
multiplicada por un valor negativo (-1) en ambos lados de la igualdad el sentido de la
desigualdad debe de invertise, por ejemplo. Si Xis 2, se multiplica en ambos lados de la
desigualdad por un (-1), tendriamos la nueva desigualdad expresada como - X1 = -2,
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Convirtiendo nuestro problema que es asimétrico en simétrico, nos queda de la siguiente
manera:
Minimizar Z = 60X1 + 15X2
Sujeto a: - 5X1-2X2 = - &0
X1+2X2=z10
-X12-8
X1+X2=8
Para: X120, X2=0.
Ahora, ya planteado en esta forma se procede a plantearse con su dualidad, quedando
como:
Maximizar G = -80Y1 + 10Y2-8Y3 + 8Y4
Sujetoa: - 5Y1 + Y2-Y3 + Ya < 60
Y1 +2Y2+ Ya< 15

Para: Y120; Y220, Y3z, Ya=0,

Ahora s0lo nos resta resolverlo por el método Dual, presentaremos tabla por tabla hasta
obtener la soluicién del problema.

Tabla inicial, Primera iteracion.

80 | 10 -8 8 0 0

i [ Y2 Y3 Y4 Hi H2
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Segunda tabla, Segunda iteracion.

& 1 8.8 0 0

Y1 Y2 ¥ | Y Hi H:

0 H1 105 8 0 2 | 2 -1
10 »Yz-,.v‘ ) 15 2 2.'.’ : 0 1_0 1

150 140 0 16 | -6 0 10

Tabla éptima, Solucidén.
-80 10 -8 8 0 0
Yi Y2 Y3 Ya H1 H
0 Hi 45 3 -1 -1 0 1 -1
8 Y4 15 2 2 0 1 0 1
TR T T T ﬂ
Z Minima SE Hi | H’z ‘Hs . Hs X1 X2

La solucién del problema, como ya sabemos esta desfasada, sin embargo en este caso el
Divote anterior es de uno, por lo que queda igual la solucién, G Méxima = Z Minima = 120;  Xa
=0, X2 = 8, Hi= 64, H> = 6, H3 = 8y Ha =0.
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Apéndice 1.- Convexidad.

Con suma frecuencia el concepto de convexidad, es usado en la investigacion de
operaciones, asf es que en este tema abordaremos este concepto, cuya primera jnstancia s
definir que es una funcién convexa, asi como que es una funcién céncava.

Nota. Aqui trazaremos funciones no lineales para una mayor comprensién de los concep-
tos de convexidad, recordando que solo se presentan como ejemplos de funciones, sin cambiar
¢lcontenido de este libro que trata solo de funciones lineales.

Definicion.- Una funcién de una variable f(x), es una funcién convexa si, para cada par de
valores, por ejemplo, X’ y x”,

flax” + (La)] 2 af (") + (L-a)f (&)
para todos los valores de a tales que 0 < & < 1. Esta es una funcién estrictamente convexa

sl (<) puede sustituirse por (<). Es una funcidn céncava (o estrictamente céncava) si esta
afirmacién se cumple cuando se reemplaza (<) por (2) (o por >).

Expliquemos lo anteriormente dicho, viendo unas gréficas, a fin de que el lector pueda
identificar las funciénes concavas y convexas de las que no lo son y que se logre una mayor
comprencion de estos términos,

Grdfica de una funcién convexa.

| Ejemplo de una ﬁmcum convexa. ‘ £(x)
s 3 123

o]
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La funcién que se presenta en la pagina anterior es convexa dado que para todo valor de
a la siguiente ecnacion se cumple.

flo + (Fa )X of (&) + (1-a ) (x)

Cabe hacer notar como el signo de (=) que se presenta en la ecuaci6n.

La funcién presentada en la grifica es f (x) = +3 ; recuerde que 0 < a < 1, asi hagamos que
a =05, sustituyendo los valores de »’=1 y x”=3; en la funcién original tenemos que f y
f”)=12, llevando estos valores a la ecuacidn, en su interpretacién geométrica, tenemos;

£ 05(3+(1-0.5)1] < 0.5(12)+(1-0.54
f@s= 8

f@ =7 porlotantof2) = & yse demuestra que es una funcién convexa. O mejor dicho
lafuncién es estrictamente convexa ya que podemos expresar €l resultado como 7 <8, [nétese
¢l cambio del signo (=) por (<)].

Para ser més precisos, sif (x) posee una segunda derivada en cada punto, entonces f (x) s
convexasid “f(x)/dx” = 0, paratodos los valores de x. De forma andloga, f (x) es cdncava cuando
d*f(idx"s 0. veamoslo para ¢l ejemplo anterior.

flx) =2+ 3
df (x)idx= 2x
d 2 feyid® =2, por lo tanto d 2f(x)id® = 0.

Alijgual que en su interpretacion geométrica, en su comprobacién matemética, podemos

decir que lafuncién ¢s estrictamente convexa ya que la derivada también puede ser expresada
omo: d~ flx)/dx2 > 0

Una vez comprobado que es una funcién convexa, tanto en su forma grafica asi como
utilizando la segunda derivada, pasemos a mostrar y comprobar una funcién céncava.

Gréfica de una funcidn céncava.

LEfémﬁIa de una ﬁmciézi concava |
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Esta funci6n es concava dado que, para todo valor de a, la siguiente ecuacion es cierta.

flaw” + (Fap] 2 of () + (- a)f ()

Cabe hacer notar como el signo de (=) que se presenta en la ecuacion.

La funcién que se presenta en la gréfica es f (x)z-xz +3 ; demosle un valor de a de 6.7,
sustituyendo los valores de x’=1 y x”=3; en la funci6n original tenemos que f (') =2 y
f(")=-6, llevando estos valores a la ecuacién, para su interpretacion geométrica, tenemeos;

f 10.7(3)+ (1-0.7)1 ] 2 0.7(-6)+(1- 0.7)2
f(24)2-36

f ) =-276 por lo tanto -2.76 = -3.6 y queda demostrado que es una funcién ¢oncava. O
mejor dicho la funcién es estrictamente concava ya que podemos expresar el resultado como
276>-3.6, [ndtese el cambio del signo (=) por (>)].

Con maygr precision, si f (x) posee una segunda derivada en cada punto, entonces f (x) s
«fncava si 4 “f (x)/dx~ < 0, para todos los valores de x, como fue definido con anterioridad.

)= +3
df{x)idx= -2x
d 2 fya=-2 por lotanto d > f@x)/dc® < 0.

Al igual que en su interpretacidén geométrica, en su comprobacién matemaética, podemos
lear que la funcion es estrictamente céncava ya que la derivada también puede ser expresada
0mo: d” flx)/dx2 < 0.

Se puede asumir que una funcién es tanto convexa como céncava cuando el segmento
rectilineo, que une los puntos de x* y x”, forma parte de la funcion, y esto se | da en funcmnes
lineales, esto quiere decir que la segunda derivada de laf”x) = ¢, es decir, d f(x)/dx =0, de la
misma. forma cuando su interpretacion grafica en vez de ser una desigualdad se convierte en

igualdad.

La siguiente gréfica es de una funcin que es tanto convexa como céncava.
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La funcién de a grafica anterior es convexa y concava dado que para cualquier valor de a,
laecuacion siguiente cs verdadera.

floa” + (1-a)c’] = of (") + (I-a)f (x')

Cabe hacer notar como el signo de (=) que se presenta en la ecuacién.

Como anteriormente se definieron las funciones convexas y concavas, dicha funcién serd
estrictamente concava o convexa siempre y cuando la desigualdades de (2) o (<) se conviertan
¢n(>) 0(<) en las ecnaciones antes descritas en cada ejempla de las grifica, y cnando dichas
ecuaciones son llevadas a su maximo limite que es la igualdad estas serén tanto concavas y
convexas al mismo tiempo, como en el ejemplo de la gréfica anterior.

Ahora demostremos, que f (x), es una funcién tanto convexa como céncava a la vez, sea
ft) = x+3, y los valores de x’=2, y x”=35, sabemos que f (x’) = 5, y f(x") = 8, los aplicamos a la
ecuacion para su interpretacion geométrica con un valor de a = .6.

T (0.6(5)+(1-0.6)2] =0.6(8) + (1-0.6)5
f (38 =68

f (38) = 6.8 por lo tanto, la funcién f (x) = x+ 3, puede ser interpretada tanto como convexa
jconcava a su vez, puesto que el segmento rectilineo analizado de »’y x” forma parte de la
fincién misma.

De ignal forma si analizamos, la segunda derivada de la funcién nos quedaria como:

f(x) =x+ 3
df (x)ldx=1
a2 f()id® =0, porlotanto d 2 f(x)ids® = 0.
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Y por lo tanto, queda demostrado que si es una funcion que es convexa y concava a la vee,
para cualquier valor de x.

Ahora, nos toca analizar cuando una funcidn que no es convexa ni céncava, Veamos la
siguiente funcién f(x) = x~ - 12x, en su forma gréfica:

it

' Ejemplo de una funcién.
- o convexa ni concava | ,

L

Como podré apreciar ¢l lector, en la grafica las ecuaciones antes descritas, s6lo cumpliridn
con una parte del segmento rectilineo, es decir solo seridn verdaderas en una parte, y para
poder definir la f (x), como convexa o cOncava, es necesario que sea verdaderas las ecuaciones
para todo valor de a. Por lo tanto esta funcidn no es convexa ni ¢oncava,

Ya que estamos hablando del segmento rectilineo, definamoslo ahora.

Definicion.- El segimento rectilineo que une cualquiera dos puntos (Xv, Xz, X3).., Xn’) y (X',
I X5 Xa”) €5 la coleccion de puntos

KXo Xy, Xm)=fa X\’+(l-a )XV,a X2'+(la )Xia X3’+(la JX¥.,0 Xw’+(la }Xw'j
talesque 0 € a< I,

Un segmento rectilineo, en un espacio de m-dimensiones, puede ser generalizado en un
gemplo de tres dimiensiones, supongamos que tenemos los puntos (X1, Xz, Xv) =(3,2,6), y (X1,
¥, X"y =(9,5,10); entonces el segmento rectilineo que los une es la coleccidn de puntos

(X1, X2, X3) = [9a + 3(l-a) Sa + 2(1-a), 0a + 6(I-a}],
endonded s a < L
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Una vez que se han definido los conceptos anteriores, estamos preparados para definir el
concepto relacionado de conjunto convexe. Asi, sif (Xy, X3 X3.., Xo) €8 una funcion convexa, los
puntos que se encuentren por arriba de la funcién e inclusive los puntos formados por la
funcion misma, formardn un conjunto convexe. De igual forma, si f (Xy Xz X3.., Xa) €5 una
funcién coneava, los puntos que se encuentren por abajo de la funcion, incluyendo los puntos
que forman la funcién misma, también serd un conjunto convexo.

Asf pues, los conjuntos convexos, estardn formados por todos los puntos que forman una
funcién convexa o que esten por arriba de dicha funci6n, asi como aquellos puntos que formen
wa funcién céncava o que se encuentren por abajo de dicha funcién seran considerados como
i conjunto CONVEXo, para ser v poco més precisos lo definiremos como:

Definicién.- Un conjunto convexo es una coleccion de puntos tales que, para cada par de

puntos de la coleccion, el segmento rectilineo completo que une estos dos puntos también
forman parte de dicha coleccion,

Aqui se presenta una figura de un conjunto convexo.

- El conjunto conveso esta -
formado.pot. el drea .
- sombreada de la figura. .

Cabe hacer notar que en esta grafica, cualquier coleccion de puntos que unenlos segmentos
wctilineos, marcados en ella, absolutamente todos se encuentran dentro del conjunto convexo.
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Apfuiice. Convesig

Ahora veamos una figura que 1o €s convexo.

- Segmentos rectilineos que no
cumplen con el concepto de

- convexidad, -por lo tanto la figura
R0 €5 UM COJURID convexo. J.'

Bs necesario hacer notar que no todos los seginentos rectilineos, se encuentran contenidos
dentro del drea sombreada, y por ello no se puede considerar a la figura como un ¢onjunto

(0vexo,
Para finalizar enunciaremos el siguiente teorema de programacion lineal.

Toda solucién factible de un problema de programacion lineal deber4 estar contenida
dentro de un conjunto convexo, y su solucion optima serd encontrada en los limites o vértices
de dicho conjunto convexo, incluyendo siempre al menos un vértice.
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