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P R O L O G O 

La programación no lineal se ocupa del p rob lema de opt imizar una Iunción 

objetivo con U. presencia de restricciones tipo de igualdad y/o desigualdad. Si todas las 

funciones son lineales tenemos un programa lineal de lo contrario, el programa es no 

lineal y su resolución es el problema de estudio en esta tesis. La popularidad de la 

programación lineal puede atribuirse a muchos factores, inc luyendo su habil idad para 

modelar problemas grandes > comple jos , así como la de su resolución en un intervalo 

razonable de t iempo mediante el uso del método Simplex . mas recientemente del 

método de Karmarkar. y de las computadoras , por parte de los usuarios. 

Sin embargo muchos problemas reales no pueden ser adecuadamente 

representados o aproximados como un programa lineal deb ido a la naturaleza de la no 

linealidad de la función objet ivo \ o la no linealidad de cualquiera de las restricciones. 

1 os esfuerzos por resolver tales problemas no lineales en forma eficiente 

provocaron un rápido progreso durante las pasadas tres décadas . I-.sla tesis presenta estos 

desarrollos ei¡ una forma lógica e independiente. 

As imismo . esta tesis contiene material de consul ta para profesionales que 

requieren a p h u u icui icas de programación no lineal en la re tinción de problemas en 

sus r e s p e e m o . -ampos de trabajo como apoyo o referencia c cursos de programación 

no lineal o de investigación de operaciones que en sus p rogramas de estudio incluvan la 

programación no lineal. 
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C A P Í T U L O 1 

I N T R O D U C C I O N 

I ;1 obje t ivo de esta tesis esta encaminado a que cualquier , persona, famil iar izada 

con los conceptos de programación lineal pueda de una manera comprensible entender 

las técnicas de programación no lineal, e l iminando las demost rac iones matemát icas que 

ofrecen la ma>oría de los textos especial izados en el tema, sin perder la continuidad de 

las ideas, enfocándose mas en la aplicación de tales técnicas. 

El contenido de esta tesis es contemplado hacia la investigación y/o docencia 

referente al área de investigación de operaciones, concre tamente a la programación no 

lineal. 

La metodología de esta tesis consiste en desarrol lar bases técnicas de los 

a lgor i tmos y modelos no lineales considerados \ e jemplos de su aplicación. 

La programación lineal cuenta con los algori tmos Simplex y Karmarkar para la 

resolución de cualquier problema lineal, s iempre \ cuando este tenga solución. 

Desgrac iadamente en programación no lineal no existe un algori tmo matemát ico que 

pueda resolver cualquier problema no lineal, sino que depend iendo de la naturaleza del 

p roblema, ya sea de la func ión objet ivo o de las restr icciones si existen en el p roblema, 

se aplica un método en particular para la solución de tal p rob lema 

La leona de la convergencia de algoritmos, aunque por si misma consti tuye un 

tópico muy importante, no ha sido incluida en esta tesis, eritocada a los aspectos 

intuit ivos en el desarrollo y formulación de dichos a lgor i tmos, para motivar a la posible 

aplicación de I >s mismos en las diferentes arcas de trabajo. 



Un factor que mot ivo al t ema de esta tesis es el no encontrar ninguna elaborada 

anter iormente que trate en su totalidad el t ema de p rogramac ión no lineal, donde la 

literatura que exis te ac tua lmente de) tema, especial izada, son obras en ingles en su gran 

mayoría . 



C A P I T U L O 2 

SIN l ESIS 

En esta tesis anal izaremos el tema de la programación no lineal, en cinco 

capítulos y uno final de conclus iones \ recomendaciones . Existe dependencia de los 

capítulos 3 y 4 con los tres siguientes, salvo las apl icaciones del capítulo 3 que pueden 

ser omi t idas sin que se pierda la ilación o continuidad de las ideas. Los capítulos 5. 6 y 7 

son independientes completamente , de manera que puede tratarse cada uno como una 

unidad por separado. 

A cont inuación se presenta un resumen del contenido de los t emas a tratar en esta 

tesis "Programac ión no lineal". 

Capítulo 3 

En esta sección se definirá el modelo matemát ico de programación no lineal, se 

discutirán las características de este tipo de problemas, se hará una comparación del 

modelo no lineal con los modelos lineales > se presentara el p lanteamienu ue a lgunos 

prohlemas no lineales. 

Capi tulo 4 

Se analizará en este capítulo conceptos lundamenía les en la teoría de 

programación no lineal, las condic iones de optimalidad para problemas no lineales, así 

como también la formulación del problema dual \ la posible solución de tul problema 

para conocer la solucion del problema primal a parui del dual. 



Capítulo 5 

1:1 obje t ivo de este capítulo e s analizar a lgunos de los mé todos de búsqueda que 

existen para resolver problemas de programación no lineal no restringidos, para 

funciones de una o varias variables, usando der ivadas o sin usar derivadas. 

Capi tulo 6 

Lista sección presenta a lgunos de los mé todos exis tentes que utilizan direcciones 

factibles, donde, partiendo de un punto factible conocido a ot ro punto factible mejorado, 

mas cercano a un punto ópt imo. Aquí se consideran prob lemas no lineales restringidos. 

Capi tulo 7 

Se estudiará en este capítulo a lgunos mode los especiales de programación no 

linea!, que pueden ser resueltos con el método Simplex de programación lineal, haciendo 

ciertos a jus tes al modelo matemát ico . 

Anal izaremos, por ult imo, un mode lo m u y interesante l lamado programación 

geométr ica. 

C apuulo 8 

Se presentan en este capítulo las conclus iones \ recomendaciones del presente 

trabajo. 

C o m o en esta tesis se suponen conocidos a lgunos conceptos de algebra lineal y 

anahsis matemático, se utilizan es tos conceptos para el t ema a tratar, se presenta un 

glosario de términos para lograr la comprens ión de tales conceptos que son necesarios en 

el p lanteamiento \ desarrollo de los a lgor i tmos no lineales. 



C A P I T U L O 3 

C O N C E P T O S B A S I C O S DE P R O G R A M A C I O N N O LINEAL 

Programación no lineal 

Se considera como tal al con jun to de métodos ut i l izados para optimizar una 

función objet ivo, sujeta a una serie de restr icciones en los que una o mas de las variables 

incluidas es no lineal. 

C o m o e jemplo considere el siguiente problema de programación no lineal 

Minimizar f(x) 

sujeta a g,(x) £ 0 i - I. 2 m 

h , m 0 j = 1 . 2 . . . . I 

donde í, g b g , gm . h | . h-, h( son funciones d e m u d a s en E i r el espacio eucl idiano 

d<_ n d imensiones . X es un subconjun to de 1 \ \ es un vector de componentes x, . 

X2 V 

11 problema anterior puede ser resuello para los valores de las variables 

X| . \2 xn que satisfacen las restricciones y que minimicen la función f. 

I a tuncion 1 es l lamada usua lmcme la Ivi il on obje t ivo o la función criterio. 

Cada una de las restricciones x/.x) para i 1.2... .m e l lamada restricción de desigualdad 

y cada una de las restricciones hj.x) para j 1.2. .1 es Humada restricción de igualdad. 

I n \cc lo i x que satisface lodas las restriceun l lamado una solución lactible al 

problema 



La co lecc ión de todas las pos ib les so luc iones f o r m a n la región factible. 1:1 

p rob lema de p rogramac ión no lineal es encont ra r un punto fac t ib le .v tal que / f .v j > f ( x ) 

para cada pun to factible A\ Un punto tal T es l l amado una so luc ión óp t ima o s implemente 

una so luc ión al problema. Si existe m a s de un pun to óp t imo , es tos son refer idos c o m o 

soluc iones a l ternat ivas ópt imas . 

A s i m i s m o , un p rob lema de p rogramac ión no lineal puede expresarse c o m o un 

prob lema de n iax imizac ión y las res t r icc iones de des igua ldad pueden estar escri tas en la 

forma > 0 para i - 1.2 m. En el caso especial cuando la func ión objet ivo es lineal 

\ cuando todas las restr icciones, inc luyendo al con jun to .V. puede ser representado por 

des igua ldades lineales y o ecuac iones l ineales, el p r o b l e m a anterior es l lamado un 

p rob lema lineal. 

Lo anter ior indica que la p rog ramac ión lineal es un caso part icular de la 

p rogramación no lineal. Por tal mo t ivo , los p rob lemas no l ineales son m u c h o mas 

difíci les de resolver que los de p rogramac ión lineal. Hac i endo un analisis de las 

caracter ís t icas de los p rob lemas l ineales y no l ineales t enemos la siguiente comparac ión 

entre a m b o s problemas . 

Programación lineal 1'M'Liramación no Ime i 

I I a so luc ión óp t ima se encuentra en 

un pun to ex t remo de la legión de 

factibi l idad. 

1. N o s iempre la solución o p i m a se 

encuentra en un punto ex t remo de la 

región de fact ibi l idad. 

2 I I pun to óp t imo nunca esla dent ro 

de la región de factibil idad. 

2. Ila> casos donde el puní óp t imo 

esla en el interior de la región 

lachble 



Sus métodos de opt imización 

generan óp t imos absolutos ó 

globales. 

3. Genera lmente se encuentra un 

ópt imo local ó relativo, mas no el 

óp t imo global ó absoluto. 

La región de factibilidad es un 

conjunto convexo. 

Sus í unciones objetivo y 

restricciones son lineales. 

4. Se pueden generar regiones de 

factibilidad que no son 

necesar iamente convexas. 

5. La función objet ivo, las restricciones 

ó ambas pueden ser no lineales. 

C o m o ilustración, considere el s iguiente problema 

Minimizar (x, - 3 ) + ( x 2 - 2 ) ' 

sujeta a 

-V - A , - 3 < 0 

V , 1 < 0 

A- < 0 

La finura muestra la rei¿ión factible 

\ \ ( 3 . 2 , / ¡ 

I:1 problema es encontrar un punto en la región factible con el \a lor mas pequeño 

^ihlede(.v, 3) -» (A - 2 ) . 



Nótese que los puntos (x , . x2) con (x, - 3)" + (x2 - 2)~ representan un círculo con 

radio Ve ) centro (3.2). Este círculo es l lamado curva de nivel de la función objetivo 

teniendo el \ alor c. 

Puesto que deseamos minimizar t \ d e b e m o s encontrar el círculo con el radio mas 

pequeño que intersecte la región factible. C o m o muestra la figura el tal circulo mas 

pequeño tiene c=2 e intersecta a la región fact ible en el pun to (2.1). Por lo tanto la 

solución ópt ima se obtiene en el punto (2.1) y t iene un valor obje t ivo igual a 2. 

h 1 método utilizado en el e jemplo anterior consiste en encontrar una solucion 

ópt ima de te rminando la curva de nivel con el mas pequeño valor objet ivo que intersecta 

la región factible. Obviamente este en foque de resolver geométr icamente el problema es 

solamente conveniente para p rob lemas pequeños y no es practico' para problemas con 

mas de dos variables o aquellos con restr icciones y func iones objet ivo complicadas o 

complejas . 

Por otra parte existen algunas condic iones o postulados que se cumplen para los 

dos modelos , los de programación lineal y los de programación no lineal: 

1. \1 aumentar (disminuir) el lado derecho de una restricción < o M. r e . u a la 

testi i u u n I sta no puede contraer \ si puede expandir al con)unto factible 

2. \unie 1 tai (disminuir) el lado derecho de una restricción estrecha la restricción I sto 

no puede expandir pero si contraer el conjunto no restringido. 

3. 1 na les ineeion no puede perjudicar , sino quizá ayudar, al valor óp t imo de la luncion 

ob|ei 

4 l su echar una restricción no puede av udar. sino quiza perjudicar, al valor óptimo tic la 

LILI I ' C L ' V O . 



Planteamiento de problemas 

Ana l i cemos ahora el p lanteamiento de problemas, obteniendo modelos de 

programación no lineal, para buscar luego métodos de solución a problemas no lineales 

en los s iguientes capítulos. 

Ejemplo 1: A una compañía le cuesta c dolares por unidad fabr icar un producto. Si la 

compañía cobra .v dólares por unidad del producto, los cl ientes pedirán D(x) unidades. 

Para maximizar las ganancias, ¿ Que precio tendrá que poner la compañía ? : 

Variable: x 

Función objet ivo: M a x i m i z a r z ix - c/ Dix) sin restricciones. 

Ejemplo 2: Si se utilizan .Y, unidades de capital y x : unidades de t rabajo, una compañía 

puede producir x ,x 2 unidades de un bien manufacturado. Se puede conseguir el capital a 

M 3 0 /unidad y el t rabajo a NS7/unidad . Se dispone de un total de NS600 para 

conseguir capital y trabajo. ¿ C o m o puede la compañía maximizar la cantidad de bienes 

que se pueden tVbricar ? 

Variables: .\*| Unidades de capital 

.Y: Unidades de trabaio 

1 unción objet ivo: Maximi /a r r \ , \ : 

Restt iccioncs 30 \ 1 7 \ <-(•>()() 

X, > 0 x2 > 0 

Ejemplo 3 : Q & H . C o m p a i u se anuncia en t e l emne la s y juegos de lutbol. Cada 

comercial en una te leno\e la cuesta 5000 dolares \ cada comercial en un juego de fútbol 

cuesta 10000 dolares. Si se compran \ ( comerciales en novelas serán \ i s tos por 5 y j ^ 

hombres \ por 20^/x muje tes (los datos \ i enen en mil lones de espectadores). Si se 

compiat i \-> comerciales en megos de fútbol serán \ i s tos por 1-Jx, mujeres \ por 17yj~x 

hombres. Por lo menos 40 millones de hombies \ por lo menos 60 millones de muje res 

quiere Q & l l que vean sus comen.i iles 



Variables: X\ Anunc ios en telcno\ cías 
x2 Anunc ios en fútbol 

Función obje t ivo: minimizar R - 5 0 0 0 A ' I + 1 OOO.Ŷ  

Restr icciones: 5 . ^ + ] 7yf \ \ > 4 0 

2 0 ^ + 7 ^ Y > 6 0 

.y, _>0 . 

Ejemplo 4: Una compañía produce un cierto articulo > desea encontrar una demanda 

conocida, supóngase que el inventario de la producción puede determinarse en un total 

de k per iodos La demanda durante cualquier periodo puede encontrarse a partir del 

inventario en el principio del per iodo v de la producción durante el periodo. La cantidad 

de producción máx ima durante cualquier periodo esta restr ingida por la capacidad de 

producción del equipo disponible de modo que este no puede exceder b unidades. 

Supóngase que se tienen t rabajadores suficientes cuando se necesi te y despedirlos si son 

innecesarios, de cualquier manera , no fomentar las fluctuaciones de trabajo pesado 

incurre un costo provisional a el cuadrado de la diferencia en la fuerza de trabajo en 

cualquiera de los dos periodos sucesivos. También es incurr ido un costo proporcional al 

inventario suma y sigue de un periodo a otro. Lncontrar la fuerza de trabajo de 

imen ta r i a r durante los periodos 1. 2. ... k tal que se satisfaga la demanda v el costo sea 

minimizado. 

Variables: /K: nivel de inv e m a n o 

/.k: fuerza de trabajo en el 11 n del periodo k 

i fuerza de traba i idquinda durante el periodo k 

Función objet ivo: minimizar ~ c - , + c 2 l k ) 

Resiriceiones: / < l ^ 

K i r U - i - A 

o • / 

/k o k 1 .2 n 



Asimismo: 

/ 0 : Inventario inicial 

Lo: Fuerza de t rabajo inicial 

d k : Demanda conocida durante k periodos 

p ; Numero de unidades producidas por t rabajador durante cualquier periodo. 

Ejemplo 5: Considere la arma/.on en un plano mostrada en la figura 

La a rma /ón consiste en dos tubos de acero jun tos en un ext remo y fi jos en dos puntos 

pivotes en el otro extremo. L1 espacio, esto es, la distancia entre los dos pi \cnes e> lijada 

en 2s l ' l p roblema de diseño es elegir la altura de la a rma /ón . el espesor y el d iámetro 

promedio de la armazón de tubos le acero, tal que esta pueda soportar una carga le 2Vv 

y minimizando la altura total de la armazón. 

El peso de la estructura es 2/r/">\ \ ís2 ' v - ^ donde p es la densidad del tubo de acero 

Se ptesenuin las siguientes K n IA I >nex adicionales: 

1. Debido a l imitaciones de espacio, la altura de la estructura no puede exceder h 

2. l ' l radio del diámetro del tubo cnlie el espesor del tubo no debe exceder b2. 



3. La tensión de compresión en los tubos de acero no puede exceder la tensión dada del 

acero, que origina la siguiente restricción donde b es constante 

w(s" + x j j ' : < b , \ | .V 2-V 

4. La altura, d iámetro y espesor pueden ser elegidos tal que los tubos no se doblen bajo 

la carga. F,sta restricción puede ser expresada con b4 como un parámetro conocido 

+ x , ) < b • v | A ^ v 

Función objet ivo: Minimizar z = x t . w ( y + ) 

Restricciones: w(s~ + x: )Yl - b,xyx,x. < 0 

+ (.y" + x: )< 0 



C A P I T U L O 4 

C O N D I C I O N E S DE OPT1 M A L I DAD Y D U A L I D A D L A G R A N G I A N A 

Conjuntos convexos 

Definición: Un conjunto .V en !•„ se llama un con jun to convexo si dados dos 

puntos ,V|. x2 en .v entonces Ax, + fl - Zjx2 pertenece al conjunto Xpara cada Áe[0. 1 ] 

La convexidad de X se puede interpretar geométr icamente como sigue: Para cada 

par de puntos A"| v x2 en X, el segmento de recta que los une. debe pertenecer a X. 

f u n c i o n e s c o m c x a s v cóncavas 

Definición: Sea X un convexo i o sacio en Ln. La función I sobre X es una 

función convexa si para cada X|. XT̂  \ V J na cada IJ cumple 

Ejemplo: 

Un conjunto convexo Un conjunto no convexo 

f ( ? x , • 1 1 - Á ] x 2 ) ' l ( 1 - / . ) f ( x . ) 

La funenm / es llamada cóncav a si / es convexa, esto es 

F U X ; - | I - Á ] X 2 ) • U X , • ( 1 - X) F U , ) 



Si las desigualdades de esta def in ic ión son estrictas, se d ice que la función es 

estr ictamente convexa y estr ictamente cóncava , respect ivamente . 

En base a esta definición se t iene que f es convexa si y solo si -f es cóncava y 

viceversa. Geomét r icamente en dos d imensiones . 

Figura 1 E jemplos de funciones cóncavas y convexas 

La f igura 1 muestra que f es convexa si y solo si el s egmen to de recta que une 

dos puntos cualesquiera de la c u n a \ - f(x) nunca se encuentra por debajo de la curva 

y - f ( x l . De manera similar. f(x) es una func ión cóncava si > solo si el segmento recti l íneo 

que une dos puntos cualesquiera de la curva > t ( \ ) . nunca se encuentra por uriba de 

esta cu i \ a. 

I r aba jando únicamente con funciones cóncavas > convexas , se caería en el 

campo de la programación convexa, de donde se tienen ciertas propiedades importantes 

referentes a este tipo de funciones. \ cumos los s iguientes i estillados. 

T e o r e m a : Para el problema no lineal 

Minimizar f(x) 

sujeta a g,(x) > 0 i 1 . 2 n 

h,(x) = 0 i 1 . 2 n 

si X es un conjunto convexo v si f e s convexa sobic V entonces cualquier mínimo local 

del problema no lineal anterior es una solución opimia de este problema. 



Ahora bien, la manera de saber si f(x) es cóncava o convexa es mediante la 

segunda der ivada de f(x). es decir, anal izando el s igno de f ( x ) como se efectuaba en 

calculo diferencial para funciones de una sola variable y mediante la matriz hessiana de f 

para funciones de mas de una variable. 

^ 7 ( . r ) r 2 f ( x ) r:J (x)\ 

H ( x ) -

vx\ dx.x. 

¿ * \ F { A") 

< X X. 

¿2Ax) r \ f { x ) r j (y) 
('"X, Y. 

r f(x: 

íN. 

Part iendo de este concepto t enemos ios dos teoremas siguientes para funciones 

de una sola vai iable. 

Teorema: Supóngase que f '{x) existe para toda x en X. I monees f(x) es una función 

convexa sobre X si y solo si f ' ( x ) > 0 para toda \ en X. 

Teorema: Supóngase que f ' ( x ) existe para toda x en X. hn lonces f(x) es una tunción 

cóncava sobre X si v solo m l"(x) < 0 para toda \ en \ 

Y para funciones de mas de una sola variable se tiene: 

Teo rema : Supóngase que tiene der ivadas p a i u a k s cont inuas de segundo orden para 

cada punto x (x,. x2 x„) en X. Entonces l'(\) es una función convexa sobre X si y 

solo si para cada x en X los menores principales de 11<\) son no negativos. 



Definición: Kl i-ésimo menor principal de una mat r iz nxn e s el determinante de 

cualquier mat r iz i\i que se obt iene al quitar renglones y las n - i columnas 

correspondiente a la matriz. 

Definición: F,1 k-ésimo menor principal dominante de una matr iz nxn es el determinante 

de la matr iz k-k que se obtiene al quitar los ú l t imos n - k renglones y co lumnas de la 

matriz. 

Teorema: Supóngase que f(x) tiene der ivadas parciales cont inuas de segundo orden para 

cada punto x - (x^x, xn) en X. 

Entonces f(x) es una función cóncava sobre X si y solo si para cada x en X y k - 1.2....n . 

los menores principales diferentes de cero, tienen el m i s m o s igno que (-l)k. 

Ejemplo: Dete rminar si las siguientes funciones son cóncavas , convexas o ninguna de 

las dos 

1. f(x) = x : 

2. f(x) ~~ 3x - 4 

V f(x . x2) V - 2x,x : - -Y, 

4. f(x (. x2) -X| - x Xj - 2.v; 

5. f ( x h x2) V - - 2 X 2 

Solución: 

1. f(x) 

r t x ) 2x 

f ' ( x ) 2 > 0 Como f ' ( x ) > 0. f(x) es una función convexa 

2. f{x) - 4 

f ( x ) - 3 



f ' ( x ) = O f(x) es cóncava y convexa s imul táneamente 

dado que cumple con estas def inic iones . 

3. Calculando la matr iz hessiana para f(x¡, x2)= + 2 x , x 2 + xl 

- 2x, + 2x, 
(X, 

<-V(x) 
dx.-, 

= 2x, + 2x , 

r\t\y) = 1 
(X\ 

¿>lAx) 
àc; = 2 

r ' f ( x ) 

rx,x. 
_ T £ V ( X ) _ ~> 

\\(X) = 
2 2 

2 2 

Los pr imeros menores son los e lementos de la diagonal principal iguales ambos a 2 > 0 

12 2 
, - 2 ( 2 ) 2(2) = 0 > 0 

( orno menores principales de H son no negat ivos para cualquier punto, tix .x :) es 

una luncion convexa. 

4. Siguiendo el mismo procedimiento que en el e jemplo anterior 

d (.v) 

<~x 
- - 2 \ - x . 

(1 (A) 
-Y 4 Y. 

i \ 

S / (Y) r /(-Y) 
-4 

<"v 

' / (Y) 

Y 

r - t i Y 

t\ V, 

-1 -4, 



Los pr imeros menores principales son los e lementos de la diagonal del hessiano. -2 v -4, 

a m b o s negat ivos Para k ~ 1 

(-1)1 - -1. en tonces los dos menores principales tienen el m i s m o signo, pues son 

negat ivos 1-1 segundo menor principal es: 

1-2 -1 
I ( 4 - ( - 2 ) ( 4 ) - ( - l ) - 8 - 1 = 7 > 0 

*> -K 

Y para k 2 (-1 y = 1. el segundo menor principal tiene el m i s m o s igno que ( - 1 P o r lo 

tanto f(x) es una función concava. 

5. Nuevamen te 

r f \ x ) n r f { x ) „ 
= 2.v, 3.\\ — — = -3.V, + 4x-, 

or, ' r k : 

r l 2 f ( x ) „ r 2 f ( x ) 
- - - - "> ex' ex, = 4 

r - f ( x ) , f - f ( x ) n _•> = 

,'x \ aa-, 

M ( 1 ' - 4 

1 os pr imeros dos menores principales son posit ivos y para k - l ( - l ) k = (-1 )k -1. lo cual 

M u n í f i c a que i(\> no e s cóncava, bn tonces l ( \ ) será convexa si el c j u n d o menor 

principal, el determinante del hessiano es mavor o igual a cero, en tonces tenemos que 
*> 

3 4 

Por lo tanto como el segundo menor principal es negativo. f(y) t ampoco *s una (unción 

convexa. 

- 2(4) - ( 3)( 3} 8 - 9 - - ] < 0 



Las funciones convexas y cóncavas desempeñan un papel muy importante en el es tudio 

de los problemas de programación no lineal, así como también a lgunos otros tipos de 

funciones que son similares a estas, que son general izaciones de es tos conceptos. 

Anal izaremos estos nuevos conceptos , para luego pasar a analizar las condiciones de 

optimalidad part iendo de estos conceptos fundamenta les . 

Generalización de funciones cóncavas y convexas 

Funciones cuas i -convcxas y cuasi -cóncavas 

Definición: Una función f es una función cuasi-convexa bajo un conjunto 

convexo X en Ln si para cada x(. x2 en X 

f( / . \ , - f l-Á.| \2) < mínimo {f(x¡), f(x2)) 

La función f e s l lamada cuasi -cóncava si - f e s cuasi-convexa, es decir si 

f( AX| I > mínimo {f(x,). f(x2)} para todo, X tal que 0 < X < 1 

La ti gura 2 muestra un e jemplo de una función cuasi-convexa, una función cuasi-

cóncava \ una que no cumple ninguna de las dos condiciones. 

La figura 2a) muestra que I es una función cuasi -convexa si es imposible 

encontrar tres puntos colinealcs tal que el punto del centro tiene el m a \ o r valor ob|etiw> 

al e\ aluai estos puntos en 1, por la def inición de función cuasi-convexa Similarmenic L 

definición de función cuas i -cónca \a indica que si f es cuas i -cónca \a es impo ble 

encontrar tres puntos colinealcs tales que el punto del centro tenga el mas pequeño valí i 

obieti\ o que los otros dos puntos. 

Finura 2 

a ) b ) o ) 



La f igura 2b) muestra una función que es cuasi -convexa y cuasi -cóncava. dado 

que cumple estas dos definiciones, al tomar tres puntos en el eje X[, la imagen del punto 

central no es ni mayor ni menor que la de los otros dos puntos colineales. 

La f igura 2c) muestra una función que no cumple con ninguna de estas 

condiciones. 

I na func ión lineal es s imul táneamente cóncava, convexa, cuasi-cóncava > cuasi-

convexa. 

l ' n a func ión si es cuasi-convexa no necesar iamente es convexa , pero el reciproco 

no es cierto, porque si f es convexa entonces es t ambién cuasi-convexa. Este mismo 

criterio puede ser aplicado para funciones cóncavas y cuasi-cóncavas . 

Funciones Pseudo-convexas v Pseudo-cóncavas 

Antes de definir estos dos nuevos t ipos de funciones , es necesario conocer 

cuando una func ión convexa es diferenciable. 

Definición: Sea X tin conjunto no vacio en En. el espacio Lucl idiano en n dimensiones v 

sea f: X — V l F'ntonces f e s una función diferenciable en un punto .v perteneciente a X si 

existe un vector Vfix) l lamado el vector gradiente, y una función u • Ln —» E, 

tal que 

ti \ i - V f ( \ ) ' ( \ - \ I - \ - \ | ( . Y , \ ) 

para cada \ en X. donde lin </ (x. \ ) 0. ||x - -v|| es la no ima del vector \ - \ . 

expresada como |x - .v|| V<*i v» >' y VK A , 

r / ( v ) Í t/(-V) < v) 

c?v, , S e \( 

Los componen tes del vector gradiente son las derivadas parciales de I con respecto a las 

variables x, . x- \ l (. 



Definición: Sea X un conjunto no vacío en E„ y sea f: X - » E , di ferenciable en X. La 

función f es l lamada pseudo-cotivexa si para cada x b x2 en X con V f ( X | ) ' (x2 - x,) > 0 se 

tiene que f(x2) S f(x¡) o equivalentemente, si f(x2) < f(xj) en tonces 

Vf (x , ) ' ( X , - X , ) < 0 

La func ión f e s llamada pseudo-concava si -f es una función pseudo-co tnexa . 

La f igura 3 muestra algunos tipos de func iones pseudo-convexas \ pseudo-

concavas, así c o m o una que no es ninguna de las dos. 

Figura 3 

a) b) c) 

a) f u n c i ó n p s e u d o - c o m . • incion pseudo-eot icasa > p s e u d o e o m e x a . c 4;icion 

que no es ni pseudo-convexn n¡ n«;cudo-concava. 

Estas delinicionc I i unciones cuasi-coiu exas. cuasi-concax as. pseudo-

eonvexas ) pseudo-eonca \u se conv ienen en estrictas cada una de ella- si la 

desigualdad cor responder t I del lnición de cada tipo de función es estricta 

Habiendo definido e ii onccptos fundamenta les anal icemos las condicii nes de 

optimalidad para funciones i ^ xas 



Condic iones de opt imal idad 

Teorema: Sea la func ión f: En -> E, , el p rob lema Min f (x) su je to a x e X. donde f e s 

una función convexa y X es un conjunto convexo no vacío en E„; se tiene que .Y es una 

solución ópt ima a este problema si y solo si f t iene un subgradiente en .v tal que 

( x ) (x - .Y ) > 0 para todo x en X. 

As imismo, en base a lo anterior, si el problema es de maximizac ión . .Y es una 

solución ópt ima si y solo si ( x ) (x - .Y ) < 0 para todo x en X 

Corolario: E l conjunto de soluciones ópt imas alternativas puede ser def inido 

equivalentemente como X 

X * = { x e X : Vf(.v)1 ( x - y ) - O y Vf(x) = ( x ) j 

Ejemplo: Para el s iguiente problema: 

Min imizar f(x) - (x, - 3/2)2 + (x2 - 5)2 

sujeta a -x( + x 2 < 2 

2 \ | + 3x2 < 11 

-x, < 0 

- x 2 < 0 

So luc ión : La func ión objetivo es una función convexa que representa el cuadrado de la 
distancia del punto (3/2.5). El conjunto poliédrico convexo X es representado en la 
liguia 4 



De la figura, se observa claramente que el punto óp t imo es (1.3). El vector gradiente en 

el pun to (1.3) es: 

Vf(x) = (2 [ x , - 3 / 2 ] . 2 [ x 2 - 5 ] ) ' 

con x = (1.3) 

Vf(x) = (2U - 3 / 2 | , 2 [ 3 - 5 ] ) l " ( - l . -4)1 

Se observa geométr icamente que el \ e c to r (-1. -4) f o r m a un ángulo < 90° con cada 

vector de la f o r m a (x¡ - 1 . x - . - 3). donde (x¡. x2) e X. Entonces la condición de 

opt imal idad establecida anteriormente fue verificada. Sust i tuyendo en el vector gradiente 

x = ( 1 . 3 ) t enemos 

Vf(x) - (x, - l . x r 3 ) - - l ( x 1 - 1) - < - 4 ) ( x 2 - 3 ) 
VI' 

= - x , + I - 4 x - ^ 1 2 - - x , - 4 v - 1 ^ 

= 4(3) -r 13 - - 1 3 + 13 0 

lo cual indica que (1.3) es el punto ópt imo. 

Condic iones de Opt imal idad de Fritz-John 

Antes de def in i r las condiciones de optimalidad de Fri tz-John. para problemas de 

programación no lineal, anal icemos el concepto de los mult ipl icadores de Lagrange. 

Método de opt imización por lagrangianos 

El problema a resolver es: 

Opt imizar f ( \ ) 

su)eta a g (x) 0 i I. .ni 

donde I. g,. g ? gMi son Iunciones def inidas en h n , x es el \ ee io i de n componentes 

X|. x2,.... xn y la palabra o p u m i / a r puede signiíieai maximizacion o min imi /ae ión . 



El m é t o d o clásico para resolver este problema, cuando las restricciones están 

igualadas a cero (cuando son desigualdades este método requiere de ciertos ajustes que 

complican bastante la situación), es uti l izando los mul t ip l icadores de l .agrange (>»,"). Esto 

se realiza def in iendo de la siguiente manera una nueva función objet ivo, l lamada el 

lagrangiano 

HX|- *2 K h " flx) - *-lgl(x) - " • - • - (*) 

Fl lagrangiano F con m+n variables independientes , es equivalente a la función 

objetivo original f con n variables independientes porque se están res tando únicamente 

ceros, es decir que X.¡g,(x) - 0 para i~ 1 m. C o m o el lagrangiano no tiene 

restricciones, para resolver este p rob lema en teoría (dado que ocasionalmente es 

imposible resolverlo por métodos exactos y se requieren métodos de aproximación a 

analizar en los capítulos siguientes) hay que obtener todas las der ivadas parciales de 

primer orden para cada variable e igualarlas a cero y resolver el s is tema de ecuaciones 

resultantes 

( t- r F 

CA 
= 0 

f !• r t 
= o 

< i- r F 
= 0 

Teorema: (C'onoiciones de l-ritz-.lolini Sca X un conjunto no vaeio v sea f: F., > g: 

F.n patii i 1. .. m. Considere ci pini Icnia P de minimi/ai l ( \ ) sujeta a x en X \ 

g,(M < ^ para i !.. . m. Sea x una solucion lactible > sea I ! r g,( \ ) 0; 



Además , supóngase que f y g¡ son difereneiables en x y que g¡ para i e I son continuas 

en x. Si x resuelve localmente el problema. P. en tonces existen escalares u0 y u¡ para 

i e l , tales que 

u 0 V f ( x ) + X u , V g , ( x ) - 0 

u(). u, > 0 para i e 1 

(u,„ u , ) * ( 0 . 0) 

donde u, es el vector cuyas componentes son u, para i e l . Además , si g, para i e I son 

también difereneiables en x . entonces las condic iones anter iormente mencionadas 

pueden ser escritas en la siguiente forma equivalente: 

ni 
u„ V f ( x ) + X u . Y g . l x i 0 

> i 

u r g, (x) 0 para i _ 1 m 

u(). u, > 0 p a r a i 1 . . . . m 

(un . u) * 0 

donde u c> el vector cuyas componentes son u, para i 1.. .ni. 

l-.jemplo. Minimizar (x - 3) - t \ - 2 ) 

suieta a x¡ + x ^ ^ 

x, + 2 \ < 4 

-x j ' 0 

-x 0 

Se tiene la siguiente región lactible 



Figura 5 

( 0 . 2 ) 

(0, 0) w 5. 0) 

Las condiciones de Fritz-John se cumplen en el punto ópt imo (2.1). Nótese que el 

conjunto de restr icciones activas, es decir aquellas que funcionan c o m o igualdad en el 

punto considerado son I II- 2; para \ (~\ i' Calculando los gradientes para la 

ttuición objet ivo \ restricciones 

Y f( x ) ( - 2 . - 2 ) ' Yg]( x ) (4 2)' Y g _ ( \ ] ( 1 . 2 ' 

l'or lo tanto, para satisface! las condiciones tk I n t / lohn. hay que encontrar un vector 

dilerente de cero (u, .u ,u :) > 0 que satisfaga 

í ' í " M • Ui1 • i 1. ) 

Si u, ii( / 3 y ih 2U,,/ 3 para cuak|iiier u, 0 se satisfacen las condic iones de Int / . -

.lohn dado que se encucnt ia un vector dileiente de cero ( U , , U | , I B ) > 0 



Ejemplo: Cons ide re el s iguiente problema 

Min imiza r -x , 

suje to a x2 - (1 - Xj)J < 0 

- x 2 < 0 

Gráf icamente 

F i gu ra 6 

x? 

Las condic iones de Fritz-John se cumplen en el pumo (LO)1. E l conjunto le 

restr icciones act ivas en x es dado por 1= {L 2}. Calculando los gradientes 

V f ( x ) (I.O)1 V g , ( \ ) ¡0. 1) Vg , ( \ ) ( 0 . -1 ) ' 

de lo cual 
/ \ / f \ 1 1 f' u 1 ll + u: 
V 1 V 

Esta condición solo se cumple si u( 0. 1 monees las condiciones de Frit/-.lohn on 

verdaderas en x tomando u ( l
_0 \ u, u ' / . donde </. es un cscalai positivo pala oblenci el 

vector (u ( . u ; . u2) > 0. Anal icemos aluna si las condiciones de I iii/-.lohn se cumplen en 

el punto (0. 0)'. El conjunto de restricciones activas es I ¡3. 4¡> se tiene que u, u, n 



Además 

Vf(x) = ( -6 , -4)1 Vg 3 - (-1, 0V V g 4 = (0.-1)1 

Las condic iones de Fritz-John se cumplen si y solo si 

u c T U u i 
V_JY V I ) / V TI/ 

entonces u 3 =-6u 0 . u 4=-4u 0 , pero si u0>0 se tiene que u3 , u4
<-0 contradic iendo las 

restricciones de no negatividad. Por otra parte si u o =0 entonces u 3 =u 4 =0 lo cual 

contradice la condic ión de que el vector (u0, u3 . u4) es di ferente de cero. Por lo tanto las 

condiciones de Fritz-John no se cumplen en x =(0.0)'. E l origen no es un punto óptimo 

local. 

Las condic iones de Fritz-John no son suficientes para la opt imal idad de los 

problemas de programación lineal. 

Condic iones de Opt imal idad de Karush-kuhn-Tucker ( K K T ) 

En p rob lemas de programación lineal el método Simplex se puede interpretar 

como un procedimiento sistemático para alcanzar un punto ext remo óp t imo de la región 

de factibilidad que satisface las condic iones de K K I . Para cualquier problema de 

programación lineal si un punto es óp t imo es porque cumple con estas condiciones 

Para p rob lemas de programación no lineal las condic iones de 1 r i t / -John > de 

KK.T son necesar ias > suficientes para optimalidad cuando la función objetivo, las 

restricciones de igualdad se encuentran bajo apropiadas suposic iones de convexidad. 

Teo re rna : (Cond ic iones de Karush-Kuhn- ' l uekei) Sea X un conjunto no \ acio abierto en 

l n. v sean lVhn-M :.| Y gi:F„-^i-.] para i I m Sea x una solución factible \ denótese 

1 ¡ i:g,(x )-()}. SÍ f \ g, para cada i <? I son di lerenciables x . Si x resuelve local mente 

el pioblema 

0 0 
-



Minimizar f(x) x e x 

sujeta a g ¡ ( x ) < 0 i=l m 

deben existir escalares ui para i e 1 tal que 

V t \ x l + Z u V g f x j - 0 
i i v J 

U lo i (X ) ~ O P a r a i = 1 m 

u, > O para i = 1 m 

l 'stas mismas condic iones también son validas para que x sea punto ópt imo para el 

problema 

Maximizar f(x) 

sujeta a g,(x) > 0 i - 1 m 

donde í'v y, t ienen las mismas características que el problema de minimizacion. 

E j e m p l o : Para el p rob lema 

Minimizar 10x, -2x] - x,' + 8 x , - x , 

sujeta a X| + x2 < 0 

-x, < 0 

x2< 0 

\ cr i t icaremos si se cumplen las condiciones de KKT en el punto (1.1) para determinar si 

es o no óptimo, I- 1 conjunto de restricciones activas ! = { ! } . Calcu lando los gradientes 

V f ( x ) = (3 ,6) 1 V g i ( x ) M l , ] ) 1 

t o m o solo la primera restricción es activa, tenemos que u : u, 0. De la primera 

c Midición 

ni 
V t ( \ ) • l - u g , ( Y ) = 0 



O -
Como debe ser U| > 0 se describe un sistema incompatible. Por lo tanto el punto x - (I. lV 

no es óptimo. 

Ejemplo: Minimizar x j + x í + 12xf + 6x í - x , x , - x, - x , 

sujeta a 

-X| - x2 < -6 

-2x| + x2 < o 

x, > 0 

x 2 > 0 

Para el punto (3.3) ver i f iquemos las condic iones de KK.T. Para 

I ¡ i . 2¡ u . - u ^ O 

v i - I T; •) y í u ) o 7 6 . n o y 

Yg(x'> (1 ,1) 1 Vf 2 (x) - (2. -1) ' 

Resol \ icndo el sistema resultante 

-i -176 

-u | + u2 = -140 

Se tiene que u 152 v lio — 12. dando a estos parámetros estos \ alores se eumplen l is 

condiciones de. KK.T en el punto (3.3). 

D u a l i d a d I . a r r a n c i a r í a 

Hado un p iob lmia de programación no lineal l lamado primal, existe un problema que es 

estrechamente asociado con este l lamado dual lagrangiano 



Estos dos problemas son dados a continuación 

Problema Primal P: Minimizar f(x) 

sujeta a gi(x) < 0 i=l m 

h i ( x ) - 0 M 1 

donde f. g r h r 1U->1 ' | y X es un conjunto no vacío en En . Sean g y h las m y I funciones 

vectoriales con componentes i-ésimos g, y h¡, respect ivamente . 

Problema Dual lagrutigiano D: Maximizar ()(u. v) 

l os vectores u y v pertenecen a E m y E | . respect ivamente. En este problema, las 

restricciones g,(x) < 0 y h,(x) pueden ser incorporadas en la función obje t ivo usando los 

mult ipl icadores de I.agrange u¡ y v¡. E l mult ipl icador u, asociado con la restricción de 

desigualdad g , ! \ ) < 0 es no negativo, en tanto que el mult ipl icador v, asociado con la 

restricción h , ( \ ) 0 es no restringido en signo. 

Entonces el problema dual consiste de maximizar el Inf imum (maxima cota 

inlerior) de la función 

Asimismo, dado un problema de programación no linea!, a lgunos problemas duales 

la Tangíanos pueden coneehirse dependiendo en cuales restricciones son tomadas como 

g,(\> - o v h ( \ ) 0 

sujeta a u > 0 



y cuales restr icciones son tomadas por el con jun to X. Esta elección puede afectar el 

valor óp t imo de D (en un problema no convexo) y compl icar el procedimiento que 

consiste en evaluar y actualizar la función dual e durante el curso de la resolución del 

problema dual. 

Mediante esta técnica pueden resolverse problemas no lineales convexos o no 

convexos. También en problemas de opt imización discreta donde todas o algunas de las 

variables pueden ser restringidas a ser números enteros. 

Ejemplo: Para el siguiente problema primal 

Minimizar x f + x-r 

sujeta a -x, - x : - 4 < 0 

x, . x : 

Para este problema, la solución óptima ocurre en el punto (2. 2) con valor objetivo igual 

a 8. 

Sea g(x) ~ -x, - x : - 4 y X = {(X|. x2) : x,. x 2 > 0}. I.a func ión dual es dada por 

0(u) = inf { x f - x:" - u(-xj - x : - 4 j : x, . x : > 0¡ 

_ i n f ¡ X i - ux : x > Ü¡ ~ inf ¡x :" - ux-* : x2 > ü¡ + 4u 

La máx ima cota interior se obtiene para Otu) de la siguiente íorma: Para x, \ \ 

derivando de la función anterior 

2 X | - u = 0 2X 2 - u = 0 

X a 2 u 2 

lo anterior es valido -i u ^ (). Si u < 0. entonces x? 0. de lo cual si u - 0 

G(u) ~ inf '( ') - í " ) ' " +4) :v , . .v > ü| 



6(u) = inf { y u : + 4 u j = 4 i r + 4u 

Si u < O 

G(u) = inf {0: + 0 2 + í í ( -ü 0 + 4 ) , - inf¡4»} = 4 « 

Í1 h si II O 

n • Jn si ti ¿ O 

El valor máximo de 6 (u) se obtiene para u = 4 . entonces G(w) ~~ 8. Los valores ópt imos 

de los problemas primal \ dual son ambos iguales a 8. 

Ba jo ciertas suposiciones de convexidad y teniendo como requisito apropiadas 

restricciones, los problemas primal y dual tienen el m i s m o valor objet ivo ópt imo v por lo 

tanto es posible resolver el problema primal indirectamente resolviendo el problema 

dual, como en el e j emplo anterior, pero esto, en la mayor ía de los casos no es \ alido. 

Aquí surge otra diferencia entre los problemas de programación lineal \ no 

lineal, que mientras en programación lineal los p rob lemas primal y dual tienen los 

mismos valores objet ivos óptimos, en programación no lineal, en general el valor 

objet ivo ópt imo del primal es mavot o igual que el valor óp t imo del problema dual. 

Ejemplo: l 'ara el problema de mmurn /ac ion 

M m i m i / a r f(x) - 2 \ -

sujeta a X| + x ; -3 = 0 

(\,. \ - \ 

donde X {(0. 0). ( 0 . 4 ) . (4. 4). (4. 01. <L 2). (2. l ) j 

De los seis puntos solo cumplen la restricción de igualdad (1. 2 )> (2. 1) de los cuales J 

óp t imo es (2. 1 ) 1 1 valor ob|etiv mínimo óp t imo es -3 



La función obje t ivo dual es dada por 

G(v) = inf U-2x, + x2) + v ( \ | + x2 - 3 ) : (x, , x2) e X> 

inf {-2x, vx (: x, e X|} + inf {x2 + vx2 : x2 e X }-3v 

c o n X , = X 2 = {0,1, 2, 4} 

Derivando la pr imera y segunda ecuaciones con respecto a x, y x>. respect ivamente. e 

igualando a cero se tiene 

-2 + v - 0 1 + v - 0 

v - 2 v — 1 

con v < -1. para minimizar , tomando el punto (4. 4) \ sust i tuyendo en la ecuación 

fí(\) inf 1-2(4) + 4 t- v(4 + 4 - 3)¡ inf {-4 + 5 v ] - -4 + 5v 

Para -1 < \ < 2. t omando el punto (4.0) se tiene 

Ü(v) - inf ¡ -2(4) + 0 + v[4 + 0 -3]}= inf {-8 + v}= -8 - v 

Si v 2. tomando para minimizar Ü(v) el pumo (0.0) 

0 ( \ ) inf ¡-2(0) + 0 - \ ( 0 + 0 - 3)1 -3v 

f monees 

4 - ^v si \ -

t)(\ ) X - si -1 <" \ < 2 

M si \ > 2 

La gráfica de la luneión dual es mostrada en la figura " \ la sol ten n óptima es \ 2 u 

valor objeti\ ^ -(• 

f i gu ra [ ~ v 



Ejemplo: Para el problema 

Minimizar f(x) = 3x, + 7x : + 10x, 

sujeta a -X! - 3x : - 5x3 + 7 < 0 

X , . XO. X Í 0 6 1 

La función lagrangiana dual obtenida a partir del problema anterior es : 

0(u) - inf¡3X| i- 7X2 + 10x3 + u(-x, - 3x2 - 5x3 + 7): x,. x2 , x , 0 ól 1 

iní"U3 - u)x, + (7 -3u) + (10 - 5u)x3 + 7u¡ 

X T . X : . X ; ~ 0 Ó 1 

K1 valor mín imo es calculado haciendo Xj 0 si este coef ic iente de costo reducido es 

positivo y hac iendo x, = 1 si el coeficiente de costo reducido es negativo. L1 resultado es 

la familia de soluciones 

0 < u < 2 0 0 0 

2 < u < 7 3 0 0 

7 3 < u < 3 0 

3 < u 

de lo cual t enemos que 

0(u) 
l n + 10 s i 2 < z / < • 

// t 17 si / < u < " 

2n ^ 20 si 3 ^ u 

para la función dual el valor óptimo es u ~ " > o b i e t n o v su valor objet ivo es 

isjual a 44 3 



C A P I T U L O 5 

O P T I M I Z A C I O N N O LINEAL SIN RLST R 1 C C 1 0 N F S 

Métodos de búsqueda 

Uno de los principales campos de la programación no lineal es el de la 

optimización no restringida u optimización libre, que trata el problema de minimizar o 

maxim /ai una función en ausencia de cualquier restricción. Existen métodos de 

busqueda del \ a l o r óp t imo de una función f(x) que pueden ser apl icados para funciones 

Je una ó \ a r i a s \a r iab les . usando derivadas o sin usar derivadas. 

\ cont inuación anal izaremos algunos de los métodos de busqueda que existen 

para resoKcr problemas de programación no lineal no restringidos, después de presentar 

algunos conceptos fundamentales . 

Métodos de optimización de funciones unimodales de una sola variable en 

p i o b l c n a s no restr ingidos 

Def in ic ión : Se dice que una función de una sola variable es unimodal . cuando 

iiciK ni solo punto mín imo o máximo 

•s ] \ es estr ictamente unnru Jal entonces (para el casi, le maximi /ae io i i. 

para x, < x2 < x* entonces f(x t) < f(x2) < f(x*) 

> s \ entonces f ( \ Y ) l ( \ > | ( \ , ) 

i-i lo el \ ilor que optimiza la luncion f(x). es decit l< x b M x ' ) para toda \ 

Dada una Iunción f ( \ ) estrictamente unimodal v dos punios x( v x2 con x, • x . 

exi ien ti • | osibi l idades a anali /ar para efectuar la el iminación. Por e j emplo pata 

ca » uaxii í iAkión 



a) Si f(X[) > f(x2) entonces x* < x 2 

b) Si f(xO < f(x2) entonces x, < x* 

c) Si f(x,) = í'(x2) entonces < x* < x2 

Suponiendo que se requieren hacer k evaluaciones de una función f(x). que es 

estrictamente unimodal , sean x0 y x„ los extremos izquierdo y derecho del intervalo de 

búsqueda, respectivamente, sea x p el mejor punto obtenido y sean x, y xr los puntos a la 

izquierda y derecha de xp, respect ivamente. Obviamente el punto ópt imo x* debe 

encontrarse en el intervalo x, < x* < x t. La distancia xr - x t se denomina intervalo de 

incertidumbre 

f (X) , 

x . 

l na medida de la efectividad de los métodos le búsqueda de puntos óp t imos en 

I 11 iones unimodales de una sola variable es la siguiente 

F = X < X 

X \ 

H ú s q u e d a en un in t e rva lo con d e r i v a d a s 

Método de búsqueda de l ibonacci 

1 l método de f ibonacc i es un método de búsqueda en un i n i e n a l o para 

n ininii /ar una función estrictamente c u a s i - c o i n e \ a 



Este método es bastante eficiente para aproximar , ba jo cierta tolerancia de error, 

un punto mín imo o máx imo en funciones unimodales de una sola variable. Este método 

tiene la \ enlaja de que, como no utiliza derivadas, puede calcular puntos ópt imos en 

funciones no dilercnciables. Este método supone que se conoce un rango inicial de 

búsqueda. 

Procedimiento 

1.- Con el porcentaje de aproximación requerido, se determina el valor de Fn . que deberá 

de utilizarse. 

2.- Con el intervalo de búsqueda dado inicial, a < x* < b. se def ine el valor inicial l . 

Lo " b - a 

?.- Con la expresión 

f (i - 1) 

Y 2 
se calcula A para i _ 1 Ai - L o — 1 

4.- Se procede a calcular los valores de x,. x2. X|- a + A,. x2 b - A, y se procede a 

evaluar f(x i v l<\2). 

5 - Se eleeuu¡ la e l iminación de la forma siguiente (para el caso de min imi /ac ion) . 

Si f(X|) • t ( \ . entonces 

- í l iminar el i leí v alo x < b 

- Hacer b = x-. 

- H a c e r I , I i 

- I lacer i i v calcular A, 

-Hacer x^ a • v evaluar f(x-,) 

- Si S| • x , hacLt x, y l(x2) f(x,) en caso contrario, hacer \ h f(x2) ííx,) > 

x, x,. t ( \ J l t \ , ) 

- Se conliiui i cuii el paso 6 

Si 1 (x|) li \ ). entonces 

- I l imina i u i v alo a * x • x. 



- Hacer a = \ | 

- Hacer 1., = b - a 

- Hacer i i -+ 1 y calcular Ai 

- Hacer x , - b - A, y evaluar f(x.) 

- Si x2 x , hacer x, - x : , f(x,) t (x :) y x2 - x3 , f(x2) - tXx^) en caso contrario, hacer x, 

= x 3 y l(X|) - i ' (x , ) 

- Se continua con el paso 6 

6.- Se continua con el paso 5 hasta que i - n - 1. 

Ejemplo: Encontrar el punto mínimo de la función unimodal 

f(x* x" - 6x 2 con un o de error o menos, en el rango 0 < x < 10 

n Fn 1 Fn 

0 1 1.0000 

1 1 1.0000 

2 2 0.5000 

•> o -i .•> i _•> 

4 5 0 .2000 

- 8 o 1250 

6 13 0 .0769 

21 H 0476 

X 34 0 .0204 (margen de error) 

0 55 0 .0182 

I a solucion x ' c ta en el intervalo -2 VM I 2 \ 3.2353 

v2353 2.(M? 
AnroMin ición 0.0294 1 10 0 

| - | \ a l o r mínim > encontrado para la función es. -6.096 

I os cálculos para obienet esta solución se piesenian en la siguiente tabla 





Método de búsqueda de la Sección de Oro 

Este método también requiere que la función sea de una sola variable y unimodal 

que sea estr ic tamente cuasi-convexa. Si el rango de incer t idumbre original es: a < x < b. 

el proceso reduce este intervalo en cada evaluación, en un valor constante T (representa 

la letra griega tao) 

Este valor constante l lamado "Sección de Oro" se calcula de la siguiente manera: 

Supóngase que se esta examinando el intervalo de búsqueda a < x < b con dos 

valores x, y x2 conocidos, tales que a <- \ ^ b 

Gráf icamente 

a x i x ? b i . r 

— | 

y 
Sea / = donde r t \ entonn. 

\ \ 

x2 < x < b lo que se requiere es que ^ 

para encontrar el nuevo \a lor de \ . 

^ u s r s r ' i ' '' 
r i r r T 

de donde se obtiene la ecuación I 

Procedimiento 

I E s t a b l e c e r el valor de la apioxim 

2.- Con el intervalo de búsqueda o i 

calcula l o b a \ los valoie d s 

x [ ( 1 I )( b - a ) a \ 

v. si al hacer la búsqueda su el iminara el rang 

siguiente evaluación se mantenga el \ a l o r de T 

l icsolv iendo se tiene que '1 0.61 8 

|iic se requiere (c) 

n iua l . a X* v B > el valor de I 0 61X. SL 

V \ 

i - a v se procede a ev aluar f ( x , ) ) l { x j 



3.- Se efectúa la e l iminación de la forma siguiente (Para el caso de minimización) 

Si f(X[) > f(x2) , entonces 

- Hacer a = x, 

- Hacer x, = x2 y f(x,) = f(x2) 

- Calcular x 2 - F ( b - a ) + a 

- Evaluar f(x2) 

- Cont inuar con el paso 4 

S i f ( x , ) < f(x2) . entonces 

- Hacer b ~ x : 

- 1 lacer x2 - x, y f(x2) = f(x,) 

- Calcular x, ( 1 - T )( b - a ) + a 

- Evaluar tí x,) 

- Cont inuar con el paso 4 

b - a 
4.- Si — < e s e ha cumpl ido la tolerancia, en caso contrario cont inuar con el paso 3. 

Lo 

Ejemplo: Encontrar el punto mínimo ele la función unimodal 

f(x) - 5x" + 8x - 2 con un 5% de error o menos, en el intervalo -1 - x 5 

Lo - h - a 5 -(-1) 6 

Los cálculos e iteraciones del método se presentan en la siguiente tabla. Part iendo de 

ello, la solución esta en el intervalo -U.8722 x -0 .6655 

- 0 . 6 6 5 5 -0.8722 
Aproximación 0 0344 

1 5 -1.0 





Método do Interpolación Cuadrada 

Los métodos de Fibonacci y de la sección de oro son uti l izados para funciones 

unimodales. pero si una función no es de este lipo. no pueden aplicarse los métodos 

anteriores, c o m o en las funciones mult imodales. 

Definición: Una func ión de una sola variable es mult imodal si t iene mas de un valor 

óptimo, ya sea máximo ó mínimo. 

Para funciones mult imodales no d i f e r e n c i a l e s en los puntos de discont inuidad, 

se utiliza para resolver estos problemas de programación no lineal el mé todo de 

interpolación cuadrada. 

Procedimiento 

1 D a d o s valores del punto arbitrario x \ una dirección arbitraria s. evalúe 

g ( a ) _ f ( \ - a s ) 

El punto x es el pun to de partida de la búsqueda del ópt imo local, mientras que s es la 

dirección de búsqueda. 

2.- I-valué g (u ) para i= 0. 1. 2. 4. 8. 16 a. b. c. donde c es el primer valor de a para el 

cual g(</) se ha incrementado, f 1 valor ópt imo de i. a </* < c, se encuentra en el 

rango a - c. 

3.- I na \ e z que conocen los wiloies de g(a). glb \ U O se ajusta un pol inomio 

cuadrado a Úx ) v se calcula el mínimo local del polii mino < d a d o por: 

<>-, 1 '-(a He -h2) q(b)(a '-c") - iHU(b : -a ' ) 
2 g la i lc-b) -i- g(b)(a-c) -t- y u j ( b - a ) 

Si g(a l . ) ' g(bt en tonces a * - a r De otra manera , si g ( < / j - g(b) 

se toma u 4 b. 

Ejemplo: Minimizar la función l(x) x ' - H)x • Mix en el punto \ > > la 

di lección s 1 como valores iniciales. 



Fase 1 

g(ot) = f(x a s ) 

- l'O 4 a) 

- O + a ) 4 - 10(3 + a f + 35(3 + a ) : - 50(3 + a ) 

Fase 2 

a g ( a ) 
0 -24 
1 -24 
o 0 

bn a = 2 el valor de g(ct) se incremento. Por lo tanto c 2. b l > a 0. Se tiene que 

0<u*<2 . 

Fase 3 

El mínimo a,, del pol inomio cuadrado se calcula con la formula anterior. Sus t i tuyendo 

los \ alores ci tados de a. b y c 

uL I ^ (a ) (c : -b J ) - q (b ) (a : -c : i + q ( c ) ( b V , 
2 g(a)(c - b) - g(b)(a - c) + g(c)(b - a) 

1 (-24)12' - 1 : ) + ( -24) (0 : - 22) - 0(1 ¿ - 0 : ) 0.50 
2 (-24)(2 - I ) - (-24K0 - 2) + 0(1 - 0 } 

g l u t ) g(0-50) - -24.94 

Como gtu,-> - g(b). se tiene que u 0.50 

Pero dado que 

g(<x) t(x - </s) 1(3 * (/.) 

Por lo tanto el mín imo aproximado de la función original es 

x* - 3 (/* - 3 + 0.5 3.5 

\ 

t( x *) 1(3.5) -24.94. 



Búsqueda en un intervalo con derivadas 

Método de bisecciones sucesivas. 

Supóngase que se desea minimizar una función f b a j o un intervalo cerrado y 

acotado. Además supóngase que f(x) es pseudo-convexa > diferenciable . En la k-esima 

iteración, sea el intervalo de incert idumbre [ ak , bk ] .Supóngase que la derivada f ( x k ) es 

conocida y considere los siguientes tres casos posibles: 

1 S i f (xk) = 0. entonces por pseudo-eonvexidad de la func ión f, xk es un punto mínimo. 

2.- Si f (x k )>0 . entonces para x > xk . se tiene que f (x k ) (x - xk) > 0 y por pseudo-

convexidad de f t enemos que f(x) > f(xk). En otras palabras, el m ín imo se encuentra a la 

izquierda de x k . tal que el nuevo intervalo de incert idumbre [ak + I. bk - 1] es dado por 

k - b j . 

3.- Si t"(xk) < 0. entonces para x <xk . f (x k ) (x - x k )>0. tal que f(x) > f(xk). Entonces el 

mínimo se encuentra a la derecha de xk. tal que el nuevo intervalo de incert idumbre 

[a k +l . b k + l ] es dado por (xk. bk]. 

La posición de xk en el intervalo [ak. bk] puede ser elegida tal que la máxima 

longitud posible del nuevo intervalo de incert idumbre es minimizado. 1-sto es, xk puede 

ser elegida tal que minimice el máx imo de xk - ak y bk - xk. Obviamente la localización 

óptima de xk es el punto medio l/2(ak - bk). 

Procedimiento 

1.- Sea [a,, b,J el intervalo inicial de incer t idumbre y sea g el intervalo final de 

incert idumbre Sea n el menor entero positivo tal que (1 2)n • L h-a, . Sea k 1 v 

continúe con el paso 2. 

2.- Sea fk L2(ak - bk) v evalúe f (x k ) . Si t \ x k ) 0 parar; xk es una solución óptima. De 

lo contrario continuar con el paso 3. si f ( \ k ) continuar con el paso 4 si f ( x k ) ^ 0. 

3- Sea a k
J I aN v • I xk. Continuar eon el paso 5. 

4.- Sea ak t-1 xk ' I bk- Continuar con el paso 5. 

5 - Si k n parar, el mín imo se ubica en el intervalo | a k - l . I v - |de lo contrario 

reemplazar k p n r k ' 1 > repetir el puso 2 



Ejemplo: Minimizar f(x) = x2 + 2x 

sujeta a -3 < x < 6 

Reducir el intervalo de incertidunibre a un intervalo cuya longitud £ es menor o igual a 

0 . 2 . 

El numero de observaciones n satisface 

( l /2 )n < £ / b r a , 0.2 6 - (-3) - 0.2/9 0.0222 

para n = 6. 

Ea siguiente tabla resume los cálculos usando el método de bisecciones sucesivas. 

Interacción k b , f ( x k ) 
i -3.000 6.0000 1.500 5.0000 
2 -3.000 1.5000 -0.750 0 .5000 
*» 
J -3.000 -0 ,7500 -1.8750 -1 .7500 
4 -1.875 -0 .7500 -1.3125 -0 .6250 
5 -1.3125 -0 .7500 -1.0313 -0 .6250 
6 -1.0313 -0 .7500 -0.8907 0 .2186 
7 -1.0313 -0 .8907 

El intervalo final de incertidumbre es | -1 .0313. -O.8907|. tal que el mín imo puede ser 

tomado conio el punto medio de! intervalo -0.961 

Método de Interpolación Cubica 

Este método a diferencia del de interpolación cuadiatiea requiere que la lune ion 

sea difcreneiable. F1 método consiste en encontrar un valor ópt imo de una variable a . 

denominada </*. tal que la función 

g(u) = f(x i os ) 

obtenga un minimo local, donde X v s son valores iniciales arbitrarios. El punto X es el 

punto de pallida de la bu queda de los ópt imos, mient tas que s es la di lección de 

búsqueda. 1 ste minimo local se obtiene en tres pasos o lases. 



Procedimiento 

1.- Dados valores arbitrarios de x y s evalúe g ( a ) = f(x + a s ) 

2.- Evalúe g ( a ) y g \ u ) para valores de a igual a 0,1,2.4.8,16 ,a, b. donde b es el 

primer valor para el cual g ' ( a ) es no negativo ó g ( a ) no ha decrecido. F ! valor óptimo 

se encuentra en el rango a< a * < b. 

3.- Se ajusta un pol inomio cubico tomando en consideración los valores g(a). g(b). g'(a) 

y g'(b). F.l valor mín imo a * se representa en esta iteración por a e , donde 

Si g(a) o g(b) no son menores a g( a c ) . entonces se acepta que a * - a , , mane jando un 

valor aproximado. Si no. es decir, si g(a) < g ( a c ) o g(b) < g(a c ) , entonces: 

a) si g '(o.J • 0. su repite el mismo procedimiento en el intervalo a < u * < b donde a a 

\ b Regresar al paso 3 

b) si gV/,.1 ' 0. se repite el mismo procedimiento en el intervalo a < u * < b. donde a </ 

\ b b. Regresai al paso 3. 

E j e m p l o : 1 ncontrar un mínimo local de la función unimodal de una sola \ a m b l e 

4 
i\x)=x"* - lOx + 35x" - 50x, tomando como valores iniciales x 1 y dirección inicial s l . 

g'{h)-g\a) + 2w 
^ { b - a ) 

W - ('/_' - g"(a)g'(b)) ' 

Pase 1 

g(u ) f(x - a s ) 

1(1 • o ( l ) ) 

K i * ' / ) 

M • ( / ) ' - 10(1 - u ) ' • 3S(l + (x)2 - 50(1 • <i) 

e'(</) 4( I W - ^ O H - a ) 2 4 70(1 Kx) -50 



g « ( o < ) = 4 ( 1 +p4.) 3 - 3 0 ( 1 + * ) 2 + 7 0 ( 1 + * ) - 5 0 

F a s e 2 

g W g ' foO 

0 - 2 4 - 6 

1 - 2 4 2 

p a r a e * = 1 , s e t i e n e e l p r i m e r v a l o r d o n d e g ' ( o O > 0 . P o r l o t a n t o 

b = 1 y a = 0 . S e t i e n e q u e 0 ^ ^ ^ 1 . 

F a s e 3 

z = 3 + g . ( a ) + g ' ( b ) 

- 2 4 + 2 4 = 3 - 6 + 2 = - 4 
1 - 0 

W = ( Z 2 _ g • ( a ) g ' ( b ) ) 1 / 2 

= ( ( - 4 ) 2 - ( - 6 ) ( 2 ) ) l / 2 

= ( 1 6 + 1 2 ) i / 2 = 5 . 2 9 

^ e = *> - g , ; b ; + W ; ^ f b - a ) 
g ' ( b ) - g ' t a ) - 2W 

, i / 2 + 5 . 2 9 + 4 \ 
= 1 " 6 + " 2 ( 5 . 2 9 ) ™ J d ' 0 ) 

= 0 . 3 9 

g ( ^ e ) = g 0 . 3 9 ) = - 2 5 

C o m o g ( o < e ) < g ( a ) y g ( p ^ ) < g ( b ) e n t o n c e s e l m í n i m o l o c a l p < 

a c e p t a q u e s e a > e s d e c i r , 

c*.* = cXe = 0 - 3 9 

P o r l o t a n t o , c o m o g ( t > 0 = f ( l + c < ) , e l ó p t i m o r n a t i v o e s : 

x * = 1 + o<* = 1 + 0 . 3 9 = 1 . 3 9 

f ( x * ) = f ( 1 . 3 9 ) = - 2 5 . 

V a l o r m í n i m o x = 1 . 3 9 . 

s e 



Método de N e w t o n - U a p h s o n 

Este mé todo es también l lamado "Método de Newton de Primer O r d e n " o 

"Método de las l angcn tc s" y se utiliza para encontrar la raíz de una ecuación. Para su 

aplicación se requiere conocer un valor de "x" cercano a la solución y que para este 

punto el valor de la pun ie ra derivada sea diferente de cero, tal y c o m o se ilustra en la 

figura 1 

Para obtener la ecuación que representa el algori tmo de solución, se procede le la 

siguiente forma: 

1. Para encontrar el \ a lo r x2 figura) considere que el punto (x . I(x )) esta 

razonablemente cerca de la solución exacta y que la pendiente en dicho punto es 

diferente de cero. I r a / ando una tangente en el punto (x,. l(x,)) de tal lorma que 

cruce el c |c X. el \ a l o r de la pendiente de dicha tangente esta dada por: 

f{ x ) \ 
P e n d i e n t e d e la l á n c e n l e 

x | x 

Como para x el \ a l o r de y 0. \ la pendiente de la tangente en el punto ( \ . I i \ n e ta 

dada por la pi uncí a del ivada de la Iunción evaluada en x^ entonces: 



f(x ) 
Pendiente de la tangente = ! — = f (x , ) 

x, - x 2 

Por lo tanto, el nuevo valor x2 mas cercano a la raiz puede ser calculado si se conoce el 

valor de la pr imera derivada en el punto donde se trazo la tangente, dicho valor esta dado 

por la siguiente ecuación: 

2 1 n * , ) 

2.- En forma similar se tiene que, trazando una tangente en el punto (x2, f(x2)) se obtiene: 

f ( x , ) 
X , = X , ; — : — 

3.- General izando el procedimiento anterior, se tiene que la fo rmula del a lgori tmo para 

este método esta dada por: 

Aunque el método de Newton-Raphson es uti l izado para encontrar la raiz de una 

ecuación, también puede ser utilizada para determinar el punto en el que se opt imiza una 

función no lineal. 

Supóngase que se tiene una función no lineal de una sola variable que puede ser 

mult imodal . para la cual interesa determinar alguno de los valores que optimizan la 

función, en un problema no restringido. 

I-monees, podemos alirmai que en el punto en el que la función loma un \ a l o r 

ópt imo, va sea mín imo o máximo, la pendiente de la función g(x) es cero. De tal forma 

que si uni f icamos la función !(\) g'(x) % aplicamos el método de Nevvton-Raphson para 

encontrar la raiz o una de las raices de f(x). esto equivaldría a que para el valor de "x" 

para el cual f(x) es igual a cero, la pendiente de la función g(x) también es cero (g'(x) 

0) \ si para ese valor de "x" la pendiente de g(x) es cero, entonces se trata de un valor 

opt imo de la función u{\ ) 



Si a partir de un valor conocido de "x" se desea encontrar un valor que opt imice 

la función dada g(x) . en tonces aplicando el método de N e w t o n - R a p h s o n . se procederá a 

hacer: 

f ( x ) - g ' U ) 

y aplicar la ecuación general: 

f K - , ) 
- ^ . -

A v . ) 

o bien, a partir de la lunción g(x) esta ecuación puede expresarse como: 
x = x 

El diagrama de f lu jo del mé todo de Ncwton-Raphson se presenta a cont inuación. 
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Ejemplo: Encontrar un valor ópt imo de la funcio'n g(x) = (80/x) + 20x + 20, a partir de 

los siguientes datos: x, = l , E = 0.00001, N =-15 y s = 100 

- 8 0 160 
f(x) = g*(x) = — + 20 f ( x ) - g (x) = - r 

x x 

I os resultados se resumen en la siguiente tabla: 

x , P D X , S D X , P D X ; D R R - l l » D X ; - E s g ( X . ) 

1 0000 -60 00000 160 X> 1 3750 -22 11405 0 37^00 0 00*7* -0 W625 22 31 104 0 '"Mi 1056RIS2 

2 1 3750 -22 ' U 0 S (•<1 l 7375 -6 49817 0 362>5 0 96680 -0 0332H 6 49KI6 0 162* 100 792S5 

3 1 7>7 5 -6 49817 30 50 1 9506 • 1 02587 0 21305 0 58765 -0 4123* 1 02*86 0 21-0 100 02502 

4 1 95üh -1 02587 21 -Hi 1 9982 -0 036? < 0 047^9 0 22335 l) ~76íi* ) 03614 0 0475 100 0000-

5 1 9982 0 03035 20 05 2 0000 -0 0000^ 0.00181 0.03R10 -0 96190 0 00004 0 0018 100 00000 

f> 1 0(100 -0 O0005 20 i>0 2.0000 i)o ii1 o 0 00000 0 00136 -1) 4 -0 00001 100 0000 

para x 2. el valor ópt imo de g(x) sera 100. 

Ejemplo: Encontrar un valor o'ptimo de la función g ( \ ) 2 \ ' 7 x + 4x - 2. a partir d 

los siguientes dalos: x, - -1, E 0,00001. N - 15 y S 100 

f ( \ ) Li *( x) 8x3 - 21 x2 - 4 f ( x ) 24x" - 42x 

Resumiendo las iteraciones y resultados, tenemos la siguiente tabla a continuación: 



I X, PDX, SDX, x 2 PDX, D R R-l PDX,|-E S g(X;) 

1 -1 0000 -25 00000 66 00 -0 6212 -6 02182 0 37879 0 0037«) -0 99621 6 02181 0 37879 -2 50X90 

2 -0.6212 -6 02182 35 35 -0.4509 -I 00234 0 17034 0 00170 -0 99829 1 00233 0 17034 -3 07249 

i -0 4509 -1 00234 23 82 -0.4088 -0 05*77 0 04209 0 00042 -0 i><)9*~ 0 0**76 0 04209 10112 

•i -0 4088 -0 0*577 21 18 -0.4062 -0 00021 0.00263 0 000(11 -O W99" 0 00020 000263 -.3 10119 

5 -0 4062 -0 00021 21 02 -0.4061 0 ooooo 0 00001 0 00000 -0 99999 -0 00001 -3 10119 

Para x - -0.4061. el valor óp t imo de g(.x) sera: -3.101 19 

Métodos de busqueda mult id imensional 

Optimización de funciones sin usar derivadas 

Una de las grandes desventajas de los m é t o d o s que emplean der ivadas para 

funciones de varias variables es que en estos es necesa r io ev aluar el gradiente y en varios 

casos, también el Hessiano. 

Otro problema en consideración, en el caso d e que la func ión sea diferenciable . 

es el evaluar anal í t icamente en cada iteración las f u n c i o n e s contenidas en el gradiente y 

el Hessiano. Esta tarea de evaluación analítica, p u e d e ser muv laboriosa y en ocasiones 

imposible, sobre todo cuando se trate de func iones comple j a s con muchas variables 

independiente?. Hav métodos numéricos que permi ten expresar estas der ivadas por 

procesos que no son analít icos. > por lo tanto se puede el immai este problema. I a gran 

desventaja con los métodos numéricos es el error de redondeo que introducen y. que 

acumulado en un gran número de operaciones e i teraciones , puede generar resul tados 

bastante alejados de los óp t imos reales 

Por este motivo, se han desarrollado una serie de mé todos iterativos que . sin sci 

tan eficientes en cuanto al número ue i teraciones necesar ias para alcanzar un ópt imo 

como los métodos basados en el gradiente (que v e r e m o s poster iormente) , t ienen las 

siguientes ventajas. 

a) No requieren de gradientes y Hcssianos. por lo que sirven tanto para funciones 

difercneiablcs como no difercnciables 



b) N o requieren de m é t o d o s n u m é r i c o s y por lo tanto su error de r edondeo se reduce 

cons ide rab lemen te . 

A n a l i z a r e m o s aho ra a lgunos d e e s t o s mé todos . 

M é t o d o de C o o r d e n a d a s C í c l i c a s 

Este m é t o d o usa los e j e s c o o r d e n a d o s c o m o d i recc iones de búsqueda . M a s 

e spec í f i camen te , el mé todo b u s c a a lo largo de las d i recc iones d| d„, d o n d e dj es un 

vec tor de ceros , excepto por un 1 en la coordenada j. Asi . a lo largo de la d i recc ión de 

b ú s q u e d a d,. la var iable x; es c a m b i a d a mient ras todas las otras var iables quedan f i jas . 

Si la func ión es d i f e r e n c i a b l e . en tonces el mé todo conve rge a un pun to 

es tac ionar io . 

P r o c e d i m i e n t o 

P a s o 0: Elegir un escalar £ > 0 para ser usado para saber cuando terminar el a lgor i tmo 

c o m o m a r g e n de i n c e r t i d u m b r e y sean d, d„ las d i recc iones coordenadas . Elegir un 

pun to inicial x,. sea \ , \ { . k j 1 y cont inuar con el p a s o 1 

P a s o 1: Sea '/. una solución ó p t i m a a el p rob lema de min imiza r la función f(v, + /.dj) 

su je t a a X e E | y sea y¡+l = y j +A.jdj. Si j < m , r eemplaza r j por j+1 y repetir el paso 1. De 

otra manera , si j n. con t inuar con el paso 2. 

P a s o 2 : Sea xk^i y n . , . Si |xk + ( - XjJ¡<e. parar. De lo contrar io sea y ( x k . b sea j = 1, 

reemplazar k por k 4 1 v repet i r el paso 1. 



Ejemplo: Minimizar (xj - 2) 2 + (x, - 2x 2 ) 2 par t iendo del pun to inicial (0,3). 

La tabla siguiente mues t ra un resumen de los cálculos para el m é t o d o de coordenadas 

cíclicas. En cada iteración los vectores y( y y2 son obten idos med ian te la representación 

de una linea de búsqueda en las direcciones (1, 0) y (0, 1), respect ivamente . Para el 

punto (2.22. 1.11) la func ión objet ivo t iene un valor de 0 .0023 , m u y cercano del valor 

óp t imo 0. con punto ópt imo (0, 0). De hecho, podemos hacer que el valor óp t imo sea 

mas aproximado a 0, haciendo s mas pequeño, pero ut i l izando un numero mayor de ite-

raciones. 

I t e r a c i ó n x. 

k f(X.) j d j y, V i 

1 ( 0 . 0 0 , 3 . 0 0 ) 1 ( 1 . 0 , 0 . 0 ) ( 0 . 0 0 , 3 . 0 0 ) 3 . 1 3 ( 3 , 1 3 . 3 . 0 0 ) 

5 2 . 0 0 2 ( 0 . 0 , 1 .0 ) ( 3 . 1 3 . 3 . 0 0 ) - 1 . 4 4 ( 3 . 1 3 , 1 . 5 6 ) 

2 ( 3 . 1 3 , 1 . 5 6 ) 1 ( 1 . 0 . 0 . 0 ) ( 3 . 1 3 , 1 . 5 6 ) - 0 . 5 0 ( 2 . 6 3 , 1 . 5 6 ) 

1 .63 2 (0.(1. 1 .0 ) ( 2 . 6 3 . 1 . 5 6 ) - 0 . 2 5 ( 2 . 6 3 , 1 . 3 1 ) 

-» ( 2 . o 3 , 1 . 3 1 ) 1 ( 1 . 0 , 0 . 0 ) ( 2 . 6 3 . 1 . 3 1 ) - 0 . 1 9 ( 2 . 4 4 . 1 . 3 1 ) 

0 . 1 6 2 ( 0 . 0 , 1 . 0 ) ( 2 . 4 4 . 1 . 3 1 ) - 0 . 0 9 ( 2 . 4 4 , 1 . 2 2 ) 

4 ( 2 . 4 4 . 1 .22 ) 1 ( 1 . 0 , 0 . 0 ) ( 2 . 4 4 , 1 . 2 2 ) - 0 . 0 9 ( 2 . 3 * . 1 . 2 2 ) 

0 . 0 4 2 ( 0 . 0 . 1 .0 ) ( 2 . 3 5 , 1 . 2 2 ) - 0 . 0 5 ( 2 . 3 5 . 1 . 1 7 ) 

5 ( 2 . 3 5 . 1 . 1 7 ) 1 ( 1 . 0 . 0 . 0 ) ( 2 3 5 . 1 . 1 7 ) - 0 . 0 6 (2 2 9 , 1 . 1 7 ) 

0 . 0 1 5 2 ( 0 . 0 , 1 .0 ) ( 2 . 2 9 , 1 . 1 7 ) - 0 . 0 3 (2 2 9 . 1 . 1 4 ) 

6 ( 2 . 2 9 , 1 14) 1 ( 1 . 0 , 0 0 ) (2 ?.<>. 1 14) - 0 0 4 (2 1 14) 

0 . 0 0 7 2 ( 0 . 0 , 1 . 0 ) ( 2 . 2 5 , 1 . 1 4 ) - 0 . 0 2 ( 2 . 2 5 , 1 . 1 2 ) 

7 ( 2 . 2 5 , 1 .12 ) 1 ( 1 . 0 , 0 0 ) (2 2 5 . 1 12) - 0 . 0 3 C 2 2 . 1 12) 

0 . 0 0 4 2 ( 0 . 0 , 1 0 ) (2 2 2 . 1 12) - 0 . 0 1 ( . 2 2 1 1 1 ) 

1 a ilustración de este método, para este e jemplo, se presenta en la siguiente figura. 

( \ u figura 2) 



Figura 2 I lus t ración del m é t o d o de coordenadas cíclicas. 

Método de Hooke y Jeeves 

E l método de H o o k c y Jeeves representa dos tipos de busqueda exploratoria \ 

patrón de busqueda. Dado x,. una busqueda exploratoria a lo largo de de las direcciones 

coordenadas produce el pun to x2 . U n pa t rón de busqueda a lo largo de la dirección x2 X| 

conduce al punto y. Otra busqueda explorator ia a partir del punto y conduce al punto x3. 

F,1 s iguiente patrón de busqueda es a lo largo de la dirección x3 x2, obteniéndose y1, L l 

proceso es repetido. La f igura 3 mues t ra las pr imeras dos iteraciones del método. Las 

lineas que van d e x( a x2 y las que van de y a x, representan l a busqueda exploratoria a 

lo largo de los ejes coo rdenados y la linca que une a \ 2 y x3 y la que une a x2 y y 

representan el patrón de busqueda . 



y 1 

x 3 

I I^UI i ^ . patrón de búsqueda 

I 1 mciodi de I looke > l e e \ c s maneja duceu< ne-- le linea a lo l a rgo de la-* 

direcciones coordenadas d| d(1 y un patrón de búsqueda en su desarrol lo . 

P r o c e d i m i e n t o 

Paso 0. Elegir un escalar £ >0 como margen de ineer i idumbre . Elegir un p u n t o de 

partida x ; , sea y, x h sea k=j=l y seguir con el paso 1. 

Paso 1: Sea /., una solucion óp t ima a el problema de min imizar la func ión f(y, + X.d,) 

sujeta a X e E , y sea v,^ - y¡ + X.jdr Si j<-n, reemplazar j por i+l. y repetir el p a s o 1. D e lo 

contrario, si j - n . sea x k T [ = yn + 1 . Si 1 xk 4 , - xk | | < s . parar , de lo contrar io, c o n t i n u a r con el 

paso 2. 

Paso 2: Sea d xk_¡ - xk y sea X. una solucion óp t ima al p rob lema de m i n i m i z a r f (x k J ) 

+ Xd) su je to a X e E , . Sea y, = xk+ , + Xd, sea j 1, remplazar k por k+1, y repet i r el p a s o l . 

Ejemplo: Min imizar (X| - 2)4 + (x, - 2x 2 ) 2 par t iendo del punto (0,3). 

La s iguiente tabla r e sume los cálculos del método de Hookc ) Jeeves . 



\ln cada iteración, una busqueda cxplora tona a lo largo d e las d i recc iones coordenadas 

dados los puntos y2 y > y un patrón de búsqueda a lo la rgo d e la dirección d - xk 4 | - xv 

dado el punto y , , excepto en la i teración k I. loiule \ | x,. Kn c u a t r o i teraciones se Meua 

del punto inicial a la solucion opt ima(2 .00 . 1.()()). con valor o b j e t i v o igual a cero. Bu esle 

punto,||x< - x4 | 0.045 y el p rocedimiento es te tminado. La f igura 4 ilustra el progreso 

del método. 

Figura 4 : I lustración del mé todo de H o o k e y Jeeves 





Metodo de Roscnbrock 

l ; I mé todo de Rosenluock u l i / a l ineas de busqueda para minimizar una función 

I de varias variables. Si I' es dilei^ ciablc en ionces el met odo converge a un punlo con 

gradiente cero 

P r o c e d i m i e n t o : 

Paso 0: Sea v. ' 0 . e legido c o m o leí i l inación escalar. Elegir d, dn como las direcciones 

coordenadas . I legir un punto de , tuda sea y ( x,. k j I. y continuar con el paso 

1. 

Paso 1: Sea x, una solucion op t ima a el p rob lema de minimizar f(y¡ + Xd¡) suje to a X.eE,, 

v sea > r v. - /.jd,. Si ice pla /ar | por j-r| y repetí i el paso 1. De lo contrario, 

seguir eon el paso 2. 

Paso 2: Sea >.k, y n M . Si \ k . , - \ s •• parar, de lo contrario sea >, - \ k H , reemplazar k 

por k^ l . sea i 1 v cont inuar con el paso 3 

Paso 3: Formar un nuevo coniunto de direcciones de busqueda l incalmente 

li 

independientes , (las d i recciones d . ...dn son l inealmente independientes si X í ^ / ^ ® 
/ i 

implica que >.j • 0 para i 1 n) cada uno con norma igual a uno. Ademas , supóngase 

que e s tos vectores son m u t u a m e n t e or togonales , esto es. d¡ld, - 0 para i * j . Part iendo del 

vector c o m ú n \ k . la func ión obictivo f es minimizada a lo largo de las direcciones 

n 

i tera t ivamente , conduc iendo a el punto x k + h En particular xk + | - xk - ^ . ¿ ¿ i > donde 

/ i 

es la d is tancia recorrida a lo largo de d,. La nueva coleccion de direcciones d[ d n son 

obtenidas a partir del p roced imien to de Gram-Schmid t como sigue 

d , s i j - 0 
II 



h „ > > 0 

/1 
ci 

h 

I icmplo: Minimizar ( \ ¡ 2) ' ^ (x2 - 2 x , ) : u sando el punto inicial (0. H 

Pira (0. cl punió es obtenido op t imizando la función a lo largo de y h y y , es 

obtenido opt imizando la func ión a lo largo de la di rección d 2 par t iendo de y2 . Despues de 

la primera i l e . aaon leñemos que >. ^ H > -1.44. Usando el método de Gram-

V h m i d t . las nue\ ,s Ineccmnes de búsqueda son (0.91. -0.42) > (-0 42. -0.91 ). Despues 

Je cuatro iteraciones, el punto (2.21. 1.1 ) es a lcanzado . > el valor de la función obje t ivo 

c , 0-002. A partir de esto se tiene que x , - 0.1 5 y el p rocedimiento termina. En la 

figura 5 se o b s e n a el progreso del método de Rosenbrock. . y la tabla s iguiente condensa 

los cálculos de cuatro i teraciones del m é t o d o hasta alcanzar el punto opt imo. 



l i g u r a 5 : I l u s t r a c i ó n d e ! m é t o d o d e R o s e n b r o c k 

R e s u m e n d e l o s c á l c u l o s d e l m é t o d o d e R o s e n b r o c k 

Iteración *k y, • r ' 
k f ( x j j <"(>,) d, X f(>, 
1 lO.OO, 3 . 0 0 ) 

52 .00 
1 (0.00. 3.00) 

52.00 
(1.0. 0 0) 3 . n (3.13. 3 00) 

9.87 
2 0 - 1 3 , 3.00) 

9,87 
(0 0. 1 0) -1.44 (3.13, 1 56) 

1.63 
2 0 13, 1 .56) 

1.63 
I (3.13. 1 56) 

1.63 
( 0 . 9 1 . - 0 42) -0 34 (2.82. 1.70) 

0 .79 
2 (2.82, 1.70) 

0 .79 
( -0 .42 . -0 19) 0.51 (2.16,1 24) 

0 .16 
.i (2 61 , 1.24) 

0 . 1 6 
1 (2.61. 1.24) 

0.16 
( -0 .85 ,0 .52 ) 0 .38 (2.29, 1.04) 

0 .05 
2 (2.29, 1.04) 

0.05 
(0 .52 . -0 .S5) -0 10 (2.24, 1 13) 

0 .004 
4 {2 24 , 1 .13) 

0 . 0 0 4 
1 (2 44. 1.13) 

0 .004 
(-0.96. -0 28) 0 04 (2.20, 1.12) 

0 .003 

2 (2.20, 1.12) 
0 .003 

(0 .28 . -0 .96) 0 .02 (2.21, 1.10) 
0 .002 



Métodos <W búsqueda mult id imensíonules usando derivadas 

I ,1 mcindologia de las tccnica.s de op l imi /ac ion no lineal para funciones sin usar 

derivadas consistía en establecer un m é t o d o que cambie el valor de la func ión o b | e t i \ o 

hacia la diic-ci<>n del máximo o mín imo , para los métodos que utilizan der ivadas las 

cuestiones básicas de metodología son las mismas: 

1 - / I lucí t que lireccion moverse en I<" 7 

2.- ¿ ( u.mJo parar las iteraciones 

< )b\ lamente la respuesta a la pregunta (2) es lacil. p a u i las i teraciones cu i t 

se en piet-e i 'ncrementar o disminuir 

{ na elección natural direccional es determinada mediante calculo: hacer j ic t 

cre/ca o dec i e / ca tan rápido como sea posible . 

I na manera de lograr esto es dada por el gradiente de f<\). 

I os métodos de gradientes de te rminan la mejor dirección > la mejor longitud de 

recorrido en esa dirección, para poder a lcanzar el máx imo o mín imo , en el menor t iempo 

posible (menor numero de i teraciones). 

Método del gradiente 

Ejemplo: Encontrar el valor optimo de la func ión 

l( X,. XI ) ~~ 7X| + 4X2 + xIx 2 - x," - x2~ usando el mé todo del gradiente con una 

aproximación del 1% y a partir de los va lores x, _ 8 y x-, 2 

Calculando el vector gradiente 

V t V x ) " ( 7 + \ : - 2 x 1 , 4 + X | -2x , ) 1 

Yf(x„) ( -7 .8) 1 



Part íanlo del punto inicial x„ (8, 2), al moverse una unidad en la dirección \ . dec icce 

c nivel de I en 7 unidades. Pn cambio, un movimienu uni la i io en la dn • u i m \ . hace 

crecer el nivel de f en 8 unidades. Entonces, del pumo (K. 2) hay que n i m c i s e a (S 2 ' Sk) 

donde k es la longitud de paso. P a r a calcularla se nene \ (X. 2* Kk)1 

K\ ) 7<X) M ( 2 + 8 k ) + K ( 2 ^ 8 k ) - ( 8 ) - ( 2 + 8 k ) 1 

-64 k2 + 6k + 12 

Derivando la Punción l ' ( \ , )e igualandola a cero: 

-1 28k + 64 0 

k = 0.05 

1 monees ha> que moverse al punto (8. 2*8(0.II- (8. 6) Se u p «-1 

( locedimiento para (8. 6). hasta que en 6 iteraciones se l lega a \ , (6 0" ^ i h ^ i | 

método convierte al punto optimo (6. 5) que genera in valor máx imo d • ' > lahl 

sumiente resume estos cálculos. 





Método de Ascenso/Descenso acelerado 

Sea f(x) una luncion dilerenciable. Dado un punto inicial de partida 

x { \ j . \ . , x „ ) , la dirección de ascenso acelerado, en el punto \„ esta dada por Vf(x„) y 

la longitud de recorrido esiara dada por un parameiro k, -0. tal que el punto generado en 

la iteración i, para i 0.1.2,. . es 

x,. | - x, -r k¡Vf(x,) k,>0 para i 0.1.2,... 

Para encontrar el valor de k,. se ma \ in i i / a la función de una sola variable 

g(k,) f(X| -i k ,Vf( \ )) 

por algún m é t o d o conocido. 

I 1 \ ec to r + k V f ( \ ) es tangente al contorno g(k,) y como V f ( \ i es 

perpendicular a este contorno, los mo\ unientos sucesivos son en ángulos rectos. 

l ' n criterio para terminar el a lgori tmo es comparar el valor de la función en dos 

iteraciones sucesivas y parar cuando esa diferencia es menor a una tolerancia establecida, 

es decir, cuando 

| f(x l+ |) - f(x¡) | < e donde e > 0 

Este método encontrara un mínimo o máx imo local, generalmente el que esta cercano al 

punto de inicializacion x0. 

Ejemplo: 1-ncontrar el valor máximo de la función 

f(x) 8x, + 2x2
 + 2X|X2 - 2x," - x;~ 

con una aproximación del 1% y a partir de los valores x¡ 2 y x-, 10. 

Calculando el vector gradiente 



Y f ( \ ) (X - 2x2 - 4 \ , . 2 • 2 \ , 2 \ , ) 1 

V l ( \ ) (20. 14) 

Se parle del punto inicial x„ (2-2( )k . 10-14k) ' 

l ' ( \ ) 8(2 i 20k) • 2(10 I 4 k í i 2( 2 i 20k)( 10-14k) - 2(2+20k) 2 - (10-14k) 

s implif icando se t iene 

g(k) -I SS6k" 4 5 % k - i 2 

Derivando la función anterior e i gua l ando su der ivada a cero se tiene 

1 12k • 5 % 0 

k ( ) . l l ) | 5 

Entonces x, = (5 .83. 7 .319) . ca lcu lando el valor del gradiente en 

X|. Vli \,) ( -0 .6813. -U.v W ) se nene que 

\ ñ S - 0 6 8 3 S L 310-d o-(S<)k)' 

evaluando el punto en la función o b | e u \ o se llega a 

g(k) -0.55k2-f l . 4 2 k - 07 

der ivando la ecuac ión e igualando a c e to . se tiene que 

k 1.2845 y x 2 ( 4 - 9 5 2 . 6 . 0 6 4 ) 

Se s igue el mi smo procedimiento has ta llegar al punto (5. 6) que es el valor máx imo en 5 

iteraciones. 

Ea tabla siguiente resume los cá l cu los del mé todo de ascenso descenso acelerado para 

este e jemplo . 
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M é t o d o de New i o n 

I I m é t o d o de \ c v v m n es muy parecido al melodo de ascenso descenso 

ace le iado. \ e-aa b a s a d o en la nenie regla iterativa 

\ sk - 11 1 i x ^ V K s (para min imi / ac ión ) 

\ k ! i H ' ' ( x k i \ l ( \ r i (para m a \ i m i / a c i o n ) 

donde el punto x„ en L„ e s arbitrario. t(x) es di terenciablc, Vf(x k ) es la t ranspuesta del 

gradiente eva luado en el pun í > H de la k-es ima iteración y II"' (xk) es la matriz inversa 

del l i e sumo e v a l u a d o en el p n t o xk de la k-es ima iteración. 

E j e m p l o : Min imiza r ( \ , - 2 ) \ - par t iendo del punto inicial (ü. 3) 

I a siguiente u b l a mues t r a m resumen de los cálculos l-'n cada iteración. x k . , x (-l l lxi) 

! ( \ k ) Después de 6 i t e rac iones se obt iene el punto x (1.X3.0.91). 

1-n este punto Vt (x - ) 0 04 > el procedimiento es terminado. La tabla siguiente resume 

los cálculos v la ti gura 6 i lustra el progreso del método. 





r. 

Figura ó: Ilustración del método de N e w t o n 

Método de Davidon-Fletcher-Powel l 

Los tres métodos anteriores, el d e ascenso-descenso acelerado, del gradiente \ el 

de Newton convergen muy l en t amen te a la solucion buscada, sobre todo cuando el 

gradiente adquiere un valor cercano a ce ro . Esta situación puede el iminarse ut i l izando 

direcciones conjugadas , en \ e z de d i r e c c i o n e s perpendiculares ( forman ángulos de 90°) 

como las que manejan los métodos a n t e r i o r m e n t e citados. 

El método de Dav idon-F ie t che r -Powel l se basa en direcciones con jugadas , y es 

considerado como uno de los a l g o r i t m o s m a s ef ic ientes para calcular puntos op t imos 

locales en funciones diferenciables d e v a r i a s variables. 

Definición: Sea II una m a l n / s imét r ica . L o s vectores d | . . . . A s o n l lamados con jugados si 

son l inealmente independientes. 



Procedimiento: 

Paso 0: Sea i; -0 ci escala! que señala la terminación del metodo j-.ley.ir un punto inicial 

x, v una mairi/, simétrica positiva definida inicial I), . Sea \ , x, . sea k | 1. \ conli-

nuai con el paso 1. 

Paso 1 Si lVf(x,)||< K. parar De lo contrario, sea d -1 ),!'(>,) sujeta a / Sea \ , , >,,, 

\ , - X^d,. Si j ^ n , continuar con el paso 2. Si i n. sea y, x k . , \ „ . r e e m p l a z a r k por 

k + I. sea j = ! . y repetir ci paso 1. 

Paso 2 Construir D, , , conio Mime-

n o . P ' P D i l ' ' D > Dj+l = Di + -7— -

donde 

P, >-d, > - - > 

Mi " Vf ( \ ) + | ) - Vf(>,) 

Reemplazar j por j + 1 y repetir el paso 1. 

Ejemplo: Minimizar (x, - 2)J - ( \ , - 2x2)~ 

En la primera iteración 

í 1 
D- = u. ,J 

Para cada iteración, para j ~ 1.2. d, es dado por -DjVflVj). donde D, es la matr iz identidad 

\ D2 se obt iene con las formulas de D l + i , pj y q r En la iteración 1. t enemos que p, (2.7. 

-1.49)1 y q, - (44.33.-22.72)1 en la formula de D, . , . En la iteración 2. t enemos que p t (-

0.1. 0.05)1 > q, ~ (-0.7. 0.8V. \ f inalmente en en la interacion 3 tenemos pj (-0.02, 

0.02)' y q, - ( -0 .1 , 0.24)1. El punto y¡+i es calculado opt imizando a lo largo de la 

dirección d¡ par t iendo de y¡ para j 1,2. 



Kl procedimiento es terminado en el pun to y2 (2 1 Id, I U^K) en la cuarta iteración, ya 

q u e Vf(\->) 0 .006 es bastante p e q u e ñ o . Kl. resumen de los cálculos se expresa en la 

s iguiente labia. \ la trayectoria lomada por el método se ilustra en La figura 7. 

l igura 7: Ilustración del m é t o d o de Davidon-Fleicher-Powell 
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Método dc F l e t c h e r - R e e v e s 

I',sic m é t o d o también esm basado en la lógica dc las d i lecc iones con jugadas No 

es uin el icienie c o m o el método dc Da\ idon-Metchei Powell, pero es mucho mas 

sencillo en c á l c u l o s manua le s 

Procedimiento 

Paso 0 I legir un esca la r de terminación c \ un pumo uncial x,. Sea > \ . d 

Vf(y,). k = j = l y con t inua r con el paso 1. 

Paso I Si V f ( \ t ) . parar. De lo contrario, sea una sol ik ion opt ima al pn cma de 

m m i m i / a r f(\ + ? d ( ) sujeta a Á>0. \ sea y,., > + /.,d Si i< n. continuar eon e paso 2 

Dc oüu manera , s e g u i r con el paso v 

P a s o 2. Sea d r l - V f ( y r l ) - oc.d,. 

r y t i M> 

" = r f i y , ) ? 

Reemplazar j po r j+1 y continuar con el paso 3 

Paso 3: Sea yl x^-o - y l l H y sea d, -Vf(y,) . Sea j - 1. reemplazar k por k+1 \ cont inuar 

con el paso 1. 

Ejemplo: M i n i m i z a r (x, - 2)4 + (x, - 2x2)2 

En cada i t e rac ión d, es dado por -Ví\y,) y á2 es dado por -VI (y2) + <x,d,. donde a , se 

obtiene con la f o i m u l a anterior. Ademas . y l+( es obtenido op t imizando a lo largo de d,. 

part iendo de yy h n la iteración 4. el punto y2 (2.185. 1.094), el cual es m u \ cercano al 

op t imo (2.00. 1 .00 ) . es alcanzado. C o m o la norma del gradiente es igual a 0.02. la cual 

es mu\ p e q u e ñ a , se paran las i teraciones en el paso 4. 



L a t a b l a s i g u i e n t e e s u n c o m p e n d i o d e l a s i t e r a c i o n e s p a r a e l p r o b l e m a c o n e l m e t o d o d e 

M e t e h e r - R e e v e s , \ el p r o g r e s o de l a l g o i i t n i o s e m u e s t r a e n la f i g u r a X. 

F i g u r a 8 • I l u s t r a c i ó n d e l m e t o d o d e F l e t c h e r - R e e v e s 





C A P I T U L O 6 

M I - I O D O S DI- D I R K V i O N E S F A C T I B I F S 

E s t a c l a s e t i c m é t o d o s t e s u e l v e n p r o b l e m a s d e p r o g r a m a c i ó n n o l i n e a l 

m o v i é n d o s e e n c a d a i t e r a c i ó n d e u n p u n t o f a c t i b l e a u n p u n n i a c u b l e m e j o r a d o , m a s 

c e r c a n o a u n p u n t o o p t i m o . 1.a m e t o d o l o g í a d e l o s m é t o d o s d e d i r e c c i o n e s f a c t i b l e s e s 

D a d o u n p u n t o l a e t i b l e \ k . s e d e i e t n u n u u n a d i r e c c i ó n J k ta l q u e p a r a / •() 

s u f i c i e n t e m e n t e p e q u e ñ o , l a s s i g u i e n t e 1 >s p r o p i e d a d e s s o n \ 11. l a d e i a s : ( 1 ) x k • /„dk e s 

f a c t i b l e , y ( 2 ) e l v a l o r o b j e t i v o e n x k + A.dk e s m e j o r q u e e l v a l o r o b j e t i v o e n x k . U e s p u e s 

q u e t a l d i r e c c i ó n e s d e t e r m i n a d a , u n p » M e m a d e o p t i m i / í >n u n i - d i m e n s i o n a l q u e 

d e b e s e r r e s u e l l o e s d e t e r m i n a r h a s t a d o n d e c o n t i n u a r a lo l a r g o d e d k . F s t s c o n d u c e a un 

n u e v o p u n t o \ k . \ el p r o c e s o e s r e p e t i d o . Y a q u e la f a c t i b i h J a d p r i m a l e s m a n t e n i d a 

d u r a n t e e l p r o c e s o d e o p t i m i / a c i o n . e s t o s p r o c e d i m i e n t o s s o n c o n h e c u e n c i a r e f e r i d o s 

c o m o " ' m é t o d o s p r i m a l e s " . 

M é t o d o s d e e s t e t i p o c o n s i s t e n e n c o r n o c o n v e r g e r a s o l u c i o n e s q u e c u m p l e n l a s 

c o n d i c i o n e s d e K . a r u s h - K u h n - 1 u c k e r o a l g u n a s v e c e s a p u n t o s q u e c u m p l e n c o n l a s 

c o n d i c i o n e s d e f r i t z - J o b n . 

M é t o d o d e Z o u t e n d i j k 

D e f i n i c i ó n : C o n s i d e r e e l p r o b l e m a d e m i n i m i z a r f ( x ) s u j e t o a \ e s d o n d e f : E n - > F , , y S e s 

u n c o n j u n t o n o v a c i o e n E n . U n v e c t o r d d i f e r e n t e d e c e r o e s l l a m a d o u n a d i r e c c i ó n 

f a c t i b l e e n x e s si e x i s t e u n 5 > 0 t a l q u e x - X d € s p a r a t o d o I s t O , 5 ) . 

D e o t r a m a n e r a , d e s l l a m a d a u n a d i r e c c i ó n m e j o r a d a e n x € s si e x i s t e u n 5 > 0 t a ! 

q u e f ( x + k d ) < f \ x ) y x + e s p a r a t o d o A . e ( 0 . 6 ) . 

E l m é t o d o d e Z o u t e n d i j k e s a p l i c a b l e p a r a r e s o l v e r e l p r o b l e m a d e o p t i m i z a c i ó n 



M i n i m i z a r l ( \ ) \ n ia l r i z m x n l ; • m a t r i z I x n 

s u i c t a <i \ \ » m-\ectoi o l - \ e c U » r 

l ' l m é t o d o e n c u e n t r a e n c a d a i t c i a c i o n u n a d i r e c c i ó n l a c t i b l e ) u n t a m a ñ o d e 

a x a n c e ( l o n g i t u d d e p a s o i en e s a d i r e c c i ó n , tal c o m o e n p r o g r a m a c i ó n n o r e s t r i n g i d a , la 

a ) l - a c t i b i l i d a d : C o n s i s t e en q u e u n a v a n c e e n e s a d i r e c c i ó n n o v i o l a n i n g u n a r e s t r i c c i ó n 

h ) l l i l i d a d . I n a \ a m . e en e sa d i r e c c i ó n m e j o r a el \ a l o r d e la l u n e i o n o b | e t i \ o . 

Procedimiento 

P a s o 0 1 n c o n i i a i u n a -.ol ICI >n f a c t i b l e i n i c i a l x c o n A x ( < b \ 1 x ( e S e a k 1 \ s e g u í i 

c o n el p a s o 1 

P a s o 1 D a d o x k . s u p ó n g a s e q u e A ! \ b1 s o n d e s c o m p u e s t a s e n (A, 1 . A^ ) > ( h b-.1) ta l q u e 

A | \ k b > A : x k b : . S e a d k un¿ s o l u c i o n ó p t i m a a el s i g u i e n t e p r o b l e m a 

s u j e t a a A t d < 0 

b d 0 

- l < d ,s . 1 p a r a j 1... .n 

S i V f ( x j d k 0 . p a r a r ; x k es u n p u n t o q u e c u m p l e c o n l a s c o n d i c i o n e s d e K a r u s h - K u h n -

1 u c k e r . d e o t r a m a n e r a , c o n t i n u a r c o n e l p a s o 2 . 

P a s o 2 S e a A.k u n a s o l u c i o n ó p t i m a a el s i g u i e n t e p r o b l e m a d e b u s q u e d a d e l i n e a . 

M i n i m i z a r f ( x k + Ádk) 

s u j e t o a 0<)v<?imax 

d o n d e 

cual tiene dos propiedades 

Minimizar Yl ( \ ) ' d 



con h I \ \ k 

ti \ I 

sea \ \ k • /,dk. identificar el nuevo conjunto de restricciones activas en \ k , | \ 

obtener I i nue\ os \ alores de A y A2. 

Rceni] I / ii k por k » I y repetir el paso I. 

L j e m p l o : Minimizar f(x) 2X¡ +2x2~ - 2X|Xi - 4x, - (>xi 

s i|ela a \ | - x-. 2 

\ - s x . < s 

-x < 0 

-x2 < 0 

usand' • 11 eiodo de / .outendiik. partiendo del pumo inicial 

xi (0. i )' 

1-1 \ec i i giadiente Vf(x) es: 

V i ( \ ) <4\ - 2\z - 4. 4x2 - 2\{ - (>)1 

P r i m e r a i te rac ión 

En el punto X|. solamente las restricciones de no ncgatividad son activas, que se cumplen 

como restricciones de igualdad, por lo cual I = {?>. 4) . El problema para encontrar una 

dirección factible es: 

Minimizar -4d ( - 6d2 

suje to a -d| < 0 

-d2 < 0 

-1 < d | < 1 

-1 < d 2 < 1 

El problema puede resolverse con el método simplex o con el método gráfico, la 

solucion ópt ima es d| = (1 , 1) y el valor opt imo para el problema de dirección factible es 

igual a 10. La siguiente figura ilustra la iteración 1. 

j 



Ahora necesi tamos encontrar el punto tacnhlc a lo largo de la dirección (1 , I), part iendo 

del punto (0 0) con un \ a lo r minimo de l ( \ ) 2 \ f t- 2x-> 2 \ \ - 4 \ , - 6x2- Cualquier 

punto a lo largo de esta dirección puede ser escrito como x, • / d[ ( / , / ) • Entonces f(x, 

•t > d|) -IOA- 2/ ' 

M valor máximo tic / para el cual • / d es factible se obtiene como sigue 

b -

ti 

max -

! 5) 

> I 

2 5 

2 * 6 

0 

vO/ 

i 

5) 

Entonces, para el nuevo punto x, /.d . el valor de /,, se obtiene r e s o h i e n d o el siguiente 

problema de busqueda uni-dimensionai 

M m i m i / a r -10/ 2/." 

sujeta a 0 < X < "" h 

Como la función oh j e t i \ o es convexa \ el mínimo no restringido es \ . de lo cual 

x-> - Xi +• Ádi 

Segunda iteración 

tí 

KO 6 V i , 

6 
5 

v 6 

En el punto ( /,, (>)1 se tiene que Vf(x->) í-7 - 1 ' -,). Fl conjunto de restricciones act ivas 

en el punto x2 es 1 J2¡. tal que la dirección factible es obtenida resolviendo el 

problema 

Minimizar d¡ - ' ' d2 

sujeta a d, + 5 d : < 0 

-I < d , < I 

-1 < d , < 1 



U s a n d o el m é t o d o g r á f i c o s e l l e g a a la s o l u c i o n ó p t i m a al p ro l i l i n e a l a n t e r i o r q u e e s 

d i ( 1 , - ' o ' x el v a l o r d e la f u n c i ó n o b j e t i v o e s - 2 2 / | ^ . L a si i -n te f m u r a i l u s t r a e s t a 

i t e r a c i ó n . 

' ' i 

/ 

P a r t i e n d o d e l p u n t o \ 2 , c u a l q u i e r p u n t o e n la d i l e c c i ó n d 2 p u c ü c sei e s c r i t o c o m o \ 2 

h -

d = 

'2 

v5 

' 1 l 

,1 5 

/ ). d e lo c u a l f ( x 4 ) d O 

i ; , ] _ n 

5 , ()• 

oJ 

I2S 22 t / » L- L-/ 

c o m o d 2 0 . s e t i e n e q u e A m a x ~~ m i n ¡ 1 - / .,} ! 2 

P o r lo t a n t o X 2 e s la s o l u c i o n ó p t i m a a l s i g u i e n t e p r o b l e m a 

M i n i m i z a r - n V s
 + ^ ^ ^ 

s u j e t a a 0 < ). < " 

L a s o l u c i o n ó p t i m a e s Á2 ^ ) S 6 . t a l q u e x^ x 2 - ?ud2 ( ) ' . 

Tercera i teración 

L n x ?
 _ 3 1 , 2 4 / - , i ) . t e n e m o s q u e V f ( x 3 ) ( - , 2 

F 1 c o n j u n t o d e r e s t r i c c i o n e s a c t i v a s e n e l p u n t o x^ e s d a d a p o r l 

d i r e c c i ó n f a c t i b l e s e o b t i e n e r e s o l v i e n d o : 

M i n i m i z a r -, |d, - 1 6 0
 ? 1 d 2 

s u j e t a a d¡ + 5 d 2 < 0 

I < d , < 1 

-1 < d : < 1 

U s a n d o n u e v a m e n t e el m é t o d o g r á f i c o , s e t i e n e q u e d 3 = ( 1 . J j , l o c u a l h a c e q u e f ( x 3 + 

. , 125, 22, 1 , 62, , 2 , 
d 3 ) = - >8- ' 15X. + / 2 5 a . p u e s d 2 = d . 

¡ 2 } . ta l q u e la 



Asi mismo 

d = 

(21 1 r 

U J \ 

1 1 / { 1 1 

-1 5, , / 

' í i \ i 

i 

0 

ii 

como d, 0 . k mínimo ¡ ' 1 : 4 . H C Ü L iluna que es la so luc ion del 

pioblema 
1: 

sujeta a 0 / - , 

que 110 tiene solucioi 

siguiente ilustra este proceso final. 

x - h-f 1 >- () 

q u e n o t i e n e s o l u c i o n , p o r lo t a n t o el \ a l o i ó p t i m o e.-> x 2 ' 31)'. L a figura 

¡ ü / / / / / Y / ¡H 
{_ 32 160 ) 

31' T í 

(i 

M é t o d o d e T o p k i s - V e i n o t t 

l í l m é t o d o d e Z o u t e n d i j k t i e n e u n v a r i a n t e , c o n el c u a l s e p u e d e r e s o l v e r e l p r o b l e m a 

l i n e a l 

M i n i m i z a r f ( x ) 

s u j e t a a g , ( x ) < 0 i = l , . . . , m 

d o n d e t o d a s o a l g u n a s d e l a s r e s t r i c c i o n e s s o n 110 l i n e a l e s , p e r o e l p u n t o o p t i m o q u e s e 

o b t i e n e c o n el m é t o d o p u e d e n o s e r o p t i m o s i n o a p r o x i m a d o , s i n c u m p l i r l a s c o n d i c i o n e s 

d e K a r u s h - K . u h n - T u c k e r . 

F1 m é t o d o d e T o p k i s - V e i n o t t g a r a n t i z a la c o n v e r g e n c i a d e l p u n t o o p t i m o p a r a 

e s t e p r o b l e m a , o b t e n i e n d o u n p u n t o q u e c u m p l e c o n l a s c o n d i c i o n e s d e F r i t z - J o h n d e 

o p t i m a l i d a d . 



P r o c e d i m i e n t o 

Paso 0 I • le Lili ni pun id \ lal que g , ( \ ) " p.ua i l,...,m. Sea k 1 \ seguir con el paso 

1 

Paso 1: Sea (zk . ) una solucion opiinui a el siguiente problema de programación lineal 

Min inu /a t / 

s u i d a a Vf( \ k ) 'd - / < 0 

Vg(Kk( 'd - / < -g,(xk) para i I m 

-1 < d, < I para i !,..., n 

Si zk 0, pai .u. \ es un punto I-rit/-.lohn I) • lo contrario, si / ^ 0 continuar con el pasíi 

2 

Paso 2: Sea /.k una o lucmn ópt ima al piobleni i de búsqueda unidimensional 

Mi ni m i / II t ( \ di ) 

sujeta j H ' / / m a \ 

donde / .max siip ¡ / . ü ) ( \ k + d k ) < 0 pata i l m ) . Sea \ x k 4 , xk + / kdk . 

reempla/.ar k por k I. \ \ o l \ e r al paso 1 
I i 

E j e m p l o : M i n i m i / a i 2x, - 2x2~ - 2x,x2 - 4x, - 6x2 

sujeta a X| + 5x2
 < 5 

2 \ | - x : < 0 

-x , < 0 

- x : < 0 

part iendo del punto x, (0 .00. 0.75)1 

H1 gradiente de la l unc ion obje t ivo es 

Vf(x) (4x, -2x i - 4. 4x 2 - 2x, - 6 ) ' 

Los gradientes de las funciones res t r icciones son (1. 5), (4xi. - I ) 1 (-1, 0)1 > (0. -I)1. los 

cuales son u t i l izados para de te rminar la dirección factible del problema en cada 

iteración. 



Iteración 1 

I n x| = (0.0. 0 7s) tenemos que Vl(x i x -3.0). Por lo tanto el problema de 

dirección de búsqueda es: 

Minimizar / 

sujeta a -5.5d - 3d, - / < 0 

d, i 5 d 2 - z < 1.2> 

-d2 - /- < 0.75 

-d, - ¿ *" 0 

-d-, - / < 0 

-1 S dj < 1 p a r a j 1 , 2 

I a solucion optiin i i el problema antei m es d (0 7143. -0 3s7 l )' > / -0.7143. 

usando el método simplex. 

Evaluando la ! unción en el punto X| /.d . e tiene que 

f(x, + Xd{) 0.972?.' - 4.036X - 3. 

El valor mín imo de la función es X, 0.84. entonces Ámax= 0.84 y este valor resuelve 

el problema de minimizar f(X| + d|) sujeta a 0 s /. < 0.84, con lo cual x2 x, + Xjd) 

(0.60. 0.72). 

El proceso es repetido. La tabla siguiente resume los cálculos para 5 i teraciones 

obteniendose el punto (0.6548. 0.8575) con \ a lo r objetivo de -6 .5590, m u j cercano al 

optimo (0.658872. 0.868226) obtenido con el paquete de computadora G1NO. con valor 

en la función objetivo -6.613086. El progreso del algoritmo se muest ra en la siguiente 

figura 
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Método de proveceion de gradiente «le Rosen 

I-I m é t o d o d e p r o v e c e i o n d e l g i a d i e n i c e s t a m o t i v a d o p o r el m é t o d o d e a s c e n s o -

d e s c e n s o a c e l e r a d o p a r a p r o b l e m a s s in r e M i i c u o n c s 1 1 g i a d í e n l e n e g a t i v o s e p r o y e c t a 

s o b r e la s u p e r l i c i e d e t r a b a j o p a r a d e f i n i r i l u c c c i o n d e m o \ ¡ m i e n t o . 

C o n e s t e m é t o d o se r e s u e l v e el p r o b l e m a t ic la f o r m a : 

M i n i m i z a r l ( \ ) 

s u j e t a a \ \ b 

I \ e 

Procedimiento 

P a s o 0 . I - leg i i un p u n t o c o n \ \ , 1 l x e. S u p ó n g a s e q u e A 1 > b1 s o n 

d e s c o m p u e s t o * - e n ( V . <\ 1 ) \ (b,1. h . 1 ) ta l q u e \ | \ , - b | y A->Xi< b-,. S e a k 1 > s e g u i r 

c o n el p a s o 1. 

P a s o 1: S e a M ' ( A 1 , . !•'). Si M e s \ IUO. p a i a r si V f ( x k ) U. S e a d k - V f ( x k ) , \ 

c o n t i n u a r c o n e l p a s o 2. D e lo c o n t r a r i o s e a P I - M ' C M M ' f ' M y d k - P V f ( x k ) . S i d k * 

0 . s e g u i r c o n e l p a s o 2. Si d k 0 . c a l c u l a r \ \ - ( M M ' ) " ' M V f ( x k ) y s e a w l ( u ' . v 1 ) . Si u > 0 , 

p a r a r . x k e s u n p u n t o q u e c u m p l e c o n l a s c o n d i c i o n e s d e K a r u s h - K u h n - T u c k e r . S i u ^ 0 , 

e l e g i r u n c o m p o n e n t e n e g a t i v o d e u . s e a . u,. A c t u a l i z a n d o A ¡ e l i m i n a n d o l a c o l u m n a , 

c o r r e s p o n d i e n t e a u, > r e p e t i r el p a s o I . 

P a s o 2: S e a x k u n a s o l u c i o n ó p t i m a al s i g u i e n t e p r o b l e m a d e b u s q u e d a e n u n i n t e r \ a l o 

M i n i m i z a r f ( x k - Xd k) 

s u j e t a a 0 < X < / a n a x 

d o n d e z . m a x s e c a l c u l a igua l q u e e n e l m é t o d o d e Z o u t c n d i j k . 

S e a xk_¡ = x k + X k d k , y s u p o n e r q u e A 1 > b1 s o n d e s c o m p u e s t o s e n ( A / . A :
l ) > ( b | l . b 2 ' ) t a l 

q u e A , \ k + , b | y A 2 x k + , < b 2 . 



Reemplazar k por k H y repetir el paso I 

E j e m p l o : Resolver el s iguiente problema con el método de proveecion de gradiente de 

Rosen, par t iendo del pun to (0. 0) 

Min imi /a t 2 \ , + 2x - 2 \ , \ - 4 \ - 6x 

su je ta a \ | • x 2 

X| • 5x-, ^ s 

-x, < 0 

-x n 

P r i m e r a i t e r a c i ó n : l n x (0 t)) . el gradiente 

Vf(x,) = (4X| - 2X2 - 4, 4x 2 - 2x, - 6)1 

(-4,-6) ' 

Solamente las res t r icc iones de no negativ idad son activas en x,. tal que. I ( 3 . 4 ) . con 

1 0 

0 1 
1 

Entonces si esto es verdadero , se tiene que 

0 
P l - A . ' t A . A , 1 ) 1 At = Q a 

y d, - P V f ( X | ) = (0 , 0 ) . C a l c u l a n d o 

v \ - u (AiA| l)A,Vf(x,) ( - 4 . - 6 ) 

El igiendo u4 -6 y supr imiendo el gradiente de la cuarta restricción, la matr iz Ai es 

modi f i cada dado A, (-1. 0). Ea matriz de proyección modif icada P que se obt iene es 

i i 0 

P - I - V í A . A , 1 ) - ' x 

y la di rección de m o v i m i e n t o d¡ es dada por 

d, - P V f ( X | ) - -
ro o 

0 1 

f-4 

- 6 ) 

ÍO 

v6, 



Por otra parle, cualquier punto \ : en la dirección d, puniendo del punto Xj puede ser 

escrito como i /.d (0. 6/ ) \ el correspondiente valor objet ivo es f(x2) — -

36/.. I". 1 \ a lo r máx imo de /. para el cual • /.d es factible es obtenido como sigue 

2 l i o 2 
h h I v 

s ] s () s 

1 1 ' 0 6 

«1 5y 30 
s i 1 

/.max minimo , ,„ 

entonces / es una solucion óptima del p iohlcma 

Minimizar 72À." - 36A. 

suie 'a , i ( K / <" 1 , 

La solucion ópt ima es /.¡ 1 tal que 

x2 \ | • /-d, (0. I )' 

Ln el final de 11 tercera iteración 

u - (A, . V r ' A . Y t K , ) ; > 0 

Por lo tanto x . es el punto optimo para u Vf(x 5 ) + u : Vg 2 (x , ) - 0 

tal que x^ es un punto que cumple con ias condiciones de K.arush-Kuhn-Tucker. 

Los cálculos p ira las tres iteraciones se resumen en la siguiente tabla. 





Método del «¿i adíente reducido de Wol fe 

l - s l e m é t o d o r e s u e l v e p r o b l e m a s d e p r o u r a m u c i o n n o l ineal - s u j e t o s a 

r e s t r i c c i o n e s l i n e a l e s , e n l o r m a m a i e m a t i e a 

V l i n i n n / a i l ( \ ) 

s u i e l a a \ \ b 

\ - 0 

1 1 a l g o r i t m o c o n v e r g e a u n p u n i ó q u e c u m p l e c o n l a s c o n d i c i o n e s d e k a i u s h -

K u h n - 1 u c k e i 

Procedimiento: 

P a s o 0: E l e g i r u n p u n t o x , q u e s a t i s f a g a AX| = b , x, > 0 . S e a k - 1 y s e g u i r c o n e l p a s o I 

P a s o 1 S e a d k ( d | ( . d N ) . S i d k 0 . p a r a r : x k e s u n p u n t o a ic c u m p l e c o n las c o n d k n ^ s 

d e K a r u s b K u b n - 1 u c k e r . D e lo c o n t r a r i o s e g u i r c o n e l p a s o 2 

lk (. o m u n i o d e Í n d i c e s d e l o s m c o m p o n e n t e s m a s g r a n d e s d e x k 

B ¡a . - l k ; N ¡ a : j ( 1 ) 

r V H H ) ' - V n f ( x k ) l i y ' A l 2 ) 

| - r si i 0 l k y r, < 0 

d ¡ ^ - x , r s , . , í I k y r. > 0 , 3 ) 

d B - B ' 1 N d N ( 4 ) 

P a s o 2 : R e s o h e r el s i g u i e n t e p r o b l e m a l i n e a l 

M i n m u / a r i ( x k Á d k ) 

s u j e t a a 0 k < m a x 

d o n d e 

A.max 

" [ V " ' " " 
si d k > 0 

y x l k . d | k s o n l o s j - e s i m o s c o m p o n e n t e s d e x k y d k , r e s p e c t i v a m e n t e . 



Sea >.k una solución óp t ima y sea x k l , xk + Ákdk. 

k e e m p l a / . n ,nn k 1 I \ repetir el paso I 

E j e m p l o : KcsoKei el s iguiente problema usando el método del uradiente reducido de 

Wolíe. par t iendo del pun to x, (0, 0. 2. 5) 

Mini in i /a i 2X| 2x->" - 2x ( x i - 4x, - Ox-, 

su |eta a X[ + x2 + \ 3 2 

X| +5x2 -t x , 5 

X , . x2. x-,. x, > 0 

( a leulando e! .eetoi gradiente 

V f ( X | ) - < 4 X | - 2 x 2 - 4 , 4 X 2 - 2 x , - 6 , 0 , 0 ) 

P r i m e r a i t e r a c i ó n : l n el punto \ | (t). 0 2. s) tenemos que V| (x ) (-4. -6, 0. 0)' I 

! 3.4 ¡. tal que H | 3. 4 | b 1 gradiente reducido es dado por la ecuación (2) 

1 1 1 0 

r (-4 -o. 0 . 0 ) - ( 0 . 0 ) - ( 4. 6.0.0) 

Y r 0 para i l . La información en este punto se resume en la siguiente tabla 
Xi X: 

so luc ion x 0 0 2 5 

Vf (x , ) -4 -6 0 0 

f0> 1 1 0 
V n f ( x , ) 

, 0 . 1 0 1 
V n f ( x , ) 

, 0 . 1 5 0 1 

r -4 -6 0 0 

Por la ecuación (3) se t iene que dN - ( d h d :)1 (4. 6)1 . Calculando d» con la formula (4) 

dH ( d , . d 4 ) -B- l Nd N 

1 I V 4a 

1 5. 
( 10 . -34) ' 

B \ es expresando b a j o las variables correspondientes a N, a saber x, > x-.. 



ni mi ees el veclor dirección es d, = (4, 6, -10, -14)' Ahora, partiendo de x, (0, 0, 2. 5 ) \ 

c lesea minimizar la función objetivo a lo largo de la dirección d, (4, 6, -10, -34 ) \ 

I u que calcular el máximo valor de X tal que ' /.d¡ es laelible 

Xmax minimo í " "V^j 

U\ » / d|) 56X2 - 52/ tal que X, es la solución a el siguiente problema 

M m i m i / a r 5(v. >2/. 

sujeta a Ü < /. i 

I trámenle X, "7,.,. Uil que x2 X| + Xd í"1
 17. 1 ' p . 0)' 

Siguiendo esle mismo pioceso. en la iteración "i. de d s (d, .d,) i v de 4ii.li, 

ld , .d 2 / (0,0)'. Por lo tanto d 0 > la soluciun es óptima. La tabla g u í e n l e resume 

s cálculos. 

I t e r a r e n n i r ^ ^ H W ^ D i i s x i c n de l ínea 
> x¿ i r. ii. 

I ( 0 . 0 . 2 . 5 ) n I) I 4 . - 6 . 0 . U ) ( 4 . 6 . 10, - 3 4 ) u . ,- T. > 

(¡Mr. 4 .0) 6 (0. o. i 1 L . o ) n . . 
C. r,. TI- 0) " 16 (0. 0 . ) (0. 0 . 0 . 0) 



C A P I T U L O 7 

M O D E L O S E S P E C I A L I S D E P R O G R A M A C I O N N O L I N E A L 

P r o g r a m a c i ó n C u a d r a t i c a 

El p r o b l e m a d e programación cuadratica se define como la max imi /ac ion o 

m m i m i / a c i o n d e una función cuadrat ica como funci n obje t ivo sujeta a restr icciones 

l ineales. Para el p r o b l e m a de max imi / ac ion la funcioi )b |et i \ i debe ser cóncava > debe 

ser c o n v e x a pa ra el p rob l ema de minimizacion. La representación matemat ica de d icho 

p i o b l e m a e s 

M a x i m i / a r ( o m i n i m i z a r ) / C X J X L>X 

S u j e t a a 

X > 0 

donde 

X - (X|. x 2 xn) ' 

/ 

a a h. 

C ( c , . c 2 c „ ) A 

P 0 ( b , . b 2 b j 

\ 

D 



Conn» las restricciones se suponen lineales en • te caso, garantiza que la región 

lactible sea un conjunto convexo 

Cualquier punto que satisfaga las condiciones de kai usb-Kuhn-1 ucker sera una 

solución de este problema de programación cuadialica 1 n base a esto la solucion a este 

problema se asegura por la aplicación directa de las condiciones de K.K. E 1:1 problema 

puede escr íbase para el caso de maximi /ac ion como 

Maximi/.ar z - CX + X1 DX 

í A V 
Sujeta a g(x) 

- 1 
X 0 

L a s c o n d i c i o n e s d e K . K . T . p u e d e n c o m b i n a r s e c o m o 

2 0 .V I O 

\ O O 1 

x 

X 

L 

c i \ 

U|X| O Á,S, p a r a t o d a i \ t o d a j 

a. U. X. S > 0 

E l p r o b l e m a e s e q u i v a l e n t e a r e s o l v e r u n c o n j u n t o d e e c u a c i o n e s l i n e a l e s , 

m i e n t r a s s e s a t i s f a c e n l a s c o n d i c i o n e s a d i c i o n a l e s p , x , 0 X.,S,. L a s o l u c i o n a l s i s t e m a 

a n t e r i o r se o b t i e n e u t i l i z a n d o la f a s e 1 d e l m é t o d o d e las d o s f a s e s . L a ú n i c a r e s t r i c c i ó n 

a q u i e s q u e d e b e m a n t e n e r s e s i e m p r e la c o n d i c i o n X.¡S, - 0 \ { x y E s t o q u i e r e d e c i r q u e 

/., y S , n o p u e o e n s e r p o s i t i v a s a l m i s m o t i e m p o as i c o m o t a m b i é n A., y x, n o p u e d e n s e r 

p o s i t i v a s s i m u l t á n e a m e n t e . L a f a s e 1 t e r m i n a r a e n la f o r m a u s u a l c o n la s u m a d e l a s 

v a r i a b l e s a r t i f i c i a l e s i g u a l a c e r o ú n i c a m e n t e si el p r o b l e m a t i e n e u n e s p a c i o f a c t i b l e . 

E s t a t é c n i c a d e s c r i t a se c o n o c e c o m o el m é t o d o d e W o l f e p a r a p r o g r a m a c i ó n c u a d r a t i c a . 

E j e m p l o : M a x i m i z a r 4 x , + 6 x 2 - 2X| 2 - 2 x , x 2 - 2x-.~ 

S u j e t a a x | + 2 x 2 < 2 



s c r i b i e n d o el p r o b l e m a e n f o r m a m a l r i c i a l 

x 
M a s i m i / a i / ( 4 . 6 ) 

x , ; 

Suieia a ( 1 . 2 ) | 1 ^ 

X|,X2 > 0 

•monees las cond ic iones de K. K. 1. son 

/ 

£ 

V 

4 2 1 - 1 0 
\ 

0 V, i 

2 4 1 0 - 1 0 M = 1 6 

2 0 0 0 1, <LU l -> 

U , ; 

4 x , - 2 \ 2 + / V | - n i 

2 \ , - 4x-, 4 2X, 

x, - 2 v +S 

4 

b 

i i 

In t roduciendo las var iab les ar t i f ic iales R, > R2 se tiene : 

4x, - 2x__. - R, 4 

2x, + 4x 2 + 2X, 6 

x , - 2 x , +S, 2 

Reso lv iendo este p r o b l e m a de programación lineal restringido, fo rmándose la siguiente 

tabla : 

W ni i ii R, + R 2 

C| de las Variable 

\ ar Bas Basica S h Mi H2 R. R S, A A, 

1 R, 4 1 -1 0 1 0 0 4 1—Sale 

1 R, 2 4 2 0 -1 0 1 Ü 6 

0 S, 1 2 0 0 0 0 0 1 -> 2 

Cj 0 0 0 0 0 1 1 0 Como n, 0. puede 

Sol. Bas. Fac l) 0 0 0 0 4 6 2 entrar a la base. \ 

-6 -6 -J l 1 0 0 0 se cumple H(
xi ® 

LI£ntra 



C j d e las V a r i a b l e 

V a r B a s H ISK. I >r ii l< < S A \ 

0 x I i i 0 . 0 (1 1 

1 1< il •> j 3 2 I l 1 2 1 (l 1 -1 

0 s n ì 2 -1 4 - n 1 -1 n 1 » — Sa le 

C | 0 0 0 n o n I 0 C o n i 0 . e n i r a r 

S o l B a s Fac i 0 0 0 0 0 4 1 \ I IJ b a s e \ 

_ n - -> - 3 2 î Ì 2 () (I V. 0 

L Emra 

C j d e Idi \ a r il>k 

V a r B a s B a s i c a x-, Mi II R, R , S, A A,/c, 

l \ i 0 1 3 -1 % 1 1 3 0 - l ì 1 

1 R n 0 -> 0 (1 1 -2 1 -- S a l e 

0 \ n ! - 1 6 - l 0 ( -1 6 0 2 3 2 ' 4 

C i 0 0 0 0 ( 1 1 (i ( o m o S , 0 . 

So l . B a s 1 ac 2 1 2 3 0 0 n -> n c n u n / a la b a s e 

—I 0 0 .2 0 I (1 2 \ /.,S, 0 

LEntra 

Ci d e las V a r i a b l e 

\ ar B a s B a s i c a N| \ - > M M R R S A A, c 

0 x, 1 0 0 - 1 3 1 6 1 3 

K 

- 1 6 0 1 3 

0 1 0 0 0 1 2 0 • 
-1 l 

0 n 1 0 1 6 - 1 1 "> - 1 6 1 1 2 1 2 s 6 

C i 0 0 0 0 0 0 1 1 0 

S o l . B a s F a c . l 3 5 6 1 0 0 0 0 0 0 

—I 0 (1 0 0 0 0 l 1 0 

Solu t ion opl ima 

1 > x 2 - 5/6 h 1 ^ o 

0 R = 0 - 0 S, 0 



Programación Separable 

Definición • l n problema de programación no lineal es separable si puede ser expresado 

de la siguiente h u m a 

Maxinu/.ar (minimi/ai ) f ( \ ) ^ / ( \ i 
t 

) ^ P\ p-" ; i 1 1 m 

Sujeta a 

x , > 0 para i I n 

1-n pi< gramaunn separable la I une ion o b t u v o v las resine ti mes deben 

expresarse como sumas de funciones de una sola \ ai uible cada una. 

Ejemplo: La función lineal 

IU) a,.\, - i_x • ' a.x,, 

donde a,, a a, son constantes separables 

Ejemplo: La función 

h(x) _ \ f + x,sen(x| + x2) + x-. e x i 

no es separable pues aparecen dos func iones ( segundo \ tercer sumando) en t é rminos de 

mas de una vaiiable. 

Solucion aproximada al problema separable 

Lina solucion aproximada para cualquier p rob lema separable puede obtenerse con 

el método Simplex de programación lineal. 

Supóngase que f(x) ha de ser ap rox imada sobre el intervalo [a.b). Def ínase a k . 

siendo k~l K como el k-esimo punto de separación en el eje X tal que a, < a2 <•...< a k . 

Los puntos a, y coinciden con los puntos te rmina les a > b del intervalo en estudio. Por 

lo tanto. f(x) se aproxima como sigue 

.i o 
f ( x ) - ^ f ( a k ) [ k x £ a L t k 

i i k i 

donde tk es un peso no negativo asociado al pun to k-es imo de separación tal que 

H 
= 1 Esta aproximación es val ida si: 

k i 

i) A lo mas dos tk son positivas 
• • 

ii) Si tk es positiva, tínicamente se permite que una tk adyacente (t o bien tk -I) sea 
positiva. 



l .n el Iormato del método Simplex . la liase restringida o conjunto de variables 

ha icas especi f ica q u e no n.as de dos i posi t ivas pueden aparecer en la base. Ademas dos 

t ' pueden ser posi t ivas únicamente si son advaccntes l a condición de optinial idad 

csii iela del m é t o d o Simplex se ut i l i /a para sele clonar la variable de ent iada l, 

ún icamente si sat isface Lis condic iones anteriores I I p iocedimienlo se repite hasta que 

la condic ión de opt imal idad se sat isface o hasta que es imposible introducir nuevas i, sin 

violar l a condic ion de base restr ingida, lo que ocurra primero Ln este punto, la ul t ima 

tabla da la solucion ópt ima ip ioxmiada al problema 

E j e m p l o : Ylaximi/a i / \ • \ 

Su je ta a 3x, + 2x2 < 9 

\ x, o 

Cons ide rando las func iones separables 

t <x,) x, u ^x 

U x 2 ) x , J g 2.x-, 

Las junc iones .j(x,) > g| ' (X|) quedan en su forma presente, dado que son lineales, f.n este 

caso se trata X| c o m o una de las variables. Considerando f2(x2) y g f ( x 2 ) . supóngase que 

existen cuatro pun tos de separación ( K : 4). Ya que el valor de x2 no puede exceder de 

3 (por el intervalo (0.3)) . se dcduce que 

k a2
k f2(a2

k) g | 2 (a 2
k ) 

1 0 0 0 " 

2 1 1 2 

3 2 16 8 

4 3 81 18 

De lo cual 



i v x , ) i i ( i i 1 r . i ; ( . r ? ) i r , ( a 4
2 ) 

0(1 l u ' , • l ( x i \ ) 4 8 1 ( t \ ) 

l \ • IM* • SU 1 , 

> 1 tJ (a-,) ' i u (a «) í t\g""|(a,) 1 t \ g ~ ( a ' . > 

21 - Kl' ' IXi1, 

El problema du aproximación es-

M a \ i m i / a r / x, -i t \ * 1 6 l \ 4 g l t 4
2 

Miicia a 3 \ - 2 l , r , < 9 

t'_ - t% » l • i1 1 

t \ > 0 k = 1,2,3,4 

Xñadicndo una viriable de holgura a la primera restricción 

-r 2 \ - Hu * 18t - S, 9 

La tabla S imples inicial, con las co lumnas reordenadas para dar una so lu t ion de inicio es 

la siguiente 

C j d e las V a r i a b l e 

V a r B a s B a s i c a \ i t -. t \ S t ^ A. A. c I «R 

0 S " - 2 8 18 1 0 9 9 8 

0 t \ (J k I L O I ] I - s a l e 

C | 1 I 16 81 0 1 

S o l B a s l<u_ (i 0 0 0 9 0 

I I 16 81 0 I 

l-Entra 

4 I A 

Si t 2 es la variable de entrada, la variable de salida es S) ,estando en la base t 2 y t 2, lo 

que viola la condicion de faclibilidad. Entonces la variable que debe salir es S, y no 

puede entrar a la base t4
2. Considerando t2 como variable de entrada, sale de la base t2 y 

se cumplen las condiciones de factibil idad. 

La tabla de la primera iteración del método Simplex aparece a cont inuación. 



( i de las Variable 

\ , 1 1 Ü . I S B A S K . I \ I I I \ I \ \ > . 

(I S , . I 10 1 X 1 H - S a l o 

lo i 0 , 1 I <1 I I I 

C | I í XI 0 0 

So l B a s 1 ¿k 0 ' i 0 1 I) 

I I s o (•»•> 0 -l(> 
L l - . n t r a 

i a v a r i a b l e d e e n t r a d a o l J v c o m o e.sta e n la b a s e l . e n t r a e n l u g a r d e S , 

] Jt, I is V a r i a b l e 

V a r B¿u> I3a.siiu v, i i , i , S t A , 

SI í 4 > 10 -(> 10 0 1 1 10 - 8 10 1 / 1 0 

K, i * (i 1 > 1 U I Ib 0 10 

íi 

C] 16 81 i) i 

Sol. Ba:>. Tac. (1 < l> 10 I lü 0 o 

- T 2 "M 0 0 -l> 2 *6 

l a t ab l a mues t ra que t ' ; > t > son candidatos a ser \ a r i ab l e de entrada. C o m o t'2 no es un 

pun to a d y a c e n t e a t ' \ > t J
2 ba s i cas . no puede admitirse. t2

2 no puede entrar a la base, dado 

que si en t ra , ¿ale de la base t \ y quedan dos valores no adyacentes en la base. El proceso 

t e r m i n a en esie punto. 

So luc ton 

O p t i m a x , 0 r 2 0 l \ 9 10 

t ' : 1 10 S, 0 tJ
2 1 10 

Z m a x = 0 + 0 + 16(9 1 0 ) + 81(1 10) 

- 22.5 

P r o g r a m a c i ó n Fraccional l ineal 

Ahora cons ide ra r emos un problema en el cual la func ión objet ivo es el cociente 

de d o s func iones l ineales y las restricciones lineales, l ales problemas son l lamados 

" p r o b l e m a s de p rogramac ión lineal fraccionar* y pueden ser establecidos c o m o sigue 



p ' \ \ ( í 
M i n n n i / a r 

q \ < f\ 

S u j e t a a Ax h 

\ O 

d o n d e p \ q \ o n v e c t o r e s c o n u c o m p o n e n t e s , b e s un v e c t o r c o n m c o m p o n e n t e s . \ e s 

u n a m a t n / m \ n v u (1 s o n e s c a l a r e s 

L e m a : S e a l ( \ ) ( p ' x + a ) / ( q ' \ ^ \ ) ) y s e a S u n c o n j u n t o c o n v e x o ta l q u e q ' x + ( 1 * 0 han» 

S I n t o i K c s . i e s t a n t o p s e u d o c o i n e x a \ p s e u d o c o n c a v a b a i o s 

i J e l l e m a a n t e r i o r s u r u e n a l g u n a s i m p l i c a c i o n e s p a r a p r o b l e m a s d e p r o g r a m a c i ó n 

l i n e a l f r a c c i o n a l 

1. P u e s t o | u e la ¡ u n c i ó n o b i e t i v o e s p s e u d o c o n v e x a v p s e u d o c o n c a v a b a j o S e n t o n c e s 

t a m b i é n e s c u a s i - c o n \ c x a . c u a s i - c o n c a v a . e s t r i c t a m e n t e c u a s i - c o n v e x a v c u a s i 

c o n c a \ a 

2 . P u e s t o q u e la f u n c i ó n o b j e t i v o e s p s e u d o - c o n v e x a v p s e u d o c o n c a v a , e n t o n c e s , un 

p u n t o q u e s a t i s f a c e l a s c o n d i c i o n e s d e K.K. . T\ p a r a u n p r o b l e m a d e m i n i m i / a c i o n e s 

t a m b i é n u n m í n i m o g l o b a l b a j o la r e g i ó n f a c t i b l e . I g u a l m e n t e , u n p u n t o q u e s a t i s f a c e 

l a s c o n d i c i o n e s d e K . .K .T . p a r a u n p r o b l e m a d e m a x i m i z a c i o n e s t a m b i é n u n m á x i m o 

g l o b a l b a j o la r e g i ó n f a c t i b l e . 

? . C o m o la f u n c i ó n o b j e t i v o e s e s t r i c t a m e n t e c u a s i - c o n v e x a y e s t r i c t a m e n t e c u a s i -

c o n c a v a , e n t o n c e s u n t n i n i m o l o c a l e s t a m b i é n u n m i n i m o g l o b a l b a j o la r e g i ó n 

f a c t i b l e . I g u a l m e n t e , u n m á x i m o l o c a l e s t a m b i é n u n m á x i m o g l o b a l b a j o la r e g i ó n 

f a c t i b l e . 

4 . C o m o la f u n c i ó n o b j e t i v o e s c u a s i - c o n c a v a y c u a s i - c o n v e x a , si l a r e g i ó n f a c t i b l e e s 

a c o t a d a , ( d e l i m i t a d a c o m p l e t a m e n t e s u g r a l i c a ) e n t o n c e s , la f u n c i ó n o b j e t i v o t i e n e u n 

m i n i m o e n ni p u n t o e x t r e m o d e la r e g i ó n f a c t i b l e y t a m b i é n t i e n e u n m á x i m o e n u n 

p u n t o d e la r e g i ó n f a c t i b l e 



Motodo de C'hsirnes y C o o p c r 

I s t e m é t o d o c o n s i s t e e n c o r n e t í n el p r o b l e m a d e p r o g r a m a c i ó n l i n e a l f r a e e i o n u l 

e n u n p r o b l e m a d e p r o g r a m a c i ó n l i n e a l q u e p u e d a s e r r e s u e l l o c o n el m é t o d o S i m p l e v 

( ' o n s i d c r e e l s i g u i e n t e p i o b l e m a 

p x H u 
M i n i m i / a i 

q x + / i 

M i | e l a a A x < b 

x ' O 

S u p o i i u a s e q u e e l c o n j u n t o S ! x . A x b > x 0 ¡ e s c o m p a c t o ( a c ( » l a d o \ 

c e r r a d o , q u e c o n t i e n e s u s p u n t o s l i m i t e s o p u n t o s f r o n t e r a ) > s u p ó n g a s e q u e q ' x -t \!> > 0 

p a i a c a d a \ s H a c i e n d o / I < ^ >> > > / .x . el p r o b l e m a a n t e r i o r p u e d e r e d u c i r s e 

al s i g u i e n t e p r o u r a n i a l i n e a l 

M i n i m i / a r - p l v - u / 

S u j e t a a A v - b / < 0 
i , 

- q > - z I 

> ^ 0 

z > 0 

A h o r a , si q ' x + p x 0 p a r a l o d o x e S . h a c i e n d o -7 1 ( q ' x (5) y y z x s e t i e n e 

q u e el n u e v o p r o b l e m a e s 

M i n i m i ¿ a r -p l > - a / 

S u j e t a a A y - bz < 0 

i , 
- q \ - / 1 

> 
/ > 0 

f i n a l m e n t e , st e x i s t e n x, y e S t a l e s q u e q ' x , + ^ > 0 y q l x : + p < 0 , e n t o n c e s l a 

s o l u c i ó n ó p t i m a a l p r o b l e m a f r a c c i o n a I e s n o a c o t a d a 



E j e m p l o : Minimizar -2x, * x2 + 2 
\ i • 3x-> t 4 

Sujeta a - \ < x ' 4 

2 \ | • x, • 14 

x2 (> 

X . X • l) 

! a sumiente figura muestra la región factible. 

C o m o el punto (0.0) es factible, > en este punto -x, 3x2 + 4 > 0. Por lo tanto , el 

denominador es positivo bajo la región factible entera, se obt iene el siguiente p i o b l e m a 

lineal 

Minimizar -2yj + \ 2 + 2/. 

Sujeta a -y, + - 4/. < 0 

2\'| + v2 - 1 < 0 

y , - 6 z < 0 

y, + 3>2 + 4z - 1 

y,. y2 ,z > 0 

Resolviendo este problema con el método Simplex. se tiene que la solueion óp t ima es y! 

- 7/11, y2 - 0 y 7. ~ 1/11. La solueion óptima al problema original es x, - y¡ /¡ 7 y *2 

y2 /z2 - 0. El correspcndiente valor objetivo es -1.09. 



P r o g r a m a c i ó n ( . c o m e t r i c a 

I ' n a do l a s m a s r e c i e n t e s t é c n i c a s d e o p t i m i z a c i ó n m a t o m a i i c a e s la p r o g r a m a c i ó n 

g e o i n c t i i e a . q u e e s m a n e j a d a p a i a l u n c i o n e s \ r e s t r i c c i o n e s n o l i n é a l e d e s c u h i e r i a p o r 

|< I ) u f l i n \ l ' / e n n e r . 

D e s i g u a l d a d de la m e d i a ar i tn ie t ica-media geométr ica 

Si x s o n e u a l e s q u i e r n ú m e r o s 110 n e g a t i v o s \ / X,, t i e n e n la 

p r o p i e d a d 

I - - , « 
1 1 

w - i) p a i a i o d o ) ( j 1 .2 n ) . e n t o n c e s 

¿ / \ -> l ' l v " ( 1 ) 

l - . \ i s i e u n a f o r m a e s p e c i a l d e e s t a d e s i g u a l d a d q u e p u e d e ser u s a d a e n c i e r t o s 

p r o b l e m a s d e i n m u n i z a c i ó n , s u p ó n g a s e q u e s e t i e n e u n a f u n c i ó n t d e la f o r m a 

f KM N.) >1 + >2 + - >» 

d o n d e 

y, > , ( \ | x : ) > 0 . j 1 m 

F s t o e s . c a d a t e r m i n o y, e s t a e n f u n c i ó n d e x | . . . . , x n y f e s la s u m a d e t a l e s t é r m i n o s . P o r 

o t r a p a r t e si e n la e c u a c i ó n ( 1 ) si X 1 n s e t i e n e q u e 

I I 

A h o r a s u p ó n g a s e q u e 

m 

n , ; » = c (3) 

d o n d e c e s c o n s t a n t e . D e la e c u a c i ó n ( 2 ) s e t i e n e q u e 

2 > - n , > "' 
1 1 



Partiendo de esta definición, considerando el posinomio 

m a 

' * !' 
i i i 

aplicando la desigualdad (5) se obtiene 

P P, » 
i ' 

o también 

Z, "I" .. r i . 'I 

/ . .V ...A",, > N I C \ . . . A „ ) ' 

Se busca encontrar los valores de que satisfagan las c o n d i c i o n o 

a, . /1 • a_,/o + . • • ' a ln / „ 0 

a -.'/. ->• a + . . . -< a1lP / , 0 

j l n . /H - a i n /o + . . . - anill 0 

> - 1 - ^ 2 + "'-m 1 

/•I . ^ • " 

y a s i m i s m o , q u e p u e d a o b t e n e r s e e l v a l o r d e la f u n c i ó n o b j e t i v o f. 

E j e m p l o : M i n i m i z a r 

4 
t(Xi.Xi.\0 = + 8x,x^ + 4 x , x 3 - + 4xix-

" " x , x , x , 

Examinando 

(4x ' | x x"'3)>J (8X|Xt)'2 ( 4 X , X 0 " ( 4 X , X , ) W 

Para lograr que se el iminen las variables al buscar el valoi de la función obje t ivo, 

tomando 



Por la ecuación (3) la desigualdad se expresa como 

Z v / , , A" ) • I I I C (4) 

para todos los vectores (X|,...,X„) 

Ejemplo: Pata t ( \ ) 1 x* + 2 \ 4 \ . x 0 con m 3v v 1 \ \ 2x" . >. 4x 

Usando la relación (3) 

fl.y "" y n y 2 ' V 3 n 

(1 x V \ 2 x 2 ) ' (4x) 

(8)' 1 2 

Entonces. poi (4) se tiene que 

f(x) > me 3(2) 6. para x • '). 

Ucsolueion de problemas de programación geométrica no restringidos 

Sean v v ym m nutricios no negativos, entonces la desigualdad (1) puede ser 

e s c r i t a c o m o 

X I \ A, > 0 p a r a t o d o | 

S i v, = e n t o n c e s 

) i + ) . + ••• + ym — M " ( * v 
U J U 

(5) 

L a f u n c i ó n g e n e r a l f p u e d e c o n s i d e r a r s e c o m p u e s t a d e m t é r m i n o s 

> , ( j 1 m ) t a l q u e 

ají ai 2 ain 
> , C , V X 2 . . . X N 

d o n d e c , > 0 v p a r a k - 1 .2 n a l k e s u n n u m e r o r e a l y x k e s u n a v a r i a b l e q u e s o l o t o m a 

v a l o r e s p o s i t i v o s , e s l l a m a d a p o s i n o m i o . 



V c o i l y. / \ / - o 

se llene que 

>-\ 2 ^ / , X, 1 5 

De lo a ia l 

+ 1/5 (5-8\,x,) + 1/5 (5-4X2X,) + 1 > ñ 4 \ , \ , ) 
\ X x,j 

4 
J ( 5 - 8 x l x 2 ) M 5 4 x > J ) l \ 5 4 x l x , r i ¿ / 4 

^ (KM (40) 120)' ' i 2 0)1 ' 

^ (1600000) ' ' 

l os \ a lo res tic las \ariublcs X|.X-».X-. se obtienen resolviendo las s ú m e n l e s ecuación 

4 10" ' 

401 * 

4x 2 x , - 2 0 1 ' 

4X|X 201 s 

Solucion óptima: 

x, 3-í 0 x2 = 3.50 x- 0.13 

Valor de la función objetivo: 104.5 

h n el ejemplo anterior se observa una característica importante de 1 

programación geométrica, que permite conocer acerca del valor de la tuncion objet iv 

antes que la combinación óptima de las variables. 

v A \ \ 



Programación g e o m e t r i c a restringida 

1 sios p rob lemas d e programación geometr ica restringida se resuelven median te 

su p iob lcma dual. 

| | p ioblcma de p rogram icion geometr ica resli ingida 

min U x ) Z - 1 < * 

i 

sujeta a h,(x) ^ t (x) < 1. i - I . . . k 

, , , Il M .1 on le \ , ( \ ) c x; x^ ... .x„ 

c¡ > 0 , 

un 
P 

J 1 P 

coi p , m. p p. p, Pi-I 

I-1 problema d u a l se expresa como 

max g(/-> X2, . A,,) max g(X) 

• ; n ( / . p M . , + . . +Xpr) iv a r l 

sujeta a X, X,, > 0 

(/pr-l+ - pr) 

I 

V a , , / L . - 0 , n 

Ejemplo : Minimizar f (x b x 2 , x 3 ) - 3xix , + 1/9 x, 

sujeta a 1/3 x,' 2 x 2 " \ J 2 ->- 3x |" l x 2 x, ' : < 1 

El p rob lema dual es 

--.I 

M a x g(X h X2, X3, X4) 
r 1 / 9 ^ 31 í \ 

\ h ¿ l A, > ^ 4 / 
<X, + X4) 

/ . v / j 

sujeta a X, + X2 - 1 

X2 + 1 2 f X4 = 0 
X, - 2 X ; + X, - 0 
X, +1/2X, - 2X4 = 0 

X, .X : ,X 3 ,X4^0 



La primera resinecion se refiere a la suma de los Á., i 1,2. dado que son dos t é rminos en 

la función objetivo. I as otras ti es les tnceiones son referentes i los términos que tienen 

las variables x,. x . x5. respectivamente con coeficientes la potencia de cada te rmino I-1 

arreglo de coetk l e n t e s 

1 1 0 0 ' 

0 I 1 2 - 1 

1 0 2 1 

1 0 1 2 2. 

Para hallar los valores de A.2, A.?, A4, calculando la malí i/- inversa del arreglo anterior , se 

tiene 

7 9 ^ 9 1 9 1 3 

2 9 " o 1 9 1 ^ 

2 3 2 3 - 2 3 0 

5 9 ^ 9 2 9 1 3 

de lo cual 

> . , 7 9 2 9 / , 2 3 kA 5 9 

F1 valor optimo de los problemas dual v primal es: 

n V t i r ' i ' 2 7 , ; ' n V " 
g í ? ° 7 Í 2 l 2 1 9 

5.032 

Fntonces, para ininimi/ar X|.x2 .x,. se obtiene la única solucion resolviendo el s iguiente 

sistema de ecuaciones 

3X|X2 7 9 g (? / ) 

1 9 x, ~ 2 9 g(X') 

i -> 1 2 2 12 , , . 
1 X , X : X-, 6 1 1 

.1X( x 2 x , - - s i l 



l . o s t é r m i n o s d e l l a d o d e r e c h o d e l a s d o s u l t i m a s i t u i a l d i le s e o b t i e n e n d i v i d i e n d o e l 

c o r r e s p o n d i e n t e i 3 . 4 e n t r e la s u m a d e / - / , 

I . l e g a n d o f i n a l m e n t e a la s o l u e i o n ó p t i m a 

1 (Ü)'>5 x 2 4 . 6 7 S 0 ">7X 

h a b i e n d o a p l i c a d o e l s i g u i e n t e t e o r e m a a l e j e m p l o a n t e n o i 

T e o r e m a . S i el p r o b l e m a p r i m a l t i e n e s o l u e i o n . e n t o n c e s p a r a l a s s o l u c i o n e s ó p t i m a s 

r e s p e c m a s \ . . s e t i e n e q u e ) '(\ ) yt / ). 



l-;i concepto de métodos de dilección factible es una ampliación directa \ lógica 

de los métodos usados paia p ioblenus sin restricciones, pero da lugar a a lgunas 

dificultades sutiles, como la Lilla de convergencia global en el valor o p n m o del 

problema no lineal. Los problemas con icsincciones de desigualdad se pueden na tar con 

una estrategia de conjunto activo 1.1 n este enloque. ciertas restiiceioties se tratan como 

activas, v las restantes como inactivas Se determina el conjunto correcto de rest i iccioncs 

activas durante el proceso de busqueda añadiendo v eliminando restricciones del 

coniunto de trabajo. 

Los métodos de dirección factible mas prácticos son el método de p ioveccion de 

gradiente de Rosen v el método de ..r aliente reduci lo le W'olte 1 slos métodos básicos 

pueden considerarse como el método de ascenso-descenso acelerado aplicado en la 

superficie definida por las leslricciones activas De los dos métodos, el del giadicntc 

reducido de ^ o l t e es recomendado, pues converge en un menor numero de i te iaciones 

para la mayoría de los problemas que el método de prov eccion de gradiente de Rosen . 

Por ultimo, los métodos de solucion de programación no lineal se pueden 

clasificar en términos generales como procedimientos directos o indirectos. E j emplos de 

los métodos directos son los algoritmos de gradiente, donde el max imo(min imo) de un 

problema se busca siguiendo la tasa de ineremento(disrninucion) mas rapida de la 

función objetivo en un punto, f n los métodos indirectos, el problema original se 

transforma primero en un problema auxiliar del cual se determina el opt imo. Algunos 

ejemplos de estas situaciones son la programación cuadrática, la p rogramación 

separable, la programación fraccional > la programación geométrica. 



O b s e r v e m o s q u e l o s p i o h l e m a s a u x i l i a r e s e n e s t o s c a s o s p u e d e n p m d u u r u n a s o l u c i o n 

e x a c t a o a p r o x i m a d a de l p r o b l e m a o r i g i n a l Por e j e m p l o , el u s o d n d i c i o n e s d e 

K a r u s h - K u h r i - 1 u e k e i c o n la p r o g r a m a c i ó n c u a d i a l i c a p r o d u c e u n a so l j u o n e x a c t a , e n 

l i n lo q u e la p r o ü t a m ic ion s e p a r a b l e g e n e r a s o l o u n a s o l u c i o n a p r o x n n i la 
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G L O S \ R K ) 

B a s e : l n el nicle >do S i m p l e x . c o n j u n t o d e v a r i a b l e s b a s i c a s . 

B i s c e o i o n : I c u KM q u e e o n s i s l e e n d i v i d i r r e p e t i t i v a m e n t e a la m i t a d a l o s s u b i n t e r v . i l « 

d e [ a . h | . \ a t 11 p a s o , l o e a l i / a r la m i t a d q u e c o n t i e n e a / . k . p u n t o ó p t i m o . 

C o n j u n t o a c o t a d o : U n c o n j u n t o e s a c o t a d o si e x i s t e u n n u m e r o k ta l q u e x | ^ k pai i 

c a d a x e n el e o n i u n t o . 

C o n j u n t o c e r r a d o : U n c o n j u n t o q u e c o n t i e n e s u s p u n t o s f r o n t e r a o p u n t o s l i m i t e . 

C o n j u n t o c o m p a c t o : U n c o n j u n t o a c o t a d o v c e r r a d o . 

Convergencia: El hecho que una sucesión de pasos o iteraciones tenga un limite. 

C o n v e x i d a d : I' o p i e d a d d e lo s c o n j u n t o s c o n v e x o s , a q u e l l o s c o n j u n t o s q u e ¡ 

c u a l e s q u i e r p r l e p u n t o s e n el c o n j u n t o , e l s e g m e n t o q u e l o s u n e . d e b e p c r t e n e e e i ti 

c o n j u n t o 

D i r e c c i ó n f a c t i b l e : U n v e c t o r c u v o m o v i m i e n t o a l o l a r g o d e l m i s m o n o v i o l a n i n u i i 

d e l a s r e s t r i e c i o n e s d e l p r o b l e m a . 

D i r e c c i o n e s c o n j u g a d a s : L a s d i r e c c i o n e s d ^ d i , . . . ^ , , . , s o n c o n j u g a d a s d e l a m a m / 

H e s s i a n a si c u m p l e d / H ^ - 0 i * j . i j 0 , l , . . . , n - l c o n d , , d , * 0 p a r a t o d a i y j . 

E s p a c i o e u c l i d i a n o : C o n j u n t o d e t o d o s l o s v e c t o r e s d e d i m e n s i ó n n d e f i n i d o s s o b r e l o s 

n ú m e r o s r e a l c é . 

F u n c i ó n b i m o d a l : A q u e l l a f u n c i ó n q u e t i e n e d o s o p t i m o s l o c a l e s o r e l a t i v o s . 

F u n c i ó n m u l t i m o d a l : U n a f u n c i ó n q u e t i e n e v a r i o s o p t i m o s l o c a l e s o r e l a t i v o s . 

F u n c i ó n u n i m o d a l : U n a f u n c i ó n q u e t i e n e s o l o u n p u n t o m i n i m o o m á x i m o g l o b a l o 

a b s o l u t o . 

G r a d i e n t e : V e c t o r q u e t i e n e c o m o c o m p o n e n t e s l a s d e r i v a d a s p a r c i a l e s d e f c o n 

r e s p e c t o a l a s v a r i a b l e s x | . x 2 , . . . , x n . 

I n t e r p o l a c i ó n : T é c n i c a q u e c o n s i s t e e n e n c o n t r a r u n v a l o r o p t i m o d e u n a f u n c i ó n 

o b j e t i v o p a r t i e n d o d e u n a n u e v a f u n c i ó n . 



Itcraccion : Un desarrollo de una serie de elapas de las q u e consta un algori tmo. 

Longitud de paso : Magnitud de avance de un punto factible a otro mas cercano a la 

solueion óptima en una iteración 

Matriz. Ilessiana : La matriz compuesta por las der ivadas paiciales de segundo oiden 

f ; f ( x ) fx,x, f 1 | (x )para i L . . n. i 1. . . ,n 

Matriz simétrica : Una matriz cuadiada que es u u a l a su transpuesta. 

Medida de eficiencia : L1 numero de iteraciones de los métodos de busqueda , entre 

menos iteraciones se efectúen es mejor la medida de ef ic iencia de un método. 

Métodos primales : Aquellos métodos en los que la lactibil idad del problema p n m a l es 

mantenida durante el proceso de optimización. 

Multiplicadores de Lagran^c : Son las constantes que apaiecen en el lagrangutno A. 

i 1. . ..m. 

Problema l inea l : Es un problema de minimizar o maximizar una función lineal en la 

presencia de restricciones lineales del .ipo de des igualdad , igualdad o ambas . 

Restricciones activas : Son aquellas restricciones de des igualdad que son va l idas como 

igualdad. 

Restricciones, inact ivas: Aquellas restricciones de des igualdad que no son validas 

como igualdad Son lo contrario a las restricciones act ivas . 

Solueion Factible : Un vector perteneciente a un subcon jun to del espacio eucl id iano En 

que satisface tas restricciones. 

Solueion óptima : Un punto x tal que f(x) < f(x) para el caso de maximizac ion . Para el 

caso de minimizacion f(x) > f(x). 

Variable basica : En programación lineal, en un s i s t ema de m ecuac iones con n 

variables (n > m) una solueion basica es aquella que se ob t i ene al fijar n - m var iables del 

sistema iguales a cero y resolviendo el sistema en f u n c i ó n de las m restantes, l lamadas 

variables basicas. 



V e c t o r : A r r e g l o d e n n ú m e r o s e s c u l o s e n u n a f i l a o u n a c o l u m n a . 

V e c t o r e s l i n e a l m e n t e i n d e p e n d i e n t e s : \ q u e l l o s v e c t o r e s a .a . .. ak d e d i m e n s i ó n n q u e 

X ^ a - 0 i m p l i c a q u e Xi 0 p a r a | 1 k. 
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