UNIYERSIDAD AUTONOMA DE MUEVD LEON

FACULTAD DE INGENIERIA MECAMICA Y ELECTRICA
DIVISION DE ESTUDIOS DE POSTGRADO

PROGRAMACION NO LINEAL

POR
LIC. RAMON CANTU CUELLAR

T.ES:1S

EN OPCION AL GRADO DE MAESTRO ' EN CIENCIAS
DE LA ADMINISTRACION CON ESPECIALIDAD
EN INVESTIGACION DE OPERACIONES

SAN NICOLAS DE LOS GARZA, N. L. MAYO 1996



TV3INIT ON NOIDVWVYEDOUd




LTI

0000000000



IVERSIDAD AUTONOMA DE NUEVO LEON

CULTAD DE INGENIERIA MECANICA Y ELECTRICA
PIVISION DE ESTUDIOS DE POSTGRADO

PROGRAMACION NO LINEAL

POR
L1C. RAMOR CANTU CUELLAR

TESIS
OPCION AL GRADO DE MAESTRO EN CIENCIAS

JE LA ADMINISTRACION CON ESPECIALIDAD
EN INVESTIGACION DE OPERACIONES

~ %N NICOLAS DE LOS GARZA. N L. MAYC 199¢



Tw I17 -/ 2560




UNIVERSIDAD AUTONOMA DE NUEVO LEON

FACULTAD DE INGENIERIA MECANICA Y ELECTRICA
DIVISION DE ESTUDIOS DE POSTGRADG

PROGRAMACION NO LINEAL

POR
LIC. RAMON CANTU CUELLAR

TESIS

EN OPCION AL GRADO DE MAESTRO EN CIENCIAS
DE LA ADMINISTRACION CON ESPECIALIDAD
EN INVESTIGACION DE OPERACIONES

SAN NICOLAS DE LOS GARZA, N. L. MAYG 1996



UNIVERSIDAD AUTONOMA DE NUEYO LEON
FACULTAD DE INGENIERIA MECANICA Y ELECTRICA

DIVISION DE ESTUDIOS DE POST-GRADO

Los micmbros del Comité de tesis recomendamos que la presente tesis realizada por el
Lic. Ramén Canta Cuéllar sea accptada como opcién para ob.ener el grado de Maestro
de Ciencias de la Administracion con especialidad en Investigacion de Operaciones.

El Comité de Tesis

N

M.C. u@bﬁyez Cavazos Q/o\! \
o Ji%)

\/Qéasesor 'Qoasc.%r
M.C. Vicente Garcia Diaz M.C. Roberto Elizondo Villarreal

LK

Division de Estudios dc l’;ls!gratro
M.C. David Oliva Alvarez

San Nicolas de los Garza. N.L. a Diciembre d : 19935,



PROLOGO

La prozramacion no lincal se¢ ocupa del problema de optimizar una luncion
objetivo con lu presencia de restriceiones tipo de igualdad y/o desigualdad. Si todas las
funciones son linealcs tenemos un programa lineal de lo contrario. €l programa es no
lineal y su resolucion es el problema de estudio en esta tesis. La popularidad de la
programacton fineal puede atribuirse a muchos factores, inchivendo su habilidad para
modelar problemas grandes v complejos, asi como la de su r2solucién en un intervalo
razonable de nempo mediante el uso del método Smuplex.

mas recientemente del

método de Karmarkar. v de las computadoras, por parte de los usuarios.

Sin - embargo  muchos problemas reales no pueden ser adecuadamente
representados o aproximados como un programa lineal debido a la naturaleza de la no

lincalidad de la [uncidn objetivo v o la no hnealidad de cualquicra de las restricciones.

Los exluerzos por resolver tales problemas no lineales en farma cficiente
provocaron un raptdo progreso durante las pasadas tres décadas. Fsta tesis presenta estos

desarrollos ¢ una forma logica ¢ independiente.

Asim:sino. esta tesls conticne material de consulle para profesionales quc
requicren aplicar teenicas de pragramacion na lineal en 1o re Hlucion de problemas en
SUS respective . campos de trabajo como apoyo o referencia e cursos de programacion
no lineal o de mmvestigacion de operaciones que en sus prograinas de estudio ineluyan la

programacion no lincal.
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CAPITULO 1

INTRODUCCION

1'1 objetivo de esta tesis ¢sta encaminado a que cualquier, persona. familiarizada
con los conceptos de programacion lineal pueda de una manera comprensible entender
las téenicas de programacion no lincal. eliminando las demostraciones matematicas que
ofrecen la mavoria de los textos especializados en el tema. sin perder la continuidad de
las ideas. enfocandose mas en la aplicacion de tales 1écnicas.

El contenido de esta tesis es contemplado hacia la investigacion v/o docencia
referente al area de investigacion de operaciones. concretamente a la programacion no
lineal.

La metodologia de esta tesis consiste en desarrollar bases iécnicas de los
algoritmos ¥ miodelos no hneales considerados y ejemplos de su aplicacion.

l.a programacion lineal cuenta con los algoritmos Simplex y Karmarkar para la
resolucion de cualquier problema hineal. siempre s cuando este tenga solucion.
Desgraciadamenic en programacion ne: lincal no existe un algoritmo matemauco quy
pueda resoher cualquier problema no hineal. simo gque dependiendo de la naturaleza del
problema, ya sea de la funcidn objetivo o de las restricciones si existen en €l problema,
se aplica un metodo en particular para la solucion de tal problema

La teonia de la convergencia de aleoriimos. aunque por si nisma constituye un
tépico muy importante, no ha sido incluida en esta tesis. enfocada a los aspectos

intuitivos en ¢l desarrollo y formulacion de dichos algontmos. para motivar a la posible

aphicacion de s nismos en las diferentes arcas de trabajo.



Un factor que motivo al tema de esta tesis es ¢l no encontrar ninguna elaborada
anteriormente que trate en su totalidad el tema de programacion no lineal. donde la
literatura que existe actualmente del tema. especializada. son obras en ingles en su gran

mayoria.



CAPITULO 2

SINTESIS

En esta tesis analizaremos el tema de la programacion no lineal. en cinco
capitulos y uno final de con¢lusiones y recomendaciones. Existe dependencia de los
capitulos 3 y 4 con los tres siguientes, salvo las aplicaciones del capitulo 3 que pueden
ser omitidas sin que se pierda la 1lacion o continuidad de las ideas. Los capitulos 5.6y 7
son independientes completamente. de manera que puede tratarse cada uno como una

unidad por separado.

A continuacion se presenta un resumen de) contemdo de los temas a tratar en esta

tesis “Programacion no lineal ™.

Capitulo 3
En esta seccion se definira el modelo matematico de programacion no lineal. se

discutiran las caracteristicas de este tipo de problemas. se hara una comparacion del

modelo no lineal con los modelos lineales y se presentara el plantcamient ue algunos

problemas no lineales.

Capiwlo 4

Se anahizard en oste capitulo coneeptos  fundamentales en la teoria  de
programacion no lineal. las condiciones de optimalidad para problemas no lincales, asi
como también la formulacion del problema dual v Ta posible solucion de wl problema

para conocer l1a solucion del problema primal a parun del dual.



Capitulo 5
-1 objetivo de este capitulo es analizar algunos de los métodos de busqueda que
existen para resolver problemas de programacion no lineal no restringidos. para

lunciones de una o varias variables, usando derivadas o sin usar derivadas.

Capitulo 6

Lista seccion presenta algunos de los métodos existentes que utihzan direcciones
factibles. donde. partiendo de un punto factible conocido a otro puntoe factible mejorado.

n1as cercano a un punto optimo. Aqui se consideran problemas no lineales restringidos.

Capitulo 7

Se estudiara en este capitulo algunos modelos especiales de programacian no
lineal. que pueden ser resueltos con el método Simplex de programacion hineal. haciendo

ciertos ajustes al modelo matematico.

Analizaremos. por ultimo. un modelo muy interesante Jlamado programacion

ceometrica.

Cuapralo 8

Se presentan en este capitulo las conelusiones y recomendactones del presente
trabajo.

Como en esta tesis se suponen conocidos algunos conceptos de algebra lineal y
analists matematico. se utilizan estos conceptos para el teni o trdiar, se presenta un
closario de terminos para lograr la comprension de tales conceptos que son necesarios en

¢l planteamiento v desarrollo de los algoritmos no lineales,



CAPITULO 3

CONCEPTOS BASICOS DE PROGRAMACION NO LINEAL

Programaucion no lineal

Se considera como tal al conjunto de métodos utilizados para optimizar una

funcion objetivo, sujeta a una serie de restricciones en lus gue una o mas de las variables

incluidas es no lineal.

Como ejemplo considere el siguiente problema de programacion no lineal

Minimizar {{x)

sujeta a eix)<0 i~ 1. 2...... m
hix) 0 =L 41
donde E 2 gy 2o By Do by san funciones denmdas en B el espacio cuclidiano

de nodimensiones, X oes un subconjunto de b0y s oy un vector de componentes X.

Xty

-1 problema anterior pucde ser resuclive para los valores de las vanables

Xy AaenX, que satisfacen las restncciones y que ninanicen fa funcion f.

La tuncion | es Hlamada usualmente L Tuac on objetivo o la funcion criterio.

Cada una de las restricciones g (x) parav 1.2 m e Hamada restriceion de desipuoaldad

v cada una de Yas restriceiones Ayex) para ) 120 1 es llamada restriccion de sgualdad.

Loovector X que satslace todas las restriceion imado una solucion facoble al

problema



La coleecion de todas las posibles soluciones forman la regién factible. [IEl
problema de programacion no lineal es encontrar un punto factible x tal que frx) 2 ffx)
para cada punto factible x. Un punto tal * s llamado una solucion optima o simplemente

una solucion al problema. §i existe mas de un punto optimo. estos son reteridos como

soluciones alternativas optimas,

Asimismo, un probicma de programacion no lineal puede expresarse como un
problema de maximizacion y las restricciones de desigualdad pueden estar escritas en la
forma g,(x) >0 para 1 — 1 .2....m. En el caso especial cuando la funcion objetivo es lineal
v cuando todas las restricciones, incluyendo al conjunto Y. pucde ser representado por

desteualdades lineales v o ecuaciones lineales. el problema anterior es [lamado un

problema hineal.

Lo anterior indica que la programacion lineal es un caso particular de la
programacién no lineal. Por tal motivo. los problemas no lineales son mucho mas
dificites de resolver que los de programacion lineal. Haciendo un analisis de las

caracteristicas de los problemas hneales v no hneales tencmos la sigutente comparacion

entre ambos problemas.

Programacion lincal Pracramacion no line

I 1 asolucion optima se encuentra en 1. No osiempre o solucion opui e se

un punto extremo de la region de

factibilidad.

encuentra en un punto extreme de la

reeion de tactibilidad.

-] punto dptimo nunca esta dentro

jo)

Play casos donde ¢l punt optimo
de Jaregion de factibilidad. esta enelomterior de Lo region

factble



3. Sus mdétodos de  optimizacion 3. Generalmente se encucntra  un
oeneran  Oplimos  absolutos 0 optimo local 6 relativo, mas no el
globales. optimo global 6 absoluto.

4. La region de factibilidad es un 4. Se pueden generar regiones de
conjunto convexo. factibihidad que no son

pecesariamente convexas.

'S

. Sus  funciones objetivo vy 5. La funcion objctivo. las resineciones

restriceiones son lineales. 6 ambas pucden ser o lineales.

Come 1lustracion. considere el siguiente problema

Minimizar (x, -3} +(x, —2)°
sujeta &
o 1<0
x <0

La tigura mucstra la region tacuble

£

8

I°1 problema es encontrar un punto en la region factible con el valor mas pequeiio

posblede{y, 3) 4ix -2) .



10

¥ 2 A
Notese que los puntos (X,. Xp) con (X; - 3)" + (x, - 2)” representan un circulo con

radio JZ y centro (3.2). Este circulo es llamado curva de nivel de la funcion objetivo

teniendo el valor e.

Puesto que deseamos minimizar ¢, debemos encontrar ¢l circulo con el radio mas
pequeno ue intersecte la region factible. Como muestra la figura el tal airculo mas
pequeiio licne =2 e intersecta a la region factible en el punto (2.1). Por lo tanto la

solucion uptima se obtiene en el punto (2.1) y tiene un valor objetivo igual a 2.

F1 mctodo utilizado en el ejemplo anterior consiste en encontrar una sobucion
Gptima determinando la curva de nivel con el mas pequeio valor objetivo que intersecta
la region facuble, Obviamente este enfoque de resolver geométricamente el problema es
solamente conveniente para problemas pequefios y no es practico para problemas con

mas de dos variables o aguellos con restricciones y funciones objetivo complicadas o

compleyis.

Por oura parte existen algunas condiciones o postulados que se eumplen para los

dox modelos, los de programacion hineal v los de programaciaon ne lincal:

Lo AL aumentar (disminuir) el lado derecho de una restiicaion < o s e aia la

testiicen n bBata ne puede contracy v st puede expandir al conjunto factible

=)

Yumer tan phismimuin el lado derecho de una restricaon estrecha la restricaion | sto

no pucde expandiy pero si contracr ¢l conjunto no restringtdo.

U narestiiearon no puede perjudicar, sino quiza ayudar. al valor optimo de la tuncion

ubhjet v

b steechar una restriceion no pucde iy udar, sino quiza perpudrear. al valor optimo de fa

fun oo,
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Planteamiento de problemas

Analicemos ahora €l planwcamicnto de problemas, obteniendo modelos de

programacion no lineal. para buscar lucgo métodos de solucion a problemas no lineales

en los siguientes capitulos.

Ejemplo 1: A una compaiiia le cucsta ¢ dolares por unidad fabricar un producto. Si la
compariia cobra x délares por unidad de! producto. los clientes pediran D(x) unidades.
Para maximizar las ganancias, ¢ Que precio tendra que poner la compaiiia ?

Variable: x

Funcion objetivo: Maximizar z (v - ¢} [)x) sin restriceiones.

Ejemplo 2: Si se utilizan x, unidades de capital y x. unidades de trabajo. una compaiiia
puede producir x,x, umdades de un bien manufacturado. Se puede conscguir el capital a
N$30 /unidad y el trabajo a NS7/unidad . Se dispone de un wotal de NS600 para

conseguir capital v trabajo. (. Como puede la compafiia maximizar la cantidad de bienes
que se pueden tebricar ?
Variables: x| Unidades de capital
x> Umidades de trabajo
[ uncion objetivo: Maximizar = N \;
Restiieciones 308 ¢ 7 8 <600

20 x,20

Fjemplo 3: Q&H. Company se anuncia en telenovelas v juegos de futbol. Cada
comercial en una telenovela cuesta 3000 dolares y cada comercial en un juego de fatbol
cuesta 10000 dolares St ose compran s, comerciales en novelas seran sistos por ﬁ\/\‘,
hombres y por 2()\/\ mujeres os diatos vienen en nmillones de espectadores). Siose
compran \, eomerciaies en juegos de tuthol serin vistos por 7\/.\'_, MUjeres v por 17\/;

hombres. Por o menos 40 millones de hombies s por lo menos 60 millones de mujeres

quicre Q& que veun sus comarciles



Variables: x; Anuncios en telenoy elas
X, Anuncios en tutbol

Funcion objetivo: minimizar = — 5000x, + 1000x,

Restricciones: S4/x, + 17 /x. >40

20x, +7yv >60

.\'I_\'O 5 .‘L')_\O

Ejemplo 4: Una compania produce un cicrio articulo y desea encontrar una demanda
conocida. supongase que el inventario de la produccion puede determinarse en un total
de K periodos La demanda durante cualquier periodo puede encontrarse a partir del
inventario en el principio del periode y de la produccion durante el periodo. La cantidad
de produccion maxima durante cualquier periodo esta restringida por la capacidad de
produccion del equipe disponible de modo que este no puede exceder b unidades.
Supongase que se tienen trabajadores suficientes cuando se necesite y despedirlos st son
innecesarios, de cualquier mancra. no fomentar las tluctuaciones de trabajo pesado
incurre un costo provisionul a ¢l cuadrado de la diterencia en la fuerza e trabajo en
cualquiera de los dos periodos sucesivos. También es incurrido un costo proporcional al
mentario suma y sigue de oun periodo a otro. Lncontrar la fuerza de trabajo de

imventariar durante los periodos 1. 20 Lk tal que se saustaga la demanda v el costo sea

minimizado,
Variables: £ nivel de inventanio
L, fuerza de trabajo en ¢l fin del periodo k

{,: tuerza de wraba o wdquinda durante el periode K

Funcion objetivo: minimizar - }__h',u‘ +¢,, )
Restriceiones: 1y, f vy
Lo i o T
fl- 1
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Asimismo:

Iy : Inventario inicial

L - Fuerza de trabajo inicial

d, : Demanda conocida durante & periodos

p : Numero de unidades producidas por trabajador durante cualquier periodo.

Ejemplo 5: Considere la anmazon en un plano mostrada en la figura

La armason consiste en dos tubos de acero juntos en un extremo y fijos en dos puntos
pivotes en el vtro extremo. L1 espacio, esto es, la distancia entre Jos dos pivotes ox ljada
en 2s 11 problema de disefo ox clegir 1a altura de la armazon. el espesor v el didimetro
promedio de le armazon de wibos le acero. tal que esta pueda soportar una carge e 2W
y minimizande la altura otal de Ja anmazon.

El peso de Ta estructura es 20 x (s, )" donde p es 1a densidad deb tubo de acero

Se presentan lus siguientes 1o o ccnes adicionales:

1. Debido a hmitaciones de expacie. fa altura de ba estructura no puede exceder b

2. 1 radhio del didmetro del tubn entie el espesor del tubo no debe exceder b2
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3. La tension de compresion en los tubos de acero no puede exceder la tension dada del

acero, que origina la siguiente restriccion donde b cs constante
2 !
wis  +x3) > < h vixoxy

4. La altura, digmetro v espesor pueden ser elegidos tal que los tubos no se doblen bajo

la carga. Esta restriccion puede ser expresada con by como un parametro conocido
Wiy +x.) < hivirav,

Funeion objetivo: Minimizar z = x,x. (s + ¥,)
J a bl A
Restricciones: Ws + xo) —hyxx.x. £0
~ oy 4 - ~
wi{ s +_\'.j)/2 —h, XJANX (X +80 )< 0
¥, <h,
< < h

Xie X X200
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CAPITULO 4
CONDICIONES DE OPTIMALIDAD Y DUALIDAD LAGRANGIANA

Conjuntos convexos
Definicion: Un conjunto X" en [+, s¢ lama un conjunto convexo st dados dos

puntos xp. X, en x entonces Ax, + (1 - 2 x, pertenece al conjunto X para cada Aef0). 1/

La convexidad de X se puede interpretar geomeétricamente como sigue: Para cada

par de puntos x; \ x5 en X, ¢l segmento de recta que los une. debe pertenecer a X.

Ejemplo:

(il

@l

Un conjunto no convexo

Un conjunto convexo

l-unciones convexas v concavas
Definicion: Sea X un convesn 1o vacio en by La tuncion 1 sobre X s una
funcion convexa si para cada X), Xs¢ N+ v cada 2e [0, 1] cumple
r()xp'll‘}-IXI)’ [ T N O N
La tuncion / es Hamada concay g w1/ os convexa, eslo os

f(}\.\‘| ¥ |l '}'.sz) 4 |['\ J (I '}») '[)\:)



16

Si las desigualdades de esta definicion son cstrictas, se dice que la funcion es
estrictamente convexa y estrictamente concava. respectivamente.
En base a esta definicién se tiene que f es convexa si y solo st -f es céoncava y

viceversa. Geométricamente en dos dimensiones.

-
-—

{
|

»

<\
Jo N\
)
%——-—<\

AXy 2l = Nxy Xa Xy Axe + (1 — A, X5

-

X2

Figura 1 Ejemplos de funciones concavas y convexas

La figura 1 muestra que f es convexa si y solo si ¢! segmento de recta que une
dos puntos cualesquiera de la curva y — f(x) nunca se encuentra por debajo de la curva
v—1{x). De manera similar, f{x) es una funcion eoncava siv solo s1 el segmento rectilineo
que une dos puntos cualesquicra de la eurva v Hv) nunea se encuentra por ambu de

¢sla cury a.

[rabajando Gnicamente con funciones concavus y convexas, se cacrla ¢n ¢l
campo de fa programacion comexa. de donde se tienen ciertas propicdades i.mpﬂrl:mlca
referentes neste tipo de funciones. N camos los sivwentes resultados.

Teorema: Para ¢l problema no lincal
Ninimizar f{x)
sujeta a g(x) = 0 L2 o

hix)=10 e — n

st X s un conjunlo convexo v st es convesa sobie N entonees cualquier minimo local

del problema no lineal anterior es una solucion ophimia e este problema.
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Ahora bien, la manera de saber si f(x) es concava o convexa es mediante la
segunda derivada de f(x). es decir. analizando el signo de {7{x) como se efectuaba en

calculo diterencial para funciones de una sola variable y mediante la matnz hessiana de [

para funciones de mas de una variable.

C?Z.f(-\') A f(x) &t (x)\l
|
|
|

= T s
oX; X\ x, XX

() A r?‘,/(\')|
H=| x,x, £ 3

2 f(x) iz._f(-\’) A fix)

X, X, (N, Xy X

Partiendo de este concepto tenemos fos dos teoremas siguientes para funciones

de una sola variuble.

Feorema: Suponpase que I (x) existe para toda \ en X, 1 ntonces ) ¢s una funcion

volend sobre X sty solo st 17(x) 2 0 para toda v en X,

Teorema: Supongase que t(x) existe para toda x ¢n X. Lntonces t(x) es una funcion

concava sobre X sty solo st 7(x) €0 para woda v en \
Y para funciones de mas de una sola vanable se tience:

Feorema: Supongase que H{x) tiene derivadas parciales continuas de sepundo orden para

cada punto X (X X X0 en X0 Entonces [(v) ey una funcion convena sobre X siy

solo si para cada x en X los menores principales de Ty son no negativos.
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Definicion: £} i-ésimo menor principal de una matriz nxn es ¢l determinante de

cualquier matriz i\i que se¢ obtiene al quitar renglones y las n ~ 1 columnas

correspondiente a la matriz.

Definicion: [.1 k-ésimo menor principal dominante de una matriz nxn ¢s ¢l determinante

de la matriz k-h que se obtiene al quitar los altimos n - k renglones v columnas de la

matriz.

Teorema: Supdngase que f(x) tiene derivadas parciales continuas de segundo orden para

cada punto X = (X;-Xs.....Xp) en X,

Fntonces f(x) cs una funcién concava sobre X s1y solo si para cadax en X y k= 1.2...n .

] LM AM AN ; ; : <k
los menores principales diferentes de cero. tienen el mismo signo que (-1)".

Ejemplo: Determinar si las siguientes funciones son concaras, convexas o ninguna de

las dos

L Ry =xC

LA (5.0 e L S

5 Hmong) v = DRjRa =
dr tixp X3 CGRFR M 2%

AU { OIS SRR S U )
Solucion:
1. fix) x°
F(x) 2x
fixy 230 Como 7(x) = 0. f{x) es una tuncion convesa

2 H(x) v

r(x) -3



(xy=0

f(x) es concava y convexa Simultaneamentc

dado que cumple con estas definiciones.

3. Caleulando la matriz hessiana para f{x,, X,)= X, + 2x,X, + x3

19

Hix) =

12

f(x)

Ty = 2%, + 25
c fgx) =3

X,
£l _,

x,x,

19

B . . . . b 1
[.os primeros menores son los elementos de la diagonal principal iguales ambos a = = 0

l'v

-

4=}

B

C ome s merores principales de H son no negativos para cualquier punto. Hx . Xo) es

U funeion convesa.

=2(2) 2(2)=0=20

4. Sigwendo el mismo procedimiento que en el ejemplo anterior

f(x)

fin)

. -y dy.
N\
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Los primeras menores principales son los elementos de la diagonal del hessiano, -2 v 4,
ambos negativos Parak — 1
(-1) — -1. entonces los dos menores principales tienen el mismo signo. pues son
negativos b1 sepundo menor principal es:

2 -]

(=20 H-(-D=8-1=7>0
-1
J - . . . . B

Y parak 2¢-1)" = L. el secundo menor principal tiene ¢l nismo signo que (-1)” Por lo

tanto f{x) cs una funcion concava,

5. Nuevamente

cr._ A1 (%)
=2x, 3x. = —3x, +4x,

A X, A A, 3x,
{1'{@:3 ("ff\):4

X X5

7 f (e @7 x) @

- b} - =

(XA =i,

3 ]
i e T 3 4

. ; , 1o 3 \ k

i o< primeros dos menores principales son positivos v para k=1 (-1)" =(-1)  -1. lo cual
sienilica gue il po ey coneava. Fntonces fiv) serd convexa sioel coundo menor
principal. el determinante del hessiano es mayor o jgual a cero. entonces tenemuos gue

4 3

s 4 SUH=CIN 3 8-9--1<0

Por lo tanto cemo ¢l segundo menor prmcipal es negativo, 1(x) tampuocn s ung funcion

LONVOENA.
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Las funciones convexas y concavas desempefian un papel muy importante en ¢l estudio
de los problemas de programacion no lineal, asi como también algunos otros tipos de
funciones que son similares a cstas, que son generalizaciones de estos conceptos.
Analizaremos estos nuevos conceptos. para luego pasar a analizar las condiciones de
optimalidad partiendo de estos conceptos fundamentales.
Generalizacion de funciones concavas y convexas
Funciones cuasi-convexas y cuasi-concavas

Definicion: Una funcion f es una funcién cuasi-convexa bajo un conjunto
convexo X en b, si para cada x,. x; en X

fizn - [1-A]x2) € minimo {{{x,). {{x,)}

La funcion fes llamada cuasi~concava si -f es cuasi-convexa, ¢s decir si

fizx; =] 1-A]x,) 2 minimo {{(x,). f(x,)} para todo, X tal que 0 < . < |

La figura 2 muestra un ejemplo de una funcién cuasi-convexa, una funcion cuasi-

concava \ una que no cumple ninguna de las dos condiciones.

Figura 2

: , ]
‘__\.\ l
\ : >
| n
| 1/ INL
a) b) c)

[.a fheura 2a) muestra que | ¢s una funcidn cuasi-convexa si es 1mposthie
encontrar tres puntos colineales tal que ¢l punto del centro tiene ¢l mayor valor objeln o
al evaluar estos puntos en £, por la definicion de funcion cuasi-convexa Similarmente o
defimcion de funeidn cuasi-chneava indica que si I es cuasi-coneava es impo bl
cneontrar tres puntos colineales tales que ¢l punto del centro tenga ¢l mas pequena vider

objeth o que los otros dos puntos.



La figura 2b) muestra una funcién que es cuasi-convexa y cuasi-concava. dado
gue cumple estas dos defimiciones, al tomar tres puntos en el eje x;, la imagen del punto
central no es ni mayor ni menor que la de los otros dos puntos colineales.

l.a figura 2¢) muestra una funcion que no cumple con ninguna de estas
condiciones.

L na [uncién hincal es simultaneamente concava. convexa. cuasi-concava y cuasi-
convexa.

Una funcion si es cuasi-convexa no necesariamente es convexa. pero el reciproco
no es cierto, porque si tes convexa entonces es también cuasi-convexa. Lste mismo

criterio puede ser aplicado para funciones concavas y cuasi-concavas.

Funciones Pseudo-convexas y Pseudo-concavas

Antes de detinir estos dos nuevos tipos de funciones, es necesario conocer

cuando una funcion convexa es diferenciable.
Detimicion: Sea X un conjunto no vacio en En. el espacio Luclidiano en n dimensiones

sea f: X— | Entonces fes una (uncton diferenciable en un punto ¥ perteneciente u X si

existe un yvector Vi) llamado el vector gradiente. y una [uncivn « - Iin — E,|

tal que

Bsd tov = TV - Vs v (YL x)

para cada \ en X, donde fin o (aon) 0, Ix - x| es la norma del vector - v

S
expresada  como  x - || VO =) by, )y gy,
) edad e
N

'

L.os componentes del vector eradiente son tas derivadas parciales de 1 con respecto a las

variables Noa-L N

e
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Definicion: Sea X un conjunte no vacio en E, ¥y sea f; X—E, diferenciable en X. La
funcion f es llamada pseudo-convexa si para cada x,, x, en X con Vi(x))' (x5 - %) = 0 se
tiene que f(x,) = {(x;) 0 equivalentemente, si {{x,) < f{(x,) entonces

Vi)' (X-X)) <0

La funcion f es lamada pseudo-concava s1 -f es una funcion pseudo-convexa.

-

La figura 3 muestra algunos tipos de funciones pseudo-convexas v pseudo-

concavas, asi como uni que no ¢ ninguna de las dos.

Figura 3

a) b) )
a) Funcion pscudo-conves, mcion pseudo-concava y pseudoconvend. ¢ acion

que no es ni psendo-convesa ni nseudo-concava.

Lstas  definicione 1 junciones  cuasi-comexas.  cuasi-concanas,  pseudo-
convexas y  pseudo-concava s oconvierten en cstrictas cada una de cellas s la

destgualdad correspondiert 1 delinician de cada tipo de funeion es estricta

Habiendo defimda ¢ 1o oneeptos fundamentales analicemos las condicne nes de

opumalidad para funciones 1 (vas



Condiciones de optimalidad
Teorema: Sea la funcion f: E, - E,, el problema Min f(x) sujeto a x € X, donde { es
una funcion convexa y X €s un conjunto convexo no vacio en E,; se liene que ¥ esuna
solucién 6ptima a este problema si y solo si f tiene un subgradiente £ en v tal que
£ (x) (x - x) 2 0 para todo x en X.

Asimismo, en base a lo anterior, si ¢l problema es de maximizacion. x es una
solucién optima si y solo si &' (x) (X - x) < 0 para todo x en X

Corolario: E]l conjunto de soluciones oéptimas alternativas puede ser definido

@ *
equivalentemente como X

X ={ xeX VA x-x)=0 y Vx)=(x) }
Ejemplo: Para el sigmente problema:
Minimizar f(x) — (X - 3y + (xy - 5y
sujetaa -y +x; <2

2?\'|+3X2S11

Solueion: [a funcion objetivo es una funcion comvexa que representa el cuadrado de la

distancia del punto (3/2.5). El conjunte policdrico convexo X es representado en la
Nours 4

Ficara 4.

Xy
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De la figura, se observa claramente que ¢l punto 6ptimo es (1.3). E1 vector gradiente en
el punto (1.3) es:
Vi) = (% - 3/2]: x, - 5]

con x = (1.3)

Vi) =211 -3/21.2[3 - S (-1 . -3

Se observa geométricamente que ¢l vector (-1. -4) forma un dngulo < 90° con cada

vector de la forma (x; - 1. x, - 3). donde (x,. X;) € X. Entonces la condicion de
optimalidad establecida anteriormente tue veriticada. Sustituyendo en ¢l vector gradiente

x = (1. 3) tenemos

Vi(x)

I

-
L](X. - 1Ny - 3) T AT - (R - 3)

‘X1+l'4."(:* 12—'X!'4\:_]\’

i

Al AR -134 13 0

fo cual indica gue (1.3) es ¢l punto optimuo.
Condiciones de Optimalidad de Fritz-John

Antes de definir las condiciones de optimalidad de Fritz-john, para problemas de
programacidon no lineal. anahicemos ¢l concepto de los muliiplicadores de Lagrange.

Meétodo de optimizacion por lagrangianos

El problemu a resolver es:

Optimizar fin)

supetaa g(x) 0 ool
donde: 1 gy 2y woin g, son tunaiopes delinidas en b xoes el veetor de ncomponentes

Njo Xapeoon X Y Lo palabra opumizar puede signilicar maximizacion o miminizacion.
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El método clasico para resolver este problema. cuando las restricciones estan
igualadas a cero (cuando son desigualdades este método requiere de ciertos ajustes que
complican bastante la situacion). es utilizando los multiplicadores de [Lagrange (4,). Esto
se rcaliza definiendo de la siguiente manera una nueva funcion aobjetivo, llamada ¢l

lagrangiano

FON1 Kae e X At B ) = (000 = Ry (0) = AagalX) - . = Ayl (X)

[F1 lagrangiano F con m+n variables independientes. es equivalente a la tuncion
objetivo original f con n variables independientes porque sc estan restando Unicamente
ceros. es decir que Ag(x) — 0 para 1— 1. m. Como el lagrangiano no uene
restricciones, para resolver este problema en teoria (dado que ocasionalmente es
imposible resolverlo por métodos exactos y se requieren métodos de aproximacion a

analizar en los capitulos siguientes) hay que obtener todas las derivadas parciales de

primer orden para cada vaniable ¢ igualarlas a cero y resolhver ¢l sistema de ecuaciones

resultantes

rA 1 0 fﬂ F 0
A o
" Tk
¢ 1 ¢ X 14
(A Py
v o

N ) =0
A A

“ur

Teorema: (Conuiciones de Fritz-Johny Sca X un conjunto no vacio v sea £ E,2 Fy o

iy 2y purar 1o ome Considere ¢ prol fema Pode mininizar 10v) sujeta a a en Xy

gx)<Oparaci Looom. Sea x una solucton lactuble y seal  irg(ay 04



Ademas, supongase que t y g; son diferenciables en x y que g; para 1 € 1 son continuas
en X. Si X resuelve localmente ¢l problema. P. entonces existen escalares u, y u, para
iel, tales que

u, VIi(x ) + Zu.Vg,(x)—O

=X
Uy ;>0 paraie ]

(U, u,) = (0. 0)

donde u, ¢s ¢l vector cuyas componentes son u, para 1 € 1. Ademas. si g, paral € | son

también diferenciables en x. entonces las condiciones anteriormente mencionadas

pueden ser eseritas en la siguiente forma equivalente:

m

u, VHx)+ Zu.Vg,lx) 0

ol
u. g (x) 0 parai—l...m
Wy u, 2 0 parai 1. .m

(Ugy u) = O

donde v e~ el vector cuyas componentes son u, parad 1. .

e

Ljemplo. NMimmizar(x -3y =~ s -2)
sujeta a Xp PN A4S
N| + 2y <4
-X) “ )

% <0

Se tiene la siguiente region lactible



Figura 5

(0, 2)

AN
7 \\\\ \ o

///
v ﬂi
, ///////

(0, 0)

L2

Las condiciones de Frtz-John se cumplen en ¢l punto éptimo (2.1). Notese que el

conjunto de restricciones activas. es decir aquellas que funcionan como igualdad en el

3 |
punto considerado son | {1, 21 para v (7. )

Caleulando Jos gradientes para la

funcion objetiv oy restriceiones

Vigx) (-2.-2) Vaix) 4 2 Vo (ny (1.2

Por lo tanto, para satsfacer las condiciones do | itz Tohn, hay que encontrar un veaior

diferente de cero (U .u.ua) > 0 que satisfaga

L)

Stug ou /3y 2ug/ 3 para cualquier ug 0 se satistacen las condiciones de 1niz-

John dado que se encuentia un vector diferente de cero (ug,ugus) > 0



Ejemplo: Considere el sigmiente problema
Minimizar -X,
sujeto a X, - (1 - ;) <0

X, <0

Graficamente
Figura 6
X2
vg.ix)
A
0
/)
AZZ : %= (1, 0¥
et x
g3ix} 7.0 VAR \ |
Aix)
P g ixl =0
v g2,X)

l.as condiciones de Fritz-John se cumplen cn ¢l pumo (1.0). E1 conjunta v
restricciones activas en x es dado por 1= {1, 2}. Calculando Jos gradientes
Viix) (LO)y Teyiv) (0.1 Ce.tn) (0.1
de lo cual
| ( 1 i
u | 1‘ +
| |
ista condicion solo s¢ cumple si v, 0 Intonces las condivsones de Friiz-John  on

verdaderas en x tomando u=0y vy v oL donde ¢ es un escalas positivo para oblener ¢l
vector {(u . up. uy) 2 0. Analicemos ahora s las condiciones de Fritz-Johin se cumplen en

¢l punto (0, U)'. Ll conjunto de restricciones activas es 15041y se tiene que vy, u, 0



Ademas

Vi(x) = (-6, -4) Ve = (-1, 0Y Vg, = (0.
Las condiciones de Fritz-John se cumplen si y solo si

o)l J+L)-()

o

cntonces uy=-6u,. uy=-4u,, pero si w0 se tiene que vy, uy~0 contradiciendo las
restricciones de no negatividad. Por otra parte si u=0 entonces u;=u,=0 lo cual
contradice la condicion de que el vector (ugy, uy. wy) es diferente de cero. Por lo tanto las
condiciones de Fritz-John no se cumplen en x =(0.0). E1 origen no ¢s un punto éptimo

local.

Las condiciones de Fritz-John no son suficientes para la optimalidad de los

problemas de programacion lineal.

Condiciones de Optimalidad de Karush-kuhn-Tucker (KKT)

En problemas de programacion lineal el método Simplex se puede interpretar
como un procedimiento sistematico para alcanzar un punto extremo optimo de la regiom
de factibilidad que satisface las condiciones de KK 1. Para cualquier problema de
programacion lineal si un punto es optimo es porque cumple con cstas condiciones

Para problemas de programacion no lineal las condiciones de | ritz-Yohn v de
KKT son necesarias 1 suficientes para optimalidad cuando la funcion objetivo. las
restricciones de igualdad se encuentran bajo apropiadas suposiciones de convexidad.

Teorema:(Condiciones de Karush-Kuhn-Tucker) Sca X un conjunto no vacio abierto en

fooy sean BE,2E Y gl 26, parad Lo.m Sca x una solucion facuble v denotese

I

g (x)-03. Sif v g, para cada v € [ son diferenciables x. Si x resuelve localmente

¢l problema



(V¥
—

Mimmnzar f(x) x€x
sujetaa g(x)<0  =l..m

deben existir excalares ul parat € 1 tal que
m
Vi) + ZUIVgI(sz 0
tl

ug(x)=0 parat=1.....m

u, =0 parai=1,..m

['stas mismas condiciones también son validas para que x sea punto Opumo para el
problema
Maximizar {(x)
sujeta a g(x) 20 = g s THY
donde Iy g, tienen las mismas caracteristicas que ¢} problema de minimizacion.
Ejemplo: Para el problema
Minimizar 10x, -2%; ~ x; #8x, -\,
syetaay + X, <0
-X| <0
X>< 0
Verificaremons si se cumplen las condiciones de KKT en el punto (1.1) para determinar s

¢s o no opuma. -1 conjunto de restricciones activas I = {1} . Calculando los gradientes

V=il b o V) =(3,6) Vey(x)— (1, 1)

Comoe solo la primera restnecion es activa. enemos que o, u, 0. De la primera

condicion

Hl

Viivy - Z“S.("):O

‘
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5 . . . : 5 {
Como dcehe ser up 2 0 se describe un sistema incompatible. Por lo tanto el punto x— (1. 1)

Do ¢s Optimo.

. . . . b .4
Ejemplo: Minimizar x; +x3 1257 + 6x3 —x,X, — X, — X,
sujeta a

‘X| = x2 S "6

22X xy €43

Ny

v

0

X;2> 0

Para ¢! punto (3.3) verifiquemos las condiciones de KKT. Para

I a) 22 u;u,=0

T =] 2B OS/ vis) 76, 140
TR N G Vi (2. -1

Resolviendo ¢l sistema resultante
_l \llﬂ ']76

-u; + uy = -140

Se nene gue w152 y us = 120 dando a estos parametros estos valores se cumplen s

condictones de KKT en el punto (3.3).

Dualidad Lagrangiana

Dado un problema de programacion no lineal Uamado primal. existe un problema gue es

estrechamente asociado con este Hamado dual lagrangiano



[#5]
tad

Estos dos problemas son dados a continuacion
Problema Primal P: Minimizar f(x)
sujeta a gi(x) <0 i=1

hi(x) -0 =],

donde f. ¢, b, I, >}, v X es un conjunto ne vacio en E.. Sean ¢ v h las m v 1 funciones
vectoriales con componentes 1-6simos g, y b;, respectivamente.
Problema Dual lagrangiano D: Maximizar O{u. v)

suyjetaau>Q
in 1
donde B(u. v) it f(x)+ Zulg (X)+ Y. vh(x:xeX
Vo v !

I os vectores u v v pertenecen a E, v E|. respectivamente. Fn este problema. las
restricciones ¢,(x) < 0 y h(x) pueden ser incorporadas en la funcion objetivo usando los
multiplicadores de Lagrange v, v v;. E1 multiplicador u, asociado con la restriceion de
desigualdad eeny < 0 es no negativo. en tanto que el multiplicader v, aseciado con 1a
restriceion ) 0 es no restringido en signo.

Fotonces ¢l problema dual consiste de maximizar el Infimum (maxima cota
mleriory de i funcion

t’(\)+iu pox) + Z\' h (x)

Asimismo. dado un problema de programacion no lineal, algunos problemas duales

L rangianos pueden coneehirse dependiendo en cuales restricciones son tomadas como

eln)« Ovhin) 0
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y cuales restricciones son tomadas por el conjunto X. Esta eleccion puede afectar el
valor optimo dc D (en un problema no convexo) y complicar ¢! procedimiento que
consiste en evaluar v actuahzar la funcion dual e durante ¢l curso de la resolucién del
problema dual.

Mediante esta téenica pueden resolverse problemas no lineales convexos o no

convexos. También en problemas de optimizacion discreta donde todas o algunas de las

vanables pueden ser restringidas a ser numeros enteros.

Ejemplo: Para ¢l siguiente problema ptimal

Minimizar X"+ X~

sujetaa =X, -Xa— 4 <0

Ni-X2 20

Para este problema, la solucion dptima ocurre en el punto (2, 2) con valor ohjetivo igual
a8.

Sea g(x) = -\ ~X> — 4 ¥ X = {(X). X3) : X;. X5 2 0} La tuncion dual es dada por
O(u) = inf {x,z =N - X4 A a2 0

| > / - 2
“anf Xy cus o 200 v anf X7 - uxs N, 20} +4u

La maxima cota inlerior se obtiene para Otuy de la sigimente forma: Para 5 v s
derivando de la funcion anterior

2% -u=0 2x;-u=0

X ol A5 2

lo anterior es valido st~ 0. Stu <O entonces vy Ny Oode ocual sru =4

By~ int (1) <) - v )y, v 20
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B{u) = inf {—3‘- u o+ 4u} = _' u® 4 du
Siu<0

o(u) = inf {0: +07 +u(-0 0+, —infldu) =4u

iu st O
O(u)=

,’n +du a2

El valor maximo de 6 (u) se obtiene para u =4 _ entonces 8(u) — 8. Los valores ¢ptimos
de los problemas primal y dual son ambos 1guales a 8.

Bajo ciertas suposiciones de convexidad v teniendo como requisito apropiadas
restricciones. los problemas primal v dual tienen el mismo valor objetivo éptimo y por lo
tanto es posible resoher ¢l problema primal indirectamente resolviendo el problema
dual. como en el ejemplo anterior. pero esio. en la mayoria de los casos no es valido.

Aqui surge otra diterencia entre los problemas de programacion lineal » no
lineal. que mientras en programacion lineal los problemas primal y dual tienen los
mismos valores objetivos opumoes. en programacion no lineal. cn gencral ¢l valor

objetive aptimao del primal es mavar v igual que el valor éptimo del problema dual.

Ejemplo: Para el problema de rminmzacion
Nummzar [(s) 0 -2x
sujeta a X+ x2-3=0

(NN = N

donde X 40 0), (0.4). (4. 4y ed O (1. 2). (2. 1)}

De loy seis puntos solo cumplen Lo restriceion de igualdad (1. 2) » 20 1) de los cudles o

optimo es (2. 1) B valor objetiy mmimeo opimo ¢s -3



La funcion objetivo dual ¢s dada por

B(v) = inf {(-2x) + x5) + v{x + %3 - 3) 1 (%, Xp) € X

il =25 Fvxpxp e Xip ot {x; tvxy i xo e N J-3v

con X, = X,=1{0,1, 2. 4}

Derivando la primera y sepunda ecuaciones con respeclo a X v Xo. respectiv amente, ¢

iwualando a cero se tiene

24v-0 1 +v=0

v—2 V= -]

con v < -1. para minimizar, tomando ¢l punto (4. 4) « sustituyendo en la ecuacion

Oy =23t vd+4-3)  inf{-4+35v]--4+5v
Para -1 <\ <2 tomando el punto (4.0) se tiene

BV =int -2t + 0+ v[d+0-3}=inf {-8+v}=-8-v

St v 2. tomando para minimizar O(v) el punto (0.0)

vy b2+ 0+=v0+0-3) Sy

Fntonces
4y Si ¥ v
(L) N - si-T<yv <2
i gil ) v 2

La grafica de la funcion dual es mostrada en la figura 7y Tasobwienopuma esy - 2w
valor ohjetive -6

Figura —




Ejemplo: Para ¢l problema
Minimizar f(x) = 3x, + 7x, + 10x;
sujeta a K- 3N -0x3+ 720

X N2 Xy 061

La tuncion lagrangiana dual obtenida a partir del problema anterior es :
Bu) ~ inf{3x £ 7% + 10x; +u(-N - 3%, - 3 + 7)i X xe. Xy 0o}
{3 - u)x; + (7 -3u) + (10 - Su)x; + 7u}

X}.X:.\;_Oél

E1 valor minimo es calculade haciendo x, 0 si este coeticiente de costo reducido es

positivo y haciendo x, = | si el coeficiente de costo reducido ¢s nevativo. E1 resultado es

fa tamilia de soluciones

% s N,
O<ug?2 0 0 ()
ILwE ]S 0 O 1
73<u<3 0 ] !

(0%
A
%
=

de lo cual tenemos que

R

u sif <y
Ju+10 siZ2<pu<
- w17 si/f <u<s
20+ 20 S 3

para la funcion dual ¢l valor dptimo es u 33 swvador objetivo v suvalor objetivo e

1wl a 44 3



CAPITULO 5

OPTIMIZACION NO LINEAL SIN RESTRICCIONES

Matodos de busqueda

(o de los principales campos de la programacion wo lincal es ef de la
optinizacion no restringida u optimizacion libre. que trata ¢l problema de minimizar o
masin it una funcion en ausencia de cualquier restriceion. Fxisten métodos de
busqueda del valor éptimo de una funcion fix) que pueden ser aplicados para funciones
de una & varias variables. usando derivadas o sin usar derivadas.

\ continuacion analizaremos algunos de los metodos de busqueda que existen
pard resolver problemas de programacion no lineal no restringidos. despues de presentar
algunos conceptos tundamentales.

Vetodos de optimizacion de funciones unimoediles de una sola vanable on

problemas no restringidos

Definicion: Se dice gue una funcion de una sola yanable o8 vnimodal. cuando

Uene 1 sele pURLe MIRIMe v Masine
ST es estrictamente unmme dal entonees (para el caso e manimizacion ).

para X, < X, < 3% cntonces f(x) < t(x;) < {(x™)
Voo s v enmtonees fINTY O iy i)
e oo el ddor que optimiza L funcion 1), es deent s TevTy parg toda s

Dyada una funcion f{x) estrictamente unimodal v dos puntos Xp v N, con xp - N
entien teo posthilidades a analizar para electuar la chinunacion. Por cjemplo para

Gt DM V20 1on
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a) Si f(x)) > {{x;) entonces x* < x,
b) Si{(x;) < f(x,) entonces x; < x*

¢) St f(x;} = f{x,) cntonces %, < x* <x,

Suponiendo que se requieren hacer k evaluaciones de una funcion f(x). que es
estrictamente ummodal, sean Xo ¥ X, los extremos 1zquierdo y derecho del intervalo de
biisqueda, respectivamente, sea x,, el mejor punto obtenido y sean x y x, los puntos é la
izquicrda y derecha de X, respectivamente. Obviamente el punto optimo x* debe

encontrarse en ¢l mtervalo x, < x* < x.. La distancia x, - x, se denomina intervalo de

incertidumbire

£0x)

Xo Xt p x

v
=

U medida de la efectividad de los métodos e busqueda de puntos aptimos en

[ o rones anpmodales de una sola vartable es la siewmente

Basqueda en un intervalo con derivadas

VMetodo de busqueda de Fibonacel

[ 1 método de Fibonacet es un método de bisqueda en un itervalo para

imonnzar una funeion estrictamente Cuasi-cony e
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Lste método es bastante eficiente para aproximar, bajo cierta tolerancia de error.
un punto minimo o maximo en funciones unimodales de una sola variable. Este métode
tiene la ventaja de que, como no utiliza derivadas, puede calcular puntos Optimos cn
funciones no dilerenciables. Este método suponc que se conoce un rango inicial de
busqueda.

Procedimicnto
1.- Con el porcentaye de aproximaeion requerido, se determina el valor de F,. que debera
de utilizarse.
2.- Con el interv alo de bisqueda dado inicial. a < x* < b, se define el valor inicial 1.
Lo—b-u

3-Con la expresion

i 1+ 1
I e vl i
=1y
v2
se caleula A parai — 1 {1 =] Seiga—

4.- Se procede a calcular los valores de X Xa X—a + A, x5 b - ) y se procede @

evaluar Hoc oy 1ina).
5 - S¢ etectug fa chminacion de la jorma siguiente (para el caso de minimizacion.
SEHN) -t entonces

-Fliminar el tenvado x- < x < b

- Hacer b = x,
-Hacer b
- Haceri v caleular A

-Hacer xy 1 - Ay eraluar f{x4)

-SiNp s achaca sy x v I(Xs)  fiy ) en caso contrario, hacer s o xa) fixg)
NN TN

- Se conunu con ¢l paso 6

Sy ey o entonces

- Flimannn plasaloa e X< X,
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- Hacera =y
-Hacerby=b-a
-Haceri 1+ 1y calcular Ai
- Hacer x;— b - A, y evaluar f(x.)

- SiXa = Xy hacer 8 — Xo, () X2 ¥ X5 — %5, f(x5) — {(x3) en caso contrario, hacer X,
=Xs ¥ ﬂ..\ﬂ - 1(\;)

- Se continua con ¢l paso 6
6.- Se continua con el paso 3 hastaque 1 —n - 1.

Ejemplo: Encontrar el punto mimmo de la funciéon unimodal

fx) x7-6x 4 2 conun ¥, de error 0 menos. en el rango 0 < x < 10

n Fn 1 Fn
0 ] 1.0000
| 1 1.0000
2 2 0.5000
2 3 () 3335
3 3 (.2000
= 8 01250
6 13 0.0769
- 21 0 0476
8 34 0.0294  (margen de error)
9 55 0.0182

[ asolucion ~ ¢ taenel mtervalo =2 9412~ 3.2353
32353 2042

10}

Aproximcion (.0294

I} valor minim s encontrado para la tuncion es. -6.996

1 os caleulos paria obtener esta solucion se presentan en la siguienie tabla
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Método de blsqueda de la Seccion de Oro

Este métado también requiere que la funcién sea de una sola variable y unimodal
que sea estrictamente cuasi-convexa. Si ¢l rango de incertidumbre original es: a < x < b,
el proceso reduce este intervalo en cadua evaluacion, en un valor constante T (representa
la letra griega tao)

Este valor constante Hlamado "Seccion de Oro” se calcula de la siguiente manera:

Supongase que se esta examinando el intervalo de busqueda a € X < b con dos
valores x; y x; conocidos, tales que a~ v~ b

Graficamente

a X1 ) b
) T 1
‘T-—“—“r—'_——'— =+
L/ JHIUC ! v
i ‘ |
p—t -
Sea = donde r Uy entonee . v.ostal hacer la busqueda se climinara el rang
\ \
N5 £x € blogue serequiere ©s gue < sigulente evaluacion se mantenga ¢l valor de T

para encontrar ¢l nuevo valor de v

l-_uzs ) ANSY § (o _]fl IS |
4 1 ror

de donde sc ohuiene la ccuacion | 1oresolviendo se tiene gue 1 00618

Procedimicento

.- Listablecer ¢l valor de da aprosim UL s¢ requiere {¢)

2- Con el intenvalo de bosqueda o 1 mical a0 X7 < by el valorde T 0618 so

caleulal o b oa yvlosvalore of v vy

Xg (b batb-ayta )iy ose procede aevaluar gy Hxy
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3.- Se efecta la eliminacion de la forma siguiente (Para el caso de minimizacion)

Si f(x) > f(x,), entonces
- Hacer a =y,
- Hacer x; = x5 v (%) = f{x1)
- Calcularxs — I'(b-a)+a
- Evaluar f{x,)
- Continuar con ¢l paso 4

Si f(x)) < f(x,). entoneces
- Hacer b = x,
- Hacer vy = 5y H06) = ()
-Calcularx, (1-T)b-ay+a
- Evaluar f(x))
- Continuar con el paso 4

. b-a

481 —<ese

l ha cumplido la tolerancia. en caso contrario continuar con el paso 3.
g

Ejemplo: Encontrar el punto minimo de la funcion unimodal

. > S . =
f(x) = 5X7 + 8x - 2 con un 3o de erroro menos, en el itervalo -1 - x5

lo-b-a 3-(-1}y 6
Los uileulos ¢ iteraciones del metodo s presentan en la siguiente tabla. Partiendo de
ello, la solucion eésta en el intervajo -0.8722 x -0.6633

-0.6655 -08722

b
AProamacion 00334
PEORITEE S -1
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Método de Interpolacion Cuadrada

Los métodas de Fibonacel ¥ de la seccion de oro son utilizados para funciones
unimodales. pero si una funcion no es de este tipo. no pucden aplicarse los métodos

anteriores. como en las funciones multimodales.
Definicion: Una funcion de una sola variable es multimodal si tiene mas de un valor
Oplimo. ya sea maximo o minimo.

Para tunciones multimodales no diferencigbles en los puntos de discontinuidad.

se utiliza para resolver estos problemas de programacion no lineal ¢l método de

interpolacion cuadrada.

Procedimiento

1.- Dados valores del punto arbitrario X y una direccion arbitraria s, evalue
u(o) — (v~ as)

E1 punto \ es el punto de partida de la basqueda del optimo local. mientras que s es la
direccion de blsqueda.

2-bralue eto) parai= 00102, 4. 8. 16. ... a. b. e donde ¢ ey ¢f primer valor de o para cl
cual g{try se ha incrementado. '] valor dptimo de 1. o o* < ¢, se encuentra en ¢l
rangod o F - C

3.- Una vez que se conocen los valores e gla), gth v o) se ajusta un polinona

cuadrado ¢ vy v se caleula el minimo local del pehr o« . dado por:

VA U RYTTS -hz) + gq(b)a-¢ ) - L]iLJ(h:-213)
2 outane-by + gib)fa-c) + g ph-a)

S g(b) entonees o — . De otra manuri. st g ) - p(h)

setomaut  h

. : v S ] ’
Ejemplo: Nimmizar la funcion ((x)  x° - TON v sov en el punto vy a

direccion s 1 como valores imciales.
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fasc 1
g(o) = {(x + as)
—[(3 + )

3+t 1006 + o) + 350G + a) - 5003 + o)

Fase 2
o | g
0 -24
1 24
2 0

lna= 2 ¢l valor de g(w) se incremento, Porlotantoec 2.b Lya O Se tiene que

<<,

Fase 3
Fl minimo e, del polinomio cuadrado se calcula con la formula anterior. Sustituyendo
los valores citados de a. by ©

v, 1g@)e-bl) - g~y + gledb -a’y
2 g(a)e - by— gtb)a-c) + gle)b - a)

2D 1) + (24007 - 2%y = 1A 07) 0.30
22432 - 1y~ (=240 -2y +0(1 -0)
uts ) g(0-303 - -24.94

Como g(a) = gib). se uene gque o o, = 0.50

Pero dado que
gla) fix —usy 105 v a)

Par 1o tanto ¢l minimo aprosimado de la tuncion onesnal o

x* =3 bg* - 54058 55

fix*)y [1(3.5) -24.94
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Busqueda en un intervalo con derivadas

Método de bisecciones sucesivas,

Supéngase que sc¢ desea mininnizar una funcion I bajo un intervalo cerrado y
acotado. Ademas supongase que f(x) es pseudo-convexa y diferenciable. En la k-esima
iteracion. sea ¢l intervalo de incertidumbre [ a,. b, ].Supdngase que la derivada (N ) es
conocida y considere los siguientes tres casos posibles:

1.- Si f'(x) ) = 0. entonces por pseudo-convexidad de la funcién f, x, es un punto minimo.
2~ Si f(x)>0. entonces para x > x,. se tiene que f(x )x - x,) > 0 v por pseudo-
convexidad de 1 tenemos que f(x) = f{x,). En otras palabras. el minimo s¢ encuentra a la
izquierda de x,. tal que el nuevo intervalo de incertidumbre [a, + 1. b, - 1] es dado por
{a,. by

3.- S f(x) < 0. entonces para x <x,. f(x )X - x)>0. 1l que f(x) > fix)). Entonces el
minimo se encuentra a la derecha de \,. tal que el nuevo intervalo de incertidumbre
la,+1. b +1] es dado por [x,. bl

La posicion de x, en el intervalo [a,. b,] puede ser elcgida al que la maxima
longitud posibie del nuevo ntervalo de inceridumbre es minimizado. bsto es, X, puede
ser elegida tal que minumice el maximo de X, - a, y b, - X Obviamente la localizacion

Gpuma de x;es ¢f punto medio 1/2(a, - by).

Procedimiento

1.- Sea [a, b)| el intervalo inicial de inceradumbre y sea g el itervalo final de

incertidumbre Sca n el menor entero positivo tal que (12 - L hea. Sea k. 1y

continue con ¢l paso 2,

2-Seafy  LiZ(ay - by evalie £1(xy). Sifix,) 0 parar; 3y ¢s una solucion optima. De

lo contrario conunuar con el paso 3. si Ping) ~ 0y continuar con ¢f paso 4 si 1(x, )~ 0.
-Scaatl acy b b N Continuar con el puso 5.

4-Scaa rl x \v bt

3-8k

b, - Conunuar con ¢l paso 3.

N opuwrar. o) mimmo se ubtea en el intervalo o -1 1 fde fo contrario

reemplazar k pur ko 1y repetir ed paso 2



49

Ejemplo: Mintmizar f(x) = X+ 2x

sujetaa-3<x<6

Reducir el intervalo de incertidumbre a un intervalo cuva longitud £ ¢s menor o igual a
0.2

El numero de observaciones n satistace

(12m< &by 026-(-3)-0.2/9 0.0222

paran = 6.

[.a siguiente tabla resume los calculos usando el método de bisecciones sucesivas.

Interaceion k a, by, Xy £(x,)
DA 3.000 160000 | 1.500 | 5.0000 |

2 -3.000 1 1.5000 | -0.750 | 0.5000

3 33.000 | -0.7500 | -1.8730 | -1.7500

N 1875 [-0.7500 [-1.31235 [ -0.6250

-1.3125 | -0.7500 | -1.0313 | -0.6250
313 | -0.7500 | ~0.8907 | 0.2186
-1.0313 | -0.8907

~J{ N LA
1
<

El mtervalo final de incertidumbre es [-1.0513. -0.8907]. tal que ¢l nunimo puede ser

tomado como ¢l punte medie del intervalo <(0.961

Método de Interpolacién Cubica

Lste metodo a diferencia del de mterpolacion cuadiatica reguiere que la funcion
sea diferenciable. FI método consiste en encontrar un valor optimo de una variable o
denominada o * . tal que la Tuneion
plu) = NX 1 us)
obtenga un minimo local. donde N v S son valores mciales arbitrarios. |21 punto X es el

punto de partida de la bu queda de los dpimos. mienttas que s es fa disecaon de

blisqueda, 1 ste minimo local se ahiiene en tres pasos o Lases.
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Procedimmento
1.- Dados valores arntrarios de x y s evalie g(a ) = f(x + as)

2.~ Evalte g(a) y g'(n) para valores de o igual a 0.1.2.4.8,16, .....a, b. donde b es el
primer valor para ¢l cual g'{a) es no negativo 6 g(w) no ha decrecido. Fi valor dptimo
se encuentra en el rango a< o* <b.

3.- Se ajusta un poelinomio cubico tomando en consideracion los valores gia). g(b). g'(a)

y ¢'(b). ET valor minimo «* se representa en esta iteracion por &, donde

gQh+r-Z

- ———(h—u
g'(h}—g'm}+2w(' )

qla)~gth
/:j{‘ ta) =gl ))+g'(a)+g'(b1

h—u
W2 - g ()
Si g(a) o g(b) no son menores a g( o). entonces se acepta que o — ¢ . mangjando un
valor aproximado. St no. es decir, st g(a) < g{a.) o g(b) < g(a,), entonces:
a) st g'(er ) 0L serepite el mismo procedimiento en el iatervalo a < g* < b donde a

H
vbooa Reeresar al paso 3

b st 00se repite el mismo procedimiento en ¢l intervalo a € * < b donde o
vy b b Regresan af puso 5.
Efemple: P ncontrar an minimo local de la funcion unimodal de una sela varible

. i} ) e e . T e
tx)=x" ~ 10x "+ 35x” -~ 50x, tomando como valores iniciales x 1 y direccion inicial s 1.

3

Fase |
glo)  HN - ws)
il - a{1)
1l o)
Gy 000 ey 3+ @) - 500 s @)

Wy 4l YUY =300 gy 4 7001 b S50
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g' (<) = 4(1 +)3 -~ 30(1 +%)2 + 70(1 +x) -50

Fase 2

~24

< ‘ g (<) l g' )
0
1 -24

para oK = 1, se tiene el primer valor donde g'(x)> 0. Por 10 tanto

b=1ya=0. Se tiene que 0g (g 1-

Fase 3
g = 3(%1a)_‘ag(b)) + g'(a) + g'(b)
-24 + 24 -
= 3 1 -0 6 + 2 4
W= (22 = g'(a)g'(b))1/2
= ((-4)2 - (-6)(2))1/2
= (16 + 12)1/2 - 5 39
i o =/3 (D) QW - 7 }
- MO EEO B e W |
{2 +5.29 + 4 N
=3 N2 +6 + 2(5.29) }(1 - 0)
= 0.39
glke) = g 0.39) = -25

como glda)<<gla) vy g()< gl(b) entonces el minimo local < se
acepta gque sea we, ©S decir,

*

x =D<e = 0039

Por lo tanto, como g{o<) = £(1 +47), el bptimo reltativo es:

*

x¥* = 1 +o<* =1 +# 0.39 = 1.39
£(x*) = £(1.39) = -25.
Vvalor minimo x = 1.39.
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Método de Newton-Raphson

Este mélodo cs también llamado “Método de Newion de Primer Orden™ o

“Método de las lTangentes” y se utiliza para encontrar la raiz de una ecuacion. Para su

aplicacion se requiere conocer un valor de "x" cercano a la solucion y que para este

punto e! valor de la primera derivada sea diferente de cero. tal y como se ilustra en Ia

figura |

Yara obtener la ceuacion que representa ¢l algoritmo de solucidn. se procede e la
sigutente forma:

[ Pare encontrar ¢l valor x, (ver figura) considere gue el punto in. Hy )y esta

razonablemente cerca de la solucion exacta y que la pendiente en dicho punto es
diferente de cero. Trazando una tangente en el punto (g, (%)) de tal lormu que

eruce el cje No el valor de a pendiente de dicha tangente esta dada por:

iy )y

Pendiente de o tangente
NN

Como para el valor dey 00y Ta pendiente de la tangente en el punto (v . Hs b ¢ ta

dada por Ta pimcera denvada de la funaon evaluada en x entonees:
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. f(x,)
Pendiente de la tangente = ——— = f(x,)

X~ X,
Por lo tanto, el nuevo valor x, mas cercano a la raiz puede ser calculado si se conoce el

valor de la primera derivada en el punto donde s¢ trazo la tangente. dicho valor esta dado
por la siguiente ecuacion:

1)
PKX‘]

2.- En torma similar se tiene que, trazando una tangente ¢n el punto (x,, 1(X,)) se obtienc:

f(x,)
XA‘ it T i}
f(x.)

5.- Generalizando ¢l procedimiento anterior, se ticne que la tormula del algoritmo para
¢ste método esta dada por:
B fix )
3
f(\nl)

n TR |

Aunque el método de Newton-Raphson es utilizado para encontrar la raiz de una

ecuacion. también puede ser utilizada para determinar el punto en el que se optimiza una
funcion no lineal,

Supéngase gue se tiene una funcién ne lineal de una sola vanable que puede ser

multimodal. para la cual interesa deternunar alguno de los valores que optimizan la

[uncion. en un probletmia no resuingido.

I'ntonces. podemos ahrmiar gue en el punto en ¢f que la funcion toma un valor

optima. va sea minimo o maximo. la pendiente de la funcion g(x) es cero. De tal forma

que st gralicamos la funcion (v g'iny s aplicamoes ¢l metodo de Newton-Raphson para

cncontrar Ta radz o una de Tas rinees de fix). esto equinaldra a que para el valor de "\
para el cual 1in) es 1gual & cero. la pendiente de La [uncion g(x) también es cero (g'(x)

0y » s para ese valor de "s" la pendiente de gin) es cero, entonees se trata de un valor

aptmo de T funcion g(y)
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Si a partir de un valor conocido de "x" se desea encontrar un valor que optimice

la funcion dada g(x). entonces aplicando el método de Newton-Raphson. se procedera a

hacer:
f(x}= g(x)

y aplicar la ecuacion general:

5 A i‘('\n—l)
'\n = \n TR .
t\(xu-l )
o bien. a partir de la funcidn g(x) esta ccuacion puede expresarse como:
= g(xn l)
Sy T -
g (X v )

El diagrama b flujo del método de Newton-Raphson se presenta a continuacion.
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Ejemplo: Encontrar un valor optimo de la funcion g(x) = (80/x) + 20x + 20, a partir de

los siguientes datos: x; = 1, E=0.00001,N=.15y s =100

. 80 ) . 16
fy=g()=— +20 F)-g" )= "%
I os resultados se resumen en la siguiente tabla:
1T X, | PDX, snx,| X, \ PDX, | D R R-1 | PDX.-E | S a(Xx)
0

170000 60 00000 16t W 13750 2231405 037500 000375 -0 99023 2230108 0370 105 68182

237300 223405 0 6135 17375 649817 036255 096680 -0 03320 6 30K16 03625 10079285
317375 649817 3050 19506 -102587 021305 OS8763 -0 41233 | )2586 02130 10002502
419506 -1 02587 2156 19982 -0 D363 Q04739 022333 0 T766% 103634 V0475 100 00003

.

19982 QU363 2005 20000 -000005  0.00181 0.03R10 096190 000004 00018 100 DO0OO

G

20000 -30000S 2o nh 20000 gun) 000000 000136 -0 NS - noou g 100 0000

para X 2. ¢} valor optimo de g(x) sera 100.
Ejemplo: t-ncontrar un valor éptimo de la funcion giy) T+ 4x - 2 a partir de
los sigutentes datos: Xy = -1, E Q0000 N= 15y S 100

) a'(y)  8x1 o201 - 4 F() 2457 - 42x

Resumiendo las iteraciones y resultados. tenemos Ja siguiente tabla i continuacion:



il X, | PDX, [SDX,] X, | PDX, | D R R-1 |PDX,E | S 2(X4)
1]1-10000 -2500000 6600 -06212 602182 037879 000379 -099621 602181 0373879 -2 30890
2| -0.6212 602182 3333 -04309 -1 00234 0 L7034 D 0OGITO -0 99829 100233 017034 -3 07240
3] -04309 <1 U234 2382 04088 -0 03577 004209 000042 -y yuasT D 03376 an4200 310112
4

04088 -005577 2008 04062 -000021 000263 (G 00003 - Y9997 000020 000263 3100119
04062 000021 2102 -0.4061 000000 00001 000000 -0 99999 -0 000l

o

310118

Para x — -0.4061, el valor optimo de g(x) sera: -3.10119

Metodos de busqueda multidimensional

Optimizacion de funciones sin usar derivadas

Una de las grandes desventajas de los metodos que emplean derivadas para
funciones de varias varables es que en c¢stos es necesario evaluar el gradiente y en varios
casos. lambien el Hesstano.

Otro problema en consideracion, en el caso de que lu tuncion sea diterenciable.
es el evaluar analiticamente en cada iteracion las funciones contenidas en el gradiente v
¢l Hessiano. Fswa tarea de evaluacion analitica. puede ser muy laboriosa v en ocasioncs
imposible. sobre todo cuando se trate de funciones complejis con muchas variables
independientes, Hay métodos numéricas que permilen expresar estas derivadas por
procesos gue no son analiticos. y por lo tanto se puede climmar este problema. Ta gran
desventaja con los metodos numericos es €l error de redondea que introducen y, que
acumulado en un gran nimero de operaciones ¢ icraciones, puede generar resultados
bastante alcjados de los dptimos reales

Por ¢ste momvo. se han desarrollade una serie de metodos 1terain os que. sin s
tan eficientes en cuanto al ndmero de craciones necesarias para alcanzar un Gptimo

como los metodos basados en ¢l gradiente (que veremos posteriormente), tienen las

siguientes ventajas.

a) No requieren de gradientes y Hessianos, por lo que sitven lante para [uncionces

difercnciables comeo no diterenciables
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b) No requieren de métodos numeéricos y por lo tanto su error de redondeo se reduce

considerablemente,

Analizaremos ahora aleunos de estos metodos.

Metodo de Coordenadas Ciclicas

Este método usa los ejes coordenados como direcciones de bisqueda. Mas
especificamente. el método busca a lo largo de las direcciones d,....d,, donde d; es un
vector de ceros. excepto por un ! en la coordenada j. Asi. a lo largo de la direccion de
busqueda d,. fa variable x; es cambiada mientras todas las otras variables quedan fijas.

Si la funcidn es diferenciable. entonces el metodo converge a un punto
estacionario.

Procedimiento

Paso 0: Elegir un escalar € >0 para ser usado para saber cuando terminar el algoritmo
como margen de inceruidumbre y sean d,..... d, las direcciones coordenadas. Elegir un

punto imicial x.seay,  x. k) 1y continuar con ¢l paso |

Paso 1: Sca 7. una solucion optima a el problema de mimimizar la tuncion f(y, + 2.d,)

sujeta a Ae Ey y sea y#l = y; +Ad;. Si j<m, reemplazar j por j+1 y repetir el paso 1. De

olrit manera, si j - n. continuar con €l paso 2.

Paso 21 Sea X0 v, St IXpsy - Xy){<€. parar. De lo contrario sea vy,

rcemplazar k por k + 1 v repetir el paso 1.

X -1s Sca l = ]s



59

Ejemplo: Minimizar (X, - 2)2 + (%) - 2)(2)2 partiendo del punto iricial (0,3).

La tabla siguiente muestra un resumen de los calculos para el metodo de coordenadas
ciclicas. En cada iteracion los vectores y, y y» son obtenidos mediante la representacion
de una linea de busqueda en las direcciones (1, 0) y (0, 1), respectivamente. Para el
punto (2.22, 1.11) la funcion objetivo tiene un valor de 0.0023, muy cercano del valor
Sptimo 0. con punto ptimo (0, 0). De hecho. podemos hacer que el valor dptimo sea

mas aproximado a 0, haciendo & mas pequeiio, pero utilizando un numero mayor de ite-

raciones.

lieracion X,

k f(x,) i d, Y A, Virt
| (0.00, 3.00) 1 (1.0, 0.0) (0.00, 3.00) 3.13 (3.13.3.00)
52.00 2 (0.0,1.0) (3.13.3.00) ~1.44 (3.15.1.56)
2 (3.13, 1.56) ] (1.0.0.0) (3.13, 1.56) -0.50 (2.65, 1.56)
1.63 2 (0.0, 1.0) (2.63, 1.56) -0.25 (2.63,1.51)
3 (2.03,1.31) 1 (1.0,0.0} (2.63.1.31) -0.19 (244, 1.31)
0.16 2 (0.0,1.0) (2.44.1.31) -0.09 (2.4, 1.22)
J (2.44.1.22) l (1.0,0.0) (2.44,1.22) -0.09 (2.35.1.22)
004 2 (0.0, 1.0) (2.35, 1.22) -0.05 (235 17
= (2.35.1.17) i (1.0.0.0) (235,1.17) -0.06 (229.1.17)
0.015 v (0.0.1.0) (2.29, 117) -0.05 (229.1.14)
6 (229, 1 14) I (1.0, 0:0) (229.1 14) -0 04 (2751 14)
0.007 2 (0.0, 1.0) (2.25,1.14) -0.02 (2.25,.1.12)
7 (2.25.1.12) | (1.0,00) (225.112) -0.03 (2 22, L 12)
0.004 2 (0.0,10) (232.1.12) -0.01 =22 110

[ & tlustracion de este método. para este ejemplo. sc presenta en la siguiente figura.

(ver figura 2)
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Figura 2 llusiracion del metodo de coordenadas ciclicas.

Metodo de Hooke y Jeeves

El metodo de Hooke y Jeeves representa dos tipos de busqueda exploratoria 3
patron de busqueda. Dado x;, una busqueda exploratoria u lo largo de de las direcciones
coordenadas produce el punto x,. Un patron de busqueda a lo largo de la direccion x; x,
conduce al punt'o y. Otra busqueda exploratoria a partir del punto y conduce al punto ;.
I! siguiente patron de busqueda es a lo largo du la diveccion x5 x5, obteniendose y'. L
proceso es repetido. La figura 3 muestra las primcras dos iteraciones del metodo. Las

lineas que van de x; & X, y las que van de y a x, representan la busqueda exploratoria a

lo largo de los ejes coordenados y la linca que une a x; y x5y laqueunc a x; y y

representan el patron de busqueda.



a

X9 A ) _ .
- ] X 3

i1 Y patron de busquieda
]

I ometode de Hooke v Teeves maneja diecoiones fe linea a lo larga de las

direccrones eoordenadas d,.....d,, y un patron de busqueda en su desarrollo.

Procedimiento

Paso 0. Llcgir un escalar € >0 como margen de incertdumbre. Elegir un punto de

artida X, sea v, - X. sea k=1=l y secuir con el paso 1.
P y Y I ] & 3

Paso 1: Sea 2, una solucion optima a el problema de mimmivzar la funcion f{y, + 2dp}
sujeta a el y sea v = y; + Ad,. Sij<n, reemplacar j por i+1. y repetir el paso 1. De lo

contrario, si j—n. sea X, = Ypsq S1 [ Xsy - Xl < €. parar. de lo contrario. continuar con el
paso 2.

Paso 2: Sead x., - x_y sea A una solucion optima al problema de minimizar (%,

+ Ad)sujetoa ).eL:|. Seay, = ., + Ad, seaj L remplazar k por k+1. y repetir el paso 1.

Ejemplo: Minimizar (x, - I+ (%, - 2x;)" partiendo del punto (0,3).

La sigmente tabla resume los calculos del metodo de Hooke y Jecves.
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i:n cada iteracion, una busqueda exploratonia o o large de las direcciones coordenadas
Jados los puntos v, ¥ yr. ¥ un patron de husqueda a lo largo de la dircecion d = x4 - Ny,

dado el punto y ., excepto en la iteracion k| fonde vy xp. En cuatro itleraciones se et

del punto inicial a la solucion optima(2.00, 1 .00). con valor objetivo igual a cero. En este
punto,lixs - x4 | 0.045 y el procedimicnto es terminado. La figura 4 ilustra el progreso

del metodo.

Figura 4 : Tlustracion del metodo de Hooke y Jeeves
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Metodo de¢ Rosenbrock

141 metodo de Rosenbrock  uhza lineas de busqueda para minimizar una luncion

[ de varias varigbles. Sy fes ditere crable entonees ¢l met odo converge a un punto con
gradiente cero

Procedimicento:

Paso 0: Sca « -0, clegido como 1o minacion escalar. Elegir d,.....d, como las direcciones

coordenadas. 1 legir un punto de, ruda s seay, X k

1

1 |. ¥ continuar con el paso

Paso 1: Sea ¥, una solucion optima a el problema de minimizar f(y, + Ad,) sujeto a AeE,,

yosea v v - adl Styens e plazar g opor el y repeti el paso 1. De lo contranio,

seewircon el puaso 2

Paso 27 Sea ~ . vu St - N, < n parar. de lo contrario sea y | — X, ., reemplazar k

por k1. sea j | v continuar con ¢l pasa 3

Paso 3: Formar un nuero comunto de direcciones de busqueda lincalmente

i
mdependientes. (las direcciones d. ..d, son linealmente independientes si ledl 0
!
implica que 2j - 0 para i l...n) cada uno con norma igual a uno. Ademas, supongase
que estos vectores son muiuamente ortogonales. esto es. dild] — 0 para i # ). Partiendo del

vector comun x. la funcion ohjetivo f es minimizada a lo largo de las direcciones
"

iterativamente, conduciendo a el punto x4, En particular x4 - X, - Z)‘/d, , donde A]
|

es la distancia recorrida a lo lareo de d;. La nueva coleccion de direcciones d,.....d, son

obtenidas a partir del procedimiento de Gram-Schmidt como sigue
o, sij— 0

“AS2d, sij=0
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h 5
o \L.(“; d )yl 1>0

d

h

jemplo: Minimizar oy 2y Fna- 2%,)" usando el punto inicial (0. 3).

Para vy (3300l punto v, es obtenido optimizando la funcion a lo largo de y,.y yrcs
obtenido optimizando la funcion a lo largo de la direccion d, partiendo de y,. Despues de
l4 primerd Hetdcion enemos que 2. 3 13y 2, -1.44. Usando ¢l metodo de Gram-
Gehmidt las nuey i~ lireeciones de busqueda son (0.91. -0.42) y (-0 42, -0.91). Despues
de cuatro iteraciones. ol punto (2.21. 1.1) ¢s alcanzado. el valor de la funcion objetive
s 0,002, A partir de esto se liene gque Xg - X, 0.15 v el procedimicnto termina. En la
figura 5 se observa el progreso del metodo de Rosenbrack., v la tabla siguicnte condensa

los calculos de cuatro iteraciones del metodo hasta alcanzar el punto optimo.



Figura 5 : [lustracion del metado de Rosenbrock

Resumen de los calculos del metodo de Rosenbrock

[teracion Xy Y, M
h 1(xy) j f(_)_L) d, X f(y, 1)
1 (0.00, 3.00) 1 (0.00. 3.00) (1.0.00 3.0% (5.13.30M
52.00 52.00 9.87
2 (3.13,3.00)  (00.10) 44 (313,150
9.87 1.63
2 (3 13, 1.56) | (3.13.1 56)  (0.91,-042) 034 (2.82. 1.70)
1.63 1.63 0.79
2 (2.82,1.70)  (-042.-019) 051 (2.16,1 24)
0.79 0.16
3 (261, 1.24) 1 (2.61, 1.24) (-0.85,0.52) 0.38 (2.29, 1.04)
0.16 0.16 0.05
2 (2.29.1.04) (0.52, -0.83%) -0.10 (2241 13)
0.05 0.004
4 (224, 1.13) | (244.1.13) (-0.96.-028) 004  (2.20.1.12)
0.004 0.004 0.003
2 (2.20,1.12)  (0.28.-0.96) 0.02 (2.21, 1.10)
0.003

0.002

66
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Metodos de husqueda multidimensionales usando derivadas

[ 4 metodologia de las teenmicas de optimizacion no lincal para funciones sy usar
derivadas consistia en establecer un mctodo que cambic ¢l valor de la funcion objetn o

hacia Yo dire scion del maxima o mumimo. para los metodos que wtilizan derivadas las

cuestiones hasicas de metodologia son las mismas:

) ) -
F= 7 Hacrsque lireecion moverse en R"

2o Cuando parar Yas  iteraciones 2

Obviamiente la respuesla o la pregunta (2) es facil parar las keraciones cut o

e en piece Cinerementar o distinuir

U na cleccron natural direccional es determinada mediante caleulo: hacer e t
crezca o deciezea tan rapido como sea posible.

U na manera de lograr esto es dada por ¢l gradiente de [{\).

I 'os metodos de gradientes determinan la mejor direccion y la mejor longitud de

recarrido ¢n esa direccion, para poder alcanzar el maximo o minimo. en ¢l menor tiempo

posible (menor numero de iteraciones).

Metodo del gradiente
Ejemplo: Encontrar el valor optimo de la funcion

< 3 3 i
(€ XN, ) = 7x) +4x, + X N5 - X7 - Xy usando el metedo del gradiente con una

aproximacion del 1% y a partir de los valores x, = 8y x, 2

Calculando €Y vector gradiente
VHRY = (T + 5 2% 4 + %) - 2%4)
Tix,) (-7.8)



Ehe

Particndo del punto inicial x, (8. 2), al moverse una unidad en la dircccion s - decrece
¢ mvel de fen 7 unidades, b cambio, un mos imuente unitanio en b diecaois o haee
crecer ol nivel de fen & unidades. Entonees, del punto (8. 2) hay gue mosverse (8 2'8k)
donde k es la tongitud de paso. Para caleularla se iene « (8,24 8,
) 768+ 4(2+8K) + RO +8K) - (8) - (2+8K)

64k7 + 6k + 12

Dervando la funcion f(x,) ¢ 1pualandola a cero:
128k + 640
k=0.05
I nonees hay que moverse al punio (8. 2+ 8(0.t (8. 6) Se wp
Viocedimicnto para x, (8. 6). hasta que en 6 iteraciones se llegaay, (603 oS L
metoda convierie al punto optimo (6. 5) que genera mn valor manime o - I tabla

sieuiente resume estos caleulos.
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Metondo de Ascenso/Descenso acelerado

Sca f(x) una luncion diferenciable. Dado un punto inicial de  paruda

e ) la direecion de aseenso acelerado, en el punto g esta dada por VIix,) y
la longitud de recorrido estara dada por un patametro k, -0, 1l que ¢l punto generado en
la teracion i, para1 0,12, s

X1 — X, k,Vi(x,) k>0 parai 0.2,
Para encontrar el valor de k,. s¢ maximiza la luncion de una sola variable

ulk,)  1(x, 1 KV p

por algun metodo conocido.

I1ovector ¥, + KV o aneente al contorno w(k)) v como VIy 0 es
perpendicular a este contorno. las movimientos sucesivos son en angulos rectos.
Un eriterio pura terminar-el algontmae es comparar ¢l valer de la tuncion en dos

iteraciones sucesivas v parar cuando esa dilerencia es menor a una tolerancia establecida.

es decir. cuando
[ f{x)-f(x;)|<e  dondee>0

Este metodo encontrara un minino ¢ maximo local. generalmente el que esta cercano al

punto de inicializacion X,

Ejemplo: Fncontrar el valor maxime de la funcion

>

f(x)  8x;+2x, + 2xXa - 2% - Xa”

con una aproximacion del 1% y a partir de los valoresx; 2y, 10.

Calculando ¢l vector gradiente
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VIn) (8=2x5-4y .2 < 2y 24
Viis ) (200 14
Se¢ parte del punto micial x,  (2+ 20k, 10-140)
fn ) BA200) ¢ 2000 1dk) b 22020k010-140) - 2(2+20K)%-(10-14Kk)
simplificando ~¢ tiene
afh)  -1336K + 596k -2
Derivando la funcion anterior ¢ iwualando su dertvada a cero se tiene
SUI2K - 3960 0
ko 01915
Entonces x, = (5.83. 7.319). calculandao el valor del gradiente en
X Ve (U685, -0.9 09) ~e¢ ticne que
v 38 6838k T 31U 0 0T AYLY
evaluando el punto en la funcion objeuvo se llega a
g(h) -0.3507+ 142k -~ 2307
derivando la ccuacion e jgualando a cerol se tiene que
K 12845 yxs  (4-932.6.064)
Se sigue el mismo procedimiento hasta llegar al punto (3. 6) que es el valor maximo en 3

1craciones.

[.a tabla sigmente resume los calculos del metodo de ascenso descenso acelerado para

¢ste gjemplo
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Mctodo de Newton

I1 metodo de Newton s muy parceido al metodo deascenso descenso

acclerado v esta basado en la nente reglaiterabing
i S ; e
! AT 8 TR SV AN (RN (para Mininizacion)
.| . -
ACURERR VU S £ S GV AW (RN (para maNimizacion)

donde ¢l punto x,, en L, es arbitrario. f(x) es diferenciable, Vi{x,) es la transpucsta del
: -l g
sradiente evaluado en el punty « de la h-esima tteracion y H (%) €5 la matrz v ersa

del He siano evaluado en el poito v de la k-esima tteracion.

Fjemplo: Vimunizar (v - 2) v - 2\)7 partiendo del punto inicial (0. 3)

: : .
[ a4 steurenie wabla muestra m resumen de los caleulos [n cada iteracion. x, . NN
{ing ) Despues de 6 iteraciones se obtiene el punto v (1.83.0 91).

En este punto TH(x-) 0 04y el procedimiento es terminado. L.a tabla siguiente resume

los ealcalos v la tigura 6 ilustra ¢l progreso del metodo.
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Iigura 6: Hustracion del metodo de Newton

Metodo de Davidon-Fletcher-Powell

Los tres metodos anteriores, el de ascenso~descenso acelerado. del gradiente y el
de Newton convergen muy lentamente a la solucion buscada, sobre todo cuando el
gradiente adquiere un valor cercano a cero. Esta situacion puede eliminarse utihizando
direcciones conjugadas. en vez de direcciones perpendiculares (forman angulos de 90°)
como las que manejan los mctodos anteriormente citados.

El metodo de Davidon-Fietcher-Pawell se basa en direcciones conjugadas . y es

considerado como uno de los algoritmos mas eficientes para calcular puntos optimos

locales en tunciones diferenciables de varias variables.

Definicion: Sca 11 una matiz simetrica. Los vectores d,.....d, son Hamados conjugadas si

son linealmente independientes.



76
Procedimiento:

Paso B: Sca g -0 el escalar que sehala la terminacion del metoda Flegir un punto inicral
%y una matriz simetnca posiuiva delimida ol Dy Sea sy, ajosea k¢ 1oy conty-
nua con el paso 1.

\

Paso 1 St IVIx)|I= &0 parar De do contrario, sea d -DIG ) sujetaa 2 20 Seay, My

v, = hdSijong continuar conel paso 2. Sty noseay ) X M, teemplazar K por
k+ loseaj=1.,yrepetrcl paso 1.

Paso 2 Construir D,y coma s1gte

P PDay D,
P4, 4D,

OGN

donde

P, TN
g, = VHts ) - Vi
Reemiplazarj por j + 1y repetir el paso 1.

Ejemplo: Mininnzar (X, - 2y - (N - ng')z

En la primera iteracion

(0
Dl:i\o ]

Para cada iteracion, paraj — 1.2.d es dado por -DVIi(y,). donde D, ¢s la matriz identidad
v Dy se obtienc con las formulas de Dy, (. p; y q,- En la iteracion 1. tenemos que p;  (2.7.
-1.49Y y qp — (44.33.-22.72)" en la formula de D, .. En la iteracion 2, tenemos que pr - (-
0.1, 0.05) v q, — (-0.7. 0.8)". v finalmente en en la interacion 3 tenemos p;  (-0.02.

0.02) vy q, - (-0.1, 0.24). E1 punto yp €s calculado optimizando a lo largo de la

direccion d; particndo de yjparaj —1.2.
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13] procedimiento es ternminado en el punto y-> (2 115, 1 US8) en la cuarta weracion, ya
que Vily-)  0.006 es bastante pequeno. EL resumen de los calculos se expresa en la

sigutenie tubla. y la trayectoria tomada por el metodo se lustra en La figura 7.

Iigura 7: Hustracion del metodo de Davidon-Fletcher-Powell
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Metado de Fletcher-Recves

ste metodo tambien esta basado on la logica de las diecciones conjugadas No
es tan ehiaente como ¢l metodo de Davidon-Fletcher Powell. pero ¢s mucho mas

<enctllo en caleulos manuales
Procedimiento

Paso () 1 fegir un escalar de terminacion £ -0y un punto nncial X Sea v

Vi(v)). k = j =1 y continuar con el paso 1.

Paso I S1 VIy ) - parar. De lo contrano. sea X una sofucion optima al pre cma de

nunimizar iy 42 d) sujetaa 2>0.y sea vy, v +72d Stgc nocontinuar con¢opase 2

[De otra manera. seguir con ¢l paso 3.
Paso 2 Scad,,, -Vily )~ ad:
o g WJJAT
Tty )"
Reemplazar j por j+1 y continuar con ¢l paso 3
Paso 3:Scayl Xy —Yuaysead, -Vf(y)). Seaj - 1. rceemplazar kK por K+ v continuar
con el paso 1.

Ljiemplo: Minimizar (x, - 2y + (x, - 2x2)’
Fn cada iteracion d; es dado por -Vily) v ds es dado por -Vt (y.) + «,d,. donde ¢ se

obtiene con la formula anterior. Ademas. y ., es obtenido optimizando a lo larga de d,.

partiendo de y;. En la iteracion 4. el punto y,  (2.185. 1.094), ¢l cual es muy cercano al

optimo (2.00. 1.00). es alcanzado. Como la norma del gradiente es igual a 0.02. la cual

¢s muy pequeiia. sc paran las iteracioncs en el paso 4.



80

i.a tabla siguicnte ¢s un compendio de las iteractones para ¢l problema con el metodo de

Fletcher-Reeves, y ¢l progreso del algontmoe se mucestra en la fipura 8

Figura 8 - [lustracion del metodo de Fletcher-Reeves
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CAPITULO 6

M- TODOS DE DIRTFCCLONES FACTIBE S

Esta clase de metodos tesuclven  problemas de  programacion no  lineal
moviendose en cada tteracion de un punto factible a un punte factble mejorado. mas
cercano a un punto optimo. 1.a metodologia de los metodos de direeciones factibles oy

Dado un punto facuble N se dewetmuna una direccion dp tal que para ¢ -0

suficientemente pequeno, fas stgwente s propiedades son cordaderas: (1) g - 2dy o
factible, y (2) ¢l valor objetivo en x, + Ad, es mejor que el valor objeuvo en x,. Despucs

que tal dircccron es determmada. un p ol lema de aptimizs o uni-dimensional gue

debe ser resuclto es deserminar hasta donde continuar a lo largo de dy. Ests conduce a un
nuevo punto x,. v el proceso es repeudo. Ya que la facubibidad primal es mantemuaa
durante ¢l proceso de optimizacion. estos procedimientos son con lhiccuencia referidos
como “metodos primales”.

Metodos de este tipo consisten en como converger a soluciones que cumplen las

condiciones de Karush-Kuhn-Tucker o algunas veces a puntos que cumplen con las
condiciones de I-ritz-John.

Metodo de Zoutendijk

Definicion: Considere el problema de minimizar f(x) sujeto a \es donde {11:,2E, y S es
un conjunto no vacio en E,. Un vector d diferente de cero ¢s llamado una direccion

factible en xes s1 existe un &>0 tal que x-Ad € s para todo Ae¢0, d).

De otra mancra, d ¢s llamada una direccion mejorada en x € s si existe un >0 tal
que f(x+rd)<f(x) y x + Ad € s para todo Ae(0. d).

El metodo de Zoutendijk es aplicable para resolver el problcma de optimizacion



Minimivar 1(s) \ matriz m x n ' “matriz | xn
supeta a A% vom-vector ¢ l-vector
b o

-1 metode cncuentra en cada eracion ana direecion factible y un tamano de
aanee (longiud de pased en esa diveecton, tal como en programacion noe restnngida, ba
cual tiene dos propiedades
a) Factibilidad: Consiste en que un avance en esa direccion no viola ninguna restriccion

by U tilidad. U oy aiee en esadiceecion mejora ¢l valor de la juncion objetis o.

Pracedimiento

Paso O | ncontiar una sol won lactble inictal x con Axgb v Ly ¢ Sea k1 segun

con el pasa |
Paso 1 Dado s supongase que Al ) b' son descompuestas en (.. As )y (b 'n:l) tal que
A by A bl Sea dy une solucton optimaa ¢l siguiente problema

\mimizar Vig)'d

sujeta a Ad <0

Ed 0O

1<d~1paraj l.n

St VN dh 0. parar: x ev un punto que cumple con las condiciones de Karush-Kuhn-

Tucker. de otra manera. contimuar con ¢l paso 2.

Paso 2 Sea 2k una solucion optima a el siguiente problema de busqueda de linea.
\inimizar f(x, + Ad))
sujeto a - 0<h<Amax

donde

]mmmm{b dd >0} sid <0

Amux = )
lm s1d<Q
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conb b\ N

d v
O \ytoadp. kdentificar ¢l nuevo conjunto Je restnicciones activas en sy S
abtencr [ nucvos valores de Ay A

Reempl 2u ko pork « 1y repeur el paso 1.
Ejemplo: Nimezar [(n) 02X, #2837 = 2XX5 - 4%, - On,

Sapetaa N oXas 2

-X <0
=Xy <0
usande 1 etodo de Zoutendinh. partiendo del punto iniclal

%y, L LOAERI
I-1 veat ) ztadicnte VIHx) es:
VN AN - dxy T Py - 6)
Primera itcracion
En el punto x. solamente las restricciones de no negauvidad ~on activas. que sc cumplen
como restricciones de igualdad, por lo cual [ = {3. 4. k1 problema para encontrar una
direccion tactible es:
Nnimiizar -4d, - 6d;
sujeto a -d <0
-d, 20
-1£4d, 21
-1<dy <1
El problema puede resolverse con 2l metodo simplex o con el metodo grafico. la
solucion optima ¢s d, = (1, 1) y el valor optimo para el problema de direccion tactible es

igual a 10. La siguiente figura ilustra la iteracion 1,
4

]- ~

Vol

o
8

)
/ A~

0 0 0

-t -6 |
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Ahora necesitamos encontrar ¢l punto tacuble a lo largo de la direccion (1. 1), partiendo
del punto (0 0) con un valor minimo de i) 25 F 2, 2an - 4y, - 6x,. Cualguier
punto a lo lareo de esta direccion pucde ser escrito como xp -+ 7dp (2, 7). Entonees (x,
prdy -loee 27

i1 valor maxyma de # parael cual ;- 74 ey tactible se obticne comao sigue

-3 0l ()
PR

.3 2
e S 4 AN
Entonces. para ¢l nuevo punto x, + ~d . ¢l valor de 2, se obuenc resolviendo el siguiente
problema de busqueda uni-dimensionai
Minimizar 107 257
sujelaa D € < i

(o

- A e \ b N . . 5 5
Como la funeion objetiva es convesa v ¢l minimo no restringido os . de to cual

. 90 sl Ye
okt 0+6L1=5

Scegunda iteracion

>

< S < = T 3 " v . 5
['nel punto ( 7, | (\)l se ticne que Vi(x-) (- L. 3 1) . F1 conjunio de restricciones activas

en ¢l punto x> es I {2}, tal que la direccion factible es obtenida resolviendo el
problema

Minimizar -/, d,-" + d,

sujetaad, + 5d- <0

1 <d 2]

'l <dj(l
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Usando el metodo grafico se llega a la solucion optima al prol v lincal anterior que es
| ! 3 . 22 - .

dy (1, - 5) v el valor de la funcion objetivo es =77/5. Laosi 1 nte hueura lustra esta

Heracion.

-

Partiendo del punto x,, cualquier punto en la diteccion dy pucde sei escrilo como Xy

N *;.4‘ ' 7. de locual fix ¢ 7da) -'25/3-22/1-7 Tk |
i it ,] ')
s [5 HEISH o
(1 Pyl A
‘= SL ;]_ OJ
como d> 0. se tiene gque Amax — min {[ S A i
Por 1o tanto A2 es la solucion optima al siguiente problema
Minimizar -'> /g -22/,5 3. + ®/, 02
sujetaa 0 < ) < : |2
Lasolucion optimaes 7, g tal quexs a=Ady, (707 1.

Terecera iteracion

A S A = 32 160
Enxs =0 3. 4 /5)). tenemos que VI(x3) (- 5. 5~

3
1 conjunto de restricciones activas en el punto x; es dada por | {2}, tal que la
dircccion tactible se obtiene resolviendo:
Minimizar - sidh = " 5:d
sujeta ad, + 5d, <0
l<d <1

A gds 21

Usando nuevamente el metodo grafico, se tiene que dy= (1.-' ). lo cual hace que f{x;+

a4y = _125/8 -22/“51 " 62/2512 pues d, = 4



87

Ast mismao

|~

como d, O, A pummo | ,,/"/5} (340 S¢ liene hota gque Ay es la solucion del

prohlema
28 a2, o w3
T Y VA
|
sgyetaa 7 - .

13 3 1 -
gue 1o tiene solucion, por lo tanto ¢l valor opumo es x; (L. ). La figura

siguiente ilustra este proceso final.

{— 32 160y
3 H

Metodo de Topkis-Veinott
Ll metodo de Zoutendijk tiene un variante, con ¢l cual s¢ puede tesolver el problema
lineal

Minimizar f(x)

syjetaa g(x) <0 1=1,...,m

donde todas o algunas de las restricciones son no lineales. pero el punto optimo que se
obtiene con ¢l metodo puede no ser optimo sino aproximado. sin cumplir las condiciones
de Karush-Kuhn-Tucker.

F1 metodo de Topkis-Vemnott garantiza la convergencia del punto optimo para
este problema, obteniendo un punto que cumple con las condiciones de Fritz-John de

optimalidad.



Procedimicento
Paso 0 Bleau e panta y al que pny O parar Loome Sea k1 seguir con ¢l paso
]
Paso 1: Sea (7. 1) una solucion optima a ¢l sigwiente problema de programacion linedd
Mintmiza 7
sufeta a iy yd-2<0
Toey d - 7 <-g(x,) paral  h..om
-l<d < pard | l...n
Stz Oopaase v s un punto Fritz-lohn 1)+ lo contrario. si 7= 0 continuar con ¢l pasa
2
Paso 2: Sca 7, une olucion optima al prablen de busqueda umdnmensional
Minimizu tes - dy
sufela a - 4 2 max
donde 72max.  sup 1z owity, td) < 0 para 1l l.m). Sea n X on o d
reemplazar k pork 10y volver al paso |
Ejemple: Minimizar 2.\,’ = Exlz - 2Xpx; - 4 - 0%,
sujeta a x; +5x- <5
R, BT
-\ <0
&5 <0
partiendo del punto v (0.00.0.75Y
=1 aradiente de la funcion objetivo cs
Vi(x) (dx -2% - 4 4% - 2%, - 6)'
Los gradicntes de las funciones restricciones son (1, 5), (4x,. -1)' (-1, 0)' y (0. -1)". los
cuales son utilizados para determinar la direccion factible del problema en cada

Heracion.
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Itcracion 1
[0 x; = (0.0, 075) tenemos que Vi) 3. -3.0). Por lo tanto ¢l problema de
direccion de busgueda cs:
Minimizar /
sujeta a -5.5d -3d,- 7 <0
dy ¥ 5dy -2 < 1.25
-dy - 2073
-d, -270

4 -2 20

<Lsd;= | paraj 1,2
I'a solucion optimi 1 el problema anter v o d - (07143, 203371 v+ -0.7145.
usando el metodo sumplex.
valuando la funcion en el punto x4 2d . ¢ uene que

fx, +Ad) 097247 - 4.036% - 3373

E1 valor minimo de la funcion es %, 0.84, ¢entonces Amax= 0.84 y este valor resuelve
el problema de minimizar fix, + dj) sujeta a O = 2 < 0.84, con lo cual x> N + Ad,
(0.60. 0.72).
i1 proceso es repetido. La tabla siguiente resume los calculos para 5 iteraciones
obteniendose el punto (0.6348. 0.8575) con valor abjetivo de -6.5590, muy cercano al
optimo (0.658872. 0.868226) obtenido con el paquete de computadora GINO. con valor
en la funcion objetivo -6.613086. El progreso del algoritmo se muestra en la siguiente

figura
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Metodo de proveccion de gradiente de Rosen

1 metodo de proveccion del gradiente esta maotivado por ¢l mctodo de ascenso-
deseenso acelerado para prohlemas sin resthcaiones 141 gradiente neeativo se proyecla
sohre la superticie de wabajo para detimr 1 lneccion de mosimiento.

Con este metado se resuelve ¢l probiema de la torma:

Minmiizar 1{\)

sujctaa A\x b

I ¢
Procedimiento
Paso 0. Tlegin un punto \ con Ay, 1 bx e Supongase que A"y b son
descompuestos en (A ATy (b Byl que Ax = by Asx;< ba. Sea k1 y seguir
con el paso 1.
Paso 1: Sea M' (A"l ) Si M ev 1o, patar sio VIixg)y 0. Seady - =Viix,). »
continuar con <l paso 2. De lo contrario sea 1 |- MMMMY'M y dp  -PViix,). Sid, =
0. seguir con el paso 2. 51d, 0. caleular w -(\/IMl)"MVF(x,\) yseaw  (u.v'). Siuz0.
parar. X, es un punto que cumple con las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker. Si u 3 0.
elegir un componente negativo de u. sea. u,. Actualizando A, eliminando la columna.
correspondiente a u, y repetir ¢l paso 1.
Paso 2: Sca » una solucion optima al siguiente probl¢ma de busqueda en un intery alo

Minimizar f{x, ~ 4d,)

sujeta a 0 < A < Amax
donde ~.max se calcula igual que en el metodo de Zoutendik.

Sea v =X, + Ady, y suponer que A'y b' son descompuestos en (A, As' )y (b b tal

que ANy by Apxpy < b
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Reemplazar k por k Hl 3y repetir el paso 1
Fjemplo: Resolver el siguiente problema con el metodo de proyeecion de gradiente de
Rosen. partiendo del punto (0. 0)
Minimizar 25, + 2% - 23 - - 6x
sujclaa s t x 72
Xp bt S, 9
-X| <0
-~ <
Primera iteracion: I'nx (0 0) ¢l 2radiente
V() = (4%, - 2%, - 4, 4% - 2X, - 6)'
(-4.-6)'

Solamente las restricciones de no negativtdad son activas ¢n x. tal que. I (3. 4) . con

Entonces si esto es yerdadero. se tuene gue

AL AAAY 4 UJ
T g ( 1M Ap T 0 0
vid,  -PVIf(x)) = (0, 0). Calculando
wou (AADANIY)  (-4.-6)
Eligiendo u, -6 y suprimiendo el gradiente de la cuarta restriccion, la matriz A, es
moditicada dade A} (-1.0). [.a matriz de proyeccion moditicada P que se obtiene es
t -1 00
Pol-atAAY 4| ]

v la direccion de movimiento d, es dada por

d, -PVI'(x|)"‘[g OJ(:iJ @



Por otra parte, cualguicr punto x5 en la direccion d; partiendo del punto x; puede ser
. . .. 2
escrito coma v, A 2d (00 67y ¢l correspondiente valor objetivo es f(x,) — 7207 -

36/.. 11 yvalar maximo de 7. para el cual v+ 2d ey tactible es obtenido como siguce

2 110 3
h b Iy _ _ .
3 N 0 oy
I RYRY &
(l ’(/ [ _J }
I 3/\6 )
o I
AMAX MO oyt "

entonees 7 os una solucion optimacdel problema

Minunizar 724 - 364

sujetaa <z <

4 . . 1
La solucion opimacs 2, . tal que

1

XA \J = /.d] (”. I)

I=n el tinal de 11 tercera iteracion

2T

-1 2
u B AL R ATy Bl =0
Por lo tanwo x. es el punto optimo para u_ 7 3. VHX;) + w6 Vea(zy) = 0
tal que x5 €s un punto que cumple con ias condiciones de Karush-Kuhn-Tucker.

[Los calculos pira las tres iteraciones se resumen en la sigulente tabla.
P
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Metodo del g1 adiente reducido de Wolfe

Fste mictodo resuelve problemas de programacion no lineal. sujetos g
restricciones hincales, en lorma matenxatica

Minmzar 1ex)

supcta e AN b

vl

-1 algoriimo converge a un punto que cumple con las condiciones de Karush-
Kuhn-lucker
Procedimiento:
Pase 0; Elegir un punto x; que satistaga Ax;=b, X, > 0. Sea k — | y seguir con el paso 1.
Paso 1 Scad, . dorSidy O parar: \',: es un punto e cumple con fas condic nes

de Karush Kubn-Tucker. De lo contrario scguir con el paso 2

[, Comunto de mmdices de los m componentes mas Jrandes de ¥

Bl b\ | e N ta ey (1)
roVHa - Vlts'B A ()
ol sijel yr <0

i e o sijel yr 20 (3)

dy B3 Nd, 4

Paso 2 :Resohver ¢l siguiente problema lineal
Minimizar 11x, 1 Ady)

sujeta a < ;< max

donde
| minimo
-X
Amax J] <3< nj—'f-:dl <0 psid, >0
| s
. o Si dL 2 0

y X dyson los j-esimos componentes de X,y dy, respectivamente.
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Sca 2, unacsolucion optima y sea Xy, X +o2qd,.
Reemplazar por kv 1y repetired paso |
jemplo: Resolver el siguiente problema usando ¢l metodo del gradiente reducido de
Waolte. partienda del punto x, (0,0, 2. 3)
Mininsza l\,1 * ?.xz2 - 2%1Xy - B\ - 0%
NUCHIR X tx+\3 2
X ¥9%>+ Ny S
Xp Xao Nqo N, 20
C alculando ¢ cecton gradiente
VI(x) - (4% - 2%, - 4, 4%, - 2%,- 6,0, 0)
Primera itevacion: Foel punto x; (0.0 2 5) tenemos que Vi) (-4 -6.0. 00 |
1

Vi talque BB 3.0 4] R gradiente reducido es dado por la ccuacion (2)

1110
U4 -0.0000-(0.0) o~ 4 6000)

Yr  Opara. |.Laintormacion en este punto se resume en la siguiente tabla

\q Xz X3 N\,
solucion x; 0 0 o S
THx,) -4 -6 0 0

0 x, 1 [ 1 0
Vaflx) (0] X, 1 5 0 !
2 3 -6 0 0

Por la ecuacion (3) se tiene que dy — (di, ds)' (4, 6)' . Calculando dy, con la formula (4)

I 1Y+
dl{ (d.. d4) ‘B*l Nd\; '[I 5](6J ( ]0.—3‘1\,

B N ¢s expresando bajo las variables correspondientes a N, a saber x; 3 x..
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nionees el veetor direceion es dy = (4. 6, <10, -34) Ahora, partiendo de x; (0, 0, 2. 3).
¢ lesea minimizar la funcion objetivo a lo largo de la direccion d, (4, 6. -10, -34)"

I o que calealar el maxuno salor de A tal que ny o+ 2d; es factble

-

3

Amax  minimo ! . ﬂ/H} "
ftx 4 2d) S6L7 - 527 tal que 2., es la solucion a ¢! siguiente problem.
Minimizar 362, 22
sujetaa 0 <7 - - 3
L iramente A, §/,4. lal que x5+ ad " S |
Stzuendo este mismo proceso, en laiteracion 3. de 3).dg (ddy) 1A de Drdy

(Wpdy)  (0,0). Porlotuno d 0y la soluciun v, ¢s optima, La tabla iquente resume

< caleulos.

Tteraciin — Direomitn de Hqueda Direxcién de lirea
R E i r, d, A, \,
I (0.0, 2.5 (0 ¢ d.-6.0.0) 4,60 10, -34y . a4
PR ENO/c1e BH.O0. F AW« zd DS o
A0 ~ 16 . 0. ) W, 0.0.0)

—
|
-
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CAPITULQ 7

MODELOS ESPECIALRS DE PROGRAMACION NO LINEAL

Programacion Cuadratica

I:] problema de programacion cuadratica se define como la maximizacion o
mmimizacion de una funcion cuadratica como funci n objetvo sujeta a restriceiones
Iineales. Para ¢l problema de maximizacion la funcior Hhjetive debe ser coneava 'y debe
ser convexa para el problema de minimizacion. La representacion matematica de dicho

problema e

NMaximizar (o minimizar) »  CX + X DX

Sujeta a AX <Py
X>0
donde
b, () 6.1 S Xp)
a, a,
O\ \Jchden\ b-d c,) :

.
m o nn
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Como Jas restriceiones s¢ supanen lincales ¢n -+ we caso. garantiza que la region
facuble sea un conjunto convexo

Cualyuier punto que satisfaga las condiciones de Koarush-Kuhn- Tucker sera una
solucion de este problema de programacion cuadiatica 1 n base « esto 1a solucion a este
problemit se asegura por la aplicacion direeta de las condiciones de KK TL EL problema
puede escribirse para ¢l caso de maxnimizacion como

Maximizar z — CX + X' DX

A R

Supeta a ¢ix) (—l X U B

Las condiciones de K.K.T. pueden combinarse como

-

oAl INEy |4 '

A D 01] L lp)
S

X, U A4S paratodaiy todaj
UK. S>>0

El problema es equivalente a resolver un conjunto de ecuaciones lineales.
mientras se satistacen las condiciones adicionales px, 0 2AS. La solucion al sistema
anterior se obticne utilizando la fase 1 del metodo de las dos fases. La unica restriccion
aqui es que debe mantenerse siempre la condicion A,S, - 0 A x,. Esto quiere decir que
7, ¥ S, no puccen ser positivas al mismo tiempo ast como tambien A, ¥ X, no pueden ser
positivas simultaneamente. La tase | terminara en la forma usual con la suma de las
variables artificiales igual a cero unicamente si el problema tiene un espacio facuble.
Esta tecnica descrita se conoce como el metodo de Wolfe para programacion cuadratica.
Ejemplo: Maximizar 4x; + 6x; - 2xif - %0 - 280

Sujeta a X+ 2x, <2

X). X220



seribiendo el problema en fortna matricial

X 2 1\ »
Nasimizar 7 (4. 6) J+(\ )
Xy | (X

\
Sufeni (1.2) ¥ 2

X

1>

X)Xy > ()

I'ntonces las condiciones de K. K. | son -

X
420 -1 0 0} x. 4
3470 —1 0ol u]=]o
RGO 1] g Vo
\s, J
4)\| 7 2\‘_: +}L! - Ky +4
2Ny AN 2R =M 0O
Xy ~© B +S| g

Introduciende las variables artiticiales R,y R, se tienc

4X| X l‘(_- +li -}1|+ R| 4
2)(] + 4?(2 + 2?\.| =M +R2 6
X1~ 2.‘(2 +S| 2

Resolviendo este problema de programacion lhineal restringido. formandose

tabla :
Wmin R, + R,

Cydelas  Variable

VarBas  Basica N, N\ A opop, ROROSA A,
1 R, 4 2 1 -l 0 1 4 §---Sale
I R. 2 4 2 0 -1 0 1 0 6 3
0 S, | 2 0o 0 o o0 o0 | 2 -
Q 6 0o 0 0 0 1V 1 0 Comop, O pucde
Sol. Bas. Fac O 0 0 0 0 4 6 2 entraryyadlabaseny
b, 6 6 -3 1 | 0 0 0 osecumpleppy,

100

la siguiente



Cyde las  Variablke
Var Bas  Basica
0 \
| K
0 S
Q)

Sol Bas Fac

Cydelas Var bl
Var Bas  Basica
| \
| R
0 \

Cy

Cide las  Variable

\arBay Basica

G
Sol. Bas Fac.
A\
=1
Solucion optima
=y

e

oD D @

S *, u,
- "a 11
3 32 !
12 -4 \
0 0 0
0 0 0
30 -3 2 )
Ll-ntra
s P 1,
0 13 -153
] 2 0
| 6 -lao
0 0 (§]
= 2] 0 0
0 =2 0
LEntra
\» Ay It
0 0 -13
0 | 0
] 0 16
1] 0 0
S6 | 0
0 0 0
X2 - 5/6
R =

1 R R
Q) ' (1]
| 12 |
{ -1 4 ()
i} }] |
0 0 4
32 (0]
w, R, R,
[T 0
| [¢] |
0 -1a6 ()
0 | |
() N i
1 | 0
L R R
16 I3 | &
-12 0 :
B T (S I I B
0 0 1
0 0 0
0 0 |
o
R, -0
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S AN
0 | »
4 | 1
| v o= Sale
0 Com O, entrar
| vorlabases
x4
S, A Al
I3 7
-2 1 - Sale
b A E I
{ Como S O
(1 entry 2 dla base
2 A
S A A ¢
3
0 15
-1 l
12 <6
| 0
0 0
| 4]
i 0
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Programacion Separable
Definicion * U prahlema de programacion no lincal es separable st puede ser expresado
de la siguiente forma

"

Manimuzar (minimizary fin) 9 § 8y

=
) Z,&',(z\',)\/ﬁ, paatr b, .m
Sujeta a
x, 20 paray Lo .o
I pregrumacion separable la funcion objeuvo 3 das restrieed mes  deben
erpresarse como sunyas de funciones de una sola vanable cada una
Ejemplo: La funcion lineal
SEEE TIS I e SN NUEIIECE ML
dondeaga oo a, son constantes separables
Fjemplo: La tuncion
i) = R+ Xsen(n + X)) + e
no es separable pues aparccen dos funciones (segunda v tercer sumando) en terminos de
mas de una variable.

Solucion aproximada al problema separable

Una solucion aproximada para cualquier problema separable puede obtenerse con

el metodo Simplex de programacion lineal.

Supongase que f(x) ha de ser aproximada sobre el intervalo [ab]. Definase a,.
siendo K71 K como ¢l k-esimo punto de separacion en ¢l ¢je X tal que a; < ax <...< 4.
Los puntos a; v a4, coinciden con os puntos terminales a y b del intervalo en estudio. Por

lo tanto. {{x) s¢ aproxima como sigue

f(.\)—Zi’(ud'k X Z“;‘;

k1
donde t, es un peso no negativo asociado al punto k-esimo de separacion tal que
L]

Z i, =1 Esta aproximacion es valida si:

(S|
i) A lo mas dos {,_son positivas

i) St ¢s positiva. unicamente se permite que una g adyacente (U, o bien t, -1) sea
positiva.
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L el formata del metodo Sumplen. la hase resinngida o conjunto de variables
ha 1cas espectlica que no mas de dos U positivas praeden aparecer en la base. Ademas dos
t' pucden ser positivas unicamente sison advacentes 1 a condicion de opumalidad
estnieta del metoda Simpiex seoutihza para sele cronar I sarnigble de enuvada
unicamente st satisface Las condiciones anteriores |1 procedimiento se repite hasta gque
fa condicion de optimalidad se sanstuce o hasta que o5 impostble introducis nuevas 1, sin
violar Ta condicion de base restringida, lo que ocurra primero Ln este punto. la ultima
tabla da la solucion optima proxomada al problema
Fjemplo: Maximizar 7« <\,

Sujetaa 3x; +2x, 59
AVEERN T U
Constderando tas funciones separables
tas)) ¥, SR AN

3
l'l“}) No Y 2_\\

. : N ] - J
Las funciones (X)) v g, () quedan on su forma presente, dado que son lineales. I+n esie
¢aso se rata x; como una de las vanables. Considerando 5081} y €0(\). supongise que

exisien cuatro puntos de separacion (K, 4). Ya que el valor de x, no puede exceder de

3 (por el intervalo (0.3)). se deduce que

k a:l‘ fz(a;) g,l(az")
1 0 0 0
2 ] 1 2
3 2 16 8
4 3 81 18

De lo cual
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x-) U 1) Calats) Oy htaby 1 gay)
O e g 160 ¢ 81y
Uy h6r g,
SOV e ) U ) e ) e )
2080 I8y
-1 problema de aprosimacion es
Manimizar 7 x4 €24 161", + 81t
sujetaa 3 =20, =8, - lXIJ] <9
Yosray st g
20 k=1234
N )
Aadiendo una yariable de holgura a la primera restriceion
Wl 2n | <|8 T/ =8, 9
La tabla Simplex inicial, con las columnas reordenadas para dar una solucion de micio o

la siguiente

() de las Varable

VarBas Bawca \ 1~ I- s & 4 A, Ac,
0 S 3 2 8§ 18 1 0 9 98
0 t, (VR S S e (A R I--Sale
) 1 | 16 81 0 1
Sol Bus tag ¢ 0 0 0 NI i)
- b 16 81 0 |
LEntra

Si 142 es la vanable de entrada, la variable de salida es S,.¢stando en la base t'z y 142, lo
que viola la condicion de factibilidad. Entonces la variable que debe salir es S, y no
puede entrar a la base 143. Considerando t; como variable de entrada. sale de la base t5 y
s¢ cumplen las condiciones de factibilidad.

La tabla de la primera iteracion del metode Simplex aparece a continuacion.



Cidelas Variable

\ o Bas Basicy 8 t ¢ { S

1 A N
1 S S T I 110 --Sale
16> v I T |
L I N1 00
Sol Bas 1 ac 0 () 0 1 ()

. N O A U U
Llntra
< 4 "
[ 4 vartable de entrada on U v como esta en fa base t . entra en lugar de S,

P T Variahle

var Bas  Basiwa i L Ls Ly 5 t A,
R1 ¢ M0 610 0 1 110 -810 1710
16 t S IR A 1 v ! 15 210

(1

Q) 16 81 1t} ]

Sol. Bas. lNac. () t 9 1 0 0
= el el 0 0 R 3@

I.a tabla muestra que ' v 1 son candidatos a ser \ariable de entrada. Como t'; 5o es un
3 4 ) .. 2
punto adyacente at’» v (- basicas, no puede admitirse. t*, no puede entrar a la base. dado

que si entra. sale de la base U y quedan dos valores no adyacentes en la base. El proceso

lermina en esie punto.

Solucton
Optimax, 0 133 0 tzz 910
t, 110 S, 0 ¢y 110

Zmax =0+ 0+ 16(9 10) + 81(1 10)

- 1'7‘:,

Programacion Fraccienal lineal

Ahora consideraremos un problema cn el cual la funcion objetivo es el cociente
de dos funciones lineales y las restricciones lineales. lales problemas son llamados

“problemas de programacion lineal fraccional™ y pueden ser establecidos como sigue
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PN
L|'\ t /f

Sujctaa AN b

v

donde p v g son vectores con nocompunentes, b es un veclor con m componentes. L o

una matriz mxny oy 3 son escalaves

Lema: Sea i) (p'x +a)Ag's + ) y sea S un conjunto com exo tal que qx+ [ #0byo

S Entonces. | es tanto pseudoconyesa y pseudoconcava bago S

Del Tema anterior sureen alganas implicaciones para problemas de programacion

lineal fraccional

[

Pueste ue a funcion objetivo es pseudoconvena v pscudoconcava baja S entonces

tambicn ¢s CUaSI-CONI CXA.  cudsi-concava, estrictaments cuasi-convexa \  clas

CONCAy 4

. Puesto gue la tuncion objetivo es pseudo-convena v pscudoconcava, entonces. un

punto gue satistace las condiciones de K.K.T. para un prohlema de mimimizacion os
tambien un mmimao global bajo la region factible. lgualmente. un punto que satisface
las candiciones de K.K.T. para un problema de maximizacion es tambien un maximao
¢lobal baje la region factible.

Como la funcion objetivo €s esrictamente cuasi-convexa y estrictamente cuasi-
concava. entonces un minimo local es tambien un minimo global bajo la region

factible. [gualmente. un maximo local es tambien un maximo global bajo la region

facuble.

. Como la funcion objetive es cuasi-concava y cuasi-conyexa, si la region factible ¢s

acotada,(delimitada completamente su gralica) entonces. la funcion objetivo tiene un

minimo cn 1n punte extremo de la region tactible y tambien tiene un maximo en un

punto de la region factible
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Metado de Charnes y Cooper
I ste metodo consiste en convertne el problema de proeramacion lineal fraccional
en un problema de programacion fincal que pueda serresucho con el metodo Simplex,

Consaidere el siguente problem

PN U
Nz
yx+/f3
supelita Ax <b
N0
Supongase gue el conjunto S v AX T by N O es compacto (acotado )
cerrado. que contiene sus puntos lnmites o puntos frontera) 3 supongase que g'x 1 > 0
patacadax S Haciendo 7 T v rv vy zxc el problemua anterior puede reducirse
al siguiente programa lineal
\Minimizar -p'y - ¢z
Sujeta a Ay - bz <0
Y-z |
yv2 0
z2 4
Ahora. si g\ + P ~ 0 pwratodo X € S, haciendo -z 1(q'x - B)y y  2zx se tiene
que ¢ nuevo prablena es
Minimizar -p'y -us
Sujetaa Ay - bz <0
gy -z 1
v 20
r20
Finalmente. s1 existen X, y \» € S tales que g'x, + B> 0y g'xs + B < 0. entonces la

solucion optima al problema [raccional ¢s no acotada



Ejemplo: Minimizar -2x, t x, + 2
=2
‘\‘ B S 4
Sujetaa - b x o< 4

N A §)
Ao 1

Como el punto (0.0) es factible, y

o
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)
N

(7,01

en esle punto -\, 4 3%, + 4 > 0. Por lo tanto. el

denominador es positivo bajo la region tactible entera. se obtiene el siguiente problema

lincal
Mintmizar -2y, +y+ 4+ 22
Sujetaa -y, +3,-42<0
2y ty,-142 <0
y,-6z <0
Yyt 3,4z 1

Y ¥2.220

Resolviendo este problema con ¢l metodo Simplex. se tiene que la solucion optima es y,

=71y —0yz~ 1/1l. La solucion optima al problema original es x, -y, 7, 7¥ X2

Y>/zy — 0. E1 correspendiente valor objetivo es -1.09.



109
Programacion (;cometrica

Enade Tos mas recientes teenicas de optimizacion matemanicd os [a programacion
geometiica, que es manejada para hanciones v restricciones no hineale  descubierta por
R Dultiny € Zenner.

Desigualdad de la media aritmetica-media geometrica
Siox .., son cualesquier pumeros No negativos y / A, licnen la
propiedad

Z/_’ i
s

vz paatodoy o 120000 entonees

Z/\ ->l'11"' (N

Faiste una forma especial de esta desigualdad que pucde ser usada en cicertos
problemas de mimmizacion. supongdse que se tiene una funcron tde la forma
f I(>‘l' --“'\"n) L s 30 - B T

donde
i) 2 0, i1 .. . m

I"s10 es. cada wermino y, esta en funcion de X;.....X, ¥ f €s la suma de 1ales terminos. Por

otra parte si en la ecuacion (1) siA 1 n se tiene que
] > - AN
VLAY 2Ty, )
|
Ahora supongase que
i ™
nl ¥, =c 3)
f

donde ¢ es constante. De la ecuacion (2) se ticne que

"

Z,’,,y B 111) h

1|
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Partiendo de esta definicion. considerando el posmomio

(NI | ic,\' ' \ ZL P
0| |

aplicando la desigualdad (3) s¢ obtiene

hild m

Zt , 'Ill(a' P 4)
!

|
0 tamhien

i

" oo S | wh o2
Z/ e XYk FIH 4y ee8Y

Se busca encontrar los valores de Aj,........ ; A Que satistagan las condicione®

et N\ S, i
d ~.)v +a \}_2 A\ Aip 7 4 ()
‘lln-;‘! A aln}‘l T s }~:1b 0
;'I T ;\.2 +, ..... ‘L}.m 1
by Hs o wrneeii B

y asimismo, que pueda obtenerse ¢l valor de la funcion objetivo f.
Ejemplo: Mimmizar

¢ 4
t(X|.X]A\:) =E====i 8X|X-_> + 4X2X3—' ¥ 4.‘(‘.‘(:‘
T %%k

3

Examinando
T T ¥ P2 »3 "
(4)( 1N X 3), (8X|X2), (4.‘{\,“) (4X|X;)

Para lograr que se eliminen las variables al buscar el valor de la funcion ob)etivo.

temando
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Por la ccuacion (3) la desigualdad se expresa como

ZL J 1 i T— X ) 4)

para todos oy vectores (X)....0\,)

- ! " ) >
Ejemplo: Paratixy TV +2%x 0 4 v Oconm 3y v Is oy 20y W
Usando la relacion (3)

v o Bk B 1
' yiy2'ys!

(1 x‘)' 1(2‘421 4\
(g)l, -

Fntonces, por (4) se tiene que
IxyZme 32y 6oparax -0
Resolucion de problemas de prograiacion geometrica no restringidos

Sedll \ An. L Ly, I AUmetos o negativ os. entonees la desigualdad (1) puede ser
eserita como

2 4 - 5 [
oy v A'lnym Z ¥ < dm

m

ZA‘ WA, >0 para todo |

!

Siy, = A, emonces

| p At
F ¥ \ ym <
}|+_\_+--'+Y|nz(]|] [)J ..... /1] ...... (3)

pl
La funcion gencral f puede considerarse compuesta de m terminos

y,(]  l...m)tal que

ayl a2 L an
X X

\ CiXy 2 Xy

-1 |

donde ¢, > 0y parak — 1.2....n a; es un numero real y X, es una yariable que solo toma

valores positivos, es llamada posinomio.



ycnn}_‘/ b so-0

se liene que

Ly A% b K

e o cual

. 4
o) 25 25 0 ]H/S (S-8xna) + /5 (5-4%,%3) + 1 5 (3 4xp\g)
A X X

X

KN

25 4\ J (SBN ) = (g T Gaxxg)

X]X3x1
S 010y dm o) S ey
~ (Hennnnny'

L os valores de Tas vanahles X800 se obtlenen reselviendo las sizuientes ecuaciones

4 ;
(0"
LR
8\xs
4‘(2){,_"0';
dxo 2000

Solucion optuma:

X, .50 X, =350 x; 013
Valor de la funcion objetivo: 104.3

ln el ejemplo anterior se observa una caracteristica importante de la
programacion geometrica, que permite conocer acerca del valor de la funcion objetivo

antes que la combinacion optima de las variables.
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| stos problemas de programacion geometrica restringida se resuchven mediante

su problema dual.

i1 problema de program wion geometrica resttingida
| prog v

i () Z_x (1)
s

!
sujetaa hfx) Y v (<L i-1L. K

| \ A .
donde v 0 o Mss A A" e p
) ¢ >0, 3 li:ii p
Canl p, . Doop r, - Pi-l
I-1 problema dual se expresa como
max g(za. kw0 AL max g(d)
7 L
oL ; ppr-ls = pi
s l'l(— APt . +rp)P
I\ rl
sujeta a 2. .. < . Ry 20

!
dad =0 ...
|

. ,N

Ljemplo: Minimazar f{x,.x;.x;) - Ixax, + 119 x,

; A} .
sujeta a 1/3 x" Xa N T 3x) XXy €

L1 problema dual es

%1 A2 a3 #d
" 3 /9 13 3 e
Max (A Ay Ay, 2y) — (_/_{_) (IT) ( /13] (/{’J {Ay +1y) 4
| ol 1

sujeta a ANt =1

A+ 12K+ Ay =0
A,  2h+r, 0
A 41/ -20, =0

Rt Mgy 2 0
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La primera resinccion se reliere a basuma de los 2,1 1.2 dade gue son dos terminos ¢n
[ funcion abjetivo, T as ot tres estacciones son relerentes 1 los terminos que ticnen
las variables \ )0 x L vy respectivamente con coelicientes la potencia de cada termino |-

arrcglo de coeticientes

(§%]

12
1

Para hallar los valores de Ay, Ay g calculando la mattiz inversa del arreglo antenior, se

tiene
7 9 79 1 9 |
29 7y 1 9 | 3
23 3] =3 3 0
39 S 9 29 I 3
de lo cual
).| 7 Y }-w 2 (‘) P 2 3 )\‘ i ()

Fl valor optimo de los problemas dual v primal es:

e My v S an'”?
1) 4 L:) 2 >J Ly
5.032

[ntonces, para mininuizar X,.X;.\ . se obtiene la unica solucion resolviendo el siguiente

sistema de ecuaciones
4
:’XIXE 79 ‘:'(}-. )

19x = 29g(1)

- 2. 2 2

13 Xj Xy X3 611
A -l <2 =

IX; X% —5 )1
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Los terminos del fado derecho de las dos ultimas isuald e se obtienen dividiendo ef 7,
correspondiente 1 34 entre la suma de 2 - 4

Ilegando finalmente ala solucion optima

v 10063 %, 4678 N, 0078

habicndo apheudo el siguiente teorema al ejemplo anterior

Teorema: Si ¢l problema primal tiene solucion. entonces para las soluciones ophimas

< - . ~ L ol
respectivas v oA csehwene que B ) gtz ),
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151 coneepto de metodos de dieccion factible es una amphiacion direeta y logica
de tos metodos usados para problemas sin restiicctones, pero da lugar o algunas
dificultades sutiles, como i lala de canvergencia global en el valor optimo ded
problema no lineal. Los problemus conestricciones de desigualdad se pueden taar con
una cstrategia de conjunto actine Coposte enfoque. crertas restiicciones se ralan como
activas. y las restantes como mactinas Se determima el conpunto correcto de restiicciones

activas durante el proceso de busqueda anadiendo y  climinando  restriceiones del
conjunio de trabajo.

Los metodos de direccion factible mas pracuicos son ¢l meiodo de proyeccion de
gradiente de Roseny el metodo de Jrshente reduc 1o le Waolte [ stos metodos hasicos
pueden considerarse como ¢l metodo de ascenso-desceenso acelerado aphcado en a
superficie detinida por las resticciones activas  De los dos metodos. el del gradiente
reducido de Wolte es recomendado. pues conyerge en un menor numnero de iteraciones

para la mayorid de los problemas que ¢l metodo de proy eccion de gradiente de Rosen.

Por uliimo, los metodos dc solucion de programacion no hineal se pueden
clasificar en terminos generales como procedimientos directos o indirectos. Ljemplos de
los metodos directos son los algonimos de gradiente, donde el maximo(minimo) de un
problema se busca siguicndo la tasa de incremento(disminucion) mas rapida de la
funcion objetivo en un punto. I'n los metodos indirectos. ¢l problema onginal se
transforma primero en un problema ausiliar del cual se determina el optimo. Algunos

eicmplos de estas situaciones son la programacion cuadratica. la  programacion

separable. la programacion fraccional y la programacion geometrica.
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Ohservemos que los problemas auxihares en estos casos pueden producir una solucion
exacta o aprovimada del problema original Por ejemplo. el uso d ndictones de
Karush-Kuhn- Tucker con la programacion cuadianica produce una sal icion exacta, ¢n

Cinto que la program wwon separable genera solo una selucion aprosnm 1
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GLOSARIO)

Base: o el miciodo Simplex, conjunto de sariables basicas.

Biscecion: | coy 1ca que consiste en dividir cepetitivamente a la mitad a los subintery als
de [ab] var ol paso, localizar 1a mitad que contienc @ 7., punto oplimo.

Conjunto acatado: Un conjunto es acotado si existe un numero k tal que x| < K pars

cada x ¢n ¢l conjunto.

Conjunte cerrado: Un conjunto que contiene sus puntos {rontera o puntos hamte,
Conjunto compacto: Un conjunto acotado v cerrado.

Convergencia: E1 hecho que una sucesion de pasos o iteraciones tenga un limite.
Convenidad: Popiedad de los conjuntos convexos. aquellos conjuntos que |

cualesquicr pi e puntos en el conjunto. el segmento que los ung, debe pertenceer 4l
conjunto

Direccion factible: Un vector cuyo movimicnto a lo largo del mismo no viola nine 1,

de las restriceiones del problema.

Direcciones conjugadas: Las direcciones d,.d;,....d,; son conjugadas de la maus

Hessiana si cumple dedJ -0i#j).4 0)..n-lcond,d, # 0 paratodaiyj.

Espacio euclidiano: Conjunto de todos los vectores de dimension n definidos sobre os
numeros reales,

Funcion bimodal: Aquella funcion que tiene dos optimos locales o relativos.
Funcion multimodal: Una funcion que tiene varios optimos locales o relativos.
Funcion unimoedal: Una funcion que ticne solo un punte minimo o maximo global o

absoluto.

Gradiente : Vector que tiene como componentes las derivadas parciales de f con

respecto a las yariables Xp.X,,....X.

luterpolacion: Teenica que consiste en encontrar un valor optimo de una funcion

objetiva partiendo de una nueva funcion.



Iteraccion : Un desarrollo de una scrie de ctapas de las que consta un algoritmo.
fLongitud de paso : Magnitud de avance de un punto facuble 4 olro mas cercano a la

solucion optima en uba ileracion

Matrize Hessiana @ La matriz compuesta por las derivadas parciales de seaundo arden
Aty exx, [(xyparal L. onop 1o Lo

Matrir simetrica : Una matri/ cuadiada que es i2ual @ su transpuesta.

Medida de eficiencia : Ll numero de iteraciones de los mictodos de busqueda, entre
menos yleraciones se efectuen cs mejor la medida de eficiencia de un metodo.

Metodos primales : Aquellos metodos en los que Ta lactubilidad del prablema pumal es

mantenida durante el proceso de optimizacion.

VMultiplicadores de Lagrange @ Son 1as constantes que aparecen en el lavrangiany A
[ PR 1| B

Problema lineal : Es un problema de mininnzar o maximizar una funcion lineal en la
presencia de restricciones hineales del po de desigualdad. 1gualdad o ambas.,
Restricciones activas : Son aguellas restricciones de desigualdad que son validas como

igualdad.

Restricciones inactivas : Aquellas restricciones de desigualdad que no son vahdas

como igualdad Son lo contrario a las restricciones activas.

Solucion Factible : Un vector pertencciente a un subcanjunte del espacio euclidiano L
que satistface las restricciones.

Solucion optima : Un punto x tal que f(x) < f{x) para ¢l caso de maximizacion. Para ¢l
caso de minimizacion f(x) 2 f{(x).

Variable basica: En programacion lineal. en un sistema de m ecuaciones con n
variables (1 > m) una solucion basica es aquella que se obtiene al fijar n - m variables del

sistemna iguales a cero y resolviendo el sistema ¢n funcion de las m restantes. lamadas
variables basicas.



9
-«J

Vector: Arreglo de n numeros esciilos en una fila o una columna.

Vectores linealmente independicentes: Aquellos vectores aa .oy de dimension n que

Z/'. « — O mmplicaque A1 O paray 1. . k.
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