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PROLOGO

La prozramacion no hneal se ocupa del problema de optimizar una luncion
objetivo con b presencia de restricetones tipo de igualdad y/o desigualdad. Si todas las
funciones son lineales tenemes un programa lineal de lo contrario. el programa es no
lineal y su resolucion es el problema de estudio en esta tesis, La popularidad de la
programacion lincal puede atribuirse a muchos factores, inchvendo su habilidad para
modelar problemas grandes v complejos, asi como la de su resolucion en un intervalo
razonable de tiempoe mediante el uso del método Simplex. = mas recientemente del

método de Karmarkar. v de las computadoras, por parte de los usuarios.

Sin embarge muchos problemas reales no pueden ser adecuadamente
representados o aproximados como un programa lineal debido a la naturaleza de la no

linealidad de la funcion objetivo v o la no hneahidad de cualquiera de las restricciones.

l os esfuerzos por resolver tales problemas no lineales en farma cficiente

prosocaron un rapide progreso durante las pasadas tres décadas. Esta tests presenta estos

desarrollos ei una forma logica ¢ independiente.

Asimisino, esta tesis conticne material de consulte para profesionales quc
requicren aplicar teenicas de programacion no lineal en fa re Hlucion de problemas on
SUS respective . campos de trabajo como apoyo o referencia o cursos de programacion
no lineal o de investigacion de operaciones que en sus programas de estudio incluyan la

programacion no hincal.
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CAPITULO 1

INTRODUCCION

11 objetivo de esta tesis esta encaminado a que cualquier, persona, familiarizada
con los conceptos de programacion hneal pueda de una manera comprensible entender
las técnicas de programacion no lineal. eliminando las demostraciones matematicas que
ofrecen la mayoria de los textos especializados en el tema. sin perder la continuidad de
las 1deas. enfordandose mas en la aplicacion de tales técnicas.

El contenido de esta tesis es contemplado hacia la investigacion v/o docencia
referente al 4rea de investigaciéon de operaciones. concretamente a la programacion no
lineal.

La metodoiogia de esta tesis consiste en desarrollar bases técnicas de los
algoritmos y muedelos no hineales considerados y ejemplos de su aplicacion.

[.a programacién lineal cuenta con los algoritmos Sumplex y Karmarkar para la
resolucion de cudlquier problema hincal. siempre v cuandoe este tenga solucion,
Desgraciadamenic ¢en programacion no lmedl no existe un algoritmo matematico que
pueda resol or cualyuier problema no lincal. sino que dependiendo de la naturaleza del
problema, va sea de la funcion objetivo o de las restricciones si existen en el problema,
se aplica un metode en particular para la solucion de tal problema

La teona de la convergencia de algoritimos. aungue por s misma constituye un
topico muy imporiante, no ha sido incluida en esta tesis, enfocada a los aspectos
intuitivos en ¢l desarrollo y formulacion de dichos algoritmos. para motivar a la posible

aphicacion de s nusmos en las diferentes arcas de trabajo.



Un facior que motivo al tema de esta tesis es el no encontrar ninguna elaborada
anteriormente que trate en su totalidad el tema de programacion no lineal. donde la
literatura que existe actualmente del tema, especializada. son obras en ingles en su gran

mayoria.



CAPITULO 2

SINTESIS

En esta tesis analizaremos el tema de la programacién no lineal. en cinco
capitulos y uno final de conclusiones y recomendaciones. Existe dependencia de los
capitulos 3 y 4 con los tres siguientes, salvo las aplicaciones del capitulo 3 que pueden
ser omitidas sin que se pierda la1lacion o continuidad de las ideas. Los capitulos 5,6y 7
son independientes completamente. de manera que puede tratarse cada uno como una

unidad por separado.

A continuacion se presenta un resumen del contenido de los temas a tratar en esta

tesis “*Programacion no lineal ™.

Capitulo 3
En esta seccion se definira el modelo matematico de programacion no lineal, se

discutiran las caracteristicas de este tipo de problemas. se hard una comparacion del

modelo no lineal con los modelos lineales y se presentara el planteamiente ace algunos

problemas no hneales.

Capitulo 4

Se anahizard en oste capitulo  conceptos  lundameniales en la teoria de
programacion no lineal. las condiciones de opumalidad para problemas no lincales, asf
como también la formulacion del problema dual v Ta posible solucion de wl problema

para conocer 1a solucion del problema primal a parin del dual.



Capitulo 5
L1 objetivo de este capitulo es analizar algunos de los méiodos de busqueda que

existen para resolver problemas de programacion no lineal no restnngidos. para

funciones de una o varias variables, usando derivadas o sin usar deriyvadas.

Capiwlo 6
Lista seccion presenta algunos de los métodos existentes que utihzan direcciones
tuctibles. donde, partiendo de un punto factible conocido a otro puntoe factible mejorado.

Mas cercano a un punto doptimo. Aqui se consideran problemas no lineales restringidos.

Capitulo 7

Se estudiara en este capitulo algunos modelos especiales de programacion no
lineal, que pusden ser resueltos con el método Simplex de programacion lineal. haciendo

ciertos ajustes al modelo matematico.

Analizaremos. por ultimo, un modelo muy interesante llamado programacion

ceometriea.

Capnulo 8

Se presentan en este capitulo las conclusiones y recomendaciones del presente
trab.jo.

Come en esta tesis se suponen conocidos algunos conceptos de algebra lineal y
analisis matematico. se utilizan estos coneeptos para el tema o tratar, se presenta un
closario de terininos para lograr la comprension de tales conceptos ue son necesanos en

¢l planteanuento s desarrollo de las algoritmaos no hineales.



CAPITULO 3

CONCEPTOS BASICOS DE PROGRAMACION NO LINEAL

Programacion no lineal

Se considera como tal al conjunto de métodos utihizados para optimizar una

funcion objetivo, sujeta a una serie de restriceiones en los que una o mas de las variables

incluidas es no lineal.

Como ejemplo considere ¢l siguente problema de programacion no lineal

Mininuzar t(x)

sujeta a g(xy< i-1.2.. m
hix) 0 =12, .1
donde g gsel g By haehy son funciones detdas en KL el espacio cuchdiano

de nodimensiones, X oes un subcomunte de b0y s oS un vector de componentes X,

). THN Xn.

I'l problema anterior puede ser resuclio para los valores de las vanables

XX, que satisTacen las restnicciones y que nununieen ta funcidn £

Pa tuncion | es Hamada usualmente L lue on objetive o la funcion critero.

Cada una de las restriceciones #6x) paratr 1.2 ¢ Hanada restriceion de desipoaldad
g ! g

v cada una de las restriceiones fyix) para 3 120 (1 es lamada restriceidn de ipualdad.

[ novecton xoque saushice wodas las restriceno Hamado una selucion lacuble al

problema



La coleecion de todas las posibles soluciones forman la repidn factible. Il
problema de programacién no lineal es encontrar un punto factible x tal que frix) 2 (%)
para cada punto factible x. Un punto tal ® es llamado una solucion dptima o simplemente

una solucion al problema. Si existe mas de un punte Optimo. estos son refernidos como

soluciones alternativas optimas.

Asimismo, un problema de programacion no lineal pucde expresarse como un
problema de maximizacion y las restricciones de desigualdad pueden estar escritas en la
forma g,(x) 20 para 1 - 1.2...m. En el caso especial cuando la funcidon objetivo es lineal
v cuando todas las restricciones, incluyendo al conjunto .Y, puede ser representado por

desicualdades lineales v o ecuaciones lineales. el preblema anterior es llamado un

problema lineal.

Lo anterior indica que la programacidon lineal es un caso particular de la
programacién no lineal. Por tal motivo. los problemas no lincales son mucho mas
dificiles de resolver que los de programacion lineal. Haciendo un analisis de las

caracteristicas de fos problemas hineales v no hincales wenemeos la siguiente comparacion

entre ambos problemas.

Prooramacion lincal Procramacion no hine

I 1 2 solucion optima se encuentra en 1. No siampre o solucion opur e se

un punto extremo de laiegion de

factibihdad.

cncuentra ¢noun punto extramoe de la

reeion de tacubilidad.

2 Fl punto éptimo nunca esta dentro

e

Play casos donde ¢l punt optimo
de Jaregion de factibilidad. esta en el omterior de o region

tachible



. Sus

. Sus mdéodos  de  optimizacion 3. Generalmenle se  encuenira
generan  Oplimos  absolutos 6 optimo local ¢ relativo, mas no el
globales. 6ptimo global ¢ absoluto.

. La region de facubihdad es un 4. Se pueden generar regiones
CoOnfuUnto convexo. factibilidad que no

ﬂBCGSai'iEHﬂCI]It‘ cOonmvexas.

funciones  objetivo vy 5. La funcion objctivo. las restriceiones

restriceiones son lineales. 0 ambas pucden ser no lingales.

Como ilustracion. considere el siguiente problema

Minimizar (x, —3)
sujeta &
X o—x, 350
.10
x <0
La tigura muesira la region tactible
—>

L7

8t

I1 problema es encontrar un punto en la region Tactible con el valor mas pequeiio

pesiblede (v, 3) 4 ix -2}
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2 2 .
Notese que los puntos (X;. X2) con (x; - 3Y + (X, - 2) representan un circulo con

radio /¢ y centro (3.2). Este circulo es llamado curva de nivel de Ia funcion objetivo

teniendo ¢l valor c.

Puesto que deseamos mimmizar ¢, debemos encontrar ¢l circulo con el radio mas
pequeno que intersecte la region factible. Como muestra la figura el tal airculo mas
pequefio tiene =2 ¢ intersecta a la region facuble en el punto (2.1). Por lo ianto la

solucion optima se obtiene en ¢l punto (2.1) y tiene un valor objetivo 1gual a 2.

F1 metodo utilizado en el ejemplo anterior consiste en encontrar una solucion
Gptima determinando la curva de nivel con el mas pequeiio valor objetivo que intersecta
la region factuble, Obviamente este enfoque de resolver geométricamente el problema es
solamente conveniente para problemas pequefios ¥ no es practico para problemas con

mas de dos variables o aguellos con restricciones y funciones objetivo complicadas o

complcjis.

Por owra parte existen algunas condiciones ¢ postulados gque s¢ cumplen para los

dos modelos, los de programacion lineal v los de programacién ne lineal:

1AL aumentar (disminuiry ¢l lado derecho de una restriccion < o - s e aga la

testiicen n bsta no puede contraer v si puede expandir ot conjunto factible

Aumier L Clisminuir) el lado dereche de una restricoion estrecha la restricaon 1 sto

no pucde expandir pero st contract ¢l conjunte no restringido,

. Unarestriceton no puede perjudicar. sino quiza ayudar. al valor optimo de Ja funcion

ulyet vy

I strechar una restriceidn no pucde iy udar, sino quiza perpudicar. al valor optimo de fa

bt TR
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Planteamiento de problemas

Analicemos ahora el planicamiento de problemas, obteniendo modelos de

programacion no lineal, para buscar lucgo métodos de solucidn a problemas no lineales

en los siguientes capitulos.

Ejemplo 1: A una compaiiia le cuesta ¢ dolares por umidad fabricar un producto. Si la
compaiiia cobra x doélares por unidad del producto, los clientes pediran D(x) unidades.
Para maximizar las ganancias, ;, Que precio tendra que poner la compaidia ? :

Variable: x

Funcidn ebjetivo: Maximizarz = (v - ¢; /}x) sin restricciones.

Ejemplo 2: Si se utilizan x; unidades de capital y x- unidades de trabajo. una compaiiia
puede producir x,x, umdades de un bien manufacturado. Se puede conseguir ¢l capital a
N$30 /unidad y el trabajo a N$7/unidad . Se dispone de un total de N$600 para
conseguir capital v trabajo. . Como puede la compafiia maximizar la cantidad de bienes
que se pueden tebricar ?
Variables: ¥, Unidades de capital

X~ Umidades de trabajo
I uncion objetiver Maximizar -\
Restiiectones 3iby ¢ 78 < 600

20 x,20

Ijemplo 3: Q&H. Company se anuncia en telenovelas vojuegos de tuthol. Cada
comercial en una telenovela cuesta 3000 dolares 3 cada comercial en un jucgo de (atbol
cuesta 10000 dolares. S1se compran v, comerciales en novelas seran vistos por ‘3\/:-,
hombres y por E(J\/\ mujeres Cos datos vienen en o millones de espectadoresy. Siose
compran v; eomerciaies en jucgos de futbol serin vistos por 7\/_\'3 MUJCTesS v por 17\/;

hombres. Por lo menos 40 mullones de hombies s por lo menos 60 millones de mujeres

quiere Q&I gue vean sus comercides



Variables: x; Anuncios en telenoyelas
X, Anuncios en tutbol

Funcién objetivo: minimizar = — 3000x, + 1000x,

Restricciones: 5\/;+ 17 /x, 240

20x, +7yv >60

>0 0 x>0

Ejemplo 4: Una compaiia produce un cierto articulo y desea encontrar una demanda
conocida, supongase que el imventario de la produccién puede determinarse en un total
de k periodos La demanda durante cualquier periodo puede enconirarse a partr del
inventario en el principio del periode v de la produceidn durante el periodo. La cantidad
de produccion méxima durante cualquier periodo esta restningida por la capacidad de
produccion del equipe disponible de modo que este no pucde exceder b unidades.
Supodngase que se tienen trabajadores sutficientes cuando se necesite y despedirlos s1 son
innecesarios, de cualquier manera. no fomentar las fluctuaciones de trabajo pesado
incurre un costo provisional a ¢l cuadrado de la diterencia en la fuerza de wabajo en
cualyuiera de los dos periodos sucesivos. También es incurride un costo proporcional al
imentario suma y sigue de un periodo a otro. Lncontrar la fuerza de trabagjo de

imventariar durante los periodos 1. 20 .0k tal que se satistaga la demanda v el costo sea

minimizado.
Vanables: £ nivel de inventuio
L,: fuerza de trabajo en ¢l fin del periodo k

{1 tuerza de traba o wdquinida duramie el pernodo k

Funcion objetivo: minimizar - Z.lﬁ“; + czlﬂ)
Restriceiones: Ly vl
I pl-T-d
fi+/
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Asimismo:
Iy : Inventario inicial
Ly » Fuerza de trabajo nicial

d, : Demanda conocida durante & periodos

p : Numero de unidades producidas por trabajador durante cualquier periodo.

Ejemplo 5: Considere la armazon en un plano mostrada en la figura

La armasOn consiste en dos wibosy de acero Juntos en un extremo y fijos en dos puntos
pivotes en el vtro extremo. L1 espaciv, esto es, la distancia entre los dos pivotes o~ ijada
en 2s 11 problema de disefio os clegir la altura de Ta armazdn. el espesor v el diametro
promedio de le armazén de wibos le acero. tal que esta pueds soportar una carge v 2W
y manimizande la altura total de Ja anmazon.

El peso de Ta estructura es 2m « 74, 1 vy’ donde p ey la densidad del tubo de acero

Se presentan fas siguaientes te b canes adicionales:

1. Debidoa limitaciones de espacio. fa altura de la estractura no puede exceder b

2. '] radio del diametro del tubo entie el espesor del tubo no debe exceder b2,
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3. La tension de compresion en los tubos de acero no puede exceder la tension dada del

acero, que origina la siguiente restriceion donde b es constante

2 ,
wisT+x3) T < h vixax;

4. La altura, digmetro v espesor pueden ser elegidos tal que los tubos no se doblen bajo

la carga. Esta restriccion puede ser expresada con by como un parametro conocido

wis +x.) < hivirav;

Funcion objetivo: Minimizar z = x,x, (7 +x.)"

Restriceiones: wis +x; )% —bhxx.x 20

w(s” +xf)y’ — b, XXX (X +x3)<0



CAPITULO 4
CONDICIONES DE OPTIMALIDAD Y DUALIDAD LAGRANGIANA

Conjuntos convexos
Definicién: Un conjunto X" en I+, s¢ lama un conjunto convexo s1 dados dos

puntos x. x; en x entonces Ax; + (1 - 2)x- pertenece al conjunto X para cada A&/0. /]

La convexidad de X se puede interpretar geométricamente como sigue: Para cada

par de puntos x; ¥ x» en X, €l segmento de recta que los une. debe pertenecer a X.

(i

@

Un conjunto no convexo

Ejemplo:

Un conunto convexo

Funciones consexas v concavas
Definicion: Sea X un conveso 1o vacio en k. La tuncion | sobre X ¢s una
funcion convexa si para cada X, x5¢ N v uacada 2€[0, ] cumple
f2xy - 11 - %5y - 1 s Sl - 2y i
La tuncion /ey amada concava w1 £ os convexa. esto es

f()\..‘{; N |! ';\.JXE) ) |[\ ] B (] -?..) 1[1\2)
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Si las desigualdades de esta definicidn son estrictas, se dice que la tuncion es
estrictamente convexa y estrictamente codncava, respectivamente.

En base a esta definicion se tiene que f es convexa si y solo si -f es concava y

viceversa. Geométricamente en dos dimensiones.

| | !
| |

| [ lI
| | |
| | ,
| l i

!
|
1
|
|

] | 1

X, Ay = A, X, Xy dxe + {1 —Xbx, %

Figura | Ljemplos de funciones concavas y convexas

La figura | muestra que { es convexa si y solo si el segmento de recta que une
dos puntos cualesquiera de la curva v — f(X) nunca se encuentra por debajo de la curva
v—{{x). De manera similar, {{x) es una funcidén concava si v solo st el segmento rectilineo

gue une dos puntos cualesquicra de la curva v Ny nunea se encuentra por unbu de

esla curs o

[rabajando dnicamente con funciones concavas y convexas, se caclta ¢n vl
campo de la programacidn convexa. de donde se tienen ciertas propiedades i-mpﬂrl:mle&
referentes a este tipo de funciones. V camos los siewentes resultados.

Teorema: Para ¢l problema no lincal
Nimimizar f{x)
stjela a g(x) = 0 12, n

h(x)=10 120 n

st X es un conjunto convexo v st i es convesa sobie N entonees cualquier minimao local

del problema no lineal anterior es una solucion optina de este problema.
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Ahora bien, la manera de saber si f(x) es concava o convexa es mediante la
segunda derivada de f(x). es decir. analizando el signo de 17(x) como se efectuaba en

calculo diterencial para funciones de una sola variable y mediante la matnz hessiana de

para funciones de mas de una variable.

-

! &x, X v

‘fﬁ'zf(x) A () At m\l
l
|
|

o) S A

Y -
H(x | x, I X.x

flx) S A f

X X, X, X

nol n

Partiendo de este concepto tenemos fos dos leoremas siguientes para funciones

de una sola variable.

Feorema: Supdngase que (X} existe para loda \ en X, I ntonces t{xy ¢ una tfuncion

comvend sobre X sty solo st 17(x) 2 0 para toda v en X

Teorema: Supdngase gue I (x) existe para toda x en X. kntonces t{x) es una tuncion

coneava sobre X sy solo st 17(x) € 0 para wda s en N
Y para funciones de mas de una sola vanable se tienc:

Feorema: Supongase que H{x) tiene derivadas parciales continuas de sepundg orden para

cada punto X (X, Xo.o X, ) en Xo Entonces (v e una luncion convexa sobre X s1y

solo si para cuda x en X los menores principales de v son no negatinvos.
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Definicién: 151 i-ésimo menor principal de una matriz nxn es ¢l determinante de

cualquier matriz ixi que s¢ obtiene al quitar renglones y las n - 1 columnas

correspondiente a la matriz.

Definiciéon: I,1 k-ésimo menor principal dominante de una matriz nxn es ¢l determinante

de la matriz k-k que se obtiene al quitar los ltimos n - k renglones v columnas de la

matriz.

Teorema: Supongase que f{x) tiene derivadas parciales continuas de segundo ovden para

cada punto X — (X1.Xs.....X,) en X.

Entonces f{x} cs una funcion concava sobre X si v solo si para cada x en X v k—1.2....n.

los menores pringipales diferenties de cero. tienen el mismo signo gue (1),

Ejemplo: Determinar si las siguientes funciones son concaras. convexas o ninguna de

las dos
1. f{x)y= 'S
2 f(vy 3w - 4

SOfxoNa) v - 2xph oy

4. f(X. %) X - Xaa - 2.\'_5
R | S P B S A A e
Solucion:
Loty x
(x) 2x
f(x)y 2>0 Como 7(x) = 0. H{x)es una tuncion conmend

20 0(x) v 4

F(x)y—3
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f(x)y=0 f(x) es concava y convexa simultaneamente
dado que cumple con estas definiciones.

- : : 2
3. Caleulando la matriz hessiana para f{x, x;)= x, + 2%, + x

k]

) (o
‘ f,l—‘- =2x, +2x, o) =2x, +2x,
X, ; X, ’
ATASIIN C?'fEJC) 5
(x; .
Ay S ACI
AN x,x,
22
Hx) = 5 2)

I.os primeros menores son los elementos de la diagonal principal iguales ambos a2 2 0
R 2

_=2(2) 2(2)=020

( ume 08 merores principales de H son no negativos para cualquier punto. fix.x;) €s

e fUCION CONY N,

4. Sigwendo el mismo procedimiento que en el eemplo anterior

fix) Cfin)
N -2\ —x, fﬂ -Y dv.
T h ‘N
< fx) A f(x)
. -4

A X
e fix) | e I

('AT Y (-i \_I

-

Iy



20

Los primeros menores principales son los elementos de la diagonal del hessiano, -2 v -4,

ambos negativos Parak — 1

! L . . .
(-1} — -1. entonces los dos menores principales tienen el mismo signo. pues son

negativos I 1 segundo menor principal es:
20 -]

_4 -2 H-(-H=8-1=7>0

Y parak 2i-1 y =1 el segundo menor principal tiene el mismo signo que (-1)° Por lo

tanto f{x) s una funcidn concava.

5. Nuevamente

cfE) AF{x)
~2v 3y LA T
A AR A A, 3, ;
S AL N ARACII
T :
Sy A IE
3 — =3
Y ) XX,
2 \
| _
I{ 34

. . . . W K
I os primeros dos menores principales son positivos y para k=1 (-1Y =(-1)  -1. lo cual
stenilica gque tivy nooes concava. Entonces fx) seria convexa sio¢f coundo menor

principal. el determinante del hessiano es may or o jgual a cero. entonces tenemos gue

5
=2(4)—( O 3 8-9--1<0

)
i

Par to tanto cemo el sepundo menor principal es negativo, 1{x) mpoco s une funcion

OV ONTE
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Las funciones convexas y concavas desempefian un papel muy importante en el estudio
de los problemas de programaction no lineal, asi como también algunos otros tipos de
funciones que son similares a estas, que son generalizaciones de estos conceptos.
Analizaremos estos nuevos conceptos. para luego pasar a analizar las condiciones de
optimalidad partiendo de estos conceptos fundamentales.
Generalizacion de funciones concavas y convexas
Funciones cuasi-convexas v cuasi-concavas

Definicion: Una funcion f es una funcidn cuasi-convexa bajo un conjunto
convexo X en by, 81 para cada x,. x, en X

flzx) - [1-A]x2) € minimo {1{x)), f{x5)}

La funcidn tes llamada cuasi-concava st -f es cuasi-convexa, es decir s1

f2x) - 1-2]x;) = mimimo {{(x,). f(x,)} para todo, A tal que 0 <7 < 1

La tigura 2 muestra un ¢jemplo de una funcién cuasi-convexa, una funcion cuasi-

concava v una gque no cumple ninguna de las dos condiciones.

Figura 2

T / .
N |
1 .
\ -
| o
a) b) c)

l.a figura 2a) muestra que | ¢s una funcidn cuasi-convexa si es imposthic
encontrar tres puntos colineales tal que ¢l punto del centro tiene el mayor valor objetinvo
al evaluar estos puntos en 1] por la definicion de funcion cuasi-convesa Similarmente L
dehmcion de funeidn cuasi-cdneasa indica que s 1 ¢s cuasi-econcava es impo ble
cneontrar tres puntos colineales tales que ¢l punto del centro tenga el mas peguens vileos

objetiy o que fos otros dos puntos.



La tigura 2b) muestra una funcidén que es cuasi-convexa y cuasi-concava. dado
que cumple estas dos detfiniciones, al tomar tres puntos en el eje x;, la imagen del punto
central no es ni mayor ni menor que la de los otros dos puntos colineales,

La figura 2c¢) muestra una tuncion que no cumple con ninguna de estas
condiciones.

L na funcion lincal es simultancamente céncava. convexa. cuasi-codncava v cuasi-
convexa.

Una funcion si es cuasi-convexa no necesariamente es convexa, pero el reciproco
no es clerto, porque si tes convexa entonces es también cuasi-convexa. Este mismo

criterio puede ser aplicado para tunciones concavas y cuasi-concavas.

Funciones Pseudo-convexas v Pseudo-cdncavas

Antes de definir estos dos nuevos tipos de funciones, es necesario conocer

cuando una funcién convexa es diferenciable.
Defimcion: Sea X un conjunto no vacio en En. el espacio Luclidiano en n dimensiones y

sea 2 X~ 1Y) Entonces Tes una functdn diferenciable en un punto X perteneciente a X si

existe un vector Viixd llamado el vector gradiente. y una luncion o - En > E,

tal que
Hob by = TNy - v v - (Y. x)

para cada v en X. donde Jin o (o) 0. Ix - x| es la norma del vector « - v

expresada  como  x - X (=X +o by, vy y Vit
Fx) RS i
K

i

Los componentes del vector eradiente son las derivadas paraales de £ con respecto a las

variables N on-0

[
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Definicion: Sea X un conjunto no vacio en E, y sea f: X—E, diferenciable en X. La
funcion f es llamada pseudo-convexa si para cada x,, x, en X con VIi{x))' (x5 - x,) 2 0 se
tiene que f(x,) = {(x;) 0 equivalentemente, si {{x;) < f(x,) entonces

Vi) (X, - X)) <0

La funcion f es lamada pscudo-concava si -f es una funcién pseudo-convexa.

-

La figura 3 muestra aleunos tipos de funciones pseudo-convexas v pseudo-

concavas, asi cono una que no oy ninguna de las dos,

Figura 3

a) b) ¢)
a) Funcion pseudo-convesc. weron pseudo-concava y pseudoconvesa. © adon

que no es ni pseudo-convesn ni nscudo-concava.

Estas  definicione  t junciones  cuasi-convexas.  cuasi-concavas.  pseudo-
convexas y  pseudo-concava  se o convierten en estrictas cada una de cllas s Ja

desigualdad correspondiert 1 delinicion de cada tipe de funcién es estricta

Habiendo defimdo ¢ v -onceptos fundamentales analicemos las condicie nes de

opumalidad para funciones 1 (s



Condiciones de optimalidad
Teorema: Sea la funcion f: E; — E|, el problema Min f(x) sujeto a x € X, donde f es
una funcion convexa y X €s un conjunto convexo no vacio en E,; se liene que x es una

solucion Optima a este problema si y solo si f tiene un subgradiente £ en x tal que
£ (x) (x - x) 2 0 para todo x en X.

Asimismo, en base a lo anterior, si ¢l problema es de maximizacién. x es una
solucion Optima si y solo si £' (x) (x - x) = 0 para todo x en X

Corolario: El conjunto de soluciones Optimas alternativas puede ser definido

cquivalentementc como X'
X'={ xeX:V{x) (x-x) -0 y Vix)=(x) }
Ejemplo: Para el siguiente problema:
Minimizar f(x) — (x; - 3/2)* + (x, - 3¥
sujetaa -x;tx; <2
2%+ 3x; < 11
-X, <0
-%, 20

Solucion: La funcién objetivo es una funcion convexa que representa el cuadrado de la

distancia del punto (3/2.5). E1 conjunto policdrico convexo X es representado ¢en la
oura 4

Froura 4,

B3
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De la figura, se observa claramente que ¢l punto optimo es (1.3). E1 vector gradiente en

el punto (1.3) es:

Vf(x) =[x, - 3/2). 2[x, - 5]

conx =(1.3)

VIO =1 -3721L. 23 -5 -1 . -4

Se observa geométricamente que ¢l vector (-1. -4) forma un angulo < 90° con cada
vector de la forma (x; - 1. x, - 3). donde (x,. X») € X. Entonces la condicién de

optimalidad establecida anteriormente tue veriticada. Sustituyendo en €l vector gradiente

x =(1, 3) tenemos

I

Vi(x) t](x, S -3) -G - D - -Da - 3)

"X1+]'4X2* 12_‘:&!'4\:# .I-','

i

=43+ 13 --13+13 0

fo cual indica gue (1.3) es ¢l punto optimo.
Condiciones de Optimalidad de Fritz-John

Antes de definir las condiciones de optimalidad de Fritz-John, para problemas de
programacion no lineal. analicemos ¢l concepo de los muluphcadores de Lagrange.

Meétodo de aptimizacion por lagrangianos

El problema a resolver es:

Optimiear iy)

sipetaa g (x) 0 I P
donde f. g g, . g, son hunaones deimidas en boxoes ¢l veeror de n componentes

Nje Ny Xy ¥ La palabra optomizar puede sigmificar maximizacion o mminmizacion.
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El método clasico para resolver este problema. cuando las restricciones estan
igualadas a cero (cuando son desigualdades este método requiere de ciertos ajustes que
complican bastante la situacion). es utilizando los muitiplicadores de l.agrange (2)). Esto
se realiza definiendo de la siguiente manera una nueva funcion objetivo. llamada el

lagrangtano

F(xl* Kz- oo e N ll‘ }‘1 """ 3\."‘) - ”X) - }"Igl(x) - l'2%:]-2(:";) T 7 }‘mgm (\)

1 lagrangiano F con m+n variables independientes, es equivalente a la funcién
objetivo original { con n vaniables independientes porque se estan restando Unicamente
ceros. es decir que Agdx) — 0 para 1— 1. m. Como el lagrangiano no tene
restricciones, para resolver este problema en teoria (dado que ocasionalmente es
imposible resolverlo por métodos exactos v se requieren meétodos de aproximacion a

analizar en los capiiulos siguientes) hay que obtener todas las derivadas parciales de

primer orden para cada variable ¢ 1gualarlas a cero v resolver ¢l sistema de ecuaciones

resultanies

¢ 1/ o

. 0 . =0
£ (TL:

¢ f o F
Rt =0
Tt ‘A
P o

N il =1
A ¢

i

Teorema: (Conuiciones de Fritz-Johny Sca X un conjunto no vacio y sea £ E.2 Fy o

Ly 2b purar o ome Considere e prollema Pode mimmiza 1(y) sujeta a x en Xy

e x)<Oparici Looome Sea xouna solucion lactible sy seal fg (a0



Ademas, supongase que [y g; son diferenciables ¢n x y que g; para 1 € | son continuas
en x. Si X resuelve localmente ¢} problema. P. entonces existen escalares u, y u, para
iel, tales que

u, Vifx) + Zu.Vg,(x)—O

e X
Wy u, >0 parai el

(Up. u) # (0. 0)

donde u, ¢s ¢l vector cuyas componentes son u, para 1 € 1. Ademas. si g, para 1 € | son

también diferenciables en x. entonces las condiciones anteriormente mencionadas

pueden ser escritas en la siguiente forma equivalente:

m

U, VX)) + Zu.Vgl(x) 0

Vo

u. g, (xy 0 parai—l...m
Uy 1, 2 0 parat 1. m
(u,. up =0

donde u ex el vector cuyas componentes son u, paray 1. om.

a A

Fjemplo. Mimmizar(x -3) =~ v = 2)

ujeta a Xyt 7S
X| + 2\ < 4
-Xy 0

-x <0

NS¢ uene o sigwente region factible



Figura 5
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Las condiciones de Fritz-John se cumplen en ¢l punto dptimo (2.1). Notese que el

cojunto de restriceiones activas. es deeir aquellas que funcionan como igualdad en ¢!

. |
punto considerado son [ {1, 2% para ~ (7. )

Calculando Tos gradientes para la

funcion objetivo v restriceiongs

Vix) (=220 Vo,(x) i Ve vy (1.2
Por lo tanto, para satisfacer las condiciones do 1ty lohng hay que encontrar un vector

diferente de cero (uguus) > O gue sausfaga

Stuy uc /3y 2uy/ 3 para cualquier ue 0 se satistacen Jas condiciones de Fritz-

John dado gue se encuentia un veetor diferente due cero (g upus ) > 0



Ejemplo: Considere el siguiente problema
Minimizar -X,
Sujeto a X, - (I - X,y <0

X, =0

Graficamente
Figura 6
X2
vg:ix)
A
o
122 ’ %= (1.0¥
i x
g1 = 0 vHx \ |
f1x)
[ g ixt =0
v golF)

las condiciones de Fritz-John se cumplen en el pumo (1.0). E1 conjunte

restricciones activas en x es dado por 1= 11, 2}. Calculando los gradientes

Vi(x) (50) Ve, fv) (00 v

(df) §

Lsta condicion solo se cumple siou, O bntonces las condictones de Frtz-John

e.ix) 0. -1y
de lo cual

verdaderas en x tomando v, 0y uy v

1

o, donde ¢ es un escalar positive para obtenct vl

vector (u, . up, us) 2 0. Analicemos ahora < Tas condiciones de Fritz-John se complen en

el punto {0, 0Y. Ll conjunto de restricciones aclivas os 113041y se tiehe que uy

1



Ademas

Vx) = (-6, -4) Vs = (-1, 0} Vg, = (0.-)'
Las condiciones de Fritz-John se cumplen si y solo si

ol Jeol)-()

0

cntonces u;=-6u,. uy=-4u,, pero si up>0 se tiene que vy, uy~0 contradiciendo las
restricciones de no negatividad. Por otra parte si uy=0 entonces u;=u,=0 lo cual
contradice la condicion de que el vector (uy, u;. uy) es diferente de cero. Por lo tanto las
condiciones de Fritz-John no se cumplen en x =(0.0)". E1 origen no ¢s un punto éptimo

local.

Las condiciones de Fritz-lohn no son suficientes para la optimalidad de los

problemas de programacidn lineal.

Condiciones de Optimalidad de Karush-kuhn-Tucker (KKT)

En problemas de programacién lineal el método Simplex se puede interpretar
como un procedimiento sistematico para alcanzar un punto extremo optima de la regién
de factibilidad que satisface las condiciones de KK 1. Para cualquier problema de
programacion lineal si un punto es optimo es porque cumple con cstas condiciones

Para problemas de programacién no lineal las condiciones de | ritz-John v de
KKT son necesanas v suficientes para optimalidad cuando la funcidon objetivo. las
restricciones de igualdad se encuentran bajo apropiadas suposiciones de convexidad.

Teoremaz(Condiciones de Karush-Kuhn-Tucket) Sca X un conjunto no vacio abierto en

fnoy sean BE,2E Y gith, 261, parai 1..m Sca x una solucion tactible v denotese

I g (x)=03. Sif v g, para cada 1 & 1 son diferenciables x. S x resuelve localmente

¢l preblema



el
—

Mininuzar f{x) x e x
sujetaa g(xy<0  =l..um

deben existir escalares ul parat € I tal que
Vi + Zuﬁ’gl(x): 0
t

ne(x)=0 parai=1.....m

u, =0 para i

Il
—
B
=
-

I'stas mismas condiciones también son validas para que x sea punto Optimo para el
problema
Maximizar (%)
suietaa g (x) =0 1~ 1....m
donde 'y ¢, tienen las mismas caracteristicas que el problerma de minimizacion.
Ejemplo: Para ¢l problema
Minimizar 10%, -2x; - x; +8x, -\,
sujeta oy + X, <0
N, <0
X% 0
\erificaremos si se cumplen las condiciones de KKT en el punto (1.1 para determinar s

¢s 0 no opuimo. 1 conjunto de restricciones activas I = {1} . Calculando los gradientes

vi={{a M) VR =6,6) Ve(x) —(1, 1)

Como solo la primera restriccion es activa. lenemos que oy u, 00 Pe la pnimera
wondicton

Ll

Vv - Zug (vi=0



()=

~ . - . . t
Como debe ser up 2 0 se describe un sistema incompatible. Por lo tanto el punto x— (1. 1)

no ¢s Oplimo.

Eiemplo: Minimizar X7 + x% 1257 +6x° —x X, — X, — X,
p 1 2 I 2 1~ 1

sujeta a

Para el punto (3.3) verifiquemos las candiciones de KKT. Para
N Pty u;7uy,=0
[REE LS T SO . t
TI-URT ) Vi) (176, 140)

Tean (L Viix) — (2.-1)

Resohviendo 2] sistema resultante
S w176
-up Uy =-140

Se uene que w152 y uy = 120 dundo a estos parametros estos valores se cumplen s

condictones de KKT en el punto (3.3).

Dualidad Fagrangiana

Dado un problema de programacion no lineal Hamado primal. esiste un problema gue us

estrechamente asoctado con este Hamado dual lagrangiano



[#5]
tad

Estos dos problemas son dados a continuacion
Problema Primal P: Mimimizar f{x)
sujelaa gi(x)<0 i=l,....m

hi(x)— 0 =l .

donde f. ¢, b, ', 2>t v X es un conjunto no vacio en E,. Sean ¢ v h las m vy 1 funciones
vectoriales con componentes 1-6simos g, ¥ h;, respectivamente.
Problema Dual lagrangiano D: Maximizar G{u. v)

sujetaau>9

in |
donde B(u. vy i t(x)+ Zng (x)+ Zvlhl(x):x eX
1 !

I os vectores uy v pertenecen a £, v E|. respecivamente. En este problema. las
restricciones gdx) < 0 y h(x) pueden ser incorporadas en la funcién objetivo usande los
multiplicadores de Tagrange v, v v,. E1 multiplicador u, asoctado con la restriccion de
desigualdad geny < 0 es no negativo. en tanto que el multiplicador v, asociado ¢on fa
restriccion hx) 0 <y no restnmgido en sigho.

Fntonees ¢l problema dual consiste de maximizar el Infimum (maxima cota
mlerion) de L funcion

1t )
t'(x)+Zu g (x)+Z\' h (x)

Asimismo. dado un problema de programacion no lincal, algunos problemas duales

Larangranos pueden coneehirse dependiendo en cuales restricciones son tomadas como

vy Ovhi{y) O
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y cuales restricciones son tomadas por el conjunto X. Esta eleccion puede afectar el
valor 6ptimo de D (en un problema no convexo) y complicar ¢l procedimiento que
consiste en evaluar y actuahzar la funcidn dual e durante ¢l curso de la resolucion del
problema dual.

Mediante esta técnica pueden resolverse problemas no lineales convexos o no

convexos. También en problemas de optimizacion discreta donde todas o algunas de las

variables pueden ser restringidas a ser nimeros enteros.

Ejemplo: Para ¢l siguiente problema primal

Minimizar x,+ x3:

sujetaa -x;-Na— 4 <0

Ni-Xa20

Para este problema. la solucion optima ocurre en el punto (2. 2) con valor objetivo igual
asg.

Sea gin) — -\ ~Xx 4 v X = (X X2} X xp 2 0}, La funcién dual es dada por
B(u) = inf {x," = x - Uty - X2 4 A aa 2 0]

) > N . B
—inf {x; -un a2 00 - inf X - uxs N, 2 0 + 4u

La maxima cota interior se obuene para O(u) de la sigwmente fomma: Para & v s

dertvando de la funcion anterior
2%, -u=0 2x,~-u=0
noa2 \- 2

u

lo anterior es valdo v u 2 0. Stu <0 entonees vy s (ide Incualwiu 20

B(u) —int ) 4“)3 R 20}
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B(u) = inf {T‘ u? 4u} T
Siu<0

o) = inf {07 + 0% + u(-0 0+4), — infidu} = 4u

dun an {F
O{u)=

,'u i ane

El valor maximo de 6 (u) se obtiene parau =4 _ entonces O(u) — 8. Los valores éptimos
de los problemas primal v dual son ambos 1guales a 8.

Bajo ciertas suposiciones de convexidad v teniendo como requisito apropiadas
restricciones. los problemas primal v dual tienen el mismo valor objetivo optimo v por lo
tanto es posible resolver el probiema primal indirectamente resolviendo ¢l problema
dual. como en el ejemplo anterior. pero esio. en la mayoria de los casos no ¢s 1alido.

Aqui surge otra diterencia entre los problemas de programacion lineal y no
lineal. que mientras en programacion lineal los problemas primal y dual tienen lox
mismos valores abjetivos optimos. en programacion no lineal. en gencral el valor

objetive optimo del primal es mas ot o 1gual que el valor éptimo del problema dual.

Ejemplo: Para el problema de mmnmzacion
NMommizar [(x) 2%
sujeta a ¥+ x.-3=0

iNps =N

donde X 50 03, (0. 4). (4. 4y (. 01 (1.2). (2. 1)}

£ 1)
De oy seis puntos solo cumplen la restriceion de igualdad (1. 23 s (20 1) de los cuales o

optimo es (2. 1) F1avalor objeuy minnmo optuimo ¢s -3



La funcion objetivo dual ¢s dada por

O(v) = int {(-2x, + x5) + v(X, + x5, - 3) 1 (%), Xp) € X}

inl 125 Fvxe oy e Xih ot §xy Fvxy tx; € N -3y

COH X! - X'_) = {Oal-: 2- 4}

Derivando la primera y segunda ecuaciones con respeclo a Xy ¥ Xa. respeclivamente. ¢

wualando a cero se tiene

24y =0 I +v—0

v 2 v — -1
con v < -1_ para minimizar, tomando ¢l punto (4. 4) v sustituyendo en la econacion
Bv) iy d 3 +4-3) inf {3+ 3vi- -4+ 5y

Para -1 £+ < 2, tomando el punto {4.0) se tiene

Bivy=int {2 D+ 0+ v[d+ 03 =inf {-8+v)i=-8 v
St v 2. tomando para minimizar O(v) ¢l punto (0.0}

BV 2 0 =0+ 0-3 Ay

Fntonees
4 -5y | Voo
SR N - S1-1<y €2
W 51 v oz 2

La gratica de La funeion dual es mostrada en la figura 7y o sobwien apiimaes v 2w
valor objetive -6

Figura ~




Ejemplo: Parz ¢l problema
Minimizar {(x) = 3%, + 7% + 10x,
sujeta a Xy - 3N--5x3+7<0

X Xo. Xy 0ol

La funcion lagrangiana dual obienida a partir del problema anterior es
B(u) — Inl3x; F 7% + 10%; +ul-y, - 3% - 3% + 7 X X, Xy 001
{3 - ulx + (7 -3u) + (10 - Su)x; + Tuj

.‘(}..\13_\;_0()1

E1 valor minimo es calculado haciendo x, 0 si este coeticiente de costo reducido es

positivo y haciendo x, = | si el coeficiente de costo reducido cs nepativo. E1 resultado es

fa familia de soluciones

\'_I \: A
0<ug? 0 0 (
22u=g73 0 0 l
73<u<sl 0 ! 1
52u i | l
de lo cual tenemos que
Ty si<u 2
Ju+10 sl2<u<
() .- .
w17 i/ <u<h
i 20 SELEAT
para la funcion dual ¢l valor doptimo es u 33 swsalor obictivo v suvalor objetivo o

ipual a 44 3



CAPITULO 5

OPTIMIZACION NO LINEAL SIN RESTRICCIONES

Metodos de busqueda

Une de los principales campos de la programacion no lincal es of de la
oplinnizacion no restringida u optinizacion libre. que trata ¢l problema de mimmizar o
mavim za una funcion en ausencia de cualquier restriceion. Existen métodos de
busqueda del valor dptimo de una funcion f(x) que pueden ser aplicados para funciones
Je una & varias variables. usando derivadas o sin usar dernvadas.

\ continuacion analizaremos algunos de los metodos de busqueda que existen
para resolyer problemas de programacion no lineal no resttingidos. despues de presentar
algunes conceptos tundamentales.

VMetodos de optimizacion de funciones unimodales de una sola vanable en

problenas no restringidos

Defnicion: Se dice gue una {funcion de una sola vanable o vnimoedal, cuando
Lehe 1 selo punto nMInime o maxinie
S U s estrictamente unnme Jal entonees (para el caso fe masaimizacior o,
para X, < x5 < x* entonces {(X)) < 1(x;) < {(x*)
NG 1 A T N T T SN T TR
e oo el dor que optimiza la tuncion 1is ). es dear v ey para toda s
N

ada una funcion f{x) estrictamente untmodal 3 dos puntos ;v x5 con -

eneten tes poshilidades a analizar para electoar la chmimacion. Por ejemplo para

Lt TS TR IFATA !
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a) St f(x)) > [(x;) entonces x* < x,
b) Si1(x,) < {(x,) entonces x, < x*

c) St f(x;} = {(x,) cntonces x; < x* < x,

Suponiendo que se requieren hacer k evaluaciones de una funcion f(x). que es
estrictamente unimodal, sean x, ¥ X, los extremos izquierdo y derecho del intervalo de
blisqueda, respectisamente, sea x, el mejor punto obtenido y sean x, y x; los puntos é la
izquicrda v derecha de Xpo respectivamente. Obviamente ¢l punto Optimo x* debe

encontrarse en ¢l ntervalo x, < x* < x,. La distancia x, - x, se denomina intenvalo de

incertidumbre

£(x)

o X Y Xy Xn

U na medida de la efectividad de los método< e isqueda de puntos aptimos en

[ o rones unimodales de una sola varable es o steaente

Basqueda en un intervalo con derivadas

Vctode de busqueda de Tibonace

1T método de Fibonacer cs un método de bosqueda en un tervalo para

mottzar una funcion estriclamente cuasi-cons ey
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Lste métedo es bastante eficiente para aproximar. bajo cierta tolerancia de error.
un punto minimo o maximo en funcienes unimodales de una sola variable. Este método
tiene la ventaja de que, como ne uiiliza derivadas, puede calcular puntos Optimos en
funciones no dilerenciables. Este método supone que se conoce un rango nicial de
busqueda.

Procedimiento
1.- Con el porcentaje de aproximacion requerido, se determina el valor de F,. que debera
de utilizarse.
2.- Con ¢l intery alo de busqueda dado inicial. a < x* < b, se define el valor inicial 1.
Lo-b-u
3.- Con la expresion

i i+ 1)
Foooa=-1)

A La-d

i b2
se caleula A paran — 1 Ay =Lo———

4.- Se procede a calcular los valores de X1 X2 Xx—a + AL x5 b - 3y se procede @

enaluar fix v lixa).
3 - Se etectue fa chimimacion de la forma siguiente (para el caso de minimizaciond.
SN ey entonges

- Fliminar ot 1ienalo xs < x < b

- Hacer b = x,
-Hacer 1t
- Haceri v ocaleular 4

-Hacer x; 10 A v cvaluar f{x4)

=S sy A hacar s x v X)) TN e caso contrario, hacer v v H(xs) i)
b T O | I [N

- Secontmu i con el paso 6

SEi(x) T s entanees

- Bliminn Ponvaloa s X <X,
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- Hacera = x
-Hacerl,,=b-a
-Hacer1 1+ 1y caleular A
- Hacer x;— b - A,y evaluar f(x)

- 81 X4 = X5 hacer x; — X0, [(x) X2 ¥ Xy — X5, [(%3) — f(x3) en caso contrario. hacer X,
= x5y ) Hixg)

- Se continua con ¢l paso 6
6.- Se continua con el paso 3 hastaque i —n - 1.

Ejemplo: Encontrar el punto mimmo de la funcion unimodal

fx)  x7-6x+ 2conun 3%, de error 0 menos. en el rango 0 <x < 10

n Fn 1 Fn
0 ! 1.0000
| 1 1.0000
2 2 0.5000
S 3 (y 3333
+ > 0.2000
S ¥ 0 1250
6 13 0.0769
" 21 00476
8 34 0.0294  (murgen de error)
D) 55 0.0182

[ asolucion ~ ¢ taenel miervale -2 9412~ 32353

, 32353 2O
Aprosinicion 00 0.0204

i1 valor mitin s enconuado para la funcion es. -6.996

s caleulos para obtenet esta sofucion se presentan en la sipwente tabl
[ os cialeulos p Drenct oSt soiucion s¢ p wan en la sigwente tabla



42

$966'9- | CIt6'T | ESET E>N>TIH6T Z1H6 TN 14197 | $966°9- ] §966°9- | TIHGT | <1F6E wez g | - | zesso [esfTe | 1i$97
FL89o | 1L99°T | ESETEXRSILTIT TLE9T=¥>6068 T cop6'9- | TSL89- [ Tir6Z | 119¢E [P6T o | rzRg g | LT Y | GTEE T
obtg'o- | £6€T°C | ESET E>X>6LSET | SETRESNHECET E Otb6 9 | SOR69- | ESETE | CIH6T | TBBE0 4 ¢ gorrl [ sez8y | 6T¥E T
¢o660- | TIr6'T | SLT8 EXNHGTEET | 6IEE T-N>90LE ] GOGG'U- | £I8E O~ | TIEGT | 0TEE'T 78] 0 t 1 AZELT | evT8E |9t
6099t | 90LF'1 CEZR E>N>00LF 1 | GULT 1 -X-0000°0 18S9 | 6099+ ) 6TSL T | W0OLTT] oLt i L | SETR Y vii8te | 0
£186°9- | 6T¢L'C [ SETR E>N>0 €91 9=N-CETR & g17eo- | €185°9- [ $€TRE ) 6USE T 6TSE L Tl s9Lle [sullY 0
C9L L 9xN>() OU[-N>$9L1°9 n060e | 817e9- [ soLt o [ +1Z8BY | SETR: i |0l 01 0 ]
(£X)3 & o8By DAINN I e ofury (X1 {83 N Ix v ! i 4 1

120800q!  9p BpaNbsna ap 0PI




Método de blsqueda de la Seceion de Oro

Este método también requiere que la funcién sea de una sola variable y unimodal
que sea estrictamente cuasi-convexa. S1 ¢l rango de incertidumbre original es: a < x £ b,
el proceso reduce este intervalo en cada evaluacion, en un valor constante T (representa
la letra griega tao)

Este valor constante llamado "Scccidn de Oro" se calcula de la siguiente manera:

Supéngase que se esta examinando el intervalo de bisqueda a € x < b con dos
valores X, y x; conocidos, tales que a = v~ b

Griaficamente

a X1 o b
. i |
.T-_.___..,__.___._ —
— e — U — \.‘
| | |
ro .
Sea I'= dondet ts entonce . v.osal hacer la bosqueda se chmimara el rang
5 5 .
N, € X < b lo gue serequiere ¢s gque o siguiente evaluacion se mantenga el valor de T
para enconirar ¢l nuevo valor de s,
.U s S T | 1 1
- = -1
r 1 ror
de donde sc obtiene la eccuacion | foesolviendo se tene gque 1 0.618
Procedimicento
I.- Bstablecer ¢l valor de da aprosim [UC s¢ Tequiere ()
2- Con ¢l intervalo de bosqueda o 1 mictalo a0 x™ =~ by el valorde T 0618, s

calculalo b oa vy losvalere v N

Xp (b Pab-ayra by se procede aoevabuar f{x))y Hx )
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3.- Se etectba la eliminacién de la torma siguiente (Para el caso de minimizacion)

S1f(x) > f(x,), entonces
- Hacer a = x4
- Haecer x; = x5 v {{x)) = {(xa2)
-Calcularx, - T'(b-a)+a
- Evaluar fix)
- Continuar con el paso 4
Sif(x)) < t{x,). entonces
- Hacer b = x,
- Hacer ny — 5y t{xs) = ()
-Calcularxy, (1-T)b-ajy+a
- Evaluar 1{x))
- Continuar con el paso 4

. b-a
]

4.-85 — < ¢se ha cumplido la tolerancia, en caso contrario continuar con el paso 3.

Lo

Ejemplo: Encontrar el punto minimo de la funcion vnimodal

. P . . _
f(x)~ 5%+ 8x -2 conun e de error 0 menos, en el intervalo -1 - v 3

lo-h-a 3-(-1} 6
Los Cileulos e iteraciones del metodo se presentan en la siguiente tabla. Partiendo de
ello, la solucion esta en el intervalo -0.8722 x -0.0633

-0.663> 8722

.S
Aprosimacion 00334
pros e S -0
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Método de Interpolacion Cuadrada

Los métodos de Fibonacci y de la seccion de oro son utilizados para funciones
unimodales. pere s una funcion no es de este tipo. o pueden aplicarse los métodos
anteriores, como en las funciones multimodales.

Definicion: Una funcion de una sola variable es multimodal st tiene mas de un valor
OpUMo. ya sea maximo O minimo.
Para funciones multimodales no diferenciables en los puntos de discontinuidad.

se utiliza para resolver estos problemas de programacion no lineal ¢l método de

interpolacion cuadrada.
Procedimiento
1.- Dados valores del punto arbitrario X y una direccion arbitraria s, evale
g(a) — (v~ us)
E1 punto \ es el punto de partida de la busqueda del dptimo local. mientras que s es la
direccidn de blhsqueda.
2-bvalue gty parai= 0. 1.2, 4,816, ... a. bo oo donde ¢ es ¢] primer valor de o para el

cual gley se ha incrementado. '] valor optimo de 1o o* < ¢, se encuentra en ¢}
rangoa o f oo,

3.- Una ves que se conocen los salores de gia), (b w0y se ajusta un polinenno

cuadrado « tv) v se caleula el minimo local del poly oo ¢ dado por:

v, b glane -hz'! + q{b)!a:-c'; : L]iu(h:-'dzj
2 glae-by + gib)(a-c) + glgib-a)

Stp(a ) g(h entonces u* — u. De otra manera. st gl ) - gth)

setomaut h

. . L ' '
Ejemplo: Minimizar la funcion ((x) 0 - TON vy sUven el punto v oy

diteccion s 1 como valores miciales.
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tasc 1
g(o) = {(x ~ as)
3+ )
~ By - 100G Fa)y + 350G+ o) - 5003 + o)
Fase 2

o | g

0 24
1 24
2 0

bn o= 2 ¢l valor de g(w) se incremento, Porlotantoc 2.b  1ya 0. Se tiene que

O<u*<2,

Fase 3
Fl minimo a, del polinomio cuadrade se calcula con la tormula anterior. Sustituyendo
losvalores citados dea. by c

U, lgga)gcj—bzl - g;h)(az-clg + 5]1(:)“23—311
2a(a)e - by— gib)a-c) + gle)b - a)

(2027 - 17+ (24007 - 24 < 0(14-07) 0.3n
(22 - 1y~ (<2410 - 23+ 0{1 - 0)
vl b g0-30) - -24.94

1
2

Como ge) = gib) se tiene que o o, ~ 0,50
Pero dado que
i) Hx —usy 3 v uy

Por 1o anto ¢l minimo aproximadoe de la funcion voicinal os

xF-3rg* 34058 35
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Busqueda en un intervalo con derivadas

Método de bisecciones sucesivas.

Supdngase que s¢ desea mimmizar una funcion f bajo un intenvalo cerrado y
acotado. Ademas supongase que f(x) es pseudo-convexa y diferenciable. En la k-esima
iteracion. sea ¢l intervalo de incertidumbre [ a,, b, |.Supdngase que la derivada fiin) es
conocida y considere los siguientes tres casos posibles:

1.- Si f(x,) = 0. entonces por pseudo-convexidad de la funcion [, x, ¢s un punto minimo.
2.- Si f(x)=0. entonces para X > x,. se tiene que P(x)x - x,) > 0 v por pseudo-
convexidad de 1 tenemos que f{x) = f(x,). En otras palabras. el mimmo sc encuentra a la
izquierda de x,. tal que el nuevo intervalo de incertidumbre {a, + 1. by - 1] es dado por
[ay. by ).

3.- Sif(x) < 0. entonces para X <x;. f'(x)(x - x,)70. tal que f{x) > f{x.). Entonces el
minimo se encuentra a la derecha de \,. tal que el nuevo intervalo de incertidumbre
la,+1. b, ~1] es dado por [x. b

La posicidon de x_ en el intervalo [a,. b,] puede ser elegida tal que la maxima
longitud posible del nuevo intervalo de incertidumbre es minimizado. Fsto ¢s, x; puede
ser elegida tal que minimice el maxamo de x; - 3, ¥ by - .. Obviamente la localizacion

dptima de x; es ¢l punto medio 1/2(a ~ by).

Procedimiento

1.- Sea [a, by| el intervalo inicial de incertidumbre y sea g el ntervalo final de

incertidumbre Sea n el menor entero positivo tal que (12m - Lh-g. Sea k1 y

continie con el paso 2.

2-Seafy VI - b))y evalie f(x.). Si fix,) 0 parar; 5, ¢s una solucion 6ptima. De

lo contrario conynuar con el paso 3. si 'ix) ~ 0y continuar con ¢} paso 4 si 1'%, ) 0.
3-Scaatl oa v b -1 x. Continuar con ¢l paso 3.
h Yo X

4-Scaa ] xp v b 1l

3-S5k

b, - Continuar con ¢l paso 5.

n parar. el minimo se ubiea en el intervalo o L 1, ke 1o contrario

reemplazar k par h 1y repetir eb paso 2
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Ejemplo: Mintmizar f(x) = X"+ 2x

suietaa-3<x<6

Reducir el intervalo de incertidumbre a un intervalo cuva longitud £ ¢s menor ¢ igual a
0.2.

El numero de observaciones n satisface

(UDn<Ebp-ap 0.26-(-3)-0.2/9 0.0222

paran = 6.

LLa siguiente tabla resume los calculos usando el método de bisecciones sucesivas.

| Interaccion k a | by Xy fx) |
) 3000 160000 | 1.500 | 5.0000
2 3.000 1 1.5000 | -0.750 | 0.5000
R 3.000 1 -0.7500 | -1.8750 [ -1.7500
E 1875 |-0.7500 | -1.3123 | -0.6250

5 13125 [ -0.7500 1 ~1.0313 | -0.6230
6 -1.0313 | -0.7500 | -0.8907 | 0.2186
L 7 -1.0313 | -0.8907

El intervalo hinal de incertidumbre es [-1.0313. -0.8907]. tal que ¢! nunimo puede ser

tomado como ¢l punto medio del intervalo -0.961

Método de Interpolacién Cubica

-ste método a diferencia del de interpolacion cuadiatica regquiere que la funcion

sea diferenciable. F1 método consiste en encontrar un valor éptimo de una variable a.

denomimada ¢ * . tal que la Tuncion
glu)=Hx t us)
oblenga un minimo local. donde X v s son valores iniciales arbitrarios. 11 punto X es ¢l

punte de patida de la bu queda de los optimos. mientras que s es la direcaion de

bisqueda. 1 ste minimo local se obticne en tres pasos o lases.
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Procedimiento

1.- Dados valores aratrarios de x y s evalie g(a ) = f(x + as)

2.- EvalGe g{a) y g'(w) para valores de a igual a 0,1,.2.4.8,16, ....a, b donde b es el
primer valor para ¢} cual g'(ar) es no negativo o g(a) no ha decrecido. F1 valor dptimo
se encuentra en el rango a< o* < b.

3.- Se ajusta un polincmmio cubico tomando en consideracion los valores gia). g{b). g'(a)

y g'(b). E1 vador minimo o* se representa en esta iteracion por o, donde

Yy
h- r;,()) -
g gy 2w

gl — gt ,
/=3 + ' a)+ g'(h)
h—u

W (2 - g ()

Siog(a) o g(b) no son menores a gl «,). entonces se acepla que a* — ¢ . manejando un

valor aproximado. Sino. es decir, st ga) < g{ae.) o g{b) < g(a,), entonces:

a) st g'(e ) o UL se repite el mismo procedimiento en el mtervalo a <¢* <b donde ¢ o
v b Regresar al paso 3

by st gt < O se repite el mismo procedimiento en el intervalo a € ¢* < b, donde ¢ v
v b Regresar o paso 3.

Ejemple: P oncontrar an minimo lecal de la funcion animodal de una sola variable

. 3 ' -2 Lo ) .
fix)=x" - 10x" + 35x" - 50x, tomando como valores iniciales x 1y direccion inicial 5 1.

Fase |
gle)  Hn - us)

IR ERNTIARY!
RIS

o) 100 —ay - 3501+ a0t - 5001+ G

W) A0 ) =300 0y 4 7000 R <50
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= 4(1 +)3 -~ 30(1 +)2 + 70(1 +x) -50

Fase 2

o ‘g(o-a) 1 g' %)
0
1

\ _24
~24

para X = 1, se tiene el primer valor donde g'{K)> 0.

b =1va= 0. Se tiene que Ogo(tsl.
Fase 3
7 = 3C9£33 = g(b)B + g'{a) + g'(b)
b - a
- -24 + 24 - _
= 3 o 6 + 2 = 4
W= (22 - g'(a)g'(p))1/2
= ((-4)2 - (-6)(2))1/2
= (16 + 12)Y/2 = 5 99
e = P - g'(b) ~ W -7 -
T g T
oy 2+ 5.29 + 4
K= V2 + 6 + 2(5.29) }(1' )
= 0.39
glie) = g 0.39) = 25

Por lo tanto

como glke)< gla) vy gltg)< g(b) entonces el minimc local < se

acepta que sea xp, ©S decir,

*

K T ke = 0.39

Por 1o tanto, como gi{x*) = £(1 Z

+5%), el éptimo relativo es:

*

x* = 1 +o< =1 +# 0.39 = 1.39
£(x*) = £(1.39) = -25.
valor minimoc x = 1.739.
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Método de Newton-Raphson

Este método ¢s también llamado “Método de Newion de Primer Orden™ o
“Método de las Tangentes” y se utiliza para enconirar la raiz de una ecuacién. Para su
aplicacion se rcquiere conocer un valor de "x" cercano a la solucion y que para este

punto el valor de la primera derivada sea diferente de cero, tal y como se ilustra en a
figura 1

Para obtener la ccuacion que representa el algoritmo de solucion. se procede e la

siputente torma:

[ Parc encontrar el valor ws (ver figura) considere que el punto (x . 1iv 1 esla

razonablemente cerca de la solucidn exacta y que la pendiente en dicho punto es

diferente de ceros razando una tangente en el punto (5, [(x))) de tal Torma gue

cruce el eje No el valor de la pendiente de dicha tangente esta dada por:

Pendiente de o tangente

Comoe para v clvalorde y 00y Ta pendiente de la tangente en ¢) punto (v .t 1y ¢t

dada por la pimera denvada de la funaoen evaluada en sy entonces:
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. _ fxy)

Pendiente de la tangente = ————— = (X))
X, — X,

Por lo tanto, el nuevo valor x; mas cercano a la raiz puede ser calculado s1 se conoce el

valor de la primera derivada en el punto donde se trazo la tangente. dicho valor csta dado

por la siguienie ecuacion:

f(x,)
£(x,)

Xy =X —

2.- En forma similar se tiene que, trazando una tangente en el punto (x5, f{X,)) se obtienc:

)
f"(xj)

Xy = X,

5.- Generalizando ¢l procedimiento anterior, se ticne que la formula del algoritmo para
¢ste método esta dada por:
RGN
Y
i (‘\u 1)

n i

Aunque el método de Newton-Raphson es utilizado para encontrar la raiz de una

ecuacion. también pucde ser utilizada para determinar ¢l punto en el que se optimiza una
tuncion no lineal.

Supdngase que s tiene una funcidn ne lineal de una sola vanable que puede ser

niltimodal. para la cual interesa determiinar alguno de los valores gque optimizan la

[Lncion. en un problema ne resiringido.

I'ntonces. podemos alirmian que en ¢l punto en el que Ta funcion toma un valor

optimo. va sea minimo o maximo. la pendiente de la funcion g(x) es cero. De tal forma

gue st graficamos la funcion (g ¢'ixy s aplicamoes ¢l metodo de Newton-Raphson para

cncontrar la ralz o una de las rnces de f(x). esto equinaldnia a que para el valor de "\"
para el cual 1{x) cs igual @ cero. la pendiente de la tuncion g(x) también es cero (g'(x)

01 v 3 para ese valor de "\ e pendiente de gy es cero, entonees se trata de un valar

aptimo de fa funcion gy



54

St a partir de un valor conocido de “x" se desea encontrar un valor que optimice

la funcidn dada g(x). entonces aplicando el método de Newton-Raphson. se procedera a

hacer:
fixy= g(x)

y aplicar la ecuacion general:

. i('\-114)

o T M W

T‘(Xl!fl )
o bien. a partir de la funcidn g(x) esta ccuacion puede expresarse como:

(X )

[ = n |

‘\ll - ‘\u (- B
g ('\ 1 I)

E1 diagrama d: flujo del método de Newton-Raphson se presenta a continuacion.
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Ejemplo: Encontrar un valor optimo de la funcion g(x) = (80/x) + 20x + 20, a partir de

los siguientes datos: x, = 1, E=0.00001, N=.15y 5= 100

- - 160
f=g ()= — +20 Fx) g0~

2
X

I os resultados se resumen en la siguiente tabla:

1 x,‘L PDX, SDXI‘ X, | PDX. | D R R-1 | PDX,-E] S g(X-)
176000 60 00000 1ot W 13756 2230405 037500 Q00375 - 9623 2254404 0RTR0 105 68182
THATS00 2230405 6135 17375 649817 036355 096680 -0 03320 6498106 03625 100 79283
3[17375 -6 39817 3050 19506 -1 02387 021305 (58763 041235 02586 02130 10002502
4019500 -1 02387 21368 19982 003633 004730 022333 0 77405 Y036 V0475 100.00003
5010082 00335 2005 20000 -00000S  0Q181  0.03RI0 096190 000004 ©O0018 100 DOORO
G 20000 -0 00DDS 2060 206000 oWy 000000 000136 -0 Nl - 000ud 100 D00

para x 2. clvalor optimo de g(x) sera 100.
Ejemplo:t ncontrar un valor ¢pumo de la funcion g(y) a7+ 4x - 2o partir de
los sigutentes datos: Xy — -1, E - 0.00001.N— 15y S 100

ftxy 2tx) 8- 21x% - 4 i) s - 42X

Resumiendo Jas iteraciones y resultados, lenemos la sigwiente tabla a continuacion:
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] X PDX, |SDX, x5 PDX, D R R-1 PDX,|-E 5 (X5

1]-10000 2500000 6640 -06212 602182 037879 000379 099621 02181 037879 -2 30880
2| 06212 602182 35333 -04309 100233 017034 000170 -3 99820 100233 0171034 307239
3| -043509 -1 0u234 2382 04088 -0 03577 04209 O O00042 -0 GuusT DOSITE 004200 31002
41 -0 4088 005577 2318 04062 -000021 000263 000003 -0 fH9YT 003020 000263 310119
3 &n&z 00021 2102 04061 000000 0Q0DGL O DGO -0 UGHY -0 000N 310119

Para x — -0.4061, el valor optimo de g(x) sera: -3.101 19

Metodos de busqueda multidimensional

Optimizacion de funciones sin usar derivadas

Una de las grandes desventajas de los metodos que emplean derivadas para
funciones de varias vanables es que en ¢stos es necesaro evaluar el gradiente y en varios
casos. lambien el Hesstano.

Otro problema en consideracion. en el caso de que la funcion sea diterenciable.
es el evaluar analiticamente en cada iteracion las funciones contenidas en el gradiente v
el Hessiano. Fsta tarea de evaluacion analitica. puede scr muy luboriosa v en ocasiones
imposible. sobre todo cuando se trate de funciones complepis con muchas variables
independientes. Hay métodos numéricos que permiten cipresar estas derivadas por
procesos gue no son analiticos. y por lo tanto se puede climmar este problema. a gran
desventaja con los metodos numericos es el error de redondeo que introducen y. que
acumulado en un gran numero de operaciones ¢ ileraciones, pucde generar resultados
bastante alejados de los gptimos reales

Por este motvo. se han desarrollade una serie de metodos 1erain os que, sin e
tan eficientes vn cuanto al nimero ge fcraciones necesarias para alcanzar un dptimo

como los metodos basados en el gradiente {que veremos posteriormente), tienen fas

slguientes venlajus.

a) No requieren de gradientes y Hesstanos, por lo gque simven tanto para lunciones

diferenciables comeo no diterenciables
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b) No requieren de métodos numéricos y por lo tanto su error de redondeo se reduce
considerablemente.

Analizaremos ahora algunos de estos metodos.

Metodo de Coordenadas Ciclicas

Este método usa los ejes coordenados como direcciones de biisqueda. Mas
especificamente., el método busca a lo largo de las direcciones d,.....d,. donde d, es un
vector de ceros. excepto por un | en la coordenada j. Asi. a lo largo de la direccion de
busqueda d,. 1a variable x; €s cambiada mientras todas las otras variables quedan fijas.

Si la funcidn es diferenciable. entonces el metodo converge a un punio
estacionaro.

Procedimiento

Paso O: Llegir un escalar € >0 para ser usado para saber cuando terminar el algoritmo
como margen de incerudumbre y sean d,..... d; las direcciones coordenadas. Elegir un

punto inicial xi.seay, Xk J 1y continuar con el paso |

Paso 1: Sea 2. una solucion Sptima a el problema de minimizar la tuncion f(y, + #d,)

sujeta a e E, y sea y+1 = y; +A,di. 81 j<m, reemplazar j por j*+1 y repetir el paso 1. De

olra manera, st n. continuar con el paso 2.

Paso 2: Sca X v, St X ~ X i<e. parar. De lo contrario sea vy,

rcemplazar k por k + 1y repetir el paso 1.

X sca] =1,
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Ejemplo: Minimizar (x, - 2)2 + (%) - 2:(2)2 partiendo del punto iricial (0,3).

La tabla siguiente muestra un resumen de los calculos para el metodo de coordenadas
ciclicas. En cada iteracion los vectores y, ¥ ¥2 son obtenidos mediante la representacion
de una linea de busqueda en las direcciones (1, 0) y (0, 1), respectivamente. Para el
punto (2.22. 1.11) la funcion objetivo tiene un valor de 0.0023, muy cercano del valor
éptimo 0. con punto Gptimo (9, 0). De hecho. podemos hacer que el valor dptimo sea

mas aproximado a O, haciendo & mas pequeiio. pero utilizando un numero mayor de ite-

raciones.
lteracion X,

k f(x,) i d, Y A, Yirl
n 0.00,3.00) 1 (1.0, 0.0) (0.00, 3.00) 313 (3.13. 3.00)
52.00 2 (0.0, 1.0} (3.13, 3.000 ~1.44 (3.13.1.56)
2 (3.13, 1.56) 1 (1.0.0.0) (3.13, 1.586) -0.50 (2.65, 1.56)
1.63 2 (0.0, 1.0) (2.63, 1.36) -0.25 (2.63,1.31)
3 (203, 1.31) i (1.0, 0.0) (2.63.131) 0.19 (244, 1.31)
0.16 2 (0.0, 1.0) (2.44.1.31) -0.09 (2.43,1.22)
4 (2.44,.1.22) i (1.0,0.0) (2.44,1.22) -0.09 (2,35, 1.22)
004 2 (0.0, 1.0} {2.35.1.22) -0.05 (235. 117
5 (2.35.1.17) i (1.0, 0.0} (235.1.17) -0.06 (229 1.17)
0.013 2 (0.0, 1.0) (2.29.1.17) -0.03 (220 1.14)
6 (229, 1 14) | (1.0, 0 (229.114) -0 04 12751 14)
0.007 2 (0.0, 1.0) (2.25, 1.14) -0.02 (2.25,1.12)
7 (2.25,1.12) | (10,00 (225 112) -0.03 (222 112)
0.004 2 (0.0,10) (222.1.12) -0.01 -2 000

I a tustracion de este método, para este ejemplo. se presenta en la siguiente ligura.

{(ver figura 2)
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x

Figura 2 llustracion del metodo de coordenadas ciclicas.

Metodo de Hooke y Jeeves

El metodo de Hooke y Jeeves representa dos tipos de busqueda exploratoria 3
patron de busqueda. Dado x,. una busqueda exploratoria a lo largo de de las direcciones
coordenadas produce el punto x,. Un patron de busgueda a lo largo de la direccion x; X,
conduce al punt;;) y. Otra busqueda exploratoria a purtir del punto y conduce al punto X;.
I-1 siguiente patron de busqueda es a lo largo de la direccion x3 X, obteniendose y'. L
proceso es repetido. La figura 3 muestra las primceras dos iteraciones del metodo. Las
lineas que van de X, a X, ¥ las que van de y a x, representan 1a busqueda exploratoria a

lo largo de los ejes coordenados y la linca que une a x, y X3 vy la que une a x> y ¥

representan el patron de busqueda.
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X
- 3

Prow 3L patron de busqueda

[ metode de Hooke v Jeeses maneja dinecaiones e linea a lo largo de las

direccrones coordenadas d,.....d, v un patron de busqueda en so desarrollo.

Procedimiento

Paso 0. Llegir un escalar € >0 como margen de incertidumbre. Elegir un punto de

partida x;, sca y,  x. sea k=)=l y seguir con el pasv 1.

Paso 1: Sea %, una solucion optima a el problema de minimizar la funcion fy, + 2d}
sujeta a Ae ki, y sea vy = y; + Ad,. Si j<n, reemplacar j por j+1. y repetir el paso 1. De la

contrario, si j—N. $ea X, = Ynepr 91| Xe4) - X4/l < €. parar. de lo contrario. continuar con el
| Al = Yne ST
paso 2.

Paso 2: Sead x.., - x, ¥y sea A una solucion optima al problema de minimizar f(x,,,

+ Ad) sujeto a ek, Seay, = X, + Ad, sea] 1. remplazar k por k+1, v repetir el paso 1.

Ejemplo: Minimizar (x, - 2)4 + (% - 2x,)° partiendo del punte (0.3).

La siguiente tabla resume los calculos del metodo de Hooke y Jeeves.
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Iin cada iteracion, una busqueda exploratonia o 1o largo de las direcciones coordenadas
dados los puntos vy y vy, ¥ un patran de busqueda a 1o largo de la dircecion d — x4 - N

dado el punto y,. excepto en la iteracion k| fonde y | x). En cuatro iteraciones se Hleea

del punto inicial a la solucion optima(2.00, 1.60). con valor objetivo ipual a cero. En esle

punto,lixs - x4 | 0.045 y el procedimicinio es terminado. La figura 4 ilustra el progreso

del metodo.

Figura 4 : Tlustracion del metodo de Hooke v Jeeves
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Metodo de Rosenbrock

[ metodo de Rosenbrock  ubiza lineas de busgueda para minimizar una luncion

fde varias variables Sifes diiere auble entonces ¢l met odo converge a un punto con
gradiente cero

Procedimientn:

Paso (: Sca « -0, elegido como e minacion escalar. Elegir d,,....d, como las direcciones

coordenadas. 1 legtr un punto de, ruda s, seay, X k

1

| 1. v continuar con ¢l paso

Paso 1: Sea ¥, una solucion optima a ¢l problema de minimizar f(y; + Ad;) sujeto a AeE,,

yooea . Y. - oad Stprnoaec plazar g por jrhby repetnt el paso 1. De lo contrano.

seguir con el paso 2.

Paso 2: Sea n. v, SUoa - N, <u parar. de lo contrario sea v — x,.,. reemplazar k

por k+l. sea i 1 continuar con ¢l paso 3

Paso 3: Fommar un nuevo comunto de direcciones de busqueda lincaliente

independientes. (las direceiones d. ..d,, son linealmente independientes si ZA;”’; 0
[
implica que #j - 0 parai [...n) cada uno con norma igual a uno. Ademas, supongase

que estos vectores son mutuamente ortogonales. esto es. Cli‘dI — 0 para i # ). Partiendo del

vector comun x. la funcion objetivo f es minimizada a lo largo de las direcciones
H

iterativamente, conduciendo a el punto %, En particular x,,, - x, — zifd, , donde Aj
I

es la distancia recorrida a lo largo de d,. La nueva coleccion de direcciones d,....d, son

obtenidas a partir del procedimienio de Gram-Schmidt como sigue
d, si)—0

S Ad, sij=0
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of ] I,
b .
o Z‘(u,d w120
h
d
h

femplo: Minimizar i\ M (xs - 2}4)): usando ¢l punto inicial (0. 3).

Paay, (0.3 ¢l punto v, es obtenido optimizando la funcion a io largo de y,. ¥ ya €8
obtenido optimizando la funcion a lo largo de la direccion d, partiendo de y,. Despues de
L4 primera Hetacion Wnenos que 7. 3 13y 3, -1.44. Usando el metodo de Gram-
wehmidt las nuev i~ fireeciones de busqueda son (0.91.-0.42) 3 (-0 42, -0.91). Despuces
Je cuatro iteraciones, ¢l punto (221, 1) es alcanzado. v el valor de la funcion abjetivo
¢ 0.002. A partir de esto se tiene gque Xy - X, 0.15 v el procedimiento termina. En la
figura 3 se observa ¢l progreso del metodo de Rosenbrock.. v la labla siguicnte condensa

los calculos de cuatro iteraciones del metado hasta alcanzar el punto optimo.
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Iigura 3 : Hustracion del metodo de Rosenbrock

Resumen de los calculos del metodo de Rosenbrock

[teracion X Y, Yy
3 l(x,) i f(y) d, A fly, 1
1 (0.00, 3.00) 1 (0.00, 3.00) (1.0.00) 308 (3.13,3 0
52.00 32.00 9.87
2 (3.13, 3.00) (00. 10 -1 44 (3.3, 1 56)
9.87 1.63
2 1313, 1.56) | (3.13.1 56y (091, 041 -0 34 (2.82.1.70)
i.63 1.63 0.79
2 (2.832,1.70) (-0.42.-019) 0.51 (2.16,1 24)
0.79 0.16
3 1261, 1.24) 1 (2.61,1.24) (-0.85, 0.32) 0.38 (2.29, 1.0
0.16 0.16 0.05
2 (2.29.1.04) (0.52.-08%) -0.10 (2.24,113)
0.05 0.004
4 (224, 1.13) | (244,113 (-096.-028) 004 (2.20,1.12)
0.004 0.004 0.003
2 (2.20, 112} (0.28.-0.96) 0.02 (2.21, 1.10)
0.003

0.002

66
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Metodos de busqueda multidimensionales usando derivadas

[+ metodologia de las teemcas de optimizacion no lincal para funciones sin usar
derivadus consistia en establecer un mctodo que cambie ¢l valor de la funcion obyetvo

hacia o dire sclon det maxima o minimao. para los metodos que uihizan dervadas las

cuestiones basicas de metodolopia son las mismas;

. . 1.
- Thaer s que direccion moverse en R ?

2= ¢ Cuando parar las  iteraciones

Obviamente la respuesta o Ja preguma (2) es laol. paan las neraciones cut

e en piece Cinerementar o disninuir

U na clecaton natural direccional es determinada mediante caleulo: hacer e U
crezca o decresea tan rapido como sea posible,

1 na manera de lograr esto es dada por ¢l gradiente de {(\).

1 os metodos de gradientes determinan la mejor direccion y la mejor longiiud de

recarrido ¢n esa direccion, para poder alcanzar el maximo o minimo. en el menor tiempo

posible (menor numero de iteraciones).

Metodo del gradiente
Ejemplo: Encontrar el valor optimo de la funcion

. 3 hl -

€Ny, X0 ) — 7w+ 4%, +XX5 - X7 - Xy usando el metodo del gradiente con una
aproximacion del 1% y a partir de los valores X, ~ 8 vy xa 2
Calculando ¢! vector gradiente
THx) ~ (7 + 3= 2%, 4+ xp - 2x0)
Vix,) (-7.8)



h

Partiendo del punto inicial x, (8, 2), al moverse una umdad en la direccion v - decrece
¢ el de 1en 7 umdades. i cambio, un masymuente umtaio en b dic oo v haee
crecer ol nivel de fen $ unidades. Entonees. del punto (8. 2) hay yue moverse a (8 28 Sk
donde k es la longitud de paso. Para calcularla se tene ~ (8. 24 Xk)l
) T(R) + A(2+BK) + R(2+8K) - (8) - (2+8K)

64K + 6K + 12

[ervando la funcion i(x,) ¢ igualandola a cero:
A28kt 64 0
k=0.05
I nonees hay que moverse al punio (8, 2- 8.0~ (8. 6) S¢ owp o«
Vrocedimiento para x, (8. 6). hasta que en 6 iteraciones ~e llegaa s, (603 21675 1
metado convierte al punto optimo (6. 5) que genera n valor maxime F Iy tabla

siguiente resume estos caleulos.
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Metndo de Ascenso/Descenso acelerado

Sca f{x) una luncion dilerenciable. Dado un punto  intclal  de partida

X e X la dircccion de aseenso acelerado, en el punto x esta dada por VIix,) y
Ja Tongitud de recorrido estara dada por un parametro k-0, tal que ¢l punto generado ¢n
la tieracion 1, para1 0120 es

X — % K VX)) k>0 parai 0.1.2,.
Para encontrar el valor de k. se maximmiza la luncion de una sola variable
gk (x4 K Vi p
por algun metodo conocido.
1 ovector xp + K VIV ec taneente al contorno ¢ik) v como Vv 1 oes
perpendicular a este contorno. los movinientas sucesivos sen en angulos rectos.

Un criterio para terminar ¢l algontmo es comparar el valor de la funcion en dos

iteraciones sucesivas v parar cuando esa diferencia s menor a una tolerancia establecida.

es decir. cuando
[ {(x,4) - f(x)) | <e donde ¢ > 0

Este metodo encontrara un minimo o maximo local. generalmente el que esta cercano al
punto de inicializacion x,,.
Ejemplo: Facontrar el valor maxuno de la funcion

f(x)  8x)+2x +2x%s - 2%, - xf

con una aproximacion del 1% vy a partir de los valores x;, 2y, 10

Calculando el vector gradiente
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VI (B-2x2-44 .2 - 2y 24
Vies (200 14
Se parte del punto micial x, (2 20k, 10-13kY
fn ) BI200) ¢« 2000 Tah) b 22120k)(10-14h) - 202420k -(10-14k)
simplificando ¢ tiene
o(hy  -1536K7 4 590k ~»2
Dernvandoe la funcion anterior ¢ iwualando su derivada a cero se tiene
SSTI2K - 3060 0
Lo 01915
Entonces x, = (5.83. 7.319). calculando el valor del gradiente en
X Vies ) (FOW681 5. -0 6Y) ~e uche que
VR8I0 6838K. 73190 07ROy
evaduando ¢l punto en Ja funcion objetno se llega a
ok 05587+ 142K+ 2307
derivando la ccuacion e 1gualando a cerol se Liene que
K 12845 yxa (4-932.6.064)
Se sigue ¢l mismo procedimiento hasta llegar al punto (5, 6) que es el valor maximo en 5

lteraciones.

l.a tabla siguiente resume los calculos del metode de ascenso descenso acelerado para

este gjemplo.
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Metodo de Newton

b1 metodo de Newten s muy parccido al mctodo deascenso descenso

acclerado. v esta basado en Lo nente reglaierativg
] - e
! s - T v VI {(para mimmi 7acion)
| i .
AVURERR VR £ R VR ANS RN (para masinisacion)

donde ¢l punto x, en i, es arbitrario. t{x) es diferenciable, VI(x,) es la transpucsta del
aradiente evaluado en ¢l punty « de la k-gsima iteracion y H? (x) es la matrnz iversa
del e sano evaluado en ¢l p nito v de la k-esima iteracion.

Ejemplo: Monuntear (v - 2)

o v - 2% partiendo del punto inicial (0. 3)

) ) A
[ siouenie vabla muestra m resumen de los caleulos Fn cada iteracion. xg N HIAVS!
fing) Despues de 6 iteraciones se obtiene el punto v (1.83. 0.91).

En este punta THN-) 0 04 v el procedimiento es terminado. I.a tabla siguiente resume

los calculos v la tigura 6 ilustra ¢l progreso del metodo.
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Iigura 6: Hustracion del metodo de Newtaon

Metodo de Davidon-Fletcher-Powell

Los tres metodos anteriores, el de ascenso-descenso acelerado. del gradiente y ¢l
de Newton convergen muy lentamente a la solucion buscada, sobre todo cuando el
gradiente adquiere un valor cercano a cero. Esta situacion puede eliminarse utilizando
direcciones conjugadas., en vez de direcciones perpendiculares (forman angulos de 90°)
como las que manejan los mctodos anteniormente citados.

El metodo de Davidon-Fietcher-Powell se basa en duecciones conjugadas | y es

considerado como uno de los algoritmos mas eficientes para calcular punios optimos

locales en tunciones diferenciables de varias variables.

Definicion: Sca 11 una matns simetrica. Los vectores d,.....d; son Hlamados conjugadas si

son lincalmente independientes.
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Procedimiento:

Paso B Sca g -0 el escalar que sehala la tenminacton del metodo T-legir un punto inicial
vy una matriz simetrica posstiva definida inicial 1) Seay, »osea ko 1oy conl-
nuar can ¢l paso 1.

A

Paso 1- ST IVHX )< &, parar De o contrario, sea d -DUGy Y supeta a2 -0 Seas, 3y,

v, = Ad ST G continuar con el pase 2051 noseay ) X .. teemplazar h por
k+ 1.seaj=1.yrepetrclpaso 1.

Paso 2- Construir D, coma sigue

pr Dygb,
o
T Py, 4Dy,

donde

P, Yoo
g, — VIt ) - VG )

Reemplazar jpor ) + 1 v repetir ¢l paso 1.

Ejemplo: Mininnzar (x, - 2y -~ (% - Exz)z

Ln la primera iteracion

DI:U 0}

‘o

Para cada iteracion, paraj — 1.2.d es dado por -D;Vi(y)). donde D, es la matriz identidad
v D5 se obtienc con las formulas de Dy.,. pj ¥ 4, En la iteracion 1. tenemos que p, (2.7,
149 y q, — (34.33.-22.72) en [a formula de D, En la iteracion 2, tenemos que py - (-
0.1.0.05) v g, = (-0.7. 0.8)". \ finalmente en en la interacion 3 tenemos p,  (-V.02,
0.02) y q, - (-0.1, 0.24). E1 punto y es calculado optimizando a lo largo de la

dircccion d; particndo de yj paraj — 1.2
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I3 procedinuiento es termimado en el punto y, (2 115, 1 US8) en la cuarta iteracion, ya
que Vilys) 0.006 es bastante pequeno. EL resumen de los calculos se expresa en la

siguiente tabla y la trayectona tomada por el metodo selustra en La higura 7.

Figura 7: Tlustracion del metodo de Davidon-Fletcher-Powell
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Victodoe de Fletchepr-Recves

Iste metodo tambien esta basado on la Togica de Yas dinecciones conjugadas No
os L eliciente como ¢! metodo de Davidon-Fletcher Powell, pero es mucho mas

wenetllo en ealeulos manuales

Procedimiento

Paso O 1 legir un escalar de terminacion € 0y un punto smctal X Sea s vodo-

Vi{(v,). k =] = | y continuar con e! paso 1.

Paso I S VIly ) . parar. De lo contrano. sea X una salucion opima al pre enia de

mimimizar f{y +? d)sujctaa2>0.y sea v, > +72d Stge nocontinuar con ¢ paso 2
De ot manerit, seguir con ¢l paso 3.
Paso 2 Scad,,, -Vily.) - ad,.

Ffey )

Ff ey
Reemplazar j por j+1 y continuar con ¢l paso 3
Paso 3: Scayl  Xpu— Y ysead) -VI(yy). Seaj - 1, reemplazar k por k+1 v continuar
con el paso 1.

Liemplo: Minimizar (%, - 2)' + (x, - 2x2)°

Fn cada iteracion d; es dado por -Vi{y,) v d» es dado por -Vi (y.) + «,d,. donde ¢ se
obtiene con la formula antenior. Ademas. y. es obtenido optimizando a lo largo de d,.

partiendo de y;. kn la iteracion 4. el punto y,  (2.185. 1.094), el cual ¢s muy cercano al

optimo (2.00, 1.00), es alcanzado. Come la norma del gradiente ¢s igual a 0.02. la cual

¢s muy pequefia. s¢ paran las iteraciones en el paso 4.
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i.a tabla siguiente es un compendio de las iteraciones para ¢l problema con el metado de

IFletcher-Reeves, v el progreso del algontmo se muestra en la fieura 8.

1

1

Figura 8 ' llustracion del metodo de Fletcher-Reeves
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CAPITULLO 6

MI-TODOS DE DIRFCCIONES FACTIBE IS

Iista cluse de metodos  tesuelven  problemas de  programacion no  lincal
moviendose en cada iteracion de un punto factible a un punt facuble mejorado. mas
cercano a un punto optimo. La mewdologia de los metodos de dirceciones factibles os

Dado un punto factible v se determuna una direccion J, d que para 4 -0

sufictentemente pequeno, fas stgwente 1 propiedades son vordaderas: (1 n - 2dy o
factible, y (2) el valor objetivo en x + Ad, es mejor que el valor objeuvo en x,. Despucs

que tal dirccaron es determmada. un p ol lema de optimize o uni-dimensional gue

debe ser resuclio es determinar hasta donde continuar a lo largo de dy . Ests conduce a un
nuevo punio x. 3y el proceso es repetido. Ya que la facubihidad primal es manteniaa
durante ¢l proceso de optimizacion. estos procedimientos son con Liccuencia referidos
como “metodos primales™.

Metodos de esic tipo consisien ¢n como converger a soluciones que cumplen lay

condiciones de Karush-Kuhn-lucker o algunas veces a puntos que cumplen con las
condiciones de Iritz-lohn

Metodo de Zoutendijh

Definicion: Considere ¢l problema de minimizar {{x) sujeto a ves donde 1,2 E, y Ses
un conjunto no vacio en E,. Un vector d diferente de cero es lamado una direccion
factible en x5 si existe un >0 tal que x-Ad < s para todo %<0, 8}

De otra mancra. d es llamada una direccion mejorada en x € s si existe un >0 tal

que T(x+id)<f(x) y x + Ad € s para todo A<(0. &)

El metodo de Zoutendijk es aplicable para resolver el problema de optimizacion



Munmivar () vomatlniZz mx n Fomatriz 1 xn

sUpeta g AN v om-vector ¢ l-vector
B o
1 mctode cncuentra en cada ieracton una direccion factible y un tamaiio de
avance {Jonpitud de pased en esa direccion. tal comoe en programacion no restringida. la
cual tiene dos propicdades
a) Factibilidad: Consiste en gque un avance en esa direccion no viola ninguna restriccion

by L ulidad. U ooy anee en esadireccion mejora ¢l valor de la juncion objetivo.

Procedimiento

Paso 0 | ncontiar vna ~ol won lactuble micial v con Axgb vy Iy ¢ Sea kT seeun

con el paso |
Paso 1 Dado v, supongase que Ay b son deseompuestas en €4 As )y (b’ byl al que
A by ALy b Seadg una solucton optima g el sigulente problems

\Minimizar V'

sujeta a Ad =0

Ed 0

l<d~1paraj] L.n

St Vs dh 0 parar: X es un punto que cumple con las condiciones de Karush-Kuhn-

Tucker. de otra manera. continuar con el paso 2.

Paso 2 Sea 2k una solucion optima a el siguiente problema de busqueda de linea.
Minimizar fix, + Ad)
sujeto a 0<A<Aman

donde

]mim’mo{b d d >0 sid <0

Amax = i
l o sid<Q
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conh b\
d v
Sed v, vt ad identificar el nuevo conjunto de restrniceiones activas en oy, 3

abtenct Ly nucvos valores de Ay A,

Reemypl sk pork « 1 yrepeur el paso 1.

Ejemplo: NMivimizar [in) - 2X, #2357 - 258, - 4x - Ox,
saetaa Ny T Xa s 2

NOTOXA €5

-X <0
X, <0
usande - ctddo de Zoutendiph. partiendo del punte micial

ny o (O Y

L1 veat 1 ztadiente VI(x) es:

Vit - 26, o4 dx - 2y - 6)

Primeru itcracion

En el punto x,. solamentc las restricciones de no negatividad ~on activas, que sc cumplen

como restricciones de igualdad. por lo cual [ = {3. 4}. E1 problema para encontrar una
direccion tactible es:
Niinizar -4d, - 6d,

sujeto a -d, <0

-d, <0

<4, <1

-1 <dy <
El problema puede resolverse con ¢l metodo simplex o con el metodo grafico. la
solucion optima ¢s d; = (1 , 1) y el valor optimo para ¢l problema de direccion factible es

igual a [0, La siguiente figura ilustra la iteracion 1.

=

/

N

A
7 N
_

-4 -k
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Ahora necesitamos encontrar ¢l punto facuble a lo largo de la direecion (1. 1), partiendo
del punte (0 0) con un valor minimo de Iin) - 25+ 24, My - Ay, - 6x+. Cualquier
punto a lo lareo de esta direecion puede ser eserito como X + 7 (7, 7). Entonees f(x,
s rdy -k 237

11 valor maxima de # para el cual v, -

o

30 5
[2

6

<l ey tuctible se obtiene como sipue

S
h"ﬁ] i
I
oy J

%2; 5
MEE=6" 6

Entonces, para el nuevo punto x, + ~d . ¢l valor de 7, se obtiene resolviendo el siguiente
probiema Jde busqueda uni-dimensionai
Moimizar 102+ 220

] . 3
sujetaa <<

- ~ . . . oo . . )
Como la funcion objetivo es convena v ¢l mmimo no restringido ¢s . de lo cual

) 0y sl
33_X|+/‘.d| 0 +6[1 =

Scgunda iteracion

—
e O~ oA

>

N ] . 1 3 . .. )
Fnelpunto ( /, ) setiene que Vi(xs) (- .+ ;). Fl conjunto de restricciones activas

en el punto X, es | 121, tal que la direccion factible e obtenida resolviendo el

problema
Minimizar -7/, d,-" 1 dy
sujetaad, + 5d- <0
-1 <d, <1

'l <dj<l
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Usando ¢l metodo gratico se llega a la solucion optima al prol v lincal anterior que es
[ . . 22 . .
dy (1, - 5) v el valor de la funcion obyetivo es =77/ La s 1 onte hvwra ilustra esta
Heracion.
!
P )
= “'\

Partiendo del punto a,, cualquier punto en la diteccion dy pucde ser escrilo como xy 4

L]

Y, (5/;*?.§, "7 delocual fix ¢+ 7dy) _125/3_22‘,]_7 ST
2 b ,} [)
h_ —
(5 [ 3 0
y [1 [ 1} !
Al SL 5 OJ

. ; .
como d, 0. se tiene gque Amax — min { e R

Por io tanto A2 es la solucion optima al siguiente problema
Minimizar - -2/, 2. + ©/, 407
sujetaa 0 < 3 < ) |
La solucion optimaes ., g lal que x5 %> =~ Ad, (T "
Tercera iteracion

.4 1 ; 32 160
Enxy U ). : /51). tenemos que Vi(x3) (-7 ;.- ‘ «,)'.

i)
'l conjunto de restricciones activas en el punto X; es dada por | 123, 1al que la
dircccion tactible se obtiene resolviendo:

nd -

32

- . 3 160
Mimimizar -

nd;
sujeta a d; + 5d, <0
1<d =1
-l2da<]

Usando nuevamente el metodo grafico, se tiene que dy= (1. ). lo cual hace que f{x;+ ‘

dy) = _125}8 _22/”& + 621’25?L2 pues d, = &
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AS1 mismo

_ 34 I . )
como d. O A nummo |4/ s a4, S¢ licne thora que Aq es fa solucion del

prabiema
2s 12 - W
A 2
|
setaa ) 2o .
15 1 1 -
que no tiene solucion, por lo tanto el valor vpuma es »; (L. 3y). La figura

stguiente iustra este proceso final.

Metodo de Topkis-Veiott
El metodo de Zoutendijk tiene un variante, con ¢l cual se puede resolver el problema
lineal

Minimizar f{x)

syjetaa g (x) <0 1=1..m

donde todas o algunas de las restricciones son ne hneales. pero el punto optimo que se
obtiene con ¢l metodo puede no ser optimo sino aproximado. sin cumplir las condiciones
de Karush-Kuhn-Tucker.

Fl metodo de Topkis-Vemnott garantiza la convergencia del punto optimo para
este problema, obteniendo un punto que cumple con las condiciones de Fritz-John de

optimalidad.
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Procedimicnto
Paso 0 Blecu w panta sy walgque sy O parar Leem. Sea k1 seguir con ¢l paso
]
Paso 1: Sca (7. ) una solucion optima a ¢l siguiente problema de programacion lincal
Minmiza s
supeta o Vit \k}'d -7 <)
Ty ’d - 7 € -g(x,) paral l...m
-l <€d, <1 para ] l.on
Stz O pmar s os un punto Fritz-lohn 1)+ lo contrario. si 7 < O coatinuar con ¢l paso
2
Paso 2: Sca 7, une alucion optima al problema de busqueda umdnmensional
Mimmizu s - dp)
sujcta a - 4 sman
donde zmax  ~up Jzoony, H d) < O para i le.m) Sea v X, a F o dg
reemplazar k por k 1.y volver al paso |
Ejemplo: Minimizsa 2.\,1 - 3.‘(32 - 2XX, - 4x, - 6%,
sujeta a x; + 5, <5
Ini-xa =2 0
-\ <0
. <0
partiendo del punto v, (0.00.0.75)'
F1 gradiente de la funcion objetivo cs
V) (4%, -2%) - 4. 4%, - 2, - 6)'
Los gradientes de las funciones restricciones son (1. 3). (4x,. S0 (-1, 0)1 v (0. -1y, los
cuales son utilizados para determinar la direccion factible del problema en cada

1eracion.
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[teracion 1
I'n x, = (0.0, 073) tenemos que Vi 3. -3.0y. Por lo tanto ¢l problema de
direccion de busqueda es:
Mimimisar #
sujeta a -5.53d - 3d, -7 <0

-dz -2 < 075
'Ll] -Z270
s -7 <0
-lsdj= ] pura) 1,2
Ia solucion optimi 1 el problema anter o1 ov d - (07143, -0 33710 4 -0.7145.

usando el metodo stmplex,
valuandoe la funcion en el punto x4 2d . ¢ tiene que

f(x, + Ad)  0.972% -4.036% -3.373
E1 valor minimo de la funcion es &,  0.84. entonces amax= 0.84 vy cste valor resuelve
el problema de minimizar fix, + d) syjeta a 0 = 7 £ 0.84, con lo cual x5 x; + 444,
(0.60. 0.72).
k1 proceso es repetide. La tabla siguiente resume los calculos para 5 iteraciones
obteniendose ¢ punto (0.6548. 0.8575) con valor objetivo de -6.5590, muy cercano al
optimo (0.658872. 0.868226) obtenido con el paquete de computadora GINQ. con valor
en la funcion objetivo -6.613086. El progreso del algoriting se muestra en la siguiente

figura

Ry

[=]
(=]
[T

]
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Mectodo de proyeccion de gradiente de Rosen

F1 metoda de proyeccion del eradiente esta motivado por el metodo de aseenso-
descenso acelerado para problemas sin restiicaiones 11 gradiente negativo se proyectla
sohre a superlicie de trabajo para detimr 1 lieccion de movimiento.

Con este metodo se resuelve ¢l problema de la forma:

Minimizar 1{\)

sujeta a Ay b

I~ ¢
Procedimiento
Paso 0. Flepit un punto \ con Ay, booobx €. Supungase que Ay b son
descompuestos en (AN A Ty (b Bl que Axy = by vy Asxy<ba, Sea ko 1y seguir
conel paso 1.
Paso 1: Sea M' (A'L 1 Si M es v patar si Vityg) 00 Sea d, -VIE(x).
continuar con ¢l paso 7. De lo contrario sea P [~ MUMMY'M v d,  -PVI{ix,). Sid, =
0. seguir con el paso 2. Sid, 0. calcular w -(\/IM')"MVF(.\U yseaw (u.v'). Siuz0,
parar. X; es un punto que cumple con las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker. Siu 3 0.
elegir un componente negativo de u. sea. u. Actualizando A; eliminando la columna.
correspondiente a u, y repetir el paso 1.
Paseo 2: Sca y una solucion optima al siguiente problema de busqueda en un intery alo

Mimmizar f{x, ~ Ad,)

sujeta a ) < 4 < amax
donde ~max se calcula igual que en el metodo de Zoutendijk.

Sea x = X, + Ady, v suponer que A'y b' son descompuestos en (A;' L As' )y (b b)) tal

que AN by Asxpy <bs.
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Reemplazar k por K £l y repetir el paso 1
Fjemplo: Resolver el siguiente problema con el metodo de proyeccion de gradiente de
Rosen. particndo del punto (0. O0)
Minimizar 2,\,1 2% - 28 - - 6x
sujctaas tx 72
Nt S, 9
-X, <)
-~ 0
Primera iteracion: I'nx (0 0) _ ¢l 2radiente
VE(x)) = (8%, - 2Xy - 4, 4%, - 2X, - 6)'
(~4.-6)'

Solamente las restricciones de no negatividad son activas en - tal que. T (3. 4y . con

Entonces si esto es verdadero, se tiene que
. o 0 0
Pol-AYAAN 4= OJ
vd, -PVi(x)) =0, 0). Calculando
wou (AADANVEx) (-4 -0)
Eligiendo uy, -6 y suprimiendo el gradiente de la cuarta restriccion, la matris A es
modificada dade A, (-1. 0). La matriz de proyeccion moditicada P que se obtiene es
P-1-4(AAD 4, —[g ?J

y la direccion de movimiento d, es dada por

o =5 ) ()



Por otra parte, cualquier punto x> en Ta direccton d; partiendo del punto x; puede ser
. - o 2
eserito coma v, Nt ad (0067 ) v el correspondiente valor objetivo es f{xs) — 7207 -

36/ B valar masimao de 2opara el cual £ - 2.d es tactible es obienido como sigue

2 11 o 2
h h i _ _ -
5 I 5 0 3
1 140 6
lond L J J
¢ I 56/ 30
L O
f.max mintima HII +

entonces £ o~ i solueton optiniacdel problema

Minymizar 7247 - 364

-
supeta a < <

. - - !
I.a solucion optima ¢s £, o lal que

RN\ R T A )

In el tfinal de 11 tereera iteracion

1

-l X 3
u (AL A A VRN .20

Por lo tanto x, es el punto optimo para u_ 7~ 3. VHx;) + uaVga(ng) — 0

tal que x5 es un punto que cumple con ias condiciones de Karush-Kuhn-Tucker.

[.os calculos prra las tres tieraciones se resumen en la siguiente tabla.
P
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Metodo ded pradiente reducido de Wolfe

Iate mictodo resuelve problemas de programacion no lineal. swictos
restricciones limcales, en lorma matematca

Mtz ()

sUpeld . AN b

N o)

11 algorstmo conserge a un punto que cumple con las condiciones de karush-
Kuhn-1ucka
Procedimiento:
Paso 0: Elegir un punto x, que satisfaga Ax,=b, X, 2 0. Seak — | y seguir con el paso |.
Paso 1 Scad, (dy. dyrSidy 0L parar: \,\ es un punto g ke cumple con las condic es
de Karush Kubn-Tucker. De lo contrario seguir con el paso 2

[," Conmnte de indices de los m componentes mas srandes de s

B o =1y N {a:)ey. (N
rVa0 - Vil BT A 12)
[-r sijel yr <0
dj - g | 3)
-ar osijegl, vyr >0
dy -1 Ndy (4)

Paso 2 :Resohver el siguiente problema lineal
Minmmzar f{x, + Ad,)
sujeta a ) < 4 < max

donde

Mminimo

-X

Aman “ngn——iﬂl<0 sid, >0
Tk

| o SidRED

vy X ) son los j-esumos componentes de Xy dy, respectivamente.
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Sca 2y una solucion optima y sea xp X *+ £d,.
Reemplazar por b Ty repetir e paso |
Ijemplo: Resolvar ¢ siguiente problema usando ¢l metodo del gradiente reducido de
Wolfe, partienda del punto x; (0,0, 2.5
Minfinsza 23, + 2%, - 251X - 4y - O%a
SUCLE X|txs+x3 2
X 9%+ N, 3
Xpe Xa. Xz N, 7 0
C alculando ol . ector gradienie
V(X)) - (4%,- 2%, -4, 4%, - 2%,-6,0,0)
Primers iteracion: tnel punto (0.0 2.5y tenemos que Vi) (-4 -6, 0. 0) |
B talque B |30 4] B gradiente reducido es dado por la ecuacion (2)

1110

- e 0.0)- (0.0 —( 4. 600
o U(JU)ISUI[ 0.0.0)

Yr  Opara. | .Lainformacion en esle punio se resume en la siguiente tabla

\y Xy X3 Ny
“solucion X 0 0 2 5
VHx,) 3 6 0 0

0 X, 1 1 1 0
Valtxn) (0] X, I 5 0 1
T -4 -6 0 0

Par la ecuacion (3) se tiene que dy — (d. d»)' (4. 6)' . Calculando d,, con la formula (4)

114
dH (d,. d4) "B"]. Nd\[ '(] S](G) ( 10.*34)'

B N e¢s expresando bajo las variables correspondientes a N, a saber x; v x».
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nlonees el veetor direccion es dy = (4, 6, =10, 34} Ahora, partiendo de x, (0, 0, 2, 5).
¢ lesea minimizar la funcion objetivo a lo farpo de la direccion d; (4, 6, -10, -34)"
I 1 que caleular el maxino valor de A tal que », + 2.d; es facuble

3

max  minimo {7 . gl .
[t 4 4d) 561" - 527 tal que X, es la solucion a ¢! siguiente problema
Minimizar 362 2.
sujetaa 0 <7 - L
[ramente A, i/,4. tlal yue x> ¥+ ad (' 17 N5 0)
Sizuiendo este mismo proceso. en la iteracion 3. de Sndy (dLdy) Paode hrdy

(Wody)  (0,0). Porlotaniod 0y lasolucion v, o> optima. La tabla ijuienie resume

~ caleulos.

; it Direcrién de Wiy Direrifn de lirea
[ X; Jf"-\;] r, d“ A K
| 0.0,225 00 4 -60.0) 4,60 10, -34) SR
B0 ede 0.0 T (5 Tl A R
. (-< ﬁ 3i| U] ~ 16 (. . ) W, 0. 0,.Mm
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CAPITULO 7

MODELOS ESPECIALES DE PROGRAMACION NO LINEAL

Programacion Cuadratica

I:1 problema de programacion cuadratica se define como la maximizacion o

nunimizacion de una funcion cuadratica como funci n ohjetino sujeta a restricciones

Iineales. Para ¢l problema de masimizacton la funcior shjetive debe ser concava 'y debe

ser convexa para el problema de minimizacion. La representacion matematica de dicho

problenma o

Maxamizar (0 minimizary 7

Sujeta a

donde
X - (X|.. b, S \{n)l
C (CI- [ o TR C”)
P, (by. by by

X+ XN DX

AX <P,
X>0
al . aln
A :
m d‘I'IIIJ
d1| - d
d . d
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Como las restricciones se suponen lincales ¢n » e caso. garantiza que la region
facuble sca un conjunto convexo

Cualguier punto que satisfaga las condiciones de karush-Kuhn- Tucker sera una
solucion de este problema de programacion cuadiatica 1 n base a esto la solucion a este
problemi se ascgura por la aplicacion direeta de las condiciones de KLK.T. L1 problema
puede escribirse para ¢l caso de maximizacion como

Maxvmizar z — CX + X' DX

A K

Supeta a gix) ( l)( o < {)

Las condiciones de K.K.T. pueden combinarse como

)
\p

wx, G A8 paratodaiy toda)

[ 2D A IO]
A0 01

Lo o =

AU X8>0

El problema es equivalente a resolver un conjunto de ecuaciones lineales.
mientras se satisfacen las condiciones adicionales px, 0 AS. La solucion al sistema
anterior se obticne utilizando la fase 1 del metodo de las dos fases. La unica restriccion
aqui es que debe mantenerse siempre la condicion &S, - 0 Ax,. Esto quiere decir que
7. ¥ S, no pucuen ser positivas al mismo tiempo asi como tambien A, ¥ X, no pueden ser
positivas simultaneamente. La fase | terminara en la forma usual con la suma de las
variables artificiales igual a cero unicamente si el problema tiene un espacio factible.
Esta tecnica descrita se conoce como el imctodo de Wolfe para programacion cuadratica.
Ejemplo: Maximizar 4x,; + 6x, - 2x.% - 2% - 2.\'33

Sujeta a X+ 2x, <2

X X220
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seribiendo el problema en forma matricial

, Ll
Masirza 2 (4.0) x:J+(\,\] | .

\
Supen (1.2) -

X

XXy > ()

I'nitonces las condiciones de KO K. 1. son -

[ -y
-

S,/
N A e o0 +
2 - dNa 2R -t 0O
X) = 2Na +S,

Introducienda las variables artiticiales R| v R, se tiene

4X| - _).‘*(__r +?\,|| - 1.1]+ R| 4
2% T dx, ¥ 20, -Mp R, 6
X| - 2.\(2 +S| 2

Resolviendo este problema de programacion lineal restringido. formandose la sigwiente
tabla ;

Wmin Ry + R,

Cyde las Vartable

varBas  Basica N v A g ope ROROOSA AL
i R, 4 2 1 | 0 1 0 4 1---Sale
| R, 2 4 2 0 -1 0 ] 0 6 A
0 S, | 2 ¢ 0 ¢ o0 O 1 2 2
G 6 0o 0 0 o 1 1 0 Comop, 0 pucde
Sol. Bas. Fac Do 0 0 0 4 6 2 entraryalabasens
4, 6 6 3 1 1 0 0 0 secumplepy, 0



Cyde las Vanable
Var Bas  Beada
0 \

I i
{ ~
¢

Sol Bas Fac

Cpdelas Var bl
var Bas  Basica
| .

1 R
0 A
y

Sol. Bas [ ac

C)de las  Vanable

var Bas  Baska

Gi
Sol. Bas Fac.
3
-
Solucion optima
X

Ha

My

¥

N

= D @

L%

ey PR I,
ot |1
3 32 !
32 -4 B
0 O 0
¥] 0 0
332 1
LI-ntra
e Ay 1
} 13 -13
0 2 0
| 16 -lo
0 0 O
23 0 0
0 -2 0
LEntra
e A [t
0 0 -13
0 1 0
1 0 16
0 0 0
56 | 0
0 0 0
X2~ 570
R, =

n N ]
() 5 (}
| 12 1
[N | 0
i) )] |
{ 0 4
32 ()
w. R, R,
0 | 3 0
| 1t |
0 -16 0
0 I |
0 N 2
1 1 0
Lt R R
| 6 13 -la
-12 0 :
11 16 112
0 () 1
0 0 0
0 0 |
?Ll I
R.-0

101

5 A \
0 | K
1] | I
I N,
b Com o boentrdr
| o labases
s A
S, A A
13 2
-2 | - Sale
23 2 1
{ Como S O
u entru 7 o labase
2 vi50 0
S AOAC
"
o 153
-1 |
12 36
i 0
0 0
1 0]
o 0
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Programacion Separable

Definicion - Un problema de programacion no Lincal es separable st puede ser expresado

de L sipuiente torma

Maximzar (minnnizary f{x) Zf (v )
}

_ Z.ﬁ;“ﬁ)“/ﬁ paar oo m
sujetia a

X, =0 paray L. . ..n

o pregramacion  separable la funcion objetne v las restnecd mes deben
CAPIEsarse como sumas de funciones de una sola vanable cada una.
Ejemplo: La funcion lineal

MU = N -y
dondega ... .. a, son counstantes separables
Fjemplo: La funcion

hOX) = 2+ xpen(y) © Xp) + xa e
no es separable pues aparccen dos funciones (scgundo v tercer sumando) en terminos de
mas de una variable.
Solucion aproximada al problema separable

Una solucion aproximada para cualquier problema separable puede obtenerse con

el metodo Simplex de programacion lineal.

Supongase que f{x) ha de ser aproximada sobre el micrvalo {a.b]. Definase ay.
siendo K1 K como ¢l k-esimo punto de separacion en ¢l ¢je X tal que a; < a, <..<a.
Los puntos a; v 4, comnciden con los puntos werminales a v b del inervalo en estudio. Por

lo tanto. f{x) se aproxima como sigue
f(\) —Zi‘(uk}tk N Za 1
ko1
donde t es un peso ne negativo asociado al punto k-esimo de separacion tal que
b p & p
u
2 t, =1 Esta aproximacion es valida si:
ko
i) A lo mas dos t,_son positivas

i) Si 1, es posiliva. unicamente se permite que una . adyacente (U, o bien t, -1) sea
posiivi.
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Lo el lormato del metodo Simples, 1a hase restringida o conjunto de variables
P 1cas espectlica que no nas de dos t positivas pueden aparecer en la base. Ademas dos

| . . .. . .
U pueden ser positivas umcamente st son adyacentes  Ta condicion de optimahidad

eslncta del metoda Sunples seoutihiza parn scle clonar I variable de entrada

unicamenie st satisface las condiciones anteriores |1 procedimiento se repite hasta que
fa condicion de optimahidad se sanstace o hasta que o5 smpostble introducis nuesas () sin
stolar Ta condicion de base resiringida, lo que ocurra primero L este punto. la uliima
tabla da a solucton optima prosimada al problema
Ejemplo: Maximizar 7~ -\
Sujetaa 3x;+2x, 59
voas 8
Considerando fas funciones separables
iy ¥ AN
f(X2) % ¢ 2\,
Las funciones {(x)) s g,](\,) guedan en su forma presente, dado que son lincales. I+n esie
caso se trata X; como una de las vanables. Considerando f5(xa) y gf(\;). SUPONZISE quUE
existen cuatro puntos de separacion (K, 4). Ya que el valor de x; no puede exceder de

3 (por el intervalo (0.3)). se deduce que

k a’ f,(a,") g, %2t
1 0 0 0
2 ] I 2
3 2 16 8
4 3 81 18

De lo cual
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Bxsy iy e ljll\_\(d:_\) F tszfz(a‘,) nz‘(a“‘:)
{1 I ) Ihu‘.wxluﬂ}
Uyl g,
S S BN P P UV PR IR RNTRN PO e a')
RIBE TR E
El problema de aprosimacion es:
Manimizar 7 x4 U~ 4 16054 8115
sietaa 3y =20, - 8, - 18143 <9
ST ST TR S
>0 k=1234
AR
Anadiendo una vartable de holgura o la primera restriccion
o2 -8k 18 S, 9
La tabla Simplex inicial. con las columnas reordenadas para dar una solucton de micio ex

la sigwiente

Cydelas Varable

VarBas Basica N U~ 1. s S 1. A A,
0 S T2 8 18 1 0 9 98
0 t, VTR T T U+ R I--Sale
) | 1 16 81 O 1
Sol Bas Fac 6t 0 ¢ 0 9 0

- | | l6 81 © I

LEntra

.4 : . | 1
117, es la vanable de entrada, la variable de salida es Sy.¢stando en la base t5 s, lo

Sityesl ble de entrada, la ble de salid S;.estand labase thy ts, 1
ue viola la condicion actibilidad. Entonces la variable que debe salir es n

que viola | i de factibilidad. Entonces la variable que debe sal S, 0

b .

puede entrar a la base U,. Considerando t; como variable de entrada. sale de la base t, vy

s¢ cumplen las condiciones de factibilidad.

La tabla de la promera iteracion del metodo Simplex aparece a continuacion.



Cidelas Varwable
\oar Bas Basiey v t ' 1 S, 1 A
) Sy R U R I
16 v I N
<) I « 8100
Sal Bas 1 ac 0 0 () ] 0
, I 0 ey 0 16
Ll-ntra

- 4
i g varnable de entrada o

pde D Varable
Var Bas Basicy \, L 1, 1, S
81 * T 6100 1 110
16 L s o0 I 1 U 1
C 16 81 ()
Sol. Bas. Fac. G { 91 11 (
- =372 A 0 0 -132

AYEe
1 1 --Sale

Locomo estaen ba base v L entraen lugar de 5.

1 A,
-810 1410
IS5 910

0

!

0

36

! : - : . 1
I.a tabla muestra que U5 v U~ son candidatos a ser variable de entrada. Como t', no es un

3 K| . . 2
punto adyacente at’» v - basicas. no puede admitirse. t'; no puede entrar a la base, dado

que si entra, sale de la base U, v quedan dos valores no adyacentes en la base. El proceso

termina en esic punto.

Solucion
Optimax, 0 123 0 tlz
i, 110 S, 0 t's

Zmax = 0+ 0+ 16(9 10) + 81(1 1Y

- 225

Programacion Fraccienal lineal

91y
110

Ahora considerarcimos un problema en el cual la funcion objetivo es el caciente

de dos funciones lincales y las restricciones lineales, Tales problemas son llamados

"problemas de programacion lineal fraccional” y pueden ser establecidos como sigue
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p'\ 1 fL

LI'\ 1 ﬂ

Sujctaa Ax b

w0

donde p oy og son vectores con nocompunientes, boes un sedlor con m componentes, A s

una matr;z m s ny oy i son escalares

Lema: Sca [iny (p'x + a)lq's 1 I3} y sea S un conjunto conmvexo tal que g'x + 5 = 0 bajo

S Entonces. Tes tanto pseudocony ena y pseudoconcara bayo S

Del Tema anterior sureen algunas implicaciones para problemas de programacion

lineal fraccional

[ ]

‘ad

Pueste pue Ta funcion objetivo es pseudoconvexa s pseudoconcava bajo S entonces

tambicn s cuasi-convexa. cuasi-concava, estrictaments cuasi-convexa Vo Clids

CONCcav d

. Puesto que la funcion objetivo es pseudo-convesa v pscudoconcava, entonces. un

punto que satistace las condiciones de K K. T. para un problema de minimizacion o«
tambien un nunimo global bajo la region factible. 1gualmente. un punto que sausface

las candiciones de K.K.T. para un problema de maximizacion es tambien un maximo

global baje la region factible.

. Como la luncion objetivo es estrictamente cuasl-convexa y estrictamente cuasi-

concava. cntonces un minimo local es tambien un minimo global bajo la region

factible. Tgualmente, un maximo local es tambien un maximo global bajo la region

tactible.

. Como la funcion objetivo es cuasi-concava y cuasi-conyexa, si la reglon factible ¢s

acotada,(delimitada completamente su grafica) entonces, la funcion objetivo tiene un

minimo ¢n 1n punto extremo de la region factible y tambicn tiene un maximo en un

punto de la region factible
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Metoado de Charnes y Cooper
I ste metodo consiste en convertn el problema de programacion lineal fraccional
en un problema de programacion hineal que pueda seresuelo con el metodo Simples,

Considere el sigumente problema

\j SIS 74
ALIR TR
”I“/“qx+/j

sl a AX<b
v D
Supongase que el conjunto S v Ax 7 by v 01 o5 compacto {acotado
cerrado, que contiene sus puntos lhimiies v puntos fronteraj y supongase que q'x 1 [ > U
pata cada xS Haciendo 7 10 v vy zxc el problema anterior puede reducirse
al siguiente procrama lineal
\Minimizar -p'y - ws
Sujeta a Ay - bz <()
qy-z |
v2 0
2=z
Ahora. si g\ + P~ 0pwratodo x € S, haciendo -z 1(q'x = B)yy  zx se tiene
que ¢} nuevo problema es
Minimizar -p'y -us
Sujetaa Ay - bz <0
qy-s |
y20
rz0
Finalmente, s1 existen X, y N, € S tales que g'x, + B> 0y g'x> + B < 0. entonces la

solucion optima al problema fraccional ¢s no acotada
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Fjemplo: Minimizar -2x,4 x, + 2
Nyt ‘;‘(1 td
Supetaa -y by - 4

a0 G 14
Wy B
von ot
[ sioente fipura muester Ta region factible.

X3

(2, 6} (4. 6}

7

(0. 0 (7. 0)

Como ¢l punto (0.0) es factible, y en este punto -x; + 3x; + 4 > 0. Por lo tanto, el
denonunador es positivo bajo la region factible emera. se obtiene ¢l sigumente problema
lincal
Minimizar -2y + 3, + 22
Sujetaa -y, +3,-42<0
2y, +y,-1472<0
y,-0z <0
Yyt 3y tdz— |
Yiry.z20
Resolviendo este problema con el metodo Simplex. se tiene que la solucion optimd es y,
= 7M.y, - 0yz~ /11 La solucion optima al problema original es x, =y, 7/, 7 ¥ X2

yofzy — 0. El correspendiente valor objetivo es -1.09.
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Programacion (eometrica

Era de las mas recientes teenicas de optimizacion matemanca os la programacion
geomeliica, que s manejada para lunciones y restriceiones no hineale  descubierta por
[k Dultin v ¢ Zenner.

Desigualdad de la media aritmetica-media geometrica
Siox ., son cualesquier numieros no negativos v An tienen la
propiedad

11

v o Upaatedo g 120 m0 entonees

— ]

Do 1T

Faiste una forma especial de esta desigualdad que puede ser usada ¢n cicrtos
problemas de mimmizacion. supongase que s¢ tiene una functon t de la forma

foin . o aXn) vty oty

donde
Yoy no o axa) 20 I PO m

I'sto es. cada termino y, esta en funcion de x,.....x, ¥ f es la suma de 1ales terminos. Por

otra parte si en la ecuacion (1) si & 1 n se tiene que
L m l
I . _
VA 2Mx L @)
I
Ahora supongase que

My "=c¢ &)
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Partiendo de esta definicion. considerando el posinomio

m "

(s, Xy Zc}\" \ Zt' P

| |

aplicando la desigualdad (5) e obliene

ikl n

Zt J? 'III((‘ P4
!

o tambicn
: it crfn “ | LN
Z/ cx xS e oy Ty

Se busca encontrar los valores de Aj,........ , A Que satistagan las condicione®

A A e Ty, U
At tastat oo, )
dypg T dapha LT Ay S {0
‘:"i T )\.2 +.e 'L;Km 1
}.| . ?\.2 - """}“Ill N (]

y asimismo, que pueda obtenerse ¢l valor de la funcion objetivo f.

Ejemplo: Mimmizar

. 4
t(X|.Xj.?\_';} = -+ 8X|X3 + 4X2X3_- + 4?(‘.‘(3
1X2X5
Exanunando

Bx xS ) Bxn) (dxaxs) T (dxx)™

Para lograr que se eliminen las variables al buscar el valor de la funcion obJeuvo.

tomando
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Por [a ccuacion (3) la desigualdad <e oxpresa como
'
ZL Jiv 0 X, ) e (4

para todos Jos vectores (N....0)

. 3
Ejemplo: Pata fis) Ty + 200 dx N

-
-+

0 conm

[
-
-

e

L]

I~
e

[

1
e

Usando la relacion (3)
n\ (] —V|_iy2| §y3| 3

(x0T i
(8)" "

Fntonces. por (4) se tiene que
vy zme 32) 6oparas -0,
Resolucion de problemas de programacion geometrica no restringidos

Sean v VoL, M NUmetos no negativos. entonees la desigualdad (1) puede ser
eserita comae

N . 1
Ly +hthﬂz.\l <)

> A4 LA, >0 paatodo |
i

Siy, = Ay, entonces

| -’ ANt
RS Vo )
}H}_+m+ym2(;} [;J ..... A] ...... (3
ul [

"

La funcion gencral  puede considerarse compuesta de m terminos

3,00 l...m)tal que

al a2 . oAam
X X

2 . 0

Y cixl

....... n a, es un numero real y X, es una variable que solo toma

valores positivos. es llamada posinomio.
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se liene que

4 RIS [N }\’l 15

e lov ol

. 4
ffyonyy 25 28 0 ]H/S(S-xw].\‘) P15 (54%,%3) + 15 (5 4Ny
VXX,

L]

=Y ﬂ (58500 = (3 4y, TGNy

XIXZX'LJ
S0y ooy e,
~ 1600000y

Los valores de las vanables xp.x..xq se abtlenen resolviendo fas sizuientes ecuaciones

4 ;
10~
LR RN
| &
Bnna 0
-
4.‘(2){.‘ - 20 }
X 20
Solucion optima:
X; 3.0 X, =330 x; 013

Valor de la funcion objetivo: 104.3
in el ejemplo anterior se observa una caracteristica importante de la
pragramacion geometrica, que permite conocer acerca del valor de la funcion objetivo

antes que la combinacion optima de las vaniables.
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I stos problemas de programacion geometrica restringida se resucho en medunte

st problema dual.

i | problema de prograty wion geometrica resttingida

min 1(x) Z} ()
I‘

!
sujetaa hy(x) Zn ()<L i-1...k

| K .
donde vy ox s TN s
\ ¢; >0, j Lo....p
Conl P, PP p, - Pl

I-1 problema dual se expresa como

max g7 Ae . A) max g(d)
I N
[ . A - pn
= l'l( = TI(a . Anp )
I i 1 pt-] -1 pr)
sujeta a .. .. . . Ay 20
J)

H
Zaqi{, -0 j l.....n
|

jemplo: Minimizar H{x;.x5.X3) — 3x.x, + 1/9 x,

1 12 -2 12 -l -
bu_'eta al/3 X Xa N\ T+ 3X| XaXz

1A

1 problema dual es

21 A2 43 +4
. 3 1/9 1 3 3 304
st (3] (2] (1) e

sujeta a Mt -1

)

M+ 1230, +3,=0

A 20+ 0
A +1/23,-2hy =0
A Ashy 20
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La primera resiniceion se refiere a fa suma de los 2,1 1.2, dado que son dos terminos ¢n
la funcion abjetvo. [as otres ties 1estricetones son referentes v los terminos gue tienen
las variables v 0% L vy respectivamente can coclicienies la potencia de cada termino 1+

arrcglo de coeticientes

o 2 ko
—
I —

Para hallar los valores de 2,, 2yl 2y, calculando la maulz inversa del arreglo antenior, e

liene
74 74 19 13
AR ¥ 1 9 1 3
203 >3 -2 3 0
39 S 9 29 1 3
de lo cual
by 79 29 r.023 Ay 59

F1 valor optimo de los problemas dual v primal es:

}

?k 17\“(!)’ I B 27':: ”.\Hq
gr) 2 o Y

5.032

[ntonces, para minimizar X,.x,.\ . s¢ obtiene la unica solucion resolviendo el siguiente

sistema de ccuaciones
3X1X3 7 9 g(}u )

10, ~29gR)

13 12

2012
Xy Xa X3

611

Al

PN 2.
Ixg Xxy T 501
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Laos terminos del Yado derecho de las dos ultinmias iguald tle se obtienen dividiendo ef 2,

carrestondiente 1 5.4 entre [a suma de £ - 4
Llcgando Hinalmente a la solucion optima

v 10085 x, 40678 N, U7X

habicndo aphicado el siguiente teorema al ejemplo anterior

Teorema: Si ¢l problema primal tiene solucion, entonces para las soluciones optimas

- -

respectinas oA csetiene que Hix ) g )
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151 coneepto de metodos de dincecion factible os una ampliacion directa y logica
de los metodos usados pata problemas sin restnicctones, pero da lugar o aluunas
dificultades sunles, como 1o lalta de comergencia global en el vador optimoe ded
problema no lineal. Los problemas con testricciones de desiguatdad se pueden tatar con
una estrategia de conjunto aciino Coneste enfoque. crertas restiieclones se raldn como

activas. y las restantes como mactivas Se determma el conjunto carrecto de restiicerones

activas duranie el proceso de busqueda anadiendo 3y climinando  restricciones  del
conpunto de trabajo.

Los metodos de direccion tactible mas practicos son el imetodo de proyeccion de
eradiente de Rosen v el moetodo de oy shente reduci to e Wolte [ stos matodos hasicos
pueden considerarse como ¢l metodo de ascenso-descenso acelerado aphicado en a
superficie defimida por las 1estneciones activas e los dos metodos. el del gradiente
reducido de Wolfe es recomendado. pues converge en un menor nwnero de 1teraciones

para la mayorid de los problemas que ¢l metodo de proyeccion de gradienie de Rosen.

Por ultimo, los metodos dc solucion de programacion no lincal se pueden
clasificar en terminos generales como procedimientos directos o indirectos. Liemplos de
los metodos directos son los algontmos de gradiente, donde el maximo{minimo) de un
problema se busca siguiendo la tasa de incremento(disminucion) mas rapida de la
funcion objetivo en un punto. I'n los metodos indirectos. el problema orniginal se
transforma primero en un problemia ausiliar del cual se determina el optimo. Algunos

ejemplos de estas siluaciones son la programacion cuadratica. la programacion

separable, la programacion fraccional y la programacion geometrica.
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Ohservemos que los problemas auxibiares en estos casos pueden produair una solucion
exacta o aprosimada del problema original Por crempla. el usa d ndicrones de
Karush-Kuhn- Tucher con la programacion cuadiatica produce una solicion exacta, en

Cinto que la program won separable genera solo una solucion aproxim 1
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APENDICH



GLOSARIG

Base: 1o el mctodo Simplex. conjunto de variables basicas.

Biscecion: | oo ied que consiste en dividie repetitivamente a la mitad a los subintery ale
de [ab] ver ol paso, localizar Ya mitad que contiene a 2. punto oplimo.

Conjunto acotado: Un conjunto es acotado si existe un numero k tal que x| < K pans

cada x ¢n ¢l conjunto,

Conjunto cerrado: Un conjunto gque contiene sus puntos frontera o puntos hinnite.
Conjunto compacto: Un conjunto acotado v cerrado.

Convergencia: E1 hecho que una sucesion de pasos o iteraciones tenga un limite.
Convenidad: P oopledad de los conjuntos convexos. aquellos conjuntos que

cualesquier prro e puntos en el conjunto. el segmento que los une. debe pertenccer il
conjunty

Direccion factible: Un vector cuyo movimicnto a lo large del mismo no viola ning 1
de las restricoienes del problema.

Direcciones conjugadas: Las direcciones d..d,.....d,, son conjugadas de la mauns
Hessiana si cumple d;'Hg - 0§ #j.1j 0)..n-lcond,d, = Oparatodaiyj.

Espacio euclidiano: Conjunio de todos los vectores de dimension n definidos sobre los
numeros reale:.

Fune¢ion bimodal: Aquella funcion que ticne dos optimos locales o relativos.
Funcion multimodal: Una funcion que tiene varios optimos locales o relativos.
Funcion unimodal: Una funcion que ticne salo un punto minimo o maximo global o

absoluto.

Gradiente : Vector que tiene como componentes las derivadas patciales de f con

respecto a las variables Xp.X,,....X,,.

Interpolacion: Tecnica que consiste en encontrar un valor optimo de una funcion

objetivo partiendo de una nueva funcion.



Iteraccion : Un desarrollo de una scrie de ctapas de las que consta un algoritmo.,
Longitud de paso : Magnitud de avance de un punto factible a otro mas cercano a la

solucion optima en una ileracion

Matriz Hessiana : La matniz compuesta por las derivadas paciales de seaundo anden

iy dxx o [(Xyparad 1. oo L .n

Matriz simetrica @ Una matriz cuadiada que es oual 2 su transpuesta.

Medida de eficiencia : Ll numero de iteraciones de los metodos de busqueda, entre
menos iteraciones se efectuen cs mejor la medida de eticiencia de un metodo.

Metodos primales : Aquellos metodos en os que la taculnhdad del problema pomal es

mantenida durante el proceso de optimizacion.

Multiplicadores de Lagrange @ Son Las ¢onstantes que apaecen en el lagrangiane 4
1l

Problema lineal : Es un problema de mininnzar o maximizar una funcion hneal en la
presencia de restricciones hineales del .po de desigualdad. 1gualdad o ambas.
Restricciones activas : Son aguellas restricciones de desigualdad que son validas como

igualdad.

Restricciones inactivas : Aquellas restricciones de desigualdad que no son salidas

como igualdad Son lo contrario a las restricciones activas.

Solucion Factible : Un vector pertenceiente a un subconjunto del espacio euclidiano Lz,

que satistace las restricciones.

Solucion optima : Un punto x tal que f(x) £ f{x) para ¢l caso de maximizacion. Para el
caso de minimuzacion f(x) = f{x).

Variable basica: En programacion lineal. en un sistema de m ecuaciones con n
variables (n > m) una solucion basica es aquella que se obtiene al fijar n - m variables del

sistema iguales a cero y resolviendo el sistema en funcion de las m restantes. llamadas
variables basicas.
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Vector: Arreglo de n numeros escnitos ¢n una fila o una columna.

Vectores finealmente independientes: \quellos vectores a a .. ay de dimension nque

Z Zu =0 mplicaque A1 O paraj 1. . k.



AUTOBIOGRAITA

-1 heenciado Ramon Cantu Cucellar nacio ¢l 31 de agosto de 1967 ¢n Monterrey,
Nuevo Leon. Sus padres son el Prot. Ruben Cantu Canamar y Argelia Cuellar de Cantu.
Istudio en la tacultad de Crencias Fisico Matematicas de la U.ANCL. de 1984 a 1988.
obteniende el titulo de [ icenciado en Matematicas en 1989. Desde agosto de 1990 se¢
desempefia como catedianico en Matematicas v Fstadistica en la Facultad de Ingenieria
Mecanica y Electrica de Ta U AN Busea obtencer ¢l grado de Maestro en Ciencias de
la Administracion con especialidad en Investigacion de Operaciones con la tesis:

Programacion no lineal






