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Resumen

Analisis de Estabilidad Robusta de Sistemas
Dinamicos con Retardo

Publicacion No,

Gerardo Romero Galvan, Dr. en Ingenieria Eléctrica
Universidad Auténoma de Nuevo Ledn
Facultad de Ingenieria Mecanica y Eléctrica
Profesor Asesor: Dr. Joaguin Collado M.
Junio, 1997

El trabajo desarrollado en esta tesis esta relacionado con el analisis de estabil-
idad de sistemas dinamicos con retardo, en particular, sistemas dinamicos lineales
invariantes en el tiempo que presentan retardo de tiempo en la entrada o en el
estado; el andlisis se realiza considerando incertidumbre paramétrica en el modelo
matematico. Las principales aportaciones de este trabajo se pueden dividir en tres
partes: aproximacién del operador retardo, aplicacién del concepto del "value set”
y aplicacién del Guardian Map a sistemas con retardo. En las 1ltimas dos partes
se obtuvieron diferentes métodos que permiten verificar la propiedad de estabilidad
robusta cuando se considera incertidumbre en los pardmetros y en el retardo de
tiempo; la consideracién de la incertidumbre en el retardo es una de las principales
aportaciones de este trabajo. ya que de esta forma se generalizan algunos métodos

existentes. Al final de esta tesis se presentan algunas aplicaciones de estos resultados
en procesos fisicos, donde se pueden validar los métodos propuestos.
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CAPITULO1

Introduccion

Este trabajo ests relacionado con el estudio de sistemas dindmicos con retardo; prim‘ipgl-
mente estd enfocado al analisis de estabilidad de este tipo de sistemas cuando tienen -
certidumbre en sus pardmetros. El estudio o andlisis de este tipo de sistemas es realizado
sobre la representacién matemética de su comportamiento dindmico; es decir, sobre el mod-
elo matematico. El modelo matemético de un proceso fisico no se puede conocer en forma
exacta, ya que existen fendmenos fisicos que no se pueden representar en forma matemé}m.ca.
Existen muchas formas de tomar en cuenta estos fenémenos dentro del modelo matematico,
una de ellas es considerando incertidumbre en el modelo, la cual puede ser paramétrica o
dindmica; esta consideracién permite contemplar algunos fenémenos del proceso fisico en el
modelo matemético. En esta tesis se analizarén sistemas dinamicos con retardo de tiempo
que pueden ser representados por los siguientes modelos matematicos:

1) Sistemas lineales con retardo en la entrada

a) representacion en espacio de estado:

z(t) = Ax(t)+ Bu(t —7)
y(t) = Ca(t)

b) representacién entrada-salida:
s
(s)

!
Nt

|

= C(sI - A)'Be™™

Fannd

2) Sistemas dinamicos con retardo en el estado

a) representacion en espacio de estado:

B
1

Az(t) + Agz{t — 1) + Bu(t)
ylt) = Cx(t)



b) representacion entrada-salida:

¥is)
U(s)

= C(sl — A, — A"™)B

donde: A € R™™; 4, A e R™; Be R™, CeR™*™; 7 e R,

La propiedad de estabilidad para los sistemas dindmicos anteriores estd en funcién de la
siguiente ecuacion caracteristica:

pls,e™) = 3" puls)e e 1)
k=0

donde pi(s) (k =0, 1,...,n) son polinomios que estan en funcién de s. Esta ecuacion car-
acteristica corresponde a los sistemas dinamicos que tienen retardo en el estado; sin embargo,
para el caso de sistemas dindmicos con retardo en la entrada, la ecuacién caracteristica se
reduce a una ecuacién caracteristica igual a (1) considerando n = 1, estas ecuaciones reciben
el nombre de funciones cuasi-polinomiales. Los resultados que en esta tesis se presentaran
son obtenidos para funciones cuasi-polinomiales las cuales son consideradas para determinar
la propiedad de estabilidad de sistemas dindmicos con retardo. Todo el anélisis serd realizado
en el dominio de la frecuencia por lo que se trabajard sélo con ecuaciones caracteristicas de
la forma presentada en (1). La motivacién principal de realizar este trabajo de investigacién
es que este tipo de sistemas dindmicos aparecen en muchas aplicaciones practicas:

1) Sistemas mecanicos
2) Sistemas quimicos
3) Sistemas térmicos, ete.

algunos de estos procesos fisicos son analizados con mayor'detalle en [23], [25], [36].

1.1 Aportaciones Principales

Las aportaciones principales de esta tesis consisten en una serie de resultados tedricos que
garantizan la propiedad de estabilidad de sistemas dinamicos con retardo en la entrada y en

el estado, los cuales tienen incertidumbre de tipo paramétrica. Estas aportaciones se pueden
dividir en las siguientes partes:

1.1.1 Aproximacion del Retardo de Tiempo

En esta parte de la tesis se consideran sistemas dindmicos que se pueden representar mediante
la siguiente funcién de transferencia:



U(s) G (S ) e- s _ﬁ’

Figura 1.1 Diagrama de blogues de un sistema con retardo.

El problema consiste en aproximar el operador retardo e~" por una funcién racional con
algunas caracteristicas de interpolacion; esta aproximacién es conocida como la aproximacion
de Padé, ver [15). La aproximacion del retardo en un sistema dindmico retardado es de gran
ayuda por que transforma un sistema dindmico de dimensién infinita en uno de dimensién
finita y por lo tanto lo hace mds simnple. En esta seccién de la tesis se realiza un estudio entre
las diferentes aproximaciones de Padé con el fin de obtener una aproximacién que presente
un error mas pequeno, ver [44]. El problema de aproximacién del retardo se ha tratado
con frecuencia en numerosas publicaciones, en [22] se presenta un anélisis detallado sobre la
convergencia del error de la aproximacién cuando se utilizan aproximaciones de Padé que
tienen un forma particular, la cual es la mas utilizada. Es importante mencionar que en esta
seccién se propone utilizar aproximaciones de Padé de grado relativo igual a 1, las cuales
no son muy utilizadas, ya que es més utilizada la aproximacién de Padé de grado relativo
0. La ventaja de usar aproximaciones de Padé de grado relativo 1 es que éstas tienen un
error menor que las de grado relativo 0, lo anterior se obtiene haciendo una comparacion
entre la norma infinite de la diferencia entre la aproximacién y el operador retardo e™ ™. Con
esta ventaja se puede obtener una mejor aproximacién del sistema con retardo; aunque es
necesario mencionar que depende directamente de las condiciones del sisterna dindmico, lo
cual serd tratado con mayor detalle en la seccién 3.3 de esta tesis.

1.1.2 Estabilidad Robusta de Sistemas con Retardo en la Entrada

En esta seccién de la tesis se presentan condiciones necesarias y suficientes de estabilidad
robusta para sistemas dindmicos con retardo en la entrada, los cuales son representados por

plantas intervalo con retardo intervalo. La ecuaciéon caracteristica de este tipo de sistemas
tiene la siguiente estructura:

ple.q.r,e”™) = D(s,7) + N(s.q)e™ ™ (2)

donde D{s,r v N(s,q) representan polinomios con incertidumbre en todos sus coeficientes,



la cual se puede expresar como nn intervalo de valores independiente en cada coeficiente asf
como en el retardo de tiempo T € |0, Trax]- Cuando se analiza la propiedad de estabilidad de
sistemas coun incertidumbre se denomina estabilidad robusta, la cual consiste en garantizar
estabilidad para todo el conjunto de ecuaciones caracteristicas que se forman al considera:
todos los valores de incertidumbre. En esta seccion de la tesis se presentan condiciones nece-
sarias y suficientes de estabilidad robusta para sistemas dindmicos que tienen una ecuacion
caracteristica como la mostrada en (2), estos resultados se publicaron en [45]. Algunos re-
sultados relacionados con el problema de estabilidad robusta para sistemas con retardo han
sido publicados anteriormente, por ejemplo en [8] se analizan sistemas dindmicos que tienen
la siguiente estructura:

E(t) —az(t) + Bzx(t - T) =0 (3)

los cuales tienen la sigwente ecuacion caracteristica:

H(s)=5—a+be™ (4)

el andlisis es realizado considerando incertidumbre en los pardmetros; es decir, a € {a, @]
b e [b,b]; T € [T,T]; en este articulo son presentadas condiciones necesarias y suficientes 1c
estabilidad robusta para sistemas dindmicos como el (3); una extension a cadenas de sistemas
de tipo (3) conectados en serie como se muestra en siguiente figura, también es presentado:

Figura 1.2 Sistemas con retardo conectados en serie.

donde S, (+ = 1,...,n) son sistemas que tienen la estructura presentada en (3). El prob-
lema de estabilidad robusta, considerando la cadena de sistemas conectados en serie, esla en
funcion de la siguiente ecuacidén caracteristica:

H(s) = Hy(s)Ha(s)...Ha(s)



(o}

donde H,(s) son ecuaciones caracteristicas de tipo (4). Es importante mencionar que
el tipo de sistemas dinamicos considerados en [8] es muy restrictivo. va que no sieinpre es
posible factorizar un sistema dindmico en la forma presentada en la figura 1.2, Lo anterior
es presentado mediante un ejemplo:

EJEMPLO 1.1 Considerar un sisterna dindmico que tiene la siguiente ecuacion carac-
teristica:

p(s’e—rs) — 82 + 5+ 1 4 e—rs

esta ecuacidn caracteristica no es posible expresarla como una ecuacién H(s) = Hy(s)Ha(s),

donde H;(s) (i =1,2) es de la forma presentada en (4), por lo que no se puede analizar con
este resultado.

Entonces, el resultado presentado en [45] considera sistemas que no son tratados en [8],
lo cual representa una ventaja. Otros resultados que utilizan la metodologia considerada
en esta seccién de la tesis fueron publicados en [31], donde analizan sistemas con diferentes
retardos, los cuales son m4s generales que los presentados en esta tesis, desafortunadamente
estos resultados fueron publicados en forma simultdnea con los resultados publicados en esta
seccidn de la tesis, por lo que no fue posible su consulta.

1.1.3 Estabilidad Robusta de Sistemas con Retardo en el Estado

En esta seccion se consideran sistemas dindmicos diferencia-diferencial. los cuales tienen la
siguiente ecuacién caracteristica:

p(s,A,€77) = Apo(s, €7 ) + (1 = A)pa(s,e77) ()

en el cual pi(s,e ™) = T2, pu(s)e ™ A € [0,1]; 7 € [0,00). Condiciones necesarias
y suiicientes para garantizar la propiedad de estabilidad robusta de sistemas dindmicos con
ecuacion caracteristica (5) serdn presentadas en esta seccién, los resultados presentados en
esta seccién atin no han sido publicados. El resultade principal estd basado en el concepto
del Guardian Map definido en [49], el cual es usado para determinar estabilidad robusta de
sistemas con retardo. La principal ventaja de estos resultades es que se consideran sistemas
con incertidumbre en el retardo, los cuales son complicados de analizar. Una serie de com-

paraciones con diferentes métodos que estudian el mismo problema serén realizadas en esta
seccién de la tesis.

1.2 Organizacion de la Tesis

Es importante mencionar que los resultados que son aportaciones personales en esta tesis,
seran presentados de manera formal, incluyendo las demostraciones correspondientes; todos
los resultados que no son aportaciones personales, no serdn demostrados y solamente se men-
cionard la referencia donde fueron obtenidos. Este trabajo de investigacién fue organizado,
para su presentacion, de la sigiiente manera:



Capitulo 2 :- En este capitulo se presenta una introduceién detallada a cerca del problema
de estabilidad robusta de sistemas dinzunicos lineales invariantes en ¢l tiempo con mcertidums-
bre de tipo paramétrica; lo anterior con el fin de crear el marco adecnado para presentar las
principales aportaciones de este trabajo.

Capitulo 3 :- En esta parte de la tesis se considera una aproximacién de Padé para
aproximar el operador retardo en un sistema dindmico con retardo de tiempo; nn andlisis
sobre el error de la aproximacion de Padé de grado relativo 1 serd presentadc y comparado
con el error de la aproximacién de Padé de grado relativo 0.

Capitulo 4 :- En este capitulo se presenta una de las mayores aportaciones de esta tesis,
la cual consiste en la aplicacidn del concepto del "value set” a sistemas dindinicos con retardo
de tiempo en la entrada. La principal aportacidn es la caracterizacion del "value set” de los
sistemas dinamicos anteriormente mencionados y usando esta caracterizacién es posible la
construccion del "velue set” mediante el uso de la computadora. Esta construccién es de gran
utilidad, ya que aplicando el principio de exclusién del cero se pueden obtener condiciones
necesarias y suficientes para garantizar la propiedad de estabilidad robusta de este tipo de
sistemas dindmicos. Este resultado permite obtener un método grafico que resulta muy simple
y rdpido de verificar.

Capitulo 5 :- En este capitulo se presenta la otra parte de las aportaciones importantes de
esta tesis, donde se analizan sistemas dindmicos con retarde de tiempo en los estados, Estos
resultados estan basados en la aplicacién de una metodologia que fue creada para realizar
andlisis de estabilidad robusta de sistemas dindmicos lineales que no presentan retardo, la cual
es conocida como Guardian Map. En este capitule se presentan condiciones suficientes para
verificar estabilidad robusta de sistemas dinamicos diferencia-diferencial con incertidumbre
en los parametros y en ¢l retardo de tiempo.

Capitulo 6 :- En este capitulo se presenta la aplicacion de los métodos obtenidos a proceso
fisicos. como el sistema de nivel hidrdulico y el reactor quimico; condiciones de estabilidad
robusta seran presentadas, para los proceso fisicos mencionados anteriormente, cuando se
considera incertidumbie en sus parametros.

Capitulo 7 :- Finalmente, en este capitulo se presentau las conclusiones generales de este
trabajo, asi como algunas recomendaciones importantes.

Finalmente se anexa un apéndice donde se presentan las publicaciones mds importantes
relacionadas con esta tesis, las cuales fueron presentadas en diferentes congresos.



CAPITULO?2

Preliminares

2.1 Introduccion

Cuando se abtiene el inodelo matematico de wn proceso fisico se realizan una serie de consid-
eraciones cou el fin de obtener un modelo que puede ser factible para el andlisis y/o sintesis
de un controlador; estas consideraciones provocan que los resultados que se obtienen en sim
nlaciones sean diferentes a los que se obtienen cuando se cousidera el proceso fisico real. Con
el fin de corregir al méximo la diferencia que existe entre el comportamiento dinamico del
modelo matemético del sistema y el proceso real se han desarrollado algunas técnicas de
control que toman en cuenta esta diferencia, entre las cuales se encuentran:

i. Control Adaptable
2. Control Estocéstico

3. Control Robusto

La técnica de control adaptable tiene como objetivo monitorear en*forma constante el
proceso real y en base a este monitoreo adaptar o cambiar la estrategia de control en tiempo
real para que se logre el comportamiento dindmico deseado. En el control estocastico, se
estudian sistemas dindmicos representados por un modelo matemético. al cual se le agrega
una entrada que busca compensar las consideraciones realizadas cuando se obtiene el modelo
rmatematico; esta entrada es un sefial aleatoria que satisface ciertas propiedades. Por tltimo
la técnica de control robusto, que se encarga de analizar los sistemas dinamicos con incer-
tidumbre. la cual puede ser considerada de diferentes formas. El control robusto considera
diferentes enfoques gie estan determinados en funcion del tipe de incertidumbre que se con-
sidere; para €l caso de sistemas dinamicos lineales invariantes en el tiempo, existen resultados
muy importantes que pueden dividirse en dos partes fundamentales: a) control robusto con
weertidumbre dindmca, b) control robusto con incertidumbre pramétrica. En este capitulo se

~
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presentaran algunos de los resultados de mayor relevancia, relacionados con las téenicas de
control robusto; principalmente cnando se considera incertidumbre paramétrica; lo anteror
con el fin de crear el marco téenico sobre el cual se realizaron las aportaciones principales de
esta tesis.

2.1.1 Control Robusto con Incertidumbre Dinamica

Ei problema de control robusto cuando se considera este tipo de incertidumbre se plantea en €l
dominio de la frecuencia para sistemas dindmicos representados en la forma de entrada-salida.
Existen dos estructuras importantes que se consideran para el andlisis de este problema, las
cuales son presentadas en las figuras 2.1 y 2.2.

|
lH;J

R(s) ¥(s)

Figura 2.1 Sistema dindmico con incertidumbre aditiva.

A
RO~ o ] ¥(s)
L |
— |

Figura 2.2 Sistema dindmico con incertidumbre multiplicativa.,




donde G representa el modelo matemdtico del proceso fisico nominal, K el controlador que
actiia sobre el proceso y A representa la incertidumbre dindamica que puede ser considerada
como una perturbacion del proceso fisico; R(s) y Y (s) representan la entrada y la salida del
sistema, respectivamente. Las configuraciones presentadas en las figuras 2.1 y 2.2 reciben el
nombre de sistemas dindmicos con incertidumbre aditiva y multiplicativa, respectivamente.
El problema de control robusto. cuando se considera este tipo de incertidumbre, se plantea de
la siguiente forma: determinar un controlador K que logre satisfacer ciertas especificaciones
de desempefio para la familia de plantas que se obtiene al considerar la incertidumbre en
el sistema A; asi como optimizar en el sentido de poder garantizar este desempeiio para
la mayor cantidad de incertidumbre posible, medida en funcién de su norma infinito; este
problema es denominado como el problema H,,,, ver (18], [24].

2.1.2 Control Robusto con Incertidumbre Paramétrica

La incertidumbre er: un sistema dindmico también se puede expresar como incertidumbre en
los parametros que definen la estructura de un sistema dinamico; como el que se presenta en
seguida:

#(t) = Az(t) + Bu(t) (1)
y = Cz(t)

donde la incertidumnbre del sistema es considerada en la matriz A, debido a que sélo esta-
mos interesados en garantizar la propiedad de estabilidad robusta y ésta depende Gnicamente
de los parametros de A; las matrices B y C se consideran fijas. La incertidumbre paramétrica
se puede presentar de diferente manera, las formas mas comunes se presentan a continuacion.

1. Incertidumbre estructurada:- Se considera que la incertidumbre es de tipo estructurada
cuando se conoce la direceidn en la que puede presentarse dicha incertidumbre; un ejemplo
de este tipo de incersidumbre puede ser la siguiente representacion:

~

A=A +640 Se[~1,1]

en el cual Ay, A, son matrices fijas. Existen otras formas en que se puede considerar la
incertidumbre estructurada. sin embargo no son del interés de este trabajo; la principal

caracteristica de este tipo de incertidumbre es la estructura bien definida que se presenta
en el modelo.

2. Incertidumbre no estructuradae:- Este tipo de incertidumbre se representa de una forma
mas general sin llegar a detallarse como la anterior; los limites de la incertidnmbre son
expresados en funcion de una norma:

1Al <7
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El problema de control robusto con imcertidumbre paramétrica también puede ser
tratado en el dominio de la frecuencia; en este caso ol problema consiste en determinar
propiedades de funciones polinomiales, las cuales se obtienen de la ecuacion caracteristica
de un sistema dindmico que se representa en la forma de entrada-salida. Estas funciones
polinomiales tienen la signiente estructura:

2
p(s,a) = Y a(q)s (2)
i=1
donde a;(q) es una funcién que determina la forma en que la incertidumbre influye en

cada uno de los coeficientes del polinomio. Para este tipo de enfoque se pueden plantear dos
problemas:

1.- Estabilizacion Robusta:- Consiste en determinar un controlador que logre estabilizar la

familia de sistemas dindmicos que se forma al considerar todas las posibles combinaciones de
la incertidumbre.

2.- Estabilidad Robusta:- Consiste en determinar la propiedad de estabilidad para la familia
de sistemas dinamicos.

En esta tesis se realizard un analisis de estabilidad robusta para sistemas dindmicos con
retardo de tiempo, expresados en el dominio de la frecuencia; la estructura dindmica de los
sisternas que se analizaran serd presentada en la seccién correspondiente.

2.2 Estabilidad de Sistemas Dinamicos

En esta seccion se hace una revision sobre los métodos tradicionales para verificar la propiedad
de estabilidad de sistemas dinarnicos; seran considerados sistemas dindmicos representados
en una configuracién entrada-salida, tal como se muestra en la siguiente figura:

Y
R(S)‘ ; ‘ ) G(s) (s)

H(s)

Figura 2.3 Representacion entrada-salida de un sistemas dinamico.
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donde C(s). G(s), H(s) son funciones racionales que representan el controlador, la planta
y ¢l elemento sensor, respectivamente; ia propiedad de estabilidad en el sentido entrada-salida
se define a continnacién, ver [11].

DEFINICION 2.1 Un sistema dindmico como el representado en la figura 2.8 es bibo es-
table sv al aplicarle una entrada R(s) acotada, éste produce une selda Y (s) acotade.

La propiedad de estabilidad estd asociada a las raices de la ecuacién caracteristica del

sisterna retroalimentado presentado en la figura 2.3; esta ecuacion caracteristica esta formada
por una funcién polinomial:

p(s) = aps® + ap 15" '+ ...+ a1 +ag (3)

El sistema dindmico representado en la figura 2.3 es estable si y séle si, las raices de {3)
estdn todas contenidas en el semiplano izquierdo abierto del plano complejo C_, ver [11]. La
propiedad de estabilidad, que esta definida para sistemas dindmicos, esta asociada a funciones
polinomiales y estas se definen de la siguiente forma:

DEFINICION 2.2 Un polinomzo p(s) es estable si la siguiente condicidn se cumple:
p(s) #0 VseC,

donde C, representa el semiplano derecho cerrado del plano complejo; es decir:
Ci = {s € C: Re(s)-> 0}

Dado gue la estabilidad est4 determinada en funcion de las raices del polinomio (3), existen
diferentes métodos para verificar que las raices del polinomio estén todas contenidas en el
semiplano izquierdo abierto del plano complejo, sin necesidad de obtenerlas explicitamente;
algunos métodos de utilidad para este trabajo serdn presentados en las siguientes secciones.

2.2.1 Criterio de Routh-Hurwitz

Fl criterio de Routh-Hurwitz para verificar estabilidad de un polinomio, es un resultado que

durante muchos afios ha tenido gran importancia y se basa en la definicién del siguiente
arreglo matricial:

DEFINICION 2.3 Una matriz de Hurwitz H[p(s)] asociada a un polinomio p(s) es un
arreglo matricial que tiene la siguiente estruclura:

(anhl Gn-3 Qn-s -+ --- 0 \
Gn On_2 QOn-4 :
H[}J(S)] _ 0 Qp-y Qp-3 Qn-3

0 a, Qp-2 0,4
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es posible determinar la propiedad de estabilidad de un polinomio p(s) en base a la matriz
de Hurwitz mediante el signiente eriterio, ver [21].

TEOREMA 2.1 (Criterio de Routh-Hurwitz)  Sea p(s) definido como en (3) con
g, € R{i=1,..,m—1) ya, # 0. Entonces p{s) es estable s1 y sélo si, todos los menores
prinewales de H(p(s)] son positivos.

cste teorema también es presentado en una forma mds simple, donde el arreglo matricial
es diferente v la condicién de estabilidad se obtiene de manera més sencilla que realizando el
céleulo de los menores principales de la matriz de Hurwitz.

2.2.2 Criterio de Mikhailov

A diferencia del criterio de Routh-Hurwitz, el criterio de Mikhailov no ha sido ampliamente
difundido; aunque tiene ya mmchos afios de haberse presentado, el criterio de Mikhailov es un
método completamente grafico para verificar estabilidad de polinomios, ver [33]. Este criterio
estd basado en la construccién de la gréfica en el plano complejo del polinomio definido en
(3} y evaluado en s = jw:

pliw) = u(w)+ ju(w)
u(w) = ag— 02w2 Wa.' Aai’® ~ B
v(w) = aqw - agw® +asw® —anw’ + -

la grafica de p(jw) en el plano complejo para w € [0,00) es conocida como la curva de
Mikhailov y tiene una forma semejante a la siguiente grafica:

Im
pliw)
A
BNE \\
—/ .
Re

|

A 4

Figura 2.4: Curva de Mikhailov.

el criterio de Mikhailov estd basado en la forina que tiene la curva anterior.
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LEMA 2.1 p(s) es estable s1 y sélo si, las sigurentes condiciones sc satisfacen:

L — Zp(jws) > £p(Jwy) Y wy > wy >0

2.~ lim Zp(ju) = 5

3. - 0¢ p(Juw) Vwe [0.00)

Las condiciones que presenta el criteria de Mikhailov para garantizar la propiedad de esta-
bilidad en un polinomio, se pueden verificar por inspeccion visual de la curva de Mikhailov.

La gran ventaja es que la curva de Mikhailov se puede obtener en forma muy simple mediante
el uso de la computadora.

2.3 Estabilidad Robusta con Incertidumbre Parameé-

trica

En esta seccién se describen los resultados mas relevantes relacionados con el andlisis de
estabilidad robusta, cuando se considera incertidwmbre de tipo paramétrica. La mayoria de
estos resultados pueden encontrarse en forma més detallada en {3]. Como se menciond en la

seccion 2.1.2 el problema de estabilidad robusta est4 en funcidn de una familia de polinomios
que son expresados como:

n
p(s,9) =Y ailq)s’ (4)
i=0
en donde q € R' representa un vector con elementos que determinan la incertidumbre
parameétrica del sistema dindmico, esta incertidumbre es reflejada en los coeficientes del

polinomio a través las funciones a;(q). Esta incertidumbre puede ser considerada de diferentes
formas, tal como se muestra a continuacion.

2.3.1 Representacién de la Incertidumbre

La incertidumbre paramétrica de un sistema dindmico estd representada como un vector g
en el cual cada uno de sus elementos representa un parametro que se considera incierto. Este
vector estd restringido por las condiciones de la incertidumbre, de tal manera que forma una
regién en un espacio vectorial. la cual esta definida eu funcién del tipo de restriccion o cota

que determina la incertidurubre. Estas regiones estan formadas por conjuntos de vectores
que seran definidos a continuacion,

DEFINICION 2.4 Un conjunio de vectores que forma incertidumbre de tipo "caja” se
define come:

Q={qeR g <qu<q Vi=12. 1}
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DEFINICION 2.5 La incertidumbre de tipo “esférica” es definida como:

Q={aeR:|lq. <r}

DEFINICION 2.6 La incertidumbre de tipo “diamante” se define de la siguiente forina:
@={aeR': |jal <7}

Estas son las formas mds comunes de representar la incertidumbre paramétrica que pre-
senta un sistema dindmico. En esta tesis sdlo se considerara incertidumbre paramétrica que
tenga la estructura de una caja, es decir la incertidumbre definida como Q. Este tipo de
incertidumbre definen una regién formada por un hipercubo en el espacio vectorial corre-
spondiente, por ejemplo para el caso de un vector q € R?; es decir, se consideran sélo dos
parametros con incertidumbre; la region definida es un rectangulo en el plano formado por
los elementos de q, tal como se muestra en la siguiente figura:

h
te,
! q* ¢
q;
qz ql q?.
g g %

Figura 2.5 Region de una caja de incertidumbre.

ia regién sombreada define el conjunto de valores que puede tomar la incertidumbre. Es
importante mencionar que los elementos q* (i = 1....,4) son vectores que determinan los
puntos extremos de la regién formada por la incertidumbre y para el caso de incertidumbre
tipo "caja”, la cantidad de puntos extremos son 2' donde ! es el niumero de pardmetros con
incertidumbre 6 lo que es lo mismo, el mimero de elementos del vector . Una condicién muy

importante que deben de satisfacer los conjuntos que definen la incertidumbre es presentada
en la siguiente definicion.

DEFINICION 2.7 Un conjunto Q C R' se dice que es conectado, si las siguiente condicion
se satisface: dados dos puntos o¥,q' € Q. existe una funcién continua @ : |0,1] — Q tal que
$(0) =q" y (1) =q".



esta definicion es necesaria para la aplicacion de los resultados sobre estabilidad robusta
que serdn presentados posterionmente. La definicion anterior es presentada en forma mas
clara mediante la siguiente figura:

te 0@ =4q°

........

’P-
q

Figura 2.6. Conjunto de incertidumbre conectado.

Claramente los conjuntos de incertidumbre definidos en esta seccion satisfacen la definicion
anterior.

2.3.2 Familias de Polinomios

Los conjuntos que se definieron en la seccién anterior, inicamente describen la incertidumbre
del sistema dindmico; sin embargo, desde el punto de vista del analisis de estabilidad lo que
interesa es la influencia que ésta tiene sobre la ecuacién caracteristica p(s, q); es decir, la
forma que tienen ios coeficientes a;(q). En general esta funcién puede ser cualquier funcién

continua; sin embargo, sélo se consideraran funciones a;(q) afines en q definidas de la siguiente
forma:

a@=o+68lq :=01,...,n (5)
donde o; € R, B; € R, q € R'. Cuando los coeficientes de la ecuacion caracteristica p(s, q)
se pueden representar como en (5) se dice que la incertidumbre es de tipo afin. Es claro que

la ecuacién caracteristica forma una familia de polinomios al considerar la incertidumbre;
esta familia estd definida como:

P ={p(s,q):ac} (6)

la propiedad de estabilidad de una familia de polinomios P, eutonces se trata de un
problema de estabilidad robusta.

DEFINICION 2.8 La farmiha de polinomios P es robustamente estable si, p(s,q) es estable
Vqe Q.
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para el caso particular en que a,(q) satisface (5) se puede expresar como:

p(s,q) = pol(s) + D qupi(s)
1 1

donde g, son los elementos del vector q. Una forma eguivalente de representar la familia
anterior de polinomios es:

p(s,q) = > \pi(s.q')
=0

donde p,(s,q") son polinomios fijos que se obtienen al evaluar los pardmetros en los m
puntos extremos de la incertidumbre y A; debe satisfacer las siguientes condiciones:

m
Yk =1
=0

% > 0

este tipo de familias son llamadas combinaciones convexas de polinomios y se denotan como
Conv(p;(s,q'})). Un caso particular de una familia de combinaciones convexas de polinomios.
es cuando se consideran tnicamente dos elementos, tal como se muestra en segnida:

pls,q) = Mp(s,q') + (1L - Np(s,q”) VA €[0,1] (7)

para este caso particular, existe un resultadoe que determina la propiedad de estabilidad
robusta, ver [3].

TEOREMA 2.2 Considérese la familic de polinomios representada por (7) y sean py(s) =
p(s,q") ¥ pi{s) = p(s,q9%) con my(s) cstable y deglpo(s)] > deglpi(s)]. Entonces, (7) es
robustamente estable si y sdlo si, o{ H ' [po(s)|Hp:1(s)]} ¢ (—0o0,0].

donde ¢ (A) representia los valores propios de la matriz A. Nétese que al aplicar la condicién
deglpo(s)] > deg|p;(s)] las matrices no serdn compatibles bajo la operacién del producto
matricial por lo que es necesario completar con ceros la matriz Hp;(s)].

Ahora, si en la ecuacién (4) se cumple que 87 = [0.---,b,---,0] Vi =1,...,[; es decir,
cada coeficiente a,(q) de p(s, q) estd en funcién de un sélo elemento del vector de incertidwun-
bre q. Entonces se dice que P es una familia de polinomios intervalo y se puede representar
€omo:

EH

p(s.q) =D [q7,¢]s" 0¢< oy, q.] (8)

=0

en el cual g . ¢ representan los limites de la incertidumbre. Uno de los resultados més
importantes relacionados con estabilidad robusta de familias de polinomios intervalo es el
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teorema de Kharitonov, ver [29]. Este resultado presenta condiciones necesarias y suficientes

de estabilidad robusta para polinomios infervalo. El teorema de Kharitonov requierd de la
siguiente definicion:

DEFINICION 2.9 Sean los siguientes polinomies asociados a (8)

Ki(s)=q5 +qis+grs’+qis+
Ky(s)=qf +ars+q s +qfs+--
Ks(s)=qg +qi s+ 8" +q5°+-

Ky(s)=qq +qf s+ @ s +a55° +- -

Estos cuatro polinomios son llamados los polinomios de Kharitonov.

TEOREMA 2.3 La familia de polinomios (8) es robustamente estable si y sélo st Ki(s).
K»(s), Ks(s), Kqls) son estables.

Los resultados presentados en esta seccion han sido de gran importancia en el analisis
de estabilidad robusta de sistemas lineales invariantes en el tiempo; aunque es importante
mencionar que el tipo de incertidumbre que se ha considerado no es la m4ss general. Los
resultados presentados en esta seccién son condiciones necesarias y suficientes de estabilidad
robusta, las cuales son obtenidas en funcién de algunos polinomios fijos que pertenecen a la
familia de polinomios. En la siguiente seccién se presentard una forma diferente de analizar la
propiedad de estabilidad robusta; este método esta basado en la construccién de una grafica
sobre el plano complejo y se define como "value set”.

2.4 Value Set y Principio de Exclusion del Cero

Uno de los resultados més importantes en el analisis de estabilidad robusta es la introduccion
del concepto del "vulue set”, concepto que sers definido en esta seccion, ya que una gran can-
tidad de resultados sobre estabilidad robusta se apoya en la construccion del "value set”.
Apoyandonos en la definicién de estabilidad robusta, nuestra primera inquietud seria de-
terminar una relacién entre las raices de la familia de polinomios y la incertidumbre en los
coeficientes del mismo; el problema principal radica en que esta relacién no es muy atractiva,
ya que no presenta buenas propiedades. El siguiente ejemplo muestra la distribucion de las
raices de una familia de polinomios.

EJEMPLO 2.1 Considerar la siguiente familia de polinomios intervalo:
p(s,q) = [0.25,1.25]s® + [2.75,3.25]s® + [0.75,1.25]s + [0.25, 1.25]

esta familia de polinomios tiene la siguiente distribucidn de las raices para diferentes valores
de la incertidumbre.



18

N
LTl
|
[
*l
4

N %

v

or i’-ll
>
"

m

%7 -E -5 -4 -3 -2 .
=

Figura 2.7 Distribucidn de las raices de una familia de polinomios.

como se puede observar de la figura anterior. la distribucién de las raices no tiene una
relacion simple. con respecto a la incertidumnbre en los coeficientes del polinomio; por Jo
que no es muy conveniente analizar la propiedad de estabilidad robusta de esta forma. Una
manera mas adecuada de obtener la relacién anterior es obtener la curva de Mikhailov para

la farnilia de polinomios p(s, q); para el ejemplo anterior, la curva de Mikhailov es presentada
en la siguiente figura:

valve g

q (-

Im

’
L%

Fizira 2.8 Curva de Mikhailov para una familia de polinomios.

la figura anterior tiene una forma mas simple de analizar, va que se puede caracterizar en
forma precisa. Se puede verificar que la curva de Mikhailov para una familia de polinomios
intervalo es muy parecida a la curva de Mikhailov de un polinomio fijo, con la diferencia de
que ahora esta formada por la unidn de rectangulos que estan perfectamente definidos, ya
que tienen como vértices los polinomios de Kharitonov evaluados en s = jw. A las figura
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que sc forma en el plano complejo. cuando se obticne la curva de Mikhailov de una familia
de polinomios. se le conoce como "value set”; cote concepto es definido a continuacion:

DEFINICION 2.10 Sea p(s,q) una familia de polinomios definida come en (4); entonees,
el "value set”™ 1 (wg) para una frecuencia wy € R esta dado por:

Viwo) = {p(jwo,q) : ¢ € Q}
es decir, el "value set” es la imagen de Q bajo la aplicacion de p(jwo, +)-

Es importante mencionar que el ”value set” estd definido para cualquier tipo de incer-
tidumbre paramétrica y no necesariamente para una caja Q. El "value set” presenta difer-
entes figuras dependiendo del tipo de incertidumbre que se este considerando; las méas co-
munes son poligonos en el plano complejo, ver [3]. La principal ventaja de introducir el
concepto del “value set”, es que con ayuda del principio de exclusién del eero, transforma
el problema de estabilidad robusta en un problema completamente grafico y por lo tanto
mucho mas simple de verificar ya que los avances en la computacién hacen cada vez mas

sencillo el obtener gréificas de cualquier tipo. El principio de exclusién del cero es presentado
a continuacion.

TEOREMA 2.4 (Exclusién del Cero) Sea una fammilia de polinomios P definida como
p(s,q) = Yo alq)s’, con grado invariante, asociada & un conjunto de incertidumbre conec-

tado Q, con funciones continuas a;(q) Vi = 0,1...n y ol menos un elemento de la familia
es estable. Entonces P es robustamente estable si y sdlo si: |

0¢V(@w) Vw>0

La condicion de grado invariante significa que la familia de polinomios no debe cambiar
de grado en ¢l intervalo de incertidumbre. La demostracion del resultado anterior se basa
en la continuidad de las rafces de un polinomio con respecto a sus coeficientes, ver [38]. Los
resultados presentados en esta seccion seran extendidos a sistemas dindmnicos con retardo por

lo que se presentaran en la siguiente seccién, algunas definiciones y resultados basicos para
este tipo de sistemas.

2.5 Estabilidad de Sistemas con Retardo

En esta seccion se considerara la estabilidad de una clase de sistemas dinamicos con retardo; la
cual es representada por ecuaciones diferenciales retardadas que tienen la siguiente estructura.

&(t) = Ayz(t) + Ayz(t — 7) (9)

donde A; € R=" A, € R*¥" r € R,. Este tipo de ecuaciones son conocidas como
ecuaciones diferencia-diferencial, ver [25]. En este seccién se presentard uno de los resuitados
mas importantes relacionados con la estabilidad del sistema dindmico (9).
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La cstabilidad del sistema dindmico (9) esta relacionada con la solucivn de la siguiente
ecuacion caracteristica:

det(s] — A— Be ™)=0 (10)

El sistema (9) es cstable si y sélo si, det(s/ — 4 — Be ™) #£ 0,V s € C, ver [25].
Desarrollando (10) se puede obtener la signiente funcion:

p(s,e™™) = 3 pe(s)e s (11)
k=0
Pr(8) = @ras" +aknas" ' H .ot ap1s+arg

donde n = deg[po(s)] > deglp(s)] , ¥ ¢ = 1,2,...,n. El tipo de funciones
(11) se les conoce como cuasi-polinomios y la estabilidad del sistema dindmico esta
relacionado directamente con las raices del cuasi-polinomio p(s,e~™); es decir, (9)
es estable si y sélo si, (11) tiene todas sus raices en el semiplano izquierdo del plano
complejo. Una consideracién importante es que la ecuacién caracteristica tiene un
numero infinito de ralces; por lo que se complica su obtencién. Si ahora la ecuacion
caracteristica es multiplicada peor "™ obtenemos:

p(3,€7) = ¥ pail(s)e"” (12)
k=0

Es claro que las raices de p(s, €7%) son exactamente las mismas que las de p(s, e™"%);
por lo tanto se puede obtener las mismas propiedades de estabilidad. La ecvacién
(12) representa un tipo de funciones que se les llama funciones trascendentales; el
resultado de Pontryagin presenta condiciones necesarias y suficientes de estabilidad

para este tipo de funciones. ver [41].

TEOREMA 2.5 Sea A(s) = p(s,e™): donde ag 3 0 (agn es llamado término principal).
Supdngase que A(jw) Vw € R; es separado en su parte real e ¥maginaria como sigue: A(jw) =
F(w) + jG(w). St todas las raices de A(s) tienen parte real negative; entonces, las raices de
F(w) y G(w) son reales, simples. alternadas y satisfacen:

dG(w) dF(w)

—-&W——F(“})_G(W)_ELU— >0 YVweR (13)

en sentido contrario, todas las rajces de A(s) tienen parte real negativa si las siguientes
condiciones se satisfacen:

1. Todas las raices de F(—, v G(w) son reales, simples, alternadas y (13) se satisface
para al menos un valor de w.
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Todas las raices de F(w) son reales y para cada rafz, la condicion (13) es satis-
fecha.

3. Todas las raices de G(w) son reales y para cada raiz, la condicién (13) es satis
fecha.

En capitulos posteriores se tratara la extensién de algunos resultados de estabil
idad robusta al caso de sistemas con retardo, el problema de estabilidad robusta se
planteard para cuasi-polinomios con incertidumbre en los coeficientes y en el retardo.



CAPITULO3
Aproximaciéon del Retardo paraun Sis-

tema Dinamico Retardado

3.1 Introduccion

Las aproximaciones de funciones. operadores o sistemas dindmicos tienen un interés funda-
mental, debido a que éstas simplifican el andlisis de dichos sistemas; uno de los aspectos mas
importantes a considerar cuando se realiza una aproximacién, es garantizar que se preserven
las caracteristicas mas importantes del sistema original, ya que ésto ofrece mayor confianza
en su andlisis. El tipo de aproximacién que aqui se estudiard es la aproximacién de Padé; una
de la principales motivaciones para utilizar esta aproximacién es que transforma un sistema
dindmico de dimensidén infinita en uno de dimensién finita, simplificando en gran medida su
analisis.

3.1.1 Preliminares Matematicos

En esta seccion se presentaran algunos resultados basicos que seran usados para determinar
las propiedades principales del tipo de aproximacion que se propondra; estas propiedades son
determinadas en funcion del error que existe entre la aproximacién y la funcion original. En
seguida serdn presentadas algunas definiciones, ver [34].

DEFINICION 3.1 Sea p un nimero real 1 < p < co. Los espacios vectoriales [, estdn
formados por todas las secuencias de elementos escalares {£1,s, ...} tal que:

oc
Y& P< oo
i=1

Los espacios vectoriales [, son espacios vectoriales normaclos en los que la norma se define
de la siguiente forma:

1
Itﬂ:\p:(ZI&I”) Vzel,
=1

22
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DEFINICION 3.2 El espacio vectorial normado Iy, consiste de todas las secuencias aco-
tadas {£1,&2,...} con la norma definida de lo siguiente manera:

oo = max | £ |

Los espacios vectoriales anteriores, también son definidos para funciones realmente valu-

adas que son integrables en el sentido de Lebesgue sobre un intervalo [a,b]. ver [34]. En este
caso la norma estd definida como:

st = ([ 1) P dt)%

la norma infinito para este tipo de funciones se define como:

lz(t)leo = sup | z(t) |
tcia,b)
estos espacios vectoriales son definidos como espacios L,. Es importante mencionar que
la funcién anterior, aunque es definida como una norime realmente no lo es, ya que puede
ser igual cero para valores z(t) # 0, este tipo de funciones son llamadas semi-normas. Estas
ultimas definiciones son realizadas también para funciones expresadas en el dominio de la
frecuencia, las cuales son tratadas como funciones de variable compleja. En nuestro caso, la

definicion que representa el mayor interés es la norma infinito en el dorninio de la frecuencia,
es decir:

la(i)lle = sup | 2(j) |

Estas definiciones seran aplicadas para cuantificar el error en la aproximacién y de esta
forma poder derivar las principales propiedades que presenta dicha aproximacién.

3.2 Aproximacién de Padé

Como se menciond en la seccidén anterior se analizard la aproximacién de Padé por lo que

se introducird en esta seccién. La primera definicién de interés es la definicién de funcién
analitica, ver [11].

DEFINICION 3.3 Una funcion de variable real f(t), se dice que es analitica sobre un
dominio D. s1 f(t) es un elemento de C™ y si para cada tg en D, 3 ¢ > 0 tal que ¥

t € (to —e,t0+ ), f(t) se puede representar por una serie de Teylor convergente en una
vectndad del punto ty.
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NOTA 3.1 5 f(t) es una funcidn de varwable compleja: entonces inicamente es necesario
que sea una vez derrvable para que se pueda egpresar como une scrie o Tuylor convergente,
a este tipo de funciones se les conoce como functones halomorfas.

La siguiente definicion es un caso particular que se presenta en toda funcién analitica, ver
[L5).

DEFINICION 3.4 Sea el siguiente polinomio p(t) = Si_o aut® y f(t) una funcién analitica
en una vecindad de to donde ar = f*(to)/k! para to = 0, entonces p(t) se define como el
Polinomio de Taylor asociado a f(1).

NOTA 3.2 Este polhnomio satisface las siquientes propiedades de inierpolacion con la funcion

f(#)-

p(0) = Ji0) =, -, = L2 L L0

Las definiciones anteriores se extienden al caso de funciones de variable compleja holomoi-~
fas, lo cual resulta de gran utilidad para la aproximacién del retardo. La siguiente funcién
racional es considerada como la aproximacién de Padé.

Pa(t)
hinmy(t) = 1
(n,m){2) D) (1)
pa(t) = agtart+---+aat” (2)
qm(i) - b0+b1t+"'+bmtm

donde el subindice (n,m) indica el grado del numerador y denominador de la funcién
racional, respectivamente. El resultado de la aproximacién de Padé se presenta en seguida,
ver {15}, {16]. 143]:

TEOREMA 3.1 Si f(t) tiene n + m derivadas continuas en una regidn cercana al origen,
entonces f(t) posee una aproximacién de Padé de grado (n,m). Ademds, los coeficientes de
los polinomos a; y b, (i=1,--,n : j=1,---,m) de (2) pueden obtenerse como sigue:

chbk—j = g bO = 17 Qg = COb()a Ang, = bn-—i =0 Vi>1 (3)
=0
donde a,. b, son los coeficientes de p.(s) ¥ gm(s), respectivamente; ¢; son los coeficientes

del polinomio de Tavlor. Desarrollando (3) se obtiene un sistema de ecuaciones algebraicas
lineales que tienen solucidn tnica, es decir:

Az =b (4)



&2
[

donde:

oy ] [ o ]
(&)
/1=[M| —]‘!2]; T = Z" : b=
1
‘ Cht+m-1
L bnx | \‘ C‘n+m
[ ¢ 0 0]
C Co
I
Ml=[0“ l: My=| “
min : g co
L Cntm—1 Cpym—2 " Cn |

Se puede verificar que A es una matriz de dimensiones (n + m)x(n + m) e invertible y b

es un vector de dimensiones (n + m)x1: por lo tanto los coeficientes de la aproximacion de
Padé se pueden obtener como:

z=A' (5)

NOTA 3.3 Es claro que la matriz A depende de los coeficientes del polinomio de Taylor,
los cuales tienden o ser muy pequerios conforme se incrementa el grado de la aprorimacion;
por tal razon la matriz A tiende a ser mal condicionada. Bs recomendable usar coeficientes
del polinomio de Taylor que sean mayores a 1070, El cdlculo de los coeficientes de la aproz-
imacién de Padé es realizada mediante un programa codificado en lenguaje MATLAB.

Es importante mencionar que toda funcién analitica posee nna aproximacién de Padé de
grado arbitrario. Fl teorema 3.1 se puede extender a funciones de variable compleja por lo

que resulta de gran importancia debido a que el retardo de tiempo es una funcién de variable
compleja cuando se obtiene la transformada de Laplace.

3.3 Aproximacion del Retardo

En esta seccidn se tratara el problema de la aproximacion del operador retardo en un sistema
dinamico retardado. El tipo de sisternas que seran considerados tienen la siguiente estmetura:

r(t) = Azx(t)+ Buit—7) (6)
uit) Cz(t)

I
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como se puade observar, este es un sistema dinamico con retardo en la entrada el cual
puede ser representado mediante i siguiente diagrama de bloques:

Uls) G ( s ) e— TS ¥Y(s)

Figura 3.1 Diagrama de bloques del sistema con retardo en la entrada.

donde G(s) = 3% es una funcién racional estrictamente propia. Nuestro objetivo sera
aproximar el operador retardo e mediante aproximaciones de Padé y realizar una com-
paracién entre ellas. El interés principal de aproximar dicho operador es sustituir €l sistema
dindmico con retardo por un sistema dindmico que no contenga el término del retardo, ya que
éste presenta nmuchas complicaciones cuando desea realizar algiin estudio sobre el sistema.
Existen diferentes funciones que se han empleado para realizar esta aproximacién, ver [2]; sin
embargo, una de las que més se utilizan es la aproximacién de Padé. Cuando se realiza una
aproximacién de un sistema dindmico, el objetivo principal es determinar si el error entre
el sistema aproximado y el sistema real, es aceptable; ya que en el caso contrario no tiene
ningtn sentido realizar dicha aproximacién. En la siguientes secciones se analizara el error
de la aproximacion cnando se utiliza una aproximacion de Padé.

3.3.1 Planteamiento del Problema

El problema de aproxirpacion consiste en aproximar el operador retardo por una funcién
racional como se muestra en la siguiente ecuacion:

e & hingmy(78) =

a0+a1(73)+"’4_0'n(’r3)n (7)
bo + b]('TS E el bm(Ts)'"

donde A(n m)(7s) representa una aproximacion de Padé tal como se definié en la seccidn
anterior; 7 € Ry, es decir, 7 sera considerado como un numero real positivo fijo. Con la
consideracion anterior, el sistema dinamico retardado se puede expresar mediante el siguiente
diagrama de bloques:
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L G(s) B 75)

Fignra 3.2 Diagrama de bloques del sistema aproximado.

donde G(>) = n(s)/d(s) es la funcién de transferencia del sistema sin considerar el retardo.
Nuestro interés serd realizar una comparacién entre diferentes aproximactones de Padé, con
¢l fin de proponer la que tenga mejores propiedades. Es claro que para poder realizar una
comparacion entre diferentes aproximaciones es necesario analizar el error que la salida del
sistema aproximaco presenta con respecto a la salida del sistema original; este error es ex-
presado por la siguiente relacidn:

E(s)=Y(s)—Y(s)

donde Y (s) y Y*(s) son las salidas del sistema original y el aproximado, respectivamente.
El error también se pude representar mediante el siguiente diagrama de bloques:

{(s)

y

B n(7S)

Ufs) E(s)

Gis) ——»
2 e—rs ¥(s)

Figura 3.3 Diagrama de bloques del error del sistema aproximado,

La relacidn que existe entre €l error v la entrada esta determinada por la siguiente ecuacion:



E(s) = (¢ ™ = hmy(7s)) G(s)U(s) (8)

cl objetivo sera reduncir este error mediante el uso de diferentes aproximaciones de Padé. La
norma que sera cousiderada para poder hacer comparaciones entre diferentes aproximaciones
serd la norma L, definida en el dominio de la frecuencia; es decir:

| E(jw) e = max | E(jw) |
donde:
| E(jw) [=] ™™ = Atum)(§Tw) || GHW)U (jw) |

nétese que la norma del error esta en funcién de la aproximacion del retardo hy, .)(s), de
tal forma que modificando esta aproximacién se puede obtener una reduccién del error. Es
importante hacer notar que el error | E(jw) | también depende de | G(jw)U(jw) |, por lo
tanto, al reducir el términe | e™7™ — A, .y (J7w) | no necesariamente se reducira el error, a
menos de que esta reduccion sea vélida para todo valor de w.

3.3.2 Analisis del Error de la Aproximacion de Padé

Como se menciond en la seccién anterior, es posible reducir el error modificando la aproxi-
macién de Padé. En esta seccién se presentard una comparacion entre las siguientes aproxi-
maciones de Padé:

1- %TS + i%(‘rs)2

h{g’g ('TS) ==
) A %7‘3 + ﬁ(’rs)2
1—2rs
hagy(rs) = 3

1+ 275+ 1(rs)?

donde la aproximacion ks 2)(7s) representa una aproximacién de Padé de grado relativo
0 que es el tipo de aproximacion que mdas se utiliza para aproximar el retardo en un sisteina
dindmico retardado, ver [31]. La comparacidn, como puede observarse, serd con una aprox-
imacion de grado relativo igual a 1. Ahora se verificard el valor absoluto del error entre las
dos aproximaciones anteriores:

By = |e7™ — hgy(jrw) |
E, = |e7™ —hugljrw) |
considerando — = 1; las grificas de F; y E; para un rango de w € [0,25] tienen la siguiente

forma
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va of absolutoe

frecyencia

Figura 3.4 Gréfica del valor absoluto del error.

de la gréfica anterior se puede notar que el error E, es menor que el error J%) para diferentes
intervalos de frecuencia; por Jo tanto la norma infinito del error entre las diferentes aprox-
imaciones tiene diferentes valores y entonces es posible obtener una mejor aproximacion si
se cambia el grado de la aproximacién de Padé. Desafortunadamente el error depende di-
rectamente del término | G(jw)U (jw) |; es decir de la funcién de transferencia y del tipo de

entrada al sistema por lo que no se puede establecer un resultado que establezca cual es la
mejor aproximacion.

Aunque no es posible determinar una aproximacion que reduzca el error, si se puede reducic
una cota superior de éste; lo anterior se puede verificar mediante la siguiente relacion:

1E(Gw)ileo

177 = hnmy (7w DG Gw)U (j) oo
€7 = ha,m) (j70) [|eo | G(72)U (0|0
Yy |GG )U () [loo

N

donde Y(n.m) es la norma del error de la aproximacién del retardo. nétese que Y(n myl|G (i)
U(jw)||= determina la cota superior del error de la aproximacién y entonces si se reduce el
valor de 7m.m) la cota superior también sera reducida. Es importante mencionar que la,
reduccidn de la cota superior no implica necesariamente la reduccion en el error de la aprox-
imacion, por lo que la reduccion del error sélo serd efectiva cuando esta cota sea alcanzada.
De la gréfica de la figura 3.4 se puede verificar que y(;2) < Y22 ¥y entonces si la condicidén
E(jw)ilee = 2:2|G(jw)lU(jw)il se cumple. el error de la aproximacion hg 2)(73) es més
pequeno que el error de g 2)(Ts). A continuacion se muestra una tabla donde se deiermina
la norma del error para diferentes aproximaciones de Padé considerando 7 = 1.




CAPITULO4
Estabilidad Robusta de Plantas Inter-

valo con Retardo

4.1 Introduccion

Uno de los primeros resultados relacionados con plantas intervalo fue publicado en [9];
en donde se presentan condiciones necesarias y suficientes de estabilidad robusta para un
sistema dindmico representado por plantas intervalo; el resultado principal considera sis-
temas dindmicos multivariables, los cuales pueden tener m entradas y una salida o una
entrada y m salidas; de tal forma que su ecuacidon caracteristica sea de la forma 6§ =
Pi(s)Qi(s) + ... + Pn(8)Q:m(s), donde P.(s) son polinomios fijos y Q;(s) son polinomios
intervalo. El método sugerido en el articulo anterior consiste en la verificacién de estabilidad
de m4™ aristas que se definen en funcién de los polinomios de Kharitonov asociados al numer-
ador y denominador, las cuales estan formadas por combinaciones convexas entre polinomios
que pertenecen a la misma. familia; para el caso particular de una entrada y una salida, m = 2
y entonces el nimero de aristas que es necesario verificar es de 32. Este resultado simplifica
la verificacion de la propiedad de estabilidad robusta: siu embargo, la cantidad de aristas que
es necesario verificar ain lo hace complicado. Otro resultado que aparecid posteriormente
fue publicado en [6]; quienes obtienen también condiciones necesarias y suficientes para el
problema de estabilizacién de plantas intervalo de una entrada y una salida; la principal
restriccién es que consideran solamente controladores de primer orden y la ventaja es que
obtienen resultados en base a puntos extremos, al ignal que el resultado de Kharitonov [29];
para el caso de plantas intervalo, el mimero de polinomios extremo que es necesario verificar
es de 16 y son las combinaciones entre los polinomios de Kharitonov del numerador v de-
nominador de la planta intervalo. Estabilidad y estabilizacién de plantas intervalo ha sido
un problema de gran interés y se han extendido también a sistemas dindmicos no lineales;
algunos resultados relacionados con este tipo de sistemas son presentacdos en algunos articulos

como[10}; quienes tratan el problema de "Lur’e” considerando plantas intervalo en la parte
lineal del sistema dindmico.

31
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donde € ¥y R definen el conjunto de veetores cuyos clementos son las coeficientes del
numerador ¥y denominador respectivamente; o deviy:

QR =

R =

laeR™:q; €024}
= {reR:r <1, <7}

La familia que forma una planta intervalo serd definida como sigue:

G ={CGls,qr): g€ Qire R} (?)
donde se establece la suposicién de que la familia G sea estrictamente propia; es deciy,

que m < n para todo elemento de la familia G. Para describir €l problema de estabilizacién
robusta de plantas intervalo es necesario presentar el siguiente diagrama de blogues.

X ] Y
S e 6 1=

Figura 4.1 Diagrama de bloques de una Planta Intervalo.

don@ C(s) y G representan una controlador fijo y una planta intervalo respectivanente;
considezndo que el controlador tiene la siguiente estructura :

clo) = N9

D.(s)
donde N.(s) y D.(s) son polinomios de grado p y v respectivamente, con la condicion
p < v; emonces, el objetivo es encontrar un controlador C(s) que logre estabiliva ¢l vistema

de contm en lazo cerrado de la figura 4.1 para todo G(s) € G. Es claro que Ja estabilidad

robustadel sistema en lazo cerrado presentado en la figura 4.1 estd determinada por la
signielde ecuacién caracteristica:

p(s,q,r) = Ne(s)N(s,q) + Dels)D(s, r) (3)
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esta ecnacion caracteristica representa una familia de polinomios que serd definida de la
siguiente forma:

P={p(s,q,r): q€ @Gre i} (4)

como se puede observar, el problema de estabilizacion robusta de plantas intervalo es
equivalente a que la familia de polinomios P sea estable. La principal diferencia entre la
ecuacién caracteristica (3) y un polinomio intervalo normal, es que ésta es una suma de dos
polinomios intervalo en el cual cada uno de ellos estd multiplicado por un polinomie fijo, lo
anterior provoca una modificacién en el andlisis, la cual serd presentada en la seccién 4.1.3.

4.1.2 Plantas Intervalo con Retardo

Esta seccién define el problema de interés de este eapitulo, que es el problema de estabilidad
robusta de plantas intervalo con retardo intervalo. Este, a diferencia del problema original
de plantas intervalo, considera un retardo e~"° donde 7 tiene incertidumbre de tipo intervalo
ademas de la planta intervalo, tal como se presenta en la siguiente definicién:

DEFINICION 4.2 Las plantas intervalo con returdo son sistemas dindmicos que tienen la
siguiente estructure:

Nis.
Gls.a.r. 8= b%%))e‘” ¥'qe€ @ re RYE € [0,755)

la. configuracién del sistema dinAmico que se considerard se presenta en la siguiente figura:

X(s) | Y
—‘»@_. G e’ -

Figura 4.2 Diagrama de bloques de una planta intervalo con retardo.

donde G define nuevamente un familia de plantas intervalo como en {2). Noétese que la
configuracién anterior no tiene controlador, ya que el problema serd de analisis de estabilidad
robusta y no de estabilizacion. La estabilidad del sistema dindmico presentado en el diagrama
de bloques de la figura 4.2 esta determinada por la siguiente ecuacién caracteristica:



p(s,q.r,e”™) = D(s,r) + N(s,q)e ™ (5)

donde D(s.r) y N(s,q) sou los polinomiocs intervalo definidos en (2) y en este trabajo se
cousiderard que el retardo de tiempo 7 es un pardmetro con incertidumbre de tipo intervalo.

Entonces, cl sistema anterior representa una familia de cuasi-polinomios que serd definida de
la siguiente formas:

Pr = {p(s,q,r,e™):q € Qir € B;7 € [0, Tmax} (6)

¢l objetivo principal de este capitulo serd obtener nun método que garantice condiciones
necesarias y suficientes de estabilidad robusta para la familia de cuasi-polinomios P,. Este
método esta basado en la construccién del "wvalue <et” para la familia P, y en base a éste,
obtener los resultados de estabilidad robusta aplicando € teorema de exclusién del cero; para
esto se requiere suponer que al menos un elemento de la familia P, es estable. Con el objeto
de simplificar ]a construccién del "value set” de la ecuacidn caracteristica (5), se introducirdn
una serie de propiedades relacionadas con el problema de plantas intervalo.

4.1.3 Propiedades del value set para Plantas Intervalo

Debido a que la estabilizacién de plantas intervalo se puede plantear como un problema
de estabilidad robusta de la ecuacién caracteristica (3), que estd formada por la suma de

dos polinomios intervalo; entonces se utilizard el resultado de Kharitonov, para lo cual es
necesario definir los siguienfes polinomios:

Ni(s) = qg +g1s+¢ s +giss+...
Ny(s) = g3 +ais+qs"+g 8 +...

Ni(s) = gi+qis+g s +qgs+...
Nu(s) = qg +afs+arsi+a38+..
Di(s) = rg+ris+rs+riss+...
Dofs) = rd+ris+rs® +ris®+...
Di(s) = rd+rlstrs’+r5sd+...
Dy(s) = rg+ris+rys?+rysd+ ...

como se puede observar, los polinomios anteriores N,(s) y D,(s) ( = 1,2,3,4) son los poli-
nomios de hharitonov del numerador y denominador de la planta intervalo respectivamente.
El "value set” de un polinomio intervalo para cada frecuencia wy € R es un rectangulo cuyos
vértices son los polinomios de Kharitonov; tal como se muestra en la figura 4.3, ver [3]. 17):
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Figura 4.3 Value set de un polinomio intervalo.

donde los vértices del rectangulo »; estdn formados por los polinomios de Kharitonov, ya
sea del numerador o denominador de la planta intervalo; es decir:

v = Ni(jCU()) o] YV = .D,'(jwo) g= 1,2,3,4

ahora, recordando la definicién de combinacién convexa presentada en el capitulo 2, el
"yalue set” de un polinomio intervalo se puede expresar como:

V{wo) = Conv{vy, va, v, va}

donde v; representa un punto en el plano complejo para una frecuencia fija wp; estos pun-
tos corresponden a los polinomios de Kharitonov evaluados en un valor fijo s = juwp. A
continuacion se presentardn algunas definiciones y operaciones basicas que pueden efectu-
arse con “value sets” como el presentado en la figura 4.3, los cuales seran llamados "value
sets” rectangulares. Estas operaciones y definiciones se presentan con el fin de simplificar la
demostracién de los resultados obtenidos.

DEFINICION 4.3 {Suma Directa) La suma de dos value sets se define como:

Vi(wo) + Va(wo) = {p=p1 + P2 : ;1 € Vi(wy); p2 € Valwo)}

DEFINICION 4.4 (Producto Escalar) El producto de un término escalar por el value
set se define como:

BV(w) ={p=0p1: BECT; p1 € V(wo)}

es importante mencionar que el producto de un factor escalar por el value set” evaluado
en una frecuencia fija wy amplifica y rota el "value set” original; el incremento en el tamano
del "walue set” es determinado por | B | y el dngulo de rotacién lo determina /3. Entonces,

el "yalue set” de un polinomio intervalo, para una frecuencia fija wg, multiplicado por un
término escalar queda como se muestra en la siguiente figura:
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>
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Figura 4.4 Value set multiplicado por un factor escalar.

donde los vértices del rectangulo girado v; (¢ = 1,2,3,4) son los polinomios de Kharitonov
evaluados en s = jwg, pero en esta ocasion no estan ordenados como en la figura 4.3; es decir,
11 puede ser cualquiera de los cuatro polinomios de Kharitonov y lo mismo para vs, v, vs;
lo anterior es por que el angulo de rotacién puede ser mayor a § y entonces el orden de los
vértices es alterado. Las definiciones y resultados posteriores se haran considerando que los
vértices de los rectdngulos no estdn en orden, tal como se menciond anteriormente.

DEFINICION 4.5 Considerar dos value sets rectangulares Vi(wo) y Va(wo) evaluados en
una frecuencia fija wy € R y definidos como:

Vilwe) = Conv{vy, ve, V3, ¥4}

VQ(WO) = CO’n’U{'U;_ ’ ’U{?’ ‘U;h ’U;}

entonces, se dird que Vi(weo) y Va(wt) estdn ALINEADOS para una frecuencia wy si, 8 =
6, + k%, donde k es un nimero entero y

donde i = 1.2.3,4: vy = v4 y v5 = vy. Entonces, dos "value sets” rectangulares estan
it] 4 1
alineados si tienen el mismo éngnlo de inclinacién como se muestra en la siguiente figura.
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Figura 4.5 Value sets rectangulares alineados.

por el contrario. si dos "value sets” rectangulares no estén alineados, entonces se consid-
erars que estdn desalineados. Sidos "value sets” rectangulares estdn alineados para cualquier
frecuencia w € R; entonces, se dirg que estdn alineados para toda frecuencia. Con las defini-
ciones anteriores es posible presentar los siguientes resultados.

LEMA 4.1 Sean Vi(wa) y Va(wo) dos value sets rectangulares y alineados, come en lo figure

4.5; entonces, la suma directa Vi{wy) + Va{wo) también es un value set rectangular formado
por:

Vi(wo) + Va(we) = Conv{p;} Vi=1,234
donde:
n=v+v

LEMA 4.2 Sean Vi{wo) y Va(wo) dos value sets rectangulares y desalineados. Entonces. la
suma directa Vi(wo) + Valwo) es un octdgono formado por:

Vi{wo) + Valwp) = Conv{p,} Vi=1,...,8

donde:
D1 =11+
P2 =y + v}
P3 = v + 1}
Ps = v3 + v,
Ps = vz + 5
Ps = vq + 1
Pr = ug + v}

= !
Pe=v + v,
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La suma de dos value sets desalineados se muestra en una forina mas clara a través de las
siguientes figuras:

A
Im
Vi(ws) -
&P'
Figura 4.6 Value sets desalineados.
A n . :
A AR,
‘S(aol + Vz(t«w
“ b o
>
Re

Figura 4.7 Suma de Value sets desalineados.

donde los ”value sets” ¢, se obtienen de la siguiente forma;

61 = v+ Valwo)
Qg2 = vyt Vz(wo)
0z = v3+ Valwo)

os = vy + Valwo)
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La demostracién de los lemas anteriores se obtiene en forma directa de la figura que forman
dos "walue sets” rectangulares. De la forma que tiene la ecuacién caract.ristica de una planta
intervalo (3), se puede obtener que el "value set” esta formado por la suma directa de dos
"value sets” rectangulares D(s, 1) v N(s,q); los cuales son multiplicados cada uno de ellos
por un factor escalar D.(s) y N.(s). lo que produce en general, un “wvalue set” formado por
un octagono, como se muestra en la figura 4.7. Para el caso de una planta intervalo con
retardo intervalo, el "value set” resultante es mas complicado de obtener; ya que para cada
frecuencia fija, estd formado por la unién de octigonos que giran en funcién de] valor del
retardo, como sera presentado en la siguiente seccion.

4.2 Construccion del Value Set para Plantas Intervalo

con Retardo Intervalo

En esta seccidn se presentan los resultados que caracterizan el “walue set” de sistemas
dindmicos representados por plantas intervalo con retardo de tiempo; con la caracterizacién
de este "welue set” y la aplicacion del principio de exclusién del cero en este tipo de sistemas
dindmicos, se logra obtener condiciones necesarias y suficientes de estabilidad robusta, ver

[45], [46], [471.

DEFINICION 4.6 £l value set V,(w) de la famiha P, = {p(s,q,r,e™™) : @ € @Q;r €
R;7 € [0, Tmax)} €s lo grifica en el plano complejo de p(s,q,r,e™™) cuando s = jw, es decir:

V(w)={p(s,q,r,e77):Vr € R;q € Q; 7 € [0, Tonax), w € R} (7)

Entonces, se denotard como V;(w) al "value set” correspondiente a la familia de cuasi-
polinomios P;. El sigulente resultado simplifica la verificacion de la propiedad de estabilidad
robusta, que es una consecuencia de que los coeficientes de p(s,q,r,e ") son valuados
realmente.

LEMA 4.3 Considerar la familia de cuasi-polinomios P, ; entonces, el value set V,(w), es
simétrico con respecto ol eje real del plano complejo; es decir:

Vi(w) = —Vi(-w)

Prueba. La demostracion serd realizada para un elemento en particular de la familia P;;
ya que la extensién a toda la familia se obtiene en forma directa. Considerar entonces, que
se tiene un elemento de la familia P,; en particular:

p(S, Go, To- e—TUS) = N(Se l'()) <+ D(Sa qo)e’ﬁ)!
donde:

qo = [aU'al;"--an],



41

ro = [bo,by..... bul’

™ € IO,Tm.«L\]

N(s.to) = 5 as*
k0

D(S-Q{J) = pr“
k=0

nétese que g, To, 7o son valores fijos y entonces evaluando en s = jw se obtiene la siguiente
expresion:
pjw, Qo-ro, € 7") = u(w) + jo(w)

donde:

u(w) = ag—ap’® +aw! —agw’ -+ 4,

+(by — bow? + baw* — bgw® + - -+ + b _pw™ ?)cos(wo)
—6-1

+(bw — By 4-bgin® — by” 4-n 4 by _pw™ )sen{w7o)

5

o a7w7 RN an—a—lwn_a_l

+ (01w — byw® + bsw® — brw” + -+ + by P Y cos (W)
—(bp — bow? + bgw* — beu® + - -+ + b _pw™ ) sen(wr)

v(w) = ajw<=asw® +asw

. {1 sinesimpar}
L © 3
0 8L 71 es par

3 = {:.) si m es impar }

Sl es par

ahora, recordando que una funcién par f(z) es aquella que cumple la condicién f(z) = f(—z);
entonces, se puede verificar que u(w) es una funcién par; es decir:

ww) = u(-w) (8)
por otra parte. una funcién es impar f(z) si satisface la condicién f(z) = —f(—z); por lo
tanto, v(w) es una funcion impar; es decir:

v{w) = —w(-w) (9)

las condiciones (8) y (9) garantizan la propiedad de simetria del “value set” V, (w).
|
El siguiente resultado muestra una caracterizacion del "value set” para el caso particular
de la familia P- cuando ésta no tiene icertidumbre en los coeficientes del cuasi- polinoinio y
s6lo aparece en el retardo de tiempo. Para este caso, la familia sera definida como:

Fo = {pls,e™™) = D(s) + N(s)e ™ ¥ 7 € [0, T} (10)
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LEMA 4.4 Considerar la fannlia de cuasi-polinomios F,; entonces, el value set V, (w) para
la familia F,, estd formado por arcos de circunferencia que tienen su centro en lo curva de
Makhailov de D(yw), con un arco igual @ Wrmax ¥ Tadio iqual a | N(jw) |.

Prueba. La pruecba serd realizada suponiendo primero un valor fijo w = wp y después

sera extendida para todo w € [0.20). La ecuacidn caracteristica de la familia 7, evaluada en
s = jwyp esta dada por:

pliwo. €77™°) = D{jwp) + N(juo)e ™"

recordande que D(jwo) ¥ N(j-o) representan, cada uno, nn punto en el plano complejo;
entonces, se puede expresar en forma polar como:

D(jwg) = | D{juwg) | &<PU=)
N(jwo) = | N(jwo) | &<Ntew)

donde | D(juwo) | la magnitud del nfimero complejo D(jwo) ¥ £D(jwe) denota el dngulo
de fase de D(jw). Entonces, la grifica en el plano complejo de N (juwp)e ™" =| N(jwy) |
eI (£NGuwkw0m) f + € [0, Tmax] tiene la siguiente forma:

Im N‘iao)

N(jew,) e7@o*
W,T,

Figura 4.8 Value set de un polinomio fijo multiplicado por e} retardo.

comod "vaelue set” de D(j.n) es un punto fijo; entonces, el "value set” resultante para

p(juwo, e 7°) estd dado por la figura 4.8 desplazada por el término fijo D(jwo), como se
muestraen la siguiente figura:
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Ve(@,)

-
>

Re

Figura 4.9 Value set del cuasi-polinemio p(s,e™7*).

nétese que V. (wp) es un arco de circunferencia centrado en el punto D(jwe) ¥y con un arco
igual a wyThax para cada valor fijo de wy. Ahora, para todo valor de w € R, el “value set”
cambia el tamano del arco y del radio de la circunferencia; también se puede observar que
D(jw) evaluado en w € R es la curva de Mikhailov de D(jw) y entonces, es claro que ésta
es el centro de los arcos de circunferencia que se forman al considerar todos los valores de
frecuencia. El "value set” para toda frecuencia w € =R, esta dado por:

|78 (w) = UweiRVr(w)
es decir V,(w) es la unién de todos les arcos de circunferencia que se forman para cada

frecuencia fija; la figura del ”value set” es similar a la que se muestra a continuacién:
J gur.

im

!
1
J
1
1

Figura 4.10 Value set de F, para un rango de frecuencias.
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donde los puntos marcados con "*” corresponden a 7 = (.
' L

NOTA 4.1 Una caracteristica importante del value set V,.(wy) es que en general, para cada
frecuencia fija wy, forma un conjunto no convero; ya que estd formado solamente por arcos
de circunferencia o por circunferencias completas dependiendo de que el valor de WoTmax S€0

menor o mayor que 2m.

en seguida se extendera el lema anterior al caso en que los coeficientes tienen incertidumbre
de tipo intervalo; es decir, considerando la familia de cuasi-polinomios P,. Este resultado se

apoya en las siguientes definiciones:

DEFINICION 4.7 Considerar los cuatro polinomios de Kharitonov del denominador de la
planta intervalo. Di(s), Da(s), Ds(s), Da(s); entonces, el polinomio intermedio serd definido

como:

M) = 33 Di(s) (11)

ahora se definird el siguiente factor de switcheo v, el cual serd usado en la descripcion del
"value set” que se presentard en el siguiente resultado.

¥y =/0 a (]+2mr§w~r<g+2mr

Yy =1 s %+2n7r§wr<fr+2n7r
. 3

vy = 2 si 7r+2n1r5w7'<—2—+2n7r
. 3

v = 3 si ?+2mr§w'r<27r+2n7r

donde n puede ser cualquier niimero entero entre cero e infinito.

LEMA 4.5 EI value set para la femilia de cuasi-polinomios P. = {p(s,q,r,e ™) : q €

Qir € R;7 € [0,Tmax]} estd formado por anillos centrados en la curva de Mikhailov de

M(jw). Los anillos estdn formados, para cade frecuencia, por octdgonos que cambian su

forma en funcion del retardo; los octdgonos tienen sus vértices en los siguientes puntos:
Y1 = D,’+1(j(d) + Nk(]w) 8—JwT (12)
Vs = Dip1(jw) + Ny (jw) e 7

donde:
+20;1,2,8

k= (’Y+z’)m?d+1
h=(’7+2’+l)m;3d+l



donde la operacion (x) m?d representa la operacion moédulo entero base cnatro de x.

Prueba. De la ecnacién caracteristica p(s,q,r,e ) = D(s,x) + N{s,q)e™™® y de la
definicién 4.2 se puede observar que el "value set” de P, estd formado por la suma de dos
"yalue sets”, en el cual uno de cllos es afectado por wn producto escalar, que en este caso cs
el término que representa el retardo. Como se menciond anteriormente un producto escalar
amplifica y rota la figura formada por el “walue set”, que en este caso es un rectangulo;
el factor de amplificacion, que esta determinado por la magnitud del factor escalar, es en
este caso igual a la unidad; es decir, el rectidngulo permanece del mismo tamano al ser
multiplicado por el retardo; sin embargo, el angulo de rotacion si cambia para cada valor del
retardo. Entonces. el "value set” correspondiente a la parte que contiene el retardo N(s,q)
e ™ es la unién de un conjuntto de rectingulos que estan rotando un dngulo que esta entre 0
Y WTmax; COMOo se muestra en la siguiente figura:

Im

Woloo 2

'gjé,

N

Figura 4.11 Value set de un polinomio intervalo multiplicado por el retardo.

donde los parametros 6; estdn definidos para cada frecuencia wy como:

b = Ni{jwo)
by = Np(jwo)
& = N(jwo)
6s = Nyljwo)
por lo tanto. el "yalue set” de la ecuacién caracteristica p(s,q,r,e”™) = D(s,1) +

N(s,q)e ™ estd formado por la suma de dos ”value sets” rectangulares que estén alinea-
dos para todo valor de 7wy = 5, (n = 0.1,2,3,...) y estén desalineados para todo valor
Two # 5= entonces, aplicando el lema 4.2 1 considerando la incertidumbre en el retardo, se

obtiene que el “talue set” para cada frecuencia fija wy estd formado por la unién de octagonos
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que se colapsan en rectangulos para cada valor de Twy = 5; tal como se muestran en la figura
4.12.

&
»

Re

Figura 4.12 Value set de P, para una frecuencia fija wp.

donde el rectidngulo trazado con lineas discontinuas corresponde al polinomio intervalo
formado por ¢l denominador de la planta intervalo D(jw,, R), V.7 € H; los rectdngulos traza-
dos con lineas punteadas corresponden 4 la suma de los polinomios D;(jwe) + N(jwo, Q@)e™™
(i=1,2,3,4) y los octagonos trazados con lineas continuas estdn formados como:

Vo = Conv{vy,...,vs} para 7=0
V., = Conv{v,...,vg} para T =7 € [0, Tmax
V., = Conv{vy,...,vg} para. T =7 € [0, Tax)

donde los vértices v; del octdgono, como se observa en la figura 4.12, cambian cada vez

que el rectdngulo correspondiente al denominador rota 7 radianes; de la misma figura. se

puede obtener que los vértices de los octdgonos estan formados por:

vier = Dyi(jwn) + Ne(jwo) €777

Vs = Di1(Jwn) + Ni(jwg) e 307

donde:

|
m

[0,Tmax]
= 0,1,2,3
ko= (v+i)jmod+1
h = ('Y-i—i+l)m?d+1
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también de la figura 4.12 se puede observar que los octagonos giran con respecto al centro
del rectangulo correspondiente al polinomio intervalo del denominador de la planta intervalo,
D{(jwq, R); ¢l cnal estd determinado por el polinomio M (s) evaluado en s = juwy. Entonces, el
"value set” para toda frecuencia w € [0, 00) esta formado por anillos formados por octdgonos
centrados en la curva de Mikhailov de M(s) como se muestra en la figura 4.13.

Vo(w)

Figura 4.13 Value set de P, para un rango de frecuencias.
|

NOTA 4.2 Como se puede observar en la figura 4.135, el value set, en general, no forma un
conjunto convezo y para cada frecuencia fijawy € [0. ) estd formado por un conjunto infinito
de octdgonos que cambian su forma en funcion del retardo 7; por lo tanto, es complicado
obtener condiciones de estabilidad robusta en base a puntos extremos como en el problema
original de plantas intervalo. Sin embargo, el lema 4.5 proporcione un método para realizar
la construccion del value set para la familia de cuasi-polinomios P, y con la aplicacion del
principio de exclusion del cero se puede obtener condiciones de estabilidad robusta; aunque
no en base a puntos extremos.

-

4.3 Estabilidad Robusta de Plantas Intervalo con Re-

tardo Intervalo

En esta seccidn se presenta la aportacion principal de este capitulo, que es la aplicacién del
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principio de exclusion del cero al problema de plantas intervalo con retardo; los resultados
estan basados en la construccion del "value set” para plantas intervalo.

TEOREMA 4.1 $: existe al menos un elemento estable de la familia de cuasi-polinomios
P. definida en (6); entonces, P, es robustamente estable si y sélo st, 0 ¢ V. (w) ¥ w € [0, 00).

Prueba. la prueba estd basada en la propiedad de continuidad de las raices de la ecuacion

caracteristica p(s,q,r,e” ") con respecto a los coeficientes ¢;, r; y también con respecto al
retardo T, ver [37], [38], [55].

necesidad. Se asume por hipétesis que P; es robustamente estable y se demostrard que
0 ¢ V.(w). La demostracién se realizard por contradiccion. Si 0 € V,(w); entonces de la
definicion de "value set” presentada en (7), existe un elemento p(jw*, q",r*, e """) € Py
tal que p(jw*,q". 1", e”j“"f') = (), lo cual implica que tiene al menos una raiz sobre el gje jw
y esto contradice la hipdtesis de que P; es robustamente estable; por lo tanto 0 ¢ V. (w).

suficiencia. Por contradiccién; supdéngase que 0 ¢ V;(w) y que existe un elemento
p(s,q,r,e”") € P, que es inestable; es decir, tiene al menos una raiz en el semiplano derecho
del plano complejo, con la suposicién de que al menos un elemento de la familia es estable y
aplicando la propiedad de continuidad de las raices de la ecuacion caracteristica, lo anterior
implica que existe un elemento p(s,q",r”", e‘T's) € P que tiene al menos una raiz sobre el
eje jw, lo cual implica que 0 € V. (w) y por lo tanto se contradice la hipétesis 0 ¢ V (w);
entonces, P, es robustamente estable.

NOTA 4.3 El resultado original del principio de exclusion del cero considera la evaluacion
del value set en el rango de frecuencia w € R; sin embargo, con la propiedad de simetria
del value set de la ecuacién caracteristica (5), presentada en el lema 4.1, se puede limitar a
w € [0,00); ya que st 0 ¢ V,(w) enfonces por la propiedad de simetria 0 ¢ V.(~w).

Con la construccién del "value set” se pueden obtener algunos resultados para el caso
particular en que se tiene incertidumbre sélo en el retardo.

4.3.1 Un Caso Particular

Los resultados que serin presentados en esta seccidn, se haran bajo la consideracién de que
la ecuacion caracteristica p(s,q,r,e ™*) no tenga incertidumbre en los coeficientes; es decir,
ahora serd considerada la familia de cuasi-polinomios representada por F, como en (10).

COROLARI1O 4.1 Suponer que p(s,e "%} es estable para T = 0; entonces, la familia de

cuasi-polinomios F, es robustamente estable ¥V 1 € {0,00) si y sdlo si, | N(jw) |<| D(jw) | ¥
w € [0, 00).

Prueba. La prueba se basa en €l principio de exclusién del cero presentado en el teorema
4.1 y en la forma que tienc el "velve set” para la familia F,, ver lema 4.2.
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necesidad. 7, es robustamente estable V 7 € [0, 00). Entonces, aplicando el teorema 4.1,
0 ¢ V,(w): ahora, de la forma que ticne el “yalue set” (lema 4.2) para la familia particular
F+, se obtiene que V 7 € [0,00) estd formado por la wnién de circunferencias que cambian
de tamaiio en funcién de | N(jw) | y estdn centradas en la curva de Mikhailov de D(jw).
Entonces la tinica forma de que 0 € V,.(w) es que | N(jw) |<| D(jw) |V w € [0, 00).

suficiencia. Del lema 4.2 se puede obtener que cuando | N(jw) |<| D(jw) | ¥ w € [0, 00)
el "value set” para la familia F, no contiene al cero; es decir, 0 ¢ V.(w) independientemente
del valor del retardo; entonces, aplicando el teorema 4.1 se obtiene que F, es robustamente
estable V 7 € [0, 00).

NOTA 4.4 Este resultado coincide con el teorema de pequerias ganancias donde la condicion
| N(jw) |<| D(jw) | es equivelente a tener una ganancie de lazo menor a uno, ver [24].

COROLARIO 4.2 Considerar la familia de cuasi-polinomios F, y sea W, = {w € {0,00) :
| N(jw) |=| D(jw) |}; es decir, W, es el conjunto de walores de frecuencia en el cual, la
magnitud del numerador es igual a la magnitud del denominador. Suponer que p(s,e™") es
estable para T = 0. Entonces el retardo mdzimo Toae (Margen de robusiez) permitido para
que la famiia F, sea estable, estd dado por:

Tmax = min{7. 7, ..., 7a}

donde n representa el nimero de elementos del congunto W, y los elementos 1; se oblienen
como:

LT + LN(jw) — £D(jw) e —

w

Prueba. La prueba se obtiene aplicando el tevrema 4.1 y el lema 4.4. Si para 7 =0 es
estable; entonces, del teorema 4.1. F. es estable ¥ 7 € [0, Tmax) si y sélo si, 0 ¢ V. (w). De la
forma que tiene el "value set” para la familia 7., la iinica manera de que el "value set” pase
por el cero del plano complejo, es que | N(jw) |=| D(jw) |; por lo tanto es suficiente checar
sdlo los valores de frecuencia w; € W.. El arco de circunferencia maximo de tal forma que
V- (w) alcanza el cero es presentado en la figura 4.14.
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Figura 4.14 Value set que pasa por cero.
la férmula del corolario anterior es obtenida calculando, de la figura anterior, el arco
maximo permitido para que el "value set” no contenga el cero.
|

NOTA 4.5 Este corolario coincide con el resultado presentado en [55]; sin embargo, €ste se
obtuvo en base a la definicion del value set para lo familia F.. Es tmportante menctonar que
Tmax €5 el mdzimo retardo para garentizar estobilidad partiendo de un reterdo igual a cero;
lo anterior no implica necesariamente que p(s,e ") sea inestable para todo T > Tmay;, MdS
ain, pudieran existir intervalos de retardo 7 € [77,77] con 77 > Tiay; tal que p(s,e” ") sea
robustamente estable.

4.4 Ejemplo Numérico

En esta seccion se presentard la aplicacidn de los resultados obtenidos en este capitulo a un
ejemplo numérico. Considerar la siguiente ecuacion caracteristica:

p{s.q,r,e™™) = D(s) + N(s,q) &7 (13)
donde:

I

D(s) 8>+ 7s* +19.45* + 26.65% + 18.0384s + 4.8384
N(s,q) = 5+ (58+ga)s®+ (11.05+q1)s + (6.9 + qo)
~18 < ¢ <18 0<71<1

utilizando un programa condificado en MATLAB se obtiene el siguiente "value set” para
un rango de frecuencias w € [0.2] con incrementos de 0.1.
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Figura 4.15 Value set para ejernplo 4.4.

aplicando el teorema 4.1 pedemos concluir que la familia de cuasi-polinomios (13) es
robustamente estable; ya que el "value set” excluye el cero.

4.5 Conclusiones

En este capitulo se presenté una caracterizacién del "wvalue set” para una clase de sistemas
dindmicos con retardo de tiempo, los cuales son representados por plantas intervalo con
retardo en la entrada; esta caracterizacion permite elaborar un programa que realice la con-
struccién del “value set” y lo presenta en forma grafica. Con esta construccidn y con la
aplicacién del principio de exclusién del cero, se puede obtener condiciones necesarias y sufi-
cientes de estabilidad robusta mediante inspeccién visual de la grifica; el programa obtiene
la grafica del “value set” teniendo como datos los limites minimos y maximos que definen
la incertidumbre en cada uno de los coeficientes ‘del cuasi-polinomio y en el retardo; este
programa se tiene disponible en las librerias de MATLAB del autor de esta tesis.

Esta forma de analizar la propiedad de estabilidad robusta para esta clase de sistemas
dindmicos es muy simple y una ventaja importante es gue el problema es transformado
en la verificacién de una grafica en el plano complejo; otra ventaja importante es que el
calenlo realizado no requiere de hacer operaciones que puedan representar problemas de error
numérico, ya que solo se requiere realizar operaciones basicas con niumeros complejos. En este
capitulo se verificé la propiedad de estabilidad robusta en base a inspeccién visual de la grafica
del "wvalue set” y para un caso particular se obtuvo una condicién analitica para determinar
el margen de robustez en el retardo de tiempo; sin embargo, es posible obtener condiciones
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de estabilidad robusta para el caso general en base a puntos extremos, determinados por
elernentos que pertenecen a la misma familia de cuasi-polinomios; lo anterior sera presentado
a continuacién como um posible trabajo futuro.

4.5.1 Trabajos Futuros

La caracterizacion del "value set” puede ser utilizada para obtener condiciones suficientes
de estabilidad robusta; esta caracterizacién es de utilidad para determinar una regién que
contenga el "value set” y determinar, en funcién de esta region, las condiciones de estabilidad
robusta; la contencién estricta de la regién es lo que hace que las condiciones sean suficientes,
la regién mencionada anteriormente se presenta en la siguiente figura:

(i

Figura 4.16 Region que contiene el value set P-.

donde los polinomios evaluados en jwy M (jwe) y T (jwo) se pueden obtener a partir de los
polinomios de Kharitonov del numerador y denominador de la planta intervalo. De la figura
anterior se puede observar que el circulo de radio | T(jwo) | ¥ centrado en M(jwp), contiene
completamente el "value set” de P.r; por lo que una condicion suficiente para garantizar esta-
bilidad robusta es que esta regién no contenga el cero del plano complejo. Con la sustitucién
del "value set” criginal por el circulo que se presenta en la figura anterior, se pueden aplicar
los resuitados obtenidos para el caso particular presentado en la seccién 4.3.1; con lo cual se
obtienen condiciones suficientes para la familia de cuasi-polinomios que tiene incertidumbre
en los coeficientes y en el retardo; lo anterior con la gran ventaja de que sélo se tienen que
verificar los polinomios M (s) y T(s). La figura 4.16 muestra el circulo que contiene al "velue
set” para una frecuencia fija wo; sin embargo, de igual forma se puede obtener esta region
para cualquier frecuencia w € {0,c0). Es importante notar que cste método que se pro-
pone, aunque son condiciones suficientes, es menos restrictivo que el problema de estabilidad
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CAPITULOS5
Estabilidad Robusta de Sistemas Dife-

rencia Diferencial

5.1 Introduccion

Eu este capititlo se analizard una clase de sistemas dindmicos retardados mas general que
los tratados en el capitulo anterior, estos sistemas dindmicos son denominados diferencia-
diferencial. Estos sistemas dindmicos tienen la siguiente descripcion:

2(t) = Apz(t)+ Az(t—7) + Bu(t) (1)

| u(t) = Os()
donde Aj. 4, € R™"; B € R®!; C € R=" y 7 € R, ; como se puede observar, la definicién
de los sistemas diferencia-diferencial es realizada en el dominio del tiempo, tal como se mues-
tra en la ecuacion (1); sin embargo, el interés en esta tesis es trabajar con representaciones
en el dominio de la frecuencia, por 1o que sera necesario su transformacién. La propiedad de

estabilidad de (1), que es el interés principal en este trabajo, estd determinada en funcién de
la solucién de la siguiente ecuacidn caracteristica:

det(s] — Ag— A1) =0 (2)

desarrollando la ecuacién det(s] — A; — A;e~ ™) se obtiene un cuasi-polinomio que tiene
la siguiente forma:

det(s] — Ag — Aye™™) p(s, e ™) (3)
p(s,e™™) = pols) + pu(s)e™™ +pals)e ¥ +... + pa(s)e™™

i s
= > p(s)e
k=0

fl
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en el cual pr(s) (k — 0,1,2....,n) representan polinomios fijos que satisfacen la condicién:

degpo(~)] —n > deglpe(s)] Vik=12,...,n (4)

la relacidon que existe entre la propiedad de estabilidad del sistema dindmico diferencia-
diferencial y la ecuacidn caracteristica (2) es la siguiente: el sistema (1) es estable si y sélo
si, se satisface la siguiente condicién:

det(s/ — Ag— A1e” ™) #0 VseC, (5)

donde C, indica el semiplano derecho cerrado del plano complejo: es decir, incluye el
eje imaginario. A los cuasi-polinomios que satisfacen la condicién anterior los Hamaremos
cuasi-polinomios estables: mavores detalles sobre esta condicién se pueden encontrar en [23].

Considerando la forma que tiene la ecuacién caracteristica (2), la condicién (5) se puede
expresar como:

pls,e ™) £0  VseC, (6)

esta condicion establece que el sistema dindmico diferencia-diferencial es estable si y sélo
s1, las raices del cuasi-polinomio (3) estén todas contenidas en el semiplano izquierdo abierto
del plano complejo. Es claro que existe una relacion directa entre un cuasi-polinomio estable
y el sistema dinamico (1) estable; por lo que se trabajara con cuasi-polinomios para obtener
propiedades de estabilidad de sistemas dindmicos como el definido en (1).

5.1.1 Antecedentes sobre el Problema de Estabilidad de Sistemas

Diferencia Diferencial

Los sistemas dindmicos diferencia-diferencial han tomado gran importancia en los dltimos
anos: por lo que una gran cantidad de articulos relacionados con estos sistemas han sido
publicados. Existen diferentes formas de plantear el problema de estabilidad para un sistema
de este tipo; entre las diferentes formas se encuentran [39], que presentan un resultado para
calcular el margen del retardo en base a la medida ¢ de una matriz determinada, que en
este caso esta formada por las matrices Ag y A; del sistema (1); este resultado hace uso de
las propiedades de la medida u de una matriz para garantizar que las raices de la ecuacion
caracteristica (2) estén todas contenidas en el semiplano izquierdo del plano complejo; en [34]
un analisis similar es presentado. Por otra parte, el problema de estabilizacién también ha
sido abordado con gran interés: en |37 se propone una retroalimentacion de estado para asig-
nar una cantidad finita de polos de un sistema dindmico diferencia-diferencial; [40] presenta
condiciones para que una leyv de control de tipo retroalimentacién de estado estatica, logre
estabilizar un sistema como el representado por (1) con perturbacién variante en el tiempo y
considerando saturacién en la ley de control; en [32] usan la técnica de H., para garantizar es-
tabilidad de un sistema con retardo en la entrada. cuando se le aplica una retroalimentacién



56

de estado. Existen muchos otros articulos que analizan este tipo de sistemas en base al
inétodo de Lyapunov {35], como en [51] donde se nusa el método de Razumikhin para garan-
tizar estabilidad. Como se puede observar, los sistemas antes mencionados han provocado
gran interés; la razdn principal es que existen muchas aplicaciones que pueden representarse
con esta estructura y por lo tanto su andlisis es de gran importancia. En la mayoria de los
resultados anteriores, aunque tratan casos muy generales, las condiciones que se abtienen son
arbitrariamente conservadoras, ya que son condiciones suficientes; es por eso el gran interés
de este trabajo en obtener métodos que simplifiquen el andlisis de estabilidad y puedan re-
ducir, en forma simultinea, el conservatismo de los métodos anteriores. Realizando el analisis
en el dominio de la frecuencia, es posible obtener resultados menos conservadores; aunque
se consideran sistemas menos generales. Existen dos articulos bdsicos que tratan el prob-
lema de estabilidad robusta de sistemas diferencie-diferencial en el dominio de la frecuencia:

{5] ¥ [20]; estos articulos son de gran importancia en la obtencidn del resultado principal
presentado en este capitulo.

5.1.2 Planteamiento del problema de estabilidad robusta

El objetivo de este capitulo es analizar la propiedad de estabilidad de sistemas dindmicos de

la forma (1), cuando se considera que algunos pardmetros presentan incertidumbre. Como se

menciono en el capitulo 2, existen diferentes formas de considerar la incertidumbre paramétrica
en un sistema dindmico; en este capitulo se considerara que el sistema dinamice tiene incer-

tidurnbre de tipo afin; es decir, que los parametros con incertidumbre estan relacionados en

forma afin con los coeficientes de la ecuacion caracteristica. La ecuacién caracteristica (3)

con incertidumbre afin puede ser representada de la siguiente forma.:

]
p(s,q,e*) =pols,e ™)+ > ami(s,e™) ¢ <g<gqf (7)

i
=1

debido a la forma que tiene la incertidumnbre, este conjunto de cuasi-polinomios también
puede ser expresado de la signiente manera:

m i
pls,r,e”™) =Y np(s,d,e™™) 720 ry = (8)
1=1 i=1
es decir; se puede expresar como una combinacién convexa de m puntos extremo p(s, q*,e~"*);

en el cual q* es un vector formado con las combinaciones entre los valores extremo de la in-
certidumbre ¢ . g;". El conjunto de cuasi-polinomios definido por {8) representa la ecuacién
caracteristica de la funcién de transferencia de un sistema dindmico representado mediante
el diagrama de bloques de la figura (5.1), cuando éste presenta incertidumbre de tipo afin
en una sola de las funciones racionales G;(s) 6 H.(s); esta consideracién es equivalente a
tener incertidumbre afin en una fila 6 columna, de las matrices Ag y A;- Una consideracion
importante en el problema de estabilidad robusta que aqui se tratara, es que también se
incluve incertidumbre en el retardo 7 y ésta serd considerada de tipo intervalo. Entonces, el

conjunto de cuasi-polinomios de (8) considerando la incertidumbre intervalo en el retardo,
forma una familia que sera definida como:



.
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H. = {p(s,r.e *): 7€ [0,00]} (©)
Entonces, el objetivo en este capitulo sera obtener condiciones de estabilidad robusta para

la familia H- . Es importante mencionar que la familia de cuasi-polinomios representada por

H., es un caso particular del tipo de familia considerado en [5] y {20] con la diferencia que
ahora se considera el retardo 7 con incertidumbre.

En el resultado principal de [20] se presentan condiciones necesarias y suficientes que
garantizan estabilidad robusta de la familia H,, cuando el retardo 7 es un valor fijo. Este

resultado esta en funcion de las aristas del cuasi-polinomio que se definen de la siguiente
forma:

Erlp(s,r,e™™)] = Ap(s,q*, e ™)+ (1 — Ap(s, gt e™) (10)
Ae 01 k=1..0 i=1,..,1-1

¢l resultado principal del articulo anterior es el siguiente.

TEOREMA 5.1 La familie de cuasi-polinomios H, pare un 7 fijo es robustamente estable
st y sélo se. el conjunto de aristas Ey;[p(s,r,e" )] es estable.

En realidad el resultado original anterior es valido para regiones de estabilidad que sat-
isfacen ciertas propiedades, as{ como para un caso mas general de cuasi-polinomios; sin
embargo, en este capitulo solo se consideraran familias de cuasi-polinomios representados
por (9). Del teorema anterior se puede concluir que el problema de estabilidad robusta esta
en funcién de las aristas representadas por (10) y por lo tanto nuestro esfuerzo sera enfocado
en garantizar estabilidad robusta del conjunto de cuasi-polinomios definidos por las aristas.
Este conjunto define una nueva familia de cuasi-polinomios que seré representado por:

P, = {p(s, A, e ™) : A€ [0.1];7 € [0, 0]} (11)
donde:

p(s, A, e7™) = Apo(s,e7°) + (1 — Npi(s,e™ ™)

Entonces. a partir de la signiente seccién nuestro interés principal serd el obtener un
procedimiento para verificar estabilidad de la familia de cuasi-polinomios (11). Este proced-

imiento est4 basado en el concepto de Gnardian Maps presentado en [49) que ser introducido
en la siguiente seccién.

5.2 Introduccién a Guardian Maps

Con el fin de introducir algunas definiciones topoldgicas que seran necesarias para definir
el Guardian Map es necesario asociar un conjunto de polinomios a un espacio vectorial.
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Lo anterior se puede realizar de la siguiente forma: un polinomio se define completamente
en funcién de sus coeficientes; entonces, un polinomio p(s) = % 5 a;s°, se puede asociar
a mm vector a € R**! formado por los coeficientes del polinomio p(s) como sigue: a =
(g, ay,- .. ,a.]". donde a, # 0; posteriormente serd denotado como a a todo vector asociado
a un polinomio p(s). Por otra parte, se denotara como P" al conjunto de polinomios de
grado n y éste se puede asociar a un espacio vectorial X formado por el conjunto de vectores
asociados a P". Ademais, se puede definir una norma || - || sobre R**! para definir un espacio
vectorial normado. Entonces, con esta relacién obtenida se pueden introducir las siguientes
definiciones topoldgicas asociadas a conjuntos de polinomios.

DEFINICION 5.1 Dado un polinomio p € P* y un € > 0. entonces, una esfera abierta de
polinomioes centrada en el polinomio p(s) = Y1 a,s" se define como:

Supe) =¥ = g |l - af < e}

DEFINICION 5.2 Sea P C P": entonces, un polinomio p* € P" se dice que es un poli-
nomaio interior de P, st enste un € > 0 tal que:

S.(p*,e)C P

es decir, el conjunto de todos los polinomios que estdn a una distancia menor que &, estdn
totalmente contenidos en P.

El conjunto de polinomios interiores de P sera denotado como ’}OD

DEFINICION 5.3 Un conjunto de polinomios P C P™ se dice que es abdierto si P = ’}c?

Usando la propiedad de continuidad de las raices de un polinomio con respecto a sus
coeficientes, se puede asociar un conjunto abierto de polinomios con un subconjunto abierto
de puntos en el plano complejo, en el cual estén contenidas todas las raices del conjunto de
polinomios; por lo tanto el conjunto de polinomios estables es un conjunto abierto.

DEFINICION 5.4 Sea P un conjunto de polinomioes de grado n. Entonces, un polinomio

p*t € P" se dice que es un polinomio cerradura de P, si para todo € > 0, existe un polinomio
p € P tal que:

fla” —al <¢

El conjunto de todos los polinomios cerradura sera denotado como P = P.

DEFINICION 5.5 Un conjunto de polinomios P es cerrado si P = P.

Usando nuevamente la propiedad de continuidad. se puede verificar que el conjunto de
polinomios cerradura del conjunto de polinomios estables, es el conjunto de polinomios que
tienen sus raices en el semiplano izquerdo cerrado del plano complejo.



DEFINICION 5.6 Sea P el conjunto de polinomuos de grade n y sea p*(s) un polinomio de
grado n. (no necesa, amente perteneciente a P), el cual tiene asociado un vector a*. Entonces,
el conjunto de polinomios frontera de P se define de lo siqguiente forma:

AP ={p €eP":5.(p",e)NP#D y S.(p",e) NP #0 Ve>0}
donde OP denota el conjunto de polinomios frontera y P° indica el complemento de P.

Los polinomios frontera del conjunto de polinomios estables esta determinado por el con-
junto de polinomios que tienen al menos una raiz en el eje jw. Como se puede observar,
asociando los polinomios a un espacio vectorial normado a través de los vectores a definidos
en funcién de Jos coeficientes del polinomio, se pueden definir algunos conceptos topolégicos.

5.2.1 Definicién del Guardian Map

Con las definiciones anteriores es posible introducir la definicién del Guardian Map, que
serd utilizado para obtener condiciones de estabilidad robusta, cuando se considera un tipo
especial de incertidumbre paramétrica, ver [49].

DEFINICION 5.7 See v : P* — R una transformacion que mapea el conjunto de poli-
nomios de grado n en los reales. Entonces, v se dice que es un Guardian Map del conjunto
de polinomios P C P", siv(p) #0V p(s) € P y v(p) = 0V p(s) € oP.

Esta definicion es de gran importancia; ya que con la propiedad de continuidad de las
raices de un polinomio con respecto a sus coeficientes, el problema de estabilidad robusta
puede ser expresado en funcién de algin Guardian Map definido. Una serie de Guardian
Maps fueron obtenidos para diferentes conjuntos de matrices y polinomios; entre los cuales
se encuentra el siguiente resultade.

LEMA 5.1 Sea el conjunto de polinomios estables con coeficientes reales que tienen la sigu-
iente forma:

p(s) = a,s" + a,n_ls"‘1 +...tas+q

entonces, v - p — det[H(p)] es un Guardian Map del conjunto de polinomios de la forma
p(s). Donde H(p) es lo matriz de Hurwitz asociada a un polinomio p(s).

La demostracion de este resultado se obtiene en forma directa aplicando la férmula de
Orlando, ver [21]:

det{H(p)) = (~1)"FT a* a0 ] (& + )

1<i<ksn

donde z, son las raices de p(s). Las definiciones y conceptos anteriores seran aplicados para
generar un método que determine una forma general de analizar la propiedad de estabilidad
robusta cuando se considera un tipo de incertidumbre paramétrica.
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5.2.2 Aplicacion del Guardian Map en Estabilidad Robusta

El concepto de Guardian Maps es una generalizacion y unificacién de una serie de resultados
que fueron presentados, principalmente en [19); donde se obtiene un método para verificar
estabilidad robusta de combinaciones convexas de polinomios en base a una sola prueba que
estd en funcién del calculo de los valores propios de una matriz especial. En esta seccidn sera
presentada la aplicacién del Guardian Map al problema de estabilidad robusta de familias de
polinomios definidas por la combinacién convexa entre dos polinomios. El teorema principal
que relaciona este concepto con estabilidad robusta se apoya en una serie de definiciones
preliminares que serdn introducidas a continuacién, ver (49).

DEFINICION 5.8 Sea P un conjunto de polinomios de grado n y sea v un Gardian Map
de P. Entonces, v admite una representacién determinante polinomial si existe una funciin

f : P — R¥* tal que cade uno de los elementos de lo motriz f(p) tienen forma polindmica
y adernds:

v(p) = det £(p)

es importante mencionar que k # n. La definicién anterior se puede verificar en forma
maés clara a través del siguiente ejemplo:

EJEMPLO 5.1 Considerar el conjunto de polinomios P definidos de la sigutente forma:
P ={p(s,)=D_Xp(s) : A € [0,1]}
i=1

donde po(s) y pi(s) son polinomios fijos; entonces, v(p) = det H|[p(s, )\)]es un Guardian Map
que admile una representacidn determinante polinomiol, ya que cada una de los elementos de

la matriz H[p(s, )] son de tipo polindmico. En este caso f(p) = Hip(s, A)]; donde H|[p{s, \)]
es la matriz de Hurwitz de p(s. ).

DEFINICION 5.9 Sea P un conjunto de polinomios definido de la siguiente forma:

P = {p(g’ /\) = i/\ip,-(s) TAE [O, 1]}

=1

y sea f(p) una funcién matricial cuyos elementos tienen forma polindmica. Entonces, ez-
cluyendo el mapeo trivial f(p) = 0, el conjunto dnico de matrices Fo, F1,..., Fyx tal que
Fy#0y

f(p(s,2)) = ill'ﬂ
es llamado representacion matricial de f (p(s,)\))i.—
Un caso particular de la definicidn anterior es presentado en la siguiente definicién.
EJEMPLO 5.2 Sea P una familia definada de la siguiente forma:
P = {pls.A) = Apo(s) + (L — A)pi(s) : X € [0.1]}
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como se puede ver claramente la familia de polinomios anterior es una combinacion con-
vera de los polknomios fijos po(s) y pi{s); ademnds, se¢ tomard en cuenta la condicion de
que deg(po(s)] > deg|pi(s)]. Ahora se mostrard que la matriz de Hurwitz de p(s,\) es una
representacion matricial de P.

Hp(s, )] = H[Apo(s) + (1 — M)pi(s)]

= Mlpo(s)] + (1 — ) Hipi(5)]

donde H[p\(s)] es aumentade con ceros para completar la dimensién de H(py(s)]. Ahora, la
expresidn anterior puede ser transformada en la siguiente:

H{p(s, M)] = Hip\(s)] + M H[po(s)] — Hp1(s)]}
= + AF;

1
=) NF
=0

donde Fy = Hp\(s)] v Fy = H(po(s)| — H[pi(s)]; de la dltima ezpresién se puede observar
gue H[p(s, )] es una representacion matricial de P.

Estas definiciones son de gran importancia en la presentacién del resultado principal que
relaciona Guardian Maps con estabilidad robusta; ya que éste es expresado en funcidn de la
representacion matricial y la representacién determinante polinomial, ver [49)].

TEOREMA 5.2 Sea D C C abierto y sea P = {p(s,)) : A € [0,1]} una familia de poli-
nomios de grado n descrita por la siguiente ecuacidn:

{
p(sa A) = Z Aip'-(s)
i~0

Ademds, suponer que el conjunto de polinomios que tienen todas las raices en D admiten un
Guardian Map con una representacion determinante polinowmial v(p) = det f(p) con matrices
Fo, Fy, ..., Fn que definen una representacion matricial de f(p(s,A)). Entonces, para N = 1,
la familia P es robustamente D-estable si y solo si, po(s) es D-estable y la matriz

M(P, D)= -F3'Fy

no tiene ningin velor propio puramente real en el intervalo [1,4+o0). Para N > 1 la misma
condicion se mantiene con la mairiz formada como stgue:

0 I 0 0 0 ]
0 0 I 0 0
M(P,D) = : : : : :
0 0 0 0 I

| ~Fg'Fy —-F'Fyoy —Fg'Fyoe —Fg'Fyy -+ —Fg'R ]

como se puede observar, el teorema anterior resuelve, para N = 1, el problema de es-
tabilidad robusta de una combinacion convexa de polinomios. En la sigutente seccion se
presentaran algunos resultados para las familias de cuasi-polinomios definidas en (11}); estos
resiltados son basados en la téenica que se presentd en esta seccidn.
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5.3 Estabilidad Robusta de Sistemas Diferencia Difer-

encilal

En esta seccién serd presentado el resultado principal de este capitulo, que consiste en obtener
condiciones suficientes de estabilidad robusta para una familia de cuasi-polinomios con in-
certidumbre en los coeficientes y en el retardo. Estos resultados son apoyados en la siguiente
definicién y el teorema que se presentard después de dicha definicién.

DEFINICION 5.10 Un polinomio p(s,T) asociado a un cuasi-polinomio p(s,e™"%) serd
definido de la siguiente forma:

Zp,(s —Ts)%(1 4 Ts)> %
=0

p(s, &™) =Y pi(s)e™
=0

las raices de este polinomio asociado tienen una relacion importante con las raices del

cuasi-polinomio p(s,e™"®), esta relacién es presentada en el siguiente teorema publicado en
52], [53).

TEOREMA 5.3 Suponer que 5° = jw? pam algin valor de w® > 0, entonces s = jw°

es una raiz de la ecuacion caracteristica p(s,e™"*) para algin valor de 7 > 0 si y sélo si,
§9 = jw® es una raiz de p(s,T) pare algin valor de T > 0.

La prueba de este teorema esta basada en la siguiente transformacion:
e~ = r(l —TS) ’
[ l(l + Ts)
para valores de s = jw esta transformacién queda expresada de la siguiente formas:
. 22
e-jwf = (1 ']Tw)
(14 5Tw)
con esta transformacion se puede obtener la relacion entre 7 y T, la cual es vilida en todo
el eje imaginario jw.
Tw=4tan' (Tw)+2nr  n=1,2,3,... (12)

esta relacién fue obtenida igualando el angulo de fase del retardo ™™ con la transfor-

macion. El teorema anterior nos permite presentar el siguiente resultado que esta relacionado
con estabilidad de sistemas con retardo.

COROLARIO 5.1 Sea p(s.T) un polinomio asociado a p(s,e™ ™) y considere Hp(s.T)]
como la matriz de Huruntz en funcion de T del polinomio asociado p(s,T); st p(s.e” ™) es
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estable para 7 = 0, entonces p(s,e™™) es estable para todo T € [0, c0) st y sdlo si:
det {H[p(s, T")] # 0} YT >0

Prueba. Primeramente se hard notar que T = 0 corresponde a 7 = (), esto se puede
verificar de la ecuacién (12) por lo que no es necesario verificar la condicién para T = 0.
Ahora, el teorema anterior muestra que p(s, T') tiene las mismas raices sobre el eje jw que
p{s,e~"®) para algiin valor de T > (; como las raices de p(s,e™7%) representan una funcién
continua de 7 y por hipétesis p(s,e™™) es estable para 7 = 0, entonces si existe un valor
70 > 0 tal que p(s,e™ ") es inestable, deberd existir también un valor 7 = 7° < 70 tal que
p(s,€77%") tiene al menos un par de raices sobre el eje jw y por lo tanto tamabién existird un
valor T* > 0 tal que p(s,T") tiene raices sobre el eje jw. El det{ H[p(s,T)]} es un Guardian
Map de polinomios de dos variables que proporciona una forma de verificar que p(s, T} tenga
raices en juw.

=

Este resultado se puede extender al caso en que se tiene incertidumbre en los coeficientes
del cuasi-polinomio; se asumira que el tipo de incertidumbre genera una familia de cuasi-
polinomios P, la cual fue definida anteriormente en (11). El siguiente resultado hace la
consideracién de que el polinomio p(s, A, T") asociado a p(s, A, e™"*) se define como:

P A T) = Mio(s, T) + (L= N s, T) (13)
y ademas:
f’o(s,T) = %P{(S)(l _,TS)Qi(I +Ts)2n-2i
Pi(s,T) = ili(S)(l =TI +Te)™ ™
=0

estos ltimos dos polinomios estdn asociados a po(s, e ™) = Lr p:(s)e™™ y pi(s,e™™) =
>, li(s)e™"® respectivamente; ahora, los polinomios considerados en (13) son definidos como
sigue:

Po(s,T) = Bols, T)(L + Ts)*
pi(s,T) = Py(s, T)(1+ Ts)2r—m)

donde r = max(m, n); nétese que la incertidumbre en los coeficientes aparece en el término
A. Con estas definiciones es posible postular el siguiente resultado.

TEOREMA 5.4 Considerar la familia de cuasi-polinomios P;; es decir una combinacion
conveza de cuast-polinomios con retardo variable. Suponer también que po(s,e™™) ypi(s,e™™)
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son estables para todo valor de retardo 7 € [0,c0). Entonces, la familia de cuasi-polinomios
P, es robustamente estable pare todo valor de 7 € [0.cc) st y sdlo si:

o {H‘l[ﬁo(s, T)]H['ﬁl(s,T)]} ¢ (—o0,0] VT e (0,00)

Prueba. Primero, es necesario recordar que la familia de cuasi-polinomios P, fue definida
como:

p(s, A, e7™) = Apo(s,e™™*) + (1 — A)pa(s,e77)

ahora, considerando la suposicién del teorema; po(s,e™") y pi(s, e 7%) estables para todo
valor de 7 € [0,0); entonces, la estabilidad de la familia de cuasi-polinomios P, es garan-
tizada si p(s, A,e™™) no tiene raices sobre el eje imaginario para algin valor de A € [0,1] y
7 & [0, 00). Aplicando la propiedad presentada en el teorema 5.3, se obtiene que p(s, A, e™"°)
tiene raices sobre el eje imaginario para algin valor de A € [0,1] y 7 € [0, 00) si y sélo si, la
siguiente ecuacion también tiene sus raices sobre el eje imaginario:

1-Ts\? 1-Ts\?
g(S,/\,T) =)‘p0 (S’A’(].-I-T:) ) +(1_’\)pl (S)A) (i‘_'T.:) )

la ecuacidn anterior es equivalente a la siguiente:

a 1-Ts 2i Ll 1-Ts %
g(s,z\,T)=)\§]p,-(s)(l+Ts) +(1—A)§DQi(S)(1+Ts)

las raices de la g(s, A, T') son iguales que las raices g(s, A\, T)(1+7's)*" donde r = max(n, m);
esta operacién produce un nuevo polinomio que denotaremos como &(s, A, T") y tiene la sigu-
iente forma:

h(s, A T) = ML+Ts)" > pi(s)(1 — Ts)*(1 + Ts)*
1=0

+(l _ /\)(1 +Ts)27—2miqt(s)(l _ TS)%(]_ o Ts)?m—?i
=0
h(s,\, T) = A1+ Ts)">Py(s,T) + (1 — A)(1 + Ts)r~2mp (s, T)
h(s,\T) = Apo(s, T) + (1=~ ANpi(s, T)
h(s,\.T) = p(s,A.T)

por lo tanto p(s, A, T) tiene las mismas raices sobre el eje imaginario que p(s, A, e~™®); para
algiin valor de T € (0,00) y X € [0, 1]. Ahora, siguiendo el mismo procedimiento del corolario
anterior, p(s, A.T) tiene raices sobre €} eje imaginario si y solo si:

det{H[p(s,\,\T)]} #0 VYT >0y Are|[0,1]

sustituyendo términos en la ecuacién anterior:
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det{ H{p(s, A, )]} = det{ H[Mpo(s,T) + (1 — N (s,T)]}

donde, sin pérdida de generalidad se supondré que deg[po(s, T)] = deg[pi(s,T)] y que la
matriz de Hurwitz es completada con ceros en caso requerido para igualar la dimensién de

las matrices. Con las consideraciones anteriores la ecuacién anterior se puede expresar de la
siguiente forma:

det{H[p(s,\,T)} = det{ H[po(s,T)] + (1 - A)HIp:(s,T)]}
det{(1 ~ X)H[fiols, T)]} det{- - T4+ B (s, T (5, 7))

I

nétese que el det{(1 — A)H[po(s, T)]} # O por suposicién del teorema y entonces:

det{Hlp(s, A, 1)} # 0 ¢ det{ - = T+ B (s, T)]HIp (5, 7))}

para valores de A = 0 y A = 1 la prueba es trivial por la suposicién realizada en el teorema,
por lo que sélo falta verificar para valores A € (0, 1); entonces:

det{Hlp(s,\, T)} # 0 & o{H " (Bo(s, T)H[p1(5, T)]} ¢ (—00,0]V T > 0

|
cuando se obtienen propiedades de estabilidad haciendo la consideraciéon anterior, se dice

que el sistema es estable independiente del retardo, ver [14], [27], [28], [50}.

NOTA 5.1 Los resultados presentedos en esta seccidn son semejanies al presemtado en
funcion de un Guardian Map con representacion matricial; de hecho la condicién presen-
tada en estos resultados es, precisamente, la condicion de estebilidad robuste presentada en

el teorema 5.2, con la diferencia gque ahora, F; son matrices cn funcion de une variable T; lo
cual incrementa el grado de complejidad para su céleulo.

El hecho de que la transformacién de p(s,e™°) en el polinomio p(s,T") sea valida solo
sobre el eje imaginario jw, mpide la definicién de un Guardian Map de cuasi-polinomios.
Algunos articulos como [12], {13], {50] han definido este Guardian Map en funcién de una
suma Kronecker de las matrices Aqg y A; del sistema dindmico (1); sin erabargo, de esta forma
es muy complicado poder verificar los resultados obtenidos.

5.4 Ejemplo

El método anterior serd aplicado al siguiente ejemplo para verificar la propiedad de estabili-
dad; considerar que se tiene el siguiente sistema dinamico:
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.«;,-(:)=(_01 _ll)x(t)+(g b )x(t-r)

como se puede observar, es un sistema dindmico diferencia-diferencial; €l cual se consid-
erard que tiene incertidumbre cn el pardmetro ¢ € [0,2] y el retardo 7 € [0, 00). La estabilidad
del sistema dindmico anterior es determinada por las raices de la siguiente ecuacion carac-

teristica:
0 1 0 ¢ -
det(sI—(_l _1)—(0 _I)e )

desarrollando esta ecuacién se obtiene el siguiente cuasi-polinomio:

pls,e ™) =s"+s5+1+(s+9)e™ q¢e0,2],7€[0,:)

este cuasi-polinomio se puede expresar como una combinacion convexa entre dos cuasi-
polinomios fijos de la siguiente forma:

(s, X,e7™) = Apo(s,e™™)+ (1= Np(s,e™™) VAe[0,1]yrel0,00]
po(s,67) = S ts+1+(s)e™™
pi(s,e7) = 8Hs+ Id(s+2e ™
esta expresion es obtenida realizando el siguiente cambio de variable:
2—-¢

A=E_2
2

para aplicar el teorema (5.5) es necesario obtener los polinomios asociados po(s,T) y
p1(s, T); aplicando la definicion de estos polinomios se obtiene:

pols, T) = T2+ (2T 4+ 2T)s® + (T2 + 1)s* 4+ (2T + 2)s + 1
(s, T) = T2 4 (212 + 2T)s + (3T% + 1)s* + (2 — 2T)s + 3

las matrices de Hurwitz asociadas a los polinomios anteriores son:

[2T2 42T 2+2T 0 ¢
- e T?+1 1 0
Hlpo(s,T)] = 0 2T?+2T 2+2T 0
{ 0 772 T°+1 1
[ 2T2 42T 2-2T 0 0
_ 1% 3T +1 3 0
Hpi(s,T)] = 0 9724+ 21" 2—-2T O
0 T2 27?4+ 2T 3

se puede verificar que o(H ™ [Bo(s, T)H([p1(s, T)]) € (—00,0] para T = )%g’ por lo tanto
el sisterna no es robustamente estable para todo 7 € [0,00).
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5.5 Conclusiones

En este capitulo se presentaron algunos métodos que sirven para verificar la propiedad de
estabilidad robusta de combinaciones convexas entre dos cuasi-polinomios. Este resultado
se puede aplicar para verificar las aristas de una familia de cuasi-polinomios formada por
combinaciones convexas de m cuasi-polinomios fijos y por lo tanto se puede extender al
caso de sistemas diferencia-diferencial con incertidumbre paramétrica de tipo afin en una
de las filas 6 columnas de las matrices Ay y 4,. La principal aportacién en este capitulo
fue la consideracion del retardo con incertidumbre. El principal problema del método aqui
presentado, es que en ocasiones es dificil realizar la prueba del cédlculo de los valores propios
para diferentes valores de T’ por lo que resulta necesario obtener una forma méas simple de
verificarlo.



CAPITULO®G

Aplicaciones en Procesos Fisicos

6.1 Introduccién

En este capitulo serdn analizados dos proceso fisicos que tienen gran aplicacion en la in-
dustria, como lo es el sistema de control de nivel hidrdulico y el reactor quimico. Estos
sistemas serdn analizados para garantizar la propiedad de estabilidad robusta cuando pre-
sentan incertidumbre paramétrica, la cual es reflejada como incertidumbre intervalo en los
coeficientes de la ecuacién caracteristica y el retardo de tiempo que presentan estos procesos.
Fl retardo de tiempo que aparece en algunos procesos causa grandes complicaciones en su
andlisis, por lo que es necesario introducir nuevas metodologias con el fin de simplificarle; lo
anterior es la motivacién principal de presentar este capitulo, ademés de justificar en cierta
forma los resultados tedricos obtenidos. Los modelos matemiticos de los procesos fisicos,
en el cual se basa puestro andlisis, fueron obtenidos de bibliografia que serd referenciada
posteriormente. Los modelos se obtuvieron bajo diferentes suposiciones, de tal forma que
su estructura matemstica coincide con el tipo de sistemas que fueron considerados para el
andlisis en los capitulos anteriores. Es necesario mencionar que este tipo de sistemas no son
considerados en su forma mds general, ya que no se toman en cuenta todos los aspectos que

afectan el comportamiento dindmico del proceso; sin embargo, ias mismas consideraciones
son realizadas en la industria.

6.2 Sistema de Control de Nivel Hidraulico

El sistema de nivel hidrdulico presentado en la figura 6.1 serd considerado para su anélisis en
esta seccidn, este es un sistema de control tipico que presenta retardo de transporte debido
al tiempo que tarda el liquido en pasar a través de la tuberia; este sistema de control fue pre-
sentado originalmente en [56] y [36] donde fueron obtenidos los modelos matemadticos de cada

uno de los componentes del proceso: sin embargo, nuestra aportacién seré la consideracion
de incertidumbre paramétrica.
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Figura 6.1 Sistema de Nivel Hidrdulico.
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FLOTADOR

El sistema anterior consiste en controlar el nivel del liquido A depositado en el tanque;
el nivel es controlado mediante la dosificacién del flujo de liquido en la enirada y la salida
mediante las vidlvulas, tal como se muestra en la figura 6.1. Los elementos que presentan
un comportamiento dindmico en el proceso anterior son: la valvula que permite la entrada
del liquido al tanque, el tanque y el elemento sensor que en este caso estid formado por el
flotador; cada uno de ellos es representado por la siguiente funcién de transferencia, ver [36):

Ga(s)
G;(S)

Gy(s)

10

s+1
3.15

> —

30s+1
9

s2—3s+9

donde G,(s). G:(s). G(s) son: la funcién de transferencia del actuador, tanque y flotador,
respectivamente. Como se mencioné anteriormente, existe un retardo de tiempo entre la
apertura de la valvula y la parte final del tubo donde sale el liquido de alimentacién. tal
como se muestra en la figura 6.1. En este caso el retardo de tiempo 7 depende de la distancia
d, el drea transversal de la tuberia de alimentacion A v la velocidad del fluido v; es decir
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7 = dA/v. Por lo tanto el sistema de control de nivel hidraulico se puede representar mediante
el sighiente diagrama de bloques;

Ris) " ¥(s)
- G.(s) —> € —> Gits)

G,(s) |«
fotador

Figura 6.2 Diagrama de bloques del sistema de control de nivel.

r(t) es €l nivel deseado y y(t) es el nivel real del tanque. Dado que nuestro interés es
el analisis de estabilidad del sistema anterior, entonces serd necesario obtener la funcion de
transferencia de lazo cerrado.

Y(s) 31.5(s® +3s+ 9)e™™
R(s) = 30s%  121s% + 36452 + 2825 + 9 + 283.5¢~7¢

por lo tanto la estabilidad del sistema anterior estd determinada por la siguiente ecuacion
caracteristica:

p(s,e7 ") = 30s* + 121% + 3645° + 2825 + 9+ 283.5¢*

el retardo 7 depende de la longitud de la tuberia asi como de la velocidad del fluido v
por lo que un cambio en cualquiera de estos términos produciria un cambio en el retardo
de tiempo 7; un cambio en la longitud del tubo seria muy poco probable, sin embargo la
velocidad del fluido si es factible de cambio. La primera consideracion que se hara para iniciar
el andlisis de estabilidad serd que el retardo presenta incertidumbre y se puede expresar como
T € {0, Tmax]. Uno de los problemas interesantes es determinar €l maximo valor de Tmax Para
el cual el sistema fisico permanece estable; para esto seran utilizados los resultados obtenidos
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en la seceion 1.3.1. Entonces, expresando al ecuacion caracteristica de la misma forma que
en 4.3.1 obtenemos: ;

p(s,e™™) = D(s)+ N(s)e ™
D(s) = 30s*+ 1215 + 364s% 4+ 2825 + 9
N(s) = 2835
se puede verificar que la condicién del corolario 4.1 no se satisface por lo que el sistema no
es estable para todo valor de retardo = > 0; por lo tanto es necesario aplicar el corolario 4.2

para determinar el méaximo retardo permisible. Para esto se tiene que encontrar €l conjunto

W, = {w € [0,00) :| N(jw) |=| D(jw) |}; se puede notar que N(s) y D(s) evaluados en jw
tienen la siguiente forma:

N(jw) = 2835
D(jw) = (30w* — 364w? + 9) + j(282w — 121w?)

por lo que el conjunto queda determinado:
W, = {w, = 0.8356}

entonces:

_ @+ LN (jw) — £D(jun)

s

-

[h¢

donde:

N(jwn) = 283.5
D(jw) = —230.51+ j165.04

realizando las operaciones anteriores se obtiene que , = 0.7436 por lo que el retardo
méximo, aplicando el corolario 4.2, serd igual a Ty, = 0.7436; la hipétesis del corolario se
satisface ya que el sistema de nivel de liquido es estable cuando el retardo es igual a cero.
Entonces para que el sistema de nivel hidrdulico permanezca estable, el retardo de tiempo
debera estar dentro del siguiente intervalo 7 € [0,0.7436). Las unidades del retardo de tiempo
depende de las unidades que se consideren en el sistema fisico; por ejemplo, si se considera
una distancia fija en la longitud del tubo de alimentacién de  m, el drea transversal del tubo
igual a 1 m?. entonces para asegurar estabilidad en el sistema es necesario garantizar que la
velocidad del fluido sea superior a 6.724 m®/ min. Los resultadns obtenidos anteriormente
pueden verificarse mediante la respuesta transitoria del sistema de control en lazo cerrado

para diferentes valores del retardo de tiempo, cuando se le aplica una entrada r(t) de tipo
escalon unitario.
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Respuuastia Transitoria
v T

Nlivel (mte.}

A L 1 . i
(s) 5 10 15 20 25
Tiempo (Wmla }

Figura 6.3 Respuesta transitoria del sistema. de nivel.

de la gréfica anterior se puede observar como el sistema pierde estabilidad cuando el
retardo de tiempo es mayor a 0.7436 min. También se puede notar que para valores de 7
mayores a 0.7436 min, el nivel del liquido toma valores negativos; esto puede tener diferentes
interpretaciones fisicas, en nuestro caso supondremos que se tiene un tanque auxiliar de
reserva y un valor negativo en el nivel del liquido indicard que se estd utilizando liquido
del tanque de reserva. El andlisis que se ha realizado hasta ahora, ha sido considerando
incertidumbre paramétrica tinicamente en el retardo de tiempo; sin embargo un cstudio més
completo es considerar incertidumbre en otros pardmetros. En seguida se analizara el sistema
de nivel hidraulico considerando incertidumbre en sus parametros; se tomara como sistema
nominal ecuacién caracteristica original:

p(s,€7™) = 30s* + 1215° + 3645% + 2825 + 9 4 283.5¢~0*

entonces si se considera que el sistema presenta una incertidumbre del £10% en cada
uno de los coeficientes del cuasi-polinomio y el retardo de tiempo 7 € [0,0.6], la ecuacién
caracteristica queda expresada como:

pls,q.me™™) = {27,33)s" + [108.9,133.1]s° + [327.6,400.4]s% + [253.8,310.2)s
+[8.1,9.9] + [255.15, 311.85)e -6l

esta ecuacion caracteristica coincide con el tipo de ecuacién considerada en la seccién
4.3; por lo tanto se puede utilizar el teorema 4.1 para verificar la propiedad de estabilidad.
Utilizando los programas que se presentan en el apéndice se puede obtener la grafica del
"value set” que tiene la siguiente forma;:
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Figura 6.4 Value set de la ecuacion caracteristica del sistema de nivel.

de la grafica anterior y aplicando el teorema 4.1 se puede establecer que el sistema de
control de nivel, considerando la incertidumbre, es inestable; lo anterior debido a que el
"palue set” contiene al cero del plano complejo. En la grifica anterior es posible que no se
logre distinguir la contencién del cero; sin embargo mediante el siguiente acercamiento se
puede observar claramente dicha contencién.

Value-Set
25 ¥ T

200F

130k + - e J

1

100 p

-3a¢

of= - - —

s
260 -150 =100 -30
Re

5a 100

Figura 6.5 Acercamiento del ”value set” del sisterna de nivel.
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Por otro lado, debido a que el sistema es inestable para algun valor de la incertidumbre
es importante determinar el reta’lo maxiino que permite al sistema conservar la propiedad
de estabilidad. con la posibilidad de obtener la grafica del "value set” con relativa facilidad
se puede obtener un valor aproximado del retardo maximo; por inspeccion de una serie de
graficas se obtuvo que el retardo méximo considerando la incertidumbre del 10% en los
coeficientes es de T = 0.4; la grafica del "value set” considerando este retardo es la siguiente:

Yalue-Set

LI —

250 T

2Q0p

L1l 1

150

£ 100}

sar

L
r
(=3 et

50 100

Figura 6.6 Value set para el retardo maximo del sisterna de nivel.

El andlisis presentando en esta seccidon permite determinar la robustez del sistema de
control de nivel ante incertidumbre paramétrica de tipo intervalo en los coeficientes y en
el retardo de tiempo. Esta propiedad es de gran importancia en los procesos fisicos reales,
debido a que siempre existen algunos pardmetros que por las condiciones de operacion no
mantienen un valor fijo y entonces es necesario tomar las medidas adecuadas para no danar,
en un momento dado, algin componente del sistema.

6.3 Reactor Quimico

Otro proceso de gran interés para su analisis es el conjunto de tres reactores quimicos
isotérmicos continuos ccnectados en serie tal como se muestra en la siguiente figura, ver

[677:
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Figura 6.7 Sistema de reactores quimicos conectados en serie.

El sistema de control formado por los reactores quimicos tiene como objetivo controlar
la composicién de una reaccién quimica entre dos elementos A y B. El modelo matematico
del sistema anterior se obtiene, por una parte, aplicando balances de masa en cada uno de
los reactores; si se considera que el volumen Vi=Vo=V, =V yladensidad py = g =
p3 = p son constantes, entonces por el principio de conservacion de masa, €l flujo F' también
permanece constante; es decir £y = I} = Fy = F3 = F. La otra parte del inodelo matematico

es obtenida aplicando las ecuaciones de continuidad para cada uno de los elementos, tal como
se muestra en seguida:

_(__41_) —— _Fb AD — 1L A ‘ CIC Al
d L C 2 C' - — L szAZ
d L’ C v (' —_ F - I’ K CA3
M — P“Z A') 3C.43 3 3

donde Cg4, representa la composicién del elemento A en cada reactor quimico, k; es la
razon de reaccion especifica y estd dado por la ecnacion de Arrhenius, ver {57). Es importante
mencionar que el término k; estd en funcién de la temperatura en cada reactor, la cual se
supondra constante debido a que el proceso es isotérmico. También es necesario hacer notar
que se deben abtener un conjunto de ecnaciones similares a las anteriores para el componente
B; sin embargo. debido a que se trata sdélo de dos componentes, la composicién Cg sera el
complemento de C'4 por lo que no se requiere su obtencién. Realizando la suposicion de que



76

el volumen y el flujo en cada uno de los reactores es constante, la ecuacién anterior queda
simplificada de la siguiente manera:

dC 1 1
Al + (kl + ') C_.u = -CAQ

dt a a

dC 1 1
2+ (kz s —) Cu = —Cy

dt a a

dC a3 1

+ (ka + l) Ca = —Ca
di a a

donde a = 1/ F. Es importante mencionar que la composicién Cyy ¥ C42 que alimentan
al segundo y tercer reactor respectivamente, no estan disponibles en forma instanténea ya
que es necesario transportarlo a través de la tuberia por lo que existe un retardo entra cada
uno de los reactores, tal comoc se muestra en la figura 6.7. Es claro que la consideracién de
este retardo altera el modelo matematico obtenido anteriormente; las ecnaciones dindmicas
de los tres reactores considerando el retardo de tiempo quedan expresadas como sigue:

dCa(t 1 1
2l | (b +2)cul) = 20wl
dC alt 1 1
2:( ) <+ (kg ¥ E) Calt) = acAl(t =)
dC a3(t) 2

7 di + (kg + %,) Casl(t) = acAg(t —T3)

donde 7,7, representan el retardo de tiempo que existe entre los reactores. Al igual
que para el sistema de nivel presentado en la seccién anterior, €l retardo de tiempo estd
determinado por la velocidad del fluido y la distancia de la tuberia; para nuestro caso sera
considerade que el retardo de tiempo es igual para los dos reactores; es decir 7, = 7 = 7.
Ahora, sin pérdida de generalidad, se hara la suposicién de que las condiciones iniciales del

sistema anterior son iguales a cero v entonces la funcién de transferencia de cada reactor es
la siguiente:

Ca(s) _ ,1}

CAU(S) o s+ (’x[ +- tl‘)
Casls) . -
Cals) s+ (atl)
Casls) 3 .
CAQ(S) - s+ (A‘g + ;’]‘)

en el caso de que las condiciones iniciales no sean igual a cero, entonces con un cambio
de variable se pueden obtener las mismas funciones de transferencia paro ahora para los
incrementos er la composicion correspondiente. El sistema de control presentado en la figura
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6.7 tiene como objetivo controlar la composicién Ca3 que sale del tercer reactor a fravés de
la dosificacién del reactivo Caps que sumado con el flujo de entrada Csp son introducidos
al primer reactor, se asume que se tiene un sensor de composicion ideal; es decir, que la
funcién de transferencia del sensor es unitaria y la misma suposicion es realizada para la
valvula que controla el flujo del reactivo; el algoritmo de control serd considerado que es un
proporcional més integral, lal como se muestra en la figura 6.7. Bajo las consideraciones
anteriores el sistema formaslo por los reactores quimicos se puede representar mediante el
siguiente diagrama de bloques:

entrada
C,pfs)
Reactor|Cafs)| Reactor| Cots) Reactor|Cs)| 205|544
1 — B~ 2 3 > e —>
Gds)
corarolador
o o —
referendia
Cys(s)

Figura 6.8 Diagrama de bloques del reactor quimico.

el andlisis se realizard considerando los siguientes valores de los pardmetros: ¢ = 2min,
ky = 0.5min™, k; = 0.6min"", k3 = 0.7min"", K, = 20. T; = .2 seg; donde K, y T; rep-
resentan la ganancia proporcional y el tiempo integral del controlador P1, respectivamente.
Tomando en cuenta los valores asignados a los parametros, la relacion entre la salida del
proceso y las entradas Cap y'C’j{ est4 determinada por la signiente ecuacién:

Cas(s) = Gi(s,e”"*YCR (s) + Ga(s.e7*)Cup(s)

donde:
4s+1 e'"g"’
Gl(s, e-”) = 4 o3 ( > ) = —2
0.25* + 1.565% + 1.054s% + 3.51s + (4s + 1)e~?"s
e 0.2se=%"
Gz(s,e' ) =

0.2s7 + 1.565% + 4.0545% + 3.515 + (45 + 1)e2rs
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de la ecuacién anterior se puede observar que la estabilidad del sistema estd determinada
por la siguiente ecuacién caracteristica: '

p(s,e™) = 025 + 1.565° + 4.054s% + 3.51s + (ds + Ve

donde h = 27. Con cstas condiciones se realizard el siguiente andlisis de estabilidad
robusta.

6.3.1 Incertidumbre en el Retardo de Tiempo

Primeramente se considerarda que el sistema formado por los tres reactores quimicos tiene
incertidurnbre parameétrica en el retardo pero no en los coeficientes de la ecuacién carac-

teristica. Bajo estas condiciones el analisis de estabilidad robusta se puede determinar de
dos diferentes formas:

1) Método Analitico

Aplicando el resultado presentado en el corolario 4.2 se puede obtener, en forma analitica,
el méximo retardo de tiempo que soporta el sistema para garantizar su estabilidad, primera-
mente debera satisfacerse la hipétesis del corolario; es decir, p(s, e™"*) debe ser estable para
h = 0; lo anterior se puede obtener verificando las raices de la signiente ecuacién:

p(s,€") = 0.2s* + 1.568° + 4.054s + 7.51s + 1

las raices de esta ecuacion son:

?a

5, = =~5.2721
sy = —1.1921 + j2.2757
53 = —1.1921 —~ j2.2757
sq4 = —0.1437

por lo tanto la hipétesis se satisface; en seguida es necesario encontrar el conjunto de

valores de w € R, tal que | N(jw) |=| D(jw) |; para esto es necesario encontrar los valores
de w que satisfagan ia siguiente ecuacion:

10.2(jw)* + 1.56(jw)® + 4.054(jw)? + 3.51(jw) |=| 4(jw) + 1 |

desarrollando las operaciones de la ecuacién anterior se obtiene la siguiente ecuacién poli-
nomial en funcion de w.

0.04w® + 0.8120°® + 5.4837w* — 3.6799w% -1 =0

la cual -iene las siguientes soluciones: wy 2 = +0.8946; w34 = +j0.4569; wy; s = 0.9450 +
73.3676; -5 = —0.9450 % 33.3676. Entonces solo existe un valor de w que satisface la
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condicién anterior y es w* = 0.8946. Para ese valor se puede verificar que N{(jw*) v D(jw")

tienen los siguientes valores:

N(jw') = 1+ 53.5784

D(jw®) = —3.1164 + j2.0232
Yy entonces: -
ZN(jw®) = 1.2983 rad
£LD(jw*) = 2.5658 rad

con los valores anteriores se puede aplicar el resultado del corolario 4.2:

. _ 712983 — 25658
1 0.8946

= 2.0949

por lo tanto hn.x = 2.0949 y entonces Ts = 1.0475. ya que h = 27. Entonces podemos
afirmar que el sistema formado por los reactores quimices, para los valores de los pardmetros

establecidos, soporta un retardo médximo de 1.0475 minutos para garantizar estabilidad.

2) Método Grafico

El méaximo retardo también puede ser obtenido en forma aproximada de la gréifica del
"value set”. Usando los programas presentados en el apéndice se puede obtener la siguiente

grafica:

Value-Sat

Figura 6.9 Value set. del reactor con incertidumbre en el rerardo.



80

esta grafica fue obtenida para un intervalo de w = [0,2] y h = [0,2] en la ecuacién
caracteristica p(s,e "**). El siguiente acercamiento de la grafica permite verificar la condicién
de exclusién del cero necesaria para garantizar estabilidad:

Value-Sel

Figura 6.10 Acercamiento del ”value set” del reactor con incertidumbre en el retardo.

Entonces, mediante la construcecién del ”value set” y aplicando el resultado del teorema 4.1
se puede obtener en forma aproximada el retardo maximo, es importante mencionar que este
procedimiento es mucho mas simple que el anterior; sin embargo el resultado es aproximado.

6.3.2 Incertidumbre en el Retardo y en los Coeficientes

Un casc mas real es cuando se considera incertidumbre en los coeficientes y en el retardo, en
esta seccién se analizara el sistema cuando se tiene incertidumbre también en los coeficientes
de la ecuacion caracteristica la cual seré considerada que tiene la siguiente estructura:

p(s.q,r,e”™) = D{s,r)+ N(s,q)e "
N(s,q) = [3.8,4.6]s+(0.95,1.19]
D(s,r) = [19..20}s"*+ [1.48,1.56)s° + [3.85,4.05]s® + [3.34,3.51]s
T = [0.0.5]

es decir. con un +5% de incertidumbre en cada uno de los coeficientes. Nuevamente,
aplicando el teorema 4.1, se pueden obtener las condiciones de estabilidad robusta; en seguida
se presenta la grafica del "value set” correspondiente.
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Yailuve-Sel

10 !
!
st . 1
Ob—=—e—- = _l,_.l____,
a i
I 3 i
-5 4-4 { 1A | e
| |
e . 1 !
E .o < U i i
!
!
-15} I
| Y I
i
-20r [ L= i
i
i
-2s} S= -‘ 1
i
po: 3 I = )
-20 -13 -10 -5 o 3

Figura 6.11 Value set del reactor con incertidumbre en los coeficientes y el retardo.

la grafica anterior fue obtenida para un rango de valores de w = [0. 2.5]. Apoyandonos en el
teorema 4.1 podemos concluir que el reactor es estable para el rango de incertidumbre definido
anteriormente ya que el "wvalue set” no contiene al cero del plano complejo. También se puede
determinar por inspeccién de la grafica, el retardo maximo considerando la incertidumbre

en los coeficientes ya que con la ayuda del programa que construye el "value set” se pueden
realizar muchas pruebas en muy poco tiempo.

6.4 Conclusiones

Se presentd el andlisis de estabilidad para dos procesos fisicos que se presentan muy fre-
cuentemente en la industria, el interés de su andlisis fue mostrar las ventajas que ofrecen
los resultados obtenidos en este trabajo de investigacion haciendo consideraciones que se
aproximan mas 2 la realidad como el caso de la incertidumbre paramétrica en cada uno de
los procesos. Como se pudo observar, el analisis mediante la metodelogia utilizada resulta
muy simple ya que se apoya en resultados graficos inicamente v por lo mismo se pueden
considerar sistemas dindmicos que tengan estructuras de orden grande, caso contrario a la
mayoria de los métodos utilizados para el analisis.



CAPITULO7T

Conclusiones Generales

Como se pudo observar en cada capitulo fueron presentadas las conclusiones relacionadas
con la aportacién correspondiente, lo anterior se realizé con el fin de enfatizar en forma
independiente cada una de las aportaciones de este trabajo. Dado lo anterior en este capitulo

se presentaran las conclusiones generales de la tesis; éstas se pueden enumerar de la siguiente
forma:

1. Se planted el problema de aproximacidn del operador retardo usando aproximaciones de

Padé. Algunos resultados de simulaciones propiciaron una conjetura donde se establece
una mejor aproximacion de Padé.

2. Posteriormente se prefirié analizar los sistemas dinamicos con retardo en su forma mas

completa; es decir, considerando el retardo de tiempo en su forma natural (sin aproxi-
macion).

3. Se extendieron los resultados de estabilidad robusta basados en el concepto del "value

set” al caso de plantas intervalo con retardo de tiempo, considerando incertidumbre en
el retardo.

4. Finalmente se presentaron condiciones suficientes de estabilidad robusta para combina-
ciones convexas de cuasi-polinomios con incertidumbre en el retardo de tiempo.

Las aportaciones personales presentadas en esta tesis, simplifican en algunos casos y ex-
tienden en otros. los métodos analiticos publicados previamente.

7.1 Observaciones y Recomendaciones

Es importante mencionar que existen diferentes formas de analizar los sistemas dindmicos, en
alpunos casos se prefiere obtener un modelo matematico en su forma més general realizando
pocas consideraciones sobre el proceso fisico; lo anterior genera un modelo matemdético muy
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complejo al cual se le pueden obtener pocas propiedades y algunas de ellas son demasiado
conservadoras. En esta tesis se opté por considerar modelos simplificados con el interés de”
obtener propiedades mas completas; aungue € necesario mencionar que con la simplificacion
se pueden perder fidelidad del proceso fisico, la cual se iscéd compensar con la incertidumbre
en los pardmetros.

Algunas recomendaciongs sobre el uso de las técnicas aqui propuestas seran presentadas a
continuacion: -

1. La aproximacién del retardo de tiempo en uu sistema dindmico retardado, simplifica el
analisis de sistema; sin embargo, es importante mencionar que los resultados obtenidos
son \inicamente aproximados, por lo que senia recomendable usarla sélo en los casos donde
110 se reqidera rmicha precision.

2. El "walue set” es un método muy simple y es recommendado para usarse en sistemas
dinamices de dimensiones grandes, los cuales representarian muchos problemas analizar-
los en forma analitica.

3. Por ultimo, el concepto del Guardiau Map transforma un problema de funciones poli
nomiales de dos variables en un problema de nna sola variable: sin embargo, el andlisis
puede resultar complicado para sistemas dinédmicos de dimensiones grandes.

4. FEl anilisis presentado en este trabajo, es vélido para sistemas lineales invariantes en el
tiempo con retardo en la entrada con incertidumbre independiente en los coeficientes
del cuasi-polinomio caracteristico y en el retardo: el caso en que la incertidumbre del
modelo entre no linealmente en los coeficientes, no file considerado en este trabajo y es
un problema abierto para posteriores investigaciones.
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MEXICO

RESUMEN: En este trabajo se presenfa wna alternativa para la eproximacién del retardo en un sisterma de control
(conocido también como DELAY). Comiinmente es utilizada una aproxdmacion de Padé en el cual el gradn del numerador
es igual al grado del deneminador, lo antenar es por que aparentemente preserva las propiedades del operador retardo; sin
embhargo. unilizando una aproxdmacion de Padé en el cual el grado del numerador es menor en nno que el del denominador

(grado relativo [), la apraamacion resudta ser mejor que la anterior. En éste rabajo se presenturd un andlists de dicha
apraamacion.

1. NOTACION

A, M, M, Matrices con elemenios reales

I Matriz identidad de dimensién mxm

0 Matriz de dimensién nam; en el cual
todos los elementos son cera

Al Inversa de la matriz A

b; i-ésimo valor del vector b

Nomy Funcién racionat con numerador de
grado n y denominador de grado m

d°f(s)/ds” n-¢sima derivada de [(s) con respecto
as

Real(h) Parte real de la yansble compleja h.

Imag(h) Parte imaginaria de 1la variable
compleja h.

|h{ Magnitud de la vaniable compleja h.

1. INTRODUCCION

Uno de los problemas que aparecen ¢on rmayor
frecuencia en los sistemas de control, son los
sistemnas con retardo. En la gran mayoria de sistemas
Teales se presenta este fendmeno, ya que en ocasiones los
elementos senscres demoran cierto liempn en (rasmitir
13 informacién debida. En otros casos el retardo de
transporte se presenta debido a las propiedades naturales
obtenidas al modelar un proceso determinado. En
ocasiones el retardo puede ser despreciable; sin embargo,
no es el caso general. Existen variadas técnicas para
resolver los probiemas que se presentan dentro de este

1 "
Bl (rabajo de este autar fue financiada par CONACYT.
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tipo de sistemas, como por ejemplo: la ley de control &

para la estabilizaciéa dec dichos sistemas presentadas en
(31, |7} También exsten autares que se han preocupado
por utilizar 1écnicas que pueden ser més aplicadas en 1a
préctica [1], [5]; quicnes proponen técnicas de control
predictivo para resolver el problema. Una gran cantidad
de atticulos han sido enfocados a la estabilidad de
sistemas oon retardo, debido al problema que surge
cuando retroalimentamos un sistema de este tipa. El
problema de estabilidad es provocado, principalmente,
por el hecho de Gue tienen una cantidad infinita de
polos. Una de las publicaciones que son consideradas
primordiales dentro de los sistemas con rétardo es (9], ya
que presenia una seric de teoremas que tratan sobre las
vafces de la ecuacién caracterfstica de un sistemna de
control con retardo. Otras aportaciones se refieren a el
tema de estabilidad robusta de sistemas retardados [4].
(6], quienes tratan el problema de la estabilidad de
dichos sistemas cuando estos presentan incertidumbre en
algunos de sus pardmetros En algunos casos el retardo
er ¢} sistema es aproxmado por una funcién tacional de
primer orden;, pero, en ocasiones esto es insuficiente.
Este articulo propone el uso de la aproximacién de Padé

de grado relativo 1, con el fin de obtener una mejor |

aproxxmacién del retardo, obleniendo con este un
resultado més confiable en el andlisis del sistema
aproximado El articulo estd organizado como sigue: ia
seccifn I presenta algunos conceptos sobre los cuales
esta basada la aproximacién, la seccibn IV sugiere la
utilizacién de la aproximacién de Padé de grado telativo
1, la seccibn V presenta las conclusiones del trabajo y
por ultimo la seccién VI muestra un programa codificado




n lenguaje MATLAB que caleula la aproxmacidn de
Y1} e cualquier funcidon analitica

(11 ¥ RELIMINARES

Fn esta seccibn s presentaran  algunos
concepos bisicos relacionados con la aproxmacién de
[unciones analiticas por fuaciones racionales. Partiremos
del hecho de que toda funcién analitica puede ser

expandida en una serie infinita de términos como sigue-

& -
() =} ¢s* Gn
&0

13 cual es valida en una eegion cercana al origen. Si el
polinomio anterior es truncado para alghin valor de k=n,
podemos obtener un polisomio de grado n; el cual podra
apradmar a cualquier fmeidn continua segin el \eorema

de Woeirstrass {8]. Emtomces ¢! polinormio truncada
quedria coma:

B
5@ - F o 0n

=0
este oolinomio es comimmente llamado "Polinomio de

Taylor™ y tiene la propiedad de que se interpola a fa
funcién original en los sigeientes puntos:

P
8. O)=F(0),.., O _ 4°1(0)
ds ds®

Asf como las fmdiones continuas pueden ser
aprodmadas por polmemios; tambi€n, pueden ser
aprodmadas por funciones racionales del sipuiente tipo:

P ()
h 6 = 13
” Qs

donde

P(s) = 2,428 + .. +25
Qus) =by4bs + ... +bs"

el subindice (mm) indiceed orden de la aproximacién
racsonel El concepto de aporimacion racional puede ser
extentido al caso de varkle compleja, ver (11]. Cuando
las funtiones racionales zppmimantes tienen la propiedad
de que jnterpolan 3 la fimeifn original y sus derivadas en
el ongen. entonces, la apseamacidn racional es conocida

como aproomacién de Fadé El siguientc teorema alirma
formrimente lo antes messonado.

Teorema 3.1 [# S i(s) tiene n+m derivadas
continuas en una regidoeeseana al origen, entonces ((s)
poses una aproxmacis de Padé de grado (nm).
Ademis. los coeficentes gy b, (i=1, ., n j=1, ... m)
pueden set ohtenidos coms sigue:

K
- 3
Z c| bkq - a\ il
) 0
ho"‘«ao cohg "..,Th., =) Si. 1> 1
donde:
a. b, - son los ceceficientes de P (s) v Q_(s)
respectivamente
¢

- son los coelicientes del polinomio de Taylor

(32)

Desamrollando (3 4) se obtiene un sistema de
ecuaciones algebraicas lineales que tienen solucion unica,
}a cual se puede representar matricialmente como sigue:

Ax = b 05

donde:

G < W
<
a‘
A= My, x -] e e
bl
cn‘ﬂ‘l
bﬂ. Lcﬂ‘m

nuevamendte los témminos ¢, son los coeficientes del
potinomio de Taylor (32)

Es fdcil verificar que A es una matriz de
dimensién (p+m)x(n +m) e invertible mientras que b es

de dimensién (n+m); por lo 1anto, los coeficientes se
pueden obtener como:

r-AtH (6

NOTA: Es claro que la matniz A depende de los
coeficientes del polinomio de Uaylor, los cuales tienden
a ser muy pequenos conforme <e incrementa ¢l grado del
polinomia ya que apitece dnadiendo un ifrmino

factorial. Por tal razén la matniz Lende a ser mal




on el ohyeta de reduen problenns compot oor des e
v omienda puihzar (oetraentes Sel patimomio de Las e
e sean menores a1 © 1 calentdo de s cochuentes
le Lo duncion racional en-'a apmoamagcion de Pidé es
icalizada mediante un progiama eodifivado en lenguaje
MALLAB Yy scincluye en ¢l apéndice de este articulo Es
comemcnte mencionar que con [a couacion (1 6) se

uobtienen los coelicienys a, ,a,y b, h dehido a que

be=1y a,=bgc, y pueden obiencrse directameate

V. APROXIMACION DFEL RETARDO

Esta seccidn scra cnfocada al analiss de la
aproxamacdn de operador retardo en un sistoma de
contsol (ver figura 4 1).

Figura 4T Diagrama de un sisterna con retosrie

Es bien conocido que la propiedad mas
importante en todo sistemha de contiol es la estabilidad,
propiedad que puede fécilmente verificarse para el caso
de sistemas lineales invariantes en el tiempo sin retarde.
Sin embargo, esta propiedad se complica grandemente
cuando introducimos el operador retardo dentro del
proceso El objetivo principal de este trabajo es presentar
una nueva opcién para aproximar dicho operador por
una funciébn racional. El moiivo de seleccionar
aproxmantes racionales es, principalmente, por que son
¢l upo de funciones que se presentan al anahizar un
sistema de control en el dominio de la frecuencia. El
aproxamar el retardo por dichas funciones podria facilitar
¢l analisis y sintesis de un sistema de control. La mayoria
de los sistemas reales presentan retardo en su respuesta
dinamica. El retardo que se presentsa en los procesos ¢s
modelado en el dominio de la frecuencia por una funcién
exponencial. Lo anterior genera una serie de problemas
debido principalmente a que al retroalimentar el sistema;
la estabihdad del sistema queda supeditada a la ganancia
de) mismo o ¢l tiempo de duracién del tetardo, lo cual
complica su andlisis Una forma de facilitar el anélisis de
estos sistemas es aproximando la funcién exponencial por
una mas simple, como:

Serie de Taylor

a) c'e' = 1—Se+-('.§.e-)_1—.(_s._e_i+..
2! 3t
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Filtro Pasa Bajo
Q) e ™= e
(1 +sg)"

n

en 13 gran mayoria de los casos la aproximacién ante
se acepta como valida sin presentar una anélisis de

La aportacién més importante de este articulo con:
en presentar un hreve anilisis de la aproxdmacién
rclardo de un sistema de control asi como proponer
nueva forma de aproxdmarlo. En este trabajo se tra
Ia aproxdmacién de Padé propuesta en la sec
antenor, s decir:

e™® = h,,,(05) (¢
P (65)
gs) = = °

3, +2,(8s) - +a_(Bs)°
by +b,(0s) +--+b_(8s)"

(

La aproximaci6én del retardo més utilizac
precisamente la aproximacién de Padé de grado {n.
decir by, Sin embargo aquf se propone l1a aproxim:
de Padé de grado (n-1,n); es decir, h,,, ., por €! hecl
presentar mejores resultados. Para comenzar nu
anflisis obtendremos la regpuesta & la frecuenci:
error entre |3 funciée oripinal y sus aproximantes:

Funcién Original

e-icu

Aproximacifn de Padé, grad.- relativo €

i

Bn(i©@) = 1™
L= lh(a.nl (;m)‘

- Iraag(b,, ., (=)
Real(h, (@)



Amoxmacién de Padé, grado jelativo 1

h\--!m(ju) ® rI-lelql.

-1 - ‘h{u-ln)(j w)l

-1 ET'SS( h(u-i.ﬂG )
Rc&l(h(q_u)(jm))

el error es:

E (o) = e7%¢ - ruejs"'

En-l((')) = e ro_

Es faci verificar que 1,=1 para todo valor de «;
mientras que 1, — 0 cuando @ —~ 3. Por lo tanto es
muy comun pensar que por & hecho de que la magnitud
d¢ n,, es igual a la del retardo, el error serd més
pequena que para el caso de hy, .y $in embargo, esto no
sucede asf ya que cuando 1a fase del retardo es igual a
8.+ el error es de magnitud 2, 1o que no sucede con la
aproximacién hg, . Cuando @ — © el error E, (o) se
curvierte en un cfrculo unitario centrado en el origen,
mientras que E (@) se transforma en otro cfrculo
unitario pero ahora corrido hacia 12 izquierda. Lo cual
indica que el error méidmo e¢ obtenido por la
sproximacién de Padé h,,, Para obtener un mejor
panorama de lo antes mencionado presentaremos un
tjciuply, scan 138 siguientes aproximaciones de Padé:

Yoyl
1~ e®=_ 2 12 hgy(s) €
\ l+ls+—lgz
3 2 12 \
k- A * V)
CoTmTTT T X s
l-ls
2,- e = 3 = by 5 (8) (4
16—3*%52 B

la =cuaci6n del error esta representada por:

By = ™ = By (+3)

sutituyendo s=jw y variando «€{80,100] obtenemos las
sigusentes graficas en el plano complejo:

‘s Grafine @¢ (mvpurvia ¢ (o Nocavmate
—_————— ~ St

Figura 42 Grdfica del error d¢ lag dor apraurtaciones

De la figura anternior podemos inferir que la
apraxmacion hy, puede ser mejor que la hy,, debido a )
que la cota supenior minima del error corresponde a hy,,.

Otro aspecto importante es el comportamiento
de la aproximacién en el dominio del tiempo. A
contmuacién se presenta la respuesta al escalén unitario
de las aproximaciones realizadas anteriormente. Entonces
se desea obtener la sespuesta dindmica de h,,(2), hy (L)
asf{ como las gralicas de los errores siguientes:

E, (1) = by, (1) - uft-1) (46) '

E,(t) = by, (1) ~ u(t-1) (4.1)'

!

Las graficas de 2 respuesta en el tiempo de |4
aproximaciones y del error de las mismas se presentan &
las siguientes Nguras:

L] cs (] (N} * 16 E 1" L] (4 ] 1

Nemps

Figuwro 4 3 Grdfica de respuesta al escaldn unitario de b, ().
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Figura 4 & Gndfica de Respuesta al escaldn unitario del error

L.a forma mas comin de cuantificar el error es
mediante el uso de alguna norma. Lo anterior es hecho
con el fin de poder establecer una forma de comparar
entre las diferentes aproxmaciones realizadas. Algunas
de Jas normas méis comunes son las siguientes:

IEM), = fo'IE(t)ldx “8

{E®I; = Uo-l'ﬁ(t) izdt)m (9

(E{)]. = max|B(t)| (4.99)
1

El valor que se obtuvo de cada uno de los
errores generados entre las aproximaciones y la funcién
ornginai fueron:

1B,®1, = 40589 , 1,01, = 36391
[B,®l, = 39272, |B,®)1, = .32596
1B, (1. = 10000, |B,®)), = 0.5917

De los valores obtenidos en la tabla podemos
concluit que la aproximacién més conveniente parz
utilizar serfa la b,y debido principalmente a que el eror
es menor en todas fas normas. Lo anterior puede
presentarse formalmente como la conjetura de Ia
siguiente proposicida:

Propasicién 4.1: Sea h,,(s) una aproximacifn
de Fadé de Ja funcibn de vansble compleja e*
Entonces, hg,,(s) es mejor aproximacién en el sentido
de gue jas normas 1, 2, w del erfor de la respuesta al
escalén unitano, es menor que fa aproximacién de Padé
h.(5); excepto, para el caso n=1. Ademss, la
aproomacidn de dicha funcién puede obtenerse mediante
la sigmente formula:
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I
n . (zpl 1 p (Qe}‘
yo @p-Diye-n!

r

1 A
@p-j-Dip-1)!
XTI S i LA el LYY
1 e gt Y

NOTA: 1a tabla del error p
antedormente asi como el andhsis de respu
frecuencia justifica, en cierla forma, la
realizada en la proposicién 4.1 (aunque,
mencionar que carece de formalidad debido
cxiste, en este momento, una prucba para este &
Fs necesario comentar que la norma
aproxamacién hy,,, resulto ser mejor que la mist
del emor by, por lo cual se excluye ese o
proposicién al hacer n=1. Para mayor inform
respecto a las formulas (4.16), (4.17) ver [10].

Por iitimo presentaremos la ubicaciér
"*"y ceros "o" de las dos aproximaciones.
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V. CONCI USTONES Y TRABAJOS FUTUROS

Fn este trabajo se propuso la aproamacion de
Padé como alternativa para utilizarla ¢n la aproamacién
del retardo con ¢l ohyelo de hacer una aproemacén méis
fiel de dicho retardo También, es necesano mencionar
que algunos puntos podrian ser considerados como
problemas abrertos a 1a 1nvestigacion, tales como

- Presentar un anihsis en cuwal se considere el grado
relatvo de proceso onginal y en base a esto seleccionar
la aproamacién mas convenienie; ya gye, como S€ Vi)
anteriormente, el grado relativo de la aprommacion €s un
factor impartante

- Demostrar o probar lo contrano en la proposicion 4 ¢,

V1. APENDICE

%

%

% [NUMDEN] = PADE(CN.M)

%%

% Calcula los cotficarnta de funeidn mcional que
* apragma al solnormio de Taylor El programe
"5 ratrega los valores de los coeficrentes def

% ador y denominador en los veciores NU'M y DEN
% respecivamente

k)

7 € - Terminos de lo serie de Taylor

% N - Grado del numeradin

% M Grodo del denominador

%

function (num.den) = padefe,m.m)
% venfica emor

lim = max(size(c)) - 1;

ol = m+n;

if (cot > lim).

dlsp ('-0~000-Ootttooo't‘ooo'):

disp ("** Faltan terminas a 1a serie de  Taykr**"),

dlSp ('o.-..oi-o.o.--.no..c.ol);
break
. end
if(n == 0).
num = [;
den = |,
break -
end
[nfinc] = size(e):
if (nf > ng),
T =c
else
¢
end
% Forma matriz idenndad
vee = ¢,
Ml = [eye(m).zeros(n.m));
m2{ 1} = vec(l n+m),
% forma matnces My M2
fori=2n,
vec = [O,V(’C(l n+m»1)|.
m2( 1) = veQ
cnd
U Farma matrty A

H

c’;

€

al

1 ml

Totmg of - &

b
b= dr-m ).
Sefuciona «-cema de ecudcmnes

X = anv(2 "h,

nl = [Ivim].

dl - [l vm+ 1 m+a)i,
Ordean vl - Hr (osficrentec
num — Deli(nl).

den - hele(dl ).

end

(1 -

2] -

-

[4] -

(5) -

7]~

18] -
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Ny(3)-q5 +ar8+qr8® 8 'oaietoqs e
Ne(8) - <4y vy 8 8+as 90+ q 9 ¢ eq 8% 28
N, (3) =% +q, 8+qs81eq, 87+q8 g8 %
Ny(8)-0; +qy' 8 Q8 ey 8 Peq 84 rqs e
For the denominator we define D,(s).D,{#).0,(s).0 (s} as above
potynomisis substiuting q =r,
ftemma 2.3: Tha value sst of the family of
quasiptynomials (2.1} i composed at each frefBancy by the union
of octagons which changs thelr verfices when the delay 1 is
Increaced, |.e, the value cet ik a8 Bollows:
V{u,t) = U P{le,Q,R,8 %)
=0
et

P(lw,,Q.R, e *)Conviv, : 1=1,-,8)

v = Bge)) « Nlo)o "
s = Do,) ¢ “l(l“.)."-".
10129 &k = faibmod, & 1 h = fgeldt)med, 1

2 l°'ﬁhu“<-;-02‘ht. 1- liOM¢ot<l03§1

- f xe2xcer< %l'a'l!. s- -:-IOQN cov<ix «2nx

or s, €, food and a=0,1.29,
Proot: The procf i simfar as the lemma 2.2, we can use the result
of [2] where the value set of Nfe) and Dfjw) are ractangles with
vertax in the Kharttonov polynomials.
]
Aemark: Nofice thal the above result pemmits an 6asy way o
computs the vaiue set of Interval piants with perturbed me delay
and & can be calculated with & MATLAB program. Notice also, that
the value get ks not convex, nelther generated by a finlte nUmber of
points; 6.. R has ‘curved® edget.

fit MAIN RESULT

This section will prasent nacessary and sufficiert condition for
Robust Stebllity of an Interval Plant with delay output with unit
feadback. The result Is based on Zero Exclusion Principle, see (1],
(3.

THEOREM 3.1 [Zero Exclusion] : H there is at lsast one
quasipolynomial in the family that i¢ stable, then (2 1) Is Robust
Stabia if and ooty § ¥ we{0.=) and ¥ 16{0, T} O¢P(w.Q.R.0"").

Proot: the zeros of the quasipolynomials ars continuous of their
arguments (cosfficients and delay), [14], {19). Then, continulty and
exdstence of one quasipolynomial stable afiow us 10 2pply the Zero
Exciusion Principle, and tha resutt follows. We guarantes the inierval
w £§0,) from Lamma 2.1, it k& enough,

|
We cen sae that this restdt ks different trom othess, because this
nchudes perturbed time delay.
Remark: This resutt ls generalized o the case tefr_. ]

mportant Case

Consider the case in which thens it not uncectainty In N(s,.q) end
Oig) te:

P(e?) = D(s) + N@le ™  refor] B9

COROLLARY [Stablity indepandent of delay]: X there s at least
one quasipofynomial (3.1) steble, then the whole famity (3.1) Y TeR,

Is Robust Stable if and only # {N(w)| < [Dfw)] ¥ w0, ).
Prooft: the proofl is omited due 1 lack of space,
Remark: the previous coroliery Is a paricestar version of the emafl
gain theorem, nofices that [Nw)| < ({D{e)] 8 equivaiet
IG(s)| < 1. see [8)
COROLLARY: L&t Plwe™) with rtef0. 1) and ‘o
o eW={oel0, =) | [Dfw){ = [Nfo)|} the cat of trequency
points such that Magnitud of numerator s equal ©© Magnitud of
denominator. And suppose that P(s, e™) s stable for t=0. Then r__
such that plant is stable v Te(0,1.) is given by;

Coe = M 2y 00 1)

n - pumber of tmes that o, appears.
s « A N(Jw) - &4 D(je)

Q- . e, =1.2,..n
ﬂ,
Proot: Just check for thesa values i the valua set contains the zer.
See Lomma (2 2).

Remark: The resuit of previoys Coroftary ks the sarne of presenmted
I [19}, noverthiess the proof s simpler. Also this result does nol
impty that the system remains unstable for ¥ 1>T__

IV CONCLUSIONS

We have shown necessary and sufficient condiions for Robust
Stabiiity of tystems wih delay at the output and unit fesdback, and
a charactadzation of value set was presentad 0. However, an
important opan research problem Is o determine Robust Stabliity
using only some specific polynomiats. The goa! of this paper was
presan a value set characterization of a class of quasipclynomials
and maka an easy approach 1o verity robust stabfiity .We have 1o say
that thers exist some resuits about this problem, for sxample In (4]
tha result s more goneral, but hers the approach ks easier. This result
is differert from [5], [6). becauss we consider Uncertainty in the
coefcients and time delay of & cass of quasipolynomials end they
consider a more general dass of quasipolynomisie without
Whmmmdm,mmmmn_dommnbh.
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RESUMEN: En este articulo se presenta uma
caracterizacién del “value set” para nna clase de
sistemas de control con retardo. Esta caracterizacién
estd basada, pnncipalmente, en algunas propiedades
y operaciones que se definen para "value sets” de (ipo
rectangulares, los cuales son generados por ecuaciones
caracteristicas que ticnen incertidumbre de tipo
intervalo. La caracterizacibn que aqui se presenta
permite realizar un programa para su construccidn,
simplificando en gran forma su obtencion.

ABSTRACT: In this paper we show a charactenization
of the "value set” for a class of time delay systems. We
get the main result using some properties which they
arc defined for rectangular “value sets”. With this
characterization we can compute the "value s=t” using
the computer.

Palabras Clave: Cwva de Mikhailov, Polinomios de
Kharitony.
NOTACION

R Campo de los nimeros reales.

C Campo de los nimeros complejos.
i8l Valor absoluto o magnitud de B.
&B Angulo de B.

Im(z) Parte imaginana de z.

Re(z) Parte real de z.

1. INTRODUCCION

Ei concepto del “value set” aparece en la
década de Jos 60’s como una técnica para realizar
anilisis en diferentes areas como la ingenieria,
matemiticas, eoonomfa, etc. A finales de la década de
los 80’'s, surgen grandes aplicaciones en el 4rea de

1 El trabajo de este autor fue parciabmente financiado por CONACYT.
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control automético para hacer anélisis de estabilidad
robusta; la gran ventaja de utilizar esta técnica es que
transforma el problema original de estabilidad
robusta, que es un preblema anslitico, en un problema
dnicamente praficu; simplificando en gran forma ia
verificacién de esta propiedad. En este articulo serd
preseniado un método para la construccin del "value
set” para una clase de sistemas de countrol con retardo
de tiempo, el cual serd definido dentro de esta
secridn. El articulo esta organizzdo de la siguiente
forma: en la primer seocién se presenta una breve
introduccién sobre el concepto del “value set”, asi
como su definicién; en la seccién 2 una serie de
definiciones y operaciones oon “valwe sets” serén
presentadas; la seccibn 3 mucstre el resultado
principal de este trabajo y por ditimo en la seccién 4
Jag conclusiones de este artfculo.
1.1 Definiclén det "valuc set”

Como se mencioné con aaterioridad,
“value set” fue definido, recientemente, para reaiizar
anflisis de estabilidad en sistemas de control lineales
invanantes en el tiempo representados por funciones
de transferericia; es claro que la propiedad de
estabilidad de este tipo de sistemas dinfmicos queda
determinada solamente por los poles de Ia funcién de
transferencia o lo que es lo mismo, a rafoes de la
ecuacidén caracteristica, que para este tipo de sistemas,
son funciones pohinomiales. Cuando sc obtiene un
modelo matemétioo de un sistema fisico, para
simplificarlo es necesario hacer wma serie de
consideraciones que realmente no satisface el sistema
fisico, por lo que el modelc matemético no representa
en forma cxacta ¢l comportamiento dindmico del
sistema; esta falta de exactitud se puede compensar de
diferentes formas, vna de eslas es comsiderar cienta
mcertidumbre que puede tener diferentes formas, ver
[1]. {3]). [S). El "value set” se define para sistemas


mailto:gromero@gama.fime.uanl.mx
mailto:jcollado@ccr.dsi.uanl.mx

dinfmicos  quc preseatan incertidumbre de  tipo
paramétrica; exislen diferentes tipos de incertidumbre
paramétrica, ver [2]. En este articulo se considerars
que la incertidumbre que presenta cl sistema fisico os
de tipo imtervalo y Sc pucde expresar  como
incertidumbre en cada uno de los coclicientes del
polinomia formado por fa ecvacion caracteristica, 1al
oomo se muestra en 13 siguicnte ecuacion

p(s, @)=Y qs* g, sq.<q (1)
k-t

donde cada uno de los cocficientes q, ticnen
incertidumbre con limites entre q, y q',; es claro que
la ecuacién (1) representa una familia de polinomios
para 1odo valor de la incertidumbre, la cual ser
definida como sigue:

e & {pls.g):V q; <q;sq, | 2)

Ll "valuc set” s la gréafica en el plano complejo de 1a
familia de polinomios presentada en (2) cuando es

evaluada en s=jw; esta delinicién es presentada a
continuacién:

DEFINICION | EI value set de la familia de
polinomios definida en (2) es Ia grdfica en el plano
complejo de p(s,q) cuando s=jo; es decir:

V(@) aip(jw.g):V q; 5q,5q; ;weRt 3)

entonces, el "value set” de la familia de polinomios (2)
serf denotado como V(w). Esta gréfica en el plano
complejo  toma  diferentes  formas peométricas
dependiendo de! tipo de incertidumbre que se
considere; en nuestro caso sblo se oonsideracd
incertidumbre intervalo y para este caso la figura que

forma es un rectdngulo, fal como se muestra en
seguida, ver [4]:

Y
1 Im
v, v,
B A0
Vl vt
>
Re

Figura 1. Value set rectangular.

donde los vértices del rectangulo v, son los polinomios

de Khamtonov evaluados para en una frecuenca fija
w, ver (6] Es importanic mencionar que cuando se
considcia otro tpa de incerlidumbre, figura que s
forma cs diferente; sin embargo en este articulo sélo
<~ trabajard con “valuc sets” rectangulares, como ¢l
presentado en la figura antesior.

1.2 Pefinicion del "value set” para sistemas
con retardo ’

Nucstra  ttabajo  estd  enfocado a s
constiuceion del "value set” de una clase particulas ¢
sistemas dec control con retardo, los cuales son
llamados cominmente, sistemas de contsol oo
retardo de transporte, ver [7] Como se presesié
anteriormente, ¢l “value set” sc define pars uns
ccuacidn caracleristica que ticne incertidumbre; en
esle caso se considerard la siguiente  ecuscion
caracteristica con incerlidumbre:

pare ™ = dsx) nc@e ™ 4

donde’
-3
d(s,r) = Y r.s*
%0
m
n(s,q) = ¥ q,s* .
%0

G 59,9 4 sHsSK
al tipo de funciones presentadas en la ecuacibn (4), s¢
les conoce como guasipolinomios y determims a
propiedad de estabilidad de un sistema con reterdo;
considerando la incertidumbre en el quasipolinomic

anterior, sc obtienc una familia de quasipolinomios
que seréd definida como:

p, & L pls.are™:V q sq,2q ; ©)
1, sr,sr 3 v€[0, v ]}
el "value set” para el tipo de sistemas representado

port la ecuacifén caracteristica (4). serd definido de is
siguiente forma;

DEFINICION 2 £l value set V(o) de la familia de
quasiprinomtios definida en (5) 2s la grdfica en el plano
compiejo de pls,qre”) cuando s=jw,; es decir:

V.(0) a { pjo.gred®):V q <q,5q : (6

-

o< <r 5 vef{0,r 1)

2. FROTIEPADES PARA "VALUE SETS”
RECTANGULARES

lin esta seccidn se presentarin algunas
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definiciones  y  operaciones  para “value  sets”
rectangularcs, las cuales seran de gran importancia cn
la construcaién del “value set® V (w) delinido cn (6)
Fstas operaciones son vhlidas para “value sets”
rectangulares, como ¢l presentado en 12 figura 1.

DEFINICION 3 g sitna direcia de dos value sets se
define coma,

V.(moj + vl(("’o) af PP, *p; (7)
PEV (wy) ; PpEV,(wy) |
vt
DEFINICION 4 El producto de un término escalar por
el value set se define como: '

BV(wy) a {p=Ppp, : BeC: p,eViwy 1(8)

es importante mencionar que ¢f producto Jde un factor
escalar por €l “value set” evaluado en un valor fijo o,
amphfica y rota el "value set” original; el incremento
en el tamana del "value set” es determinado por ||
y el dngulo de rotacién lo determina 4 B. Entonces, cl
"value set” de un polinomio con incertidumbre
intervalo, como el presentado en fa ecuacién (1),
multiplicado por un término escalar puede gquedar
como se muestra en la sipuiente figura:

v

Re

Figura 2. Value set multiplicado for un factor
escalar.

donde nuevamente los vértices del recténgulo girado
v, (=1,234) corresponden a los polinomios de
Kharitonov evaluados en s=jw, pero en esta ocasién
nc estdn ordenados; es decir, v, puede ser cualquiera
de los cuatro polinomios de Kharitonov y lo mismo
para v, v, v, Lo antetior es por que el &ngulo de
rotacién puede ser mayor a w/2 y entonces el orden
de los vértices es alterado. Las definiciones y
operaciones que se presentarfn posteriormente se
haran considerando que los vértices del “value set”
rectangular no estén en orden.

DEFINICION S Considérese dos value sets
rectangulares V(@) y V (w,) evaluadas en un valor fijo

230

@, €R entonces se dird gue U} y V{w,) estdn
ALINEADOS pam ese valor de o, si 8,=8,, donde.

o tm(v) - Tmdy, )
Re{v)) -Re(v, ,)
n! it_“("ll) - Im("’IIAI)

Re(v;) -Re(v/ )

'=(an

[intonces, dos “valuc sets™ estan alineados si tienen el
misma dngulo de mclinacion como Sc muestra en la
siguicnte figura;

A
Im v"
..\-
‘:’ V’( V,(U.} \vt
=3 \, &=
o \\ e
; . TRl
Ve Vi(ed) ‘ v, ;,:—- —
W .
-
N s }or
= ___“_'/___ >
Re

Figura 3. Value sets rectanglares alineados.

por el contrario, si dos “value sets” no estén alineados,
entonces se dirg que estin desalineados. St dos “value
sets” reclangulares estdn alineados para cuslquier
fiecuencia w €R; entonces, se dird que estén slineados
para toda {recuencia. Para finalizar esta secctbn se
prescntarén los sigukcntes resultados.

LEMA 1 Sean Vo) y Ve, dos value sets
rectangulares y alineados, como en la figura 3; entonces,
la suma dirccta V(@) + Vi @,) también es un value
set rectangular con vértices formados por p, = v, + v,
(i=1,234).

LEMA 2 Sean V{w,) y Vfew) dos value sets
rectangulores y desalineados. Entonces, la suma directa
Viw) + Vi{w,) es un octigono formado con los
vértices p, (i=1,. 8). los cuales estan determinados
como sigue
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Pl“’l“":
pz"’z“’ll
P!"’z*"z,
p‘=v,+v2’
ps“”:"’s’
pé="c"";
pv“’c*":

’
Pe = vy ¥ vy
esta suma de dos “value sets” desalincados ticne la

siguiente [orma:

“l;u

&,

&,

Vi) ¢ Ytas)

%

-»
Re

Figtra 4. Suma se dos value sets desaliseados.

donde ¢, estédn determinados como:

&, = v + Vy(o)
&, = vz + Vyw))
4, = V; + Vy(wg
= vi + Vylwy)

La demostracion de los lemas anteriores se obtiene en
forma directa de la figura que forman dos "value sels”
rectangutares. De la forma que tiene la ecvacion
caractersistica de un sistema de control con retacrdo
(4), se puede observar que el "value set” resultante
est4 formado por 1a suma de dos “value sets” en el
cual, uno de eflos es multiplicado por un factor
escalar; que en este caso lo forma la funcion que
representa el retardo e ™.

3. CONSTRUCCION DEL VALUE SET
PARA SISTEMAS CON RETARDO

En esta seccibn se presenta el resultado
pnincipal de este articulo, que es una caracterizacion
del "value set para e} sistema dinSmico con la
ecuacidn caracteristica definida en (4). Para presentar
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At

cste waultade, cs necesarky introdacir los pohnomios
de Kharitonov correspondientes a oz polinomsos con
incertidumbre n{s,q) y d(s.r).

N, =G * @S *qs’ *qgs® ..
n!=%; *q;s ’%s’Oqjs’
N, =qQ * Qs * g8 «qys’e

N, =Q *+ Qs *Gs?eqys’ e

*

[

cn el cual los valores q y q,' son los valores limites
de 1a incertidusnbre como se definkd en (1) Ahora se
dcfinirdn Yos polinomios de Kharitonov paiz el
polinomio d(s,r):

dy =1 ¢ 1;s +1ys? s pysd e

d, =1, +1s+s ergs? e

dy =1, + ;s + 587 v pysd e

d, =15 +1s + s e s’ + L
también serd neccsario  considerar ; la  siguiente

dehnicidn:

DEFINICION & Considerar los cuatro polinomics de

Kharitorov  d(s), dfs), dfs). dfs); entonces, el

polinomio intermedio serd definids como:

_40 40 46 48 ()
2 2

M(s)

por dltima definiremos el siguiente facior de switcheo
Y. €l cual serd usado en la descripcién del “value set”
que se prescatari en el siguiente resultado.

Y 40 si Oébmsmt<—’25¢2rm

Yyal s %*hxsmt<n+2nn
y 22 si m+2ax Smt<1’£¢-20ﬂ
Yyal s 3n

—2—+2xm < Ot < 2n+20aw

donde n puede ser cualquier nimero emero entre
cero e inflinito.

LEMA 3 1 value set para la familie de quasipolinomios
D, estd formado por anillos centrados en la curva de
Mikhailov de M(j ). Los anillos estdn formados, para
cada valor fijo de o, por octégonos que camibien su
forma en funcion del parimetro 1. estos octdgonos
ticnen sus vértices en los signientes prntos:

v,y = 4,,G0) + nGo)e

(19)
Vies = 4,0} ¢ no)e e



ELECTRO'96

Instituto Tecnoldgico de Chihuahua (DEP )

¥

donde:

i=0.12713

k = (y+i)mod, + 1

h = (y+i+1l)mod, + 1

(x)mod, representa la operacién modulo enero basc
cuatro de x, por gjemplo:

2ymod, = 2 ; (4)mod, = 0 ; (Mmod, = 3

cn sceguida se realizard la demositacén de esie

resultado.

Prueba. De la ecuacion caracteristica p(s.q.re ™) y de
ia definicién de suma direrta de dos “value sefs” sc
puede observar que el "value set” de la familia de
quasipolinomios p, esi4 formado por la suma de dos
“value sets” rectangulares en el cual uno de ellos es
multiplicado por un producto escalar, que en este caso
es e} término que representa el retardo de ticmpo 6
de transporte. Como se menciond anteriormente un
producto escalar amplifica y rota la figura formada
por el "value set”, que en este caso es un rectingulo;
el factor de amplificacién es en esie caso igual a Ia
umdad; es decir, el rectdngulo permanece del mismo
tamano al ser multiplicado por el retardo; sin
embargo, el 4ngulo de rotscién si cambia para cada
valor del retardo r. Entonces, el "value set”™ del
término que contiene el retardo en la ecuacidn
caracteristica n(s,q)e ™ es la unidn de rectidnguios que
estdn rotando un dngulo que estd entre 0 y o7,
como $e muestra en la siguiente figura:

Tlm

‘\ &
~ = 5o >
j‘6:/ Re

Figura 4. Value set muliiplicado por el retardo.

donde tos par&metros 8, estdn definidos para como:

8, = n(jw,)
3; = 0, (joo,)
8 = ny(je,)
8, = n(jw,)
por lo tanto, el ‘“value set” de la ecuacién
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caracteristica pls.qre™) = d(s5) + n(sq)” estd
formado por [a suma de dos “value sets” rectanpulares
que estin alincados para todo valor de rw, = nw/2
(n—1,23, )y cstin desalincados para todo valor rw,
« am/2; entonces, aplicando el 1ema 2 y constderando
ta incertidumbre en el retardo, se obtiene  que ¢f
“value sct* para cada valor Njo o, cst4d formado por
la unidn de octigonns que se colapsan cn rectdngulos
para cada valor do 7w, = nwf2: tal como se muestra
en la signiente figara

&
Im

Figura S. Value set de p,

donde el rectdngulo trazado con lineas discontinuas
corresponde al “value set”™ de d(s,r) y los rectingulos
con lineas punteadas a d(s,r)+n(s,q). Se puede
observar que los octigonos trazados con lHneas
continuas cambian sus vértices cada vez que €l "value
set” de n(s,q)e™ rota n=/2 radianes; por Jo tanto se
pueden definir como:

= d,,(@) + nGore e

Yiet
Vis = 4., Gw) + nGw)e I
donde:
t=[0,1,.]
i=0123
k = (y+i)mod, + 1
h =(y+i+1)ymod, + 1

de 1a figura anterior, es claro que los octigonos giran
con respecto al centro del rectanguto correspondiente
al polinomio d(s,r), ¢! cual estéd determinado por el
polinomio M(s) evaluado en s=jw, FEntonces, el
"value -set” para foda frecuencia wef0,0) estd
formado por anids generados por  octfigonos.
centrados en la curva de Mikhailov de M(5s); tal como
se muestra en la figura siguienie:
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V,{(ﬁ’) *fm
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Figura 6. Value set de O, para un rango de
frecuencias.

-

4. CONCLUSIONES
En este articulo se presentdé  una
caracterizacidn de| “"wvalee set” de una ecuvacién

caracteristica que se obtiene al considerar un sistema
de control con retardo de transporte. Esta
caracterizacién permite obtener el “value set1”, para
este tipo de sistemas, mediante el usc de la
computadora; el "vahie set” es de gran importancia
para realizar anfhsis de cstabilidad robusta de
sistemas lineales invariantes en el tiempo y ahora
extendido tambi€n a sistemas con retardo. Una
aplicacion de este resultado at problema de estabilidad
robusta es preseatado en [8].
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RESUMEN: En este articulo se presentan condiciones
necesarias y suficientes de estabilidad robusta para
una clase de sistemas de contro! con retardo; estos
ststemas son representados por modelos matcm 4tioos
que reciben el nombre de plantas intervalo. [.a
aportacidn principal de este trabajo es la inclusiGo de
un término que representa un retardo de tiempo, que
puede ser dehido al retardo que presentan los
elementos sensores & bien, debido &l retardo de
tiempo que por las caracterfsticas del proceso, aparece
en el modelo matemético. El resultado principal
consiste en la aplicacién del principio de exclusidin def
cero para sistemas dindmicos con incertidumbre
paramétrica.

ABSTRACT: In this paper we present necessary and
sufficient condition of robust stability for a class of
dynamical systems described by interval plants with
time delay. We apply the zero exclusion to get the
main result.

Palabras Clave: Polinomios de

quasipolinomios, “value set".

Khanitonv,

NOTACION

R Campo de los niimeros reales.

C Campo de los mimeros complejos
Im(z) Parte imaginaria de z.

Re(r) Parte real de z.
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234

Joaquin Collado M.

FIME-UANL
Doctorado en Ingenieria Eléclirica
Cd. Universitaria, Apdo Postal 30-F
San Nicolds de los Garza, N_ L.
Tel (8) 3294020 Tax: (8) 376-45-14
IZzmail jcollado@cer dsi uanl.mx

L. INTRODUCCION

'l prohlema de plantas intervalo hs sido de
gran interés por que existe una gran cantidad do
aplicaciones practicas Uno de los primeros resultados
relacionados con plantas intervalo fue publicado cn
[S]. guitnes presentan condiciones necesariags y
suficientes  de estabilidad robusta para plantas
intervalo que pueden ser multivaniables; otro resuitado
importante es {3]. donde se oblienen condiciones Ge
estabilidad robusta para un sistema dindntico
representsdo por wna planta intervalo conectada con
un compensador de primer orden; la venlaja principal
dej trabajo anterior es que presenta las condiciones en
base a 16 puntos extremo que se calculan con los
polinomios  de Kharitonov. La propiedad de
estabilidad robusta de plantas intervalo ha sido
extendida a sistemas de control no lineales, tal como
Ic presentan los articulos [4], [6] quienes tratan el
problema de "Lure” considerando plantas intervalo en
la parte lincal.

En este articulo se presentarfin condiciones
necesarias y suficientes de estabilidad robusta para
sistemas dindmicos representados por plantas intervalo
oon retardo de tiempo; €} resultado principal es una
extension del principio de exclusion del cero a este
tipo de sistemas, este resultedo es de gran
tmportancia, por su simplicidad, cuando s¢ puvede
realizar la construccidn del “value set”, ver [15].
Algunos antecedentes relacionados con sistemas con
refardo son presentados en fos articules [8).2]
también, recientemente fue publicado {10] quiene
extienden ¢l concepto dc direcciones  convex:
presemtado en {13]. Ofros resultados que ¢
relacionados enn esle problema son 7], [9]917
donde se presentan algunos resultados rel
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con sistemas dinfimicos con retardo, aunque alpunos

no tratan directamente ¢l problema de plantas
intervalo ocon retardo de tiempo.

L3 aportaci€n principal de cste articulo es la
consideracién  del retardo  de  tiempo  con
incertidumbre  de tipo intervalo;, ya que, por su
complejidad, la mayorfa de los resuitados anteriores
no lo consideran Finalmente, la organizacién de esie
articulo es la siguicnte: en la seccidn 2 se presentard
¢l planteamiento del problema a resolver, el resultado
principal y su posible extensién es presentado en la
seccién 3, la seccién 4 presenta un efffhplo numérica
donde sc aplica el resultado obtenido y por ultimoen
fa seccién 5 las conclusiones de este trabajo.

{a

2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Esta seocién este dividida en dos partes: la
primera, presenta fa definicibn de una piant2 intervalo
y el planteamiento original del problema de robustez
de plantas intervalo; en la segunda se presentaré la
modificactén del problema original al problema de
plantas intervalo con retardo de tiempo.

2.1 Definicién dec Plantas Intervalo

En 1érminos penerales, una planta intervalo
es una funcién de transferencia que representa el
comportamiento dindmico de ui proceso deierminado;
las plantas intervalo se definen para sistemas
dinfmicos lineales invariantes e¢n €l tiempo con
condiciones  iniciales jguales a cero, la diferencia
principal entre una planta normal y una planta
intervalo es que la dliima considera incertidumbre de
tipo intervala en los coeficientcs del numerador y
denominador de la funcién de transferencia. La
definicién formal de una planta intervalo se presenta
en seguida’

DEFINICION 1 [1] Una planta intervalo es una
funcién de transferencia que representa un sistema
dinémico con incertidumbre que tiene la siguiente
estructura matemdtica:

-
Y 19, .49/ 1s"
-0

a-1

s" e z [r",r,‘]s'
i-0

NG, _

G(s,q.1) = DGs)

(n

VqeQ; reR

donde @ y R definen conjuntes de vectores cuyos
elementos son los coeficientes del numerador y
denominador respectivamente; es decic:

'
L

Q =1{qeR™: q‘_SQiQQ; }
R={reR :r srsr )

es claro que una planta intervalo cs una familia de
plantas formada por un conjunto de funciones
racicnales que pueden representar sisternas fisicos que
tienen elementas con inceriidumbre de tipo intervalo.
Esta familia de plantas serd definida como:

» alGsqr):qeQ; reR} 2)

donde se establece la suposicién de que 1a familia »
sea estriclamenle propia; ¢s decir, que m < n para
indo elemento de la familia. Para describir el
problema de plantas intervalo es necesario presentar
el siguiente diagrama de bloques:

X(s) - ¥(s)

C(s) | -—

b

Figura 1. Diagrama de bloques de una planta
intervalo.

donde C(s) y A representan un controlador fijo y una
planta intervalo respectivamente; considerando que el
controlador tiene la siguiente estructura:

N (s)
D {s)

c

C(s) =

en el cual N(s) y D.(s} son polinomios de prado py s
respectivamente, con la condicién p < s; entonoes, el
objetivo es encontrar un controlador €(s) que logre
estabilizar el sistema de control en lazo cerrado de la
fgura 1; este problema es conocido oomo
estabilizacién robusta de plantas intervslo. Bs claro
que la estabilidad robusta del sistema en lazo cerrado
presentado en la figura 1, esi4 delerminada por la
siguiente ecuacidn caracterfstica:

p(s.q.r) = N(NGs.q) + DL&)Dis.) (3)

entonces, ¢l problema de estabilizacién robusta se
puede plantear como un problema de estabitidad
robusta de la ecuacidn caracteristica (3). Ahora seré
presentado el problema de interés en este trabajo.
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2.2 Plantas lotervalo con Retardo

Fn esta secoidn se deline el problewa de
interés cn este arficulo, que cx ¢ problema de
cstabilidad robusia de plantas intervalo con retardo;
éste, a diferencia del problema ongmal de plantas
intervalo, considera wn retardo ¢ ™ en lugar de un
controlador €(s), como sc muestra en fa sipniente
hgura:

. ;
- ) — h ] 4[ e” “

Figura 2. Diagrama de blogues de una planta
intenalo con retardo.

donde » defline nuevamenic unk familia dc plantas
intervalo; 1a estabilidad del sistema dindmico
presentado en la figura 2 estd determinada por la
siguiente ecuacidén caracteristica:

p(s.q.r.e™) = D(s,r) + N(s,q)e* ()

donde Dfs,s) y Nfs,g) son los polinomios intervalo
definidos en (1) y en este trabajo se ccnsiderard que
el retardo de tiempo t es un parfmetro que liene
incertidumbre de tipo intervalo. Como se puede
observar, la ecuaci6n caracteristica (4) representa una
familia de quasipolinomios, la cual serd defimda como
sigue:

‘)1 & {P(sﬂq?r,e‘t‘) : QEQ 3 rGR 3 (5)
tef0,7_, 11}

Entonces, el objetivo de este trabajo es obtener
condiciones necesarias y suficientes para garantizar
estabilidad robusta del sistema dinimico representado
por la figura 2; lo anterior es equivalente a obiener
condiciones de estabilidad para la familia de
quasipolinomios (5).

3. RESULTADO PRINCIFAL
En esta secciébn se presenta el resultado

principal de este trabajo; para presemar el este
resultado es necesario reahrar las siguiente definicion:
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BENINICION 2 [Y value set V{e) de la familia de
quasipolinomios s la grdfica en el plano romplejo
de pis,q.re*) cuando s=je, cs decir

V() = { pls.gre ) : VreR (6)
qeQ ; te[0,x | ; weR ]

cntonces, s¢ depotard como ¢fw) al "value set”
correspondicnte a ta familia de quasipolinomics p,.
Ahera serd presentado el resultado principal.

TEOREMA 1 |Exclusidn del cern)] Si enste af menos
un clemento estable de la familia de quasipolinomios g,
definida en (6), entonces, p, es mobustamente estable si
ysalosi, Beg V(o) Vee[0%).

Prueba. I.a prucha cstd basada en al propiedad de
continuidad de las rajces de la ecuacién caracteristica
(4) con respectn a los cocficientes g, , y también con
respecto al eetardo r, ver [11], [12].

necesidad. Se  asume por hipdtesis que o, | es
robustamente estable y se demostrars que 0€ ¥ ().
La demastracion se realizard por contradicrion. Si 8¢
Viw);, entonces de la definicton de "values set”
presentada en (6), existe un elemento p(ie.,g,r,e
"““Jep,, tal que p(ia’q,re ™) 0, lo cual
implica quec ticne al menos una rafz sobre el eje
imapinario y esto contradice la hipitesis de gue p, es
robustamente estable; nor lo tanto ¢e V..

suficiencia. Por contradicciGn; supdngese que O¢
¥ (w) y que exisle un elemento p(s,q.r,e”) £p, que es
inestable; con la suposicién de que al menos un
elemento de la familia es estable y sphicando la
propicdad de continuidad de las rafces de le ecuacién
caracteristica, implica que existe ur elemenlo
p(s,qre™) ep, tal que p(s',g',re™) = 0, lo cual
significa que 0 V() y por lo tanio s¢ contradice la
hipétesis 0¢ V. (w), entonces, p, es robustamente
estable.

1 |
NOTA 1 Este resultado garantiza la propiedsd de
estabilidad robusta del sistema dindmico representado en
el diagrama de la figura 2. Fl vesultado es una extension
del articudo presentado en [14).

4. EJEMPLO NUMERICO

lin esta seccidn se presenta una aplicaadn
dc) resultado anterior 8 un ejemplo  mumérico.
Considerar que se oblienc la siguicnle ecuacion
caracleristica  de  alpin  sistema  de  control
represeatado par una planta intervalo con retardo:
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pisqare ™) = D(s) + Nis.gye = (1)

donde:

D(s) = s « Ts* + 1945 + 266s% +
18.0384s » 4.8384
Nis,q) = s> « (5.8 + g))s? « (1105 + g)s +
69 + qp)
-18 <4, <18 O<ccl

utilizando un programa para construir el “vale set” se

obtiene lo sipuiente:
B -

velus-Say
0

o

q

Figura 3. Value set del ejemplo arerior.

la figura anterjor es la grifica del “value set” para wm
rango de frecuencias de w&0,2). por lo tanto
aplicando el teorema 1 podemos conduir que el
sistema representado por (7) es robustamente estable;
ya que el value set ¥ (w) no toca el cero del plano
complejo.

5. CONCLUSIONES

Esta forma de analizar la propiedad de
estabilidad robusta es muy simple y la ventaja
principal es que no depende de la dimemsiéu det
sistema dinfmico, por lo que sec puede aplicar a
sisternas dindmicos de dimensiones grandes sin gingin
problema; otra ventsja es que el cilculo realizado no
requiere hacer operaciones que puedan representar
problemas de error numérioo, ya que sblo s requicr-
realizar operacicnes bisicas con mimeros complejos.
Las condiciones de estabilidad se obtiener en funcién
de una gréfica en el plano complejo; es decir, por
inspeceibn visual, por lo que resulta muy sencilla la
forma de verificarla.
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