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PROLOGO

El método del elemento finito ¢s un meétodo que puede ser utilizado para la solucién
de problemas complejos de mecanica de materiales. Es por ello que la tésis que presento
tiene por objetivo el analisis del método aplicado a la solucion de problemas en una
dimension, como una alternativa de solucion, sobre todo cuando la situzacion es
compleja, en cuanto al uso de métodos de solucion tradicionales.

En éste método, la estructura real es reemplazada por varias piezas ¢ elementos, cada
uno de los cuales se supone que actua como un miembro estructural continuo llamado un
elemento finito.

Los elementos se supone que estan interconectados en ciertos puntos conocidos
como nodos. En vista de que es muy dificil encontrar la solucion exacta (tales como los
desplazamientos) de la estructura original bajo las cargas especificadas, una solucion
conveniente aproximada se supone en cada elemento finito. La idea es que si las
soluciones de los diversos elementos, se selecciona apropiadamente, se puede tender
hacia la solucién exacta de la estructura total, asi como se reduzca el tamafio del
elemento.

Durante el proceso de solucion, el equilibrio de fuerzas en los nodos y la
compatibilidad de los desplazamientos entre los elementos se satisfacen de modo que la
estructura completa (ensamble de elementos) se comporta como una ente simple.

El procedimiento basico del elemento finito con aplicacion a problemas de mecanica
de matertales es lo que trato en la tesis.

Se derivaran las matrices de rigidez, de masa y vectores fuerza del elemento para
carga actuando sobre una viga, estructura, y bastidor. Las transformaciones de matrices
de elemento y vectores del sistema de coordenadas local al global, los conceptos de
matrices de masa consistente. En Ja tesis trataré solo con elementos en una dimension,
aunque las técnicas que aqui se emplean, se pueden aplicar a problemas mas complejos

que envuelven elementos finitos en dos y tres dimensiones.



. Existen otras aplicaciones del método del elemento finito, en analisis de esfuerzos
elastico-estatico, plasticidad, fatiga, mecanica de fractura, transmision de calor,
dindmica de fluidos, campos eléctricos y magnéticos, pero, cada uno requiere de la
obtencion de resultados particulares.

La disponibilidad en los tiempos modernos, de los medios computacionales, y las
técnicas tan avanzadas, se facilita el procedimiento de solucién a los problemas, usando
el método del elemento finito, auxiliado con un programa de computadora. En la tesis se
incluye la solucién de problemas de mecinica de materiales en una dimensién con

auxilio de una computadora y del programa FEM1DV?2.
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SINTESIS

CAPITULO 1. Se presenta una introduccion al método del elemento finito, en cuanto
a sus aplicaciones, ventajas con respecto a los metodos variacionales, antecedentes
historicos, caracteristicas distintivas, se citan algunos ejemplos y se dan a conocer los

pasos fundamentales del método del elemento finito con algunas observaciones

importantes.

CAPITULO 2. Se dan a conocer las formulaciones integrales y se exponen los
métodos variacionales, presentando primeramente la integral pesada para la obtencion de
ecuaciones algebraicas, de acuerdo a les coeficientes desconocidos en la aproximacion.,
Se construyen diferentes tipos de exposiciones integrales usadas en diferentes métodos
variacionales. Se introducen terminologia y anotaciones en cuanto a domini¢ y frontera,
problemas de valor inicial y valor propio, se obtiene la férmula para integracion por
partes y la forma débil. Se establece el teorema del gradiente, el teorema de la
divergencia, funcionales, simbolo variacional, formulacién débil en problemas de valor
frontera, integral pesada y formulacion débil. Se dan a conocer los pasos para la
obtencion de la formulacion débil, las formas lineal y bilineal, las funciones cuadraticas,
se presentan algunos ejemplos, se hace un analisis de los métodos vanacionales de
aproximacion, Raileigh-Ritz, Petrov- Galerkin, cuadrado minimo, de colocacién, citando

gjemplos y mostrando comparacion de resultados.

CAPITULO 3. Se lleva a cabo un analisis del elemento finito en problemas de una
dimensién con valor frontera de segundo orden. Se expone primero, cuando los métodos
variacionales tradicionales dejan de ser efectivos. Se dan a conocer las caracteristicas
que debe tener un meétodo computacional para obtener solucion a problemas, las
caracteristicas basicas del elemento finito, se presentan los pasos involucrados para el
analisis de] elemento finito de un problema, se hace un estudio en cuanto a los pasos

basicos para el andlisis del elemento finito, presentando un problema de valor frontera,



asi como los pasos para la formulacion de la ecuacién modelo del problema, mediante el
método del elemento finito, esto es, discretizacion del dominio, derivacion de las
ecuaciones elemento, pasos para la formulacion débil, aproximacion de la solucion, se
presentan las funciones interpelacion de la familia Lagrange, y de la familia Hermite. Se
analiza el método del elemento finito, la matriz de rigidez, el vector fuerza, en aplicacion
a problemas de mecanica de materiales (estructuras, bastidores, vigas). Se establecen las
ecuaciones para elemento lineal, elemento cuadratico, la conectividad de los elementos
para obtener las ecuaciones de enmsamble de los elementos y las condiciones para
imponer el ensamble, se resuelve un ejemplo, se indica como imponer las condiciones
frontera en un problema, sobre la serie ensamblada de ecuaciones algebraicas. Se
establecen la solucion de las ecuaciones y el postprocesamiento de la solucion en cuanto
a la relacion error-nimero de elementos y se hacen algunos comentarios de interés

sobre los pasos descritos para el modelo de ecuacidn.

CAPITULO 4. En éste capitulo, se presenta un analisis de la ecuacion para viga
Euler-Bemoulli, la discretizacidon del dominto, la derivacion de las ecuaciones elemento,
las finciones interpolacion, el modelo de elemento finito para la viga Euler-Bernoulli, se
da a conocer el procedimiento para el ensamble de las ecuaciones del elemento viga, la
imposicion de las condiciones frontera, tipos y el postprocesamiento de la solucién.
También se hace un analisis para estructura plana, bastidor y armazén Euler-Bernoulli
para formular el elemento finito armazon y el elemento finito bastidor, basado en
notacion matrcial. Se presenta ademas, las ecuaciones que rigen la teoria Timoshenko,
la formula débil, el modelo de elemento finito, elemento de interpolacién consistente
CIE, elemento con igual interpolaciéon de integracion reducida (RIE), ecuaciones

elemento y ecuaciones necesarias.

CAPITULO 3. El capitulo contiene la presentacion de las fuentes basicas de error en
la solucion de una ecuacion diferencial dada, dando a conocer las diferentes maneras de
medir la diferencia entre dos funciones, la convergencia de la solucién del elemento
finito en la norma energia a la solucion verdadera, la exactitud de la solucion, se cita un

ejemplo para estimar el error de aproximacion y verificar el error estimado.
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CAPITULO 6. Se plantean y resuelven problemas de mecanica de materiales en una
dimension, utilizando para ello el método del elemento finito y un programa de
computadora FEM1DV2 como herramienta auxiliar para obtener la solucion mediante
los metodos variacionales y con el auxilio de una computadora, dando a conocer la
manera de elaborar el archivo para los datos de entrada al programa de acuerdo al campo
de aplicacion y condiciones particulares, anexando los resultados obtenidos al correr el

programa con los datos de archivo de entrada para cada problema.

CAPITULO 7. Tomando como base lo expuesto en el desarrollo de la tesis y
analizando los resultados obtenidos en la solucion de los problemas planteados con
relacion a la solucion exacta que se obtendria con los métodos tradicionales se presentan
conclusiones y recomendaciones para el uso del método del elemento finito y el auxilio

de la computadora.
CAPITULO 8. Bibliografia utilizada como apoyo para el desarrollo de la tesis.
CAPITULQ 9. Lista de tablas utilizadas en el desarrollo de la tesis y paginas de
ubicacion.

CAPITULO 10. Lista de figuras utilizadas en la tesis y paginas de ubicacién

CAPITULO 11. En el apéndice se presenta una lista de términos y conceptos usados

en el desarrollo.

CAPITULO 12. Se presenta una autobiografia del sustentante.



CAPITULO 1

INTRODUCCION

1.1.Comentarios Generales:

Virtualmente, cada fenomeno en la naturaleza sea biolagico, geoldgico o mecanico,
se puede describir con ayuda de las leyes de la Fisica en términos de ecuaciones
algebraicas, diferenciales 6 integrales, relacionando diversas cantidades de interés. Para
determinar la concentracién de esfuerzos en un recipiente a presion, con agujeros
Lmpares, NUMerosos refuerzos y sujeto a cargas mecanicas, térmicas y/o aerodinamicas,
para encontrar [a contaminacion en el agua del mar ¢ en la atmosfera, en la simulacion
del estado del tiempo para entender y predecir los mecanismos de formacion de
tornados y tormentas, son unos cuantos ejempios de muchos problemas practicos

importantes.

La mayoria de los Ingenteros y Cientificos que estudian los fendmenos fisicos estan
implicados en dos tareas principales:
1. La formulacion matematica de los procesos fisicos.

2. El analisis numérico del modelo matematico.

La formulacion matematica de un proceso fisico requiere de las leyes de la Fisica y

ademas, ciertas herramientas matematicas, la formulacion consiste en exposiciones



. matematicas, 2 menudo ecuaciones diferenciales que relacionan cantidades de interés
para el entendimiento y/o disefio de procesos fisicos. El desarrollo del modelo
matematico de un proceso se obtiene a través de suposiciones referentes a como trabaja
el procesoc. En una simulacidn numérica, usamos un método numerico y una
computadora para evaluar el modelo matematico y estimar las caracteristicas del

~ proceso.

Mientras que la derivaciéon de las ecuaciones que rigen para la mayoria de los
problemas no es dificil, su soluciéon por métodos exactos de analisis es una enorme tarea.
En tales casos, métodos de analisis aproximados proveen medios alternativos de
solucion, tales como los métodos de Rayleigh- Ritz 6 Galerkin.

En la aproximacion de diferencia finita de una ecuacion diferencial, las derivadas se
reemplazan por cocientes diferentes (0 la funcion se expande en una serie Taylor) que
involucran los valores de la solucion en puntos de malla discretos del dominio. Las
ecuaciones algebraicas que resultan se resuelven, luego de imponer las condiciones de
frontera, para los valores de la solucion en los puntos de ia malla.

En la solucién de una ecuacion diferencial por el método variacional, la ecuacion se

pone en una forma equivalente, la integral pesada y luego la solucidn aproximada sobre
el dominio se supone que es una combinacion (Z ;G @ j) de funciones aproximacion
¢ ;; escogidas apropiadamente y coeficientes no determinados, ¢, .

Los coeficientes ¢,, se determinan de modo que la exposicion de la integral

equivalente a la ecuacion diferencial original se satisfaga.

Los diferentes metodos variacionales, por gjemplo: Rayleigh-Ritz, Galerkin y el
método de cuadrados minimos difieren uno del otro en la seleccion de la forma integral,
funciones peso, y/o funciones de aproximacion. Tienen la desventaja de que las
funciones de aproximaciéon para problemas con dominio arbitrario son dificiles de
construir.

El método del elemento finito supera la desventaja de los meétodos variacionales

tradicionales mediante un procedimiento sistematico para la derivacion de las funciones



de aproximacion, en subregiones del dominio. El método se basa en tres caracteristicas
que los hacen superior a los demas métodos:

Primero, un dominio geométricamente complejo del problema se representa como un
conjunto de sudominios geométricamente simples [lamados elementos finitos. Segundo,
sobre cada elemento finito, las funciones de aproximacion se derivan bajo la idea basica
de que cualquier funcién continua puede ser representada por una combinacion lineal de
polinomios algebraicos. Tercero,se obtienen relaciones algebraicas entre los coeficientes
no determinados (valores nodales) satistaciendo las ecuaciones que rigen, a menudo en
un sentido de integral pesada, sobre cada elemento. Por lo tanto método del elemento
finito puede verse en particular, como una aplicacion habil de los métodos Rayleigh-
Ritz 6 residuo pesado. En €|, las funciones aproximacion son a menudo consideradas
como polinomios algebraicos y los parametros no determinados representan los valores
de la solucién de un nimero finito de puntos preseleccionados, llamados nodos, en Ja
frontera y en el interior del elemento. Las funciones aproximacion se derivan usando los
conceptos de la teoria de la interpolacion, y son por lo tanto, llamados funciones
interpolacion. Encuentra uno que el grado de las funciones de interpolacion depende del

nimero de nodos en el elemento y del orden de la ecuacion diferencial a resolverse.

1.2. ANTECEDENTES HISTORICOS:

La idea de representar un dominio dado, como un conjunto de partes discretas no es
solamente hacia el elemento finito. El valor de 7 fue estimado por los antiguos
matematicos, considerando que el perimetro de un poligono inscrito en un circulo se
aproxima a la circunferencia del ultimo. Ellos predijeron el valor de 7 con
aproximacion de casi 40 digitos, representando el circulo como un poligono de un
numero finitamente grande de nimero de lados. En los tiempos modernos, la idea
encontrd aplicacion en el analisis estructural de aeronaves, donde, por ejemplo, alas y
fuselaje son tratados como ensambles de largueros, revestimiento y paneles de corte. En
1941, Hrenikoff introdujo ¢l llamado método armazodn, en el cual, un medio elastico
plano se represento como un comjunto de barras y vigas, Courant en 1943 usd un

ensamble de elementos triangular y el principio de minima energia potencial total para



ensamble de elementos triangular y el principio de minima energia potencial total para
estudiar el problema de torsion de St. Venant. Aunque ciertas caracteristicas del
elemento finito fueron encontradas en los trabajos de Hrenikoff en 1941 y Courant en
1943, su formal presentacion se atribuye a Keisey en1960 y a Tumer, Clough, Martin y
Topp en 1956. El témino elemento finito fue usado primero por Clough en 1960. Desde
su insercion, la literatura sobre aplicaciones de elemento finito ha crecido
exponencialmente, hoy en dia hay numerosos trabajos dedicados a la teoria y la

aplicacion del método.
1.3 EL CONCEPTO BASICO DEL METODO DEL ELEMENTO FINITO
COMENTARIOS GENERALES

La mayor caracteristica distintiva del método del elemento finito que la separa de los
otros es la division de un dominio dado en una serie de subdominios simples, llamados
elementos finitos. Cualquier forma geométrica que permita ¢l calculo de la solucién o su
aproximacion, ¢ provea de relaciones necesarias entre los valores de la solucion en
puntos elegidos, llamados nodos, del subdominio, se califican como un elemento finito.
Otras caracteristicas del meétodo incluyen la bisqueda continua de (a menudo
polinomios) aproximaciones de la solucidn sobre cada elemento en términos de unos
valores nodales, y ensamble de ecuaciones de elemento imponiendo la continuidad de la
solucion en el inter elemento y el balance de fuerzas del inter elemento. Las ideas
basicas del método del elemento finito se introducen via dos ejemplos simples:

1. Determunacion de la circunferencia de un circulo usando un nimero finito de

segmentos de linea.

2 Determinacion del centro de masa (6 gravedad) de un cuerpo irregular.

El primer ejemplo es una expansion de un articulo escrito por el autor en 1978 por
una revista estudiantil en la Universidad de Oklahoma. Las ideas expresadas en el

segundo fueron encontradas en libros de estatica de cuerpos rigidos.

Aproximacién de [a circunferencia de un circulo.
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Considérese el problema de determinar el perimetro de un circulo de radio R (ver fig.
1.1a). Los antiguos matematicos estimaron el valor de la circunferencia por
aproximacion, mediante segmentos de linea cuyas longitudes eran medibies. El valor
aproximado de la circunferencia es obtenido sumando las longitudes de los segmentos
de linea usados para representarfa. Aunque este es un ejemplo trivial, ilustra varias ideas
y pasos involucrados en el analisis del elemento finito de un problema. Nosotros
planeamos en los pasos involucrados en el calculo un valor aproximado de la
circunferencia del circulo. Haciéndolo asi intreducimos ciertos términos que se usan en

el analisis del elemento finito de cualquier problema.

@

e

/ \\ il Figura 1.1* Aproximacion de la
circunferencia de un circulo

— mediante elementos linea

e Circulo de radio R.

Mallas uniforme y no uniforme
usadas  para representar la

circunferencia del circulo.

Un elemento tipico

Discretizacion del elemento finito. Primero, el dominio (por ejemplo la
circunferencia del circulo) se representa como un conjunto de nimero finito 7 de
subdomunios, denominados segmentos linea. Esto se llama discretizacion del dominio.
Cada subdominio (segmento linea) se llama un elemento. El conjunto de elementos es
llamado malla del elemento finito. Los elementos estan conectados unos a otro en puntos
[lamados nodos. En el caso presente, discretizamos la circunferencia en una malla de 5

(7 = 5) segmentos linea. Los segmentos linea pueden ser de diferentes longitud. Cuando



todos los elementos (ej. segmentos linea) son de igual longitud se dice que la malla es

uniforme; lo contrario se llama malla no uniforme ver figura (1.1b).

Ecuaciones del elemento: Un elemento tipico (ejemplo el segmento £2°) se aisla y se
requieren sus propiedades por ejemplo longitud y se calculan por algin medio

apropiado. Haga que #, sea la longitud del elemento Q° en la malla para un elemento

tipico Q°, A, esta dado por (ver fig. 1.1c)

1.1
he=2RSen%9, (1.1

donde R es el radio del circulo y € , < # es el dngulo sub tendido por el segmento linea.

Las ecuaciones anteriores se Jlaman ecuaciones elemento.

3 Ensamble de ecuaciones elemento y solucién. El valor aproximado de la
circunferencia (6 perimetro) del circulo se obtiene colocando las propiedades del
elemento de manera significativa; este proceso se llama el ensamble de las ecuaciones
elemento. Este esta basado en el caso presente en la idea simple de que el perimetro total
de poligono (elementos ensamblados) es igual a la suma de las longitudes de los

elementos individuales:

n 12
P,=2ih, o
e=1

Entonces £, representa una aproximacién del perimetro real p. Si la malla es

2T

uniforme, 6 #,es la misma para cada elemento de la malla, entonces & ,=—, y
n

tenemos.



P's (1.3)
P =n ZRSen;

4. Convergencia y error estimado. Para éste problema simple, conocemos la solucion

exacta: p =27z R. Podemos estimar el error en la aproximacion y mostrar que la
solucion aproximada P, converge a p exacta en el limite cuando #7——>co. Considere

el elemento tipico 2°. El error en la aproximacion es igual a la diferencia entre la

longitud del sector y [a del segmento linea (vea figura 1.1¢)

E, = (1.4)

S, —h,

Donde §, = R6, es la longitud del sector. Por tanto, el error estimado para un

elemento en la malla estd dado por

2 LS
E = R’—” - ZSenz{ C
n n

El error total (llamado error global) estd dado por la muitiplicacion de E, por m:

e (1.6)
E=2R ﬂ—nSen; =27 R-P,

. . 1
Mostramos ahora que E tiende a cero como # — 2 Haciendo ¥ = — , tenemos
n



Senzmx

P, =2RnSen” = 2R

(1.7)

im P = lim (2}25"““): e [2,,1(&51”_’}:2,,3

=00 x=0 X x=0

de aqui, E, tiende a cero como n——><o . Esto completa la prueba de convergencia.

En resumen, se demuestra que la circunferencia de un circulo puede ser aproximada
tanto como queramos mediante un numero finito de funciones lineales. Conforme el
mimero de elementos aumente, mejora la aproximacion, el error en la aproximacion

disminuye.

Determinaciéon aproximada del centro de masa.

Otro ejemplo elemental para ilustrar el concepto de elemento finito consiste en el

calculo del centro de masa dé un cuerpo continuo.

Se recordara, de un primer curso de estatica de cuerpos rigidos que el calculo del

centro de una masa irregular ¢ el centroide de un volumen irregular hace uso del método
llamado de cuerpos compuestos, en el cual un cuerpo es dividido convenientemente
(discretizacién malla) en varias partes (elementos) de forma simple, para los cuales, la
masa y el centro de masa (propiedades del elemento) pueden calcularse facilmente. El
centro de masa del cuerpo total, se obtiene usando el principio de Varignon del

momento (una base para el ensamble de las propiedades del elemento).

(m, +my+...m, )X =m,X +m, %+ . +m,x, (1.8)

Donde X es lacoordenada x del centro de masa del cuerpo total m, es la masa
de la ésima parte X, es la coordenada x del centro de masa de la ésima parte.

Expresiones similares se establecen para las coordenadas x e y del centro de masa del



cuerpo total. Relaciones analogicas se establecen para lineas compuestas, areas y

volimenes respectivamente.

Cuando un cuerpo dado, no es expresable en términos de formas geométricas simples --

(elementos) para el cual la masa y el centro de masa puedan ser representadas
matematicamente, es necesario usar un método de aproximacion para representar las

propiedades de un elemento. Como un ejemplo, considere el problema de encontrar el

centroide @ del area irregular (region) mostrada en la Fig.1.2. La region puede
dividirse en un niumero finito de tiras rectangulares (elementos). Un elemento tipico con
un ancho de A,y de alturab,. El area de la ésima tira esta dada por : 4, = 4,5, El drea
A, es una aproximacion del area verdadera dei elemento debido a que 5, es una altura
promedio estimada del elemento. Las coordenadas del centroide de la region se obtienen

aplicando el principio de] momento;

B 24k, > Ay,
X =—— Y-Sk 2
5% W an

2.4,

donde X, y ¥, son las coordenadas del centroide del ésimo elemento con respecto al
sistema de coordenadas usado para el cuerpo total. Cuando el centro de masa es
requerido, A, en las ecuaciones anteriores se reemplaza por la masa m, = p ,4,, p,es
la densidad de la masa del ésimo elemento; para un cuerpo homogéneo, o, es la

misma para todos los elementos.

Se notara que la exactitud de la aproximacion se mejorara incrementando el nimero
de tiras usadas (decreciendo su ancho) se usan elementos rectangulares en la discusion
presente, solo por razones de simplictdad. Uno puede escoger el uso de elementos de
cualquier tamafio y forma que aproximen al area dada, hacia una exactitud satisfactona.

Por ejemplo, un elemento trapezoidal requerird dos alturas para calcular el area



y o e
wll[| BT .
17, 7 =
i
X

Figura 1.2
Determinacion aproximada del centroide de masa (6 geométrico) de una region

irregular dividiéndolo en una serie de subregiones rectangulares ¢ trapezoidales.
Donde &, y &,,, son las alturas izquierda y derecha del ésimo elemento.

Algunas Observaciones:

En resumen, en el método del elemento finito, un dominio dado, es dividido en
subdominios, llamados elementos finitos, y una solucion aproximada hacia el problema

se desarrolla sobre cada uno. La subdivision de un total en partes tiene dos ventajas:

1. Permite una representacion exacta de geometria complejas y la inclusion de

materiales heterogéneos.

2. Da lugar a una representacion exacta de la solucion dentro de cada elemento, para

descubrir efectos locales (grandes gradientes de la solucion)

Los tres pasos fundamentales del método del elemento finito son:

16
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. Dividir el total en partes (ambos para representar la geometria y solucion del

problema).

Sobre cada parte, buscar una aproximacion a la solucién como una combinacion de
valores nodales y funciones aproximacion.

Derivar las relaciones algebraicas entre los valores nodales de la solucién para cada

parte, y ensamble las partes para obtener la solucion del total.

Aungue los ejemplos anteriores ilustran la idea basica del métode del elemento finito

hay otras caracteristicas que no se presentaron O no aparecen en la discusion de los

ejemplos.

Pt

[¥S]

Algunas observaciones son, en orden:

Uno puede discretizar un dominio, dependiendo de su forma, en una malla de mas de
un tipo de elemento. Por ejemplo en la aproximacion de un dominio irregular, uno
puede usar una combinacion de rectangulos y triangulos.

Si més de un tipo de elemento es usado en la representacion del dominio, uno de
cada clase sera aislado y sus ecuaciones desarrolladas.
Las ecuaciones que rigen, son generalmente mas complejas que las consideradas en
los primeros dos ejemplos. Son generalmente ecuaciones diferenciales. En la
mayoria de los casos [as ecuaciones no pueden resolverse sobre un elemento, por dos
razones. Primero, no permiten la solucién exacta. De aqui que los métodos
variacionales entren en juego. Segundo, las ecuaciones discretas obtenidas en los
métodos variacionales no pueden resolverse independientemente de los elementos
restantes debido a que el ensamble de los elementos esta sujeto a cierta continuidad,
frontera y/o condiciones iniciales.

Hay dos diferencias principales en la forma de la solucion aproximada usada en el

método del elemento finito y la que se usd en el método variacional clasico(por

ejemplo: meétodo variacional aplicado al dominio total). Primero, en lugar de

representar la solucion # como una combinacion lineal (u =2, ¢J) en términos
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de parametros arbitrarios ¢, como en los métodos variacionales, en el método del
elemento finito la solucion es representada a menudo como una combinacién lineal

(u =Zuy j) en términos de los valores u, de u (y posiblemente sus derivadas) en

los puntos nodales. Segundo, las funciones aproximadas en el método del elemento
finito son por lo regular polinomios gue se resuelven usando la teoria de
interpolacion. Sin embargo, el método del elemento finito no esta restringido, al uso

de aproximaciones, que son combinaciones lineales de valores nodales u, vy
funciones interpolaciones ¥, que son polinomios aigebraicos. Uno puede usar, en

adicion a valores nodales, variables sin nodo (como en ¢l métode Rayleigh-Ritz)
para representar la aproximacion de una funcion.

El namero y localizacion de los nodos en un elemento depende de: a)La geometria
del eiemento. b)El grado de aproximacion polinomial c)La forma integral de las
ecuaciones. Mediante la representacion de la solucion requerida en términos de sus
valores en los nodos, uno obtiene la solucion aproximada en los nodos.

El ensamble de elementos, en un caso general, estd basado en la idea de que la
solucion (y posiblemente sus derivadas para ecuaciones de mayor orden) es continua
en las fronteras del inter elemento.

En general, el ensamble del elemento finito esta sujeto a la frontera y/o condiciones
iniciales. Las ecuaciones discretas asociadas con la malla del elemento finito, se
resuelven solamente después de que se imponen la frontera y/o las condiciones
iniciales

Hay tres fuentes de error en la solucién de elemento finito: a)Las debidas a la
aproximacion del dominio (que fue el error presentado en los dos ejemplos). b)Las
debidas a la aproximacion de la solucion. c)Las debidas al calculo numeérico. La
estimacion de estos errores, en general, no es materia sencilla. Sin embargo bajo
ciertas condiciones, pueden estimarse para un elemento y problema dado.

La exactitud y convergencia de la solucién del elemento finito depende de la

ecuacion diferencial, su forma integral y el elemento usado.
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Exactitud se refiere a la diferencia entre la solucion exacta y la solucion de elemento

finito, muentras la convergencia se refiere a la exactitud conforme el nimero de

elementos en la malla se incremente.

10. Para problemas dependientes del tiempo, se sigue una formulacion en dos etapas. En

iyl

la primera, las ecuaciones diferenciales son aproximadas mediante el método del
elemento finito para obtener una serie de ecuaciones diferenciales en tiempo. En la
segunda, las ecuaciones diferenciales en tiempo se resuelven exactamente 6 aiin mas
aproximadas por métodos variactonales o métodos de diferencia finita para obtener
ecuaciones algebraicas, las cuales se resuelven para los valores nodales.

Cuando las condiciones de continuidad de ensamble se reemplazan por las
condiciones de contacto, el metodo se conoce como el metodo del elemento discreto
(DEM). En el método del elemento discreto, elementos individuales pueden tener
movimientos finitos (desplazamientos y rotaciones). Tales métodos tienen
aplicaciones en mecanicas de rocas, mecanicas de hielo, y otros campos donde una
continuo es desintegrado durante la deformacién 6 el medio original es un conjunto

de particulas individuales (medio granular y biologia molecular).
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CAPITULO 2

FORMULACIONES INTEGRALES Y METODOS VARIACIONALES.

2.1 LA FORMA INTEGRAL PESADA.

En el método del elemento finito, usamos una exposicion integral para establecer

relaciones algebraicas entre los coeficientes u, de la aproximacion

i @.1)
uxSuy,
71

Donde u representa la solucion de una ecuacion diferencial particular. El uso de
una exposicion integral equivalente a la ecuacion diferenciai de dominio, se necesita por
el hecho de que la sustitucion de (2.1) en la ecuacién diferencial de dominio, no siempre
resulta con ¢l nimero de ecuaciones algebraicas lineales independientes requerido para
los coeficientes desconocidos. Una forma de asegurarse que hay exactamente el mismo
numero de ecuaciones como de incognitas, es considerar que el error sea cero como en

la integral pesada.

A continuacion se daran mas detalles sobre esto.

Suponga que deseamos determinar una solucion aproximada de la ecuacién,
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(2.2a)

é (x @J+u=0 para 0<x<l1
de\  dx

u(0)=1, [r%) _ =0

(2.2b)

buscamos una solucion aproximada, sobre €l dominio completo € =(0,1) en la forma,

u=U, EiCJ¢J(x)+¢O(X) 3

donde ¢, son los coeficientes a determinar ¢,(x) y ¢,(x) son funciones

preseleccionadas de modo que las condiciones frontera del problema se satisfagan para

la  solucion aproximada deN parametros U, . Por e¢emplo, si

N=20p =x"-2x,4,=x -3x,6, = 1)

usUy =¢,(x*—2x)+c,(x - 3x)+1

Lo cual satisface las condiciones de frontera (2.2b) del problema para cualquier valor

de ¢, y c,Llas constantes ¢, y ¢, son determinadas de modo que la soluciéon
aproximada U, en (2.3)satisface (2.2a) en algiin sentido. Si queremos que U, satisfaga
(2.2a) en el sentido exacto, obtenemos

diy, dU

¥ dsz +Uy =~2¢,(x—1) -3¢, (x* —1)— 2¢,x — 6, x°

+¢,(x* —2x)+c,(x* -3x)+1=0

Ya que esta expresion puede ser cero para cualquier valor de x , los coeficientes de

las diferentes potencias de x deben ser cero.
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1+2¢ +5¢, =0
—(6¢c, +3¢,)=0
¢, -9, =0

¢, =0

Estas ecuaciones son inconsistentes; no hay solucion para las ecuaciones. Por otro
lado requerimos que la solucion aproximada U satisfaga la ecuacion diferencial (2.2a)
en ¢l sentido de integral-pesada.

J:wRafr - (2.4a)

donde R es llamado residuo

au, . d’uU,
dx dx?

R=- +Uy

y w es llamada la funcion peso. De (2.4a) obtenemos ecuaciones independientes
lineales que son funciones independientes de w. Por ejemplo, si tomamos w=1 y

w = x obtenemos.

0= EIR de =(1+2¢, +3cz)+%(— 6¢, e3c2)+§(cl —9c2)+%cZ

1 " 1 1 1
0= ExR dx = E(l-!—Zcl +.>c2)+§(-6c, —302)+Z(c' —9(:2)+§r:2

o]
(2.4b)
ECI -{>-ZC‘2 =1
3 31 1
¢ t+t—C,=—
4 20 2
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que proporcionan dos ecuaciones lineales independientes para ¢, y ¢,

222 100
dando ¢, = —= =
(dando ¢, n e 23 )

Por lo tanto, las éxposiciones integrales del tipo (2.4a) proporcionan medios de
obtencion de muchas ecuaciones algebraicas, tantas como coeficientes desconocidos en
la aproximacion. Este capitulo tratz con la construccion de diferentes tipos de

exposiciones integrales usadas en diferentes métodos variacionales. Un método
variacional es en el cual se buscan soluciones aproximadas det tipo z =Y ¢4 +4¢,
y los coeficientes ¢, se determinan usando una exposicion integral. El método

variacional, difiere de otros en la seleccion de la funcion pesow y la exposicién integral

usada, lo cual dicta la seleccion de las funciones aproximacion ¢, En el método del

elemente finito, un dominio dado es visto como ensamble de subdominios (elementos)
y una solucién aproximada se buscara sobre cada subdominio, de la misma manera
como en los métodos vanacionales. Por lo tanto el estudio del método variacional es
informativo, antes de estudiar el método del ¢lemento finito, nuestro objetivo en este
capitulo, es ilustrar los pasos basicos en las formulaciones integraies y las
aproximaciones asociadas de varios problemas frontera. Hacia este objetivo; primero

introducimos terminologia y anotaciones.

2.2 CONCEPTOS Y FORMULAS MATEMATICAS.

Dominio y frontera. El objetivo de la mayoria de los analisis, es determinar
funciones desconocidas, llamadas variables dependientes, que satisfagan una serie dada
de ecuaciones diferenciales en un dominio dado o region y alguna condicién de frontera
del dominio. Un dominio es un conjunto de puntos en el espacio, con la propiedad de
que si P es un punto en el dominio entonces todos los puntos cierran hacia P
perteneciendo al domimio. Si dos puntos cualesquiera del dominio pueden unirse

mediante una [inea tendida completamente dentro de él, entonces se dice que el dominio
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es convexo y simplemente conectado. Las fronteras de un dominio son la serie de puntos
tal que, en cualquier cercania de esos puntos, hay puntos que pertenecen al dominio
como hay puntos que no. Notar que de la definicién que los puntos en las fronteras no
pertenecen al dominio. Usaremos el simbolo €2 para representar un dominio arbitrario y

[ representa su frontera.

Una funcién de diversas variables, se dice que es de la clase C™(£2) en un dominio € si
todas sus derivadas parciales existen e incluyen el enésimo orden y son continuas en Q.

Por lo tanto, si fes de clase C°en dos dimensiones, entonces fes continua (ejem.

¥, 3/

/o / ayexxsten , pero no pueden ser continuas ). Las letras x e y seran

usadas para coordenadas rectangulares de un punto en dos dimensiones.

Cuando las variables dependientes son funciones de dos variables independientes
(xe y) el (dos dimensiones) dominio es una superficie (un plano) y la frontera es la
curva que lo encierra .No es raro encontrar problemas en que la variable dependiente y
posiblemente sus derivadas estan especificadas en puntos interiores el dominio (ejem.

Doblez de vigas continuas).

Se dice que una ecuacion diferencial describe un problema de valor frontera, si la
variable dependiente y posiblemente sus derivadas toman valores especificados de la
frontera, un problema de valor inicial es en el que la variable dependiente y
posiblemente sus derivadas, son especificadas inicialmente (ejem. en tiempo £ =0 ). Los
problemas de valor imicial generalmente son problemas dependientes del tiempo.

Ejemples de problemas de frontera y valor iniciai se dan a continuacion.

Problemas de val'or frontera;

(2.5)

i(a%}:f para0 <x <1
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du ] (2.6)
- (1) <a
Problema de valor inicial:
2 2.7
pd:‘+au=f para0<f<¢, ot
dt
dau (2.8)
u(0)= u,, [EJ' =0 = Vo
Problemas de valor inicial y frontera:
o o), o 2.9)
-E(ag)'*/’g = f(x,7) para {gusz:.
(2.10)

u(0,1) = dy(t), [a %Ji =go(e) u(x0)=u,(x)
Jx=1

Las condiciones en (2.6) se llaman condiciones frontera, las de (2.8) condiciones
iniciales. Cuando cualquiera de los valores especificados (ejemplo, d,£,.%, YV,) no

son cero, las condiciones son no homogéneas, por io contrario, se dice que son

homogéneas: Por ejemplo #(0)=d, es una condicion de frontera no homogénea y la
condicion de frontera, homogénea, asociada es wu(0)=0.La sene de cantidades
especificadas (a,g,,d,,2.4,, v,) se llaman los datos del problema .Las ecuaciones
diferenciales en las que el lado derecho f es cero, se llaman ecuaciones diferenciales

homogéneas.

Problema valor propio. El problema de determinar los valores de la constante A tal

que.
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2.11
d[a£]=/lu para0<x <l @11

u(0)=0, [a%j =0

Se llama el problema: de valor propio asociado con la ecuacion diferencial (2.5). Los
valores de A para los cuales (2.11) satisface se llaman valores propios, y las funciones

asociadas se llaman fiunciones propias.

La solucion clasica (6 exacta) de una ecuacion diferencial es la funcion que satisface

idénticamente la ecuacion diferencial y las condiciones de frontera y/¢ iniciales.

RELACIONES INTEGRALES

La integracién por partes s¢ usa frecuentemente en la formulacion integral de
ecuaciones diferenciales. En casos de dos dimensiones, la integracién por partes se
conoce mas como los teoremas de gradiente y divergencia. En esta seccion, derivamos

algunas identidades usuales para uso posterior.

FORMULA PARA INTEGRACION POR PARTES. Considere que wv,w son
funciones de la coordenada x suficientemente diferenciables. Luego, la siguiente formula

de integracion por partes deduce:

Ew%dx=fwdv=—fvdw+{wv]‘:

=- _E v%dx +w(B b) - wiahla)

(2.12)

Esta identidad puede demostrarse facilmente. Primero, anote la siguiente identidad de

la regla diferenciacion dei producto

aw av
(wv)="~v+w=
dx dx

& a



Por lo tanto:

Integrando ambos lados en el intervalo (a,b), obtenemos:

rw—dx f'[ (wv)——v]dx

Que es lo mismo como en (2.12)

Enseguida, considere la expresion:

A
T
=r dx, v

a

B2
I
B &

Usando (2.12), se obtiene:

_C w f;: dx=— r vﬂdx +w(b(b)- wia(a) (2.13a)
du du
- _,r_ —dx+ (b)g(b) - W(a)gx_ (@)

[ e [ L el @)l 2 )

(2.13b)
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Similarmente,

4 2 2
EV‘Z;&: av%(d;:)dx

2 . 2
= J:v %dx donde u= -‘-;—rz

2 k4

Usando (2.13a) cuando w = v, se escribe el lado derecho como:
du dv d. 2.14a
L ) ) ) ) Gl

Usamos (2.13b) con w =u y w = v para escribir (2.14a) como

Py e ale) 2 () )2 ) 0)220) () 2 o

(2.14b)

Y, al final, reemplazando u por el valor real ¥ =d’w/dx*, llegamos a :

(2.15)

J-: rdwd: +d2‘:(a)£(a)-
+V(b) < 6)- (

Las ecuaciones (2.13a) y (2.15), se usan en la formulacion débil de ecuaciones

diferenciales de segundo y cuarto orden respectivamente.

Haga que V y V? representan, respectivamente, al operador gradiente y al operador

Laplaciano en el sistema cartesiano de coordenadas rectangulares (x, y):
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Jﬁ viey.y=2 , 2 . (2.16)
6y’ ox? ayl’

<]
I

-+

Q|

Donde 7y j representan los vectores base unitarios a lo largo de las coordenadas x e

y respectivamente. El signo de intercalacion > ” ” sobre los vectores, indica que son de

longitud unitaria. Si F(x,y) y G(x,y) son ﬁJhcioﬁes escalares de clase C?(Q)en el

dominic de dos dimensiones §2,se establecen los siguientes teoremas de gradiente y

divergencia.

TEOREMA DEL GRADIENTE

jngrad Faxdy = (j: VF dedy =frﬂFds

L} (f Zd + ] ﬁ%ay = fr (n‘f + nyj)':ds = &

La segunda ecuacion da lugar(debido a que dos vectores son iguales si y solo, si sus

componentes son iguales) a que se establezcan las siguientes relaciones:

I a %Z—dxdy = fr ands,IQ %dxdy = fr n Fds (2.17b)

TEOREMA DE LA DIVERGENCIA

jodwcdrayzjov-cax@ =f]ﬂ-Gds‘ (2.18)
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N
Aqui, el punto representa al producto escalar de vectores, 11 representa al vector

urutario normal a la superficie I' del dominio ), n, ¥ ny(Gx, Gy)son los componentes

rectangulares de ;?(G)y el circulo de la integral frontera, indica que la integral se hace

sobre la frontera completa (ver Fig. 2.1)

Frontera I’

(C=C+L,+T,+TY

@)

Fig. 2.1

A
La direccién cosenos 7,y n, del vector unitario 7 se pueden escribir como:

s( A) ( Aj (2.19)
n,=cos{ x,n|, n, =cos yn

24
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A A
Donde co{x,n) es el coseno del angulo entre la direccion positiva xy el vector ».

Las siguientes identidades, pueden demostrarse usando los teoremas del gradiente y
divergencia ,s¢ usaran en la continuacion. Considere wy G sean funciones escalares
definidas en el dominio 2de dos dimensiones.

Entonces:

L, (VG)wdxdy=-[_(Vw)Gdxdy+ L B Gde (2.20 a)

4

#J.Q(VZG)“‘dxdy=J.QVW‘Vdeaﬁv—fr%fFWa{g (2.20 b)

Donde & ¢nrepresenta a la derivada normal del operador:

0 2.21)

A
=nV=n—+n,—

"oy

La siguiente forma de la ecuacién (2.20 a) con un cambio aproximado de variables,

se usa en la continuacion;

jw‘i_Gabch- T Gdedy~ [ nwGds S
o Ox a r

-

oy

!Qwég_dxd)/=—!0%6¢cdy+frnyw649 (2.22b)
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FUNCIONALES:

Una expresion integral de la forma:
du
Iw)=| Fix,u, ) g = b 20
() J: (x,u,0' e, u=u(x), u =

Donde el integrando F (x,u,u‘) es una funcion dada de los argumentos
x,u yduidx se llama funcional. El valor / (u) de la integral depende de u ; de aqui que
la anotaci6n /() sea apropiada. Sin embargo, para una u dada, / (u) representa un valor

escalar. Usaremos el término funcional para describir funciones definidas por integrales
cuyos argumentos involucrados son funciones. Una funcional es una “funcion de
funciones”. Matematicamente, una funcional es un operador [ reconociendo u en el

escalar / (u)se dice linear enu si y sélo si satisface la relacion:

oz + pv) = cd(u)+ AI(v) (2.23)

Para cualquier escalar o'y ias variables dependientes uyv.

Una funcional B(u,v) se dice que es bilineal si esta es lineal en cada uno de sus

argumentos ¥ yv.
Blu,av, + pu,,v)=oB(u,,v)+ BBu,,v)
(linealidad en el primer argumento) (2.24)
Blu,av, + pv,) = aBlu,v,)+ BB, v,)
(linealidad en el segundo argumento)

Donde u,u,,u,,v,v, y v, sonvariables dependientes. Una forma bilineal B(u,v)se

Ehad B2

dice que se simétrico en sus argumentos, v si:
B(u,v)=B(v,u) (2.25)

Para todos uyv.
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Un ejemplo de una funcional lineal es:
L, av
W)= [, of e+ (LM,

Donde f = f (x) y M, son cantidades conocidas. Un ejemplo de una funcion bilineal

€S
L dvdw
B(U,W)=L azgdx

Donde a = a(x)es una funcion conocida.

EL SIMBOLO VARIACIONAL.
Considere la funcion F =F (x,u,u'). “Para un valor fijo arbitrario de la variable
independiente x,[ depende dew yu'. El cambio avenu, donde «es una constante y

ves una funcion, es llamada la variacion de u y representada por du :
ou = av (2.26)

El operador & se llama el simbolo varacional. La variacién Jw de una funcion
u representa un cambio admisible en la funcién u(x)en un valor fijo de la variable
independiente x. Si ues especificada en un punto (generalmente en la frontera), la
variacion de ues cero, ello debido a que el valor especificado no puede variarse.
Entonces, la variacion de una funcion de u deberia, satisfacer la forma homogeénea de las
condiciones frontera para x La variacion du en ues un cambio virtual. Asociado con
este cambio en u (ejemplo u tendiendo a u + av ), hay un cambio en F . En analogia con

la diferenciacion total de una funcion de dos variables, la primera variacion de / en u es
definida por:
_oF oF (2.27)

oF —r&l+:75ﬂ’
cu on
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Notar la analogia entre la primera variacién (2.27), y la diferenciacion total de F,

2 2
dF=@:dfx+§£du+E£du' (228)
ax cu ou'’

Ya que x no es variada durante la variacion de # hacia u +du. dx =0 y la analogia
entre dF y dF llega a ser evidente, § actiia como un operador diferencial con respeto a

la variables dependientes. Se puede verificar ficilmente que las leyes de variacion de
sumas, productos, relaciones, potencias, y- asi sucesivamente son completamente

analogas a las leyes de diferenciacion correspondiente. Por ejemplo si

F, =F(u) y F, =F,(u) entonces:

1. 8(F, £F,)=6F, £6F, (2.29)
2. S\FF,)= F,8F, + FdF,

s 5[ BB =R,
A, F}

4. S|EY = nlF) oF,

Aun mas, el operador variacional puede conmutar con los operadores diferencial e

integral (asi como se fijan las coordenadas x,y coordenadas Lagrangianas):

doy d N dv ., (du (2.302)
4 =2 @)=a® < s _5[‘]&)

5 [ ulete = [ sueye (2.30b)
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2.3 FORMULACION DEBIL EN PROELEMAS DE VALOR FRONTERA

De la seccion 2.1 recordar, que la motivacion para formulaciones integrales de
problemas de valor frontera, se debe al hecho de que los métodos variacionales de
aproximacion, el Ritz, Galerkin, colocacidén ¢ en general métodos de residuo-
compensado, estan basados en las exposiciones de integral-pesada de la ecuaciones que
rigen. De aqui el método del elemento finito es una técnica para construir funciones
aproximacion requeridos en aplicacion de elemento discreto de cualquier meétodo
variacional, es necesario estudiar la formulacion de integral-pesada y la formulacion
débil de ecuaciones diferenciales. En adicion a la razon anterior, las formmiaciones
suaves también facilitan, de manera natural, la clasificacion de condiciones frontera en
condiciones natural y esencial. La cual juega un papel importante en la derivacion de las
funciones aproximacion y la seleccion de los grados de libertad nodales del modelo de

elemento finito.

En esta seccion, nuestro objetivo primario sera construir |a forma suave de una
ecuacion diferencial dada y clasificar las condiciones frontera asociadas con la ecuacion.
Una forma débil, es una exposicion de integral-pesada de una ecuacién diferencial en la
que la diferenciacion, se distribuye entre las vanables dependientes y la funcion peso, e

incluye las condiciones frontera naturales del problema.

INTEGRAL PESADA Y FORMULACION DEBIL

Considere el problema de resolver la ecuacion diferencial

I:a(x)%] =q(x) para 0<x<L =

_d
dx

Para la solucién u(x), sujeta a las condiciones frontera:



du] | (2.31b)

u(0)=u,, (aE

Donde a y g son funciones conocidas de las coordenadas x, u, y (), son valores
conocidos, y L es la longitud del dominio en una dimensién. Las funciones a y g vy las
constantes #, y ¢, a lo largo de la longitud L del dominio, son los datos del problema.
La solucion # es la variable dependiente en el problema. Cuando los valores
especificados son diferentes de cero (u, #0 o O, #0) , las condiciones de frontera son
no homogéneas, cuando los valores especificados son cero, las condiciones frontera son

homogéneas. La forma homogénea de la condicién frontera u(O) =u, es u(O) =0 yla

forma homogenea de la condicion frontera (ad", / )I =Q,. Esaduidy ., =0
/‘ix =L = -

Debera recordarse, que el proposito tnico de desarrollar una exposicion de integral-
pesada de una ecuacion diferencial, es tener los medios para obtener N relaciones

algebraicas lineales independientes, entre los coeficientes ¢, de la aproximacién.

uxUy =3 8, (44,2 =

Esta es perfecta si se escogen N funciones de peso lineales independientes en la

exposicion integral-pesada, como se vera pronto.

Hay tres pasos en la obtencion de la forma débil. si ésta existe de una ecuacion
diferencial. Esos pasos se ilustran por medio del modelo de ecuacién diferencial y
condiciones frontera en (2.31).

PASO 1. Mover todas las expresiones de la ecuacion diferencial hacia un lado,

multipligue toda la ecuacién por una funcion w, llamada la funcion peso, e integral sobre

el dominio Q2=(0,L) del problema.
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L 2.33
r{ 42 =

A lo cual llamamos exposicion de integral-pesada 6 residuo compensado, equivalente
a la ecuacion omginal (2.31a). La expresion en el paréntesis rectangular no es
idénticamente cero cuando z se reemplaza para su aproximacion, matematicamente,
(2.33)es una exposicion en que el error en la ecuaciéon diferencial (debido a la

aproximacion de la solucion) es cero, en e sentido de la integral-pesada.

Cuando u es la solucion exacta, (2.33) es trivial. La exposicion integral (2.33) nos

permite escoger /N funciones lineaimente independientes, para w y obtener & ecuaciones

paca; €565, | de (2132).

Notar, que la exposicion de integral-pesada de cualquier ecuacidn diferencial, puede
desarrollarse. La funcion peso w en (2.33) puede ser cualquier funcidon integrable
diferente de cero. En general, la funcion peso w en la exposicion integral, estd sujeta a
menos requisitos de rigurosa continuidad que la variable dependiente ». La exposicion
de integral-pesada, es equivalente a solamente a la ecuacion diferencial y no incluye

condiciones frontera.

PASO 2. Mientras la exposicion de integral pesada (2.33) nos permite obtener el
namero necesario NV de relaciones algebraicas entre ¢, para N selecciones diferentes de
la funcion peso w, se requiere que las funciones aproximacion sean tal que
Uy[ver(2.32)]sea diferenciable cuantas veces sea llamada en la ecuacion diferencial
original y satisfaga las condiciones de frontera especificadas. Si esto no es importante
uno puede proceder con la exposicion integral (2.33) y obtener ecuaciones algebraicas
necesarias para c,. Métodos aproximados basados en la integral-pesada de la forma
(2.33) se conocen como métodos residuales compensado. Si la diferenciacion se
distribuye entre la solucion aproximada Uy y la funcién peso w, la forma integral

resultante requerira de condiciones de suavidad continian en¢,, y entonces la



exposicion integral-pesada es llamada la forma débil. La formulacion débil tiene dos

caracteristicas deseables.

Primero, requiere de continuidad mas suave de la variable dependiente, y
ordinariamente esto da lugar a una serie simétrica de ecuaciones algebraicas en l0s

coeficientes.

Segundo las condiciones de frontera natural del problema, se incluyen en la forma
débil, y por lo tanto la solucion aproximada Uy es requerida para satisfacer solamente
las condiciones frontera esenciales del problema. Estas dos caracteristicas de una forma
débil juegan un papel importante en el desarrollo de modelos de elemento finito dg un

problema.

La distribucion equitativa de diferenciacion entre la funcion peso y la variable
dependiente es posible, solamente si las derivadas que aparecen en la ecuacion
diferencial son de igual orden. El trato de diferenciabilidad de la variable dependiente a
la funcion peso es dictado por la necesidad de incluir fisicamente términos de frontera
significativos en la forma débil, a pesar del efecto sobre los requisitos de continuidad.
Por otro lado, el trato de diferenciacion desde la vaniable dependiente hasta la funcidén
peso, no debera llevarse a cabo, si conduce a términes de frontera que fisicamente no

son significativos.

Regresando a la exposicion integral (2.33) integramos €l primer termino de la

eXpresion por partes para obtener

L(dw de }& [ du]‘
=L —a——-wg dx—|wa-—
B & , (2.34)

Donde la férmula de integracion por partes,
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LLwdv =-J.:vdv+[wv]: 2.33)

Con v =—adu/dx, es usada en el primer término para arribar a la segunda linea de
(2.34) .
Una parte importante del paso 2, es que identifica los dos tipos de condiciones

frontera asociados con cualquier ecuacion diferencial: natural y esencial.

La clasificacion es importante para los métodos variacionales de aproximacion
considerados en este capitulo y las formulaciones de elemento finito presentadas en los
capitulos 3-5 . La siguiente regla se usa para identificar las condiciones frontera y su
forma. Después del trato de diferenciacion entre la funcién peso y la variable, por
ejemplo, después de completar el paso 2, examine todos los términos frontera de la
exposicion integral. Los términos frontera, involucraran tanto la funcion peso como la
variable dependiente. Los coeficientes de la funcion peso y sus derivadas en las
expresiones frontera son llamados las variables secundarias (SV). La especificacion de

la variables secundarias en la frontera, constituye las condiciones de frontera

natural(NBC). Para el caso en cuestion, el término frontera es w(a%) . El

coeficiente de la funcién peso es ad%& . De aqui la variable secundaria es de la forma

ad, .

Las variables secundarias siempre tienen significado fisico, y son por lo regular

cantidades de interés.

La variable dependiente de un problema, expresada en la misma forma que la funcion
peso que aparece en el termino fromtera, se llama la variable primaria (PV), y su
especificacion en la frontera, constituye la condicion de frontera esencial (EBC). Para el

caso en consideracién, la funcién peso aparece en la expresion frontera [ver (2.34)]
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comow . Por lo tanto, la vaniable dependiente # es la variable primana, y la condicion

de frontera inicial involucra especificacion u en los puntos fromtera.

Debe notarse que el nimero y forma de las variables primaria y secundaria
dependen del orden de la ecuacién diferencial. El ntmero de las variables primaria y
secundaria siempre es el mismo, y para cada variable primaria hay una variable
secundaria asociada. ( Ejemplo : desplazamiento y fuerza, temperatura y calor y otras).
Solamente una del par de variables primaria 6 secundaria se puede especificar en un

punto de la frontera.

Entonces, un problema dado puede tener sus condiciones frontera en una de tres

categorias : (i) todas las condiciones de frontera especificadas son EBC; (if)algunas de
las condiciones frontera son EBC y el resto son NBC ; 6 (iii) todas las condiciones

frontera son NBC. Para una ecuacion simple de segundo orden , como en el caso

presente , hay una variable primaria # y una variable secundaria Q. En un punto de
frontera , sélo uno del par (u,0) puede especificarse . Para una ecuacion de cuarto

orden tal como la teoria clasica de vigas ( Euler-Bernoulli), hay de dos de cada clase

( gjemplo: dos PV y dos SV) como se ilustrara mas tarde. En general una ecuacion
diferencial de 2mth orden tiene mPV; y mSV, esto es m pares de variables primarias y

secundarias,

Considere la ecuacion O = (ad” dx}’x
Q = variable secundaria.
Donde n, representa direccion coseno. (2.36)

n_= los angulos entre eje x y el normal a la frontera

Para una dimension, la normal a los puntos de frontera esta siempre a lo largo de la

longitud del dominio. Por tanto 7, = - en el extremo izquierdo y mx=1 en el

extremo derecho de dominio : #,{0)= -1y n,(L)=1
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En (2.36), (2.34) toma la forma:

o= [t [

(a2 g - (w0 - (), @37

La ecuacion 2.37 es llamada la forma débil de la ecuacién diferencial (2.31). Débil

se refiere a la continuidad reducida de u, la cual se requiere que sea diferenciable dos

veces en la forma integral pesada (2.33) pero sélo una vez en 2.37.

Paso 3. El tercer y Gltimo paso de la formulacion suave, es imponer las condiciones
frontera reales al problema. Se requiere, que la funcion peso w desaparezca en los
puntos frontera, donde las condiciones de frontera esencial son especificadas se requiere
que w satisfaga la forma homogénea de las condiciones de frontera esenciales
especificadas del problema. Este requerimiento en w podra verse arbitrario cuando se
estg familiarizado con célculo variacional. En las formulaciones débiles, la funcion peso
tiene un significado de cambio virtual (6 variacién) de la variable primaria. Si una
variable primaria se especifica en punto, el cambio virtual debe ser cero. Para el
problema en cuestion las condiciones frontera estan dadas, en (2.31b). Mediante las

reglas de clasificacion de las condiciones frontera, # = u es la condicion de frontera
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. du . -
esencial y(a——) =0, es la condicion de frontera natural. La funcion wes

=L

necesario que satisfaga.

w(0) =0, debido a que #(0)=u, yaque w(0)=0y

(2.37) reduce a la expresion:

(2.38)

o dw du
0 :J- (a;;—wq}cbc—w(Lpo

Que es la forma debil equivalente a la ecuacion diferencial onginal (2.312) y a la

condicion de frontera natural (2.31b).

Los términos * forma variacional "y ” forma débil ~ seran usados alternativamente.

La forma débil de una ecuacion diferencial , es una exposicién de integral -pesada

equivalente a la ecuacion diferencial y las condiciones de frontera natural especificadas

en el problema. La forma débil existe para todos los probiemas - lineales o no- que son

descritos por ecuaciones diferenciales de segundo orden ¢ mayor. Cuando la ecuacion

diferencial es lineal y de igual orden, la forma débil resultante tendra una forma bilineal

simétrica en la variable dependiente u y la funcion peso w .
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FORMAS LINEAL, BILINEAL Y FUNCIONES CUADRATICAS.

Es informativo, aunque no necesario para el uso de métodos vaniacionales 6 meétodo
del elemento finito, ver la relacién entre la forma débil y el minimo de una funcion
cuadratica asociada con la ecuacion diferencial, la forma débil (2.38)contiene dos tipos
de expresiones, las que comprenden la vaniable dependiente u y la funcion peso w
y las que envuelven sélo las Gltimas. Representamos esos dos tipos de expresiones por
B(w,u) y{(w) respectivamente:

Blw,u)= | adw du * ax, Ii{w)= L wq dc +w(L)0, (2.39)

De aqui la exposicion débil (2.38)puede expresarse en la forma

0 = Blw,u)-I(w) (2.40)

La cual es llama el problema variacional (6 suave) asociado con las ecuaciones
(2.31) .Usando las definiciones de las formas lineal y bilineal de la seccion 2.2, puede
verificarse que B(w,u) es bilineal y simétrica en w v # y que /(w) es lineal [ver 2.23 y
2.24] . El problema variacional asociado con (2.31 a,b) puede expresarse como uno de

encontrar la solucion u tal que » tal que:
B(w,u)=I(w) (2.41)

cumple para cualquier w que satisfaga la forma homogénea de las condiciones de
frontera esencial especificada y condiciones continutdad implicado por la forma débil

la funcidn w se puede ver como una variacion (0 incremento) de la solucion real u *
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y ues la solucion variacional, ejemplo la solucion de(2.41). ya que wy w* pueden
satisfacer cualquier condicion de frontera esencial especificada(en adicion , u * también
satisfacer cualquier condicion de frontera natural especificada), se sigue que w debe
satisfacer la forma homogénea de la condicién de frontera esencial especificada. Por lo

tanto en la notacion de(2.26), wes la vanacion (ver seccion 2.2) de la solucion:

w=0

Entonces (2.40) se puede escribir como:
0 = Blou,u)— 1{u)
si B(-)es simétrica, podemos escribir:

(2.43 a)

= JB B(u,u):l -6 [1(u))

= 8 (u)

donde

(2.43b)

1(6) = £ B(u,u) - Ku)

2

Arribando a la segunda linea de la (2.43a) las siguientes identidades son usadas;
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B(6u,u)= jad&‘d” _5:3{(%)2]&:

it el (2.44a)
= I —u—dx——c‘i[B(y u)]
1ou)= [ dugee+ Su(L)Q,
(2.44 b)

= 5[ [uqac+ u(L)Qu} = 5[]

Notar que la llave de paso en la derivacion de la funcional /(x)de la forma suave es

la linealidad y simetria de la forma bilineal B(w,u)

La relacién B{du,u)= %5B(u,u)se cumple solo si B(w,u) es bilineal y simétrica en

wy en «. Por tanto siempre que B(w,u) sea bilineal y simétrica y l(w) sea lineal, la
funcional cuadratica esta dada por (2.34b). Cuando B(w,u) no es lineal en w y u, pero

es simétrica , la funcional /(u) puede ser derivada , pero no de (2.43b)

La ecuacion (2.43a)representa la condicion necesaria para la funcional I(u) para
tener un valor extremo. Para problemas de mecanica de sdlidos, /(u)representa la

funcional de la energia potencial total y (2.43a) es la exposicion del principio de la

energia potencial total.

De todas las funciones admisibles «, que hacen de la energia potencial total
() un minimo ,también satisfacen la ecuacion diferencial y la condicion frontera en
(2.31) . En otras palabras, la forma suave de una ecuacién diferencial es la misma que
la exposicion del principio de energia potencial total, Para problemas de mecanica de

solidos, la funcional 7 (u) puede no tener el significado de energia pero no obstante, es

usado para analisis matematico.



Como se dijo antes, cada ecuacion diferencial admite una exposicion de integral-
pesada , y una forma débil existe siempre que la ecuacion sea de orden dos ¢ mayor.
Sin embargo no todas las ecuaciones admiten la formulacion funcional. Para que
exista la funcional, la forma bilineal asociada debera ser simétrica en sus argumentos.
Por otro lado, los métodos variacionales y el método del elemento finito no requiere de
una funcional; una exposicién integral una forma débil de la ecuacion a resolverse es-
suficiente. Si cuenta uno con una funcional, la forma débil se obtiene tomando su

primera variacion.
Ejemplo 2.1. Considere la ecuacion diferencial

d[ a‘uj 2 (2.45a)
——|a—|-cu+x =0para0<x<l :
ax\ dx

sujeto a las condiciones frontera;

du (2.45b)

u(0) =0 [aE)L;, =1

los datos son[cf.(2.31)] ¢=-x*, O,=1 u, =0

Siguiendo los tres pasos para la construccion de exposiciones variacionales

obtenemos:

1
[aﬁd—u—cwu +wxz}5r—(waﬂ) (2.46)
& & ),
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Del termino frontera; es claro que la especificacion de u es una condicion de frontera

esencial, y la especificacion de a2 es una condicion de frontera natural. Ya que

a%=lenx=1y w=0en x=0(debido a que mes especificada aqui)obtenemos la

forma débil:

y o 2.47
3.0= (aﬂg-mvujdﬂ-‘[wxzdr—w(l) e
"\ dx dx ;

(2.47b)
Donde
dw du
B(W,U)—J aza— }ir
I(w)= —j:wxzdx +w(1)
(2.47¢)

ya que B(.,)es bilineal y simétrica y /()es lineal, podemos calcuiar la funcional

cuadratica de (2.43):

Iu)= %ﬁ{a[%)z —cu’ + 2ux3}3 —u(l) (2.48)

Las ecuaciones del tipo de (2.45) son de interés en el estudio de la deflexién de un

cable (c = 0) , donde u representa la reflexion transversal y a la tension en el cable . Los
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primeros dos términos en la funcional cuadratica representan la energia elastica de
deformacion, mientras el ultimo término representa al trabajo desarrollado por la fuerza

distribuida en movimiento através del desplazamiento « .

El siguiente ejemplo ilustra la formulacion variacional de una ecuacion diferencial de

cuarto orden en una dimension.

Ejemplo2.2. Considere el problema de encontrar la solucion wa la ecuacion

diferencial.

d? 2 (2.49)
E[b(x)i::' - f(x)=0para0<x <1
sujeta a las condiciones de frontera
dw d™w d{ dw (oot
wi0)=— _,=0, | & =M,, |—|& =0
( ) d‘ x=0 [ dxz ]FL 0 [Cﬁ( dxz J:I 1

Esta ecuacidn interesa por ejemplo, en el estudio de la flexidn elastica de vigas (bajo
la hipotesis de Euler-Bernoulli). En este caso, w representa la deflexion transversal de
las vigas, L es la longitud total de la viga, b(x)z 0 es la rigidez a la flexion de la viga
{por ejemplo , el producto del modulo de elasticidad £ y ¢l momento de inercia / :
b=El) , f(x) eslacarga transversal distribuida, y M, es el momento de flexion . La
solucion w es la variable dependiente del problema, y las otras cantidades (Z,5, f ,M,)

que son conocidas, son los datos del problema. Ya que la ecuacién contiene una

derivada de cuarto orden, la integramos dos veces por partes para distribuir las
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derivadas por igual entre la variable dependiente w y la funcién peso v, e integrando el

primer termino por partes , dos veces con respecto a x obtenemos [ver 2.15].

Lla o daw) ] (2.51)
°=["E[”afj‘ff‘”

LT r 2. ) 2 .
0=[|[~ 1L L2 | vp x| v 2 [ 622

S\ axjdel ax? ) del ax® )|

L 2. 2 2 2 2 (2.52)
o [ ) PN A P

W dx &\ & & & )|

De la ultima linea, se sigue que la especificacion de wy Zconsutuye las

condiciones de frontera esencial (geometria ¢ estatica), y [a especificacion de

(2.53a)

2
& b = ‘: = V (fuerza cortante)
e\ dx

2 (2.53b)
(b %J = M (momento de flexion)

Constituyen las condiciones de frontera natural. En el caso presente, las condiciones

de frontera especificadas (debido a las condiciones) son:

w(0)= (%} =0

=0



De aqui, la funcion peso es necesario que satisfaga las condiciones

v(O):(%J e (2.54)

Las condiciones de frontera son:

: 2 (2.55)
dx| dx dx?
x=L =L

Usando(2.54) y (2.55) en (2.52), obtenemos

ol d*vd*w & (2.56a)
0= L [b? drz —IJ%‘[EJ, _LMO

B(v,w) = ¢(v) (2.56b)
Donde:
d’v d? W b (2.56¢)
B(v,w)= I b— ) dxz

1()= [ e + (%) M,
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La forma cuadratica, comunmente conocida como la energia potencial total de la

viga, se obtiene usando (2.56c) y (2.43b)

)= ; [2 [i}:)z -wf }dx—(%)lmm 3

Note que para la ecuacién de cuarto orden, las condiciones de frontera esencial
involucra, no solamente la variable dependiente sino también la primera derivada. Como
se vio antes, en cualquier punto de la frontera, solo una de las dos condiciones frontera
puede especificarse (esencial o natural).Por ejemplo, si la deflexion transversal se
especifica en un punto de frontera, entonces uno no puede especificar la fuerza cortante

V' en el mismo punto, y viceversa. Comentarios similares se aplican a la pendiente
% y al momento de flexion A/ Notar que en el caso presente, w y d“’/ix son las

variables primarias, y ¥ y M son las variables secundarias.

2.4 METODOS VARIACIONALES DE APROXIMACION.

Nuestro objetivo en este seccion, es estudiar los métodos de aproximacion variacionales
que incluyen los métodos de Rayleigh-Ritz , Galerkin , Petrov-Gaierkin , cuadrado
minimo , y colocacién En todos ellos , veremos una solucidén aproximada en la forma de

una combinacién lineal de funciones de aproximacion ¢, conveniente y parametros no



determinados ¢,: L. ¢ . Los parametros ¢; son determinados de manera que la

solucién aproximada satisfaga la forma integral pesada & forma débil de la ecuacion que
rige o minimiza la funcién cuadratica asociada con la ecuacion estudiada. Los diferentes

métodos difieren uno de otro en la seleccion de la funcién peso w y las funciones
aproximacion ¢, .
El objetivo primario de esta seccion, es presentar un mimero de métodos

variacionales clasicos., El método del elemento finito, hace uso de los métodos

variacionales para formular la ecuacion directa sobre un elemento.

EL METODO RAYLEIGH-RITZ

En el método Rayleigh-Ritz , los coeficientes ¢, de la aproximacion se determinan
usando la forma débil del problema , y la seleccion de las funciones peso estan
restringidas a las funciones aproximacion , w = ¢, . Recuerde que la forma débil contiene

tanto la ecuacion diferencial que rige como las condiciones frontera naturales del
problema, y es menos estricta en los requerimientos de continuidad en la solucion
aproximada de la ecuacion diferencial original o su forma integral pesada. El método se

describe para un problema variacional lineal.

Considere el problema variacional de encontrar la solucion # tal que

Blw,u)=t(w) (2.58)

Para todas las funciones suficientemente diferenciables w que satisfacen la forma

homogenea de cualquier condicion de frontera esencial especificada en #. Cuando la
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funcional B es bilineal y simétricay / es lineal , el problema (2.58) equivale a la

minimizacion de la funcional cuadratica

1(u)= B, )~ 1) (2.59)

En el método Rayleigh-Ritz ; vemos una solucion aproximada a (2.64) en la forma de

uns serie finita

=X cg, +4 20

=l

donde las constantes ¢, llamadas los coeficientes de Ritz , se escogen tal que (2.58)
cumpla para w=¢, (i=12,.,N). (2.58) cumple para N diferentes selecciones de
w, asi que las ecuaciones algebraicas independientes en N en ¢, son obtenidas . La

ecuacion algebraica ith se obtiene sustituyendo ¢, por w :

B(gﬁningéj 4 ¢0J =0 Ni=12..N)

Si B s bilineal, 1a sumatoria y las constantes ¢, pueden colocarse fuera del

operador. Tenemos

(2.61a)

i}B(¢;7¢,¥, = 1(¢i)_ B(¢; ,¢0.)



SBIC, =Fi, By =Blg.g, )Fi=10)-B(-4) 481k

lo cual representa la i€sima ecuacion algebraica en un sistema de N  ecuaciones

algebraicas lineales en ‘N constantes C; .Las columnas (e hileras) de los coeficientes
de la matriz Bij = B(¢,.,¢ J) pueden ser independientes linealmente para que se pueda

invertir la matriz coeficiente en (2.61).

Para formas bilineales simétricas, el método Rayleigh-Ritz puede verse también
como uno que busca una solucion de la forma en (2.60) en el cual, los parametros son

determinados minimizando la funcionmal cuadratica correspondiente a la bilineal

simétrica, esto es , la funcional I(u) en (2.59). [Sustituyendo después u, de (2.60) por

u en la (2.59) e integrando, la funcional I(u) llega a ser una funcion (cuadratica)
ordinaria de los parametros ¢ ¢,,... Luego, la condicion necesaria para la minimizacion

de I(c,,c,,-..,Cy )es que su derivada parcial con respecto a cada parametro sea cero:

al a . d (2.62)
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Entonces, hay N ecuaciones lineales algebraicas en N incodgnitas,

e J(j = 1,2,...N). Esas ecuaciones son exactamente las mismas como las de (2.61) para

todos los problemas para los cuales el problema variacional (2.58) es equivalente a

81=0 .Por supuesto, cuande B(-;) no es simétrica, no tendremos una funcional

cuadratica . En otras palabras, (2.61) es mas general que (2.62), y son las mismas cuando

B() es bilineal y simétrica. En la mayoria de los problemas de interés en el presente

estudio, tendremos una forma bilineal simétrica.

Retornando al método de aproximacién u, Rayleigh-Ritz en (2.60) observamos que
uy debe satisfacer las condiciones de frontera esencial especificadas del problema;

cualquier condicion de frontera natural especificada estara incluida ya en el problema

variacional (2.58). La forma particular de #, en (2.60) facilita la satisfaccion de las

condiciones de frontera especificadas. Usaremos la forma:
N
uN 3 Zc_f¢[ (x)
1=l

No sera necesario satisfacer las condiciones de frontera no homogéneas. Por ejemplo,

suponga que #u, es requerida para satisfacer la condicion w (x,)=u, enun punto de

frontera x=x,

icﬂ% (xo) = Uy

J=1

Ya que c, son parametros desconocidos a ser determinados, no es facil de escoger
$,., tal que cumpla esta relacion. Si %, =0 entonces cualquier ¢, tal que

9,(x,)=0 satisfaceria el requerimiento. Escribiendo la solucidn aproximada uy enla

forma (2.60), una suma de partes homogéneas y no homogéneas, las condiciones de

frontera esenciales no homogéneas pueden satisfacerse por ¢,,9, (x,,): u, y ¢, son
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requeridas a satisfacer la forma homogénea de la misma condicion frontera, ¢, (xo) =10,

De esta manera, u satisface las condiciones frontera especificadas:

Uy (xo) = icﬂ) (x0)+ ¢°(x")

=1
=0 +u,

Si todas las condiciones de frontera esenciales especificadas son homogéneas (en

consecuencia el valor especificado #, es cero) .Entonces ¢, setomacomoceroy 4,

debera satisfacer las mismas condiciones, ¢ ,(x,)=0. Ya que ¢, satisface las
condiciones de frontera esenciales homogéneas, la seleccion de w =¢, es consistente
con los requerimientos de una funcién de peso. Las funciones aproximacion ¢,

satisfacen las siguientes condiciones:

1) (a) ¢, debera ser tal que B(¢,.,¢ J) esté bien definida y no cero [o sea

suficientemente diferenciable como lo requiera la forma bilineal B(-,)].
(b) @, debe satisfacer minimo la forma homogénea de las condiciones de frontera

esencial del problema. (2.63)

2) Para cualquier N | la serie de {gﬁ, }:l a lo largo de las columnas (e hileras) de

B(¢, .9 J) debe ser linealmente independiente .
3) {¢,} debe ser perfecta .Por ejemplo , cuando ¢, son polinomios algebraicos , la

perfeccion requiere que la serie {¢} contenga todos los términos de orden mas

bajo admisible , y arriba del orden mas alto deseado .

El inico papel que toca a ¢, es para satisfacer las condiciones de frontera esencial

no homogéneas especificadas del problema. Cualquier funcién de bajo orden que
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1020123029

satisfaga las condiciones de frontera esencial especificada debera usarse. Si todas las

condiciones de frontera esencial especificada son homogeéneas, entonces ¢, =0 y

F =1(g,)-Blg.¢,)=1(s,) (2.64)

Enseguida considerémos unos ejemplos de la aplicacion del método Rayleigh-Ritz.

Ejemplo (2.3) Considere la ecuacion diferencial [Ejemplo 2.1, cona=c=1 ]

d* 2.65
-a;;-u-kxz:O para O<x<l =
Consideremos dos series de condiciones frontera:
Serie 1: #(0)=0,u4(1)=0 (2.66a)
; du (2.66b)
Serie 2: u(0)=0,] — =1
© [dx)m

Serie 1 . La funcional bilineal y la funcional lineal son [ver (2.47¢)]
(2.67)

Blw,u)= ,’: [g% —wu \d, i{w)=-[ wxde

Ya que ambas condiciones frontera [#(0)=u(1)=0] son del tipo esencial, podemos
seleccionar @, ¢n el parametro N de la aproximacion Ritz, para satisfacer las

condiciones ¢,(0)=g{1)=0 seleccionamos las siguientes funciones: ¢, =0 y

¢ = x(l-x),(bz =x*(1-x),... ¢y =x"(1-x) (2.68)



_Si uno selecciona las funciones ¢ =x*(1-x)4,=x'(1-x) etc. , [no
incluyendo x{1 — x)] el requerimiento 3 en las condiciones (2.63) se viola, debido a que

la serie no puede ser usada para generar el termino lineal x  si la solucion exacta [o
contiene. Como regla, uno debe arrancar con la funcion admisible de orden infertor e
incluir todas las funciones de orden mas alto hasta el grado deseado.

La solucion pardmetro N Rayleigh-Ritz para el problema es de la forma :

N (2.69)
Uy = Oy +Cohy + ..+ Oy = Z";@
J=

Sustituyendo esto en ¢l problema variacional B(w,u)=/(w) obtenemos

ol )l ee
o[d“"— ¢¢}zx [

iCJB(si’,,Q): i(g) (2.70a)

=1
Donde los coeficientes B(¢,,¢ J) y (g) estan definidos por:

(2.70b)

| e



El mismo resultado se puede obtener usando (2.59) [en vez de 2.58] tenemos:

.I(u)z %_ﬂ(%}z ~-u’ +2x1u}r

Sustituyendo para # = u,, de (2.75) en la funcional de arriba obtenemos:

te,)= %ﬂ[}ic, %]z _@CJ ¢J]’ . sz[é%]}ﬁ @.71)

Las condiciones necesarias para la minimizacion de I , la cual es una funcién

cuadratica de las variables ¢,,c,...c, son:
&- 1 d N
2 -o- I[ 4 [z 24 Se o
i 0 J=l J=1

donde:

= —_l[x2¢,dx

BT

Que son las mismas como en (2.70). Las ecuaciones (2.70a, b) cumplen para

cualquier seleccion de funciones aproximacién permisibles ¢, .

Para la seleccion de funciones aproximacion en (2.68):
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Los coeficientes de la matriz B, E}B(¢i,¢1) y coeficientes del vector

F, =i($,)-B(g, - ¢,) = 1(#,) pueden calcularse usando:

6. =x'(1-x)=x' —x*

%‘- =i =i+’
Tenemos:
By =J:{ixi-l ~ (i+l)x' ]jxj—l _ (1 % l}x’ ]_ (xx _xH-lXxi . x’”)}tr (2.72a)
2ij 2

=(i+j_)[(i+j)2 —ll_(i+j+1)(i+j+2Xi+j+3)

V2l i i+l 1
il i v ey

(2.72b)

La ecuacion (2.70) se puede escribir en forma matricial como

AN @.73)

Por ejemplo cuando N=2 (2.73) sera

1 [126 63][c 1=
420[ 63 52]le,] 602
Usando la regla Cramer’s para resolver las ecuaciones da:

e, =—2=-00813, ¢ =-4 =-01707

La solucion del parametro dos Rayleigh-Ritz esta dada por:



U, =\ +6,9, = —%Xx—x3)+(— %sz _xs)

=~ L {10x+11x? - 21¢°)

La solucion exacta de (2.65) y (2.66a) esta dada por:

u(x)z sen.wr+2$<~>n(l—.vc)_'_ch _2 (2.74)
sen i

Los valores de los coeficientes de Ritz para varios valores de N pueden cbtenerse
resolviendo (2.73). Una comparacion de |2 solucion Rayleigh-Ritz (2.69) con la solucién

exacta (2.74) se presenta en la tabla 2.1 y fig. 2.2.

Serie 2. Para la segunda serie de condiciones frontera (2.66b) forma bilineal es la

misma que la dada en (2.67) y (2.70b). La forma lineal esta dada p r_/%b: 0
1) = [ wrde £ wll) G i

Y por lo tanto tenemos:

F= ~J:x2¢,05c+¢1 (]) (2.75b)

En este caso, las ¢, deberan ser selectas para satisfacer Ia condicion 4, (0)=0 debido

a que EBC solo estan en x=0. La siguiente seleccion de ¢, reune los requerimientos:
b =x (2.76)

Los coeficientes B, y F pueden calcularse usando (2.76) en (2.70b) y (2.75b)

respectivamente:
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Y ij I (2.77)
- B, ={ (i -2 e = - :
! L(}x )dx I+j-1 i+j+1

Ej=—£x‘*zzﬁc+1=— +1

-~

i+3

TABLA 2.1

Comparacion de las soluciones Rayleigh-Ritz y exactas de la ecuacion:

d*u .
—E?—u+x =0 paral0<x <] u(0)=u(1)=O

Coeficiente Solucion Rayleigh-Ritz ~10 Solucion
Ritz* X N=1 N=2 N=3 exacta
N=1: 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
¢1=-0.1667 0.1 0.1500 0.0885 0.0954 0.955
N= 0.2 0.2667 0.1847 0.1890 0.1890
c=-0.0813 0.3 0.3500 0.2783 0.2766 0.2764
c2=-0.1707 0.4 0.4000 0.3590 0.3520 0.3518
N=3: 0.5 04167 04167 0.4076 0.4076
¢1=-0.0952 0.6 0.4000 0.4410 0.4340 0.4342
c;=-0.1005 0.7 0.3500 0.4217 0.4200 0.4203
¢3=-0.0702 0.8 0.2667 0.3486 0.3529 0.3530
0.9 0.1500 0.2115 0.2183 02182
1.0 0.0 0.0 0.0 0.0

*La solucidn para el parametro cuatro Rayleigh-Ritz coincide con la solucion exacta

hasta cuatro posiciones decimales



0.0
— Solucién parametrs ires y exacta
: '~—— Solucién parametro dos
\ == Solucidn parametra uno
0.2 '
u(x) -
-3
—0.4 4
‘_0.5 T T T T—T T Y L L, ;
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

X

Figura. 2.2 Comparacion de la solucion Rayleigh-Ritz con la solucion exacta de (2.65) y

(2.66a). La solucion parametro tres y la solucidon exacta no difieren en la escala del

dibujo.
TABLA 2.2

Comparacion de las soluciones Rayleigh-Ritz y exactas de la ecuacion:

2
—d—';—u+x2=0 para0 < x <1; u(0)=0,(%] =1
dx &)

Coeficiente Solucién Rayleigh-Ritz Solucion
Ritz* X N=1] N=2 N=3 exacta
N=1: 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
c=-1.1250 0.1 0.1125 0.1280 0.1271 0.1262
N= 0.2 0.2250 0.2530 0.2519 0.2513
¢;=1.2950 0.3 0.3375 0.3749 0.3740 0.3742
c;=0.15108 0.4 0.4500 0.4938 0.4934 0.4944



N=3: 0.5 0.5625 0.6097 0.6099 0.6112
c;=1.2831 0.6 0.6750 0.7226 0.7234 0.7244

c;=0.11424 0.7 0.7850 0.8325 0.8337 0.8340
c3=0.02462 0.8 0.9000 0.9393 0.9407 0.9402

0.9 1.0125 1.0431 1.0443 1.0433

1.0 0.1250 1.1442 1.1442 1.1442

*El parametro cuatro de [a solucion Rayleigh-Ritz coincide con la solucion exacta hasta

cuatro posiciones decimales.

La solucion exacta en el presente caso esta dada por:

)= 2cos(l ;OJ;)I— senx 2, (2.78)

En la tabla 2.2 se presenta una comparacion de la solucién Rayleigh-Ritz con la

solucion exacta.

Ejemplo 2.4. Considere ¢! problema de encontrar la deflexion transversal de una viga

en cantiliver bajo una carga transversal uniforme de intensidad f, por longitud ynitaria
y momento A, usando la teoria de viga Euler-Bernoulli (ver ejemplo 2.2). Las

ecuaciones gobernantes de esta teoria son:

2 2 2.79
d,:[EId ?\J—}% para{0<x<L (2.79)
a e’ EI>0
aw d’w d d’w (2.80)
0)=| — =0, z =M,, = 2 =0
W( ) (cixj,:u (E! ékz JHL ’ [dx[EI ak- )Jx:L

La forma variacional de (2.79) (la cual incluye la NBC especificada) fue derivada en
el ejemplo 2.2 y esta dada por (2.56).
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Construimos ahora una soluciéon para un parametro N de Ritz usando la forma

variacional (2.56), B = (v, w)=I(v) donde:

(2.81)

Observe que la EBC especificada, w(0)=0y (%J son homogéneas, Por lo
'x=0

tanto, seleccionamos funciones aproximacién algebraicas ¢, que satisfagan las

ecuaciones de continuidad y condiciones de frontera 4, =(0)=¢, =(0). La funcién
algebraica de menor orden que logra esas condiciones ¢s ¢, = x*. La siguiente funcién

en la secuencia es @, = x’. Por lo tanto tenemos:

¢] = xzy ¢2 = x37'-'¢N = xN+t

La aproximacion para el parametro N. Rayleigh-Ritz es:

&z 2.82
w,(x)=3 ¢4, 4= et (2.82)
J=1
Sustituyendo (2.82) parawy v = ¢, en (2.81) obtenemos:
[ N '/ (). G\ Al (2.83)
B, = [ EI(+ i (j+ )i = e T
-2
£ =20 e
i+2

Para N=2 (solucion para parametro 2), tenemos:
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EldLe, +60%¢,) =1 f,[ +2M,L _ (2.84a)

]

EI6Ic, +128¢,)= L £,[* +2M, I

6 en forma de matriz:

2 3 ' 2.84b
B aL oL’ |[a| _ £l [4 +M0L2 ( )
6L} 12I ||e, 12 |3 3L

Resolviendo para ¢, y ¢, obtenemos:

_SACHM, - fiL

‘ 24F1  ° 7 12E1
y Ja solucion (2.82) llega a ser:
12 2.85
SN M, . AL (2.85)
24E] 12E7

Para la aproximacion del parametro 3 (N=3) obtenemos la ecuacion matricial:

4 6L 82 |fc) [3AHL +2M,
Ell 6L 12I' 18 Re, b =141 £ +3M,L (2.86)
8. 1800 [} |c LRl +4aM 0

La solucién de esto cuando se sustituye en (2.82) para (N=3), da

w,(x)= Ez—(éﬁ ~aL_+ x2)+M°x2 (2.87)
24E] x .
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Lo cual coincide con la solucion exacta de (2.79) y (2.80). Si intentamos calcular la
solucion del parametro cuatro sin conocer que la solucion del parametro 3 es exacta, los

parametros c,(j > 3) seran cero. La figura 2.3 muestra una comparacién de la solucién

Rayleigh-Ritz con la solucion exacta.

20

— Solucién parametro tres

1~ SoMucién garametra dos
4 —— Solucién pardmetro uno

0.0
w X 1%
dw
- X

dI los_l.u U = R ]03

-2.0 J fa "__..--

—30 h A L] -V T A ) v L ~+

0.0 02 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2
xiL

Fig. 2.3 Comparacion de la soluciéon Rayleigh-Ritz con la solucion exacta de una viga en

cantiliver bajo una carga transversal uniforme (Teoria de viga de Euler-Bernoulli).

EL METODO DE RESIDUOS PESADOS
Como se sefiald anteriormente, uno puede escribir siempre la forma integral pesada
de una ecuacién lineal & no lineal (en las variables dependientes). La forma débil puede
desarrollarse si las ecuaciones son de segundo orden o mayor, aun si ellas son no
lineales, Sin embargo, no siempre es posible construir una variacional cuya primera

variacion sea igual a la forma variacional. El metodo Rayleigh-Ritz puede también
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aplicarse a todos los problemas, incluyendo problemas no lineales, que tienen forma
débil. En este método, las funciones peso son igualadas necesaniamente a las usadas en
la aproximacion. El método de residuo pesado, es una generalizacion del método
Rayleigh-Ritz en que las funciones peso, pueden escogerse de una serie de funciones
independientes y requiere solamente la forma integral pesada, para determinar los
parametros. El método de residuos pesados puede usarse para aproximar la forma
integral pesada de cualquier ecuacion. Ya que la forma posterior no incluye cualquier
condicion de frontera especificada del problema, las funciones aproximacién deberan
seleccionarse de modo que la soluciéon aproximada, satisfaga las condiciones de frontera
esencial y natural. En adicion, las funciones peso pueden seleccionarse
independientemente de las funciones aproximacidn, pero se requiere que sean
independientes (de modo que las ecuaciones algebraicas resultantes sean linealmente

independientes). Esta flexibilidad es ventajosa en ciertos problemas lineales.

En esta seccién, discutimos primero el método general de residuos pesados y luego
consideramos ciertos casos especiales que se conocen con nombres especificos (ej.

metodos Galerkin y cuadrado minimo).

El método de residuos pesados se puede describir en su generalidad considerando la

ecuacion operador
A(u)zf en Q2 (2.88)
Donde A es un operador (lineal o no lineal), a menudo un operador diferencial,

actuando sobre la variable dependiente # y f es una funcion conocida de las variables

independientes. Algunos ejemplos de tales operadores son:

d*(,d'u
2. A(u)zdxz[bzx—zj 2.89)
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du ou u 6(&: avJ
5 Auv)=u4—+v—+——F+—| —+—
) x oy &' yley ox

Para que un operador A, sea lineal en sus argumentos, debe satisfacer la relacion:
Aleu + pv) = ad(u)+ AAY) (2.90)

Para cualquier escalar @y § y variables dependientes # y v puede comprobarse

facilmente que todos los operadores en (2.89) excepto para 4 y 5 son lineales. Cuando un
operador no satisface la condicion (2.90) se dice que es no lineal.
La funcion # no selo debe satisfacer [a ecuacion (2.88) sino también debe satisfacer las
condiciones frontera asociadas con la ecuacién dei operador.

En el método residuo pesado, la solucion # es aproximada, en mucho, como en el

método Rayleigh-Ritz, por la expresion:

v 2.91)
uN = ch¢.} +¢0 (
s=1

Excepto que los requenimientos en ¢, y ¢, para el método restduo pesado son mas
estrictos que los del método Rayleigh-Ritz. La sustitucion de la solucion aproximada u,,
en el lado izquierdo de (2.88) da una funcion f, = 4(r,) que general, no es igual a [a
funcion especificada f. La diferencia A(x, )- £ , llamado al residuo de la aproximacion,

o €s cero:



R=Alu,)- f = A(icﬁﬁ) +¢0J ~-f=0 e’

4=1

Notar que el residuo R es una funcién de posicidn, tal como la de los parametros c; .
En el método de residuo pesado, como el nombre sugiere, los parametros c, se

determinan requiriendo que el residuo R desaparezca en la integral pesada:

L% (X»y)R(x,y,C,)dxab' =0 (=12.,N) (2.93)

donde Qes un dominio de dos dimensiones , y ¢ son las funciones peso , las cuales
en general , no son las mismas que las funciones aproximacion ¢ Laserie {y,} debe

ser una serie linealmente independiente. Por otro lado, las ecuaciones dadas por (2.93)
no seran linealmente independientes y no seran solucionables.

Los requerimientos en ¢, y @, para el método residuo-pesado, son distintos de los

del método Rayleigh-Ritz, los cuales estan basados en la forma débil (integral) de la

ecuacion diferencial. El requisito de diferenciabilidad sobre ¢, en el método de residuo

pesado es dictado por la exposicion integral (2.93) , opuesto a la forma suave del método

Rayleigh-Ritz . Por lo tanto, ¢, debe tener derivadas diferentes de cero hacia artiba en

orden de aparicién en la ecuacién operador (2.88) . Ya que la forma integral pesada
(2.93) no incluye cualquiera de las condiciones frontera especificadas (esencial o
natural) , debemos requerir también que wuy en (2.91) satisfaga todas las condiciones
frontera especificadas del problema . Consecuentemente, ¢, se requiere que satisfaga

todas las condiciones frontera especificadas , y 4, se requiere que satisfaga la forma

homogénea de todas las condiciones frontera especificadas del problema . Esos

requerimientos sobre ¢, y ¢, incrementaran el orden de las expresiones polinomiaies
usadas por el método residuo pesado. En general, las ¢ usadas en este método son

funciones de mayor orden que las usadas en el método Rayieigh-Ritz, y las funciones

usadas en el pasado pueden no satisfacer los requisitos de continuidad
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(diferenciabilidad) del método o residuo pesado. Varios casos especiales del método

residuo pesado se discuten en los siguientes parrafos.

EL METODO PETROV-GALERKIN El método residuo pesado esta referido al

método Petrov-Galerkin cuando i, #¢4 . Cuando el operador A es lineal, (2.93)

puede simplificarse a la forma :

> [[ 64 ] <, = [ vl - Ao oy

¥ 2.93
YA =F, @5
j=1
observe que la matriz coeficiente [A] no es simétrica:
A, = [ alg Jaxay = A, SE¢

EL METODO GALERKIN . Para la seleccion de la funcion peso i, igual aladela
funcion aproximacion ¢ , el métode del residuo pesado es mejor conocido como el

método Galerkin. Las ecuaciones algebraicas de la aproximacion de Galerkin son:

N 2.95
SAc=F W
=1



Donde:

A, = | aAlp sy, F §, g1 - Alg) oty (2.95)

De nuevo observamos que A, no es simétrica.

En general, el método Galerkin no es el mismo que el de Rayleigh-Ritz, esto en

cuanto a lo requerido para determinar los coeficientes ¢, .

Las funciones aproximacion usadas en el método Galerkin se requiere sean de mayor

orden que las usadas en ¢l método Rayleigh-Ritz .

Si la ecuacion lo permite y uno lo quiere, la diferenciacion puede transferirse de la

solucién # ala funcién peso w =g ;y con ello obtener uno la forma débil para relajar

los requisitos de continuidad en las funciones de aproximacién e incluyen las
condiciones de frontera natural especificadas del problema.
Los métodos Rayleigh-Ritz y Galerkin producen las mismas condiciones en los dos

casos: (i) cuando las condiciones de frontera especificadas del problema, son todas del
tipo esencial, y por lo tanto los requerimientos sobre ¢ en los dos métodos llegan a ser
los mismos y la forma integral pesada se reduce a la forma débil; y (i) cuando las

funciones de aproximacion del método Galerkin son usadas en el método Rayleigh-Ritz .

EL METODO DE CUADRADO MINIMO. En este método, determinamos los

parametros, minimizando la integral del cuadrado del residuo (2.92):

2 [{ee o
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,[ aR =B (2.96a)

La comparacion de (2.96a) con (2.92) muestra que ¢, =(:Réc si A esun

operador lineal, @ = A(g!;) y (2.96a) llega a

z[[ AGIAG vk, = [ AG S - A, ey

(2.96b)

Donde:

4, = [ooalp e, F = [ g[f - a9 sty (2560

Notar que la matriz coeficiente A;; es simétrica, pero involucra el mismo orden de

diferenciacion como el de la ecuacion diferencial gobernante.

EL METODO DE COLOCACION. En el método de colocacién obtenemos una

solucion aproximada u, a (2.88) en la forma de (2.91) requiriendo que el residuo en la

ecuacion sea idénticamente cero en N puntos seleccionados x' = (x*, y'Xi =1,2,.,N) en

dominio de Q.

R(x’,y’,c): 0 (i=12,.N) (2.97)
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La seleccion de los puntos x' es crucial en la obtencion de un sistema de ecuaciones

bien acondicionado y para la obtencion de una solucion exacta. El método de colocacion
puede mostrarse como un caso especial de (2.93) con y, =& (x’ A y’) donde &(x) es la

funcion delta Dirac definida por:

[ FEPc—E)axay = £(¢) | (2.98)

Con esta seleccion de funciones peso, 1a exposicion de residuo pesado llega a ser:

_[Qé(x— x‘)R(x,cJﬁmfy =0

Rlx,c)=0 (2.99)

A

Consideremos un gjemplo para ilustrar el uso de varios casos del método residuo

pesado.

Ejemplo 2 6. Considere la ecuacion diferencial [ ver ejemplo 2.4 en condiciones de
frontera serie 2 |

: 2.100
-%’;—uu:o, w(0)=0, u'(1)=1 Slaw

Para un método de residuo pesado,#, y @ deben satisfacer las condiciones

siguientes:
&, (0) =0, 4 (1) =1 (satisface las condiciones de frontera real)
é, (o) =0, ¢ (1) ) (satisface la forma homogeénea de las

condiciones frontera especificadas)
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Para una seleccion de polinomios algebraicos, suponemos que @, (x) =a+bxyse

usan las dos condiciones en ¢4, para determinar las constantes @ y & . Obtenemos:

do(x)=x

Ya que hay dos condiciones homogéneas, debemos suponer un polinomio de

parametro tres como minimo para obtener una funcién no cero, @ =a+bx+cx’.

Usando las condiciones sobre ¢, , obtenemos:

$ =—cx (2—x)

La constante ¢ puede ser igual a la unidad debido a que se observara dentro del
parametro ¢, .

Para ¢, podemos suponer una de las formas
¢, =atbc+ded® 6 ¢, =a+cx’ +de’

con d 20; ¢, no contiene todos los términos de todos las ordenes en cualquier caso
pero, la solucion aproximada es completa debido a que {¢1,¢2}contiene todos los

términos arriba del grado tres. Para la primer seleccion de ¢, . obtenemos:

$=x ; (1 - %x)
El residuo en la aproximacion de la ecuacion es:
(2.101)

R= —(O+iq %]“[9’0 +ﬁ:c"¢ij+xz

=c1(2—2x+x’)+c2(—24—4-3:—1:2+§Jr2)-x"'1'z
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CAPITULO 3

ANALISIS DEL ELEMENTO FINITO EN PROBLEMAS DE UNA
DIMENSION CON VALOR FRONTERA DE SEGUNDQO ORDEN

3.1 COMPARACION DE ELEMENTO FINITO CON LOS METODOS
VARIACIONALES.

Los métodos variacionales tradicionales descritos en el capitulo 2 dejan de ser
efectivos debido a un defecto serio, particularmente, la dificultad de construir las
funciones aproximacion, Las funciones aproximacion, aparte de satisfacer continuidad,
independencia lineal, perfeccion, y condiciones de frontera esenciales, son arbitrarias, la
seleccion se hace mas dificil cuando el dominio dado es geométricamente complejo. La
calidad de la aproximacion es afectada directamente por la seleccion de las funciones
aproximacion, es inquietante conocer que entonces no existe procedimiento para
construirlas.

Debido a este defecto, a pesar de la simplicidad en obtener soluciones aproximadas,
los meétodos varacionales tradicionales de aproximacién, nunca se consideran
competitivos computacionaimente, cuando se comparan con los esquemas tradicionales
de diferencia finita.

Idealmente hablando, un método cbmputacional efectivo debe tener las siguientes

caracteristicas:

1. Debe tener una matematica perfecta asi como bases fisicas.
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No debera tener limitaciones cuando se considere la geometria, la composicion
fisica del dominio, o la naturaleza de la carga.

El procedimiento formulativo debera ser independiente de la forma del dominio y
la forma especifica de las condiciones frontera,

El método debera ser flexible en cuanto 2 los grados de aproximacion sin
reformular el problema completo.

Debera involucrar un procedimiento sistematico que pueda automatizarse para

usarse en computadoras digitales.

El método del elemento finito es una técnica en la que el dominio esta representado

como un conjunto de dominios simples, llamadas elementos finitos tal, que es posible

construir sistematicamente las funciones aproximacion necesitadas en una aproximacion

variacional 6 residuo pesado de la solucién de un problema sobre cada elemento. Por lo

tanto, el método del elemento finito difiere de los métodos tradicionaies estudiados

antes en la manera de como se construyen las funciones aproximacion.

1,

(V%)

El método del elemento finito tiene tres caracteristicas basicas:

Division del todo en partes. Lo cual representa geométricamente un dominio
completo como un conjunto geométrico de dominios simples, que dan lugar a una
derivacion sistematica de las funciones aproximacion.

Derivacion de funciones aproximacion sobre cada elemento, las funciones
aproximacion son por lo regular, polinomios algebraicos que se derivan usando la
teoria de interpolacion.

Ensamble de elementos. Basado en la continuidad de la solucion y balance de
flujos internos. El ensamble de elementos representa una analogia discreta del
dominio natural, y el sistema asociado de ecuaciones algebraicas representa una

analogia numerica del modelo matematico del problema que se esta analizando.

Las tres caracteristicas constituyen los tres pasos principales de la formulacion del

elemento finito. La geometria de los elementos usada para representar el dominio de un

problema debera ser tal que las funciones aproximacion puedan ser derivadas unicas.

Las funciones aproximacion dependen no solamente de la geometria sino también del
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numero y localizacion de puntos llamados nodos, en el elemento y las cantidades a
ser interpoladas (ej. solucién, 6 solucién y sus derivadas ).Una.vez que las funciones
aproximacién se han derivado, el procedimiento para obtener relaciones algebraicas
entre los coeficientes desconocidos (lo cual da los valores de la solucion en los nodos
del elemento finito) es exactamente el mismo usado en los métodos Rayleigh-Ritz y

residuo pesado.

El método del elemento finito, no sdlo supera el defecto de los métodos
variacionales tradicionales, sino que también esta dotado de una técnica computacional
efectiva.

Los pasos basicos involucrados en el analisis del elemento finito de un problema se
dan en la tabla 3.1

TABLA 3.1:

Pasos involucrados en el analisis del elemento finito de un problema:

1. Discretizacion (6 representacion) de! dominio dado en un conjunto de elementos
finitos preseleccionados. (Este paso puede postponerse hasta que se complete la
formulacion de la ecuacion del elemento finito)

a) Construya la malla del elemento finito de los elementos preseleccionados

b) Numero de nodos y elementos

¢) Genere las propiedades geométricas (coordenadas y areas de seccion
transversal) necesarias para el problema.

2. Derivacion de las ecuaciones de elemento para todos los elementos
tipicos en la malla.

a) Construir la formulacion variacional de la ecuacion diferencial dada sobre el
elemente tipico.

b) Suponga que la variable dependiente tipica « es de la forma.

u=3uy,
=1

y sustituya en el paso 2a para obtener las ecuaciones de elemento

en la forma
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(&)} ={F"}

¢) Derive 6 seleccione, si estan disponibles en la redaccion, funciones

interpolacion de elementos ¥ | y calcule las matrices de elemento.

3. Ensamble las ecuaciones de elemento para obtener las ecuaciones del problema total

a. Identificar las condiciones de continuidad de inter elemento entre las
variables primarias (relaciones entre los grados de libertad locales y los
grados de libertad globales-conectividad de elementos) mediante la relacion
nodos del elemento a nodos globales.

b. Identificar las condiciones de equilibrio entre las variables secundarias
(relacion entre la fuente local & componentes fuerza y las componentes de
la fuente especificada globalmente).

c. Ensamble las ecuaciones de elemento usando los pasos 3a y3b.

4. Imposicion de las condiciones frontera de un probiema.

a) Identificar los grados de libertad globales primarios especificados.

b) Identificar los grados de libertad globales secundarios especificados (si no se
dan en el paso 3b).

5. Solucién de las ecuaciones ensambladas.

6. Postprocesamiento de los resultados.
a) Calcular el gradiente de la solucién de otras cantidades deseadas de los
grados de libertad primarios calculados en el paso 5.

b) Represente los resultados en forma tabular o grafica.

En las secciones que siguen, nuestro objetivo sera introducir muchas ideas
fundamentales que forman las bases del método del elemento finito. Los pasos basicos
de un analisis de elemento finito se introducen via un modelo de ecuacion diferencial de

segundo orden, representativa de muchos sisternas de una ecuacion de una dimension.



3.2 PASOS BASICOS PARA EL ANALISIS DEL ELEMENTO FINITO

MODELO DE PROBLEMA DE VALOR FRONTERA
Considere el problema de encontrar la funcion u=(x) que satisfaga la ecuacidn

diferencial :

i[ @) + =0 : 0 L G.1)
=\ tou—g = para: O0<x <
y las condiciones frontera

du (3.2)

donde a=a(x), c=dx), g=g(x), 4,y O, son los datos del problema (cantidades

conocidas).

La ecuacién 3.1 estd en conexion con la descripcion analitica de muchos procesos
fisicos. Por ejemplo, conduccion y conveccion de calor en una pared plana o aleta
transferencia de calor en una dimension), flujo a través de canales y tuberias, deflexién
transversal de cables, deformacion axial de barras (ver fig. 3.1a) v muchos otros
procesos descritos en la tabla(3.1). La tabla 3.2 contiene una lista de varios campos de

problemas descritos por (3.1).
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b/
A
: L :
(a)
q(x)
A du
u=uy=0 azaQo
(&)
—x

gl B A I

D2 @Dt @ert @ N+1
X

Numero de nodos Niimero de elementos

(b)

Figura 3.1 Discretizacion del elemento finito de un dominio en una dimension: (a)

problema fisico; (b) idealizacion matematica; (c) discretizacion del elemento finito.



TABLA 3.2

Algunos ejemplos de las ecuaciones de segundo orden en una dimensioén
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d du]
-—|la—|=¢g
dx( dic

au
Condiciones: de frontera esencial: ¥ ,_,=u, de ﬁ'onlexanatmal(a E)J =1 =0,

para0<x <L

Campo Vanable primagia Témimo fuente Vanable secundaria
u a q o
1. Deflexién transversal Deflexion Tension en Cargz transversal Fuerza axial
de un cable transversal cable distribuida
2. Deformacion axial de Desplazamiento EA(E=modulo, Friccidn 6 fuerza de Fuerza axial
una barra longitudmal A= Area secc. Transv.) comtacto sobre barra
3. Transferencia de calor Temperatura Conductividad térmica Generacida de calor Calor
4. Flujo s través de Presion 7 D? 128u Fuente de flujo Razén de flujo
tubos hidrostitica D=Didmetro (gencralmente cero)
A =viscosidad
5. Flujo laminar Velocidad Viscosidad Gradiente de presién Esfuerzo axial
meompresible a
través de un canal
bajo gradieme a
presion constamie
6.Flujo a través de un Fuentte de fluido Coeficiente de Flujo de fluido Flujo
medio poroso permeabilidad
7. Electrostitica Patencial Coastante Densidad de carga Fluyo eléctrico
electrostitico diciéamca



Cuando {x) =0.

A continuacién se presenta paso por paso un procedimiento para la formuiacion y

solucion de (3.1) mediante el método del elemento finito.

DISCRETIZACION DEL DOMINIO

El dominio del problema en el caso presente, consiste en que todos los puntos entre
x=0yx=L,Q0,L); ver fig. 3.1(b). El dominio £ se divide en dos series de elementos
finitos, un elemento tipico de longitud A,, existe y esta localizado entre los puntos Ay
B. El conjunto de tales elementos se llama la malla del elemento finito del dominio.
(ver fig 3.1c). La razon para dividir el dominio en elementos finitos es doble: primero,
para representar la geometria del dominio; y, segundo para aproximar la solucion sobre
cada elemento de la malla para representar mejor la solucion sobre el dominio entero.
La aproximacion del dominio en el caso presente no es interés, ya que es una linea recta.
Si el dominio es una curva entonces la aproximacién mediante una serie de lineas rectas
6 curvas es necesaria para representarlo. La aproximacion de la solucién sobre cada
elemento de la malla es mas simple que su aproximacion sobre el dominio entero.
Recordar que en los meétodos variacionales tradicionales, la solucion requiere satisfacer
las condiciones frontera del problema. Esto presenta algunas restricciones en la
seleccion de funciones aproximacion, especialmente cuando existe discontinuidad en la

geometria, propiedades del material, y/o carga del problema.
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Para conectar los elementos e imponer continuidad de la solucion en nodos comunes

a elementos, identificamos los extremos de cada elemento linea como los nodos del
elemento.
Dependiendo del grado de aproximacion polinomial usado para representar la solucién,
se pueden identificar nodos adicionales dentro del elemento. Los nodos juegan el papel
de puntos de interpolacion, en la construccion de las funciones aproximacion de un
elemento.

El numero de elementos usados en un problema, depende del tipo de elemento y
exactitud deseada. Siempre que un problema se resuelva por el método del elemento
finito por primera vez, uno requiere investigar las caracteristicas de convergencia de
aproximacién del elemento finito refinando la malla gradualmente (incrementado el
nimero de elementos) y comparando la solucién con los obtenidos por elementos de
mayor orden. El orden de un elemento se refiere al grado de polinomio usado para
representar la solucion sobre el elemento.

DERIVACION DE LAS ECUACIONES ELEMENTO

La derivacion de ecuaciones de elemento finito, esto es ecuaciones algebraicas que
relacionan las variables primarias con las variables secundarias en los nodos de los
elementos involucran tres pasos.

1. Construir la forma débil 6 residuo pesado de la ecuacion diferencial.
2. Suponer la forma de la aproximacién sobre un elemento finito tipico.
3. Derivar las ecuaciones de elemento finito mediante la sustitucion de la solucidn

aproximada en la forma débil 6 residuo pesado.
elemento tipico Q° = (xA ,xB), cuyos puntos extremos tienen las coordenadas

X =x,YXx=X,, seaisla de la malla (ver fig 3.2a). Damos una solucion aproximada a la

ecuacion que rige sobre el elemento, usando el método Rayleigh-Ritz.

En prncipio, cualquier método que permita la derivacién de las relaciones,
algebraicas necesarias entre los valores nodales de la variable dependiente puede usarse.
Aqui se desarrollan las ecuaciones, algebraicas usando el método Rayleigh-Ritz, que
se basa en la forma débil de la ecuacion diferencial. Las ecuaciones resultantes de la

aplicacion de un método variacional, son relaciones entre las variables primarias
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(aquellas involucradas en la especificacion de las condiciones frontera esenciales) y las
variables secundanas (las involucradas en la especificacion de las condiciones de
frontera naturales). Los tres pasos en la derivacion de las ecuaciones de elemento finito

de un elemento tipico de la malla se discuten enseguida:

PASO 1. FORMA DEBIL. En el método del elemento finito damos una solucion
aproximada a (3.1) sobre cada elemento finito. La aproximacién poiinomial de la

solucion para un elemento finito Q° es de la forma:

" 33
U :Zu;q/;(x) 3-3)

donde «; son los valores de la solucion en los nodos del elemento finito y w7 son las

funciones aproximacion sobre el elemento. Los coeficientes #; son determinados de

modo que (3.1) sea satisfecha en sentido de integral pesada. El numero necesario y

suficiente de relaciones algebraicas entre los u; puede obtenerse, cambiando la forma

de la ecuacion diferencial (3.1) en una forma integral pesada.

[o-glof) reuae -

donde w(x) representa a la funcion peso y Q° = (x'4 ,xB)es el dominio de un elemento

tipico (ver fig. 3.2a). Para u = U* y cada seleccién independiente de w, obtenemos una

ecuacion algebraica independiente relacionando todos los u; del elemento . Un total de

n ecuaciones independientes se requieren resolver para n valores #; . Cuando se escoge
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que wsea ¥° y (3.4) se usa para obtener la iésima ecuacion de las n ecuaciones
requeridas, el modelo del elemento finito resuitante (sistema de ecuaciones algebraicas
entre los valores modales) es el modelo del elemento finito Galerkin. Ya que (3.4)

contiene la segunda derivada de U®, las funciones aproximaciéon ] pueden ser

doblemente diferenciables. En adicion, si las variables secundarias son incluidas en el

modelo, ¥ puede ser cibica.
Para suavizar la continuidad requerida de las funciones w;(x), nos ocupamocs de la

diferenciacion de (3.4) desde u hasta wtal que u# y wsean igualmente diferenciadas
una vez cada una en el presente caso. La forma integral resultante es llamada la forma
débil de (3.1). Esta forma, no tan solo es equivalente a (3.1) sino también contiene las
condiciones frontera natural del problema. El procedimiento de tres pasos de
construccion de la forma débil de (3.1) se presento en el cap. 2 y es visitada de nuevo en

el siguiente parrafo.

El primer paso es multiplicar la ecuacion diferencial gobernante con una funcién peso
e integrar sobre un elemento tipico. El segundo paso es llevar a cabo la diferenciacion

desde u hasta w, usando integracién por partes. Considere la identidad.

lihokinBBomscas ™

Lo cual es simplemente la regla de la diferenciacion del producto aplicada al

du

producto de dos funciones, a— yw. Integrando esta identidad sobre el dominio del

elemento obtenemos:

i G [ L P [ "—} 5 dr el
_L,.w{dx Vi }ix__de e d“'L,drdxdx_ g™ . T3? i
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Sustituyendo (3.5b) en (3 .4) llegamos al resultado

R,
e M et 1 e

X4

El tercer y ultimo paso es identificar las variables primarias y secundarias de la forma
(débil) vanacional. Esto requiere que clasifiquemos las condiciones frontera esencial (6
geométrica) y natural (6 fuerza). La clasificacién se hace Gnicamente examinando el

término frontera que aparece en la forma débil (3.6).

Como una regla, €l coeficiente de la funcién peso en la expresion frontera se llama la
variable secundaria, y su especificacion constituye la condicion frontera natural. La
incognita dependiente en la misma forma como en la funcion peso en la expresion
frontera es la variable primaria, y su especificacion constituye la condicion frontera

esencial. Para el modelo de ecuacion a la mano, las variables primarias y secundarias

son:

En el escrito de la forma final de la expresion variacional (0 débil), suponemos que
todas las condiciones frontera en el nivel del elemento son del tipo natural, asi que

pueden incluirse en la exposicion variacional.

ofl) ofg),
o m x a X
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' Las variables primarias y secundarias en los nodos se muestran sobre el elemento
tipico fig. 3.2 (b).

Esta figura es el diagrama de cuerpo libre del elemento tipico. Con sus fuerzas
internas (reacciones) Of y Q). Las cantidades Of =0, y Q; =0, tienen el
significado de fuerzas en la deformacion axial de barras, (0 es una fuerza compresiva

mientras OJ; es una fuerza a tension (algebraicamente ambas positivas como se muestra

en la fig. 3.2b).

Con la observacion en (3.7) la forma variacional llega a ser.

o _dw du (.8)
0 =Ll(agg+cwu —wq]dx—w(xA)QA —w(x, )0,

fe Xz "
AR—AT T + A, 3
e — X=x-ux,
/—ax A—sYx B

F=q F=h,

P

. du ule,)=ut ulx,)=us ) ( du)
g, Z_(GE) x=x, — 1 :'2 Q, =- GZ

X=Xg

Fig. 3.2. Discretizacion del elemento finito de un dominio en una dimension para el

madelo de problema (3.1) {a)Un elemento finito tipico de la malla de elemento finito en



fig. 3.1 (c); »= coordenada global ¥ =coordenada local, (b) un elemento tipico, con la

definicion de variables primarias (u)y secundarias (Q)de los nodos elementos.

La ec. (3.8) completa el procedimiento de tres pasos para construir la forma débil en
(3.8) contiene dos tipos de expresiones; las que contienen w y u; y las que contienen solo

w. Agrupando en una expresion simple llamada la forma bilineal:

B(W,u)s E’[a%%+m]dx (3.9a)

Representando todos los términos que contienen solamente w por £(w), llamada la

forma lineal.
g 39
1) = [ wae +wle, 10, +wlx, )2, e

La exposicion variacional puede escribirse ahora como:
B(w,u)=1(w) (3.10)

La cual se llama el problema variacional asociado {3.1) como se vera mas tarde, la
forma bilineal resulta directamente en la matriz coeficiente del elemento, y la forma

lineal aparece en el vector columna al lado derecho de las ecuaciones del elemento

finito.

Cuando se tiene interés en matematicas aplicadas, 6 mecanica de solidos y estructural
se apreciara el hecho de que el problema variacional (3.10) no es nada, pero la

exposicion de la minimizacién de una cuadratica funcional é de energia potencial total

](u):



donde & es el simbolo variacional (ver secc. 2.3.3) e I es la funcional cuadritica
definida por [ver(2.43b)]

Iu)= L Blu,u)- ou) (3.11)

La ecuacidn (3.11) se cumple solo cuando 4(x) es lineal en u'y B(w,u) es bilineal y

simétricamente en # y w.

Cuando (3.1) describe la deformacion axial de una barra £ B(u,u) representa la
energia elastica de deformacion almacenada en la barra, #(u) representa al trabajo
desarrollado por las fuerzas aplicadas y /(z) representa la energia potencial total del
elemento barra. Es importante notar, que las formulaciones de elemento finito, no
requieren de la existencia de fa funcional /(z). La cual es necesitada como una forma de

obtener exactamente n ecuaciones algebraicas entre las #; de (3.3) de medo que la

ecuacion diferencial gobernante sea satisfecha sobre el elemento de manera significativa.
En el presente estudio, usamos la forma suave de la ecuacion diferencial (3.8) 6 (3.10) y
el método Rayleigh-Ritz para obtener las n ecuaciones algebraicas entre las variables

nodales u/ y QF.

Paso 2. Aproximacién de la soluciéon. La forma débil sobre un elemento es equivalente

a la ecuacion diferencial y a las condiciones de frontera natural del elemento. Las
condiciones de frontera esencial del elemento, digamos u(x_{) =U,, yu(xg)=u8 no

estan incluidas en la forma débil. De aqui que puedan incluirse en la aproximacion de
u(x) . Por lo tanto, la aproximacion de #(x) debe ser un interpolante, es decir igual a
u, en x; 'y Hgenx,.

Una vez que la forma débil contiene la derivada de primer orden de wu, cualquier
funcién continua seria candidata para la solucion del elemento finito. Representemos la

solucion del elemento finito sobre el elemento §° = (x_{,xs) por U*. Entonces daremos

la solucién aproximada U° en forma de polinomios algebraicos. La razén para esta
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seleccion es doble: primero, la teoria de interpolacion de analisis numeérico puede usarse
para obtener las funciones aproximacion sistematicamente sobre un elemento; segundo,
la evaluacion numeérica de integrales de los polinomios algebraicos es sencilla.

Como en los métodos variacionales, las solucién aproximacién U/* debe cumplir
ciertos requisitos para que sea convergente con la solucion real # asi como se

incremente el numero de elementos. Estos son:

1. La solucion aproximada debera ser continua sobre el elemento, y diferenciable, asi

requerida por la forma débil.

2. Debera ser un polinomio completo, esto es, incluir todos los términos desde el menor

hasta el de mayor orden usado.

3. Debera ser un interpolante de las variables primarias en Jos nodos del elemento

fimito.

La razon para el primer requisito es obvia; asegura una matriz coeficiente no cero. El
segundo requisito s necesario para capturar todos los estados posibies, esto es constante

lineal y asi sucesivamente de la solucion real.

El tercer requisito es necesario para satisfacer las condiciones de frontera esencial del
elemento y forzar continuidad de las variables primarias en puntos comunes a varios

elementos.

Para la exposicion variacional a la mano, el polinomio de minimo orden es lineal. Un

polinomio lineal completo es la forma.

U*=a+bx (3.13)

donde a y & son constantes. Estas expresion cumple los primeros dos requisitos en

(3.12). Para satisfacer el tercero:

U(x,)=uf, U(x;)=u5 (3.14)



Expresamos las constantes @ y & en (3.13) en términos de u; y u;. Las ecuaciones

(3.14) provee dos relaciones entre (a,5) y (u{ ,u;‘)

a
u, =a+bx,

u, =a+bx, (3.15a)

o0 en forma de matriz
uy I x, ||a
wl| L x5 (B (3.15b)

[nvirtiendo (3.15b) por la regla de Cramer’s obtenemos

a=:’; J;: : z; =hl"(”1xa u;x, s}:—.(a:ul'-i-a;u;)
bzi :g /1 i: =l‘(uz""l)5h_1‘( iy B;";) 120
donde b, =x,-x, ¥y
af=(-1x, Br=(-1); xf =x,, xt =x, (3.15d)

En (3.15d), i y f permutan en un orden natural

Si i=1, entonces j=2 si i=2, entonces j=/

a !y f: seintroducen para mostrar la forma tipica de las funciones interpolacion. La

sustitucion de (3.15¢) en (3.13) produce:
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U ()= (e s +atu) = (50 + 5 302)s]

— hi(a : + ,‘x)u,‘ +hl(a S+ B ;x)u;

] e

Esto es :
2
U (x) = wi (x)uf +y; (e)uf = ,Z=1: y; (x)u; (3.16a)

donde :

Ep—=X

yxf(x):hi(af+ﬁfx)= » y/;(x)=hl(a;+/3§:t3)=-

B A

(3.16b)

Las cuaies se llaman funciones aproximacion del elemento finito lineal.
Para la interpolacion lineal (3.16) marcamos los extremos como nodos 1y 2,y

renombramos las variables secundarias como :
0,=0! 05=0; (3.17)

El nimero de nodos global para elementos conectados en serie puede relacionarse
con el numero de nodos del elemento. Para elementos lineaies, el numero de nodos
global del elemento Q° son e y e+], y las coordenadas globales de los nodos dei

elemento son x,,x,, (estoes x, =X,y x; =x,_,)

Notar que las funciones interpolacion del elemento ¥, en (3.16b) estan

expresadas en términos de la coordenada global x (la coordenada del problema) pero se

definen solamente en el dominio del elemento Q":(x A,x,,)z(x x ) Si los

e>"e=l
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expresamos en términos de una coordenada ¥ con origen en el nodo 1 del elemento, ¥}

(3.16b) toma las formas:

¥ e X (3.18)
h bl w:(x)_l-h

e e

‘//18 (f) =1-

La coordenada X se llama la local 0 coordenada elemento. Las funciones ¢/ se
muestran en la fig 3.3(a). Notar que y; esigual a | en el nodo 1 y cero en el nodo 2, y
w; es igual a 1 en el nodo 2 y cero en ¢l nodo 1. Estas propiedades de ¢/ se conocen
como las propiedades de interpolacion.

Las funciones interpolacidon global @, se pueden definir en términos de las

funciones interpolacion del elemento carrespondiente al nodo global I (ver

\ ¥l 3 -
\\;T. \\v/'
f— A 7 N
i3 it - N n
g ce—1 . e+l e+ 2
p— X h. 1
= f—z
¢i=1— 2R,
w§ = 2ih,
(a)
_T_F-_ L o, »
A s
N /l
1 S
N A l- m
"N v o
=2 &= l; 4 I+ 1 N+ 1

Niimeros de nodo global Elementos tipicos

4
@ :{ para x;,, £x<x
1

1
¢, para x, <x=<Xx,,

(b)
Figura 3.3. Funciones interpolacion a) local, b) global para el elemento dos nodos lineal

(xA = xe:'xB = xc+l)

fig.3.3 b), ya que U°(x) de (3.16a) es una interpolante de #(x) sobre los elementos
Q°,y’ son llamadas También funciones interpolacion. Las funciones interpolacion

derivadas usando la dependiente desconocida - no sus derivadas- en los nodos (esto es
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funciones interpolacién ¢on ¢continuidad ¢°) se llaman 1a familia Lagrange de funciones
interpolacion. Cuando la dependiente desconocida y sus derivadas en los nodos se usan
para derivar las funciones interpolacion, las funciones interpolacion resultantes se
conocen como la familia Hermite de funciones interpolacion.

Notar que ¥/ son derivadas sistematicamente; arrancando con un grado de polinomios
algebraicos supuesto para la dependiente desconocida y determinando les coeficientes
del polinomio en términos de los grados de libertad primarios, expresamos la variable
dependiente como una combinacién lineal de funciones aproximacién y las variables
nodal primarias. La llave del procedimiento es seleccionar el namero y localizacion de
nodos en el elemento, tal que la geometria del tltimo este perfectamente definida. El
numero de nodos debe ser suficiente, para permitir el grado de interpolacion supuesto de
fa solucion, en términos de las variables primarias. Para una aproximacion polinomial,
lineal, dos nodos con una incognita primaria por nodo, son suficientes para definir la
geometria del elemento, siempre que los dos nodos sean los extremos del elemento. Ya
que un polinomio cuadratico se define {inicamente por tres parametros, un total de tres
puntos nodales deben ser identificados en el elemento.

Para definir la geometria del elemento, dos de los nodos deben ser los extremos del
elemento. El tercero puede identificarse dentro del elemento.

Retornando a la aproximacion lineal (3.13) que se rehace como (3.16a), notamos que
la solucion verdadera es aproximada sobre cada elemento mediante un polinomio lineal
U*(x) (vea fig 3.4a). El error en la aproximacion, E = u(x)—U*(x), puede reducirse
disminuyendo el tamafio del elemento A, 6 incrementando el grado de la aproximacion
(ver fig 3 4b).

Una aproximacion cuadratica, es de la forma:
U*(x) =a+bx+cx? (3.19)

La cual requiere tres nodos para reescribir {/°en términos de los valores de u(x) en
los nodos. Dos de los nodos estan identificados en los extremos de los elementos para
definir la geometria, y el tercer nodo se toma del interior del elemento. En teoria el

tercer elemento puede colocarse en cualquier punto interior. Sin embargo, el punto



medio del elemento, equidistante de los nodos extremos es la mejor seleccion. Otras

selecciones (punto cuarto) se dictan mediante consideraciones especiales (para tener un

cierto grado de singularidad en la derivada de la solucion).

Por lo tanto, identificamos tres nodos en el elemento de longitud A, (ver fig. 3.5a) y

reescribimos {J*(x) en términos de los tres valores nodales, (uf My Uy ,) Tenemos:

u; =U‘(xf)=a+bx,’ +c(x,f)2

u, =U‘(x;)=a+bxz‘+c(x;)1

7 =U"'(Jc;)=a+bx3‘+c(x3')2
& b L) Solactim Rastotn

aaw Seoludiom seis elementes [imeales
—— Seoludia tres elementos

{2)

—— Solucién demenio hneal
u{x) ,ﬁ\\
—-——_ Somcien elemento ’,/// ~
cuadradco ’,7 N \‘
%) \ \
2 .
1 § 7 4 s & 7
-~ /(
o
.*’
Pttly
®)
Figura 3.4

Refinamiento de soluciones de elemento finito
a)Refinamiento de la malla usando elementos lineales

b)Solucidn cuadratica del elemento usando tres elementos

6 en forma de matriz :

(3.20a)



us 1 x (xf 2 a

el _ e e)?

s o (xz)z (3.20b)
el |1 #f ilet) €

donde x; es la coordenada global del iésimo nodo del elemento ¢ . Invirtiendo las

ecuaciones de arriba, obtenemos

(3.21)

N



92

Figura 3.5

Elemento cuadratico Lagrange de una dimension y sus funciones interpolacion
a)geometria del elemento, b)funciones interpolacion, c) funciones interpolacién global
correspondientes a las funciones interpolacion cuadraticas. I representa al numero

global, e al numero de elemento e i al nimero de nodo del elemento.

y (3.19) toma la forma :

U*(x) = vy (x)uf + w5 (Du; +wl(x)us = 53_: i ()u

s=i
donde y/ son las funciones interpolacion cuadratica de Lagrange,

(3.23)

wi(x) = : (a,'*li‘w,"x’) (=123

De
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Aqui D° representa al determinante de la matriz en 3.20b), y a;,fyy  estan

definidas por 3.21). Los subindices usados (3.21) permutan en un orden natural.
si i=] elj=2y k=3
si i=2 el j=3yk=1 (3.24)
si i=3 el j=1y k=2

Por ejemplo, @ 3,83y 71, estan dados por

as=xi(xi) —xi()’, B = (=) (=)' ri=xi-x

Las funciones interpolacion cuadraticas pueden expresarse en términos de una
coordenada local ¥, con origen en el nodo 1, el extremo izquierdo del elemento. La

coordenada global x esta relacionada con la coordenada local ¥ mediante la relacion
xX=x;+X (3.25)

donde x; =x, es la coordenada global del primer nodo del elemento °. Para un

elemento cuadratico, con el nodo interior, nodo 2, localizado en ¥ = ¢ A, , tenemos:
y, (%)= (1 + z)[1 - 15)
: h ah
_ 1 f( f)
() ——— = 1=-= (3.26)
(%) a(ll-a) h h

e

donde O<a<ly x; =x; +ah , Para a= %, cuando el nodo 2 se coloca en el punto

medio del elemento ,(3.26) llega a ser :
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vio=(-0-2)

. ®f oF
%(x)"_h[l_h)

La grafica de las funciones interpolacion cuadratica se da en la fig. 3.5(b). La funcién
w; esigual a 1 el nodo / y cero en los otros dos nodos, pero varia cuadraticamente entre

los nodos.

Toda la familia de funciones interpolacién de Lagrange satisfacen las siguientes
propiedades, conocidas como las propiedades interpolacion.
0 sii#j
1 Ixi=0. =
o wl)=a 31

n / ) n dW"
(2) 2v/(x)=1deaqui > —~ =
=1 =

(3.28)

donde 7-/ es el grado de polinomios interpolacion y x7 es la coordenada global del

nodoj en el elemento Q°. Se puede verificar que las funciones interpolacion lineales en

(3.16)y las funciones interpolacién cuadraticas en (3.26) y (3.27) satisfacen las dos

propiedades en (3.28) . La primera es un resultado directo del requisito U/ ‘(xj) =u; .,y

la segunda viene de la inclusion de un termino constante en €l polinomio . Por ejempio ,
si la aproximacién [J* es para representar un estado de solucién uniforme |

U* =U; = constante, entonces todas las »° =U/; , y tenemos:

Us =2 Usy;(x)
=1

hgwm
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Las propiedades de interpolacion (3.28) pueden usarse para construir las funciones de
interpolacion de Lagrange de cualquier grado . Por ejemplo , las funciones

interpolacion cuadraticas (3.27) pueden derivarse usando la propiedad (1) de (3.28) . De
aqui w,(x) debe desaparecer en los nodos 2y 3 estoesen X = %h‘ y x=4h, , esta es de

la forma :

vi(®) =z -1, )(z-1)

la constante C se determina de modo que ¥} esiguala len X =0:

1 , 2
lzC(O-EhJ(O—h,) 6 C:h—.2

Estoda :

o)== )e-)-(15) 13

Que es la misma como en (3.27). Las otras dos funciones imterpolacion pueden

derivarse de manera similar.

Aunque aqui se presenta una discusion detallada sobre como construir las funciones
interpolacion de Lagrange para elementos en una dimension, se encuentran disponibles
en bibliografias de analisis numérico, y su derivacién es independiente de la fisica del
problema a resolverse. Su derivacion depende solamente de la geometria del elemento y
del numero y localizacion de los nodos. El namero de nodos debe ser igual al nimero de
nodos en el polinomio. Por lo tanto, las funciones interpolacton derivadas arriba se usan
no solamente en la aproximacion del elemento finito del problema a la mano, sino

también en problemas que admiten la interpolacion Lagrange de las variabies, esto es,



todos los problemas para los que las variables primarias son las incognitas dependientes

de las ecuaciones que rigen:

PASO 3. MODELO DEL ELEMENTO FINITO. La forma débil (3.8) 6 (3.10) es
equivalente a la ecuacion diferencial (3.1) sobre el elemento * y también contiene las
condiciones de frontera natural (3.7). Mas ain las aproximaciones del elemento finito
(3.16a) 6 (3.22) satisfacen las condiciones de frontera esencial (3.14) del elemento. Las
sustitucion de (3.16a) 6 (3.22) en (3.8) daran las ecuaciones algebraicas necesarias entre
los valores nodales u® y (O del elemento Q°. Para formular el modelo del elemento
finito basado en la forma débil (3.8) no se necesita decidir el grado de aproximacion
de U*. El modelo puede desarrollarse para un grado de interpolacion arbitrario.

n
usU* =Y U (x)
Jj=1

(3.29)

donde g/ son las funciones de interpolacion de Lagrange de grado n—1. Cuando

n>2, la forma débil en (3.8) debe ser modificada para que incluya las variables

secundarias diferentes a cero, si en el interior de cualquier nodo :

aw du
0= ;[[az—-i-cwu] J.wqu 2 lw )Q (3.30)
dondex esla coordenada global del iésimo nodo del elemento Q° .
Si los nodos 1 y n representan los extremos del elemento entonces O y OF

representan las fuentes de punto desconocidos . Y todas las demas (° son siempre

conocidas ( es decir fuentes de punto aplicado).

Siguiendo el procedimiento Rayleigh-Ritz desarrollade en la seccion 2.4 sustituimos

(3.29) para u y w,,y;....ly, para w forma debil (3.30) para obtener » ecuaciones

algebraicas :
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2z dwe n . dwa n .
o) ot

(3.31a)

" T n
0=L4|:ad$(z %J"'Cl//z(zu (x)]-%'q —Z::W{

¥ d " < € d({/‘ 14 . e, e e . ¢
0=, {" I: [Z%j&"}“% (Z",W,(X)]—W,q -2¥
v J=1 J=1 J=i

(iésima ecuacion)

0= j[ d""‘(z }+cw{zu (x))—w:q —éw:

Notar que le nimero de ecuaciones algebraicas es de acuerdo a las variables

primarias del elemento . La iésima ecuacion algebraica puede escribirse como:

B 331b
0= Kut 12 -0 (i=12..7) e
4=1

Donde:

Xa d e e ¢ *r ¢ e
K, = j (d;; d:”c] +c1;/,f//,] =B(W,:’l’,), 7 =LQW,¢‘=1('//.) 516
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Notar que la propiedad (1) de interpolacion de (3.28) se usa para escribir:

é%‘ (x)o; =0 (3.32)

Las ecuaciones (3.31a) pueden expresarse en términos de los coeficientes
k£ yQF como:
e e [ 3 e € e __ € L
knuy + ko .tk = fT+ Q)
kgt + ks +. +kyuy = f;+0;

(3.33a)

kEul + ko Ak = £+ OF

ann

Las ecuaciones algebraicas (3.33a) pueden escribirse en forma matricial como:

[k Ju}={f} 10’} (3.33b)

=

La matriz [k‘] se llama la matriz coeficiente, 6 matriz de rigidez en las aplicaciones de

la mecanica estructural. El vector columna { f ‘} es el vector fuente 6 vector fuerza, en
problemas de mecanica estructural. Observe que (3.33) contiene 2»n incognitas:
(uf,u;,__.,uf, ) y (Q,",Q{ gkl ) llamada grados de libertad nodal primario y secundario
del elemento. De aqui no se pueden resolver sin tener » condiciones adicionales.
Algunas de ellas se proveen por las condiciones de frontera y el resto por balance de las
variables secundarias Q° en nodos comunes a diferentes elementos. Este balance puede

implementarse colocando los elementos al mismo tiempo. (esto es, ensamblando las
ecuaciones elemento). Con el ensamble de ecuaciones y la imposicidn de las condiciones

de frontera obtendremos el mismo nmimero de ecuaciones algebraicas que el numero de

grados de libertad desconocidos primario y secundario. La matriz coeficiente [k‘], que
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es simétrica y el vector fuente { f ‘} pueden evaluarse para un elemento dado y datos
(acy ¢q) para los valores de las constantes del elemento discreto acy ¢
(digamos a0,y q,) los coeficientes 4, y f,° pueden evaluarse facilmente para un

elemento tipico

ELEMENTOQO LINEAL. Para unz maila de elementos lineales Q° esta localizado entre

los nodos globales x, =xe y x, =x_ (ver fig 3.2). De aqui:

€ Zeel d!,’/,e d'//‘ P 8 Tewl é
K= [ (o )i, 1= [0, v

6 en el sistema de coordenadas local ¥

¢

] & dw:e dl// e € € G e
TN NP

donde: x=x' +%,y

dy, _dy]

dx = &, e
dc  dx

Las y° se pueden expresar en t¢rminos de X [ver(3.18)] como:

E=1-7 wiE)-

=
h,

Podemos calcular X y f° evaluando las integrales. Tenemos:
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Similarmente °

4% X 1 o« [ x 1
.fl _L qe(l_Z)aE_EQchv fz —J; qn[ZJ‘E—quho

Por lo tanto, para la constante g,, la fuente total g4, es distribuida igualmente en los dos

nodos, la matriz coeficiente y el vector columna son:

LR —1}%[2 l]
A LN NG DN 1 A2 (3.34a)

(3.34b)

Sia=axyc=c, la matriz coeficiente [k‘] puede evaluarse como :

P _ae(x¢+xM) L 1] ehnf2 1 (3.35)
[ =% 2 J-1 1Ts |1 2

&
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l—*___ X+ —’l

Figura 3.6. Aproximacion de un elemento con seccién transversal variable linealmente

mediante un elemento con seccion transversal constante.

Cuando a es una funcion lineal de x, esto equivale a remplazar a en la matriz

coeficiente con su valor promedio [ comparar (3.34) con (3.35)]:
1 3.36
Gy =%, + 50, R0

Por ejemplo, en el estudio de barras con seccion transversal variable linealmente
e+ - Ar -_
a=FA(x) = E| 4, =T F

Estas cantidades reemplazan la seccion transversal variable con una seccion
transversal constante dentro de cada elemento, el area de la seccion transversal de la
seccion constante, siendo el drea promedio de la seccion transversal del elemento que

varia linealmente (ver fig 3.6). Aqui A4, representa al area de la seccion transversal en x,
y 4, estalque x=x,,,.

Cuando a,c y g son polinomios algebraicos en x, la evaluacion K7 y f) es sencilla.
Cuando son funciones de x complicadas se buscarid la evaluacion numérica de las

integrales en [K"] y {f‘}.

Cuando @ y ¢ son constantes del elemento discreto y ¢=0, las ecuaciones del

elemento finito correspondiente al elemento lineal son:
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A SRR

a. . ! (3.37a)
Zu’ 'Z"z = Eq,h., +0;
a, a, 1 4
- Eul Z“z -z_qchc + Q2
(3.37b)

ELEMENTO CUADRATICO. para una malla de elemento cuadratico, el elemento

€2 esta localizado entre los nodos globales x, = x,, , y x; =x,,,,. De aqui.

N X2e dWl d‘rl/ dW, d"(/
K7 .-.(adxdx Jd"j(’dx & ey

= viga=[viaa

(3.38)

Donde las funciones interpolacion cuadratica de Lagrange z;/.'(f)(i =12,3) estan

dadas en (3.27). Evaluando las integrales en (3.38), obtenemos:

. 3 4x) 3 4% 3 (2) ], ¥, (=)
K“ =L {a'[_h—+h_2j( Py hlj |il—z+2(h‘J :I]:I— 7 +2(Z) :|}ﬁ

asi sucesivamente. Similarmente:
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h h 6

L3 e

B 2

. _ X g 4

Notar que, para elementos cuadraticos, la fuente total ¢4, no esta distribuida

iguaimente entre los nodos. La distribuciéon no es equivalente a la de dos elementos

lineales de longitud %he_ Por lo tanto, el calculo de f° estaria basado en las funciones

interpolacion de ese elemento. La suma de £ para cualquier elemento seria igual a la

integral de g(x) sobre el elemento:

Zf B r:‘l Gz (3.39)

X

Los valores de a,c, y ¢, las matrices del elemento de un elemento cuadritico son:

7 -2 1] L[4 2 -
a
[£]=5|-8 16 8 NEYR T AS DI (3.402)
) - -1 2 4
B
{f‘}:%’- 4 (3.40b)

CONECTIVIDAD DE ELEMENTOS

En la obtencion de las ecuaciones del elemento, aislamos un elemento tipico (el
ésimo) de la malla y formulamos el problema variacional (6 forma debil) y
desarrollamos su modelo de elemento finito. Para resolver el problema total, debemos
poner los elementos de vuelta en sus posiciones originales. Haciendo esto, antes de la

discretizacion, imponemos la continuidad de las variables primarias y el balance de las
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variables secundarias en los nodos de conexion entre los elementos. La continuidad de
las vaniables primarias se refiere aqui a la naturaleza de la solucion evaluada simple; el
balance de las variables secundarias se refiere al equilibrio de fuentes punto en la union
de varios elementos. Por lo tanto el ensamble de elementos se lleva a cabo imponiendo
las dos condiciones siguientes:

1. Continuidad de las variables primarias en nodos conectando
u® = (3.41a)

esto es, el ultimo valor nodal del elementoQ2° es el mismo que el primer valor nodal del

elemento adyacente Q'

2. Balance de las variables secundarias en los nodos conectados

. .. |0 sinoseaplica fuente de punto externa
+ = : .
O +Qi Q, siuna fuente de punto externa de magnitud ¢, se aplica (3.41b)

En el escrito de (3.41) se supuso que los elementos estan conectados en secuencia. La
continuidad de las variables primarias #; =u;"' , y el balance de las variables

secundarias Q; + 0" para una malla de elementos lineales se ilustra en la Fig.3.7 .El

: ; > P du
balance de las variables secundarias puede interpretarse como la continuidad de a— (

dy
no adUZbc ) enelpunto comun a los elementos Q° y Q"' (cuando no hay cambio en

du

a e impone externamente)
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( dujc . du)e-l 0
a—— ~a—, =
dx dx (3.42)

1
Vo
1/ Nt

7 »
l' { PAYEEN ] 1 24
— ) A
e e+ 1 e+ 1 e+2
Niireern do Nede Global
(a)
1 O 2 1 Qe+t 2
& o—« —_—Oe O —O0— 5*!
o: ot
(&)

Figura 3.7.
Ensambie de dos elementos lineales de Lagrange :
a)continuidad de la variable primaria. g

b)balance de las variables secundarias.

La continuidad de las variables primarias en el inter elemento es impuestg por el renombre

de las variables u] y "' en x=x, como uno y el mismo, particularmente el valor de

u en el nodo global N:

ut=u=U, (3.43)
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donde N =(r—1)e+1 es el nimero de nodo global correspondiente al nodo n del
elemento (O° v el nodo 1 del elemento Q**' . Por ejemplo , una malla de E elementos

finitos lineales (7 =2) , tenemos :

u =U,

(3.44)

Para gjecutar el balance de las variables secundarias Q° (3.41b) es claro que
podemos hacer OF +Q" igual a cero 6 un valor especificado solamente si tenemos
tales expresiones en nuestras ecuaciones. Para obtener tales expresiones, debemos

agregar la enésima ecuacion del elemento Q° a la primera ecuacién del elemento Q°*'

€sto es, agregamos :

n

S Ky = £+ 08

J=1

n
exl e+] _  pesl e+1
N5 E T AN G
J=1

para dar:

(3.45)
i(ﬁ:;u; +KSu )= fre e (00 o)
P :f: +f-le+l +Q°
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Este proceso reduce el nimero de ecuaciones desde 2K hasta E+1. La primera
ecuacion del primer elemento y la Gltima ecuacion del ultimo elemento permanecerin
invariables , excepto para el renombre de las variables primarias . El lado izquierdo de

(3.45) puede escribirse en términos de los valores nodales globales como:

= (K:IUN ¥ K:ZUN+I+"'+K:;HUN+»—1)
(K Uy opr + K Ut 4K Uy 1) -
= K:IUN +K:ZUN-I+"'+K:(n-1JUN+m-Z ( A

e e+1 e+1 e+l
+ (Km + K )UNH,_, + KUy o A K Upians

e +1 1 1
(Ko + Ko+ Ko nt )+ (Kur + K5 g+ 4K

donde N =(n—1)e+1 . Para una malla de E elementos lineales (n=2), tenemos :

KU +KpU, = b 223 (invariable)

K2[|Ul +(K2|2 '|'4K121)[J2 +K|22U3 =f2| +fl2 +Q2| +le

KU, +(KL+ KU, + KU, = fE+ [+ 0 +OF
(3.47a)

KZEI-IUE'—I +(K§-l +Kﬁ )UE +ﬁUE*-l = ZE_I +-f;E +g-_l +QIE

KiUs +KgUp, = £ + 05 (invariable)

Estas son llamadas, las ecuaciones ensambladas. Contienen la suma de coeficientes y
términos fuente, en nodos comunes a dos elementos. Notar que la numeracion de las

ecuaciones globales corresponden a la numeracion de los grados de libertad primarios
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global, U, . Esta correspondencia conduce a la simetria de las matrices del elemento a la

matriz global. Las ecuaciones (3.47a) pueden expresarse en forma matricial como:

7t
Kll
1
2t

sz-l % .f1 E
f

r 4 <

E=-1 E
Q" +0
E
O,

.

~

P

FUI‘

(3.47b)

Recordar, que toda la discusion anterior de ensamble, esta basada en la suposicion de que

los elementos estan conectados en serie. En general, varios elementos pueden ser

conectados en un nodo y los elementos no tienen que ser necesariamente numerados. En

este caso, la idea de arriba se mantiene, con el cambio de que los coeficientes de todos los

elementos conectados en un modo se sumaran.
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Batra Rigida
(restringida 2 moverse
horizontalmente)
G iy—~ %
z v
2 % P é
=" ) |
e +
——— p————— - . 4
2 ; z
Tt 1€ Z,
e %
% .
fo— b1y ——f hy = by
Figura 3.8

La geometria y maila del elemento finito de una estructura barra.

Por ejemplo, considere la estructura que consiste en tres elementos barra mostrados en la
fig 3.8. Considere que la barra de conexion es rigida (esto es, no deformable) y obligada a

permanecer horizontal todo el tiempo. Entonces las condiciones de continuidad y balance
wi=ui=ul=U, Q+0F+Q!=2P (3.48)

Para conseguir estan condiciones, debemos sumar la segunda ecuacion del elemento 1, la
primera ecuacion del elemento 3, y la segunda ecuacion del elemento 2:
(Ku! + K )+ (K + Ko )+ (Kad + Kouil) (3.49)
I 3 2 1 3 2
=L+, +f+0,+0 +Q;
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Anotamos la sigutente correspondencia de los valores nodales local y global (ver fig.

38)
w=U, u
De aqui (3.49) llega a ser:

KleUt +K211U1 +(K112 +K13| +K222)U3 +K132U4 =le +f13 +fzz +Qzl +Q13 +Q;
=f, +fl+f]+2P

Las otras ecuaciones permanecen invariables, excepto para el renombre de las

variables primarias. Las ecuaciones ensambladas son:

i K, Y ’Ul ‘ A f o)
Klzl Klzz 0 (j2 flz L _iz
A Fo=
KL K K T U, A fie 2l 10 +Q +02 (3.50)
0 KZsl Kzsz A} kUt J f23 J L Qg
Donde: K=K, +K] +K;,

Los coeficientes de la matriz ensamblada pueden obtenerse directamente. Notamos que
el coeficiente global X, es una propiedad fisica del sistema, relacionando ¢! nodo global
[ al nodo global J. Para deformacion axial de barras, X,, representa la fuerza requerida en
el nodo 7/ para inducir un desplazamiento unitario en el nodo J, muentras los
desplazamientos en los demas nodos son cero. Por lo tanto, K, es igual a la suma de
todos los X* para los cuales / corresponde a/y ja J, eiyJ son los nodos locales del

elemento Q°. Por lo tanto, si tenemos una correspondencia entre los nimeros de nodos del

elemento y el numero de nodos global entonces los coeficientes global ensamblados
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pueden escribirse en términos de los coeficientes del elemento. La correspondencia se
puede expresar mediante una matriz [B], llamada la matriz de conectividad, cuyo

coeficiente b, tiene el siguiente significado:
b, es el nimero de nodo global correspondiente al j-ésimo nedo del elemento /.

Por ejemplo, para la estructura de la fig 3.8, 1a matriz [B] es de orden 3X2 (3 elementos y

2 nodos por elemento).

5]

W N
AW W

Este arreglo puede usarse en una variedad de formas, no solo para ensamble, sino
también en la implementacion de la computadora en calculos de elemento finito. La

matriz [B] se usa para ensamblar matrices coeficientes como sigue:

K, =K, Debido a que el nodo local ! del elemento 1 corresponde
al nodo global 1.
R\ Debido a que los nodos locales 1 y 2 del elemento 1

13>
corresponde a los nodos globales 1 y 3 respectivamente

Y ast sucesivamente. Cuando se conecta mas de un elemento a un nodo global, los
coeficientes del elemento son sumados. Por ejemplo, el nodo global 3 aparece en las tres
hileras (elementos) de la matriz [B], implicando que los tres elementos estan conectados

en el nodo 3. Mas especificamente, esto indica que el nodo 2 del elemento 1, nodo 2 del

elemento2, y el nodo 1 del elemento 3 son los mismos que ¢l nodo global 3. De aqui
K;z +K§z +K131 =_K33
Para la malla de la figura 3.8 tenemos:

K,=K2, Debido a que el nodo global 2 es el mismo que el nodo 1 y



el nodo global 3 es ¢l mismo que el nodo 2 del elemento 2.
K,=0 Debido a que los nodos globales 2 y 4 no pertenecen al

mismo elemento.
K,=K,+K. +K}
y asi sucesivamente.

IMPOSICION DE CONDICIONES FRONTERA.

Hasta este punto, la naturaleza especifica del problema no ha sido utilizada en el
desarrollo del modelo del elemento finito 6 en el ensamble de elementos finitos. En otras
palabras, las discusion en la secciones anteriores, es valida para cualquier ecuacién
diferencial que sea un caso especial de la ecuacion del modelo (3.1). Un problema
particular difiere de otros, en la especificacion de los datos y condiciones frontera. Aqui
discutimos como imponer las condiciones frontera de un problema, sobre la serie
ensamblada de ecuaciones algebraicas. Sobre esto dltimo. Usamos el problema en la fig
3.8. Sus condiciones de frontera son evidentes en la estructura. Los grados de libertad

primarios conocidos (desplazamientos) son:
o =U =0, w=U,=0 =W =0 (3.51a)
Los grados de libertad secundarios conocidos (fuerzas) son:

Q=0 =0"=4p (3.51b)

-~

)

Las fuerzas Q),0F y Ojson desconocidas (fuerzas de reaccion) y pueden
determinarse en la post computacion; es decir, después de que se determinen los grados

de libertad primarios.
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Imponiendo las condiciones frontera (3.51) sobre el sistema ensamblado de las

ecuaciones (3.50), y para f°:

Kl 0 K o |(U,=0] |O
0 Klz] Kl:; 0 Uz =0 _ le
K. K2 KL+KL+K: K| U, [ |2P
0 0 K: K, |\U, =0} |@: (3.52)

debido a quelU,,U, y U, soncero
Esto contiene cuatro ecuaciones con cuatro incognitas: U, ,0,,0F v O;.

SOLUCION DE ECUACIONES
Como un procedimiento estandar en el analisis del elemento finito, los grados de
libertad primarios desconocidos, son determinados considerando primero, que las
ecuaciones algebraicas corresponden a las variables primanas desconocidas. Por lo

tanto, en el caso presente, consideramos la tercera ecuacion en (3.52) para resolver U, .

KLU, + K30, + (K5 + K3 ¢ KLU, + KLU, = 2P
5!

(K;2 +Kzzz +K131)U3 =2P“(K;1U1 +K221Uz :

Las variables secundarias desconocidas, se determinan considerando las ecuaciones

restantes de (3.52) esto es, aquellas que contienen las variables secundarias

desconocidas:
KL 0 KL o |[th=0] [0
0 X K; 0 ||U,=0 _ oy
K;l Kzll K;z +K122 +K132 Kﬁz t, 2P

6 0 Ka K, |\U,=0] o3 (3.52)

-
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debido a queU,,l/, y U, soncero

Es posible, aunque no comun con programa de computadora, mover todas las
incognitas al lado izquierdo en (3.52) y resolver para toda a la vez. Sin embargo este
proceso requiere mas tiempo computacional en problemas practicos.

En general, las ecnaciones del elemento finito ensambladas se pueden repartir

convenientemente en la forma siguiente:

ElEE

donde {/ ‘} es la columna de variables primarias conocidas, {/ 2} es la columna de
variables primarias desconocidas, {F '} es la columna de variables secundarias

desconocidas, y {F 2} es la columna de variables secundarias conocidas. Escribiendo

(3.55) como dos ecuaciones matriz obtenemos:

o i} b o ) @ 569
o}l )= ) G 360

De (3.56b), tenemos:

pri=lk=1'(r o) (3.56¢)

Una vez que kj 1} se conoce, {F : } puede calcularse de (3.56a).

POSTPROCESAMIENTO DE LA SOLUCION
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La solucion de las ecuaciones del elemento finito da los valores nodales de las
incognitas primarias (esto es, desplazamiento, velocidad ¢ temperatura). El
postprocesamiento de los resultados incluye uno 6 mas de lo siguiente:

1. El calculo de cualquier variable secundania (el gradiente de la solucién).

2. Interpretacion de los resultados para checar si tiene sentido la solucion (una
comprension de los procesos fisicos y [a experiencia son las guias cuando no hay
dispounibles otras soluciones para comparacion).

3. Tabular y/o graficar la presentacion de resultados. Para determinar la solucion u
como una funcion continua de posicion x, regresamos a la aproximacion (3.29) sobre

cada elemento:

"

Ul = S aly (x)

1=

u(x) =< U(x) = iufwf (x)

U () =Yy )

J=l

donde N es el nimero de elemento en la malla. Dependiendo dei valor x, se usa la
ecuacion de elemento correspondiente de (3.57). La derivada de la solucion se obtiene

por diferenciacion de (3.57)
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5 dx
32
7=1 ! d‘r
du
it

(3.58)

de la solucién del elemento finito lineal ¢ es constante

Notar que la derivada

dentro de cada elemento, y es discontinua en los nodos debido a que la continuidad de la

derivada de la solucion del elemento finito en los nodos de conexién no es impuesta:

dU* 5 av*!
dx dx

La derivada calculada para diferentes elementos que se encuentran en un nodo es
siempre discontinua en todas las aproximaciones C° (esto es aproximaciones en que solo
los valores funcion son interpolados), a menos que la solucion aproximada, coincida con
la solucion real.

Las variables secundarias 7 pueden calcularse de dos formas diferentes. En (3.54b),
deteriminamos las variables secundarias desconocidas, O),0f y O, de las ecuaciones

ensambladas del problema en la fig. 3.8 ya que las ecuaciones ensambladas a menudo

representan las relaciones equilibrio de un sistema, las Q° de ellas seran representadas

por (Qf)

equil
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Las Q¢ pueden determinarse también usando las definiciones en (3.7), reemplazando

u con U . Representariamos O calculado de ésta forma por (Q,‘)M. Ya que (Q,')dq se

calculan usando la aproximada ¢, no son tan exactas como (Q,.‘)md. Sin embargo, en

codigos de computadora del elemento finito, (Q‘) o 5€ calculan en vez de (Qf)m Esto

se debe principalmente a aspectos computacionales.

Recordar que, al llegar a resultado (3.54b), usamos parte de [a matriz coeficiente
ensamblada. En la solucion numérica de ecuaciones algebraicas simultineas en una
computadora, la matriz coeficiente ensamblada original se modifica con frecuencia, y
por lo tanto los coeficientes requeridos para la determinacién de las variables
secundarias no estan disponibles, a menos que sean asegurados en un arreglo adicional.

Para el problema en la fig. 3.8. Tenemos:

au u,-Uu £A
(Qil)dgf ii? _[ME]|50 r ‘E‘4_3i!1__l' = _?U:% = K;zUs
au
(le)def o _(EA .;JJFO = KLU,

dU U,-U

EAU,
h,

= KzslUs

donde & y A, son las longitudes de los elementos 1 y 3, respectivamente. Las O,
calculados usando las definiciones (3.7) son los mismos que los derivados de las
ecuaciones ensambladas en general para el problema en la fig. 3.8 Esta igualdad no es
esperada en general . De hecho, cuando el vector fuente ¢ no es cero, la variables
secundarias calculadas de las definiciones (3.7) estaran en error comparadas con las
calculadas de las ecuaciones ensambladas. El error decrece conforme el nimero de
elementos del grado de interpolacion se incremente.

Esto completa los pasos basicos involucrados en el analisis del eiemento finito de la

ecuacidon modelo (3.1).
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COMENTARIOS SOBRE LOS PASOS DESCRITOS PARA EL MODELO DE
ECUACION

Comentario 1. Aunque el método Rayleigh-Ritz se uso para obtener las ecuaciones del
elemento, cualquier otro método podria usarse. Tal como el residuo ponderado,

(cuadrado minimo 6 Galerkin).

Comentario 2. Los pasos 1-6 (ver tabla 3.1) son comunes para cualquier problema. La
derivacion de las funciones interpolacion dependen solamente de la geometria del
elemento, y el nimero y posicion de nodos en el elemento. El numero de nodos en el

elemento y el grado de aproximacion usado estin relacionados.

Comentario 3. Las ecuaciones del elemento finito (3.31) son derivadas para la ecuacion

lineal del operador:

_ i( _“L)
A(u)=gq, donde 4= o o) Ll

Son validas para cualquier problema fisico que se describe por la ecuacion A(u)=q 6
sus casos especiales . Uno necesita solamente interpretar las cantidades apropiadamente.
En la tabla 3.2 se enlistan ejemplos de problemas descritos por este operador. Por tanto,
un programa de computadora escrito para el analisis del elemento finito de (3.1) puede
usarse para analizar cualquiera de los problemas de ¢sta tabla.

Notar también que los datos a=a(x),c=c(x),g=¢g(x) pueden ser diferentes en cada

elemento.

Comentario 4. La integracion de las matrices elemento en (3.31c) puede llevarse a cabo
en una computadora, usando integracion numérica. Cuando esas integrales son
complicadas algebraicamente, no tiene uno otra seleccion, mas que la integracion

numerica.
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Comentario 5. Como se not6 en (3.48) y (3.51b), las fuentes punto en los nodos, estan
incluidas en el modelo del elemento finito via el balance de fuentes en los nodos. Por
tanto, en la construccion de las mallas de elemento finito, uno incluiria nodos en los
lugares de las fuentes punto. Si una fuente punto no ocurre en un nodo, es posible
distribuirla a los nodos elemento. Haga que O, represente una fuente punto en el punto

Xe, X, < x, < x5. La fuente punto Q; puede ser representada como una funcién mediante
q(x) = 0,6 (x - xn)

donde la funcién delta Dirac § () esta definida por :
[ /G (x-x et = Fx,)

La contribucion de la funcion g(x) a los nodos del elemento Q° = (x s ,xH) se calcula de

[ver(3.31¢)]
_f,‘ I J::’Q(X)'//,R (x)dx : -[:Dgoé-(x ~x, );U“(x)afx \_ Qg W,e(xo) (360)

donde ¢ son las funciones interpolacion del elemento Q°. Por tanto, la fuente punto

Q, es distribuida al nodo / de elemento mediante el valor O,y (xo). La ecuacién (3.60)

cumple para cualquier elemento sin tomar en cuenta el grado de la interpolacion, la
naturaleza de la interpolacion (polinomios Lagrange 6 Hermite), 0 la dimension (1-D,

2-D ¢ 3-D) del elemento. Para funciones interpolacion Lagrange en 1-D, (3.60) produce

Xp — X,

=aQ,, f,=0

& e

.fle =0,
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donde « =(xg —xo)/ h, es la razon de la distancia entre el nodo 2 y la fuente, a la

longitud del elemento.

Comentario 6. Hay tres fuentes de error que pueden contribuir a la inexactitud de la

solucion de elemento finito de un problema:

1. Emor en la aproximacion del dominio, el cual se debe a la aproximacion del
dominio.
2. Errores computacionales, los cuales deben a la evaluacion inexacta de los

coeficientes K y f° 6 se introducen obligadamente a la aritmética finita en una

computadora.
3. Error de aproximacion, debido a la aproximacion de la solucion mediante

polinomios de piezas discretas.

Una vez que la geometriza del problema es representada exactamente, la aproximacion
lineal es capaz de representar la solucidn exacta en los nodos (para
a=EA=constante,c=0,/=0) . El primero y tercer tipo de errores son cero en €l problema
de la figura 3.8. El unico error que puede introducirse en el resultado numeérico final es

posible debido a la evaluacion por computadora de los coeficientes K y f° y la

solucion de ecuaciones algebraicas.

Comentario 7. La aproximacion usada en métodos matriciales de analisis estructural
para resolver el problema en la fig 3.8, no es muy diferente el presentado aqui. La
diferencia consiste en la derivacion de las ecuaciones elemento (3.37a). En los métodos
matriciales de analisis estructural, las ecuaciones elemento se obtienen directamente de
las definiciones de esfuerzo y deformacién y sus relaciones. Por ejemplo, considere el
diagrama de cuerpo libre de un elemento barra (ver fig 3.2b). De un curso de cuerpos

deformables tenemos :

Juerza=esfuerzo X drea de la seccion transversal
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esfuerzo= modulo de Young's X deformacion

deformacion=elongacion/longitud original

La deformacion, es la deformacion promedio (6 de Ingenierta). Matematicamente, la
deformacion se define como ¢ =d%r , siendo u el desplazamiento , que incluye

movimiento de cuerpo rigido tal como la elongacidon en una barra . De aqui , la fuerza

en el extremo izquierdo del elemento barra es:

e

g e __¢ & e e e c”c—ul a, ) e
Pl =A'cf = A°E'ef = A°E ‘—h——=h'(ul—uz)

€

donde o es el esfuerzo y E es el modulo de Young's. Similarmente la fuerza en el
extremo derecho es:
& al e €
p= h—(uz — )

e

En forma de matriz , esas relaciones pueden expresarse como:

La cual es la misma que (3.37a) con P° = Q° + £,° . Note que en la derivacion de las
ecuaciones de elemento hemos usado el conocimiento de la mecdnica de materiales y
la suposicion de que la deformacién es constante (6 el desplazamiento es lineal) sobre
la longitud del elemento. Las ecuaciones del tipo (3.61) pueden también obtenerse
para un elemento resorte, un elemento flujo en un tubo , un elemento resistencia
eléctrica y asi sucesivamente . Si s¢ requiere una representacion de mayor orden de la
deformacion (o desplazamiento) no podemos escribir directamente las relaciones
fuerza-desplazamiento (3.61). Debemos usar el principio de desplazamiento virtual ,
equivalente a la forma débil de la ecuacion que rige.

Comentario 8 : Otra interpretacion de (3.37) puede darse en émuinos de la

aproximacion de diferencia finita. En cualquier punto, x esta dada por:
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P(x)= E4du dc. Usando la aproximacion diferencia, aproximamos du dx y

escribimos:

-8 = P(x)i . = E‘A‘[u(xm) —u(xe)]/h' (3.62a)

)— u(x,)] /h, (3.62b)

e+l

Pl = P(x)l o = E‘A‘[u(x

Las cuales son las mismas como en (3.61), con u, = u(x,) y u, = u(xm). A menudo se

usa la interpolacion lineal para obtener el valor de % en un punto diferente a los nodos

( o puntos malla)

Comentario 9. Para el modelo del problema considerado las matrices de elemento [K ']
en (3.31b) son simétricas: K = K| Esto le facilita a uno calcular K,j(l 3 l,2,...n) para
J<i solamente. En otras palabras, uno necesita calcular solamente los términos
diagonal y los términos diagonal superior 0 inferior. Debido a la simetria de las matrices
elemento, la matriz global ensamblada también sera simétrica. Por tanto, necesita uno
almacena solamente el tridngulo superior, incluyendo la diagonal de la matriz

ensamblada en un programa de elemento finito. Otra caracteristica propia del método del

elemento finito es el esparcimiento de la matriz ensamblada. Ya que K, =0 si los

nodos globales no pertenecen al mismo elemento, en la matriz coeficiente global todos
los coeficientes mas alld de una cierta distancia de la diagonal son cero (matriz
bandeada). el maximo distancia entre el elemento diagonal, incluyendo el mas reciente
de una hilera y el ultimo coeficiente no cero en esa hilera se llama el ancho medio de

banda y se puede calcular con la ecuacion

ancho de banda medio = max(|b,.1 <] l) x NDF

o
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donde E es el nimero de elementos en la malla, NDF es el nimero de grados de libertad

por nado, n es el numero de nodos por elemento y &, son los coeficiente de la matriz

conectividad, Una matriz es bandeada y simétrica, necesita uno almacenar solamente las
entradas en la banda superior 0 inferior de la matriz.

La simetria de la matriz coeficiente depende del tipo de ecuacion diferencial, su forma
variacional, y el numero de ecuaciones del elemento finito. El esparcimiento de la matriz
es el resultado de las funciones interpolacion del elemento finito que tienen valores no

cero solamente sobre un elemento del dominio.

Comentario 10. EIl balance (6 equilibrio) de las variables secundarias ( ¢ fuerzas) Of

en las fronteras del inter elemeto se expresa por (3.41b). Estas sumatorias imponen la

. du ..
condicion de que la variable secundaria a_- en el nodo, donde u es la solucion real,

e

sea continua. Sin embargo, esto no implica continuidad de a=—" donde U/° es la

solucion del elemento finito. Por tanto en general, tenemos:

0;+Q™ =00 O, (3.63a)

pero :

du® ay*! (3.63b)
a o ¥ -a . %00 0,
ﬁ 73 dr ’

Nota: en la mayoria de los libros del método de elemento finito, este punto no esté claro

para el lector. Esos libros cousideran la forma cuadratica (3.11) del problema total y

omiten la suma de las contribuciones inter elemento (para elementos lineales)
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&=

en la forma cuadratica del problema. Sin embargo estas sumatorias imponen condiciones
de equilibrio de la forma (3.63a). Cuando se especifica que la variable secundaria no es

cero (digamos (J;) en una frontera inter elemento (digamos en el nodo globé.l 2),

tenemos
&+ =0, (i)

En oros libros, O, se incluye en la funcional como Q,U,, donde U, es el valor de

u en el nodo global 2.

La forma variacional de la ec. (3.1) sobre el dominio entero (cuando ¢ =0), esta dada

por:

0—_|'( fijﬁ—vq)dx w(x,)0, (i)

Cuando # es aproximada mediante funciones que se definen para un intervalo
local(que es el caso del método del elemento finito), el uso de la forma variacional

implica la omision de la suma de las contribuciones inter elemento de (i).
Yaque w'(R=123) es cero en cualquier elemento Q’, para e = f (ver fig.3.3b), la

solucion de elemento finito (global), para el dominio entero esta dada por:

U, (x)= ;[Zu y/,] ZU, ®,(x) (v

i=1

donde @, (x) (7 =1,2,3,4) son las funciones de interpolacién global continuas:



{r-1)
x para x,  <x<x
(D,(x)={wi ( ) 1-1 1 )
Y, (x) para x;, $xsx,;

Sustituyendo (iv) para u‘y v==®, en (iil), obtenemos:

o (& do
0= ‘[’La 6&1 [;U] ﬁ-Qiq]dx—Q,(xz)Qo
ya que ¢, cs diferente de cero solo entre x,,, y x,, , las integrales son:
Xyl d¢ d(p = d(D d® i
0=L-l[a—‘-&'—(U,_, d); L+l dxl +Up, d;v: l]-(ﬁ'lq}t-@,(xz)Qo
y tenemos (para una malla de tres elementos):
o [ d [, do ao
=1 0= L:o 4 dx‘ (Ul dx‘ +U, aﬁ:)—(blq]abc—cb!(xz)Qo
s [ d®,(,, do do do,
I= O=L=0 a dxz (Ul cixl+Uz aBrz et 78 e J—d’ﬂ]d"_d’z(xzpo
. L[ dd do o dd
I=3 Oz_[; a dx} (UZ dxz +U, afx3 +U, dx‘)—q);q}‘bc-(bz(xzpo

=4 0= J:FL a a2, (UJ % +U4 d§4)—¢4q:|‘&_ (Da(xzpo
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(vi)

(vii)

(viii)



Esas ecuaciones, llevando a cabo las integraciosies, dan la (3.47) can la {ltima columna

en la posicion reemplazada por:
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CAPITULO 4

APLICACION DEL METODO DEL ELEMENTO FINITO EN FLEXION
DE VIGAS, ESTRUCTURAS Y BASTIDORES.

4.1 ANALISIS PRELIMINAR

Consideramos aqui la formulacion de la ecuacion diferencial de cuarto orden del
elemento finito en una dimension que resulta de la teoria de Euler-Bernulli para viga y
el par de ecuaciones de segundo orden en una dimension asociada en la teoria de viga de
Timoshenko. Las formulaciones de ecuacion de cuarto orden y las dos ecuaciones
asociadas involucran los mismo pasos descritos en la seccidon 3.2 para una ecuacion de
segundo orden, sin embargo los detalles matematicos son algo diferentes, especialmente

en [as ecuaciones del elemento finito.

4.2 EL ELEMENTO VIGA EULER-BERNULLI
ECUACION QUE RIGE
En la teoria de viga Euler-Bernoulli, se supuso que la seccidn transversal plana

perpendicular al eje de la viga, permanece plana y perpendicular al eje después de la
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deformacion. En esta teoria, la deflexion transversa w de la viga se rige por la ecuacion

diferencial de cuarto orden.

d2
Cixz

4.1)

1
(b%j:f(x) para O<x<lL

Donde &=5(x) y f = f(x) son funciones dadas de x (datos), y w es la variable

dependiente. La convencion de signos en la derivacion (4.1) se muestra en la fig. 4.1

e gt ) fo
-, . r M
Z = = = = -3—
Z
5 o
- L |

Fig 4.1. Flexién de vigas. Las relaciones fuerza cortante-flexién momento-deflexion y

la convencion de signos

La funcion &= EJ es el producto del modulo de elasticidad £ y el momento de
inercia / de la viga, f es la carga distribuida transversalmente, y w es la deflexion
transversal de la viga. Ademas de satisfacer la ecuacion diferencial (4.1), w debe
satisfacer también condiciones de frontera apropiadas; ya que la ecuacion es de cuarto

orden, se necesitan cuatro condiciones frontera para resolverlas. La formulacion débil
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de la ecuacion proveera la forma de estas cuatro condiciones frontera. A continuacién

se presenta paso por paso un procedimiento para el analisis del elemento finito de (4.1).

DISCRETIZACION DEL DOMINIO

El dominio de la estructura (longitud de la viga) se divide en una serie de elementos
linea (digamos, & ). Teniendo cada elemento al menos los dos nodos extremos (ver
fig. 4.2a). Aunque el elemento geométricamente es el mismo que el que se usd para
barras, el numero y forma de las incOgnitas primaria y secundaria en cada nodo son
dictadas por la formulacion variacional de la ecuacién diferencial (4.1). En la mayoria
de los problemas practicos, la discretizacidon de una estructura dada, en un nimero
minimo de elementos es dictada a menudo por la geometria, la carga y las propiedades

del materal.

DERIVACION DE LAS ECUACIONES ELEMENTO
En este paso, aislamos un elemento tipico Q° = (x,,xm) (ver fig. 4.2b) y construimos

la forma débil de (4.1) sobre el elemento. La formulacion variacional provee las
variables primaria y secundaria = del problema. Se seleccionan  aproximaciones

convenientes, se desarrolla funciones interpolacion, y las ecuaciones elemento son

derivadas:



Figura 4.2 Discretizacion de una viga usando elementos viga

1'{ 26 W e ON_DN+1
po—hy et by et fr e - —‘4'4l~"‘l
(@)

Varables Primarias

wy = uf wy =
“% =& g %
I'O—— Ze 4 v Variables Secundarias
@, «
|——
(b)

Euler-Bernoulli. Los

desplazamientos generalizados y fiuerzas generalizadas se muestran sobre un elemento

viga tipico.

FORMA DEBIL. Las formas débiles de problemas en mecénica de sélidos puede

desarrollarse ya sea del principio de trabajo virtual (el principio de desplazamientos

virtual ¢ fuerzas virtuales) 6 de las ecuaciones diferenciales que rigen. Aqui iniciamos

de tres pasos para obtener la forma débil. Siguiendo el procedimiento de tres pasos

desarrollado en el capitulo 2 y tratado nuevamente en la seccidn 3.2, escribimos:

AN

]

- [b

v d

dx dx

& dx

d*w di dw\|"
[’5?]“4““*["5[”?)],
d*v diw d

z—:-"f}k"'[va[b

d*w
ax’

_dv,dw]” 7
& dx* ’
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donde v(x) es una funcion peso que es diferenciable dos veces con respecto ax .Notar
que, en ese escaso presente, el primer término de la ecuacion es integrado por partes
dos veces para cambiar las dos diferenciaciones a la funcion peso v, mientras que
retiecne dos derivadas de la variable de pendiente w; esto es , la diferenciacion es
distribuida igualmente entre la funcion peso v, y la variable dependiente w .Debido 2
las dos integraciones por partes, aparecen dos expresiones frontera (ver ejemplo 2.2)
las cuales se evalian en dos puntos frontera x=x, yx=x_,.Un examen de los
términos frontera indica que las condiciones frontera esencial involucran, la

especificacion de la deflexion w y la pendiente d@w/dx, las condiciones frontera

natural involucran la especificacion del momento de flexion bd’w/dx’y la fuerza

cortante (%)(bd Z"%irg) en los extremos del elemento .Por lo tanto , hay dos

condiciones de frontera natural : Debemos identificar por lo tanto w y dw/ dx como
las variables primarias en cada nodo (tal que las condiciones frontera estén incluidas en
la interpolacion ).Las condiciones de frontera natural siempre permanecen en la forma
débil y en el extremo derecho (por ejemplo el vector fuerza) de Ja ecuacién matriz .Por

conveniencia matematica , introducimos la notacion siguientes: @ = —dw/dx y

(4.3)

Donde QO;yQ; representan a la fuerzas de corte, y Q; y(Q; representan los
momentos de flexion (ver fig. 4.2b). Ya que las cantidades O° contienen momentos de
flexion, pueden verse también como “fuerzas de flexion”, la serie (O ,Q; , Oy, 0y Jes

a menudo referida como las fuerzas generalizadas. Los desplazamientos y rotaciones

correspondientes son llamados los desplazamientos generalizados.
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Con la notacion en (4.3), 1a forma débil (4.2)se puede expresar como:

e (2

g2 @ |
= Bv, w)-1(v) (4.4a)

Podemos identificar las formas bilineal y lineal del problema como:

xu-l d Vd w
(v w) iy T gt

(4.4b)

i(v)= f‘" v dx+v(x, JOr + (— 9’3]
. du) .
5 v(xen p; i [— E’EJ Q4

|xtfl

La ecuacion (4.42) es la exposicion del principio de desplazamiento virtual para
la teoria de viga Euler —-Bernoulli. La funcional cuadratica, conocida como la energia

potencial total de le elemento viga, estd dado por de (2.43b).

1= [0 frvie o (- 2]

e, )05 -[—%} 0;

Test

(4.5)

El primer término en el paréntesis rectangular representa la energia de deformacion
elastica debido a la flexién, mientras el segundo es el trabajo desarrollado por la carga

distribuida. Los términos restantes se consideran para el trabajo desarrollado por las
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fuerzas generalizadas Q moviéndose a través de los desplazamientos generalizados del

elemento.

FUNCIONES INTERPOLACION. La forma variaciones (4.4a) requiere que las
funciones interpolacion de un elemento sea continuas con derivadas no cero hasta el
orden dos. La aproximacion de las v:;,dables primarias sobre un elemento finito debera
ser tal que satisfaga las propiedades de la interpolacion (esto es, que satisfaga las

condiciones frontera del elemento):
w(xe)= Wi, w(xe+l)=w2; e(xe)zel’ g(xe&])zez (46)

Satisfaciendo las condiciones de frontera esencial (4.6), la aproximacion
autoraticamente satisface las condiciones de continuidad, de aqui que pongamos
atencién de (4.6) la cual forma las bases para el procedimiento de la interpolacion.

En vista de que hay un total de cuatro condiciones en el elemento (dos por nodo), debe

seleccionarse un polinomio para w de cuatro parametros.
wx)=¢, +c,x+c,x> +¢,x° (4.7)
Notar que las condiciones de continuidad (esto es, la existencia de la segunda derivada

no cero de w en el elemento) se satisfacen automaticamente. Los siguientes pasos

involucran ¢, en términos de las variables nodal primarias (esto es, desplazamientos

generalizados)
e e dw e e aw
u = w(xe), u, E(— ——J s Uy = w(x&l), u, = [— __]

tal que las condiciones (4.6) son satisfechas:



uf =w(x,)=c, +¢,x, +¢,x7 +¢,x
‘
u; =| —— =—c, —2¢,x, —3c,x’
de )

2
e~1

e 3
U, = w(xt+l)=cl +CyX,,, FCX L, FCX

aw
. _ _ 2
By = (— ) —€;, — 203X, — 30X,
O
we) 1 «x x2 x) ]
1 e 4 ] ¢
2
T 0 ~1 -2x, -3x; ||c,
< P S ——
e 3
U e "Jm Xen ||€3
e 2 c
(24 _0 -1 ‘2x‘+1 '31'0“ B

(4.8b)
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(4.8a)

Invirtiendo esta ecuacion matriz para expresar cen termunos de w;,u;,u; y u; y

sustituyendo el resultado en (4.7), obtenemos

4
w(x)=uid {+uip S+uip +ulp =up
J=1

Donde (con x,,, =x, +4,)

2 3

¢;=1-3[";er +z{x;xej, ¢;=~(x—x,{l—
N r—x : X=X, 9 . x

¢3=3 B -2 B , ¢4=—(x—x,

—X

xX—Xx

h

€

<

|

(4.9a)

2
] _x
€

Notar que las funciones interpolacion cubicas en (4.9) son derivadas interpolando w

y su derivada en los nodos. Tales polinomios se conocen como la familia las funciones
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de interpolacion de Hermite, y ¢ ° en (4.9b) es llamada las funciones de interpolacion

cubicas de Hermite. Recuerde que las funciones de interpolacion ciibicas de Lagrange
se derivan al interpolar una funcidn, pero no sus derivadas en los nodos. De aqui un
elemento cibico de Lagrange tendra cuatro nodos, con la variabie dependiente, no su
derivada en los nodos, con la variable dependiente, no su dertvada, como el grado
libertad nodal. Ya que la pendiente (6 derivada) de la variable dependiente es requerida
también por la forma débil para que sea continua en los nodos por la teoria de vida
Euler-Bernoulli, la interpolacion c¢ibica de Lagrange de w, aunque retne el requisito
de continuidad para w, no es aceptable en la aproximacion de elementos finitos de la

teoria de viga Euler-Bernoulli.

Las funciones interpolacion ¢ puede expresarse en términos de la coordenada local x :

¥ 2 £ 3 / ¢ 2
T SR it % = _gll-—
ncdfonr]. fe-d]

2 3 2 (4.10a)
ool ). e £
h‘ he L hﬂ h‘

La primera derivada y tercera derivada de ¢ con respecto a ¥




dpf _ 6 X[ % dé; _
&  h h\ h [ dx
g _ _dg, g, __x
dx dx & h,
d'¢r __ 61 %) i
dx’ h? h, ax?
d*¢; _d’'¢f ¢, _ 2
dx? de? ’ de®  h,
¢ 12 d’¢; 6
& d® R’
1.2
10
i Y
08
0.61
0.41
02
0.0
0.0 0.2 0.4 06 08 1.0
dh
2.0:—
déy
1.04 -
0.0
—1.01
dé
dx
-2.0 —
0.0 0.2 0.4 0.6 08 1.0
Xk

d’¢;
dka

0.2

m i

h,

2

d’¢;
dr3

0.1

0.0

~0.11

0.0

0.2

0.4

0.6
xh

0.8

10

0.0 /
-1.0 4 ;dﬂ
dx

N

dr

.0

02

04

T 0.6
xih

0.8

1.0

6
n

(4.10b)
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FIGURA 4.3 Funciones interpolacion cubica del Hermite y sus primeras derivadas

usadas en el modelo del elemento finito de la teoria Euler —Bermoulli.
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Las funciones interpolacion cubica de Hermite (4.9) satisfacen las siguientes

propiedades de interpolacion (ver fig. 4.3)

¢le(xe)=]3 ¢1e(xe)=0 (I;tl)
¢32 (xs+l) = 1’ ¢ie (xe+l ): 0 (J % 3)
e | e
(- d¢3] =1, (%J =0 (i%2)
) d ) (4.11a)
(— 49, }l =} [ﬂ}i =0 (i=4)
dx ‘k Zes)

Las cuales pueden establecerse en forma compacta (i, j = 1,2)
2

b (®)=5,, 4ilg)=o0, Y ph =1
i=1

ds )| _, _dé) s (4.11b)
& ), a )

g 4

Donde ¥, =0 y ¥, =h, son las coordenadas local de los nodos 1 y 2 del elemento

Qf o (xe’ xe+] ) -

El orden de las funciones interpolacion derivadas arriba es el minimo requerido para
la formulacion variacional (4.4). Si se desea una aproximacion de w de mayor orden
(es dectr, mayor que cubico) debe uno identificar las incognitas primarias adicionales en

cada uno de los dos nodos, ¢ afiadir nodos adicionales con los dos grados de libertad

2

como la incognita primaria en cada no de los

2

dw : .
[w,~ EJ . Por gjemplo si agregamos

nodos ¢ agregamos un tercer nodo, habra un total de seis condiciones y se requiere un

polinomio de quinto orden para interpolar las tltimas condiciones.
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2

" . d .
Sin embargo, la continuidad de Eg no es requenida, en general y tales elementos

, d*w .
deberan usarse solo en problemas donde prey es continuo por todas partes

MODELO DEL ELEMENTOQ FINITO

El modelo del elemento finito de la viga Euler-Bernoulli se obtiene sustituyendo la
interpolacion del elemento finito (4.9a) por w y lasg, par la funcion pero v en la
forma débil (4.4a), ya que hay cuatro variables nodales u;, se usan cuatro selecciones
diferentes para v, v=¢,, v=¢,, v=¢;, y v=¢ , para obtener una serie
de cuatro ecuaciones algebraicas. La iésima ecuacién algebraicas del modelo del

elemento finito es (para v =¢)

: { d2¢‘ Leel G
0=3J=1 ["o—= . uy - [ 91 fde -0, wls
6
> Ky~ =0
= (4.12b)
Donde
o B A e . (4.12c)
= 2 dx’dxF j é° fdx +Q;
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Notar que los coeficientes X son simétricas: K7 = K7 .En forma de matriz (4.12b)se
puede escribir como ;
B e e e e 7 -4 ( e1 ( [ 4
Ky, K; Ky Ky (“1 S o
Ky K Ki K| _|s|Jor
Ky Ky Ky Ky |lu| || |98 , (4.13)
K Ko K Kojlus) ) 19

Esto representa al modelo del elemento finito de (4.1). Aqui [K ‘I es la matriz de rigidez
y {1‘“} es el vector fuerza de un elemento viga. Cuando una fuerza punto transversal
£ se aplica en un punto x, dentro del elemento , estd se distribuye entre los nodos

elemento mediante la relacion [ ver observacion 5 en capitulo 3: (3.60):

Fie i Foe¢ie (xo ) (4‘ 14)

La cual contiene ambas , fuerzas transversales (E‘ y F;) y momentos de flexion

E v F).
Para el caso en el cual &(=El)y f son constantes sobre un elemento, la matriz de

rigidez del elemento [K "j y el vector fuerza {F "} tienen las formas especificadas (ver

fig. 4.2 para los grados de libertad de fuerza y desplazamiento de elemento).

6 -3h -6 -3k

[ ‘]=2 -3h 2K 3h W
B |-6 3k 6 3h

-3h K 3h 2K

[6 1 [@
Tl L _h[ <, = ante
a }‘1216 J+ 0, (f—consa )

2,

(b= EI = constante)

(4.15)



140

Se puede comprobar que el vector fuerza generalizado en (4.15) representa las
fuerzas y momentos “estaticamente equivalentes” en los nodos 1 y 2 debido al carga
uniformemente distribuida sobre el elemento. Para cualquier funcion dada f, (4.12¢)

provee una via directa de calculo de las componentes del vector fuerza generalizado

ENSAMBLE DE ECUACIONES DEL ELEMENTO

El procedimiento de ensamble para elementos viga es el mismo que se usG para
elementos barra, excepto que debemos tomar en cuenta los grados de libertad en cada
nodo. Recuerde que el ensamble de elementos esta basada en: (a)continuidad de las
variables primarias del elemento(deflexién y pendiente) y (b) equilibrio de las variables
secundarias del inter elemento (fuerza de corte y momento de flexion) en los nodos
comunes 2 los elementos. Para demostrar el procedimiento de ensamble, seleccionamos
un modelo de dos elementos (ver fig. 4.4) Ahi hay tres nodos globales y un total de
seis desplazamientos globales generalizados y seis fuerzas generalizadas en el
problema. La continuidad de las variables primarias implica la siguiente relacion entre

los grados de libertad globales #; del elemento y los grados de libertad globalesU, (ver
Fig. 4.4):

1 1 _ -
w, = uy =Us,u, =1 =U, (4.16)
wr =y =U ud =U,, uf =U,
En general, el equilibrio de las fuerzas generalizadas en un nodo entre dos elementos

que se conectan Q° y Q7 requiere que:

Qf + Q7 = fuerza punto externamente aplicada (4.17)

Q: +Qf = momento deflexicn exiernamente aplicado.
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th =0, Ql = desconocida Ui+ Q=0 Us 3=F
S 3

Y2 = 0. Qf ~desconodida —‘.- U Qi+ Q3 =0 —1 Us. @ = Mo
ui ) Hi 2
4 U% :“?\ul -‘Lx u% “}"’L'\ 2
Qi v - 4 Q%; 2 ® 4,
Elemento 1 o ‘T'Qf Flemento2 24 ™
al o} Q3
Z
w(z)- o Fy
TR )Mo o
1.2 I p

Figura 4.4
Ensamble de los dos elementos viga Euler-Bernoulli, y la solucién del eiemento

finito como una combinacion lineal de valores nodales y funciones interpolacion.

Si no se dan las fuerzas externas aplicadas, la suma debera ser igualada a cero. En
la igualacion de las sumas a las fuerzas generalizadas aplicadas (es decir fuerzas o
momento) la convencion de signos para los grados de libertad del elemento fuerza
(ver Fig,. 4“2) debera seguirse .Las fuerzas hacia arriba se consideran positivas y los

momentos se consideran positivos si se actuan a favor delas manecillas el reloj.

Para imponer el equilibrio de firerzas en (4.17), es necesario agregar la tercera y

cuarta ecuaciones {correspondientes al segundo nodo) deQ)® a la primera y segunda
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ecuaciones (correspondientes al primer nodo) de /. Consecuentemente, la rigideces
globalesK,, K, ,K, yK,, asociadas con el nodo global 2 son las superposiciones

de las rigideces del elemento:

Ky =Ky +K) Ky =Ky +K} Ko =Ky +KL K, =K, +KL  (418)

En general, la matriz de rigidez ensamblada y el vector fuerza para elementos viga

conectados en serie tiene las formas siguientes:

- -

} 2 3

1 1 Tl 1
Ku Ku KB K“
£y W K, KL I
[K]=| &K} Kb i Kh+K2 KL+KL K% K2 2
Kalu KL i, +K3 K, K3 Kzfs K
(4.19%
Kzzl K;Z K323 K;‘ 3
. K421 K:z Kfs K-Iz-t_
F]
F'I
=15 A
=X
F!+F}
F32 (4.19b)
F}

La matriz de conectividad [B] (que se usara en la implementacion de la

computadora) para las dos mallas del elemento es:

)
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Ya que hay dos grados de libertad primarios por nodo la repeticion de un nimero
en [B] indica que los coeficientes asociados con ambos grados de libertad se
agregaron .Por ejemplo , la repeticion del numero de nodo global 2 ( el cual
corresponde de los grados de libertad global 3 y 4 ) en hileras 1 y 2 indica que los

globales K;; X, ,K,; y K,tienen contribuciones de ambos elementos 1 y 2.

El sistema de ecuaciones ensamblado para una malla de dos elementos con

h=h :%L =h,yconstante £y £.[|K*|y {£*} se dan por (4.15)es:

[ 6 -3k -6 -3k 0 0 (v,
-3h 20 3n W 0 0 U,
2FEI| -6 3k 6+6 3h-3h —6 -3h u,
W =3k B 3h-3k wre2nt 3 R||U,[
s AL S N 6§ 3k U,
| 0 0 -3 & 3kt U
[ 6 o
~h : (4.20)
_mje+6| |01+07|
12 [h—h[ |0l +Q
C }
Lt L\

La (4.20) no representa las ecuaciones ensambladas de dos elementos viga cualquier;

estas estan basadas en la suposicion de que A =k, ,(EI), =(EI), y (f), = (f), Las

ecuaciones (4.19) son més generales.
IMPOSICION DE LAS CONDICIONES FRONTERA:

En este paso del analisis, debemos especificar las condiciones frontera particulares,

esto es confusiones geométricas y fuerzas aplicadas del problema particular a

analizarse. El tipo de condiciones frontera esencial (también conocidas como

geométricas ) para un problema especifico de viga depende de la naturaleza del
apoyo geomeétrico . La tabla 4.1 contiene una lista de apoyos  geométricos usados
componente para vigas .Como un complementos se incluyen también las condiciones
de frontera

de frontera sobre el desplazamiento axial u .Las condiciones
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natural(tambien llamadas fuerza) involucran la especificacion de fuerzas generalizadas
cuando las variables primarias correspondientes no son forzadas. Consideramos aqui
una viga en cantiliver ( es decir una viga empotrada en un extremo vy libre en el otro)

de longitud L rigidez a la flexién EI = (constante), y sujeto a una fuerza distribuida

f,, fuerza en el extremo F,, y momento en extremo M, (ver Fig. 4.4).

Primero, escribimos las condiciones de equilibrio para las fuerzas generalizadas. En
el nodo global 1,0 y Q) (la fuerza de corte y el momento flexionante

respectivamente, esto es, las reacciones en el extremo empotrado) no se conocen. En el
nodo global 2 no hay fuerzas de corte aplicadas externamente y momento de flexion
de aqui.

0; +0/ =0, Q,+0; =0 (4.21a)

En el nodo global 3, la fuerza de come esta dada por /|, y el momento de flexiéon como

M, ( observe la convencion de signos para F, y M, delaFig. 4.2).

2 2 (4.21b)
Q;E—[%£H%J]‘FL=FD b Q:E‘[bg_]x:[_ =—Mo



Tablz 4.1

Tipos de apoyo comunmente usados,condiciones y arreglos para vigas

Condiciones Condidones
de frontera de frontera
Tipo de SOPOl‘te desplammimto fuerea
4 Ninguna Todas.como estdn
E___ ¥ ¢specificadas
Libre
2t
B % u=0 El momento se
w=0 cspecifica
Con perno
tt
———y _ La fuerza transversal
x u=0
| rdmome
o
fvertical) especifican
il w=0 La fuerza horizontal y el
momento de flexion se
Rodillo especifican
(horizoptal)
= =0 Ninguna especificada
7 s -
Fia dwidx =90
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Enseguida identificamos e impouemos los desplazamientos generalizados. Ya que la

viga estd empotrada en el nodo global 1 ,la de flexién w y la pendiente dw dxson cero

alli :

E o= L _ —_ P _nl _ —
uy=w =U,=0 , u,=6,=U,=0

Usando (4.21) y(4.22) en (4.20) obtenemos :

(4.22)
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(6 -3k -6 -3 0 o0 JLi=0 (6] [ @
“3h 2wt % om0 0 |U,=0 - | o
21 _6¢ 3 20 -6 -3 g LB plil ool
L I o 4 3 o ||y | 2o 0
0 0 -6 3 6 3 |y 6 F, (4.23)
i 0 0 -3 K 3h 24 v, h \-)w°

La ecuacion (4.23) contiene seis ecuaciones algebraicas con seis incognitas
(Q,‘,Q;,U3,U 4,U,,U6) Debido a que las ecuaciones algebraicas para los
desplazamientos generales desconocidas (U,,U,,U,,U,) no contienen las fuerzas
generalizadas desconocidas (Qf,Q;) las ecuaciones 3,4,5y6 del sistema (4.23) pueden
resolverse independiente; los valores conocidos de los desplaiamientos U,yU, son

usadas en las ecuaciones 3 y 4 Esto nos motiva a repartir (se muestra con lineas

discontinuais) la ecuaciéon matricial (4.23) la cual se puede rehacer en la forma;

EIERHE ) A

Donde k] ‘} representa la columna de desplazamientos generalizados conocidos,
{Ul} la columna de desplazamientos generales desconocidos, {F '} la columna de
fuerzas desconocidas , y {F 2} la columna de fuerzas conocidas . La ecuacion (4.24)

puede escribirse después de llevarse a cabo la multiplicacion de la matriz, en la forma
fcf (3.56)]:

[k o b o= )

o el o=

o] (4.25a)

k)= ) el

Fi=k ) ke ] ) (425 b)
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Estas son las ecuaciones condensadas para los desplazamientos generalizados vy

fuerzas , respectivamente .Ya que &J '} y{F 2} son conocidas (ﬁ/ '}= {0}) podemos
usar (4.25 a) para ﬁ/ : } , ¥ luego usar (4.25 b) para caleular las reacciones {F : }:

U, 12 0 -6 -3A
{Jz}-—‘- U, :_hi_ 0 4h* 3h K
U,| 2EI|-6 3k 6 3h
U, -3h W 3h 2h°

’

Joh
0

A

1
FD +§_f0h

1
\—Mo +Efohz‘

1

| (4.26)

Invirtiendo la matriz (digamos por eliminacion Gaussiana) y ejecutando la

multiplicacion de la matriz (esto es resolviendo las ecuactones) obtenemos:

20 ~3h 5K -3k
{U:}* h| -3r 6 -9k 6
) 6EL|55° _on 164 ~12h
-3h 6 -12kh 12
2 17 .3 ]
ShFO+3hM0+If0h
__h _loonr -em,-110
6EI

L6h°F, +12hM, + 12 fi°
—12hF, - 12M, -8 f,h* |

1 X
Mo+ 5/

Jo
0

1
Fy+ S/ f

4.27)

Las reacciones Q! y () pueden obtenerse sustituyendo (4.27) en (4.25 b ).Las O

obtenidas de las ecuaciones del elemento (equilibrio) son mas exactas de las que se

obtienen de las definiciones (4.3)) , donde las derivadas dew son obtenidas mediante la

diferenciacién de su interpolacion de elemento finito .Las reacciones del equilibrio

(7). s0m:
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- (U,
fpr}= G| _2E[=6 =3k 0 0)lU,| s 6
Q)] R [ 3 Ko ollU| 12 |-k

U,

(4.28)

| 20(F, + f,h)+ M,

_{ —(F0_+2foh) }

Puede comprobarse que las reacciones Q! y (O en (4.28) satisfacen las ecuaciones

de equilibrio estético de la viga:
O +(F, +2f,h)=0, Q) -(2Fh+2F,n* +M,)=0

Las reacciones O, ¥ 0. pueden calcularse también usando las definiciones(4.3):

, da d*w . d*w
=1 E ( E 2 J‘ =07 =2 E 2 x=0 (4.29 a)

De (4.10 b), notamos que la segunda derivada de las funciones de interpolacion
cubicas de Hermite es lineal sobre el elemento y la tercera derivada es constante sobre
el elemento.

Por lo tanto, los reacciones, esto es momento de flexion y fuerza de corte, calculadas
usando la definicion (4.3) son el elemento discreto lineal y constante,
respectivamente. Aun mas, en nodos que conectan dos elementos, ellos producen valores
discontinuos debido a que la segunda y tercera derivada de w no se hacen continuas a

través de los nodos del inter elemento sustituyendo (4.10b) en (4.19 a), obtenemos los

valores:

d’e, . d’, 12 6 3
o =EI[U3 dx¢"’3 +U, dx;] =0 :EI[U{“E}“U.{‘ hf]:|={F° +5foh)

,
0! = EI[U3 0 v, ’:J . (MO + 2Foh+12—§fohzj
1

(4.29 b)
ht

Gl e



1
Las cuales estan en error f;° =§foh

(4.28)

POSTPROCESANDO LA SOLUCION:

La solucion del elemento finito como una funcién de posicidn x esta dada por:

“(x) U,p: +U, ¢, para0<x<h
w(x)=
Ul +U g2 +Up2 +U$? parah<x<2h (430a)

Donde [ver (4.10 a)]:

EOROIER ORE)
RN R AN
42 = 3(1 = %]2 " 2(1 = %]3 93 = ’{(1 = %js + [‘ - ‘:'jl]
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L
5 =I-2~f.,hZ comparadas con las de

La solucion exacta de (4.1) sujeta a la condicion frontera (4.21) puede obtenerse

por integracion directa, y esta dada por:

1 1 .
E]w(x)=£f0x‘ —g(Fo + £l +%[M0 +F, —%fny]x'

1 1
EIG(x):—gfox3 +§(1:O +foL)xl{Mo +F0L+%fotzj Lpara 0<x<L

1
M@)= 2 S =+ L =M, + L+,

(4.31)
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Esto completa la formulacion del elemento finito y el analisis de la ecuacion
diferencial de cuarto orden (4.1) que rige la teoria de viga Euler-Bernoulli.
Siempre que la ngidez flexural b = E/ es una constante en cada elemento, la matriz
rigidez del elemento (4.15) puede usarse directamente. La solucion del elemento finito
para los desplazamientos generalizados en los nodos es exacta para todos los problemas

en los cuales  EJ -es una constante y la carga transversal aplicada f es una expresion
polinomial.

Mas aun, la solucion es exacta en todos los puntos si la carga distmbuida es tal que
la solucion exacta es una cibica.

El momento de flexion en cualquier punto en el elemento Q° de la viga puede
calcularse con la formula:

d2¢¢

dZ
—EIZ “ ax? (432 a)

M =ET

Para vigas de seccion transversal rectangular con la altura A { y ancho B) el

esfuerzo de flexidon maximo es:

_MH __EH d . dg (4.32b)
(o3 =+ u’
T 2 ax? Z T ax?

El signo menos es para la superficie y el signo mas es para la parte inferior de la viga.

4.3 ELEMENTOS ESTRUCTURA PLANA Y BASTIDOR EULER-BERNOULLI

Las estructuras compuestas de barras y vigas son clasificadas como estructuras
armadas y bastidores, respectivamente. Por definicion, las barras solo pueden llevar
cargas axiales y deformaciones axiales. Las vigas pueden tomar cargas transversales y
momentos de flexion alrededor de un eje perpendicular al plano del miembro. Tedos los
miembros de una armadura estan sujetos solamente a cargas axiales y no a fuerzas de
corte transversal y momentos de flexion. Todos los miembros estan conectados uno a

otro a través de pernos. Por otro lado, los miembros de un bastidor se conectan por
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conexiones rigidas (soldados o ribeteadas) tal que las fuerzas axial transversal y los
momentos de flexién se pueden desarrollaren los miembros. Por tanto un miembro de
armadura tipica puede modelarse usando el elemento finito barra desarrollado en la
seccion 3.3.. Un miembro de¢ una estructura bastidor puede modelarse por una sobre
posicion del elemento barra con el elemento viga de la seccion 4.2

El objetivo de esta seccion es formular, con la ayuda de la informacién de las
secciones anteriores el elemento finito armadura y el elemento finito bastidor. La
formulacion estara basada en notacion matricial. Ya que un elemento finito armadura es
un caso especial del elemento bastidor, la derivacion se presenta para el elemento

bastidor solamente.

En muchas estructuras armadura y bastidor, los elementos estructura barra y viga se
encuentran en muchas diferentes orientaciones (ver fig. 4.5). Un anilisis de tales
estructuras para esfuerzos y desplazamientos requiere del uso de wun sistema de
coordenadas global y referencia a todas las cantidades (desplazamiento, fuerza y rigidez)
de elementos individuales al sistema de coordenadas comun (global) para ensamblar los
elementos e imponer las condiciones frontera sobre la estructura total. Cuando un
elemento armadura estd orientando a un angulo desde los ejes global, sus
desplazamientos axiales, en los nodos tienen componentes a lo largo de los ejes globales.
Por tanto, cada nodo de armadura tendrd dos desplazamientos en las coordenadas
globales: uno a lo largo del eje global x y otro transversal al eje x. Por lo tanto, tendra

dos grados de libertad por nodos en el sistema coordenadas globales
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P Miembros giran libremenis
alrededsr de les ejes de las

Diferemies paries del bastidor estin
seldadas de mede que no pueden girar
libremente alrededesr del eje pexrpen-
dicular 2l plams de la estzuciura

(b)

Fig 4.5

Ejemplos tipicos de la armadura plana y bastidor:;

a) estructura armadura plana (todos los elementos llevan carga axial solamente)

b) estructura bastidor plano (todos los miembros pueden llevar cargas axiales y

transversal y momento de flexion)

Para facilitar la transformacién de las ecuaciones de elementos a ecuaciones globales,
anexamos las ecuaciones del elemento para los desplazamientos axiales a las asociadas
con los desplazamientos transversal (debido a que el elemento experimenta deformacion
axial solamente). Las entradas en la matriz de rigidez correspondiente a los
desplazamientos transversales son iguales a cero. Por ejemplo, cuando la interpolacion

lineal de Lagrange se usa para el desplazamiento axial, la matriz rigidez del elemento en
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las coordenadas elementos para un elemento armadura con dos desplazamientos (axial

y transversal) por nodos puede escribirse como:

1 0-10 (4.33)

Similarmente, una superposicion del elemento barra de la seccion 3.3 con el elemento
viga de la seccion 4.2 da tres grados de libertad primarios por nodo (ver fig 4.6a) del
elemento bastidor: (u,w - dw/dx). Cuando la rigidez axial AE, rigidez a la flexion E7,
fuerza distribuida axial ¢ y fuerza distribuida transversal / son elementos discretos
constante, la superposicion del elemento barra lineal con el elemento viga Euler-

Bemnoulli cubtca de Hermite da las siguientes ecuaciones de elemento:

ke fur = e (4.34a)



Uy s F. Fs
: ! N ﬁ3 A\ a‘ - F}
al ¢ F3 F 1 F 4

fag '3

Desplazamienios generalizados Fuerzas generalizadas
(@)

ds
i
— g
X — X
Grados de liberiad del elemerrio Grados de bibertad globales
(5)
Fig. 4.6
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El elemento bastidor con variables primarias y secundarias (6 grados de libertad ) en

el sistema de coordenadas local y global (a) Los desplazamientos y fuerzas

generalizados en el sistema de coordenadas del elemento (%,7,z) . (b) los

desplazamientos generalizados en el sistema de coordenadas de elemento y sistema de

coordenadas global (x,y,z); El eje y esta hacia dentro del plano papel. El angulo de

orientacion se mide en sentido contrario a las manecillas del reloj, desde el eje global x

hasta el ¥ del elemento. El elemento armadura se obtiene del elemento bastidor

omitiendo los grados de libertad de rotacion y momento en los nodos (también,

o, =u, =0, para el elemento armadura).

Donde:



u, i2gh ) (O] (4-34s)
w, 1/2fh o;
o —u2m| o
0 R T = e e L)
u, 1/ 2gh 0
W, -1/2/n o:
é;.| 1/12m o:

4=4, ¥y f = f, son constantes sobre un elemento . La matriz rigidez del elemento

l_K "] es de orden 6x6:;

(4 0 0 - 0 0]
0 6 -3 0 -6 -3h
[K]:EQ 0 =3k 20 0 3h W thi
o |~u 0 o x 0 0
0 -6 3k 0 6 3h \4.34)
|0 -3k A 0 3k 24|

En las siguientes parrafos, desarrollamos relaciones de transformacion para expresar las
ecuaciones elementos (4.34¢) validas en el sistema de coordenadas del elemento hacia el

sistema de coordenadas global,

Haga que # y w representan los desplazamientos axial y transversal referidos al
sisterpa de coordenadas (f,z). Las coordenadas locales ()E, y,z) estan relacionadas

con las coordenadas globales (x, v, z) por

cosae 0 senal|[x (4.35)
0 1 0 y
—senae O cosallz

N w
\l
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Donde el angulo o se mide en sentido contrario a las manecillas del reloj desde el eje
x hacia el eje . Notar que las coordenadas y y Y son paralelas una a la otra, y estan
hacia dentro del plano del papel. Las mismas relaciones de transformacion se mantienen
para desplazamientos (u, v,w) a lo largo de las coordenadas globales (x, y,2) y
desplazamientos (ﬁ,ﬁ,w) en las coordenadas locales (Xf,y,:).

Ya que estamos considerando estructuras en 2D, tenemos v=V=0. La rotacién
6= —E alrededor del ¢je y permanece invariable: @ =@ . De aqui la relacion entre

(,w,8) y (@,w,d) se puede escribir como:

/73 cosax
W =|-sinx
g 0

sia
cosa
0

0
0
1

(4.36)

Por lo tanto, los seis grados de libertad nodal de elemento #Z° en el sistema (f, y,:)

estan relacionados a los seis grados de libertad # en el sistema (x, Y, z) por (a - a‘)

et

(4.37b)

%) or cosa sena 0 1[# i
¥ —-sena 'cos@ O 0 *

273 ;= 0 0..1 Luj

< 7, - cosa emma O < u,

, 0 -senax ‘cosa O ",

iy & ? L (s )
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La inversa de (4.53) es:

e )=l T =l ey

puede mostrarse que:
[Re]z [Te r (4.38)
Esto es, la inversa de lT ‘J es igual a su transpuesta.

Analogicamente a (4.53b) los vectores fuerza del elemento en el sistema de coordenadas

local y global estan relacionadas de acuerdo a:

Fi=lr e} (439)

Para obtener expresiones de la matriz de rigidez de! efémento y del vector fuerza
referidas a las coordenadas globales en términos de la matriz rigidez del elemento y
vector fiierza en las coordenadas locales, usamos (4.37)-(4.39) en las ecuaciones

elemento:

& e }={F <} (4.40)
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Sustituyendo las ecuaciones transformacion en (4.40) obtenemos:

[k i e =l e}

Pre multiplicando ambos lados por [T ’ ]-1 = [T 'r ,obtenemos:

Tl - ) =

lo cual da:

ke llreTleellre]l )=l i) -

Por tanto, si conocemos las matrices del elemento lK '] y {F ‘} de un elemento
Q° en el sistema de coordenadas local (¥,y,z) entonces las matrices elemento del
elemento en el sistema de coordenadas global, que se obtienen girando el sistema de
coordenadas del elemento del un angulo & en la direccion contraria a las manecillas del

reloj alrededor del eje y estan dadas por (4.42). Notar que el angulo @ se mide en

direccion contraria a las manecillas del reloj desde el gje x global positivo.
Insertando la rigidez del elemento de (4.34c) para (K ‘) en (4.42a) y llevando a
c¢abo las multiplicaciones indicadas de las matrices, llegamos a las matriz rigidez del

elemento lK ‘*I referida a las coordenadas globales:
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“,Lacos2 # ésenz o
(u- 6)cosa sena ,usenz @ +6cos a simetrico
3hsena -3hcosa 24
x
—(,ucosza~z-6:;en2 a) -(,u—é)senaoosa -3hsena #cosza-t-ﬁscnza
- (,u - 6)cosa sen@ - scnz a+ 6cos2 @) 3hcosa (ﬂ = 6)cosasena psen2 a+6c0s” a
i 3hseng ~3hcosa h -3hsena 3hcosa m®
(4.43a)

donde
u=Ah* /21 (4.43b)

La ecuacion (4.42b), después de la muitiplicacién, da:

‘
J

(F cosa-F, sena |
F sena +F, cosa
F,
F,cosa-F,sena
F,sena+F, cosax
F6

A

o TP s B (@) K )

(4.44)

\

N

r

Lo cual el vector fuerza del elemento requendo a las coordenadas globales.

ECUACIONES QUE RIGEN
Recordar que la teoria de viga Euler-Bernouldli esta basada en la suposicion de que
las secciones transversales planas permanezcan planas y perpendiculares al eje
longitudinal después de la flexion. Esa suposicidn, implica que todos los esfuerzos de
corte transversales son cero. Cuando no se usa tal suposicion, esto es las secciones

planas permanecen planas pero no necesariamente normaies al eje longitudinal después
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de la deformacion, el esfuerzo de corte transversal £_ no es cero. Por lo tanto, la
rotacion de un plano transversal alrededor del eje y no es igual a — aw e La teoria de

viga basada esas suposiciones se llama teoria de la viga deformacion corte, mejor

conocida como la teoria de viga Timoshenko. Representando a la rotacion alrededor del
eje y por una funcién independiente ¥(x). Las ecuaciones de equilibrio que rigen la

teoria de viga de Timoshenko son:

ral [GAKS (ty I ﬂ)] +f=0 (4.45a)
dx dx

RN | aw) _ ~ (4.45b)
ak(ﬂdx) GAKS(‘?+‘&]—O

Donde G, es el modulo de corte y XK, es el coeficiente de correccion de corte, el cual se

introduce para justificar la diferencia en el estado constante del esfuerzo de corte a
través en esta teoria y la variacion paraboélica del esfuerzo de corte a través del espesor

(asi pre dictada por las ecuaciones de equilibrio). Cuando se sustituye la segunda
ecuacion en la primera para GAK{‘P-{-%) y WYse reemplaza con —dw dx
obtenemos la ecuacién que rigen (4.1) de la teoria de viga Euler-Bernoulli.

FORMA DEBIL:

La forma débil de (4 45) sobre un elemento QF =(x,x, )se desarrolla usando el

procedimiento usual, aplicado ahora peso cada ecuacion. Multiplicamos (4.45 a)con una

funcién peso —w,y (4.45 b)con una funcién a —w,, e integramos sobre la longitud del

0= :_wl{%[GAKs(w % %}]+f}dr
dw

elemento:
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Integrando el primer término de cada integral por partes, obtenermnos:

0= J‘[ 1GAK[ z]-wlf]dx{leAK,(w*-%j]ﬁ (4.46 a)

X4

0= [dw g szAKJ(W + iw-]]dx - [wzﬂ d—"’J
x| dx dx dax dx x, (446 b)

Los coeficientes de las funciones peso w,y w,, en las integrales frontera son:

4.47
GAK,[W-QJEV y %Y - Vi
e d

Donde Ves la fuerza de corte y M es el momento de flexion; esos. coeficientes

constituyen las variables secundarias de la forma deébil. Las funciones peso wy
w,,deben tener las interpretaciones fisicas que danw 'y w,M unidades de trabajo.
Claramente, w, debe ser equivalente a (la variacion de) la deflexion transversal

w, y w,deben ser equivalentes a ( la variacion de ) la funcién rotacion y :
WSW, Wy~

De aqui, las variables primarias de la formulacién son wy . Representando las

fuerzas de corte y momentos de flexion en los puntos extremos del elementos por las

expresiones :
0r = Gak (v +@ﬂ o o={E),
L .

R O

La exposicion débil en (4.46) puede en la forma final:
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o[ G, B+ 5 |- e )0t - (50

k dwz d d“) e e 449
[ ok r - e -k a2

MODELO DEL ELEMENTO FINITO:

Un examen cuidadoso de los términos en (4.49)muestra que w y ¥ son
diferenciados solamente con respecto a x.Ya que los variables primarias son las
incognitas dependientes (y no incluyen sus derivadas), la interpolacion de Lagrange
dew y wes apropiada aqui. El grado de interpolacién minimo admisible es lineal, tal
que awrdc#0 y dy/dc=0. Las variables w y yno tienen las mismas unidades
fisicas; ellas pueden interpolarse, en general, con diferentes grados de interpolacion.

Consideremos la interpolacion de Lagrange de w y y en la forma:

m n (4.50)
w=Ywyl y=3sy?

J=1 1=1

Donde t//ﬁ-l) y i,uﬁ”son las funciones interpolacion de Lagrange de grado m—1 y

n|-1, respectivamente . En general, m y nson independientes , una de otra, aunque
m=nes lo mas comin. Sin embargo, cuando m =n=2(esto es se usa la interpolacién

lineal), la derivada dew es:

Lo cual es el elemento discreto constante. La funcién de rotacion y ,siendo lineal, no
es consistente con la preestablecida por w(x).Para vigas delgadas, la deformacion al

corte transversal es despreciable, y tenemos w = —dw dx lo cual requiere:
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h, *h, h (4.51 a)
6 equivalentemente(igualando los coeficientes, similares en ambos lados),
S{x5 ~ 83X, =-(w§—wl‘), 55 -5.=0 (4.51b)

Lo cual requiere:

h, (4.52)

e -y g X—X p- é (453)
‘/’(x)=51 th x+52 xh 4 (::sl)

Sin embargo un estado constante de w(x)no es admisible, debido a la energia de
flexion del elemento,
r5e)e
0 2 \ dx (4.54 a)
Seria cero Este problema numeérico se conoce como bloqueando el corte.
Para evitar esto, dos procedimientos alternativos se han desarrollado en la literatura:
1. Usar una interpolacion consistente para wy ytal que dw dx y y sean polinomios
del mismo orden (esto es, m=n+1).
2. Usar igual interpolacion (esto es m=n)para wy v, pero evaluar lq energia de

flexion con la interpolacion real de y y la energia de corte:

2
::ziGAK'\g (@—4'{!/) th

o 2 dx (4.54 b)
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Con un polinomio que es un orden mas bajo.
El segundo se puede llevar a cabo computacionalmente sin usar diferentes

interpolaciones dey en (4.54 ab )En la evaluacion numérica de la integral (4.54

b),usamos una regla de cuadratura necesaria para calcular la integral.

dw 2
GAK’[EJ a (4.54 ¢)

Exactamente. Por ejemplo, cuando se usa la interpolacién lineal dew y y, usamos
la regla de cuadratura en el punto uno para evaluar (4.54 b) debido a que la cuadratura
en un punto exacto de la integral (4.54 ¢) cuando GA = constante Una cuadratura ene el
punto dos se necesita para evaluar la integral exactamente en (4.54 b). El uso de la

integracion reducida , es decir, la cuadratura en el punto uno en la integral (4.54

b),resultaria en el término lineal en 1a aproximacion de ¢ no contribuyendo a la energia

de corte. Para fines tlustrativos, demos una mirada detallada a la expresion

GAK. cofdw Y, GAK. |[{ aw g
S| =ty | =—— || —+ h
2 -L(dx "’) 2 (abc "’)

1magehy.d

Donde x=x, + %he es el punto medio del elemento y 4, es su longitud. Sustituyendo

(4.505)en esta expresion (con m=n=2), tenemos:

h g TRy 4.55)

$ x=x,vh, 1

¢ ¢ &
GAK [wzww] e -

~

_GAKh [wi-w si+si)
Z h, 2

4

Que es un requenmiento mas debil que (4.52), esto es , si (4.52) se cumple entonces

(4.55) también se cumple , pero (4.55) no implica (4.52)



Notamos que (4.52) debe cumplir solamente para problemas en los cuales la energia
de corte transversal (4.54) es despreciable.

En resumen, usamos ya sea la interpolacion consistente (m=n+1)o interpolacién

igual con integracién reducida en la evaluacion de los coeficientes de ngidez al corte

en el elemento viga de Timoshenko. Consideramos aqui, ambas formas del elemento.

La sustitucion de (4.50) para w y y,w, =y y w, =y™en las formas débiles

(4.49)obtenemos las ecuaciones del elemento finito:

0=f1<,}'wj +if<},’sj -F' (i=12,...,m)

I =i
0= ZK"W +SKEs, - F2(i=12,...n) (4.38:2)
J'-'l
Donde:
dy (’)d (1)

%
wGAK , —— — L
K =] &

Xa

( )
Ry = j’ GAK P =K (4.56 b)

dy, dvf
KU —L[EI Zx aS: +GAK szJwﬁzJ}ﬁ

Las ecuaciones (4.56 a)pueden escribirse en forma matricial como:
(] [x7] {{w}} ')
=] =] 163~ V) (4.57T)

UN ELEMENTO DE INTERPOLACION CONSISTENTE(CIE).

Para ilustrar el uso de la interpolacion consistente, seleccionamos wf”para que

sean los polinomios cuadraticos de Lagrange y '”los polinomios lineales de
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Lagrange. Para esta seleccion de interpolacion, [K " ]es3 x3,0K"| es3x2, y [K n] es

2 x 2. Las formas explicitas de las matrices cuando £/ y GAK ¢ son constantes son:

7-8 1 L
[k1]=-S4K:) g 16-3] [K‘2]=§A—6Ki -
* |l 1-87 15 (4.58)

[K22 _E 11 +GAKS 2 1
a -1 1 6 (1 2

e

Las ecuaciones del elemento llegan a ser:

PEOAENY 58 1 ]
33BN 6 6 s o
8 16 8 4 4 oA @
824 5 \s &
W A
_1_ __8_ _l ,1_ _5_ } I Q
ol (=] d &
8-4] 1l a hllw
Gax . -= ) LIIAZ” BT 7R W 4
475 5% 1'3 TaTs| [ VN9
Ll S/ _a h @ ks
5 \SY% & 6 W3 0 0,
;, 0 (4.59)
Oy
= 4

Donde a=EIl GAK _, Q es cualquier fuerza transversal especificada en el nodo 3,
y{,.0Q,son fuerzas de corte y (QLQJmomentos de flexion en los nodos 1 y 2 del

elemento.

Notar que el nodo 3, el cual es el nodo medio del elemento, no esta conectado a los
otros elementos, y el unico grado de libertad ahi es la deflexion transversal. Por lo tanto,
hay un nimero diferente de grados de libertad en diferentes nodos del elemento, y esto
por lo tanto complica el ensamble de elementos y su implementacion en una
computadora. De aqui que eliminemos la dependencia del nodo 3 en el sistema de

ecuaciones del elemento mediante la condensacion de w,, obtenemos:
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GAK _GA-K, 1 1 .
h 2 _EGAKS --2-GAK, w,
_—G'AK_v GAK , IGAK 1
— 2. 2 1 1 all |
2 i A_K.’ —GAK:h+__ _GA.KSh—‘
i & 4 s, (4.60)
--GAK, —GAK, lGAKJ:—% lGAK;HLE‘T_ s, |
L 4 ¥ l
1,\ N 2
f1+5f3
- o,
_<f2+5 3 Qz
=l i1a [ *lg
—— £ h Us
8f3 0.
1~
- fh
k8f°

Donde f, = f, + QO Esto se obtiene resolviendo la segunda ecuacién de (4.59)paraw,
y sustituyendo para w,en las primeras cuatro ecuaciones de (4.59). Las fuerzas f,se

obtienen usando .

j rs f (x)wfabc, y = [y/,(”]' =funciones interpolacién cuadratica (4.61)

Las ecuaciones de elemento (4.60) pueden ensamblarse de la misma forma que las
ecuaciones clasicas de viga, con dos grados de libertad por nodo (w,5).

Sin embargo se observaria que w es interpolado con polinomios cuadraticos.

Para f= f,constante , el vector  carga especificado en (4.60) toma la

1 e 1 , 4 A .
Debido a que £, =— foh, Jo== fo fs == fohQ=0;ver (3.40b)]
forma 6 6 6
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L .5
- fh
/e (4.62)

La cual es precisamente la misma que se obtuvo en elemento viga clasico [ver

(4.15)].

UN ELEMENTOQ CON IGUAL INTERPOLACION, INTEGRACION REDUCIDA

(RIE)
Cuando se usa igual interpolacion (mxn) todas las sub matrices en (4.57) son del

mismo orden; nxn. Las matrices coeficiente del elemento XK' y K} se evaldan

exactamente, como es la primera parte de K;°. La segunda parte K, se evalian

usando integracion reducida. Para la seleccion de funciones interpolacion lineal, y para

valores constantes de GAK ; y E7, las matrices tienen los siguientes valores explicitos:

gt bion GIRERA, bi]

[1 —l}+GAKSh‘|‘ 1 1] (4.63)

4{11

Donde la integracion del punto uno se usa para evaluar la segunda parte de lK 2 _|

Notar que [K" HK”], la primera parte de |K? | se evaltian también con cuadratura del

punto uno cuando £I y GAK, son constantes. De aqui que la integracion puntual para

bl . e
k"’ I satisfacen todos los requerimientos.

Las ecuaciones elementos son:
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| EI EI||™
~1GAK, 1GAKsh+— 1GAK, GAKh=-—-||g
SO ek, B goaxk, |
. Sz
~1GAK, ﬁGAKSh—-EhI- LGAK, };GAKsh+E7I
AN AN
LN Q,
S| |G (4.64)
0 o,

Es interesante notar que la matriz de rigidez del elemento en (4.64) es la misma que
en (4.60) obtenida de la interpolacion consistente con aproximacion cuadratica de w y
aproximacion lineal ¥ excepto que las variables nodales son en listan en diferentes
orden. La unica diferencia es la representacion de la carga. En la
interpolacion consiste, el vector carga es equivalente al de la teoria de viga Euler-
Bernoulli, mientras que en la interpolacion igual con integracion reducida del elemento,

el vector no contiene ninguna componente de momento debido a la carga distribuida.

La interpolacion cuadritica de w y ¥ con integracion completa de las matrices

coeficientes de elemento también sufren ligeramente del fenémeno de bloqueo al corte,

Una regla de cuadratura en el punto dos uniforme tiene el efecto deseado sobre
[kt |[&2] v [K2]; esto es |k ][], v el primer termino de || sera evaluada
exactamente y el segundo termino de lK # ]aproximadamente. Si se incrementa el grado

de aproximacion y/o el nimero de elementos en la malla, desaparecera el bloqueo al

corte, y la integracion reducida no es necesaria.
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Las siguientes observaciones generales se pueden hacer para diferentes modelos.de

elementos finitos basados en la teoria de viga de Timoshenko.

El elemento de integracion reducida (R/F) exhibe menos bloqueo comparado con el
elementos de integracion completa (F1E).

Asi como se incremente el nimero de elementos en la malla ¢ el grado de
aproximacion (esto son usados elemento al mayor orden las soluciones de elemento
finito obtenidas por elementos R/E y I/E mejoran. Esto es, el efecto del bloqueo se
reduce con el refinamiento de la malla y elementos de mayor orden.

El elemento de interpolacion consiste (esto es, aproximacion cuadritica de w y
aproximacion lineal de ¥) con integracion compieta produce una soluciéon mas exacta
que la predicada por el elemento RIE esto se debe a una mejor representacion de la carga
distribuida.

El elemento con aproximacion cuadratica de w y ‘¥ e integracion reducida de los
coeficientes, da mayor exactitud en los resultados que el elemento de interpolacion lineal

de ¥ y como integracion completa de los coeficientes.

4.5 ECUACIONES NECESARIAS.

Cuando el plano de apoyo de un apoyo rodillo esta en un angulo con respecto al
sistema de coordenadas global (ver fig. 4.7), las condiciones frontera en cuanto a fuerzas

y desplazamientos en el rodillo son:
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u = ucos 8+ wsing

U, = weos 8 —using

Figura 4 7 Transformacién de ias condiciones de frontera esp.eciﬁcadas
Desde un sistema de coordenadas local hasta el sistema de
Coordenadas giobal.

u$=0, 0f/=0, (4.66)

n

Donde u: es la componente normal del desplazamiento, ¢ es la componente

tangencial de la fuerza en el nodo 1 del elemento Q° y O, es cualquier fuerza

tangencial especificada. Esas condiciones deben expresarse en témminos de las
componentes globales de fuerza y desplazamiento por medio de la transformacién (4.37)

y (4.39).

u, =-u;Senff +u;Cosfi =0 (4.67a)

Q; = Q; Senf + 0;Cosf = 0, (4.67b)

Donde (uf ,u;)y P05 ) son las componentes x,y de los desplazamientos y fuerzas

en ¢l apoyo.
Las ecuaciones (4.67) pueden incorporarse en el sistema de ecuaciones global como

sigue. Considere el sistema de ecuaciones ensamblado.
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KU, +K,U, +..+K,U, =F
KpU + KU, +.+ KU, = F, (4.68)
KU +K,U,+. . +K U =F,

Donde U, son las grado libertad generaiizados globales y F, son la suma de los
grados de libertad de fuerzas geheralizadas aplicadas (f,') ¢ internas (Q,'). Suponga que
el rodillo de apoyo esta en el primer nodo del elemento Q°, y que los grados de libertad
correspondiente son U,,U, y U,. Las fuerzas Q;,0;,0; comespondientes a esos
desplazamientos terminan en las fuerzas F;,F, y F,, respectivamente. de aqui. De
aqui para incluir la condicion frontera de fuerza de (4.67), debemos afiadir Cosf veces

la iésima ecuacion global a Senfl veces la ) ésima ecuacion.

(Cos BXK U, + KUy +.. + K U, + K, U, +....+ KUy, )= (Cos B)F,
(Sen BXK U, + KU, +...+K U, +K U, +.....+ KUy )= (Sen B)F,

y obtener:

(K, Cos B+ K, Sen YU, +...+(K,, Cos B+ K pSen S,
=(F, Cos f+F, Sen j3)
=(f7 Cos B+ £ Sen B)+(0f Cos f+0; Sen ) (4.69)
=(f° Cos B+ f7 Sen B)+ 0,

Reemplazamos la j ésima ecuacion con esta, y reemplazamos la iésima ecuacion

(4.67a):

(Sen YU, +(~Cos BYJ, =0 (4.70)

Esas modificaciones de la serie de ecuaciones algebraicas globales violan la

simetria de la matriz de rigidez global resultante.
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Para retener la simetria de la matriz de ngidez resuftando un metodo alternativo de
incorporar las condiciones (4.67) se introduce aqui. Las ecuaciones (4.67a) o (4.70)
pueden ser vistas como las ecuaciones necesarias entre los desplazamientos globales, las
cuales tienen una relacion de acompafiamiento entre las fuerzas asociadas esto es
(4.67b). En los siguientes parrafos, presentamos un procedimiento general para las

ecuaciones necesarias del tipo.

{g:}}} _ [A]{U‘} (4.71a)

Entre las variables primarias.

{U}={gl}}} (4.71b)

Pueden ser implementadas en el sistema de ecuaciones ensambladas (4.68). En (4.71)
{U . } representa al vector nx1 de los desplazamientos nodales generalizados que se
seleccionan de los desplazamientos nodales generalizados seleccionados como las
variables nodales dependientes.

El operador matriz [A] es de orden (n+m)xn

Por ejemplo, considere un problema de un bastidor con ¥ nodos y un total de 3N
(= m+n) grados de libertad en el problema. Si uno de los apoyos es un rodillo, habra
una ecuacion necesaria del tipo (4.67a). Si el nimero de nodos global correspondiente a
rodillo es / entonces P=3(/-1}+1 es el primer grado de libertad de apoyo. De aqui la
condicion necesaria (4.67a) puede expresarse en términos de los grados de libertad

global generalizados, U, y U ., como:

=¥, Sen B+U,. CosB=0 4.72)
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Suponga que U, se escoge como la variable independiente y U/ ., como la variable

pel
dependiente. Entonces el mimero de variables independiente es n=3N+2, y hay

solamente una variable dependiente (esto es, m=1), Para este caso, la (4.10a) tiene la

forma.
alls 5 ¢ o |[v
: . . U,
< U s = 0 0 0 1 - 0 : U, >
0 0 cen e 0 E (4.73)
U : E e
men . U
ane -sa .~ p+l s
\Up-f-l SR 0 0 0 ta'r({ 0 0 |

La ecuacion (4.71a) representa una transformacion similar al (4.39), entre dos series
de desplazamiento nodales generalizados globales con [A] siendo la matriz de
transformaciéon. Por lo tanto, la discusion presentada en el siguiente parrafo (4.42)
puede usarse para transformar las ecuaciones en m+n variables para aquellos en »

variables Unicamente.
Considere las ecuaciones ensambladas:
&K= {F} (4.74)
Las cuales pueden re arreglarse como:

(4.75)

[K1={gl}}}={r}
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Donde {U '} y {U’} representan los vectores definidos en (4.712). Usando la

transformacion (4.71a), obtenemos:
K4l }={F} (4.76)

Para obtener una matriz coeficiente simétrica, pre multiplicamos ambos lados con [4] ,

y llegamos a:
(4T R[AN J= 4T [F
ko= (4778}
Donde:

[®]=[4T K14l 4T {F) (4.77b)

Las ecuaciones (4.77) estan preparadas ahora para la implementacion de las

condiciones frontera y la solucion.
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CAPITULO 5

ANALISIS DE ERROR DEL ELEMENTO FINITO

5.1. ERRORES DE APROXIMACION
Los errores introducidos al interior de la solucion de una ecuacién diferencial dada
pueden atribuirse a tres fuentes basicas.
1. Error de aproximacion del dominio, debido a la aproximacion del dominio.
2. Errores de cuadratura y aritmética finita, debidos a la evaluacion numerica de
integrales y al célculo numérico en una computadora.

3. Error de aproximacion, debido a la aproximacién de la solucion.

¥ (5.1)
U=u, = ZU1¢1
=

dondel/,, representa el valor de uen el nodo global 7, y ¢, representa la funcion

interpolacion global asociada con el nodo global 7 (ver Fig. 3.3b).

En los problemas de una dimension discutidos, los dominios considerados han sido
lineas rectas. Por lo tanto la aproximacion del dominio no ha sido necesaria. En
problemas de dos dimensiones que involucran dominios no rectangulares, errores de
aproximacion del dominio son introducidos en las soluciones del elemento finito. En
general pueden interpretarse como errores en la especificacton de los datos del

problema debido a que resolvemos ahora la ecuacion diferencial dada sobre un dominio
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modificado. Como refinemos la malla, el dominio es representado mas exactamente, y,
por lo tanto, los errores de aproximacion frontera se espera se aproximen a cero.

Cuando los calculos del elemento finito se desarrollan en una computadora, errores
redondeados en el cilculo de numeros y errores debido a la evaluacion numerica de
integrales son introducidos en la solucion. En la mayoria de los problemas lineales con
numero pequefio razonablemente de grados de libertad totales en el sistema, esos
€ITores s¢ espera sean pequefios (0 cero cuando solamente se desea exactitud en un
punto decimal).

El error introducido en la solucion del elemento finito {/° debido a la aproximacion

de la variable dependiente u en un elemento Q°es inherente a cualquier problema:

N

n M
uml, = Zzu,e‘//f =ZUI¢J
I=1

e=1 i=1

(52

Donde u,es la solucion de la solucion del elemento finito sobre el dominio

(u, =U° enQ®),N es el nimero de elementos en la malla M es el nimero total de
nodos globales, y 7 es el numero de nodos en un elemento. Deseamos conocer como el
error £ =u —u, medido de manera significativa se comporta conforme se incremente el
numero de elementos en la malla. Se puede demostrar que el error aproximacion es
cero para ecuaciones simples de segundo orden y de cuarto orden con coeficientes
constantes del elemento discreto{ver (5.30)(5.35)]

5.2. DIVERSAS MEDIDAS DE ERRORES

Hay varias maneras de medir la “diferencia”(0 distancia) entre dos funciones

cualquiera uy u,.El error de punto discreto es la diferencia de #y u, en cada punto
del dominio. Puede uno también definir la diferencia de # y #, a ser el maximo de

todos los valores absolutos de la s diferencias de # y u, en el dominio Q= (g, 5):
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La medida de la diferenciase llama la supmétrica. Notar que la supmétrica es un
numero real , de todas formas, el error de punto discreto es una funcion y no califica
como distancia o norma en sentido matematico. La norma de una funcion es un numero
real no negativo.

Mas medidas usadas generalmente (o normas) de la diferencia de dos funciones son

la norma de energia y la norma L, (pronunciada norma L-dos).

Para cualquier funcion integrable cuadrada vy u, definida sobre el dominio

Q = (a,5), las dos normas son definidas por::

- . d'u d'u,,
norma energia u—u, I (5.4)
%
b 2 Vi
norma L, [ it 2N = U,,”'"bl dx) (5.5)

Donde 2m es el orden de la ecuacion diferencial a resolver. El término “norma
energia” se usa para indicar que esta norma contiene derivadas del mismo- orden que
la funcional cuadratica ( la cual , para la mayoria de los problemas en mecanica de
solidos, representa a la energia ) asociada con la ecuacion. En la Fig. 5.1 se ilustran
diversas medidas de la distancia entre dos funciones. Estas definiciones pueden
modificarse facilmente para dominios en dos dimensiones.

5.3 CONVERGENCTA DE LA SOLUCION

La solucion del elemento finito «#, en (5.1) se dice que converge en la norma energia

a la solucion verdadera # st

u-u, <ch® parap>0

Donde ¢ es una constante independiente de « y u,, 4 es la longitud caracteristica
de un elemento. La constante p es llamada la razén de convergencia. Notar que la
convergencia depende tanto descomo de p; p depende del orden de la derivada de

u [ver 5.15 abajo]. Por lo tanto, el error en la aproximacion puede reducirse, ya sea
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reductendo el tamafio de los elementos, ¢ incrementando el grado de aproximacion. La
convergencia de las soluciones del elemento finito con los refinamientos de la maila
(esto es, se usan mas de la misma clase de elementos) es el término
convergencia— A .La convergencia con el incremento en el grado de polinomios es

llamada convergencia—~ p .

a(5)

Figura 5.1 Diferentes medidas de error, £ =u —u, entre la solucion exacta » y la

solucion del elemento finito #, , se ilustran la norma méaxima y la normal, .

5.4 EXACTITUD DE LA SOLUCION
Regresando a la cuestion de estimar el error de aproximacion, consideremos una
ecuacion diferencial del orden 2m ésimo en una dimension(m =1, ecuaciones de

segundo orden ,/m = 2 ecuaciones de cuarto orden):

(5.7

i d'u( d'u
;(‘1)' Y (“;-E

sz for 0<x<L

Donde los coeficientes & (x) y a, (x), se supone que son positivos. Suponga que las

condiciones de frontera esencial del problema son:

u@)=ull)=0 (m=12) (58)
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d d (5.9)
ERCR

La formulacion variacional de (5.7) y (2.9) esta dada por:

(& dvdu (5.10)
O_L(;a‘ ax' afx‘ - f%

La functon cuadratica correspondiente a la forma variactonal es:

(5.11)

)= L‘r‘%{ga{%)z}mﬁ:ufﬁ

Ahora considere una discretizacion del dominio del elemento finito mediante N

elementos de igual longitud h. Si #, representa a la solucién del elemento finito en

(5.1) tenemos, de (5.11)

Hu, )= rl{ (‘;’:’ Jz}dx_fu,,fdx

En los parrafos siguientes, demostramos que en la energia [ asociada con la solucion

(5.12)

del elemento finito se aproxima a la energia verdadera de arriba, y nosotros damos
entonces un error estimado. Confinamos nuestra discusion, por razon de simplicidad a

la ecuacion de segundo orden (m=1).

De(5.11)y(512)y
d du
f=-= [a, = ]

tenemos:
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i 2 %
- ‘{ﬂ (f’ih.} -(5"3 ]+a,d—"i(u-u,,)}¢; (5.13)
o | 210 & dx dx dx ‘

Por lo tanto:
[(u,,)z I(u) (5.14)

La igualdad se mantiene solo para u =w,. La ecuacion (5.14) implica que la
convergencia de la energia de la solucion del elemento finito a la energta verdadera, es
desde arriba. Ya que la relacion en (5.14) se mantiene para cualquier %, 1a no igualdad
también indica que la solucion verdadera ¥ minimiza la energia. Una relacién similar
se puede establecer para la ecuacion de cuarto orden (m = 2).

Ahora, suponga que las funciones interpolacion del elemento finno
®,{Z=1,2,.....,M) son polinomios completos de grado K. Entonces el error en la

norma energia puede mostrarse para que satisfaga la no igualdad.

e

m

u—u, <ch’, p=k+1-m>0 (5.15)

Donde ¢ es una constante. Esta estimacion implica que el error tiende a cero como la
p ésima potencia de 2 como /4 es disminuida (6 el mimero de elementos es
incrementado). En otras palabras, el logaritmo del error en la norma energia tiende a

cero en la relacion de &k +1—m, el error en la norma L, disminuird en consecuencia
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mas rapidamente en la relacion & +1; esto es, las derivadas convergen mas lentamente
que la relacion por si sola.

Errores estimados del tipo (5.15), son muy usados porque da una idea de la exactitud
de la solucién aproximada, conozcamos ¢ no la solucidon verdadera. Mientras el
estimado da una idea, de como rapidamente la solucion del elemento finito converge a
la solucion verdadera m cuando se refine la malla.

Esta decision corresponde a los analistas, porque solo ellos saben la tolerancia
razonable para los problemas que se estén resolviendo.

Como un ejemplo de estimacion del error en la aproximacion, (5.15), considere el

elemento lineal (dos nodos) para una ecuacion de segundo orden (m =1).

Tenemos para un elemento:
u, =u(1—s)+u,s (5.16)

¥ .3
Donde s = e ¥ ¥ es la coordenada local. Ya que w, puede verse como una funcion

de u, via (5.16) puede uno expandir #, en una serie de Taylor alrededor del nodo 1

para obtener,
Wy = Uy U 28+ (5.17)
, du .
Donde u'= = Sustituyendo esto en (5.16) obtenemos:
u, =u +us+iul + (5.18)

Expandiendo la solucion verdadera en una serie Taylor, alrededor del nodo 1,

obtenemos

w=u us+lul+ o (3-19)



Por lo tanto, tenemos de (5.18) ¥ (5.19)

2

2

d*u d
u, —u < %(s—sz)mm-——- = %(s—sz)hzmar——z—
ds” dax

D<s<l Osx<h

' du
—u, —u) <lh maoo——17
dx : dz’

0<E<h

Estas conducen a:

t ) 43 i
u—u,l <ch, u~u,  <c,h

Donde las constates ¢, y c, dependen unicamente de la longitud L del dominio.

Ejemplo 5.1

(5.22)

(5.20)

(5.21)
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Consideramos agui, un ejemplo computacional para verificar el error estimado en

(5.22). Considere la ecuacion diferencial;

- =72 for O<x<l

Con:

u(0)=2(1)=0

la solucidn exacta es:

u(x) =x(1-x)

Mientras las soluciones de elemento finito son para N =2

(5.23)

(5.24)
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B (x/h) para 0<x<1
iy =
" |W*@2-x/h) para h<x<2h
para N =3
th(x/h_) para 0<x<h
u, =12h*(2-x/h)+2h* (x/ h-1) para h<x<h (5.25)
12h’(3-—x/h) para 2h<x <3h
ypara N=4

3k*(x/h) for 0<x<h
30*(2-x/h)+4h*(x/h-1)  for h<x<2h
" 4h* (3 —x/h)+ 3k (wh-2) for 24 < x < 3h
3h*(4—x/h) for3h < x<ah

TABLA 5.1

El error L, y el error en la norma energia de la solucién a (5.23) (Ejemplo 5.1)

h log,, 2 e, logy €, e, log,, €,
1 -0.301 0.04564 -1.541 0.2887 -0.5396
2
1 -0.477 0.02028 -1.693 0.1925 -0.7157
3
1 -0.601 0.01141 -1.943 0.1443 -0.8406
4

Para el caso del elemento (% = 0.5)los errores estan dados por:



185

u—u, i = f(x~’x2 —}z>c)zcix+J‘:h(x—Jc2 - 24 +xh)2dr
=0.002083

@——%Z—f(l-zx-h)’m " (L-2x +h)
= 0— J; x+ )dx

=0.08333

(5.26)

Cilculos similares pueden ser llevados a cabo para N =3 y N =4 La tabla 5.1da

los errores para N =23 y 4.

Las graficas delogi;e:ioylog:_e!il contralog # demuestran (ver Fig. 5.1) que:

loge. = 2logh+loge,, loge! =logh+loge, (5.27)

En otras palabras, la razoén de convergencia de la solucion del elemento finito es 2 en
lanorma £, y 1 enla norma energia, verificando los estimados en (5.22).
Mucha de la discusion aqui presentada, se puede aplicar a elementos curvados y a

elemento en dos dimensiones.
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log flell}-
l0g Jello = log ¢, + 2 log &
l0g |lejfo =
2
= 1
- log lef|, = log 2 + log A
o,
'l
7 7’
-
log ¢y £ I
e |QOR C;
Ig ? ! 1 S
log A
Fig. 5.2:

Graficas de las normas energia y L, de errores contra el tamaifio de la malla. La
grafica log—log da las razones de convergencia en las normas respectivas. Las razones

de convergencia estan dadas por las pendientes de las lineas. (las graficas mostradas

son para elemento lineales)

Cuando los elementos con lados no rectos, estan involucrados, el error estimado
tambien depende de la transformacion Jacobiana. Debido a la naturaleza introductona
del estudio presente, estos topicos no se discuten aqui.

Como se noto, en el caso de ecuaciones de segundo y cuarto orden con una simple
incognita y coeficientes constantes, el error entre la solucidn exacta y la solucion de
elemento finro en los nodos es cero. Esto no es accidental, podemos probar, que
cuando los coeficientes ay & son constantes, las soluciones del elemento finito de las

ecuaciones.

—iﬁaﬂ)=f(x) (5.28)

d? [b gz_u] - ) (5.29)
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Coincide con las soluciones exactas en los nodos. La prueba es presentada abajo para

la ecuacién de segundo orden.

Considere la ecuacion;

2 5.30
—a$=f para Q<x<lL 0]
con u(0)=0, u(L)=0

(5.31)
La solucion de elemento finito global esta dada por (U, =U,, =0)

g o (532)

donde @, son las funciones interpolacion lineal global mostrada en la Fig. 3.3(b).

De la definicion del problema variacional , tenemos:

i dD, du N
L[_abc_f__d_:- ,f]axzo porhecho/ =2,.. N -1

Donde f =/, . La solucion exacta también satisface esta evaluacion. Sustrayendo la

ecuacion. Susirayendo la ecuacion de elemento finito (5.33) de la solucion, exacta

obtenemos :

L du du,)dd,
=T ig=0 (I=12..,N-1
IO(a‘x dx]dr V=14 1}

Ya que tenemos ®, =0 para x>(/+1} y x<(I-1)h, d®,/dc=1h por
({-Dh<x<ihy d®,/dc=-1h por Thsx<(I+1)a~1 para Th<xs ([ +1}, se
sigue que.
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1 -
Z(_ EI—I +2 EI _Ehl): 0 (] = 253&*--:-N_1) (535)

Donde ¢, = &{Ih) (esto es el valor ¢ enx=Jh . Ya que ¢, =&, = 0(debido a que
uyu, ambas satisfacen condiciones de frontera iniciales). Se sigue de las ecuaciones
homogéneas de arriba que la solucién es trivial; € =e,=...=¢, ,=0. Esto implica que

la solucion del elemento finito coincide con la solucién exacta en los nodos.
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CAPITULO 6

SOLUCION A PROBLEMAS DE MECANICA DE MATERIALES EN
UNA DIMENSION APLICANDO EL METODO DEL ELEMENTO
FINITOQ CON AUXILIO DE UN PROGRAMA DE COMPUTADORA.

Problema 1. Considere una viga que tiene un apayo empotrado en un extremo y el
otro apayado en un resorte ( ver fig. 6.1 ) . Una carga transversal variando linealmente es
aplicada en ¢l tramo 4 pies < x < 10 pies. Debemos usar por lo menos dos elementos asi
dictados por la carga. Debera usarse un modelo de un elemento cuando la carga es
distribuida.

El vector fuerza {f 2} debido a la carga distribuida sobre el elemento 2 puede

calcularse de acuerdo a(4.12¢):

100

£P=fpept e, flR)=—-x

y 8° son las funciones interpolacion de Hermite dadas en ( 4.10 a ) . Llevando a cabo

la integracion obtenemos :
—-90/b

{fz }_ 1205 — pié
— 210/
- 1807b - pie
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x TI[OO [l:rpis"1
A 194

,,,,, 2O

dpies—t——— 59505——';1'- (Resorte elastico

k lineal)
b

(@)

(c)

Fig. 6.1 Analisis del elemento finito de una viga cantiliver con carga discontinua; ()

problema fisico; (b) discretizacion del elemento finito y fuerzas generalizadas del

elemento, (c) ensamble del elemento finito y fuerzas generalizadas globales.

.Las ecuaciones ensambladas son :
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(27 -54 -271 -5 o0 oUu) (o) [ ¢ )
-54 144 54 72 0o o ||U 0 0,
EI|-27 54 27+8 54-24 -8 —24<U3>=< -90 >+<Q;+Q,’>
144/ -S54 72 54-24 144+96 24 48 ||U, 120 0! +0?
0 0 -8 24 8 24 ||U, -210 O}
0 0 24 48 24 96 |\U,] (-180) | Q! |

Las condiciones frontera de desplazamiento en x =0y las condiciones de frontera de

fuerzaen x=L son:

D 2 2
B A ey, B L f
& de|, &

Las cuales pueden expresarse en términos de los grados de libertad nodales, como :
U, =0,U,=0,0}=-KU,,0; =0

Las ecuaciones condensadas para los desplazamientos generalizados

U,,U,,U,, U, estan dadas por las ultimas cuatro ecuaciones ¢nsambladas.
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35 30 -8 -24](U,) (-9
EI|30 240 24 48 ||U,| | 120
144| -8 24 8+c 24 ||U,[ ]-210

~24 48 24 96 ||U,] |-180

144K
Donde ¢ =

. . ; K
. La solucion de esas ecuaciones para valores diferentes de =

pueden calcularse como sigue :

Para £=0 ( no resorte ),
i

-0.16 x10° 0.72x10*
I QD DT Liinia U, =——————(rad.
: g e, Uy=—p—(rad)
~0.7108x10° 099x10*
U=———"(pies), Ug=-"——(rad
5 7l (pzes) 6 El (rad)
K -2
Para —=10 (un resorte suave ),
El
-0.4627x10* 0.1951x10*
e TR TR s U =—""""_(rad
Ua E[ (pl S)7 & EI ( )
-0.164x10° 0.1699x10"
Us = . (pies), U, =——"——/(rad)

£l ' ]
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K
Para — =102 rte dt
I (un resorte duro )
-0.121 # 3
LIS :_—E?XIO (pleS), U4=0376£§IX10 (rad)
-2.13 -0. i
Uy =212 (e, U = =2 (ad)

L.as solucicones coinciden con la solucion exacta en los nodos :

i[lR,x3+lf\/{,xz] para 0<x<a
AT EI\ 6 2
1 1 3 1 2 fo 5
—| =Ry QR—M X" §- (x-a) | para asxsL
EI6 2 1205

Donde

.M, =éfob3 ~RL

g [ Jb\60EI +10KI’b— Kb’
'l 40 2E] +KI?

f,=100 /b piet , a=4 pies, b=6 pies, L=10 pies
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La figura 6.2 muestra graficas de deflexion transversal, pendiente y momento de
flexion para el caso —EK? =100, lasolucion de elemento finito obtenida usando dos

elementos es una buena concordancia con la solucidn exacta.

0.001

3.000
Eiw x 1078

dw
£ 179
El —

Mx 10°°
~{0.001

=(1.002

L=
£ o
s
(=43
a0 -
=
B

£ (pics)

Figura 6.2 Comparacion de las soluciones de elemento finito con las soluciones exactas

para una viga en cantiliver apoyada en resorte.

Pueden esperarse mejoras si Ja regién 4 pies< x < 10 pies es subdividida en dos o
mas elementos ( notar que la escala particular usada en la figura 6.2 muestra la
diferencia entre las soluciones del elemento finito y exacta). El efecto del resorte sobre

la deflexién w(L) en un extremo, el momento de flexion M (0) en el extremo

empotrado, y la fuerza del resorte O = Q] = ~Kw(L) se pueden ver en la figura 6.3 ,

K . . . .
Para I >1, elresorte actua esencialmente como un apoyo rigido.
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{ . Valor limute
0 x 1wt
EIw(n) x 10~°
M
— x 107! T
EL " —100
~200 ,
o
1 N—— Valor limite
—3“) 3 T T
e A

y fuerza del resorte para el

campos de problemas.

—o— w(l)
—o— M(0)

——— () fuerra del resorte

problema.

coeficientes en f(x)= £, + fix+ f,x* |.

0 2 4
log (WED)

Este probiema puede resolverse con la ayuda de un programa de computadora
FEMIDV2.

Antes de ver su aplicacion considero necesario dar a conocer mas informacién con
respecto a crear el archivo de entrada en el programa, esto es , tener informacion en

cuanto al significado de algunas variables del programa, AX0, AX1, ......para varios

En la tabla 6.1 los subindices 0,1 y 2 en las vaniables representan a los coeficientes

constantes lineal y cuadratico de las variables [ esto es, f, f,y f, representan los

NUMEROS DE REFERENCIA
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Figura 6.3 El efecto de la rigidez del resorte sobre la deflexion, momento flexionante,



PARA CONSULTA EN LA TABLA 6. 1.
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Campo del
Problema

1.Pared plana
2. Aleta inter-
cambiadora
de calor
3. Transferencia
de calor radial-
mente simétrica
4. Flujo viscoso
en canales
5. Flujo viscoso
en tubos
6. Filtracion una
direccion
7. Filtracién radial
SIMEtrico
8. Deformacion axial
de barra
9. Deformacion radial
simetrica de disco
(esfuerzo plano)
10. Deformacién radial
simétrica cilindro
(deformacion plana)
11. Teoria viga Euler
Bernoullt

12. Teoria Euler -Bernoulli



placas circulares

13. Teoria de viga
Timoshenko (RIE)

14. Teoria de viga
Timoshenko (CIE)

15. Teoria Timoshenko
placas circulares (RIE)

16. Teoria Timoshenko
placas circulares (CIE)

17. Armazon

18. Elemento bastidor
Euler- Bernoulli

19. Elemento bastidor
Timoshenko

Para los campos 17-19, los parametros AX0, AX1, BX0, BX1, CX0, CX1, FXO0,
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FX1, FX2,CTO, CT1, no se leen; en su lugar, E= SE, A= SA, L= SL, y son leidos para

cada miembro de la estructura: SE= modulo E, SA= Area de seccion transversal
SI=Momento de inercia I, SL= Longitud L del miembro, CN= cos «
ITEM — Para variables dependientes del tiempo solamente; cuando se requieren

soluciones de estado estable, ITEM = 0.

SN=sen «

CTO y CT1 — Para analisis transitorio solamente;, la opcion de andlisis no transitorio

es incluida para problemas de armazon y bastidor.



TABLA 6.1

Variables del programa, para diferentes campos de problemas
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Campo MODEL NTYFE (TEMr AX0  AXl  BXG DX} CX0 CXI FX0 FX] €X2 CTD: CT13
. L - o T ky 4, 00 03 Qo 09 4L L 4 o I
e | 0 ' L I T " SR A s
i 1 [} ! 0.9 , 9o 00 00 00 a0 f 4 Q0 2
& 1 9 t o = 00 Ua 00 a9 f L It Sn 21
s. 1 (+] ] 04 » o 4¢ 09 o° a0 h 90 2
. { Q ) #o M, a0 90 a4 90 4 f h Pa nn
.
7 1 Q 1 6.0 " Q0 09 04 ®o 0@ £ 0.0 P
B I e 2 (AE), (AE), 00 00 ¢ < L 4 Iy (oAl (o),
.
3 t ¢ 2 & £ va H & & o A L 0A% Ak
10, 1 2 b & £y Yo H @ o &4 K £ oA (pAY
1. 3 4 2 o ou (ENg (ENy ¢y € & K f PA pi
12 3 1 2 £, =8 vy B G oo & & i L oA ol
3 2 a T {GAR)y (GAK), (FNa (B @a o 5 L L o4 ol
14, 2 z 3 (GAK)Y, (GAK), (EMa (ENi @ & L L L A ot
18, 2 1 2 &, £, v H e o« h Gy aA pl
1. 2 3 1 £, & ve H e & fi L Gy pa oI
17. 4 ] o}
18, 4 1 0
w. - 4 2 0
TABLA 6.2

Descripcion de las variables de entrada al programa FEM1DV2

¢ Tarjeta de datos 1 :

TITLE - Titulo del problema a resolver (ochenta caracteres)
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NTYPE - Tipo de problema a resolver

MODEL = 1 , NTYPE =0 : Problema de modelo de ecuacion 1
MODEL =1, NTYPE =1 : DISCO CIRCULAR ( esfuerzo plano )
MODEL =1, NTYPE > 1 : DISCO CIRCULAR ( deformacion plana )
MODEL =2 , NTYPE = 0 : Viga Timoshenko (RIE #)
MODEL =2 , NTYPE = 1: Placa Timoshenko (RIE)
MODEL = 2 , NTYPE = 2 : Viga Timoshenko (CIE ##)
MODEL =2, NTYPE > 2 : Placa Timoshenko (CIE)
MODEL =3, NTYPE =0: Viga Euler — Bernoulli
MODEL = 3, NTYPE > 0 : Placa circular Euler — Bernoulli
MODEL =4  NTYPE =0 : Armazon plana
MODEL =4 , NTYPE = 1 : Bastidor Euler - Bernoulli
MODEL =4 , NTYPE = 2 : Bastidor Timoshenko (CIE)
# - Elemento de integracion reducida (RIE)
## - Elemento de interpolacton consistente (CIE)
ITEM - Indicador para analisi§ transitorio
ITEM =0, Solucidn en estado estable
ITEM =1, Analisis transitorio de ecuaciones parabdlicas
ITEM =2, Analisis transitorio de ecuaciones hiperbolicas
ITEM =3, Analisis de valor propio
e Tarjeta de datos 3 :
IELEM -  Tipo de elemento finito
IELEM = 0, Elemento finito cibico Hermite
[ELEM = 1, Elemento finito lineal Lagrange
IELEM = 2, Elemento finito cuadratico Lagrange
NEM -  Nuamero de elementos en la malla
e Tarjeta de datos 4 :
ICONT - Indicador de continuidad de datos para el problema :
ICONT =1, Datos(AXBX, CXEXy malla) son continuos
ICONT =0, Dato es elemento dependiente
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NPRNT - Indicador para imprimir matrices de elemento global

NPRNT = 0, - No imprire matrices elemento o global pero post procesa

solucion e imprime

NPRNT =1, Imprime la matrniz coeficiente del elemento 1, solo postprocesa la

solucion e imprime

NPRNT =2, Imprime las matrices del elemento 1y global, pero no postprocesa

la solucion

NPRNT > 2, No imprime las matrices de elemento ¢ global y no postprocesa la

solucion
Brincar tarjeta 5 hasta la 15 para problemas bastidor/ armazén (MODEL =4), y lea
las tarjetas 5 a la 15 solo si MODEL no es tgual a 4. Brincar tarjetas de la 5 ala 9 si los
datos son discontinues (ICONT = 0)
* Tarjeta de datos 5 :

DX(I) — Arreglo de longitudes del elemento. DX(1) representa la coordenada
global del nodo 1 de la malla; DX(I) (I=2, NEM 1 ) representa la longitud del elemento
(I-1).Aqui NEM 1 =NEM + 1, y NEM = numero de elementos en la malla.

Las tarjetas 6 a la 9 definen los coeficientes en las ecuaciones modelo. Todos los
coeficientes estan expresados en términos de la coordenada global x. Ver la tabla 6.1
para el significado de los coeficientes, especialmente para deformacion de placas
circulares y elementos Timoshenko.

* Tarjeta de datos 6 :

AXO0 - Término constante del coeficiente AX

AX1 - Término lineal del coeficiente AX
o Tarjeta de datos 7 ;

BX0 - Término constante del coeficiente BX

BXi1 - Término lineal del coeficiente BX
e Tarjeta de datos 8 :

CX0 - Témino constante del coeficiente CX

CX1- Término lineal del coeficiente CX

Brincar tarjeta 9 para problemas de valor propio ( ITEM =3 )
o Tarjeta de datos 9
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FX0 - Términc constante del coeficiente FX
FX1 - Término lineal del coeficiente FX
FX2 - Término cuadratico del coeficiente FX

Brincar tarjetas de la 10 a la 15 si [os datos son continuas ( ICONT NO ES CERO ).

Tarjetas de la 10 a la 15 se leen para cada elemento ( esto s NEM veces ). Todos los

coeficientes estan expresados en términos de coordenada global.

Tarjeta de datos 10 :

{ GLX }- Coordenada global x del primero y ultimo nodos del elemento
Tarjeta de datos 11 :

{ NOD }- Conectividad del elemento :

NOD( N , I)=Numero de nodo global correspondiente al I- Th nodo del elemento
N(I=1,NPE)
NPE representa al nimero de nodos por elemento

Tarjeta de datos 12 :
{ DCAX }- Términos constante y lineal del coeficiente AX
Tarjeta de datos 13 :
{ DCBX } - Términos constante y lineal del coeficiente BX
Tarjeta de datos 14
{ DCCX } - Términos constante y lineal del coeficiente CX
Tarjeta de datos 15 :
{ DCFX }- Términos constante, lineal y cuadratico de FX

Lea tarjetas 16 a 21 para problemas armazon / bastidor ( MODEL = 4 )
Brincar tarjetas 16 a 21 si MODEL no es igual a 4

Tarjera de datos 16 :

NNM -  Nuamero de nodos en la malla del elemento finito

Brincar tarjetas de la 17 a la 19 para problemas armazon ( NTYPE =0).

Las tarjetas 17 a 19 se leen para cada elemento, esto es NEM veces

Tarjeta de datos 17 :
PR - Razén de Poisson del materral #



SE -
SL =
SA=
SI-
C3 -
SN -

Madulo de Young’s del material

Longitud del elemento

Area seccional transversal del elemento
Momento de inercia del elemento

Coseno del 4pgulo de orientacion del elemento

Seno del angulo de orientacion del elemento.

El angulo se mide en contra de las manectllas del reloj desde el eje x.

#PR no se usa para el elemento Euler — Bernoulli

e Tarjeta de datos 18 .

UF -
VF -
PF —

XB -

Intensidad de la fuerza honzontal distribuida
Intensidad de la fuerza transversalmente distribuida

Carga punto del elemento
Distancia desde el nodo 1, a lo largo de la longitud del elemento

hasta el punto de aplicacion de la carga, PF.

CNT — Coseno del angulo de orientacion de la carga PF

SNT ~ Seno del angulo de arientacion de la carga PF.

El angulo se mide en sentido contrario a las manecillas del reloj

desde el eje x del elemento.

e Tarjeta de datos 19;
{ NOD }- Conectividad del elemento.
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NOD(N, 1)=Namero de nodo global correspondiente al nodo I-Th

del elemento N(I=1 , NPE)

Leer tarjetas 20 y 21 solo para problemas de armazéon ( NTYPE =0 ).Las

tarjetas 20 y 21 se leen para cada elemento, esto es NEM veces.

* Tarjeta de datos 20 :

SE ~ Modulo de Young’s del material

SL - Longitud del elemento

SA — Area seccional transversal del elemento

CS - Coseno del angulo de orientacion del elemento

SN — Seno del angulo de orientacién del elemento.



El angulo se mide en sentido en sentido contrario a las manecillas
del reloj desde el eje x.
HF — Intensidad de la fuerza horizontal distribuida
* Tarjeta de datos 21 :
{ NOD } - Conectividad del elemento:

NOD( N, I) =Numero de nodo global correspondiente al
1-Th nodo del elemento N (I =1, NPE )
o Tarjeta de datos 22 :
NSPV — Numero de variables primarias especificadas.
Brincar tarjeta 23 si no se especifican vaniables primarias (NSPV = 0).
Repita la tarjeta 23 NSPV veces
o Tarjeta de datos 23 : (I=1 a NSPV)
ISPV (I, 1)=Nuamero de nodo en el cual se especifica PV
ISPV (1, 2)=DOF primario local especificado en el nodo
VSPV (1) = valor especificado de la variable primaria { PV ).
(No se leera para problemas de valor propio)
Brincar tarjeta 24 para problema de valor propio (ITEM =3 )
e Tarjeta de datos 24 ;
NSSV — Namero de variables secundarias especificadas ( no cero ).
Brincar tarjeta 25 si no se especifica variable secundaria (NSSV =0),
Repetir tarjeta 25 , NSSV veces
* Tarjeta de datos 25 : (I=1 a NSSV)

203

ISSV (I, 1)=0Namero de nodo en ¢l cual se especifica la variable secundaria

ISSV (1, 2 )= DOF secundario local especificado en ¢l nodo
VSSV (1) =Valor especificado de la variable secundaria ( PV )
e Tareta de datos 26 :

NNBC — Numero de las condiciones frontera de Newton ( mezciado )

Brincar la tarjeta 27 si no se especifica condicion frontera mezclada, ( NNBC =0 ).

La condicion de frontera mezclada se supone es de la forma:
SV+VNBC * ( PV-UREF ) = 0. Repetir la tarjeta 28 NNBC veces,
o Tareta de datos 27: (I=1 a NNBC)
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INBC (1, 1 )=Numero de nodo en el cual se especifica la B.C mezclada
INBC (1, 2)=DOF local de la PV y de la SV en el nodo
VNBC (1) = Valor del coeficiente de la PV en el BC.
UREF(I) = Valorde referencia de la PV
Brincar la tarjeta 28 si [TEM = 0 ( leerla solamente para problemas de valor propio )
e Tarjeta de datos 28 : ’
CT0 — Parte constante de CT =CT0 + CT1* X
CT1 - Parte lineal de CT=CTO0 + *X
Brincar las tarjetas remanentes para anélisis en estado estable 6 valor propio
(ITEM=0 ¢ ITEM=3)
e Tarjeta de datos 29 :
DT~  Incremento en el tiempo ( uniforme )
ALFA - Parametro en el esquema aproximacion tiempo
BETA — Parametro en el esquema aproximacion tiempo
* Tanjeta de datos 30 L
INCOND —  Indicador para condiciones iniciales
INCOND =0, Condiciones iniciales homogéneas (cero)
INCOND > 0, Condiciones iniciales no homogéneas
NTIME — Nuamero de pasos tiempo para el cual es vista la solucion
INTVL - Intervalos en los cuales se imprime la solucion
Brincar las tarjetas 31 y 32 si las condiciones iniciales son cero ( INCOND = 0 )
e Tarjeta de datos 31 :

{ GUO }- Arreglo de valores iniciales de las variables primarias

Brincar la tarjeta 32 para ecuaciones parabolicas ( ITEM=1)

s Tarjeta de datos 32
{ GU1 } - Arreglo de valores iniciales de la primera derivada en tiempo de

las variables primarias.

SOLUCION DEL PROBLEMA 1 CON AUXILIO
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DE UN PROGRAMA DE COMPUTADORA
FEM1DV2
Resolveremos el problema usando el elemento viga Euler — Bernoulli
(MODEL =3 NTYPE =0, IELEM = 0).
Ya que la carga es disconttnua, hacemos ICONT = 0. Se requieren por lo menos dos
elementos para el modelo del problema (NEM = 2).

Si consideramos EI = 1.0E6 (10°1b pié*) entonces:

GAK = ) BHE=£L
20+v) 6 1l+v H?

Para L./ H=10, Tenemos H = 1.0 debido a que L = 10 pies.

Para la seleccion v = 0.25 tenemos:
GAK=4EI/H® =4 x10°/b

Luego, usamos:
AX0=00, AX1=00, BXO(=EI)=1.0E6

BX1=00, CX0=00, CX1=0.0

0
La carga transversal distribuida es cero en el elemento 1,y es f(x )= —-12— (x-4)

en el elemento 2.
De aqui,
FX0=00, FX1=0.0, FX2 = 0.0 en el elemento 1
FXO0 = 66.666, FX1=-16.666, FX2 = 0.0 en el elemento 2.

Las coordenadas globales de los nodos y la matriz de conectividad, dependera de cada

elemento y de la geometria, obviamente,

Para el elemento viga Euler - Bernoulli , el nimero de nodos es siempre igual a 2

(NPE=2)

Las condiciones frontera para el problema son :
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Las condiciones frontera para el problema son :

w(0)=0, (%:“J]ﬁo =0, (V+kw) _, =0

“ Por lo tanto tenemos ( NSSV=0)
NSPV=2 ISPV(1,1)=1, ISPV{1.2)=1, VSPV(1)=0.0
ISPV (2,1)=1, ISPV(2,2)=2, VSPV (2)=0.0
NNBC=1, INBC(1,1)=3, INBC(1,2)=1
VNBC (1) (=K)=1,0E6 (ParaK/EI=1) y00(Parak=0.0
UREF (1)=0.0
En la tabla 6.3 se pueden observar los datos para el archivo de entrada para el

elemento Euler — Bernoulli, notar que ¢l elemento es un elemento cubico Hermite.
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207

ARCHIVO: DATOS DE ENTRADA

Problema l:Viga empotrada y apoyada en rescrte (ELEMENTO E-B;K=1.0E4)

o w

WO RN

S

AOQCHONB OO OF OF NODO

0

e i v e
-+ OO O C (=]
o

COQOWEOOOONS
oo

o O
[} o)

1.0E04

0.0

-16.666667 0.0

0.0

MODEL, NTYPE, ITEM

IELEM, NEM

ICONT, NPRNT

GLX (I}

NOD(1,J)

AX0, AX1l

BX0D, BX1l Datos para
CX0, X1 elemento 1
FX0, FX1l, FX2

GLX(I)

NOD (2,7}

AX0, A%l Datos para
BX0, BX1 elemento 2
CX0, CX1

FX0, FX1, FX2

NSEV

ISPV (1,J), vsEV(l)
ISPV(2,J), VSPV(2)

NSsV

NNEC (con resorte transversal)

Con los datos de archivo de entrada se procede a correr el programa obteniendo los

siguientes resultados:

**¥ ECHO OF THE INPUT DATA STARTS ***

Problema 1l:Viga empotrada y apovada en resorte (ELEMENTO E-B;K=1.0E4)

3
0
0

WH O PN

N =

O RFRFOMNDPOORORARNG

o

[= e el

0

(o]

=
)]

(& o ]
=
a

. 666657

=]

(=R il =g

COOWHE OOOQIMNI&
» o
Q

..
cao

[= e}
OO

1.0E04

0.0

-16.666667 0.0

c.0

MODEL, NTYPE, ITEM
ISLEM, NEM
CCNT, NP
GLX(I)
N@D(1,T)
AX0, AX1
BXQ, BX1 Datos para
cx0, CX1 elemento 1
FX0, FX1, FX2
GiX{I)
NOD (2, J)
AX0, ax1 Datos para
RX0, BX1 ¢lemento 2
CX0, CX1
FX0, FX1, FX2
NSPV
zspv(l,J), VSPV(1)
ISPV (2,J), VSPV(2)
NSsV
NNBC {con resorte transversal)



w¥%¥ FCHO OF THE INPUT DATA ENDS ks

OUTPUT FRCM PRCGRAM  FEMLDVZ.1 BY J. N. REDDY

Problema 1l:Viga empotrada y apcyada en resorte (ELEMENTC E-B;K=1.0E4)

**+ ANALYSIS OF MODEL 3, AND TYPE () PROBLEM #*+*#*

MODEL=1, NTYPE=0: A
MODEL=1, NTYPE=1: A
MODEL=1, NTYPES1: A
MODEL=2, NTYPE=0: A
MODEL=2, NTYPE=1: A
MODEL=2, NTYPE=2: A
MODEL=2, NTYPE>2: A Timoshenko PLATE (CIE)} problem
MODEL=3,NTYPE=0: A
MODEL=3,NTYPE>0: A
MODEL<4,NTYPE=0: A
MODEL=4, NTYPE=1: A
MODEL=4, NTYPE=2: A

Element type (0, Hermite,>0, Lagrange)..

No.
No.
No.
No.
No.
No.

(

of
of
of
of
of
of

see the code below)

problem descriked by MODEL EQ.
circular DISK (PLANE STRESS)
circular DISK (PLANE STRAIN)
Timoshenko BEAM (RIE) problem
Timoshenko PLATE (RIE) problem
Timoshenko BEAM (CIE) prcblem

Euler-Bernoull: BEAM problem
Euler-Bernoulli Circular plate
plane TRUSS problem
Euler-Bernoulli FRAME problem
Timoshenko (CIE) FRAME problem

deg. of freedom per node, NDF....
elements in the mesh, NEM........
total DOF in the model, NEQ......
specified primary DOF, NSPV......
specified secondary DOF, NSSV....
specified Newton B. C.: NNBC.....

Boundary information on primary variables:

1
1

1
2

.00000E+00
.00000E+00

Boundary information on mixed boundary cond.:

3

1

Properties

XA

AX0
BXO
Cc%0
FX0

Properties

XA

AXQ
BXQ
CX0
FX0

.10000E+05 .00000E+00
of Element = 1
.0000E+00 XB = .4000E+01
.000QE+00 AX1l = L.0000E+00
.1000E+07 BX1 = .0000E+00
.0000E+00 CX1 = .0000E+00
.0000E+Q0 FX1 = .Q000E+00

of Element = 2

.4000E+01 XB = .1000E+02
.0000E+00 AX1 = .0000E+00
.1000E+Q7 BX1 = .0000E~D0
.0000E+00 CX1 = ,0000E~00

.6667R+02 FX1 = =-.1667E+02

1

—opMOANMNO

FX2

" G000E+Q0

.0000E+Q0
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Element coefficient matrix, [ELK]:
.1875Q08+06 -.37500E+06 -.18750E+06 ~-.3750Q0E+06
-.37500E+06 .10000E+07 .37500E+06 -50000E+06
~.18750E+06 .37500E+06 . 18750E+06 .37500E406
-.37500E+06 .50000E+06 .37500E+06 -10000E+07
Element source vector, {ELF):
.00000E+Q0 .00000£+00 -00000E+00 -00000E+00
SOLUTION (values of PVs) at the NODES:
.00000E+00 .00000E+00 -.46272E-02 .19510E-02 -.16403E-C1
.16985E-02
X Deflect. Rotation B. Moment Shear Force
.00000E+00 .00000E+00 .00000E+00 ~.75969E+03 135978403
.50000E+CQ =-,92129E-04 .36285E-03 =-.69171E+03 .13597E+03
-100C0E+01 -.35718E-03 .69171E-03 -.62372E+03 .13597E+03
.15000E+01 -.77817E-03 .98657E-03 -.55574E+03 .13597E+03
.20000E+01 -.13381E-02 -12474E-02 -.48775E+03 .13597E+03
.2500QE+01 -,20200E-0z .14743E~02 -,41977E+403 .13597E+03
.30000E+01 -.28068E~-02 .16672E-02 ~,35178E+03 .13587E+03
.35000E+01  -.36815E-02 .18261E-02 -.28380E+03 .13597E+03
.40Q00E+01 ~-.46272E-02 .18510E-92 =-,21582E+03 .135978+03
.40000E+01 -.46272E-02 .19510E-02 -.95815E+02 .4596%E+02
.A47500E+01 -.61142E-02 .20099E-02 =-,61338E+02 .45969E+02
.55000E+01 ~.76357E-02 .20430E~02 =.26862E+02 .45969E+02
.62500E+01 ~.91722E-02 .20502E-02 . 76154E+01 .45969E+02
.70000E+01 =-.10705E-01 .20316E-02 -42092E+02 .45969E+02
.77500E+01 -.12213E-01 .18871E-02 . 76569E+02 .45969E+02
.85000E+01 ~.13679E-01 ,19187E-02 .11105SE+03 .45%69E+02
.92500E+01 -.15082E-01 .18205E-D2 -14552E+03 .453969E+02
.10000E+02 ~-.16403E-01 .16985E-02 .18000E+03 .45969E+02

El mismo problema se puede resolver considerando un elemento viga Timoshenko

MODEL=2, NTYPE=0, 6 2, [ELEM=1,203

AXO0(=GAK) = 4.0EG, AX1=0.0, BXO(=EI) = 1.0EG

BX1=0.0, CX0=0.0 CX1=0.0

Para el elemento viga Timoshenko, el numero de nodos depende del grado de

interpolacion (6 tipo de elemento) seleccionado: NPE = JELEM +1.



La tabla 6.4 muestra los datos de entrada para ¢l elemento Timoshenko el cual es

lineal Lagrange.

TABLA 6.4

ARCHIVO DE DATOS DE ENTRADA PROBLEMA 1 TIMOSHENKO

Problema 1:Viga empotrada vy apoyada en resorte (ELEMENTO TIM:K=1.0E4)

0 MODEL, NTYPE, ITEM
IELEM, NEM

ICONT, NPRNT

GLX (I)

NOD(1,J)

AXO, AX1

[ I ]
o

0.0 FX0, FX1l, ¥X2
0 GLX (I)
NoR (2,7)

OOOW}C—;QOQONJ:-
s OO OO

.
0o

: cx0, ¢x1
6.665667 -16.666667 0.0 FX0, FX1, FX2
NSPV

ISPV(1,J), VSPV(1)
ISPV{2,J), VSPV(2)
NSSV

WrHaOPRFEDND
N =
QO
oo

1 1.0E04 0.0 INBC(1,J), VNBC(1l}),

Alimentando estos datos en el programa de computadora FEM1DV2 obtenemos los

siguientes resultados:

*%% BCHO QF THE INPUT DATA STARTS **+*
Problema 1:Viga empotrada y apoyada en resorte (ELEMENTO TIM;

0 MODEL, NTYPE, ITEM
IELEM, NEM
ICONT, NPRNT
GLX(I)
NOD(1, J)

: AX0, BX1
3X0, BX1
cX0, CX%1

.0 FX0, FX1, FX2

GLX (1)
NOD (2, J)
AXQ, AX1
BX0, BX1
CX0, CX1

. 666567 ~16.666667 0.0 FX0, FX1, FX2

2 NSPV

[

o
o

()
o N

OSSO a o

- Qoo
o

S

(]
O
CoOoWREROOQOON®

o oo
ocQo

OO BN®OCOKF &HOKFNO

>

BX0, BX1 Datos para
CX0, CX1 elemento 1

AY0, AX1 Datos para
BXQ, BX1 elemento 2

UREF (1)

K=1.0E4)

Datos para
elemento 1

Datos para
elemento 2

210

NNBC {(con resorte transversal)
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1 i 0.0 ISPV (1l,J), VSPV(1)

1 2 0.0 ISPVi2,J3), VSPV(2)

0 NSSV

1 NNBC {con resorte transversal)
3 1 1.0E04 0.0 INBC(1,J), VNBC(Ll), UREF(1)

#¥x% FCHO QF THE INPUT DATA ENDS *k#*

OUTPUT FROM PROGRAM  FEMIDVZ.l BY J, N. REDDY

Problema l:Viga empotrada y apoyada en resorte (ELEMENTO TIM;K=1.0E4)

*xx ANALYSIS OF MODEL 2, AND TYPE 0 PROBLEM ***
{(see the code below)

MODEL=1, NTYPE=0:
MODEL=1, NTYPE=1:
MODEL=1,NTYPE>1:

A problem described by MODEL .EQ, 1
A circular DISK (PLANE STRESS)

A circular DISK (PLANE STRAIN)
MODEL=2, NTYPE=(: A Timoshenko BEAM (RIE) problem
MODEL=2,NTYPE=1: A Timoshenko PLATE (RIE) problem
MODEL=2,NTYPE=2: A Timoshenko BEAM (CIE) problem
MODEL=2,NTYPE>2: A Timoshenko PLATE {(CIE) problem
MODEL=3,NIYPE=0: A Euler-Bernoulli BEAM problem
MODEI=3,NTYPE>0: A EBuler-Bernoulli Circular plate
MQDEL=4, NTYPE=0: A plane TRUSS problem

MODEL=4, NTYPE=1: A Euler-Bernoulli FRAME problem
MODEL=4,NTYPE=2: A Timoshenko (CIE) FRAME problem

Element type (0, Hermite,>0, Lagrange)..=
No. of deg. of freedom per node, NDF....=
No. of elements in the mesh, NEM........ =
No. of total DOF in the model, NEQ......=
No. of specified primary DOF, NSBV...... =
No. of spec¢ified secondary DOF, NSSV....
No. of specified Newton B. C.: NNBC....,=

o

Boundary information on primary vaxriables:

1 1 .00000E+00
1 2 .0000Q0E+00

Boundary information on mixed houndary cond.:
3 1 .10000E+05 .00000E+00
Properties of Element = 1 ®
XA
AX0
BX0

CX0
FX0

-0000E+00Q XB
-40008407 AX1
.1000E+07 BX1
»0000E+00 X1
-0000E+00 X1

.4000E+01
.Q000E+00
.0000E+00
.0000E+0C
.0000E+Q0 FX2 = .0000E+00

b
LI | I}

Properties of Element = 2
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XA = .4000E+01 XB = .1000B+02
AXQ = .4000E+07 BX1 = .0000E+Q0
BX0 = .1000E+07 BX1l = .0000E+00
CX0 = .Q000E+00 CXl = .Q000FE+00
FX0 = .6667E+02 FX1 = -.1667E+02 FX2 = .0000E+00
Element coefficient matrix, [ELX)]:
.10000E+07 =-.200008+07 -.10000B+07 -.20000E+07
-.20000E+0Q7 .42500E+07 - .20000E+07 .37500E+07
-.10000E+07 .200008+07 .10000E+0Q7 .20000E+07
-.20000E+07 .37500E+07 . 20000E+07 .42500E+07
Element source vecteor, {ELF}:
.00000E+Q0 .00000E+00 .00000E+00 .00000E+00
SOLUTION (values of PVs) at the NODES:
.00000E+QQ .00000E+Q0 -,38273E-02 .18473E-02 -.16727E-01
.24364E-02
X Deflect. Rotation B. Moment Shear Force
-00000E+0D .00000E+00 .00000E+00 -.46182E+03 .38273E+04
+.50000E+00 -.47841E-03 .23091E-03 ~.46182E+03 .29036E+04
.10000E+Q1l -.95682E-03 .46182E-03 -.46182E+03 .188Q0E+04
.15000B+01 -.14352E-02 .69273E-03 -.46182E+03 .10564E+04
-20000E+4+01 ~.19136E-02 .92364E-03 -.46182E+03 .13273E+03
.25000E+01 -.23920E-02 .11545E-02 -.46182E+03 -.79091E+03
.30000E+01 ~-.28705E-02 .13855E-02 -.46182E+03 ~,17145E+04
.35000E+01 -.33489E-02 .16164E-02 ~.46182E+03 -.26382E+04
.40000E+01 -.38273E-02 .18473E~-02 -.46182E+03 -.35618E+04
.40Q00E+01 -.38273E-02 .1B473E-02 -.98182E+02 .12109E+04
.475008+01 -.,54398E-02 .18209E~02 -.98182E+02 .91636E+03
.55000E+01 ~.70523E-02 .19945E~02 -.98182E+02 .62182E+03
.62500E401 -.R6648E-02 .20682E-02 -.98182E+02 .32727E+03
.700Q0E+01 =-.10277E~-01 .21418E-02 -.98182E+02 .32727E+40Q02
. 775008401 -.11890E-01 .2215%E~02 -.98182E+02 -.26182E+03
.85000E+01 -.13502E-01 .22891E-02 -.98182E+02 -.55636R+03
.9Z2500E+01 -.151158-01 .236278-02 ~.98182E8+02 -.85091E+03
.10000E+02 -.16727E-01 .24364E-02 -,98182E+02 -.,11455E+04




Problema 2. La estructura bastidor mostrada en la figura 6.4, se analiza para fuerzas y

desplazamientos.

iP (b i) 4

_.‘._1__ 4—%
o
=2
1
I

I~

A8588¢

Figura 6.4 Geometria, carga y discretizacion del elemento finito de una estructura
plana; (a) geometria y carga: (b) discretizacion del elemento finito, namero de elementos

y fuerzas del elemento en [as coordenadas del elemento
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Ambos miembros de la estructura se hacen del mismo material (E) y tienen las
mismas propiedades geométricas (A,I). Las matrices de rigidez del elemento y vectores
fuerza en el sistema de coordenadas global (x, v,z) pueden calcularse de (4.59) y (4.60).

La geometria y propiedades del material de cada elemento son como sigue:

Elemento 1:

L= 144 pulg. A=10 pulg® [=10pulg® , cosa=00 , senax=1.0
E=10°% b/ pulg’ L:%P b pulg™

Elemento 2:
L=180pulg, A=10 pulg’, I=10pulg*, cosa=08, sena=06
E=100° b/ pulg’ i, =0

La carga F = 4P estd distributda , en el centro del elemento, en los nodos, de
acuerdo a (4.14).
La matriz de rigidez ensamblada y vectores fllerza, se obtienen mediante la
superposicion de las altimas tres hileras y columnas del elemento 1 en las primeras tres
raices y columnas del elemento 2; esto es, la submatriz 3 x 3 asociada con hileras y

columnas 4, 5 y 6 del elemento 1 y la submatriz 3 x 3 asociada con las raices y columnas

1, 2 y 3 del elemento 2, descansa en la matriz de rigidez global.

Las condiciones de frontera geométrica conocidas son:
U,=0, U,=0, U,=0, U,=0, U,=0, U,=0
Las condiciones frontera fuerza son:
0.+Q7 =0, Q;+0Q;=-2P, Qg+0;=0
Ya que los valores especificados de las condiciones frontera conocidas sobre las

variables primarias son cero, las ecuaciones condensadas para los grados de libertad de

los desplazamientos globales desconacidos son:
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03560 0.2666 -0,0178](U, 1
10°| 02666 08846 -~0.0148KU,={~4}P
~-0.0178 -0.0148 50000 {(U,| |48

Cuya solucion es:
U,=0839%x10"P (pulg), U, =-0.681x107*P (pulg)
U,=0961x10"*P (rad).

Las reacciones y fuerzas en cada miembro en las coordenadas globales, pueden

calcularse de las ecuaciones de elemento

b=l ki)
Las fuerzas b’} pueden transtormarse en las del sistema coordenado del elemento

por medio de (4.39).

bl

Obtenemos:

(4731 ) 1.458 )

0.725 -0.180

~10.900 21.550

L= P ,O%= Lp

') —4731 | o) 11458
1.275 ~0.180

| 50.450 [10.870 |

A continuacion veremos la solucion del problema 2 con auxilio de la computadora

usando el programa FEM1DV2 , considerando elemento Euler-Bernoulli.
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Consideremos la estructura bastidor de dos miembros mostrada en la figura 6.4

En este caso, MODEL =4, NTYPE = 1. Se obtiene una solucion exacta para todas las

estructuras bastidor con miembros de seccion transversal constante.

Los datos de archivo de entrada para este problema se muestran en 2 tabla 6.5

TABLA 6.5

ARCHIVO DE DATOS DE ENTRADA PROBLEMA 2 E-B

Problema 2 :Analisis de una estructura plana (Elemento E-B)

E
2
i

» .
o W O W

O WWWHFREPFPRANOOROOWO OB

0

1.0E6 144.0 10.0 10.0 0.0 1.0
-0.0138888 0.0 0.0 0.0 0.0
1.0Ee 180.0 10.0 10.0 0.8 0.6
0.0 -4.0 90.0 0.6 0.8
3

W W
coocooo
bOOCOO

-

o

~Z: 0

MODEL,
IELEM,
ICONT,
NEM
PR, SE, SL, SA, SI, CS, SN
HF, VF, PF, XB, CST, SNT
NOD (1, J)

NTYPE, ITEM
NEM
NPRNT

Igual para elemento 2

NSPV

ISPV, VSPV

NSsv
IsSsV, Vssv
NNBC

Con estos datos de entrada se procede a correr el programa obteniendo los siguientes

resultados;

**+ ECHO OF THE INPUT DATA STARTS #w#*

Problema 2 :Analisis de una estructura plana (Elemento E-B)

1
2
1

W

HHEP ONOOROOQOWOO.®
o w
[3¢]

0

1.0E6 144.0 10.0 10.0 0.0 1.0
-0.0138888 0,0 0.0 0.0 0.0

.

1.0E6 180.0 10.0 10.0 0.8 0.6
0.0
3

-4.0 90.0 0.6 0.8

—

[SI 8]
G oo
o o0

MODEL, NTYPE, ITEM
TELEM, NEM

ICONT, NPRNT

NEM

PR, SE,
HF, VF,
NOD(1,J)

SL, SA, SI,
PF, XB, CST,

Cs, SN
SNT

Igual para elemento 2

NSRV



3 3 0.0 ISPV, VSPV
2 2 0.0

3 3 0.0 —mmmmmmmmeees

i NSSV

2 2 -2.0 ISSV, vssv
0 NNBC

**** BCHO OF THE INPUT DATA ENDS #*x#=

OUTPUT FROM PROGRAM  FEMIDV2.1 BY J. N. REDDY

Problema 2 :Analisis de una estructura plana (Elemento E-B)

*x*x ANALYSIS OF MODEL 4, AND TYPE 1 PROBLEM **+*
{see the code below)

MODEL=1, NTYPE=0: A problem described by MODEL EQ. 1

MODEL=1,NTYPE=1: A circular DISK (PLANE STRESS)
MODEL=1,NTYPE>1l: A circular DISK (PLANE STRAIN)
MODEL=2,NTYPE=0: A Timoshenko BEAM (RIE) problem
MODEL=2,NTYPE=1: A Timoshenko PLATE (RIE) problem
MODEL=2,NTYPE=2: A Timoshenko BEAM (CIE) problem
MODEL=2, NTYPE>2: A Timoshenko PLATE (CIE) problem
MODEL=3,NTYPE=0: A Euler-Bernoulli BEAM prcblem
MODEL=3,NTYPE>(Q: A Euler-Bernoulli Circular plate
MODEL=4, NTYPE=0: A plane TRUSS problem
MODEL=4,NTYPE=1: A Euler-Bernoulli FRAME problem
MODEL=4,NTYPE=2: A Timoshenko (CIE) FRAME problem

Element type (0, Hermite,>0, Lagrange)..
No. of deg. of fresdom per node, NDF....
No. of elements in the mesh, NEM........
Ne. of total DOF in the model, NEQ......
No. of specified primary DOF, NSPV......
No. of specified secondary DQF, NSSV....
No. of specified Newton B. C.: NNBC.....

nw uwwmn

Boundary information on primary variables:

L L -0C0000E+00
1 2 .00000E+Q0Q
& 3 .00000E+00
3 L -00000E+00Q
3 2 .000Q0E+Q0
3 3 -00000E+00

Boundary information on secondary variables:

2 2 -.20000E+01

Element No. = 1

The poisson ratio, PR s sy &
Modulus of elasticity, SEuws s sese =
Length of the element, Blis o « i8S
Area of cross section, SR s sme =
Moment of inertia, STl eee ] e =
Cosine of orientation, CNevovions =

Sine of orientation, SN.swvovvnn

orrowbhwuo

.3000E400
.1000E407
.1440E+03
,1000E+02
.1000E+02
.0000E+00
.1000E+01
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Axial body force (constant), HF........

= -0000E+00
Transverse body force (cast),VF..... ee.- = =.1389E-01
Internal point force, PP oo wers = -00Q0E+0Q0
Location of PF from node 1, XB,....... = -0000E+00
Orientation of PF: cosine, C8T vars v = .Q000E+00
Orientation of PF: sine, ST vove wuer B .0000E+00
Nodal connectivity: NOD(I,J) .. = 1 2
Element No. = 2
The poisson ratio, PRuceiiwnns = .3000E+00Q
Modulus of elasticity, SE.e..... . = .1000E407
Length of the element, Shaews sans = .1800E+03
Area of cross section, 5 S . = .1000E+02
Moment of inertia, Bl e we .1000E+02
Cosine of orientation, EN. oo amis = .8000E+00
Sine of orientation, SN cvsene save .6000E+00
Axial body force (constant), KF....,... = .Q000E+00
Transverse boedy feorce (cnst) ,VF........ = .0000E+00
Internal peoint force, PF...vave. = =-,4000E+01
Location of PF from node 1, XB........ = .9000E+02
QOrientation of PF: cosine, BT ¢ s s 0 & .6000E+00
Orientation of PF: sine, ST, swse s = .8000E+0D0
Nodal connectivity: NOD(I,J).. = 2 3
Blement coeifficient matrix, [BLK]:
.401888+02 .00000E+00 .28935E+04 -.40188E+02 .00000E+0Q0
.28935E+04
.CO00CE+00 .69444E+05 . 00000R+00 .0D000E+00 =-.69444E+05
.G0000E+00
.28935E+04 .00000E+00 .27778E+06 -—,28935E+04 .00000E+00
.13889E+06
-.40188E+Q2 .00000E+00 =-.28935E+04  .40188E+02  .000QOE+CO
-.28935E+04
.0Q000E+Q0 -.69444E+05 .00000E+00 . 0D000E+00Q .69444E+05
-00Q00E+Q0
-28935E+04 .00000E+0Q .1388%E+06 -.28935E+04 ,00000E+00
.27778E+06
Element source vector, {ELF}:
. 99999E+00 .0C000E+0D .24000E+02 .99%99E+00 .00000E+00
-.24000E+02
SOLUTION (values of PVs) at the NODES:
.00000E+0Q0 .00000E+00Q .00000E+00 .83904F-04 -.68124E-04
.96098E-04 .00000E+00 .00000E+Q0 .00000E+00

§

Generalized forces in the element coordinates
(second line gives the results in the global coordinates)
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Ele Force, HI1

Force, ¥1 Moment, M1 Foxce, H2

Force, V2 Moment, M2

1

.4731E+01

.7253E+00

-.1090E+02

-.4731E+01

,1275E+01

.5045E+02



2

-.7253E+00

.4731E+01 -.10S0E+02
.2658E+01 -1420E+01 -.5045E+02
.12758+401 .2731E+01 ~.5045E+02
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-.1275E+01 -.4731E+01 .5045E+02
-.2583E+00 -1780E+01 .8287E+02
-.1275E+01 +1269E+01 .8287E+02

considerando MODEL=4, NTYPE=2

El problema 2 se resuelve también para elemento estructura Timoshenko,

La tabla 6.6 nos muesira los datos de archivo de entrada
TABLA 66
ARCHIVO DE DATOS DE ENTRADA PROBLEMA 2 TIMOSHENKO

Problema 2 :Analisis de una estructura plana (Elemento TIM)

ON}—'UUMO—‘I—'U—‘O’\IVOOHOPUOO.&

o W

oW

oo N

¥*x% ECHO OF THE INPUT DATA STARTS ***

0

1.0E6 144.0 10.0 10.0 0.0 1.0

-0.013g888 0.0 0.0 0.0 0.0

1.0E6 180.0 10.0 10.0 0.8 0.6

0.0 -4.0 50.0 0.6 0.8

3

1 0.0 ————— ~——
2 0.0

3 0.0

0.0

2 Q.0

3 0.0 r———————
2 L2480

MODEL, NTYPE,
IELEM, NEM
ICONT, NPRNT
NN

PR, 3E, SL, 5A, SI, CS, SN
HF, VF, PF, XB, CST, SNT
NoD (1, J)

ITEM

Igual para elemento 2

NSPV

ISPV, VSBV

NSSV
Issv, VssVv
NNBC

Con estos datos se corre el programa y se obtienen los siguientes resultados:

Problemz 2 :Analisis de una estructura plana (Elemento TIM)

HOOWoO oW,

=N

0

1.0E6 144.0 10.0 10.0 0.0 1.0

~0,0128888 0.0 0.0 0.0 0.0

MODEL, NTYPE, ITEM

IELEM, NEM

ICONT, NPRNT

NNM

PR, SE, SL, SA, SI, CS, SN
4F, VF, BPF, XB, CST, SNT
NOD(1,J)
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6.3 1.0E6 180.0 10.0 10.0 0.8 0.6

0.0 0.0 -4.0 90.0 0.6 0.8 Igual para elemento 2
2 3

6 NSBV

1 1 0.0 = e

1 2 0.0

1 3 0.0

3 1 0.0 ISPV, VSRV
3 z 0.0

3 3 0.0 e e ST

1 N3SV

2 2 -2.0 issv, Vssv
0 NNBC

**%x*x ECHO OF THE INPUT DATA ENDS **t**

OUTPUT FROM PROGRAM  FEMIDV2.1 BY J. N. REDDY

Problema 2 :Analisis de una estructura plana (Elemento TIM)

x** ANALYSIS Of MODEL 4, AND TYPE 2 PROBLEM **%
[see the code below)

MODEL=1,NTYPE=0: A problem described by MODEL EQ. 1
MODEL=1,NTYPE=1: A circular DISK {PLANE STRESS)
MODEL=1,NTYPE>1: A circular DISK (PLANE STRAIN)
MODEL=2,NTYPE=0: A Timoshenko BEAM (RIE) problem
MODEL=2, NTYPE=1: A Timoshenko PLATE (RIE) problem
MODEL=2,NTYPE=2: A Timoshenko BEAM (CIE) problem
MODEL=2,NTYPE>2: A Timoshenko PLATE (CIE) problem
MODEL=3,NTYPE=0: A Euler-Bernoulli BEAM problem
MODEL=3,NTYPE>0: A Euler-Bermoulli Circular plate
MODEL=4,NTYPE=0: A plane TRUSS problem
MODEL=4,NTYPE=1: A Euler-Bernculli FRAME pxroblem
MODEL=4,NTYPE=2: A Timoshenko (CIE) FRAME problem

Element type (0, Hermite,>0, Lagrange)..=
Nc. of deg. of freedom per node, NDF..,.
No. of elements in the mesh, NEM........
No. of total DOF in the model, NEQ.....
No. of specified primary DQF, NSPV......
No. of specified secondary DOF, NSSV....
No. of specified Newton B, C.: NNBC.,...=

"

L]

|

]
orHonwidhdWE

Boundary information on primary variables:

.Q0000E+00
.00000E+00
.0000CE+0O
.0000Q0E+00
-G0000E+00
.0000QE+00

W W
W o= W

Boundary infermation on secondary variables:

2 2 ~.20000E+01

Element Ne. = 1



The poisson ratio, PR........ = .3000E+00
Modulus of elasticity, 3] —— =  .1000E+07
Length of the element, 3 PR = .1440E+03
Area of cross section, BA- L sy = .1000E+02
Moment of inertia, S5Te w5 wwara = . 1L000E+02
Cosine of orientatioen, N 5§ fmea = -0000E+00
Sine of orientation, SN « 5 & wavn = .1000E+01
Axial body force (comstant), HF........ =  .000C8E+00
Transverse body force (cnst),VFe....... = =-_1389E-01
Internal point force, PEeswinas e = .0000E+00
location of PF from nede 1, XB...,..,.. = .0000E+00
Orientation of PF: cosine, E8Teiweis o o= = -0000CE+Q0
Orientation of PF: sine, SNT . v iveee = .0000E+00
Nodal connectivity: NOD(I,J).. = 1 2
Element No. = 2
The poisson ratio, PRz seeuzs = .3000E+00
Modulus of elasticity, 5] P = .1000E+07
Length of the element, SLis 4 2 2 vmioum = ,180QE+03
Area of cross sectioen, 57 ; GRS, = .1000E+02
Monent of inertia, 1 N —— . = .100QE+02
Cosine of orientation, EN.zs v vass = .8000E+00
Sine of corientation, SWNoo.mise 1« anme - .6000E+00
Axial body force {(constant), HF......--. = .C000E+00
Transverse body force (cnst),VF..... N .0000E+0Q
Internal point force, PF.vev--.+ = =.4000E+01
Location of PF from nede 1, XB........ = .9000E+02
Qrientation of PF: coesine, CHT o off » « - .6000E+00
Orientation of PF: sine, SNT . .feommg .8000E+00
Nodal connectivity: NOD(I,J).. = 2 3
Element coefficient matrix, [ELK]:
»22258E+05 .00000E+00 .16026E+07 =-,22258E+05 .000CQE+00
. 16028E+07
.00000E+00 .69444E+05 .00000E+00 .00000E+00 =-.69444E+05
.0000QE+00
.16026E+07 -.00000E+00 .11545E+09 -.16026E+07 ,Q0Q00E+Q0
.11532E+09
-.22258E+05 .00000E+00 ~.16026E+07 .22258E+05 .00C00E+00
-.16026E+07
.00000E+00 -.69444E+Q5 .00000E+00 .00000E+00 .69444E+05
.00000E+00
.16026E+07  .00000E+00  .11532E+09 =-.16026E+07  .00Q00E+00
-115458+08
Element source vector, (ELF}:
. 99839E+00Q .00000E+0Q .24000E+02 . 3999%E+00 .000CQE+00
-.24000E+02
SQLUTION (values of PVs) at the NODES:
.00000E+00 .00000E+00 .00000E+00 .28435E-04 -.44315E-04
.36241F-07 .00000E+Q0 .00000E+00 .00000E+00
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Generalized forces in the element coordinates

(second line gives the results in the global coordinates)

222

Ele Force, Hl1 Force, V1 Moment, M1 Force, H2 Porce, V2 Momeng, M2
1 -3077E+01 .1575E+01 -.6538E+02 -.3077E+01 .4252E+00 =_1738E+02
-+ 1575E+01 .3077E+01 -,6539E+02 -.4252E+00 .3077E+01 -.1738E+02

2 .8866E+00 .6069E+00 .1738E+02 .1413E+01 .2593E+01 .1614E+03
.4252E+00 .1077E+01 .1738E+02 ~.4252E+00 L2923E+01 .1614E+0Q03

Problema 3. Un puente esta soportado por varios pilares de concreto y la geometria y

cargas de un pilar tipico se muestran en la figura 6.5

Kz‘o kN m™*

& F 9

L
X

0.5m

1’.—...-...

4—-—-1.5m—-{

4

0.5m

Figura 6.5 Geometria y carga en el pilar de concreto del problema 3.



La carga 20 KN m ™ representa al peso del puente y una distribucién supuesta del
trafico sobre el puente. El concreto pesa aproximadamente 25 KN m™ y su modulo es
E=28x10° KN m™.Deseamos analizar el pilar para desplazamientos y fuerzas
usando el método del elemento finito. El pilar es realmente una estructura de tres
dimensiones, sin embargo, deseamos aproximar el campe de deformacion y esfuerzos en
un pilar como unidimensional.

A esto ultimo, representamos la fuerza distribuida en la parte supenior del pilar como
una fuerza de punto.

F=(05x05)20=5KN

El peso del concreto esta representado como la fuerza cuerpo por unidad

de longitud. La fuerza total a cualquier distancia x es igual al peso del concreto arriba

de este punto. El peso a una distancia x y el peso especifico del concreto:

w(x) =05

0'5+(0'25+0'5x)xx25.0= 6.25(1 + 0.5x)x

La fuerza cuerpo por unidad de longitud se calcula de :

f=—=625(1+x)=625+625x

Rl ¥

Esto completa la representacion de la carga del problema.

La ecuacidn diferencial que rige para el problema estd dada por : — %(EA %) = f(x)

con E=28x10°KN m™ y area de seccion transversal A(x) :

A(x)=(0.5+0.5x)0.5 = %(1 +x)

Por lo tanto:



d|1 ~du
—— | —E(l+x)— (=62
aEcL ( +x)dx] 5(1+x)
Sujeto a condiciones frontera:
1., \du
{ZE(l+x)E:1lm0:_5, u(2)=0

El modelo del elemento finito es:

&L= i)

donde;

dy’ dy;
K= FPEa Y 2
Yode g |

fr= 1 F o

Para la seleccion de las funciones interpolacion lineales:

= - x/f
p@= e ep= IS L vi=y el A=

3 %4

Tenemos:

Ky j.“E (I )("'*) dx‘« [1“’ (x, Txe—l)j|
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J’ "6.25(1+ x )y = 6251{ += (x,+,)+2x,}

Similarmente, otras componentes pueden evaluarse:

b i) 7]

et

Consideremos una malla de dos elementos con i, = A, =1m, tenemos:

EM15 -1 625 (3+1) [4.167
[K1]=_4{-1.5 1.5} R a3 {3+2} {5208}

»1_E} 25 =25 6.25(3+4) (7292
K ]_?[—2.5 2.5] A 6 {3+5} {3.333}

Las ecuaciones ensambladas son :

0375 -0375 00007 [U,) ([4.167 Q
E|-0375 1000 -0.625| {U,r=112.500% +{0;+0/
| 0.000 -0625 0625 | (U] [8333 0;

Las condiciones de frontera y equilibrio requieren:

U"=0 3 Q;+Q]2=0 > Q:-':SKN

>

Las ecuaciones condensadas son :
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2 It R S ool 0} =-06255U, -8.333
—0.375 1.000 [j2 - 12,501’ Ly = e 2 J33

y la solucion esta dada por:

U =2111x10°m , U,=1238x10°m , Q?=-30KN

Aqui los esfuerzos en el extremo empotrado estan dados por:

o,=0? 4A=-30/075=-40KN m™

La solucion exacta;

u(x)= i{ss.zs—s.zsﬁ +xf=75 ln[_lﬁﬂ

E 3

Los valores exactos de # en los nodos [ y 2 son :
u(0)=208x10"m,  u(1)=1225x10"° m
El modelo de cuatro elementos da 2.008x10° m y 1.228x10™ m, respectivamente,

La solucion del elemento finito no es exacta en los nodos debido a que a = £4 no es

constante en el problema.

El problema 3 se resolvera mediante el programa de computadora primeramente

considerando 4 elementos cuadraticos y después 8 elementos lineales.

La tabla 6.7 muestra los datos para el archivo de entrada para 4 elementos cuadraticos

los cuales serviran para correr el programa.



TABLA 6.7
ARCHIVO DE DATOS DE ENTRADA PROBLEMA 3 (4 EL.CUAD.)

Problema 3: Pilar de puente: 4 elementos cuadraticos

0 0 MODEL,NTYPE, ITEM

4 IELEM, NEM

ICONT, NPRIN

0.5 0.5 0.5 DX {I)
Ax0, AX1

BX0, BX1

CX0, CX1

X0, FX1l, FX2

NSPV

IspvV (I,L1),(I,2),VSPV(I)
NSSV

ISV (I,1),(I,2),VsSsSV(I)
NNBC

'
[@ R
2]
N
[ e O =
. e i Ag)ia
NOoO S 0
(]
=
[ea}

w
w
(=]
.

o

Py
o
.

o

ORFHWLUE OAOO 1O N
i N
N o O

fu

(4]

Los resultados que se obtienen al correr el programa se muestran a continuacion;

*+** ECHO OF THE INPUT DATA STARTS ***

Problema 3: Pilar de puente: 4 elementos cuadraticos

0 MODEL, NTYPE, ITEM
IELEM, NEM

ICONT, NPRTN

DX(I)

AX0, BX1

BX0, BX1

cX0, ¢X1

Fx0, F¥X1, FX2

NSRV

ISPV (I,1),(I,2),VSPV{I)
NSSV

Issv (I,1),(I,2),VsSsSV(I)
NNBC

QO
3,

0.5 0.5 0.5
QES

e e
N oo o O
2]
fe2}
oo
0 =\s
{3 I ov i =

ol
(52}
o
o

.

O FWKHONDO O NP
.
-
o
.
o

*¥%%% ECHO OF THE INPUT DATA ENDS ***+*

OUTPUT FROM PROGRAM FEM1DV2.1 BY J. N. REDDY

Problema 3: Pilar de puente: 4 elementos cuadraticos

**% ANALYSIS OF MODEL 1, AND TYPE O PROBLEM =**
(see the code below)

MODEL=1,NTYPE=0: A problem described by MODEL EQ. 1
MODEL=1,NTYPE=1: A circular DISK (PLANE STRESS)
MODEL=1,NTYPE>1: A circular DISK (PLANE STRAIN)
MODEL=2,NTYPE=0: A Timoshenko BEAM (RIE) problem
MODEL=2, NTYPE=1: A Timoshenko PLATE (RIE) prcblem
MODEL=2, NTYPE=2: A Timoshenko BEAM (CIE) probiem
MODRL=2, NTYPE>2: A Timoshenkc PLATE (CIE) problem
MODEL=3,NTYPE=0: A Euler-Bernoulli BEAM probiem
MODEL=3, NTYPE>Q; A Euler-Bernoulli Circular plate
MODEL=4, NTYPE=0: A plane TRUSS problem
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MODEL=4, NTYPE=1: A Euler-Bernoulli FRAME problem
MODEL=4,NTYPE=2: A Timoshenko (CIE) FRAME prcblem

Element type (0, Hermite,>0, Lagrange)..
No. of deg. of freedom per node, NDF....
No. of elements in the mesh, NEM........
No. of total DOF in the model, NEQ......
No. of specified primary DOF, NSPV......
No. of specified secondary DOF, NSSV....=
No. of specified Newton B. C.: NNBC

|

non

O WOSN

Boundary information on primatry variables:
9 L .00000E+00

Boundary information on secondary variables:
1 T .50000E+01

Global coordinates of the nodes, {(GLX}:

. 0C0QQ0E+Q0 .25000E+00 .50000E+00 .75000E+00 -10000E+01
.12500E401 -15000E+01 .17500E+01 -20000E+01

Coefficients cof the differential equation:

X0 = . 7000E+07 A1l = .7000E+07
BXO = .0000E+0C0 BX1 = .0000E+00
CX0 = .0000E+00 CX1l = .0COCE+00
FX0 = .62505+01 FXl = .6250E+01 FX2 = .0000E+00

Blement cocefficient matrix, [ELK]:
.36167E+08 -.42000E+08 .58333E+07
~.42000E+08 .93333E+G8 -.51333E+08
.58333E+07 -.51333B+08 .45500E+Q8
Element scurce vector, {RLF}:
.52083E+00 .26042E+01 -78125E+00
SOLUTION (values of PVs} at the NODES:

.20800E-05 -18847E-05 . 16924E-05 .14687=-05 .12247E-05
.95597E-06 .66268E-06 -34418E-06 .00000E+00

X P. Variable S. Variable

.00000E+00 .20800E-05 -,49493E+01
.62500E-01 .20352E-05 ~-.53854E+01

.12500E+00 .19885E~05 -.58364E+01
.18750E+00 -19426E-05 -.83023E+01
.25000E+00 .189478-05 -.67832E+01
.31250E+00 -18457E-08 -.72788E+01
.37500E+00 .17957E~05 =-.77895E+01
.43750E+00 .17445E~05 -.83151E+01
.S0000E+00 .16924E~05 -.B88556E+01

.50000E+00 .16924E~05 ~.88806E+01
.56250E+00 -16388E-05 -.94956E+01



.62500E+00

.6B750E+00

. 75000E+00
.81250E+00
.87500E+00
.83756E+00
.10000E+01
.10000E401
.10625E+01
.11250E+01
.11875E+01
.12500E+01
.13125E+01
.137508+01
.14375E+01
.15000E+01
.15000E+01
.15829E+01
.16250E+01
.16375E+01
.17500E401
.18125E+01
.18750E+01
.19375E+01
.20000E+01

.15838E-05
.15275E-05
.14697E-05
-14106E-05
.13500E-05
.12880E~05
«12247E-05
.12247E-Q05
-11598E-05
.10934E~05
-10254E-05
.95597E-06
.88495E-06
.81239E-06
. 73830E-06
.66268E-06
-B626BE-06
.58546E~-06
.50664E-06
-42621E-06
+34418E-06
.26054E-06
.17530E-Q6
.38452E-07
.00000E+00

-.10130E+02
-.10784r+02
-.11458E+402
-.12152E+02
-.128658+02
-.13597E+02
-14349E+02
.14360E+02
.151638+02
.15988E+02
.16835E+02
-.17703E+02
—.18593E+02
~.19504E+02
-.20437E+02
-.21391E+02
-.213%6E+02
.22391E+02
-,23408E+02
. 24450E+02
.25513E+02
.26598E+02
.27706R+02
~.28837E+02
~.299%0E+02

]
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Para el caso de 8 elementos lineales los datos de archivo de entrada se muestran en la

tabla 6.8 y a continuacion los resultados que se obtienen al correr el programa.

i3
1
1
0
7
0
0
6
1

9

.
-

TABLA 6.3

ARCHIVQ DE DATOS DE ENTRADA PROBLEMA 3 (8 EL. LIN.)

Problema 3: Pilar de puente: 8 elamentos lineales

0 0

1 0.0

(I,1), (I,2),VSPV(I)
1

1

1 5

(T,1),(1,2),VSSV(I)

0

0.25 0.25 0.25 0.2% 0.25

0.25

0.25

MODEL, NTYPE,
IELEM, NEM
ICONT, NPRTN
DX (1)
AXO,
BXO,
cxo,
FXO0,
NSPV
ISPV

ITEM

AX1
BX1
CX1

FX1, FX2

NSSV
Issv

NNBC
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#%% ECHO Of THE INPUT DATA STARTS *¥x*

problema 3: Pilar de puente: 8 elementos lineales

1 0 o MODEL, NTYPE, ITEM

1 8 IELEM, NEM

1 1 ICONT, NPRTN

0.0 0.25 0.25 0.25 0.25 0.25 0,25 0.25 0.25 DX{(I)

7.0E6 7.0E6 AX0, AX1

0.0 0.0 BX0, BX1

0.0 0.0 Ccx0, cx1

6,25 6.25 0.0 F%0, FX1, FX2

1 NSPV

Q 1 0.0 ISPV
(I,1),(1,2),VSEV(I)

1 NSSV

1 1 5 ISSV
(I,1),(1,2),V3sV{(I)

0 KNBC

x*x* ECHO OF THE INPUT DATA ENDS *#***

OUTPUT FROM PROGRAM ~ FEM1DV2.1 BY J. N. REDDY

Problema 3: Pilar de puente: 8 elementos lineales

*%% ANATYSIS OF MODEL 1, AND TYPE O PROBLEM **=*
(see the code below)

MODEL=1, NTYPE=0:
MODEL=1, NTYPE=1:
MODEL=1, NTYPE>1:
MODEL=2, NTYPE=0:
MODEL=2, NTYPE=1:
MODEL=2, NTYPE=2:

A proeblem described by MODEL EQ. 1
A
A
A
A
A
MODEL=2,NTYPE>2: A
A
A
A
A
A

circular DISK (PLANE STRESS)
¢ircular DISK (PLANE STRAIN)
Timoshenko BEAM (RIE) problem
Timoshenko PLATE (RIE) problem
Timoshenko BREAM (CIE) problem
Timoshenkc PLATE (CIE) problem
Euler-Bernoulli BEAM problem
Euler-Bernoulli Circular plate
plane TRUSS problem
Euler~Bernoulli FRAME problem
Timoshenko (CIE) FRAME problem

MODEL=3, NTYPE=0:
MODEL=3, NI'YPE>0:
MODEL=4, NTYPE=0:
MODEL=4, NTYPE=1:
MODEL=4, NTYPE=2:

Element type (0, Hermite,>0, Lagrange)..

No.
No.
No.
No.
No.
No.

of
of
of
of
of
of

deg. of freedom per node, NDF....
elements in the mesh, NEM,.......
total DOF in the model, NEQ......
specified primary DOF, NSBV....,.
specified secondary DOF, NSSV....
specified Newton B, C.:

a

i

Boundary information on primary variables:

9

1

-00000E+00

Boundary information on secondary variables:

1

Global coordinates of the nodes,

1

.00000E+00

.50000E+01

.25000E+0Q0

{GLX}:

.50000E+00

. 75000E+00

R SRR

,100008+01



. 125008401

.15000E+01
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. 17500E+0L .20000E+01

Coefficients of the differential equation:

A

AX0
BXO
CX0
FX0

Ir

Element coefficient matrix,

.31500E8+08
-.31500E+08

Element source
.84635E+00

SQLUTION (valwes

.70Q0E+07
.00C0E+0QQ
,0000E+00
.6250E+01

-.31500E+08
.31500E+08

AX1 = .7000E+07

BX1 = .0000E+00

cxX1l = .0000E+00D =

FX1 = +6250E+01 FX2 = .0000E+0Q0
[ELK] :

vector, {ELF}:

.91146E+00Q

of PVs} at the NODES:

.20819E-05 .18963E-05 .16937E~05 .14708E~05 .12255E-05
.95657E-06 .6630Q7E-06 .34436E-06 .00000E+00
X P. Variable S. Variable
.00000E+00 L,20819E-05% -.51968E+01
.31250E-01 .20587E-05 -.53592E+01
.B62500E-01 ~20355E-05 -.55216E+01
.93750E-01 .20123E-05 -.56840E+01
<12500E+00 -18881E-05 ~-,58464E+01
. 15625E+00 .19659E-05 -.60088E+01
, 18750QE+00 .19427B-05 -.61712E+01
.21875E+00 .19195E-05 -.63336E+01
.2500QE+Q0Q .18963E-05 -.54959E+01
-25000E+00 .18963E-05 ~.,70904E+01
.28125E+00 .18710E-05 ~.72677E+C1
.31250E+00 .184578-05 -.74450E+01
-34375E+Q0 .18204E-05 -.76222E+01
.37500E+00 .17950B~05 -.77995E+01
.40625E+00 .17697E-05 -.79767E+01
.43750E+00 .17444p-05 ~.B1540E+01
.46875E+00Q «17191E-05 ~-.83313E+01
.50000E+00 -16937E~05 -.3850858+01
.50000E+00 .16937E-05 -.93630E+01
.53125E+00 .16659E-05 -,95580E+01
.56250E+00 .16380E-05 ~-.97531E+01
.59375E+00 .16101E-05 -.99482E+01
.62500E+00 -15823E-05 -.10143E+02
.65625E+00 .15544F-05 -.10338E+02
.68750E+00 .15285E-05 -.10533E+02
.71875E+00 .14987E-05 ~-.10728E+02
. 75000E+00 .14708E-05 -.10823E+02
.75000E+00 .14708E~-05 -,1201%E+02
.78125E+00 .14402E-05 -.12234E+02
.B1250E+00 .14095E-05 ~.12448E+02
.84375E+00 .13788E-05 ~.12663E+02
.87500E+00 .13482E-05 -.12878BE+02
. 90625E+00 L13175E-05 -.13092E+02
.93750E+00 .12868E-08 -.13307E+02
.26875E+00 .12562E-05 -.13521E+02



.1C000E+01
.10000E+01
.10313E+01
. 106258401
.10938E+01
.11250E+01
.11563E+01
-118758+01
.12188E+01
.12500E+01

-12500E+01 -

.12813E+01
- L31Z25E+01
.13438E+01
.13750E+01
.14063E+01]
-14375E+01
.14688E+01
.15000E+01
-15000E+01
+15313E+01
.15625E+01
.15838E+01
-16250E+01
.16563E+01
.16875E+01
.17188E+01
.17500E+01
-17500E5+01
.17813E+01
.18125E+01
.18438E+01
+18750E+01
. 19063E+01
-19375E+01
.12688E+C1
.20000E+01

.12255E-05
.12255E-05
.11919E-05
.11583E-05
.11247E-05
.109108-05
.10574E-05
.102385-05
.99019E-06
.95657E-06
.95657E-06
.91988E-06
.883208-06
.84651E-06
.80982E-06
.77313E-06
.73644E-06
. 69975E-06
.66307E-06
.66307E~06
.62323E-06
.58339E-06
.54355E~06
.50371E-06
.46388E~06
.42404E-06
.38420E-06
.34436E-06
.34436E~06
.30132E-06
.25827E-06
.21523E-06
.17218E-06
.12914E-06
.86091E-07
.43046E-07
.00000E+00

~.13736E+02
-, 15061E+02
-.15297E+02
-.15532E+02
-.13767E+02
~.16003E+02
-.16238E+02
-.16473E+02
-.16709E+02
~-.16944E+02
-.18491E+02
-.18748E+02
-.19005E+02
-.19261E+402
—-.19518E+02
-,19775E+02
-.20032E+02
-.20289E+02
-.20546E+02
—.22309E+02
-.22588E+02
-.22867E+02
~.23146E4+02
-.23424E+02
-.23703E+02
-.23982E+02
-.24261E+02
~.245408+G2
-.26516E+02
-.26817E+02
-,2711%E+02
-.27420E+02
-.27721E+02
-.28023E+02
-.28324E+02
-.28625E+02
-.28927E+02

232
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CAPITULO 7

CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

En una simulacién numérica de un proceso fisico, empleamos un método numérico y
una computadora para evaluar un modelo matematico del proceso. El método del
elemento fimto es una técnica numérica efectiva disefiada para evaluar procesos fisicos
complejos.

Para resolver un problema, como se ha visto, se debe representar el dominio del
problema con un conjunto de subdominios (elementos finitos), formando €l conjunto de
ellos una malla .

El proceso fisico sobre cada elemento finito se aproxima con funciones polinomiales
y ecuaciones algebraicas que relacionan cantidades fisicas en nodos del elemento que se
analiza.

De aqui, se procede a ensamblar las ecuaciongs usando la continuidad y / o ¢l balance
de las cantidades fisicas.

Se debe buscar una solucion aproximada # de la forma:

n n
U= Z”j% +ch ¢;
=

j:l
Donde #, representa a los valores de « en los nodos del elemento, y; son las
funciones interpolacion, ¢; son los coeficientes sin nodo, y ¢, son las funciones

aproximacion asociadas.
Se requiere de un mimero suficiente de ecuaciones para obtener los coeficientes no

determinados ¢, y u;.



Por esta razon es necesario un procedimiento como el de la integral pesada de la
ecuacion diferencial que rige.

Pueden ser mas de un elemento finito % en un mismo probiema, el tipo de modelo
depende de las ecuaciones diferenciales y métodos usados para obtener los coeficientes
no determinados sobre un elemento.

La integral pesada se requiere para genérar las ecuaciones algebraicas para resolver

los parametros ¢, en la solucion aproximada. Esto equivale a minimizar el error en la

aproximacion de la ecuacion diferencial en sentido de integral pesada.

Es necesario seguir el procedimiento de los tres pasos para obtener la forma débil de
una ecuacién diferencial y para obtener las ecuaciones algebréicas en funcion de los
parametros desconocidos de la solucién aproximada, lo que se traté en el capitulo dos se
considera como el corazon del método del elemento finito.

Los métodos variacionales presentados son un medio sencillo para encontrar
soluciones aproximadas continuas en problemas fisicos, las cuales son funciones
continuas de posicion en el dominioc.

Encuentro una desventaja de los métodos variacionales con respecto a los métodos de
diferencia finita tradicionales, la dificultad para seleccionar las funciones aproximacion
no existe un procedimiento inico para construirlas sobre todo cuando el dominio es
geométricamente complejo y / o las condiciones frontera son complicadas.

Los métodos variacionales proveen un medio potente para encontrar soluciones
aproximadas para la construccion de las funciones aproximacion que dependen de la
ecuacion diferencial a ser resuelta y no de las condiciones frontera del problema. Un
problema difiere de otro solo en los datos y por ésta razon se puede usar un programa de
propdsito general,

Una vez construida la region, las funciones se pueden representar con formas
geométricas simples, de modo que sea maés sencilla la construccion de las funciones
aproxumacion,

En el metodo del elemento finito, se debe discretizar un dominio mediante
representaciones geométricas simples en cada elemento, para formular la ecuacién que
rige usando cualquier método variacional. Se generan las funciones aproximacion

sistematicamente usando las condiciones de frontera esencial, se conectan los elementos
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imponiendo la continuidad de las variables dependientes a través de los limites del inter
elemento.
El modelo del elemento finito, se desarrolla siguiendo tres pasos:

1. Formulacion débil de la ecuacion diferencial en un elemento.

N

Interpolar las variables primarias de la forma débil.

Formular el elemento finito sobre un elemento tipico.

G

Las variables primarias deben ser continuas en el dominio, incluyendo los nodos

conexion de los elementos.. Se identifican con la forma débil.

Las funciones interpolacion requieren continuidad e independencia lineal. Con el
método del elemento finito, se sustituye la interpolacién de la variable primarta en la
forma débil de la ecuacion diferencial,

Las variables secundarias se pueden calcular usando las ecuaciones algebraicas de la
malla del elemento finito (ecuaciones condensadas) & por interpolacién del elemento
finito.

Las variables secundarias calculadas, usando elementos lineales Lagrange son
elementos constantes, y son elementos lineales para elementos cuadraticos Lagrange .

En la aplicacion del método del elemento finito a problemas en mecanica de
materiales enuna dimension, la teoria de vigas clasica, se rige por una ecuacion
diferencial de cuarto orden y asi la forma débil contiene en las variables primarias la
deflexion transversal y su primera derivada. Para imponer la continuidad se necesita la
interpolacion Hermite de la deflexion transversal y su derivada en los nodos entre los
elementos.

En la teoria de viga de Timoshenko, hay dos ecuaciones de segundo orden que
gobiernan la deflexion transversal y [a rotacion. La forma débil necesita de la
interpolacion de Lagrange de la deflexion transversal y de la rotacion.

El grado de interpolacion para la rotacion es uno menos que para la deflexion porque
la funcion rotacion es la negativa de la deflexion transversal (derivada). La interpolacion
de las variables es la interpolacién consistente.

La interpolacién consistente con aproximacion lineal en la rotacion y la interpolacion

cuadratica de la deflexidn transversal dan la misma matriz de rigidez que la obtenida con
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un elemento de integracion reducida con aproximacion lineal de la rotacion y de la
deflexion.

Sin embargo, el vector carga del elemento de interpolacion consistente para una carga
transversal distribuida uniformemente, es igual a la del elemento cibico Hermite de la
teoria de viga clasica.

Un elemento estructura, s un elemento barra que tiene cargas axiales solamente y
orientada un angulo desde el eje horizontal. (el eje global x se toma como horizontal), Se
modifica agregando columnas e hileras de ceros correspondientes a los desplazamientos
(axial y transversal) asi que tiene dos grados de libertad por nodo.

El elemento estructura plana tiene dos grados de libertad por nodo (desplazamientos
horizontal y vertical) y lleva solo cargas axiales.

El elemento bastidor tiene tres grados de libertad (desplazamiento axial, deflexion
transversal y rotacion alrededor de las coordenadas transversal y axial). Esta orientado
en un angulo desde la posicion horizontal y las ecuaciones se obtienen transformando
sus ecuaciones a coordenadas locales.

Después de haber hecho un anélisis detallado en cuanto a los tipos de errores de
aproximacion del elemento finito, de ecuaciones diferenciales y sus mediciones para
ecuacion diferencial de segundo orden simple, se llega a la conclusion de que las
ecuaciones diferenciales con coeficientes constantes son exactas en los nodos. Sin
embargo, esto no se mantiene para ecuaciones diferenciales de segundo orden acopladas
con coeficientes constartes.

Del capitulo 6 se deduce que, €l uso de un programa de computadora como el descrito,,
es una herramienta computacional importante dada la simplicidad en su implementacion
para la solucion de probiemas de mecanica de materiales en una dimension y la rapidez
con que se [leva a cabo el proceso de solucion aproximada.

El trabajo aqui presentado es solamente un predmbulo para la implementacion del
método del elemento finito a problemas en dos y tres dimensiones ast como para
aplicarlo a otros campos como mecanica de fluidos, transferencia de calor etc.

He de reconocer que la elaboracion de la tesis ha requerido de mucha dedicacion y
estudio, en cuanto a la aplicacion de Jas matematicas diferenciales e integrales asi como

del analisis vectorial basicamente, luego, para la comprension del método , sus
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aplicaciones, el uso de sistemas computacionales para facilitar ¢l proceso. Razén por la
cual recomiendo, a quien desee aplicario en la solucion a problemas en los campos
anteriormente descritos prepararse adecuadamente en los aspectos matematicos, en el

tema y en sistemas de computacion, para que pueda encontrar las ventajas que ofrece

éste método como una alternativa de solucién de problemas.
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CAPITULO 11

APENDICE

GLOSARIO DE TERMINOS USADOS EN EL METODO DEL ELEMENTO
FINITO

Convergencia.- Exactitud conforme se incremente el nimero de elementos en la
malla,

Componente de rigidez.- Fuerza causada por un desplazamiento unitario aplicado.

Condicién de frontera esencial (EBC).- Especificacion de la variable primaria en la
frontera.

Condicion de frontera natural (NBC).~ Especificacion de las variables secundarias
en
la frontera.

Condiciones de frontera homogeneas.- Cuando los valores especificados son cero
4, =0 6 0, =0

Condiciones de frontera no homogeneas.- Cuando los valores especificados son

diferentes de cero w, # 0, 0, #0

Conectividad del elemento - Nimero de nodos que limitan al elemento.

DEM .- Método del elemento discreto donde los elementos individuales pueden tener
movimientos finitos.

Discretizacion - El dominio del problema es dividido en regiones mas pequeiias. Es

la
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Preparacion de un archivo de entrada que contenga:
(1).- Coordenadas de todos los puntos nodales.
(2).- Tipos de elementos.
(3).- Conectividad de eiementos. i
(4).- Elementos constantes aplicables.
(5).- Propiedades del material.

Dominio (2) .- Conjuato de puntos en el espacio, con la propiedad de que si P es un
punto en el dominio, entonces todos Jos puntos cierran hacia P, perteneciendo al
dominio,

Dominio comvexo.- Cuando dos puntos cualesquiera del dominio se pueden unir con
una linea tendida completamente dentro de €l

Ecuaciones consistentes - Son las que no tienen solucién.

Elemento finito.- Dominio en miniatura (subdominio), desde el cual se pueden
obtener
una serie de ecuaciones algebriicas para las incognitas nodales.

Ensamble de matriz de rigidez global. Se refiere a la suma de las rigideces de los
elementos individuales, cuando se calculan en el sistema de coordenadas global.

Exactitud de la solucién.-~ Diferencia entre la solucion exacta y la solucién del
elemento finito

Forma débil de una ecunacion diferencial.- Es una exposicion de integral pesada de
una ecuacion diferencial en la que la diferenciacion se distribuye entre las variables
depen- dependientes vy la funcion peso e incluye
las condiciones frontera naturales del problema. Se conoce también como “ forma

variacional”.
Frontera de un dominio ( I" ) .- Serie de puntos tal que, en cualquier cercania de

esos
puntos, hay puntos que pertenecen al dominio y puntos que no. Los puntos en la frontera

no corresponden al dominio.

Funcional.- Expresion integral de la forma [ (u) = JjF (x,u,u’}tr

du
=== 1:——
u—a(x), u
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Donde el integrando 7 (x,u,u') es una funcién dada de los argumentos :

du
d

X0,

Funcional bilineal.- Funcional lineal en cada uno de sus argumentos ¥y v
Forma bilineal simétrica - Cuando B{u,v)= B(v,u)
Grado de libertad (DOF).- Se refiere a las incognitas a resolver para un problema,

las
cuales dependen de la manera de modelar el problema.

Integral pesada.- Procedimiento para dar lugar a un nimero necesario y suficiente

de

ecuaciones para los coeficientes no determinados, ¢, y u;
Malla del elemento finito. Conjunto de elementos finitos.
Malla uniforme.- Todos los ¢lementos son de igual longitud.

Malla no uniforme.- Los elementos son de diferente longitud.
Matriz bandeada.- Todos los términos de la matriz estan colocados alrededor de la dia-

gonal principal.
Matriz de elasticidad [D].- Es una propiedad del material del elemento.
Matriz de rigidez [B] .- Es una propiedad de la forma de| elemento. En mecanica de
materiales expresa ecuaciones esfuerzo- deformacion. Es la matriz de las derivadas de
las funciones interpolacion, por lo cual recibe el nombre de matriz gradiente.
Matriz simétrica.- Implica que la matriz es cuadrada, significa que X, , =K,
Método variacional de aproximacion.- Método que sirve para obtener una solucion

aproximada en la forma de una combinacion lineal de funciones aproximacién ¢, ,

conve-

niente y parametros ¢, no determinados.

Z j Cj¢j ;

Nados.- Puntos de conexion de unos elementos con otros.

RIE - Elemento de integracion reducida.
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Simbole variacional.- Operador & en el cambio &V, donde & es una constante y v

es una funcién : Su=av

Singularidad de [K].- Significa que la ecuacion (&} = {/} no se resuelve como

tal
ya que la matriz [K | tiene un determinante cero.

Variable primaria PV .- Es la variable dependiente de un problema, expresada en la
misma forma que la funcion peso que aparece en el término frontera

Variables secundarias SV .- Son los coeficientes de 12 funcién peso v sus derivadas

en
las expresiones frontera. Siempre tienen significado fisico.
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