CAPITULO 1

INTRODUCCION

1.1.Comentarios Generales:

Virtualmente, cada fendmeno en la naturaleza sea bioldgico, geoldgico o mecanico,
se puede describir con ayuda de las leyes de la Fisica en términos de ecuaciones
algebraicas, diferenciales 6 integrales, relacionando diversas cantidades de interés. Para
determinar la concentracién de esfuerzos en un recipiente a presidn, con agujeros
impares, numerosos refuerzos y sujeto a cargas mecanicas, térmicas y/o aerodinamicas,
para encontrar la contaminacion en el agua del mar é en la atmosfera, en la simulacidon
del estado del tiempo para entender y predecir los mecanismos de formacidén de
tornados y tormentas, son unos cuantos ejemplos de muchos problemas practicos

importantes.

La mayoria de los Ingenteros y Cientificos que estudian los fendémenaos fisicos estan
implicados en dos tareas principales:
1. La formulacion matematica de los procesos fisicos.

2. El analisis numeérico del modelo matematico.

La formulacion matematica de un proceso fisico requiere de las leyes de la Fisica y

ademas, ciertas herramientas matematicas, la formulacién consiste en exposiciones



. matematicas, a mepudo ecuaciones diferenciales que relacionan cantidades de interés
para el entendimiento y/o disefio de procesos fisicos. El desarrollo del modelo
matematico de un proceso se obtiene a través de suposiciones referentes a como trabaja
el proceso. En una simulacion numérica, usamos un método numeérico y una

computadora para evaluar el modelo matematico y estimar las caracteristicas del

" proceso.

Mientras que la derivaciéon de las ecuaciones que rigen para la mayoria de los
problemas no es dificil, su solucion por métodos exactos de analisis es una enorme tarea.
En tales casos, métodos de analisis aproximados proveen medios alternativos de
solucion, tales como los métodos de Rayleigh- Ritz 6 Galerkin.

En la aproximacion de diferencia finita de una ecuacion diferencial, las derivadas se
reemplazan por cocientes diferentes (6 la funcién se expande en una serie Taylor) que
involucran los valores de la solucion en puntos de malla discretos del dominio. Las
ecuaciones algebraicas que resultan se resuelven, luego de imponer las condiciones de
frontera, para los valores de la solucion en los puntos de la malla.

En la solucién de una ecuacion diferencial por el método variacional, la ecuacion se

pone en una forma equivalente, la integral pesada y luego la solucion aproximada sobre
el dominio se supone que es una combinacion (2 ,C @ j) de funciones aproximacion
¢ ,; escogidas apropiadamente y coeficientes no determinados, ¢,.

Los coeficientes c;, se determinan de modo que la exposicion de la integral

equivalente a la ecuacidn diferencial original se satisfaga.

Los diferentes meétodos variacionales, por ejemplo: Rayleigh-Ritz, Galerkin y el
método de cuadrados minimos difieren uno del otro en la seleccidn de la forma integral,
funciones peso, y/o funciones de aproximacion. Tienen la desventaja de que las
funciones de aproximacion para problemas con dominio arbitrario son dificiles de
construir.

El método del elemento finito supera la desventaja de los métodos variacionales

tradicionales mediante un procedimiento sistematico para la derivacion de las funcicnes



de aproximacion, en subregiones del dominio. El1 método se basa en tres caracteristicas
que los hacen superior a los demas métodos:

Primero, un dominio geométricamente compiejo del problema se representa como un
conjunto de sudominios geométricamente simples llamados elementos finitos. Segundo,
sobre cada elemento finito, las funciones de aproximacion se derivan bajo la idea basica
de gue cualquier funcién continua puede ser representada por una combinacidn lineal de
polinomios algebraicos. Tercero,se obtienen relaciones aigebraicas entre los coeficientes
no determinados (valores nodales) satisfaciendo las ecuaciones que rigen, a menudo en
un sentido de integral pesada, sobre cada elemento. Por lo tanto meétodo del elemento
finito puede verse en particular, como una aplicacién habil de los métodos Rayleigh-
Ritz 6 residuo pesado. En él, las funciones aproximacion son a menudo consideradas
como polinomios algebraicos y los pardmetros no determinados representan los valores
de la solucion de un numero finito de puntos preseleccionados, llamados nodos, en la
frontera y en el interior del elemento. Las funciones aproximacién se derivan usando los
conceptos de la teoria de la interpolacion, y son por lo tanto, llamados funciones
interpolacion. Encuentra uno que el grado de ias funciones de interpolacién depende del

nmimero de nodos en el elemento y del orden de la ecuacidn diferencial a resolverse.

1.2. ANTECEDENTES HISTORICOS:

La idea de representar un dominio dado, como un conjunto de partes discretas no es
solamente hacia el elemento fimito. El valor de 7 fue estimado por los antiguos
matematicos, considerando que el perimetro de un poligono inscrito en un circulo se
aproxima a la circunferencia del ultimo. Ellos predijeron el valor de 7 con
aproximacién de casi 40 digitos, representando el circulo como un poligono de un
numero finitamente grande de nimero de lados. En los tiempos modernos, la idea
encontro aplicacion en el analisis estructural de aeronaves, donde, por ejemplo, alas y
fuselaje son tratados como ensambles de largueros, revestimiento y paneles de corte. En
1941, Hrenikoff introdujo el llamado método armazon, en el cual, un medio eldstico
plano se representd como un conjunto de barras y vigas. Courant en 1943 usd un

ensamble de elementos triangular y el principio de minima energia potencial total para



ensamble de elementos triangular y el principio de minima energia potencial total para
estudiar el problema de torsion de St. Venant. Aunque ciertas caracteristicas del
elemento finito fueron encontradas en los trabajos de Hrenikoff en 1941 y Courant en
1943, su formal presentacion se atribuye a Kelsey en1960 y a Tumer, Clough, Martin y
Topp en 1956. El término elemento finito fue usado primero por Clough en 1960. Desde
su insercién, la literatura sobre aplicaciones de elementc finitc ha crecido
exponencialmente, hoy en dia hay numerosos trabajos dedicados a la teoria y la

aplicacion del métedo.
1.3 EL CONCEPTO BASICO DEL METODO DEL ELEMENTO FINITO
COMENTARIOS GENERALES

La mayor caracteristica distintiva del método del elemento finito que la separa de los
otros es la divisién de un dominio dado en una serie de subdominios simples, llamados
elementos finitos. Cualquier forma geométrica que permita el calculo de la solucion o su
aproximacion, 6 provea de relaciones necesarias entre los valores de la solucion en
puntos elegidos, llamados nodos, del subdominio, se califican como un elemento finito.
Otras caracteristicas del método incluyen la basqueda continua de (a menudo
polinomios) aproximaciones de la solucidn sobre cada elemento en términos de unos
valores nodales, y ensamble de ecuaciones de elemento imponiendo la continuidad de la
solucion en el inter elemento y el balance de fuerzas del inter elemento. Las ideas
basicas del método del elemento finito se introducen via dos ejemplos simpies:

1. Determinacién de la circunferencia de un circulo usando un nimero finito de

segmentos de linea.

2 Determinacion del centro de masa (6 gravedad) de un cuerpo irregular.

El primer ejemplo es una expansion de un articulo escrito por el autor en 1978 por
una revista estudiantil en la Universidad de Oklahoma. Las ideas expresadas en el

segundo fueron encontradas en libros de estatica de cuerpos rigidos.

Aproximacion de [a circunferencia de un circulo.



Considérese el problema de determinar el perimetro de un circulo de radio R (ver fig.
1.1a). Los antiguos mateméticos estimaron el valor de la circunferencia por
aproximacién, mediante segmentos de linea cuyas longitudes eran medibles. El valor
aproximado de la circunferencia es obtenido sumando las longitudes de los segmentos
de linea usados para representarla. Aunque este es un ejemplo trivial, ilustra varias ideas
y pasos involucrados en el analisis del elemento finito de un problema. Nosotros
planeamos en los pasos involucrados en el calculo un valor aproximado de la
circunferencia del circulo. Haciéndolo asi introducimos ciertos términos que se usan en

el andlisis del elemento finito de cualquier problema.

@

Elements

/ \\ Nodo Figura 1.1* Aproximacion de la

/ circunferencia de un circulo
mediante elementos linea

© Circulo de radio R.

Mallas uniforme y no uniforme

usadas para representar la

circunferencia del circulo.

Un elemento tipico

Discretizacion del elemento finito. Primero, el dominio (por ejemplo la
circunferencia del circulo) se representa como un conjunto de numero finito 7 de
subdominios, denominados segmentos iinea. Esto se llama discretizacion del dominio.
Cada subdominio (segmento linea) se llama un elemento. El conjunto de elementos es
llamado malla del elemento finito. Los elementos estan conectados unos a otro en puntos
[lamados nodos. En el caso presente, discretizamos la circunferencia en una malla de 5

(7 =5) segmentos linea. Los segmentos linea pueden ser de diferentes longitud. Cuando



todos los elementos (ej. segmentos linea) son de igual longitud se dice que la malla es

uniforme; lo contrario se llama malla no uniforme ver figura (1.1b).

Ecuaciones del elementoe: Un elemento tipico (ejemplo el segmento 3°) se aisla y se
requieren sus propiedades por ejemplo longitud y se calculan por algun medio

apropiado. Haga que £, sea la longitud del elemento Q* en la malla para un elemento

tipico %, h, estd dado por (ver fig. 1.1c)

1.1
i, =2RSen%93 (-1

donde R es el radio del circuloy # , < & es el dngulo sub tendido por el segmento linea.

I as ecuaciones anteriores se llaman ecuaciones elemento.

3 Ensamble de ecuaciones elemento y solucién. El valor aproximado de la
circunferencia (6 perimetro) del circulo se obtiene colocando las propiedades del
elemento de manera significativa; este proceso se llama el ensamble de las ecuaciones
elemento. Este estd basado en el caso presente en la idea simple de que el pertmetro total
de poligono (elementos ensamblados) es igual a la suma de las longitudes de los

elementos individuales:

n 12
P,=2.h, o
e=1

Entonces P, representa una aproximacion del perimetro real p. Si la malla es

. . 2T
uniforme, 6 /1 es la misma para cada elemento de la malla, entonces € ,=—,y
n

tenemos.



. (1.3)
P =n ZRS'en;J

4. Convergencia y error estimado. Para éste problema simple, conocemos la solucion

exacta: p =2z R. Podemos estimar el error en la aproximaciéon y mostrar que la
solucion aproximada P, converge a p exacta en el limite cuando 7——co. Considere

¢l elemento tipico €2°. El error en la aproximacion es igual a la diferencia entre la
p P gu

lengitud del sector y la del segmento linea (vea figura 1.1¢)

(1.4)

E,=

S, —h,

Donde §, = K6, es la longitud del sector. Por tanto, el error estimado para un

elemento en la malla estd dado por

2 1.5)
E, = R’—;E - 2Senﬂ (

El error total (llamado error global) esta dado por la multiplicacion de E, por n:

T (1.6)
E=2R x—nSen; =2zR-P,

, : 1
Mostramos abora que £ tiende a cero como # — 20 Haciendo x = — , tenemos
R



Senmx

P = ZRHSeng =2R

(1.7)

lim P = hm [2R5"‘““]= lim [MR&SI”_"J:MR

w—sc x—0 X x=0

de aqui, £, tiende a cero como #—-— oo . Esto completa la prueba de convergencia.

En resumen, se demuestra que la circunferencia de un circulo puede ser aproximada
tanto como queramos mediante yn mimero finito de funciones lineales. Conforme el
mumero de elementos aumente, mejora la aproximacion, el error en la aproximacion

disminuye.

Determinacion aproximada del centro de masa.
Otro ¢jemplo elemental para ilustrar el concepto de elemento finito consiste en el

calculo del centro de masa de un cuerpo continuo.

Se recordara, de un primer curso de estatica de cuerpos rigidos que el calculo del

centro de una masa irregular ¢ el centroide de un volumen irreguiar hace uso del método
llamado de cuerpos compuestos, en el cual un cuerpo es dividido convenientemente
(discretizacion malla) en varias partes (elementos) de forma simple, para los cuales, la
masa y el centro de masa (propiedades del elemento) pueden calcularse facilmente. El
centro de masa del cuerpo total, se obtiene usando el principio de Varignon del

momento (una base para el ensamble de las propiedades del elemento).

(m, +m,+_m, )X =mx+m,x:+ +m,x, (1.8)

Donde X es la coordenada x del centro de masa del cuerpo total 71, es la masa
de la ésima parte X, es la coordenada x del centro de masa de la ésima parte.

Expresiones similares se establecen para las coordenadas x e y del centro de masa del



cuerpo total. Relaciones analdgicas se establecen para lineas compuestas, areas y

volimenes respectivamente.

Cuando un cuerpo dado, no es expresable en términos de formas geométricas simples --

(elementos) para el cual la masa y el centro de masa puedan ser representadas
matemdticamente, es necesario usar un método de aproximacién para representar las

propiedades de un elemento. Como un ejemplo, considere el problema de encontrar el

centroide (E,?) del area irregular (region) mostrada en la Fig.1.2. La regidén puede

dividirse en un nimero finito de tiras rectangulares (elementos). Un elemento tipico con

un ancho de A,y de alturab,. El area de la ésima tira esta dada por : 4, =4,5,. El drea
A, es upa aproximacion del area verdadera del elemento debido a que &, es una altura
promedio estimada del elemento. Las coordenadas del centroide de la region se obtienen

aplicando el principio del momento:

2 A4x, XAy,

TEa TTZA

donde X, y ¥, son las coordenadas del centroide del éstmo e¢lemento con respecto al
sistema de coordenadas usado para el cuerpo total. Cuando el ceniro de masa es
requerido, A, en las ecuaciones anteriores se reemplaza por la masa m, = p ,4,, p,es
la densidad de la masa del ésimo elemento; para un cuerpo homogéneo, p, s la

misma para todos los elementos.

Se notara que la exactitud de la aproximacién se mejorara incrementando el mimero
de tiras usadas (decreciendo su ancho) se usan elementos rectangulares en la discusion
presente, solo por razones de simplictdad. Uno puede escoger el uso de elementos de
cualquier tamaifio y forma que aproximen al area dada, hacia una exactitud satisfactoria.

Por ejemplo, un elemento trapezoidal requerira dos alturas para calcular el drea
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Figura 1.2

Determinacién aproximada del centroide de masa (6 geométrico) de una regién

irregular dividiéndolo en una serie de subregiones rectangulares 6 trapezoidales.
Donde 5, y b,,, son las alturas izquierda y derecha del ésimo elemento.

Algunas Observaciones:

En resumen, en ¢l método del elemento finito, un dominio dado, es divididoe en
subdominios, llamados elementos finitos, y una solucion aproximada hacia el problema

se desarrolla sobre cada uno. La subdivision de un total en partes tiene dos ventajas:

Permite unz representacién exacta de geometria complejas y la inclusidn de
materiales heterogeneos.

2. Da lugar a una representacion exacta de la solucién dentro de cada elemento, para

descubrir efectos locales (grandes gradientes de la solucion)

Los tres pasos fundamentales del método del elemento finito son:

10
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. Dividir el total en partes {(ambos para representar la geometria y solucion del

problema).

Sobre cada parte, buscar una aproximacion a la solucién como una combinacion de
valores nodales y funciones aproximacion.

Derivar las relaciones algebraicas entre los valores nodales de la solucién para cada

parte, y ensamble las partes para obtener la solucidon del total.

Aungue los ejemplos anteriores ilustran la idea basica del método del elemento finito

hay otras caracteristicas que n¢ se presentaron 6 no aparecen en la discusion de los

ejemplos.

[

L

Algunas observaciones son, en orden:

Uno puede discretizar un dominio, dependiendo de su forma, en una malla de mas de
un tipo de elemento. Por ejemplo en la aproximacion de un dominio irregular, uno
puede usar una combinacion de rectangulos y tridngulos.

Si mas de un tipo de elemento es usado en la representacion del dominio, uno de
cada clase sera aislado y sus ecuaciones desarrolladas.

Las ecuaciones que rigen, son generalmente mas complejas que las consideradas en
los primeros dos ejemplos. Son generalmente ecuaciones diferenciales. En la
mayoria de los casos las ecuaciones no pueden resolverse sobre un elemento, por dos
razones. Primere, no permiten la solucién exacta. De aqui que los métodos
variacionales entren en juego. Segundo, las ecuaciones discretas obtenidas en los
métodos variacionales no pueden resolverse independientemente de los elementos
restantes debido a que el ensamble de los elementos estd sujeto a cierta continuidad,
frontera y/o condiciones iniciales.

Hay dos diferencias principales en la forma de la solucion aproximada usada en el
meétodo del elemento finito vy la que se usé en el método varacional clasico(por

ejemplo: meétodo variacional aplicade al dominio total). Primero, en lugar de

representar la solucion # como una combinacién lineal (u =2, ¢J) en términos
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de parametros arbitrarios ¢, como en los métodos variacionales, en el método del
elemento finito la solucidn es representada a menudo como una combinacion lineal

(u =Z.uy J) en términos de los valores u, de u (y posiblemente sus derivadas) en

los puntos nodales. Segundo, las funciones aproximadas en el método del elemento
finito son por lo regular polinomios que se resuelven usando la teoria de
interpolacion. Sin embargo, el método del elemento finito no esta restringido, al uso

de aproximaciones, que son combinaciones lineales de valores nodales #, y
funciones interpolaciones ¥, que son polinomios algebraicos. Uno puede usar, en

adicion a valores nodales, variables sin nodo (como en el método Rayleigh-Ritz)
para representar la aproximacion de una funcién.

El nimero y localizacién de los nodos en un elemento depende de: a)La geometria
del elemento. b)El grado de aproximacion polinomial. c)l.a forma integral de las
ecuaciones. Mediante la representacion de la solucién requerida en términos de sus
valores en los nodos, uno obtiene la soluciéon aproximada en los nodos.

El ensamble de elementos, en un caso general, esta basado en la idea de que la
solucién (y posiblemente sus derivadas para ecuaciones de mayor orden) es continua
en las fronteras del inter elemento.

En general, el ensambie del elemento finito esta sujeto a la frontera y/o condiciones
iniciales. Las ecuaciones discretas asociadas con la malla del elemento finito, se
resuelven solamente después de que se imponen la frontera y/o las condiciones
iniciales

Hay tres fuentes de error en la solucidén de elemento finito: a)Las debidas a la
aproximacion del dominio (que fue el error presentado en los dos ejemplos). b)Las
debidas a la aproximacion de la solucion. c)Las debidas al calculo numérico. La
estimacion de estos errores, en general, no es materia sencilla. Sin embargo bajo
ciertas condiciones, pueden estimarse para un elemento v problema dado.

La exactitud y convergencia de la solucién del elemento finito depende de la

ecuacion diferencial, su forma integral y el elemento usado.
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Exactitud se refiere a la diferencia entre la solucién exacta y la solucion de elemento

finito, mientras la convergencia se refiere a la exactitud conforme el nmimero de

elementos en la malla se incremente.

10. Para problemas dependientes del tiempo, se sigue una formulacion en dos etapas. En

11.

la pnmera, las ¢cuaciones diferenciales son aproximadas mediante el método del
elemento finito para obtener una serie de ecuaciones diferenciales en tiempo. En la
segunda, las ecuaciones diferenciales en tiempo se resuelven exactamente 6 aiin mas
aproximadas por métodos variacionales o métodos de diferencia finita para obtener
ecuaciones algebraicas, las cuales se resuelven para los valores nodales.

Cuando las condiciones de continuidad de ensamble se reemplazan por Ias
condiciones de contacto, el método se conoce como el método del elemento discreto
(DEM). En el método del elemento discreto, elementos individuales pueden tener
movimientos finitos (desplazamientos y rotaciones). Tales métodos tienen
aplicaciones en mecanicas de rocas, mecamcas de hielo, v otros campoes donde una
continuo es desintegrado durante la deformacién 6 el medio original es un conjunto

de particulas individuaies (medio granular y biologia molecular).
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CAPITULO 2

FORMULACIONES INTEGRALES Y METODOS VARIACIONALES.

2.1 LAFORMA INTEGRAL PESADA.

En el método del elemento finito, usamos una exposicion integral para establecer

relaciones algebraicas entre los coeficientes », de la aproximacion

" Q.1
usduy,
71

Donde u representa la solucién de una ecuacién diferencial particular. El uso de
una exposicion integral equivalente a la ecuacion diferencial de dominio, se necesita por
el hecho de que la sustitucion de (2.1) en la ecuacidn diferencial de dominio, no siempre
resulta con el nimero de ecuaciones algebraicas lineales independientes requerido para
los coeficientes desconocidos. Una forma de asegurarse que hay exactamente el mismo
numero de ecuaciones como de incognitas, es considerar que el error sea cero como en

la integral pesada.

A continuacion se daran mas detalles sobre esto.

Suponga que deseamos determinar una solucion aproximada de la ecuacion.
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(2.2 a)

(2.2b)

buscamos una solucion aproximada, sobre el dominio completo € =(0,1) en la forma,

N 2.3
uxUy =304, ()+4,(0) 23)

donde ¢, son los coeficientes a determinar ¢j(x) vy #,(x) son funciones

preseleccionadas de modo que las condiciones frontera del problema se satisfagan para

la solucion aproximada deN parametros U, . Por ejemplo, si

N=20p =x'-2x.4, =% -3x,6,=1)

u~lU, =¢(x*-2x)+c,(x* —3x)+1

Lo cual satisface las condiciones de frontera (2.2b) del problema para cualquier valor
de ¢, y ¢, Las constantes ¢, y ¢, son determinadas de modo que la solucion
aproximada U, en (2.3)satisface (2.2a) en algin sentido. Si queremos que U, satisfaga

(2.2a) en el sentido exacto, obtenemos

AU, _d'U,

dx dx*

+e,(x* -2x)+¢,(x* -3x)+1=0

+Uy =-2¢,(x=1) -3¢, (x> —1)— 2¢,x — 6¢,x°

Ya que esta expresion puede ser cero para cualquier valor de x , 1os coeficientes de

las diferentes potencias dex deben ser cero.
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1+2¢,+3¢, =0
—{6c, +3¢,)=0
¢, -9, =0
c,=0

Estas ecuaciones son inconsistentes; no hay solucion para las ecuaciones. Por otro
lado requerimos que la sclucion aproximada U satisfaga la ecuacion diferencial (2.2a)

en el sentido de integral-pesada.

J:w R = 0 (2.4a)

donde R es llamado residuo

av, d'U
R=- d;’—x dx;’+UN

y w es llamada la funcidon peso. De (2.4a) obtenemos ecuaciones independientes
lineales que son funciones independientes de w. Por ejemplo, si tomamos w=1y

w =¥ obtenemos.

0:J:h'h:f>:=(l+2c:l +3cz)+%(- 6¢, —-3c2)-|-%(c1 -9(;2)4_%¢2

| n 1 1 |
0=£dex= E(H-Zc[ +;c2)+§(-—601 —302)+Z(c1 —9c-2)+gc2

(2.4b)
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que proporcionan dos ecuaciones lineales independientes para ¢, y c,

222 100
dando ¢, =—— y ¢, = ——
( 1773 yeé 23 )

Por lo tanto, las exposiciones integrales del tipo (2.4a} proporcionan medios de
obtencion de muchas ecuaciones algebraicas, tantas como coeficientes desconocidos en
la aproximacion. Este capitulo trata con la construccion de diferentes tipos de

exposiciones integrales usadas en diferentes meétodos variacionales. Un método
variacional es en el cual se buscan soluciones aproximadas del tipo # ~ Z iC8, T,
y los coeficientes ¢, se determinan usando una exposicion integral. El método

variacional, difiere de otros en la seleccién de la funcion pesow y la exposicion integral

usada, lo cual dicta la seleccion de las funciones aproximacion ¢, .En el método del

elemento finito, un dominio dado es visto como ensamble de subdominios (elementos)
y una solucién aproximada se buscara sobre cada subdominio, de la misma manera
como en los metodos vanacionales. Por lo tanto el estudio del método variacional es
informativo, antes de estudiar e] método del elemento finito, nuestro objetivo en este
capitulo, es ilustrar los pasos basicos en las formulaciones integrales y las
aproximaciones asociadas de varios problemas frontera. Hacia este objetivo; primero

introducimos terminologia y anotaciones.

2.2 CONCEPTOS Y FORMULAS MATEMATICAS.

Dominio y frontera. El objetivo de la mayoria de los analisis, es determinar
funciones desconocidas, llamadas variables dependientes, que satisfagan una serie dada
de ecuaciones diferenciales en un dominio dado o region y alguna condicion de frontera
del dominio. Un dominio es un conjunto de puntos en el espacio, con la propiedad de
que st P es un punto en el dominio entonces todos los puntos cierran hacia P
perteneciendo al dominio. Si dos puntos cualesquiera del dominio pueden unirse

mediante una linea tendida compietamente dentro de él, entonces se dice que el dominio
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es convexo Yy simplemente conectado. Las fronteras de un dominio son la serie de puntos
tal que, en cualquier cercania de esos puntos, hay puntos que pertenecen al dominio
como hay puntos que no. Notar que de la definicion que los puntos en las fronteras no
pertenecen al dominio. Usaremos el simbolo Q para representar un dominie arbitrario y

[ representa su frontera.

Una funcién de diversas variables, se dice que es de la clase C™(£2) en un dominio €2 si
todas sus derivadas parciales existen e incluyen el enésimo orden y son continuas en Q.

Por lo tanto, si fes de clase C°en dos dimensiones, entonces f es continua (ejem.

o

Vo Y %existen , pero no pueden ser contimias ). Las letras x ¢ y seran

usadas para coordenadas rectangulares de un punto en dos dimensiones.

Cuando las variables dependientes son funciones de dos variables independientes
(xe y) el (dos dimensiones) dominio es una superficie (un plano) y la frontera es la
curva que lo encierra .No es raro encontrar problemas en que la varniable dependiente y
posiblemente sus derivadas estan especificadas en puntos interiores el dominio (ejem.

Dobiez de vigas continuas).

Se dice que una ecuacion diferencial deseribe un problema de valor frontera, si la
variable dependiente y posiblemente sus derivadas toman valores especificados de la
frontera, un problema de valor inicial es en el que la variable dependiente y
posiblemente sus derivadas, son especificadas inicialmente (ejem. en tiempo ¢ =0 ). Los
problemas de valor inicial generalmente son problemas dependientes del tiempo.

Ejemplos de problemas de frontera y valor inicial se dan a continuacion.

Problemas de va.l.or frontera:

(2.5)

d{ du
a— |= ara 0 <x <1
dx( dr] S p <
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du (2.6)

u(0)=d,, [a&} =8

x=l

Problema de valor inicial:

d?y (2.7)

+au= ara 0 <<t
P fp .
du ') (2.8)
z"(O)r'uu : [EJI =0 — Yo

Problemas de valor inicial y frontera:

(? &l a‘ <X

(2.9)

w(0,1) = d,(2), {a %J: ~ =& (f), H(JC.O): uu(x) (2 10)

Las condiciones en (2.6) se llaman condiciones frontera, las de (2.8) condiciones

iniciales. Cuando cualquiera de los valores especificados (ejemplo, d,,g,,4, ¥ v,) no

son cero, las condiciones son no homogéneas, por lo contrario, se dice que son

homogéneas: Por ejemplo #(0)=d, es una condiciéon de frontera no homogénea y la
condicién de frontera, homogénea, asociada es w(0)=0.La serie de cantidades
especificadas (a,g,,d,,2,4,, v,) se llaman los datos del problema .Las ecuaciones
diferenciales en las que el lado derecho f es cero, se llaman ecuaciones diferenciales

homogéneas.

Problema valor propio. El problema de determinar los valores de la constante A tal

que.
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2.11
_4 aE}=Au "para0 <x <1 @10
de\  dx
u(0)=0, [a%) =0
x=1

Se llama el problema de valor propio asociado con la ecuacion diferencial (2.5). Los
valores de A para los cuales (2.11) satisface se llaman valores propios, y las funciones
asociadas se llaman funciones propias.

La solucién clasica (¢ exacta) de una ecuacion diferencial es la funciéon que satisface

idénticamente la ecuacidn diferencial y las condiciones de frontera y/o iniciales.

RELACIONES INTEGRALES

La integracién por partes se usa frecuentemente en la formuiacion integral de
ecuaciones diferenciales. En casos de dos dimensiones, la integracién por partes se
conoce mas como los teoremas de gradiente y divergencia. En esta seccion, derivamos

algunas identidades usuales para uso posterior.

FORMULA PARA INTEGRACION POR PARTES. Considere que u,v,w son
funciones de la coordenada x suficientemente diferenciables. Luego, la siguiente formula

de integracion por partes deduce:

j:w%dxz _Ewdv = —J‘:vdw-i-[wv]z

_-f v%dx +w(o () - wlap(a)

(2.12)

Esta identidad puede demostrarse facilmente. Primero, anote la siguiente identidad de

la regla diferenciacion del producto

d dw av
= wv)="viw—
dx dx ax



Por lo tanto:

dw
o)

dv d
W—=—
dx dx

Integrando ambos lados en el intervalo (a,b), obtenemos:

Que es lo mismo como en (2.12)

Enseguida, considere la expresion:

a4’ d (du
f“’ﬁ‘b“ﬁwa[ﬁ}”
dvafx v

:J;bwa-

du

|

Usando (2.12), se obtiene:

- v@.¢c+w(b)v(b)_w(a)v(a)
- [ e W) ) W) (a)

v

W(b) (®)

(2.13a)

(2.13b)

21



Similarmente,

4 2 2
e ()

dz . 2
rv ;dx donde u= dw

Usando (2.13a) cuando w = v, se escribe el lado derecho como:
du du 2.14a)
LED )2 ) ) () (

Usamos (2.13b) con w =u y u = v para escribir (2.14a) como

J: u Z;: —u(b)%(b)}v(b)% (®)-v(a) % (@) (2.14b)

Y, al final, reemplazando  por el valor real u =d*w/dx?, llegamosa :

(2.15)

s

Y )- (

2 @)- L2 6)2 )

Las ecuaciones (2.13a) y (2.15), se usan en la formulacion débil de ecuaciones

diferenciales de segundo y cuarto orden respectivamente.

Haga que V y 'V’ representan, respectivamente, al operador gradiente y al operador

Laplaciano en el sistema cartesiano de coordenadas rectangulares (x, y)-

22



23

z 2 216
+j2, VI:V-V=6—2+QZ—' (2.10)
oy ax” oy

<
[
A

Donde 7 y j representan los vectores base unitarios a lo largo de las coordenadas x e

y respectivamente. El signo de intercalaciéon > * ™ sobre los vectores, indica que son de

longitud unitaria. Si F(x,y) y G(x,y) son funciones escalares de clase C*(Q)en el

dominic de dos dimensiones €} se establecen los siguientes teoremas de gradiente y

divergencia.

TEOREMA DEL GRADIENTE

[ grad Faxdy = [VF dcay ={prds

(2.17a)

La segunda ecuacion da lugar(debido a que dos vectores son iguales si y solo, si sus

componentes son iguales) a que se establezcan las siguientes relaciones:

IQ %}ixdy = —Fr ndes,In gvidxdy = fr n Fds (2.17b)

TEOREMA DE LA DIVERGENCIA

[ divGardy = | V-Gaay =[a-Gds (2.18)



o

HC T

n
Aqui, el punto representa al producto escalar de vectores, 71 representa al vector

unitario normal a la superficie I del dominio Q 7, y ny(Gx, Gy)son los componentes

rectangulares de n(G)y el circulo de la integral frontera, indica que la integral se hace

sobre la frontera completa (ver Fig. 2.1)

Frontera I'

(T=T,+I+T,+ Iy

@

Fig. 2.1

Fal
La direccion cosenos #_y », del vector unitario # se pueden escribir como:

" A (2.19)
n,=cos| x,n|, n, =cos y,n

24
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A A
Donde cos[x,nj es el coseno del angulo entre la direccion positiva xy el vector ».

Las siguientes identidades, pueden demostrarse usando los teoremas del gradiente y
divergencia ,se usaran en la continuacién. Considere wy (& sean funciones escalares
definidas en el dominio (2de dos dimensiones.

Entonces:

jn(va)wdxay=_J'Q(vw)c;dxdy+jr,’;w6ds (2.20 a)

Y

‘IQ(VZG)'VfﬁCaﬁf=J'QVw-VGakay—frgwdg (2.20 b)

Donde & ¢nrepresenta a la derivada normal del operador:

=;?-V=n,£+n ke (2.21)
o

e
en * oy

La siguiente forma de la ecuacion (2.20 a) con un cambio aproximado de variables,

se usa en la continuacion:

eG . ow _ (2.22 a)
oW ey = -jﬁaca&ay f nwGads

&y

J‘Qwa_c.:.dxaj;=—J-Q%Gcbcaj/+LnyWGds (2.22b)
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FUNCIONALES:

Una expresion integral de la forma:
du
=T F 1 - 1_ 24
(u) J: (x,u,u )ai'c, u=u(x), u =

Donde el integrando F (x, u,u‘) es una funcion dada de los argumentos
x,u ydui dxse llama funcional. El valor [/ (u) de la integral depende de u ; de aqui que
la anotacion /(i) sea apropiada. Sin embargo, para una u dada, /{«) representa un valor
escalar. Usaremos el término funcional para describir funciones definidas por integrales

cuyos argumentos involucrados son funciones. Una funcional es una “funcion de

funciones”. Matematicamente, una funcional es un operador 7 reconociendo «# en el

escalar / (u)se dice linear enu si y solo si satisface la relacion:

Iom + pv) = cld(u)+ AI(v) (2.23)

Para cualquier escalar ay las variabies dependientes »#yv.

Una funcional B(u,v) se dice que es bilineal si estd es lineal en cada uno de sus

argumentos wyv.

B(”,av1 + fu,, v) = aB("v")'*' ﬂB(uzﬁv)
(linealidad en el primer argumento) (2.24)
B(H,CZVI + ﬁvz) = Q‘B(u’v:)"'ﬁB(u’vz)
(linealidad en el segundo argumento)

Donde u,u,,u,,v,¥, y v, son variables dependientes. Una forma bilineal B{z,v)se

dice que se simétrico en sus argumentos, v si:
Blu,v)= B(v,u) (2.25)

Paratodos uyv.
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Un ejemplo de una funcional lineal es:
L av
10)= [ of e+ ()M,

Donde f = f{x) y M, son cantidades conocidas. Un ejemplo de una funcién bilineal

€s

Donde a = a(x)es una funcion conocida.

EL SIMBOLO VARIACIONAL.
Considere la funcién F = F (x,u,u'). “Para un valor fijo arbitrario de la variable
independiente x,[ depende dew yu'. El cambioc avenu, donde «es una constante y

v es una funcion, es llamada la variacion de u y representada por du :
ou = av (2.26)

El operador & se llama el simbolo variacional. La variacién du de una funcion
u representa un cambio admisible en la funcién u(x)en un valor fijo de la variable
independiente x. Si ues especificada en un punto (generaimente en la frontera), la
variacion de wes cero, ello debido a que el valor especificado no puede variarse.
Entonces, la variacion de una funcion de « deberia, satisfacer la forma homogénea de las
condiciones frontera para » .La variacion dw en u es un cambio virtual. Asociado con
este cambio en u (ejemplo u tendiendo a » + av ), hay un cambio en . En analogia con

la diferenciacion total de una funcion de dos variables, la primera variacion de F en ues
definida por:
5 cF (2.27)

oF =—r§il+jj&l'
cu ol
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Notar la analogia entre la primera variacién (2.27), y la diferenciacion total de F,

= e T gy gy @)
ox ou ou

Ya que x no es variada durante la variacion de » hacia u +du,dx =0 y la analogia
enire dF y dF llega a ser evidente, 8 actia como un operador diferencial con respeto a

la variables dependientes. Se puede verificar ficilmente que las leyes de variacion de
sumas, productos, relaciones, potencias, y. asi sucesivamente son completamente

analogas a las leyes de diferenciacion correspondiente. Por ejemplo si

F,=F/(u)y E, =F,(u) entonces:

1. 8(F +F,)=6F, £6F, (2.29)
2. S(FF,)= F,6F, + FdF,

3. J[fl] - Bk~ bk,
£ 5

4. 5|FY |=n(F )y 6R,

Auln mas, el operador variacional puede conmutar con los operadores diferencial e

integral (asi como se fijan las coordenadas x,y coordenadas Lagrangianas):

doy_do s dv o, fdu (2.30a)
Ex—(c?u)—dx(av -adx—éu —5[0&'}

5J:zt(x)ctr = E&;(x}ﬁ (2.30b)
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2.3 FORMULACION DEBIL EN PROBLEMAS DE VALOR FRONTERA

De la seccion 2.1 recordar, que la motivacion para formulaciones integrales de
problemas de valor frontera, se debe al hecho de que los métodos variacionales de
aproximacion, el Ritz, Galerkin, colocacidn ¢ en general métodos de residuo-
compensado, estan basados en las exposiciones de integral-pesada de la ecuaciones que
rigen. De aqui el método del elemento finito es una técnica para construir funciones
aproximacion requeridos en aplicacion de elemento discreto de cualquier método
variacional, es necesario estudiar la formulacion de integral-pesada y la formulacion
débil de ecuaciones diferenciales. En adicion a la razén anterior, las formulaciones
suaves también facilitan, de manera natural, la clasificacion de condiciones frontera en
condiciones natural y esencial. La cual juega un papel importante en la derivacion de las
funciones aproximacion y la seleccion de los grados de libertad nodales del modelo de

elemento finito.

En esta seccién, nuestro objetivo primario sera construir la forma suave de una
ecuacion diferencial dada y clasificar las condiciones frontera asociadas con la ecuacién.
Una forma débil, es una exposicion de integral-pesada de una ecuacion diferencial en la
que la diferenciacién, se distribuye entre las variables dependientes v la funcién peso, ¢

incluye las condiciones frontera naturales del problema.

INTEGRAL PESADA Y FORMULACION DEBIL

Considere el problema de resolver la ecuacion diferencial

_ %l:a(x)g] =g{x) para O<x<l (231a)

Para la solucion u(x), sujeta a las condiciones frontera:



(2.31b)

Donde a@ y ¢ son funciones conocidas de las coordenadas x, u, y{), son valores
conocidos, y L es la longitud del dominio en una dimension. Las funciones a y g y las
constantes #, y (J, a lo largo de la longitud L del dominio, son los datos del problema.
La solucion # es la variable dependiente en el problema. Cuando los valores
especificados son diferentes de cero (¥, # 0 o O, = 0) , las condiciones de frontera son
no homogéneas; cuando los valores especificados son cero, las condiciones frontera son

homogéneas. La forma homogénea de la condicion frontera #{0)=u, es #(0)=0 yla

forma homogeénea de la condicion frontera (a dfﬁ dx)J =0,. Es adu/de _, =0
x=L

Debera recordarse, que el propasito tinico de desarrollar una exposicion de integral-
pesada de una ecuacion diferencial, es tener los medios para obtener N relaciones

algebraicas lineales independientes, entre los coeficientes ¢, de la aproximacion.

uxUy, =3 ed, ()44, ) .

Esta es perfecta si se escogen N funciones de peso lineales independientes en la
exposicion integral-pesada, como se vera pronto.
Hay tres pasos en la obtencion de la forma deébil. si ésta existe de una ecuacidn

diferencial. Esos pasos se ilustran por medio del modelo de ecuacién diferencial y

condiciones frontera en (2.31).
PASO 1. Mover todas las expresiones de la ecuacion diferencial hacia un lado,

multiplique toda la ecuacién por una funcion w, llamada la funcién peso, e integral sobre

el dominio 2=(0,L) del problema.
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e df an) (2.33)
o-I-a{e) ol

A lo cual llamamos exposicion de integral-pesada 6 residuo compensado, equivalente
a la ecuacion original (2.31a). La expresion en el parentesis rectangular no es
idénticamente cero cuando u se reemplaza para su aproximacidn, matematicamente,
(2.33)es una exposicion en que ¢l error en la ecuacion diferencial (debido a la

aproximacion de la solucion) es cero, en el sentido de la integral-pesada.

Cuando u es la solucion exacta, (2.33) es trivial. La exposicion integral (2.33) nos

permite escoger & funciones linealmente independientes, para w y obtener ¥ ecuaciones

para ¢,,¢,...,c, de(2.32).

Notar, que la exposicion de integral-pesada de cualquier ecuacion diferencial, puede
desarrollarse. La funcion peso w en (2.33) puede ser cualquier funcién integrable
diferente de cero. En general, la funcion peso w en la exposicion integral, estd sujeta a
menos requisitos de rigurosa continuidad que la variable dependiente w. La exposicion
de integral-pesada, es equivalente a solamente a la ecuacion diferencial y no incluye

condiciones frontera.

PASQ 2. Mientras la exposicion de integral pesada {2.33) nos permite obtener el

nimero necesario N de relaciones algebraicas entre ¢; para N selecciones diferentes de

la funcidn peso w, se requiere que las funciones aproximacién sean tal que
Ux[ver(2.32)]sea diferenciable cuantas veces sea ilamada en la ecuacién diferencial
original y satisfaga las condiciones de frontera especificadas. St esto no es importante
uno puede proceder con la exposicion integral (2.33) y obtener ecuaciones algebraicas
necesarias para ¢,  Métodos aproximados basados en la integral-pesada de la forma
(2.33) se conocen como métodos residuales compensado. Si la diferenciacion se
distribuye entre la solucion aproximada Ux y la funcién peso w, la forma integral

resultante requerirda de condiciones de suavidad contimian en¢,, y entonces la



exposicion integral-pesada es llamada la forma débil. La formulacion debil tiene dos

caracteristicas deseables.

Primero, requiere de continuidad mas suave de la variable dependiente, y
ordinariamente esto da lugar a una serie simétrica de ecuaciones algebraicas en los

coeficientes.

Segundo las condiciones de frontera natural del problema, se incluyen en la forma
débil, y por lo tanto la solucion aproximada Uy es requerida para satisfacer solamente
las condiciones frontera esenciales del problema. Estas dos caracteristicas de una forma
débil juegan un papel importante en el desarrollo de modelos de elemento finito dp un

problema.

La distribucion equitativa de diferenciacién entre la funcidén peso y la variable
dependiente es posible, solamente si las derivadas que aparecen en la ecuacion
diferencial son de igual orden. El trato de diferenciabilidad de la variable dependiente a
la funcion peso es dictado por la necesidad de incluir fisicamente términos de frontera
significativos en la forma débil, a pesar del efecto sobre los requisitos de continuidad.
Por otro lado, el trato de diferenciacion desde la variable dependiente hasta la funcidén
peso, no debera llevarse a cabo, si conduce a términos de frontera que fisicamente no

son significativos.

Regresando a la exposicion integral (2.33) integramos el primer termino de la

expresion por partes para obtener

o-L{- G s

4
dx
({82
dx dx & J, (2.34)

Donde la formula de integracion por partes,

b



33

LLwa‘v = —J.: vav +[wv (2.35)

Con v = —adu/dx, es usada en el primer término para arribar a la segunda linea de
(2.34) )
Una parte importante del paso 2, es que identifica los dos tipos de condiciones

frontera asociados con cualquier ecuacion diferencial: natural y esencial.

La clasificacion es importante para los métodos variacionales de aproximacién
considerados en este capitulo v las formulaciones de elemento finito presentadas en los
capitulos 3-5 . La siguiente regla se usa para identificar las condiciones frontera y su
forma. Después del trato de diferenciacion entre la funcion peso y la variable, por
ejemplo, después de completar el paso 2, examine todos los términos frontera de la
exposicion integral. Los términos frontera, involucraran tanto la funcion peso como la
variable dependiente. Los coeficientes de la funcion peso y sus derivadas en las
expresiones frontera son llamados las variables secundarias (SV). La especificacion de

la variables secundarias en la frontera, constituye las condiciones de frontera

natural(NBC). Para el caso en cuestion, el término frontera es w(a%) . El

coeficiente de la funcidén peso es ad%k . De aqui la variable secundaria es de la forma

ady, .

Las variables secundarias siempre tienen significado fisico, y son por lo regular

cantidades de interes.

La variable dependiente de un problema, expresada en la misma forma que la funcién
peso que aparece en el termino frontera, se llama la variable primaria (PV), y su
especificacion en la frontera, constituye la condicion de frontera esencial (EBC). Para el

caso en consideracion, la funcién peso aparece en la expresion frontera [ver (2.34)]
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comow . Por lo tanto, la variable dependiente » es la variable primana, y la condicion

de frontera inicial involucra especificacién # en los puntos frontera.

Debe notarse que el nimero y forma de las variables primaria y secundaria
dependen del orden de la ecuacion diferencial. El namero de las variables primaria y
secundaria siempre es el mismo, y para cada vanable primaria hay una variable
secundaria asociada. ( Ejemplo : desplazamiento y fuerza, temperatura y calor y otras).
Solamente una del par de variables primaria 6 secundaria se puede especificar en un

punto de la frontera.

Entonces, un problema dado puede tener sus condiciones frontera en una de tres

categorias : (1) todas las condiciones de frontera especificadas son EBC; (ii) algunas de
las condiciones frontera son EBC y el resto son NBC ; ¢ (iii) todas las condiciones

frontera son NBC. Para una ecuacion simple de¢ segundo orden , como en el caso

presente , hay una variable primaria # y una variable secundaria Q. Enun punto de
frontera , solo uno del par (#,0) puede especificarse . Para una ecuacién de cuarto

orden tal como la teoria clasica de vigas ( Euler-Bernoulli), hay de dos de cada clase

( ejemplo: dos PV, y dos SV) como se ilustrara mas tarde. En general una ecuacion
diferencial de 2mth orden tiene mPV; y mSV esto es m pares de variables primarias y

secundarias.

Considere la ecuacion O = (adﬂ dx)"x
Q = variable secundaria.
Donde #, representa direccidn coseno. (2.36)

n_= los angulos entre eje x y el normal a la frontera

Para una dimension, la normal a los puntos de frontera esta siempre a lo largo de la

longitud del dominio. Por tanto #, =—-1 en el extremo izquierdo y rmx=1 en el

extremo derecho de dominio : 7.{0)= -1y n (L)=1
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En (2.36), (2.34) toma la forma:

0 ke .
o))
={|la——-wgdx—|wa—n_|. _,— wa— |nx
0 dx dx dx o
.( adw du
- (a2 % g e o0), - 00), 237

La ecuacion 2.37 es llamada la forma débil de la ecuacién diferencial (2.31). Débil

se refiere a la continuidad reducida de u, la cual se requiere que sea diferenciable dos

veces en la forma integral pesada (2.33) pero s6lo una vez en 2.37.

Paso 3. El tercer y dltimo paso de la formulacién suave, es imponer las condiciones
frontera reales al problema. Se requiere, que la funcién peso w desaparezca en los
puntos frontera, donde las condiciones de frontera esencial son especificadas se requiere
que w satisfaga la forma homogénea de las condiciones de frontera esenciales
especificadas del problema. Este requerimiento en w podra verse arbitrario cuando se
esta familianzado con calculo variacional. En las formulaciones débiles, la funcion peso
tiene un significado de cambio virtual (6 variacién) de la variable primaria. Si una
variable primaria se especifica en punto, el cambio virtual debe ser cero. Para el
problema en cuestion las condiciones frontera estin dadas, en (2.31b). Mediante las

reglas de clasificacion de las condiciones frontera, # =u es la condicion de frontera
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) du . . ..
esencial y(a——] =(, es la condiciton de frontera natural. La funcion wes

r=L

necesario que satisfaga.

w(0) =0, debido a que u(0)=u, yaque w(0)=0y

(2.37) reduce a la expresion:

(2.38)

0

0= J-L[ag%— wq}tx— w(L),

Que es la forma deébil equivalente a la ecuacion diferencial original (2.312) y a la

condicion de frontera natural (2.31b).
Los términos ~ forma variacional "y ” forma débil ~ seran usados alternativamente.

La forma débil de una ecuacion diferencial , es una exposicién de integral -pesada
equivalente a la ecuacién diferencial y las condiciones de frontera natural especificadas
en el problema. La forma débil existe para todos los probiemas - lineales o no- que son
descritos por ecuaciones diferenciales de segundo orden ¢ mayor. Cuando la ecuacion
diferencial es lineal y de igual orden, la forma débil resultante tendra una forma bilineal

simétrica en la variable dependiente u y la funcion peso w .



37

FORMAS LINEAL , BILINEAL Y FUNCIONES CUADRATICAS.

Es informativo, aunque no necesario para el uso de métodos vanacionales 6 método
del elemento finito, ver la relacién entre la forma débil y el minimo de una funcion
cuadratica asociada con la ecuacion diferencial, la forma débil (2.38)contiene dos tipos
de expresiones, las que comprenden la vaniable dependiente « vy la funcion peso w
y las que envuelven solo las ultimas. Representamos esos dos tipos de expresiones por

B(w,u) yi(w) respectivamente:
Blw,u)= J- adw du afr Iw)= J; wq dx +w(L)0, (2.39)

De aqui la exposicion débil (2.38)puede expresarse en la forma

0= B(w,u) ~I(w) (2.40)

La cual es llama el problema variacional (6 suave) asociado con las ecuaciones
(2.31) .Usando las definiciones de las formas lineal y bilinea] de la seccion 2.2, puede
verificarse que B(w,u) es bilineal y simétrica en w v u y que /(w) es lineal [ver 2.23 y
2.24] . El problema variacional asociado con (2.31 a,b) puede expresarse como unc de

encontrar la solucion u tal que » tal que:
B(w,u)=l(w) (2.41)

cumpie para cualquier w que satisfaga la forma homogénea de las condiciones de
frontera esencial especificada y condiciones continuidad implicado por la forma débil

la funcién w se puede ver como una variacion (O incremento) de la solucidon real # *
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u=u*+w (2.42)

y ues la solucion variacional, ejemplo la solucion de(2.41). ya que xy uw* pueden
satisfacer cualquier condicion de frontera esencial especificada(en adicidn , # * también
satisfacer cualquier condicion de frontera natural especificada), se sigue que w debe
satisfacer la forma homogeénea de la condicién de frontera esencial especificada. Por lo

tanto en la notacion de(2.26), w es la variacién (ver seccion 2.2) de la solucidn:

w=¢

Entonces (2.40) se puede escribir como:
0 = B(gu,u)- 1(50)
si B(-;) es simétrica, podemos escribir:
2.43
= 5[;—3(1:,::)] —8[)] ( ?

- &7(u)

donde

(u)= %B(u, u) — u) (2.43b)

Arrmibando a la segunda linea de la (2.43a) las siguientes identidades son usadas:
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B(Su,u)= ja@@ JE%H%HQ&

=— I a-d—u-ﬁdf——ﬂa(ua”)]

(2.44a)

Weu)= [ dugds + (L),

(2.44 b)

5“ uqdx + u(LX}u] S[i)]

Notar que la llave de paso en la derivacion de la funcional /() de la forma suave es

la linealidad y simetria de la forma bilineal B(w,u) .

La relacién B(dw,u)= Eé'B(u,u)se cumple solo si B(w,u)es bilineal y simétrica en

wy en u. Por tanto siempre que B(w,u) sea bilineal y simétrica y /(w)sea lineal, la
fiuncional cuadratica esta dada por (2.34b). Cuando B(w,u) no es lineal en w y u, pero

es simétrica , la funcional /(u) puede ser derivada , pero no de (2.43b)

La ecuacion (2.43a)representa la condicién necesaria para la funcional 7(x) para
tener un valor extremo. Para problemas de mecanica de solidos, /(u)representa la

funcional de la energia potencial total y (2.43a) es la exposicion del principio de la

energia potencial total.

De todas las funciones admisibles #, que hacen de la energia potencial total
I(u) un minimo ,también satisfacen la ecuacion diferencial y la condicion frontera en
(2.31) . En otras palabras, la forma suave de una ecuacién diferencial es la misma que
la exposicion del principio de energia potencial total. Para problemas de mecanica de

solidos, la funcional 7 (u) puede no tener el significado de energia pero no obstante, es

usado para analisis matematico.



Como se dijo antes, cada ecuacién diferencial admite una exposicion de integral-
pesada , y una forma débil existe siempre que la ecuacion sea de orden dos ¢ mayor.
Sin embarge no todas las ecuaciones admiten la formulacion funcional. Para que
exista la funcional, la forma bilineal asociada debera ser simétrica en sus argumentos.
Por otro lado, los métodos variacionales y el método del elemento finito no requiere de
una funcional; una exposiciéon integral una forma débil de la ecuaciéon a resolverse es-
suficiente. Si cuenta uno con una funcional, la forma débil se obtiene tomando su

primera variacion.

Ejemplo 2.1. Considere la ecuacion diferencial

2.45a
—i[aﬁj—cm—x’:o para O <x <1 ( )
de\ dx
sujeto a las condiciones frontera:
du (2.45b)

«(©)=0 (a2, =1

los datos sonfef.(2.31)] g=-x', O, =1 u,=0.

Siguiendo los tres pasos para la construccion de exposiciones variacionales

obtenemos;

L dw d aw’
2.0= j(a-dxu—cwu +wx? —[wa —) (2.46)
a 0
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Del termino frontera; es claro que la especificacion de # es una condicion de frontera

esencial, y la especificacion de a2 es una condicion de frontera natural. Ya que

a%=lenx=1y w=0en x=0(debido a que ues especificada aqui)obtenemos la

forma débil:

! - L 247
3.0= [aiw-@—mvujdr+_[mzdx—w(l) (2472)
o dx dr Q

(2.47b)
Donde
aw du
Blon)= [ a G o
I(w)= —.wazdx +w(l)
(2.47¢)

va que B(,)es bilineal y simétrica y /(-)es lineal, podemos calcular la funcional

cuadratica de (2.43):

()= %J:{a[%jz —cu’? +2ux2}ix_u(l) (2.48)

Las ecuaciones del tipo de (2.45) son de interés en el estudio de la deflexion de un

cable (c = O) , donde u representa la reflexion transversal y a la tension en el cable . Los
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primeros dos términos en la funcional cuadratica representan la energia elastica de
deformacion, mientras el ultimo término representa al trabajo desarrollado por la fuerza

distribuida en movimiento através del desplazamiento u .

El siguiente ejemplo ilustra la formuiacion variacional de una ecuacion diferencial de

cuarto orden en una dimension.

Ejemplo2.2. Considere el problema de encontrar la solucion wa la ecuacién

diferencial.

d? d*w (2.49)
El:b(X)de—z—} -f(x): 0 paraO <x <]
sujeta a las condiciones de frontera
aw d*w d({ d*w (2.50)
Q)=— _.=0, | b =M —| & =0
W( ) (tr =0 ) [ Ct'Cz Jmﬁ p? |:df[ dxz J} .

Esta ecuacion interesa por ejemplo, en el estudic de la flexion elastica de vigas (bajo
la hipétesis de Euler-Bernoulii). En este caso, w representa la deflexion transversal de
las vigas, L es la longitud total de la viga, 5(x)>0 es la rigidez a la flexién de la viga
(por ejemplo , el producto del modulo de elasticidad £ y el momento de inercia [ :

b=EI) , f(x) eslacarga traniversal distribuida, y M, es el momento de flexion . La

solucién wes la variable dependiente del problema, y las otras cantidades (Z,5, £, M,)

que son conocidas, son los datos del problema. Yz que la ecuacién contiene una

derivada de cuarto orden, la integramos dos veces por partes para distribuir las
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derivadas por igual entre la variable dependiente w y la funcion peso v, ¢ integrando el

primer termino por partes , dos veces con respecto a x obtenemos [ver 2.15].

T ()] (2.51)
0= b - f lax
M),
Lhr 2.0 2
0=J' ,ﬂJi d‘: —vf dr+ A bd?
I ae)ae|” o) age| ax? )|
L0 Py diw df . dw dv dw)| (2.52)
=f|pmm o e v b b
W Wde e &\ @ dc de )|

De la ultima linea, se sigue que la especificacion de wy —a;consutuye las

condiciones de frontera esencial (geometria 6 estatica), y la especificacion de

(2.533)

2
4 b 4 1: =V (fuerza cortante)
dx\ &

(2.53b)

2

2
(b ‘;CWJ = M (momento de flexién)

Constituyen las condiciones de frontera natural. En el caso presente, las condiciones

de frontera especificadas (debido a las condiciones) son:

w(0)= [%J -0

=0



De aqui, la funcidn peso es necesario que satisfaga las condiciones

v(O):[%) s (2.54)

x=0

Las condiciones de frontera son:

2 2 2.55
) bt e
del  dx? — dx? —

Usando(2.54) y (2.55) en (2.52), obtenemos

o dvdw dv (2.56a)
o- L@ (5)_ v

B(v,w)=¢(v) (2.56b)
Donde
2y d? (2.56¢
B(v,w): Lbc-i-;d—?cbc )
d dx
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La forma cuadratica, comiunmente conocida como la energia potencial total de la

viga, se obtiene usando (2.56c) y (2.43b)

0= (242 ol (2] asn

Note que para la ecuacién de cuarto orden, las condiciones de frontera esencial
involucra, no solamente la variable dependiente sino también la primera derivada. Como
se vio antes, en cualquier punto de la frontera, solo una de las dos condiciones frontera
puede especificarse (esencial o natural).Por ejemplo, si la deflexion transversal se
especifica en un punto de frontera, entonces uno no puede especificar la fuerza cortante

¥ en el mismo punto, y viceversa. Comentarios similares se aplican a la pendiente
% ¥ al momento de flexion A/ Notar que en el caso presente, w y % son las

variables primarias, y ¥ y M son las variables secundarias.
2.4 METODOS VARIACIONALES DE APROXIMACION.

Nuestro objetivo en este seccion, es estudiar los métodos de aproximacion variacionales
que incluyen los métodos de Rayleigh-Ritz , Galerkin , Petrov-Galerkin , cuadrado
minimo , y colocacion .En todos ellos , veremos una solucidén aproximada en la forma de

una combinacién lineal de funciones de aproximacién ¢, conveniente y parametros no



determinados C,: I c¢;. Los parametros C; son determinados de manera que la
solucion aproximada satisfaga la forma integral pesada ¢ forma débil de la ecuacion que
rige o minimiza la funcién cuadratica asociada con la ecuacién estudiada. Los diferentes
meétodos difieren uno de otro en la seleccion de la funcién peso w y las funciones
aproximacion ¢, .

El objetivo primario de esta seccion, es presentar un nimero de métodos

variacionales clasicos. El método del elemento finito, hace uso de los métodos

variacionales para formular la ecuacién directa sobre un elemento.

EL METODO RAYLEIGH-RITZ

En el método Rayleigh-Ritz , los coeficientes ¢, de la aproximacion se determinan

usando la forma débil del problema , y la seleccidon de las funciones peso estan

restringidas a las funciones aproximacion , w = ¢, . Recuerde que la forma débil contiene

tanto la ecuacién diferencial que rige como las condiciones frontera naturales del
problema, v es menos estricta en los requerimientos de continuidad en la solucidn
aproximada de la ecuacion diferencial original o su forma integral pesada. El método se

describe para un problema variacional lineal.

Considere el problema variacional de encontrar la solucion # tal que

B(w,u)= ¢(w) (2.58)

Para todas las funciones suficientemente diferenciables w que satisfacen la forma

homogénea de cualquier condicion de frontera esencial especificada en #. Cuando la
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funcional B es bilineal y simétrica y 7 es lineal , el problema (2.58) equivale a la

minimizacion de la funcional cuadratica

)= % Blu,u)~ I(u) (2.59)

En el método Rayleigh-Ritz ; vemos una solucion aproximada a (2.64) en la forma de

una serie finita

u=ch +4, (260

donde las constantes ¢, llamadas los coeficientes de Ritz , se escogen tal que (2.58)
cumpla para w=¢, (i=12,.,N). (2.58) cumple para N diferentes selecciones de
w, asi que las ecuaciones algebraicas independientes en N en ¢, son obtenidas . La

ecuacion algebraica ith se obtiene sustituyendo ¢, por w

B[;as,. ,Z_CJ¢J + ¢0} =g Ni=12,.,N)

Si B es bilineal, la sumatoria v las constantes ¢ pueden colocarse fuera del

operador. Tenemos

(2.61a)

gB(gén%}:; = 1(¢f)_ B(¢1 =¢0,)



SBIC,=Fi,  By=Blp.g,)Fi=1)-B(-4) @2610)

=1

lo cual representa la iésima ecuacion algebraica en un sistema de N  ecuaciones

algebraicas lineales en ‘N constantes C, .Las columnas (e hileras) de los coeficientes
de |2 matriz Bij = B(gb,.,;ai J) pueden ser independientes linealmente para que se pueda

invertir la matriz coeficiente en (2.61).

Para formas bilineales simétricas, el método Rayleigh-Ritz puede verse también
como uno que busca una solucion de la forma en (2.60) en el cual, los parametros son

determinados minimizando la funcional cuadratica correspondiente a la bilineal

simétrica, esto es, la funcional I(u) en (2.59). [Sustituyendo después u de (2.60) por

u en la (2.59) e integrando, la funcional I(U) llega a ser una funcién (cuadratica)
ordinaria de los parametros ¢ ¢,,... Luego, la condicidon necesaria para la minimizacion

de /(c,,¢,,....,cy )es que su derivada parcial con respecto a cada parametro sea cero:

&l a &l (2.62)



19

Eatonces, hay N ecuaciones lineales algebraicas en N incognitas,

<, (= 1,2,..N). Esas ecuaciones son exactamente las mismas como las de (2.61) para

todos los problemas para los cuales el problema variacional (2.58) es equivalente a

8 =0 .Por supuesto, cuando B(-,) no es simétrica, no tendremos una funcional

cuadratica . En otras palabras, (2.61) es mas general que (2.62), y son las mismas cuando

B(-;) es bilineal y simétrica. En la mayoria de los problemas de interés en el presente

estudio, tendremos una forma bilineal simétrica.

Retornando al método de aproximacién u, Rayleigh-Ritz en (2.60) observamos que
u, debe satisfacer las condiciones de frontera esencial especificadas del problema;

cualquier condicion de frontera natural especificada estara incluida ya en el problema

variacional (2.58). La forma particular de u, en (2.60) facilita la satisfaccion de las

condiciones de frontera especificadas. Usaremos la forma:
N
uy =3c4,(x)
4=l

No sera necesario satisfacer las condiciones de frontera no homogéneas. Por ejemplo,

suponga que u, es requerida para satisfacer la condicién u (x,)=u, enun punto de

frontera x=x,
N
ch¢j (xCl) = uﬁ
7=l
Ya que ¢, son pardmetros desconocidos a ser determinados, no es facil de escoger
P tal que cumpla esta relacion. Si w, =0 entonces cualquier ¢,  tal que

9,(x,) =0 satisfaceria el requerimiento. Escribiendo la solucidn aproximada u, enla

forma (2.60), una suma de partes homogéneas y no homogéneas, las condiciones de

frontera esenciales no homogéneas pueden satisfacerse por @;,4, (xo)z u, y ¢, son
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requeridas a satisfacer la forma homogénea de la misma condicion frontera, ¢, (x[,) =0,

De esta manera, #, satisface las condiciones frontera especificadas:

uN(xO) = icﬁ} (x0)+ ¢o(xn)

J=|.
= 0+u0

Si todas las condiciones de frontera esenciales especificadas son homogéneas (en
consecuencia el valor especificado u, es cero) .Entonces ¢, se toma como ceroy ¢,
debera satisfacer las mismas condiciones, ¢,(x,)=0. Ya que ¢, satisface las
condiciones de frontera esenciales homogéneas, la seleccion de w=4¢, es consistente
con los requerimientos de una funcion de peso. Las funciones aproximacién ¢,

satisfacen las siguientes condiciones:

1) (a) ¢, deberd ser tal que B(gé;.,(é J) esté bien definida y no cero [0 sea

suficientemente diferenciable como lo requiera la forma bilineal B{-,))].
(b) ¢, debe satisfacer minimo la forma homogénea de las condiciones de frontera

esencial del problema. (2.63)

2) Para cualgquier N | la serie de {g#I } Y, alo largo de las columnas (e hileras) de

B(gﬁ,- N J) debe ser linealmente independiente .

-

3) {qzﬁi} debe ser perfecta .Por ejemplo , cuando ¢, son pelinomios algebraicos , la
perfeccion requiere que la serie {¢} contenga todos los términos de orden mas

bajo admisible , y arriba del orden mas alto deseado .

El ameo papel que toca a @, es para satisfacer las condiciones de frontera esencial

no homogeneas especificadas del problema. Cualquier funcion de bajo orden que
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satisfaga las condiciones de frontera esencial especificada debera usarse: Si todas las

condiciones de frontera esencial especificada son homogéneas, entonces ¢, =0 vy

F =1(g,)-Blg,.¢,)=(g,) (2.64)

Enseguida considerémos unos ejemplos de la aplicacion del método Rayleigh-Ritz.

Ejemplo (2.3) Considere la ecuacién diferencial [Ejemplo 2.1, cona=c=1 ]

- I;-u+x2:O para O0<x<l (
Consideremos dos series de condiciones frontera:
Serie I #{0)=0,2(1)=0 (2.66a)
2.66b
Serie 2: u(0)= 0,[@} =1 ( )
dx =1

Serie 1 . La funcional bilineal y la funcional lineal son [ver (2.47¢)]

B(w:u)'—‘ ﬂ[g_%—w 8 l(w): —‘wazdt (2.67)

Ya que ambas condiciones frontera [u(O) =u(l)= O] son del tipo esencial, podemos
seleccionar @, en el parametro N de la aproximacion Ritz, para satisfacer las

condiciones ¢,(0)=g¢,(1)=0 seleccionamos las siguientes funciones: @, =0 y

1 =x(1-x),8, = x*(1-x),...dy = x*(1-x) (2.68)



_Si uno selecciona las funciones @ =x’(1-x)d,=x(1-x) et , [no
incluyendo x(l - x)] el requerimiento 3 en las condiciones (2.63) se viola, debido a que

la serie no puede ser usada para generar el termino lineal x  si la solucion exacta lo
contiene. Como regla, uno debe arrancar con la funcién admisible de orden inferior e

incluir todas las funciones de orden mas alto hasta el grado deseado.
La solucion pardmetro N Rayleigh-Ritz para €l problema es de la forma :

N (2.69)
Uy SO+ +oF Oy =D C 4,
J:l

Sustituyendo esto en el problema variacional B(w,u)=!(w) obtenemos

e
ﬁ%ﬁi% % - m}tx = —[pxac

iCJB(;é,,géJ): i) (2.70a)

Donde los coeficientes B(¢,,¢ J) y I(¢) estan definidos por:

(2.70b)

Bs,4,)= ( %, <%, }w@s) e



El mismo resuitado se puede obtener usando (2.59) [en vez de 2.58] tenemos:

Sustituyendo para # = u,, de (2.75) en la funcional de arriba obtenemos:

1c,)= %ﬂ[:’z‘g “z: Jz _(éc%]z +2x2(;2:f-‘,¢,ﬂdx @.71)

Las condiciones necesarias para la minimizacion de I , la cual es una funcidn

cuadratica de las variables ¢,,c,...c, son:

donde:

B, :f(% Y49, }rx F =] b

Que son las mismas como en (2.70). Las ecuaciones (2.70a, b) cumplen para

cualquier seleccion de funciones aproximacién permisibles @, .

Para la seleccion de funciones aproximacion en (2.68):
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Los coeficientes de la matriz B, E_B(«ﬁ,.,gﬁ) y coeficientes del vector

F, =lg,)- B(#, - 8,)= I{#,) pueden calcularse usando:

¢j :xl(l__x)z % _xx+l

%‘- =ix™ =+ 1
Tenemos:
N L8 Ll P Ry ey
2ij 2

B (i+5[(i+}')2 -1j_(i+j+1)(i+j+2)(i+j+3)
(2.72b)

___1 I - 1
ko= sz(x ek G+iXa+1)

La ecuacion (2.70) se puede escribir en forma matricial como

[BYe}={F} (2.73)

Por ejemplo cuando N=2 (2.73) sera

1 |126 63)[c,| 1 3
420 63 52|le,] ” 602
Usando la regla Cramer’s para resolver las ecuaciones da:

¢, =—1%=-00813, ¢ =-%&=-01707

La solucion del parametro dos Rayleigh-Ritz esta dada por:



U, =\ +Cy, = —%Xx—x3)+(— l—%)(x2 —xs)

= & (10x +11x? —21x7)

La solucion exacta de (2.65) y (2.66a) esta dada por:

u(x) _senx +Szersle1n(1 - x) xi_2 (2.74)

Los valores de los coeficientes de Ritz para varios valores de N pueden obtenerse
resolviendo (2.73). Una comparacion de la solucidon Rayleigh-Ritz (2.69) con la solucion

exacta (2.74) se presenta en la tabla 2.1 y fig. 2.2.

Serie 2. Para la segunda serie de condiciones frontera (2.66b) forma bilineal es la

misma que la dada en (2.67) y (2.70b). La forma lineal esta dada pgr. ;g%z 0
l(w):—J;wxzabc-i-w(l) (2.758)

Y por lo tanto tenemos:
_ oz (2.75b)
F; - Lx ¢idx+¢,—(l)

En este caso, las @, deberan ser selectas para satisfacer la condicion ¢,(0)=0 debido

a que EBC solo estan en x=0. La siguiente seleccion de @, reune los requerimientos:

Los coeficientes B, y F pueden calcularse usando (2.76) en (2.70b) y (2.75b)

respectivamente:
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i ‘B,j zjl(ijij—z__ij — U _ 1 ( ; )
0 I+7-1 i+j+1
EJ.:—rx‘”dr+1:—. +1
0 i+3
TABLA 2.1
Comparacion de las soluciones Rayleigh-Ritz y exactas de la ecuacion:
dZ
—Zg—u+x2 =0 para0<x <l u(0)=u(l)=0

56

Coeficiente
Ritz*
N=1:
c1=-0.1667
=2
c=-0.0813
cy=-0.1707
N=3:
c=-0.0952
c2=-0.1005
c3=-0.0702

X
0.0
0.1

0.2
03
0.4

0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

Solucién Rayleigh-Ritz —10u

N=1
0.0
0.1500

0.2667
0.3500
0.4000

0.4167
0.4000
0.3500
0.2667
0.1500
0.0

N=2
0.0
0.0885

0.1847
0.2783
0.3590

0.4167
0.4410
0.4217
0.3486
0.2115
0.0

=3
0.0
0.0954

0.1890
0.2766
0.3520

0.4076
0.4340
0.4200
0.3529
0.2183
0.0

Solucion

exacta

0.0
0.955

0.1890
0.2764
0.3518

0.4076
0.4342
0.4203
0.3530
0.2182
0.0

*La solucton para el parametro cuatro Rayleigh-Ritz coincide con la solucién exacta

hasta cuatro posiciones decimaies
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Figura. 2.2 Comparacion de la solucién Rayleigh-Ritz con [a solucion exacta de (2.65) y

(2.66a). La solucion parametro tres y la solucién exacta no difieren en la escala del

dibujo.
TABLA 2.2
Comparacion de las soluciones Rayleigh-Ritz y exactas de la ecuacion:
2
—ﬂ—r.r-i-xz:() para0 < x <1, u(0)=0, du =1
(irz dx x=1
Coeficiente Selucién Rayleigh-Ritz Solucién
Ritz* X N=1 N=2 N=3 exacta
=1: 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

¢=-1.1250 0.1 0.1125 0.1280 0.1271 0.1262
N= 02 0.2250 0.2530 0.2519 0.2513

¢;=1.2950 0.3 0.3375 0.3749 0.3740 0.3742

¢;=-0.15108 0.4 0.4500 0.4938 0.4934 0.4944



N=3: 0.3 0.5625 0.6097 0.6099 0.6112
c;=1.2831 0.6 0.6750 0.7226 0.7234 0.7244

c;=0.11424 0.7 0.7850 0.8325 0.8337 0.8340

c3;=-0.02462 038 0.5000 0.9393 0.9407 0.9402

0.9 1.0125 1.0431 1.0443 1.0433

1.0 0.1250 1.1442 1.1442 1.1442

*El parametro cuatro de la solucion Rayleigh-Ritz coincide con la solucion exacta hasta

cuatro posiciones decimales.
La solucion exacta en el presente caso esta dada por:

u(x) = 2005(1—x)— senx . (2.78)

x -2
cosl

En la tabla 2.2 se presenta una comparacion de la solucion Rayleigh-Ritz con la

solucién exacta.

Ejemplo 2.4. Considere el problema de encontrar la deflexion transversal de una viga

en cantiliver bajo una carga transversal uniforme de intensidad f, por longitud unitaria
y momento A, usando la teoria de viga Euler-Bernoulli (ver ejemplo 2.2). Las

ecuaciones gobernantes de esta teoria son:

? ? 0 L (2.79
dj:[EIdtuJ—_ﬁ, para{ sxs )
ax’ ax’ El>0

2 2 (2.80)
w(o)z[i'@] <o, (EZ| =M, | L EE| -0
ax =0 o x=L dx & x=L

La forma variacional de (2.79) (la cual incluye la NBC especificada) fue derivada en
el ejemplo 2.2 y estd dada por (2.56).
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Construimos ahora una solucién para un parametro N de Ritz usando la forma

variacional (2.56), B = (v, w)=I(v),donde:

: d*vd'w L dv (2.31)
B(v, w):L Ef———dx2 —_alrz dk, l(v):_‘; _]‘;va’x+(M0 EJ
=L

Observe que la EBC especificada, w(0)=0 y (%] son homogéneas. Por lo
"x=0

tanto, seleccionamos funciones aproximacién algebraicas ¢ que satisfagan las

r
ecuaciones de continuidad y condiciones de frontera ¢ =(0)=ga‘$i =(0). La funcién
algebraica de menor orden que logra esas condiciones es @, = x*. La siguiente funcion

en la secuenciaes @, = x’. Por lo tanto tenemos:

¢ = xz’ ¢, = xzr--‘;éw = x"*

La aproximacion para el parametro N. Rayleigh-Ritz es:

I
w_v(x)zz c_, s ¢j - x_,r+l (282)
J=1
Sustituyendo (2.82) parawy v = ¢ en (2.81) obtenemos:
(i i -l 2.83
By = [ EIf+ D (j+ ) de = Elij( +1_X’ +11)L (2.83)
i+j-—

-2
E:M+Mo(i+1)ﬁ
i+2

Para N=2 (solucion para parametro 2), tenemos:
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EI{aLe, +61%¢,)= 1 .1} + 2M L ‘ (2.84a)
EI612¢, +128¢,) = L £,1* +2M, I

& en forma de matriz:

2 3 ’ 2.84b
gpo 4ol ||| _ AL [4 +M0L2 (2.84b)
6> 120 ||c, 12 |3L 3L

Resolviendo para ¢, y ¢, obtenemos:

L SREHI2M, AL

T 3 2

24E] T 12E1
y la solucion (2.82) llega a ser:
2 2.85
wz(x)zsjﬁ,L 1M, o AL (2.85)
24ET 12E1

Para la aproximactén del parametro 3 (N=3) obtenemos la ecuacion matricial:

4 6L s1](e) [$AL+2M,
EI| 6L 120 18L Reyp =<t fI} +3M,L (2.86)
820 18L°F EI'ile, L f I 4 aM, I

La solucion de esto cuando se sustituye en (2.82) para (N=3), da

w3(x)=ﬁ2—(6L2_4L +x2)+Mox2 (2.87)
24ET ¥ 2 E]
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Lo cual coincide con la solucion exacta de (2.79) y (2.80). Si intentamos calcular la
solucién del parametro cuatro sin conocer que la soluciéon del parametro 3 es exacta, los

parametros c,(j > 3) seran cero. La figura 2.3 muestra una comparacién de la solucién

Rayleigh-Ritz con la solucion exacta.

2.0

T Solucién parametro tres

==== Solucién parametra dos
1.0 4~ — Solucion parimetro uno
w X 10?
0.0
w X }0?
dw
-Z x 10
dx -1.0 4 -—x 10®

"2-0 - /"’ ey
11t}
"‘-“—""—"-‘—-1’
_30 - 1 T ) +
0.0 02 0.4 0.6 08 1.0 1.2

Fig. 2.3 Comparacion de la solucién Rayleigh-Ritz con la solucion exacta de una viga en

cantiliver bajo una carga transversal uniforme (Teoria de viga de Euler-Bernoulli).

EL METODO DE RESIDUOS PESADOS
Como se sefiald anteriormente, uno puede escribir siempre la forma integral pesada
de una ecuacion lineal § no lineal (en las variables dependientes). La forma débil puede
desarroilarse si las ecuaciones son de segundo orden o mayor, ain si ellas son no
lineales. Sin embargo, no siempre es posible construir una variacional cuya primera

variacion sea igual a la forma variacional. El meétodo Rayleigh-Ritz puede también
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aplicarse a todos los problemas, incluyendo problemas no lineales, que tienen forma
débil. En este método, las funciones peso son igualadas necesariamente a las usadas en
la aproximacion. El método de residuo pesado, es una generalizacion del método
Rayleigh-Ritz en que las funciones peso, pueden escogerse de una serie de funciones
independientes y requiere solamente la forma integral pesada, para determinar los
parametros. El método de residuos pesados puede usarse para aproximar la forma
integral pesada de cualquier ecuacién. Ya que la forma posterior no incluye cualquier
condicion de frontera especificada del problema, las funciones aproximacion deberan
seleccionarse de modo que la solucion aproximada, satisfaga las condiciones de frontera
esencial y natural En adicién, las funciones peso pueden seleccionarse
independientemente de las finciones aproximacién, pero se requiere que sean
independientes (de modo que las ecuaciones algebraicas resultantes sean linealmente

independientes). Esta flexibilidad es ventajosa en ciertos problemas lineales.

En esta seccion, discutimos primero el método general de residuos pesados y luego
consideramos ciertos casos especiales que se conocen con nombres especificos (e].

métodos Galerkin y cuadrado minimo).

El método de residuos pesados se puede describir en su generalidad considerando la

ecuacion operador
A{u)=f enQ (2.88)
Donde A es un operador (lineal o no lineal), a menudo un operador diferencial,

actuando sobre la variable dependiente # y f es una funcidon conocida de las variables

independientes. Algunos ejemplos de tales operadores son:

d* (, d'u
2. A(u)——E[bzr;] (2.89)
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&

o {525863)

4. Alw)= -i[u——)

R

dx

5 A(u v)-u@+v—6£+izf-+£ é“..,._a_v
' " x ol o

Para que un operador A, sea lineal en sus argumentos, debe satisfacer la relacion:
Aleu + fv) = adu)+ BA(Y) (2.90)

Para cualquier escalar oy f y variables dependientes # y v puede comprobarse

facilmente que todos los operadores en (2.89) excepto para 4 y 5 son lineales. Cuando un
operador no satisface la condicion (2.90) se dice que es no lineal
La funcién # no solo debe satisfacer la ecuacién (2.88) sino también debe satisfacer las
condiciones frontera asociadas con la ecuacion del operador.

En el método residuo pesado, la solucion # es aproximada, en mucho, como en el

método Rayleigh-Ritz, por la expresion:

y 2.91)
uN = ZCJ¢J +¢0 (
J=1

Excepto que los requerimientos en ¢, y ¢, para el método residuo pesado son mas
estrictos que los del método Rayleigh-Ritz. La sustitucion de la solucion aproximada u,,
en el lado izquierdo de (2.88) da una funcién f, = A(r,) que general, no es igual a la
funcion especificada /. La diferencia A(uN)- J . llamado al residuo de la aproximacién,

110 €5 CEro:



R=Al,)-f= A[i c.6, +¢0J ~F#0 2-52)

J=1

Notar que el residuo R es una funcion de posicion, tal como la de los parametros ¢, .
En el método de residuo pesado, como el nombre sugiere, los parametros ¢, se

determinan requiriendo que el residuo R desaparezca en la integral pesada:

anf(x,y)R(x,y,cJ)ixaj) =0 (Z = 1,2,,..,N) (293)

donde QQes un dominio de dos dimensiones , y ¢ son las funciones peso , las cuales
en general , no son las mismas que las funciones aproximacién ¢ Lasede {i,} debe

ser una serie linealmente independiente. Por otro lado, las ecuaciones dadas por (2.93)
no seran linealmente independientes y no serdn solucionabies.

Los requerimientos en ¢, y ¢, para el método residuo-pesado, son distintos de los

del método Rayleigh-Ritz, los cuales estan basados en la forma débil (integral) de la
ecuacion diferencial. El requisito de diferenciabilidad sobre @, en el método de residuo
pesado es dictado por la exposicion integral (2.93) , opuesto a la forma suave del método

Rayleigh-Ritz . Por lo tanto, @, debe tener derivadas diferentes de cero hacia arrtba en

orden de aparicion en la ecuacion operador (2.88) . Ya que la forma integral pesada

(2.93) no incluye cualquiera de las condiciones frontera especificadas (esencial o

natural) , debemos requerir también que w#, en (2.91) satisfaga todas las condiciones
frontera especificadas del problema . Consecuentemente, ¢, se requiere que satisfaga
todas las condiciones frontera especificadas , y ¢, se requiere que satisfaga la forma

homogénea de todas las condiciones frontera especificadas del problema . Esos

requerimientos sobre ¢ y ¢ Incrementaran el orden de las expresiones polinomiales
usadas por ¢l método residuo pesado. En general, las @ usadas en este método son

funciones de mayor orden que las usadas en el método Rayleigh-Ritz, y las funciones

usadas en el pasado pueden no satisfacer los requisitos de continuidad
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(diferenciabilidad) del método o residuo pesado. Varios casos especiales del método

residuo pesado se discuten en los siguientes parrafos.

EL METODO PETROV-GALERKIN. El método residuo pesado esta referido al
método Petrov-Galerkin cuando , # ¢, . Cuando el operador A es lineal, (2.93)

puede simplificarse a la forma :

> ([, 6 ] ¢, = [ wlr - atg sy

N . (2.93)

L
Il
—

observe que la matriz coeficiente [A] no es simétrica;

A=l v Alg Jaxdy = A, (2.94)

EL METODO GALERKIN . Para la seleccion de la funcién peso i, igualaladela
funcién aproximacion ¢ , el método del residuo pesade es mejor conocido como el

método Galerkin. Las ecuaciones algebraicas de la aproximacion de Galerkin son:

N 2.95a
YAg <F N
J=1



Donde:

A, = [ aA(p oty F [ a[f - Al (2.950)

De nuevo observamos que A, no és simétrica.

En general, el método Galerkin no es el mismo que el de Rayleigh-Ritz, esto en

cuanto a lo requerido para determinar los coeficientes ¢; .-

Las funciones aproximacion usadas en el método Galerkin se requiere sean de mayor

orden que las usadas en el método Rayleigh-Ritz .

Si la ecuacion lo permite y uno lo quiere, la diferenciacion puede transferirse de la

soluciéon « ala funcién peso w=4¢ ;y con ello obtener uno la forma débil para relajar

los requisitos de continuidad en las funciones de aproximacion e incluyen las
condiciones de frontera natural especificadas del problema.
Los métodos Rayleigh-Ritz y Galerkin producen las mismas condiciones en los dos

Casos: (z) cuando las condiciones de frontera especificadas del problema, son todas del
tipo esencial, y por lo tanto los requerimientos sobre 4 en los dos métodos llegan a ser
los mismos y la forma integral pesada se reduce a la forma débil, y (/) cuando las

funciones de aproximacion del método Galerkin son usadas en el método Rayleigh-Ritz .

EL METODO DE CUADRADQ MINIMO. En este método, determinamos los

parametros, minimizando la integral del cuadrado del residuo (2.92):

%IQRZ(x,y,CJ)a&dy =0
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R (2.96a)
| 7 ey =0

La comparacion de (2.96a) con (2.92) muestra que ¢, :‘ERéb si A esun

operador lineal, @ = A(gzﬁ) y (2.96a) llega a

zh AR vk, = [ A7 - A, sy

N (2.96b)

Donde:

Ay = [[oalp Yy, F = [ glf - g Jaty (2.96¢)

Notar que la matriz coeficiente Ajj es simétrica, pero involucra el mismo orden de

diferenciacion como el de la ecuacion diferencial gobernante.

EL METODO DE COLOCACION. En el método de colocacion obtenemos una

solucion aproximada », a (2.88) en la forma de (2.91) requiriendo que el residuo en la

ecuacion sea idénticamente cero en N puntos seleccionados x' = (xf, Y Xi =12,.,N) en

dominio de Q2.

Rlx,y.¢)=0 (i=12,.,N) (2.97)
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La seleccion de los puntos x' es crucial en la obtencion de un sistema de ecuaciones

bien acondicionado y para la obtencion de una solucidn exacta. El método de colocacion
puede mostrarse como un caso especial de (2.93) con w, =& (x‘, y') donde 5(x) es la

funcion delta Dirac definida por:

[ AWty = 1) (2.98)

Con esta seleccion de funciones peso, la exposicion de residuc pesado llega a ser:

Lé'(x~x‘)R(x,cj)me§/ =0

Rlx',c,)=0 (2.99)

U

Consideremos un ejemplo para ilustrar el uso de vartos casos del método residuo

pesado.

Ejemplo 2.6. Considere la ecuacion diferencial [ ver ejemplo 2.4 en condiciones de
frontera serie 2 |

dlu

2.100
—EZ——-u+x=0, u(O)zO, u'(l)=1 ( )

Para un método de residuo pesado,d, y ¢ deben satisfacer las condiciones

siguientes:
&, (0) =0, ¢, (1) =1 (satisface las condiciones de frontera real)
é, (0) =0, ¢ (1) =0 (satisface la forma homogénea de las

condiciones frontera especificadas)
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Para una seleccion de polinomios algebraicos, suponemos que ¢, (x) =g+bxyse

usan las dos condiciones en ¢4, para determinar las constantes @ y & . Obtenemos:

¢o(x): X

Ya que hay dos condiciones homogéneas, debemos suponer un polinomio de

parametro fres como minimo para obtener una funcion no cero, ¢ =a+bx+cx’.

Usando las condiciones sobre ¢, , obtenemos:
$ =—cx (2_' x)
La constante ¢ puede ser igual a la unidad debido a que se observara dentro del

parametro ¢, .

Para ¢, podemos suponer una de las formas
¢,=a+bx+ad’ 6 ¢, =a+oxd’ +dxc

con d #0; ¢, no contiene todos los términos de todos las ordenes en cualquier caso
pero, la solucion aproximada es completa debido a que {¢l,¢2}contiene todos los

términos arriba del grado tres. Para la primer seleccién de ¢, . obtenemos:

— 212
¢, =x (1 3 x)
El residuo en la aproximacion de la ecuacion es:

(2.101)

R= —[0+;Z;c, i;f’)-—[qaﬁo +éq¢i]+x2

= 01(2—2x+x“)+c2(—2+«4x—x2 +§x2)—x+xz
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CAPITULO 3

ANALISIS DEL ELEMENTO FINITQ EN PROBLEMAS DE UNA
DIMENSION CON VALOR FRONTERA DE SEGUNDO ORDEN

3.1 COMPARACION DE ELEMENTO FINITO CON LOS METODOS
VARIACIONALES.

Los métodos variacionales tradicionales descritos en el capitulo 2 dejan de ser
efectivos debide a un defecto serio, particularmente, la dificultad de construir las
funciones aproximacidn. Las funciones aproximacion, aparte de satisfacer continuidad,
independencia lineal, perfeccion, y condiciones de frontera esenciales, son arbitrarias, la
seleccion se hace mas dificil cuando el dominio dado es geométricamente complejo. La
calidad de la aproximacion es afectada directamente por la seleccion de las funciones
aproximacién, es inquietante conocer que entonces no existe procedimiento para
construirias.

Debido a este defecto, a pesar de la simplicidad en obtener soluciones aproximadas,
los métodos wvariacionales tradicionales de aproximacidon, nunca se consideran
competitivos computacionaimente, cuando se comparan con los esquemas tradicionales
de diferencia finita.

Idealmente hablando, un método cl:mputacional efectivo debe tener las siguientes

caracteristicas:

1. Debe tener una matematica perfecta asi como bases fisicas.
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No debera tener limitaciones cuando se considere la geometria, la composicion
fisica del dominio, o la naturaleza de la carga.

El procedimiento formulativo debera ser independiente de la forma del dominio y
la forma especifica de las condiciones frontera.

El método deberd ser flexible en cuanto a los grados de aproximacion sin
reformular el problema completo.

Debera involucrar un procedimiento sistematico que pueda automatizarse para

usarse en computadoras digitales.

El método del elemento finito es una técnica en la que el dominio esta representado

como un conjunto de dominios simples, llamadas elementos finitos tal, que es posible

construir sistematicamente las funciones aproximacioén necesitadas en una aproximacion

variacional 6 residuo pesado de la solucién de un problema sobre cada elemento. Por lo

tanto, el método del elemento finito difiere de los métodos tradicionales estudiados

antes en la manera de como se construyen las funciones aproximacion.

L.

(V5]

El método del elemento finito tiene tres caracteristicas basicas:

Division del todo en partes. Lo cual representa geométricamente un dominio
completo como un conjunto geométrico de dominios simples, que dan lugar a una
derivacion sistematica de las funciones aproximacion.

Derivacion de funciones aproximacion sobre cada elemento; las funciones
aproximacion son por lo regular, polinomios algebraicos que se derivan usando la
teoria de interpolacién.

Ensamble de elementos. Basado en la continuidad de la solucion y balance de
flujos internos. El ensamble de elementos representa una analogia discreta del
dominio natural, y el sistema asociado de ecuaciones algebraicas representa una

analogia numeérica del modelo matematico del problema que se estd analizando.

Las tres caracteristicas constituyen los tres pasos principales de la formulacion del

elemento finito. La geometria de los elementos usada para representar el dominio de un

problema debera ser tal que las funciones aproximacion puedan ser derivadas Unicas.

Las funciones aproximacion dependen no solamente de la geometria sino también del
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numero y localizacion de puntos llamados nodos, en el elemento y las cantidades a
ser interpoladas (ej. solucion, 6 solucion y sus derivadas ).Una‘ vez que las funciones
aproximacion se han derivado, el procedimiento para obtener relaciones algebraicas
entre los coeficientes desconocidos (lo cual da los valores de la solucion en los nodos
del elemento finito) es exactamente el mismo usado en los métodos Rayleigh-Ritz y

residuo pesado.

El método del elemento finito, no sdlo supera el defecto de los métodos
variacionales tradicionales, sino que también esta dotado de una técnica computacional

efectiva.

Los pasos basicos involucrados en el analisis del elemento finito de un problema se

dan en la tabla 3.1
TABLA 3.1:

Pases involucrados en el anilisis del elemento finito de un problema:

1. Discretizacion (6 representacion) del dominio dado en un conjunto de elementos
finitos preseleccionados. (Este paso puede postponerse hasta que se complete la
formulacion de la ecuacion del elemento finito)

a) Construya la malla del elemento finito de los elementos preseleccionados

b) Nimero de nodos y elementos

¢) Genere las propiedades geométricas (coordenadas y areas de seccidon
transversal) necesarias para el problema.

2. Derivacion de las ecuaciones de elemento para todos los elementos
tipicos en la malla.

a) Construir la formulacién variacional de la ecuacion diferencial dada sobre el
elemento tipico.
b) Suponga que la variable dependiente tipica «# es de la forma.
u=3uy,
=l
y sustituya en el paso 2a para obtener las ecuaciones de elemento

en la forma
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&)} ={F7}

¢) Derive ¢ seleccione, si estin disponibles en la redaccion, funciones

interpolacion de elementos ¥j |y calcule las matrices de elemento.

3. Ensamble las ecuaciones de elemento para obtener las ecuaciones del problema total

a. Identificar las condiciones de continuidad de inter elemento entre las
variables primarias (relaciones entre los grados de libertad locales y los
grados de libertad globales-conectividad de elementos) mediante la relacion
nodos del elemento a nodos globales.

b. Identificar las c¢ondiciones de equilibrioc entre las variables secundarias
(relacion entre la fuente local 6 componentes fuerza y las componentes de
la fuente especificada globalmente).

c. Ensamble las ecuaciones de elemento usando los pasos 3a y3b.

4. Imposicion de las condiciones frontera de un problema.

a) Identificar los grados de libertad globales primarios especificados.

b) Identificar los grados de libertad globales secundarios especificados (s1 no se
dan en el paso 3b).

5. Soluctén de las ecuaciones ensambladas.

6. Postprocesamiento de los resultados.
a) Calcular el gradiente de la solucién de otras cantidades deseadas de los
grados de libertad primarios calculados en el paso 3.

b) Represente los resultados en forma tabular o grafica.

En las secciones que siguen, nuestro objetivo sera introducir muchas ideas
fundamentales que forman las bases del método del elemento finito. Los pasos basicos
de un analisis de elemento finito se introducen via un modelo de ecuacion diferencial de

segundo orden, representativa de muchos sistemas de una ecuacion de una dimension.



3.2 PASOS BASICOS PARA EL ANALISIS DEL ELEMENTO FINITO

MODELO DE PROBLEMA DE VALOR FRONTERA
Considere el problema de encontrar la funcion u ={x) que satisfaga la ecuacion

diferencial :

prRlrs +cu—qg= para: O<x <
y las condiciones frontera
du (3.2)
uld =u,, aqa— =
O=u, [(a5) -o

donde a=alx), c=dx), q=¢(x), v,y O, son los datos del problema (cantidades

conocidas).

La ecuacion 3.1 esta en conexiéon con la descripcion analitica de muchos procesos
fisicos. Por ejemplo, conduccion y conveccion de calor en una pared plana & aleta
transferencia de calor en una dimensién), flujo a través de canales y tuberias, deflexién
transversal de cables, deformacion axial de barras (ver fig. 3.1a) v muchos otros
procesos descritos en la tabla(3.1). La tabla 3.2 contiene una lista de varios campos de

problemas descritos por (3.1).
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: L ,
(@)

_ q(x)

‘%_—- i —— i —

du
u=u0'='0 aEEQQ

(b)

—x

P l.-k!-"l-hz“{ l‘he'.i t-'hN'.{

%—o—o—o—-o—-o——o
(D2 @....e@e+1..@~+1
AN

Numero de nodos Nimero de elementos

(b)

Figura 3.1 Discretizacién del elemento finito de un dominio en una dimension

problema fisico; (b) idealizacion matematica; (¢) discretizacion del elemento finito

(a)
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TABLA 3.2

Algunos ejemplos de las ecuaciones de segundo orden en una dimension
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d{ du
-—|la—|=¢g paal<x <l
de\  dx
Condiciones: de frontera esencial: # _,= %, de frontera patural az } . =0,
Campo Vapable primaria Térmimo fuente Variable secundaria
u a qg oA
1.Deflexion transversal Deflexica Tension en Carpa transversal Fuerza axial
de un cable transversal cable distribuida
2. Deformacion axial de Desplazamiento EA(E=modulo, Friccidn ¢ fuerza de Fuerza axial
una barra longitudinal A= Area secc. Transv.) contacto sobre barra
3. Transferencia de calor Tempezatura Conductividad térmica Generacitn de calor Calor
4. Flujo a través de Presién z D? 128u Fuente de flujo Razén de flujo
tubos hidrostatica D=Disimetro (generalmente cero)
M =viscosidad
5. Flujo laminar Veloeidad Viscosidad Gradiente de presion Esfuerzo axial
incotapresible a
través de un canal
bajo gradieme a
presién constante
6.Flujo através de im Fuente de fluido Coeficieme de ‘ Flujo de fluido Flujo
medio poroso permeabilidad
7. Electrostitica Potenicial Coastante Densidad de carga Flujo eléctrico
electrostitico diciéanca



Cuando <(x) =0.

A continuacién se presenta paso por paso un procedimiento para la formulacién y

solucion de (3.1) mediante el metodo del elemento finito.

DISCRETIZACION DEL DOMINIO
El dominio del problema en el caso presente, consiste en que todos los puntos entre
x=0yx=L;Q0,L); ver fig. 3.1(b). El dominio Q se divide en dos series de elementos

finitos, un elemento tipico de longitud A, , existe y esta localizado entre los puntos Ay
B. El conjunto de tales elementos se llama la malla del elemento finito del dominio.
(ver fig 3.1¢). La raz6n para dividir el dominio en elementos finitos es doble: primero,
para representar la geometria del dominio; y, segundo para aproximar la solucion sobre
cada elemento de la malla para representar mejor la solucion sobre el dominio entero.
La aproximacion del dominio en el caso presente no es interés, ya que es una linea recta.
Si el dominio es una curva entonces la aproximacion mediante una serie de lineas rectas
O curvas es necesaria para representarlo. La aproximacion de la solucion sobre cada
elemento de la maila es mas simple que su aproximacion sobre el dominio entero.
Recordar que en los métodos variacionales tradicionales, la solucion requiere satisfacer
las condiciones frontera del problema. Esto presenta algunas restricciones en la
seleccion de funciones aproximacion, especialmente cuando existe discontinuidad en la

gecometria, propiedades del material, y/o carga del problema.
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Para conectar los elementos e imponer continuidad de la solucién en nodos comunes

a elementos, identificamos los extremos de cada elemento linea como los nodos del
elemento.
Dependiendo del grado de aproximacion polinomial usado para representar la solucidn,
se pueden identificar nodos adicionales dentro del elemento. Los nodos juegan el papel
de puntos de interpolacion, en la construccidén de las funciones aproximacion de un
elemento.

El nimero de elementos usados en un problema, depende del tipo de elemento y
exactitud deseada. Siempre que un problema se resuelva por el método del elemento
finito por primera vez, uno requiere investigar las caracteristicas de convergencia de
aproximacién del elemento finito refinando la malla graduaimente (incrementado el
numero de elementos) y comparando la solucién con los obtenidos por elementos de
mayor orden. El orden de un elemento se refiere al grado de polinomio usado para
representar la solucion sobre el elemento.

DERIVACION DE LAS ECUACIONES ELEMENTO

La derivacion de ecuaciones de elemento finito, esto es ecuaciones algebraicas que
relacionan las variables primarias con las variables secundarias en los nodos de los
elementos involucran tres pasos.

1. Construir la forma débil 6 residuo pesado de la ecuacion diferencial.
2. Suponer la forma de la aproximacién sobre un elemento finito tipico.
3. Derivar las ecuaciones de elemento finito mediante la sustitucién de la solucidn

aproximada en la forma débil 6 residuo pesado.
elemento tipico Q° = (xA,xB), cuyos puntos extremos tienen las coordenadas

X =x,YX=Xg, seaisla de la malla (ver fig 3.2a). Damos una solucion aproximada a la

ecuacion que rige sobre el elemento, usando el método Rayleigh-Ritz.

En | principio, cualquier meétodo que permita la derivacion de las relaciones,
algebraicas necesarias entre los valores nodales de la variable dependiente puede usarse.
Aqui se desarrollan las ecuaciones, algebraicas usando el método Rayleigh-Ritz, que
se basa en la forma débil de la ecuacion diferencial. Las ecuaciones resultantes de la

aplicacion de un método variacional, son relaciones entre las variables primarias
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(aquellas involucradas en la especificacion de las condiciones frontera esenciales) y las
variables secundarias (las involucradas en la especificacion de las condiciones de
frontera naturales). Los tres pasos en la derivacion de las ecuaciones de elemento finito

de un elemento tipico de la malla se discuten enseguida:

PASO 1. FORMA DEBIL. En el método del elemento finito damos una solucién
aproximada a (3.1) sobre cada elemento finito. La aproximacién polinomial de la

solucion para un elemento finite QQ° es de la forma:

\ 3.3
ue =Zu;w;(x) )

donde ;son los valores de la solucidn en los nodos del elemento finito y ] son las

funciones aproximacion sobre el elemento. Los coeficientes «; son determinados de

modo que (3.1) sea satisfecha en sentido de integral pesada. El nimero necesario y

suficiente de relaciones algebraicas entre los #, puede obtenerse, cambiando la forma

de la ecuacion diferencial (3.1) en una forma integral pesada.

[ g

donde w(x) representa a la funcién peso y Q° = (x A,xB) es el dominio de un elemento

tipico (ver fig. 3.2a). Para # = U* y cada seleccion independiente de w, obtenemos una

ecuacion algebraica independiente relacionando todos los #; del elemento . Un total de

n ecuaciones independientes se requieren resolver para n valores «; . Cuando se escoge
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que wsea y° y (3.4) se usa para obtener la iésima ecuacién de las n ecuaciones
requeridas, el modelo del elemento finito resultante (sistema de ecuaciones algebraicas
entre los valores modales) es el modelo del elemento finito Galerkin. Ya que (3.4)

contiene la segunda derivada de U°, las funciones aproximacién y; pueden ser

doblemente diferenciables. En adicion, si las vanables secundarias son incluidas en el

modelo, ¥ puede ser cubica.
Para suavizar la continuidad requerida de las funciones w(x), nos ocupamos de la

diferenciacion de (3.4) desde u hasta wtal que # y wsean igualmente diferenciadas
una vez cada una en el presente caso. La forma integral resultante es llamada la forma
débil de (3.1). Esta forma, no tan solo es equivalente a (3.1) sino también contiene las
condiciones frontera natural del problema. El procedimiento de tres pasos de
construccion de la forma débil de (3.1) se presentd en el cap. 2 y es visitada de nuevo en

el siguiente parrafo.

El primer paso es multiplicar la ecuacion diferencial gobernante con una funcion peso
e integrar sobre un elemento tipico. El segundo paso es llevar a cabo la diferenciacion

desde u hasta w, usando integracion por partes. Considere la identidad.

e I

Lo cual es simplemente la regla de la diferenciacion del producto aplicada al

U
producto de dos funciones, a— YW Integrando esta identidad sobre el dominio del

elemento obtenemos:

B du du) xli( duj ’jﬂd_u _ |: @ s E dw (35b)
_Lw|:dx[adx }ﬁ‘_de LChr g Bt s ko | +L.adx
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Sustituyendo (3.5b) en (3.4) llegamos al resultado

dax dx dx

«»( dwdu du ™ (3.6)

0= L [a—— +cwu —wq]cb: —[wa _uil
El tercer y ultimo paso es identificar las variables primarias y secundarias de la forma
(débil) variacional. Esto requiere que clasifiquemos las condiciones frontera esencial (6
geométrica) y natural (6 fuerza). La clasificacion se hace unicamente examinando el

término frontera que aparece en la forma débil (3.6).

Como una regla, el coeficiente de la funcidn peso en la expresién frontera se llama la
variable secundaria, y su especificacion constituye la condicidn frontera natural. La
incdgnita dependiente en la misma forma como en la funcion peso en la expresion
frontera es la variable primaria, y su especificacion constituye la condicion frontera

esencial. Para el modelo de ecuacion a la mano, las variables primarias y secundarias

S0n:

u

o

Bl &

uya

En el escrito de la forma final de la expresion variacional (6 débil), suponemos que
todas las condiciones frontera en el nivel del elemento son del tipo natural, asi que

pueden incluirse en la exposicion variacional.

- afx z, ‘dx x
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Las variables primarias y secundarias en los nodos se muestran sobre el elemento

tipico fig. 3.2 (b).

Esta figura es el diagrama de cuerpo libre del elemento tipico. Con sus fuerzas
internas (reacciones) Oy y (,. Las cantidades Of =Q, y O =0, tienen el
significado de fuerzas en la deformacion axial de barras, O, es una fuerza compresiva

mientras (J; es una fuerza a tension (algebraicamente ambas positivas como se muestra

en la fig. 3.2b).

Con la observacion en (3.7) la forma variacional llega a ser.

0= E’[a%%+m —wq]dx—w(xA)QA -w(x, O, G.8)
e Xz |
x, -]] h,
g - T X=X-X,
— X A—x B
£=0 X=h,
~

a-{ot)o, EEL_EFE g (8

Fig. 3.2. Discretizacion del elemento finito de un dominio en una dimension para el

madelo de problema (3.1) (a)Un elemento finito tipico de la malla de elemento finito en



fig. 3.1 (c); x= coordenada global X =coordenada local, (b) un elemento tipico, con la

definicion de variables primarias («)y secundarias (Q)de los nodos elementos.

La ec. (3.8) completa el procedimiento de tres pasos para construir la forma débil en
(3.8) contiene dos tipos de expresiones; las que contienen w y ; y las que contienen solo

w. Agrupando en una expresion simple llamada la forma bilineal:

B(w,u) = r’(a@ au + cwu}dx (3.9a)
=\ dx dx

Representando todos los términos que contienen solamente w por E(w), llamada la

forma lineal.
160) = [ wadde +wlee, 0, +wlx, )0, (3:5)

La exposicidn variacional puede escribirse ahora como:
B(w,u)=1(w) (3.10)

La cual se llama el problema variacicnal asociado (3.1) como se verd mas tarde, la
forma bilineal resulta directamente en la matriz coeficiente del elemento, y la forma

lineal aparece en el vector columna al lado derecho de las ecuaciones del elemento

finito.

Cuando se tiene interés en matematicas aplicadas, ¢ mecanica de solidos y estructural
se aprectard el hecho de que el problema variacional (3.10) no es nada, pero la

exposicion de la minimizacion de una cuadratica funcional 6 de energia potencial total

I{u):

ol =0



donde & es el simbolo variacional (ver secc. 2.3.3) e I es la funcional cuadratica
definida por [ver(2.43b)]

I{u)= 1 Blu,u)- 2(u) . (3.11)

La ecuacion (3.11) se cumple solo cuando #(x) es lineal en u y B(w,u) es bilineal y

simétricamente en & y w.

Cuando (3.1) describe la deformacién axial de una barra 1B(x,u) representa la
energia elastica de deformacion almacenada en la barra, E(u) representa al trabajo
desarrollado por las fuerzas aplicadas y / (u) representa la energia potencial total del
elemento barra. Es importante notar, que las formulaciones de elemento finito, no
requieren de la existencia de la funcional / (u) La cual es necesitada como una forma de
obtener exactamente » ecuaciones algebraicas entre las #; de (3.3) de modo que la

ecuacion diferencial gobernante sea satisfecha sobre el elemento de manera significativa.
En el presente estudio, usamos la forma suave de la ecuacion diferencial (3.8) 6 (3.10) y
el método Rayleigh-Ritz para obtener las n ecuaciones algebraicas entre las variables

nodales u/ y QF.

Paso 2. Aproximacion de la solucién. La forma débil sobre un elemento es equivalente

a la ecuacion diferencial y a las condiciones de frontera natural del elemento. Las
condiciones de frontera esencial del elemento, digamos u(x A) =u,, y u(xﬁ)z Uy MO

estan incluidas en la forma débil. De aqui que puedan incluirse en la aproximacion de
u(x) . Por lo tanto, la aproximacion de u(x) debe ser un interpolante, es decir igual a
u, en x, y ugenxg.

Una vez que la forma débil contiene la dertvada de primer orden de u, cualquier
funcién continua seria candidata para la solucion del elemento finito. Representemos la

solucion del elemento finito sobre el elemento 2° = (xA,x 3) por /*. Entonces daremos

la solucidén aproximada U/° en forma de polinomios algebraicos. La razdn para esta
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seleccion es doble: primero, la teoria de interpolacién de analisis numérico puede usarse
para obtener las funciones aproximacion sistematicamente sobre un elemento; segundo,
la evaluacion numeérica de integrales de los polinomios algebraicos es sencilla.

Como en los metodos variacionales, las solucidn aproximacion {/* debe cumplir
ciertos requisitos para que sea convergente con la solucidn real # asi como se

incremente el nimero de elementos. Estos son:

1. La solucion aproximada debera ser continua sobre el elemento, y diferenciable, asi

requerida por la forma debil.

2. Debera ser un pelinomio compieto, esto es, incluir todos los términos desde el menor

hasta el de mayor orden usado.

3. Debera ser un interpolante de las variables primarias en los nodos del elemento

finito,

La razon para el primer requisito es obvia; asegura una matriz coeficiente no cero. El
segundo requisito es necesario para capturar todos los estados posibles, esto es constante

lineal y asi sucesivamente de la solucion real.

El tercer requisito es necesario para satisfacer las condiciones de frontera esencial del
elemento y forzar continuidad de las variables primarias en puntos comunes a varios

elementos.

Para la exposicion variacional a Ia mano, el polinomio de minimo orden es lineal. Un

polinomio lineal completo es la forma.

Ut =a+bx (3.13)

donde a y & son constantes. Estas expresién cumple los primeros dos requisitos en

(3.12). Para satisfacer el tercero:

Ulx,)=ut, U(x;)=1u (3.14)



Expresamos las constantes @ y b en (3.13) en términos de % y u;. Las ecuaciones

(3.14) provee dos relaciones entre (a,4) y (u,‘ LU, )

e _
u, =a+bx,

u, =a+bx, (3.15a)

0 en forma de matriz
u; 1 x, ||a
wil 1 x, ||b (3.15b)

Invirtiendo (3.15b) por la regla de Cramer’s obtenemos

: 1
R L) St s
Cw (3.15¢)
S

donde b, =x, -x, ¥y

af=(-1yx, Bi=(-1); xf =x,, xf =x, (3.15d)

En (3.15d), / yj permutan en un orden natural
Si i=1, entonces j=2, si /=2, entonces j=I

afy f; se introducen para mostrar la forma tipica de las funciones interpolacion. La

sustitucion de (3.15¢) en (3.13) produce:
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U ()= J(e i+ i) + (8 105 + 52 )]

1 1
= h—(a T+ :x)uf +h—(a $+ 5 ;x)u._f

-4

Esto es :
2
[e = 1t il = “(x)u’
(x) (48 (X')ul Vlz( )uz ;WJ( ) J (3.16&)

donde :

Xy —X

)= (ot + B x) =222

e x.B A

1
vl

Las cuales se llaman funciones aproximacion del elemento finito lineal.
Para la interpolacidn lineal (3.16) marcamos los extremos como nodos 1y 2, y

renombramos las variables secundarias como :
Q,=0 Q=0 (3.17)

El nimero de nodos global para elementos conectados en serie puede relacionarse

con el numeroc de nodos del elemento. Para elementos lineales, el numero de nodos

global del elemento Q° son e y e+, y las coordenadas globales de los nodos del

elemento son x,,x,.; (estoesx, =x,y Xz =x,_,)

Notar que las funciones interpolacidn del elemento y; en (3.16b) estan

expresadas en términos de la coordenada global x (la coordenada del problema) pero se

definen solamente en el dominio del elemento Qe=(x(,,x3):(xe,xm). Si los
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expresamos en términos de una coordenada ¥ con origen en el nodo 1 del elemento,

(3.16b) toma las formas:

(3.18)

X
v (%) =1-—, y/;(f)=1-h—

T

La coordenada X se llama la local 6 coordenada elemento. Las funciones ¥/ se
muestran en la fig 3.3(a). Notar que ;| esigual a 1 en el nodo 1y cero en el nodo 2, y
i, es igual a 1 en el nodo 2 y cero en el nodo 1. Estas propiedades de y/ se conocen
como las propiedades de interpolacién.

Las funciones interpolacién global @, se pueden definir en términos de las

funciones interpolacion del elemente correspondiente al nodo global I (ver

R— PR L
g__,\. 2 . N
e—1 € e+1 e+2 -
. X J;' |
’ Pt
wi =1 — gk,
Wr§ = £k,
(a)
T‘_— @y, @, P
LY >
», ,,
1 N
P l%
r—2 - L\ f I+1 N+

Niimeros de nodo global Elementos tipicos

I-i
©. = {¢2 para x,  <£x<x,
17 1
¢, para x, £x<x,,

(b)
Figura 3.3. Funciones interpoliacion a) local, b) global para el elemento dos nodos lineal

(xA = xe:xB = xg+1)

fig.3.3 b), ya que U*(x) de (3.16a) es una interpolante de u(xj sobre los elementos
Q°, " son llamadas También funciones interpolacion. Las funciones interpolacion

derivadas usando la dependiente desconocida - no sus derivadas- en los nodos (esto es
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funciones interpolacién con continuidad ¢°) se llaman la familia Lagrange de funciones
interpolacion. Cuando la dependiente desconocida y sus derivadas en los nodos se usan
para derivar las funciones interpolaciéon, las funciones interpolaciéon resuitantes se
conocen como la familia Hermite de funciones interpolacion.

Notar que 7 son derivadas sistemdticamente; arrancando con un grado de polinomios
algebraicos supuesto para la dependiente desconocida y determinando los coeficientes
del polinomio en términos de los grados de libertad primarios, expresamos la variable
dependiente como una combinacion lineal de funciones aproximacion y las variables
nodal primarias. La llave del procedimiento es seleccionar el nimere y localizacion de
nodos en el elemento, tal que la geometria del Gltimo este perfectamente definida. El
numero de nodos debe ser suficiente, para permitir el grado de interpolacion supuesto de
la solucion, en términos de las variables primarias. Para una aproximacion polinomial,
lineal, dos nodos con una incognita primaria por nodo, son suficientes para definir la
geometria del elemento, siempre que los dos nodos sean los extremos del elemento. Ya
que un polinomio cuadratico se define unicamente por tres parimetros, un total de fres
puntos nodales deben ser 1dentificados en el elemento.

Para definir la geometria del elemento, dos de los nodos deben ser los extremos del
elemento. El tercero puede identificarse dentro del elemento.

Retornando a la aproximacion lineal (3.13) que se rehace como (3.16a), notamos que
la solucién verdadera es aproximada sobre cada elemento mediante un polinomio lineal
U*(x) (vea fig 3.4a). El error en la aproximacién, E = u(x)—U*(x), puede reducirse
disminuyendo el tamafio del elemento A, 6 incrementando el grado de la aproximacion
(ver fig 3 4b).

Una aproximacién cuadratica, es de la forma:
U®(x) = a+bx+cx? (3.19)

La cual requiere tres nodos para reescribir {/“en términos de los valores de #(x) en
los nodos. Dos de los nodos estan identificados en los extremos de los elementos para
definr la geometria, y el tercer nodo se toma del interior de!l elemento. En teoria el

tercer elemento puede colocarse en cualquier punto interior. Sin embargo, el punto



medio del elemento, equidistante de los nodos extremos es la mejor seleccion. Otras

selecciones (punto cuarto) se dictan mediante consideraciones especiales (para tener un

cierto grade de singularidad en la derivada de la solucidn).

Por Io tanto, identificamos tres nodos en el elemento de longitud 4, (ver fig. 3.5a) y

reescribimos {/*(x) en términos de los tres valores nodales, (uf My U ,) Tenemos:

u(x)

b

wt =U(x)=a+be! +{x;)’
u;, = U‘(x;)=a+bx§ +c(x;)2

—— Soludim Exnoa
=== Selucitn seis clevrenios [hneales
—— Solodom trey vemrentos

{a)

wiz) — . Solucion demorio Boeal N
- .
e Solacien elemento ’,j/\ .
cuadradco . ™~ ™~
i N
i N
RN s 8 7
/,:’{
e
it
e —
®)
Figura 3.4

Refinamiento de soluciones de elemento finito
a)Refinamiento de la malla usando elementos lineales

b)Solucion cuadratica del elemento usando tres elementos

¢ en forma de matriz :

(3.20a)
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uy L oxy (x:)z

u; r=\1 xi (Jc")2 b

u"; B . (3.20b)
3 1 xj (x§

donde x" es la coordenada global del iésimo nodo del elemento Q° . Invirtiendo las

ecuaciones de arriba, obtenemos

1 3
4= ; @ uf a = x:(x:)z —x;(xj)z
3
b=—>put, £ =(x) ()

(3.21)

M
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1 2 3
E—-—-__——ﬁ
e I
(=)
'l':f

Figura 3.5

Elemento cuadratico Lagrange de una dimension y sus funciones interpolacion
a)geometria del elemento, b)funciones interpolacion, ¢) funciones interpolacion global
correspondientes a las funciones interpolacidn cuadraticas. I representa al numero

global, e al namero de elemento e i al nmimero de nodo del elemento.

y (3.19) toma la forma :

e e e e ¢ e 3 2 4 e (322)
U*(x) = w; () + w5 (Duy + i (g =Dy (X
=i
donde y son las funciones interpolacion cuadratica de Lagrange,
(3.23)

Dl, (@ ~at+re?)  (=12))

v (x) =
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Aqui D* representa al determinante de la matriz en 3.20b), y a /.8 yy’ estan

definidas por 3.21). Los subindices usados (3.21) permutan en un orden natural.
si i=1 elj=2y k=3
si i=2 el j=3 yk=1 (3.24)
si i=3 el j=1yk=2

Por ejemplo, « 3,55y 71, estan dados por

2 4 2 2
€ _ .. e ] 2 ¢ _ 2 e e _ ¢ e
af =xf(xf) —xt{x2), A =(xt) —(x5)", »f=xf-x

Las funciones interpolacion cuadraticas pueden expresarse en términos de una
coordenada local X, con origen en el nodo I, el extremo izquierdo del elemento. La

coordenada global x esta relacionada con la coordenada local x¥ mediante la relacion
xX=x/ +X (3.25)

donde x; =x, es la coordenada global del primer nodo del elemento °. Para un

elemento cuadratico, con el nodo interior, nodo 2, localizado en ¥ = a A, , tenemos:

=2

we(®) = ;(11__0[)%[1_5} (3.26)

vi(®) =" ftl-éij

(1-a)k

donde 0 <a <1y x; =x{ +ah,, Para a=%, cuando el nodo 2 se coloca en el punto

medio del elemento ,(3.26) llega a ser :
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o= 30-2

wi(x) = 4{-(1 - %J | (3.27)

x 2%

=303

La grafica de las funciones interpolacidon cuadratica se da en la fig. 3.5(b). La funcién
w; esigual a 1 el nodo / y cero en los otros dos nodos, pero varia cuadraticamente entre

los nodos.

Toda la familia de funciones interpolacién de Lagrange satisfacen las siguientes

propiedades, conocidas como las propiedades interpolacion.

g . [0osiiwj
v 'f’f(xi)‘éf{l sii=j
n . ) L] dw;
(2) Y wi(x)=1, deaqui Y = =0
j=1 J=! (3.28)

donde n-/ es el grado de polinomios interpolacion y x7 es la coordenada global del

nodoj en el elemento Q°. Se puede verificar que las funciones interpolacién lineales en

(3.16)y las funciones interpolaciéon cuadraticas en (3.26) y (3.27) satisfacen las dos

propiedades en (3.28) . La primera es un resultado directo del requisito U/ (x;') =u; ,y
la segunda viene de la inclusion de un termino constante en €l polinomio . Por ejemplo ,
si la aproximacion U* es para representar un estado de solucion uniforme |,
[/* = U; = constante, entonces todas las »° =0/ , y tenemos:

n

Us = 2 Usy; (%)

j=1

1= 3w (x)

=
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Las propiedades de interpolacion (3.28) pueden usarse para construir las funciones de
interpolacidén de Lagrange de cualquier grado . Por ejemplo , las funciones

interpolacion cuadraticas (3.27) pueden derivarse usando la propiedad (1) de (3.28) . De
aqui ¥, (x) debe desaparecer en los nodos 2y 3 estoesen x = %h, y x=~h_, esta es de

la forma :

wy (%) = C{f - %h] (x-4.)

la constante C se determina de modo que y; esigualal en X = O:

1=c{o-%h,](o-h,) o C=-;f—2

Estoda:

SN

Que es la misma como en (3.27). Las otras dos funciones interpolaciéon pueden

derivarse de manera similar.

Aunque aqui se presenta una discusion detallada sobre como construir las funciones
interpolacion de Lagrange para elementos en una dimensién, se encuentran disponibles
en bibliografias de analisis numeérico, y su derivacién es independiente de la fisica del
problema a resolverse. Su derivacion depende solamente de la geometria del elemento y
del numero y localizacion de los nodos. El numero de nodos debe ser igual al niimero de
nodos en el polinomio. Por lo tanto, las funciones interpolacion derivadas arriba se usan
no solamente en la aproximacion del elemento finito del problema a la mano, sino

también en problemas que admiten la interpolacion Lagrange de las variablies, esto es,



todos los problemas para los que las variables primarias son las incognitas dependientes

de las ecuactones que rigen:

PASO 3. MODELO DEL ELEMENTO FINITO. La forma débil (3.8) ¢ (3.10) es
equivalente a la ecuacidn diferencial (3.1) sobre el elemento Q° y también contiene las
condiciones de frontera natural (3.7). Mas ain las aproximaciones del elemento finito
(3.16a) 0 (3.22) satisfacen las condiciones de frontera esencial (3.14) del elemento. Las
sustitucion de (3.16a) 6 (3.22) en (3.8) daran las ecuaciones algebraicas necesarias entre
los valores nodales 47 y (J del elemento Q°. Para formular el modelo del elemento
finito basado en la forma débil (3.8) no se necesita decidir el grado de aproximacion

de U*. El modelo puede desarrollarse para un grado de interpolacion arbitrario.

n
us{"=> [Iyix

donde ¢ son las funciones de interpolacion de Lagrange de grado n-1. Cuando

n>2, la forma débil en (3.8) debe ser modificada para que incluya las variables

secundarias diferentes a cero, si en el interior de cualquier nodo :
g w du g [
0= [a———+cwu)dx— wqdx - > wix’)0°
I [wads =Tl (330)

dondex; es la coordenada global del iésimo nodo del elemento Q° .
Si los nodos 1 y n representan los extremos del elemento entonces OF v Of
representan las fuentes de punto desconocidos . Y todas las demas () son siempre

conocidas ( es decir fuentes de punto aplicado).

Siguiendo el procedimiento Rayleigh-Ritz desarrollado en la seccion 2.4 sustituimos

(3.29) para ¥ y w,,y; ..., para w forma débil (3.30) para obtener » ecuaciones

algebraicas :
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- e Ir’/ € . LN 5 e § [3
ZHJ C&JJ +cwl (Zu}WJ (x)J_qu _Z’){/]
=1 =1

(3.31a)

x dv/e n i dwe . n . n
0=["|a—22 (Zuj fJ +cy; Zujwf(x)) 7AW
A Cﬁf fix J=1 1=1

o=j”

dt//i‘ - € d(/j' ' . [ e c L]
. ["—dx [Z%—JJHM [ij(x)]—m -2,
a j=1 =1

7=l

(i€sima ecuacion)

Jj=t =1

*e dy/: S ¢dW:¢ e . L e - €
OzIxA‘:a?[ZUI cﬁ-‘] +cwn{§ujwj (x)J—!//nq}x—ZV/ﬂ

Notar que le nimero de ecuaciones algebraicas es de acuerdo a las variables

primarias del elemento . La iésima ecuacion algebraica puede escribirse como:

n 3.31b
0= K- f-Q° (i=12..,n) (3.310)
=1

Donde:
K[ {2 sty 1= [avie= )

(3.31¢)
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Notar que la propiedad (1) de interpolacion de (3.28) se usa para escribir:

Zn‘,wf(xf) o-0 (3.32)
4=

Las ecuaciones (3.31a) pueden expresarse en términos de los coeficientes
k. f° yOF como:
e & g £ € (-] L4 a8
ko +kps+. . ki, = f7 + O

4 e 4 [ L3 L3 € L3
fouy +kpup v ks = £+ 0)

2n"n

(3.33a)

ki vk us+  +kou = [0 +08

AN

Las ecuaciones algebraicas (3.33a) pueden escribirse en forma matricial como:

(& Jfur}= {7} +{0") (3.33b)

=

La matriz [k‘] se llama la matriz coeficiente, 6 matriz de rigidez en las aplicaciones de

la mecénica estructural. El vector columna { I ‘} es el vector fuente 6 vector fuerza, en
problemas de mecinica estructural. Observe que (3.33) contiene 27 incdgnitas:
(e, ) v (0F.0%,....0) llamada grados de libertad nodal primario y secundario
del elemento. De aqui no se pueden resolver sin tener n condiciones adicionales.
Algunas de ellas se proveen por las condiciones de frontera y el resto por balance de las
variables secundarias (° en nodos comunes a diferentes elementos. Este balance puede
implementarse colocando los elementos al mismo tiempo. (esto es, ensamblando las

ecuaciones elemento). Con el ensamble de ecuaciones y la imposicion de las condiciones

de frontera obtendremos el mismo nmimero de ecuaciones algebraicas que el numero de

grados de libertad desconocidos primario y secundario. La matriz coeficiente [k“], que
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es simétrica y el vector fuente { f '} pueden evaluarse para un elemento dado y datos
facy q) para los valores de las constantes del elemento discreto acy g¢q
(digamos a,,c,y qe) los coeficientes 4, y f° pueden evaluarse facilmente para un

elemento tipico

ELEMENTOQ LINEAL. Para una maila de elementos lineales ° esta localizado entre
los nodos globales x, =xe y x; =x_ (ver fig 3.2). De aqui:

K;:E"'[aedi’ ;‘;MW %}abc AR R

& en el sistema de coordenadas local x

d
K’-f{ dg :; +c w,wj]f A fq,w,

donde: x=x' +%,y

NS
|

Las w° se pueden expresar en t¢rminos de X [ver(3.18)] como:

v . E o F
Wl(x)=1_h_e= W;(x)=h—e'

Podemos calcular X7 y f,° evaluando las integrales. Tenemos:
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:;:+§Ceh¢
1=k e—h‘_h‘+cc _hg he
a, :
=- ot =ch, =k;, (por 51metria)

Similarmente :

o _ ™ X 1 e [ X)), 1
5=, qe[l—z]af_zq,he, i =], q.[hjaf-zqeh.

Por lo tanto, para la constante g, la fuente total ¢ A, es distribuida igualmente en los dos

nodos, la matriz coeficiente y el vector columna son:

D REERTALI
-1 1]Te 1 2 (3.34a)
o _ 4t {1}
) 2 (3.34b)

Sia=a,xyc=c, la matriz coeficiente [k‘] puede evaluarse como :

q afx+x. N 1 -1] cal2 1 (3.35)
[K]zh_( 2 ){-1 1}“7[1 2}
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A=Alz) A=A, + A)

LLLRLLTAN

I\ Xe+l ——!I

Figura 3.6. Aproximacion de un elemento con seccidn transversal variable linealmente

mediante un elemento con seccion transversal constante.

Cuando a es una funcién lineal de x, esto equivale a remplazar @ en la matriz

coeficiente con su valor promedio [ comparar (3.34) con (3.35)]:

1 336
am'g =-2-(x¢+xe+l)a¢ ( )

Por ejemplo, en el estudio de barras con seccion transversal variable linealmente
a=EA(x)= E[A, =7

Estas cantidades reemplazan la seccidon transversal variable con una seccidn
transversal constante dentro de cada elemento, €l area de la seccion transversal de la
seccion constante, siendo el drea promedio de la seccion transversal del elemento que
varia linealmente (ver fig 3.6). Aqui A, representa al area de la seccion transversal en x,
y 4, estalquex=x,,,.

Cuando a,c y ¢ son polinomios algebraicos en x, la evaluacidn K y f; es sencilla.

Cuando son funciones de x complicadas se buscard la evaluacion numérica de las

integrales en [K"] y {f‘}.

Cuando @ y ¢ son constantes del elemento discreto y ¢=0, las ecuaciones del

elemento finito correspondiente al elemento lineal son:
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il 'ﬂﬁ?%ﬂ ot

a, a, . (3.37a)
h_u'f -}q_u?. 2Qs a +Ql
a, . 4, ] .
h H‘ '_h_ul zqz e +O
: : (3.37b)

ELEMENTO CUADRATICO. para una malla de elemento cuadratico, el elemento

(¥ esta localizado entre los nodos globales x, = x,, |, y x; =x,,,,. De aqui.

R oo

f f “yrqde= [ vig.de

(3.38)

Donde las funciones interpolacion cuadratica de Lagrange !;f,'(f)(i =1,2,3) estan

dadas en (3.27). Evaluando las integrales en (3.38), obtenemos:

asi sucesivamente. Similarmente:
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[ 2
v _ [T 3x x 1 . —
A :_L 9. 1"h—+2[—h—J de‘=6q,h, =/ (por simetria )

L. [

e [ X X 4
=" 4—-+[1-~Hd2=gq,h,

Notar que, para elementos cuadrdticos, la fuente total g¢,h,, no estd distribuida

igualmente entre los nodos. La distribucion no es equivalente 2 la de dos elementos

. . 1 , .
lineales de longitud Eh" Por lo tanto, el calculo de f,° estaria basado en las funciones

interpolacién de ese elemento. La suma de f* para cualquier elemento seria igual a la

integral de g(x) sobre el elemento:

Zj:j;' _ _[:q(x)cbc (3.39)

Los valores de a,c. y ¢, las matrices del elemento de un elemento cuadratico son:

70-3 1| L[4 2 -
a c
J N e 3.40a
[x°] |78 1608 #5215 2 (3.402)
1 -8 7 -1 2 4
L
{fﬂ}:ﬁ%‘- 4 (3.40b)

1

CONECTIVIDAD DE ELEMENTOS

En la obtencién de las ecuaciones del elemento, aislamos un elemento tipico (el
ésimo) de la malla y formulamos el problema variacional (6 forma débil) y
desarrollamos su modelo de elemento finito. Para resolver el problema total, debemos
poner los elementos de vuelta en sus posiciones originales. Haciendo esto, antes de la

discretizacion, imponemos ia continuidad de las variables primarias y el balance de las
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variables secundarias en los nodos de conexion entre los elementos. La continuidad de
las variables primarias se refiere aqui a la naturaleza de la solucion evaluada simple; el
balance de las variables secundarias se refiere al equilibrio de fuentes punto en la unidn
de varios elementos. Por lo tanto el ensamble de elementos se lleva a cabo imponiendo
las dos condiciones siguientes:

1. Continuidad de las variables primarias en nodos conectando

u:'; =uf+l (3413)

esto es, el ultimo valor nodal del elementof2° es el mismo que el primer valor nodal del

elemento adyacente Q'

2. Balance de las variables secundarias en los nodos conectados

0 si no se aplica fuente de punto externa
O, si una fuente de punto externa de magnitud 0, se aplica (3.41b)

0 +Or = {

En el escrito de (3.41) se supuso que los elementos estan conectados en secuencia. La

4 a+1

continuidad de las variables primarias «; ="' , y el balance de las variables

2

secundarias Qf +Qf"' parauna malla de elementos lineales se ilustra en la Fig.3.7 .El

balance de las variables secundarias puede interpretarse como la continuidad de a;ﬂ (
’4

no a dUZbC ) enel punto comun a los elementos £2° y Q"' (cuando no hay cambio en

du

a—_ se lmpone externamente)
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(“ %) ’ +(”“%) oo (3.42)

g +0" =0

Figura 4.7.
Ensambie de dos elementos lineales de Lagrange :
a)continuidad de la variable primaria. »

b)balance de las variables secundarias.

La continuidad de las variables primarias en el inter elemento es impuestg por el renombre
de las variables ] y u;"' en x=x, como uno y el mismo, particularmente el valor de

u enel nodo global N:

ul=u'=U, (3.43)
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donde N =(n—1)e+1 es el nimero de nodo global correspondiente al nodo 7 del

elemento Q° vy el nodo 1 del elemento Q**' . Por ejemplo , una malla de £ elementos

finitos lineales (n=2) , tenemos :

|
u, =U,

(3.44)

Para ejecutar el balance de las variables secundarias @ (3.41b} es claro que
podemos hacer Qf +(Qf™" igual a cero 6 un valor especificado solamente si tenemos

tales expresiones en nuestras ecuaciones. Para obtener tales expresiones, debemos

agregar la enésima ecuacion del elemento {° a la primera ecuacién del elemento Q°'

€5t0 es, agregamos ;

> Koup = £7+ 0l

=1

ZK3+I 2«1 = ed-'l +Oe+!

para dar:

(3.45)
i(K;uj PR )= e et (00 0)
7=1 :f: +f-le+1+Qo
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Este proceso reduce el nimero de ecuaciones desde 2K hasta E+1. La primera
ecuacion del primer elemento y la ultima ecuacion del dltimo elemento permaneceran
invariables , excepto para el renombre de las variables primanas . El lado izquierdo de

(3.45) puede escribirse en términos de los valores nodales globales como:

(Kjluf + KU +...+K;,,uj,) + (Kf,*‘u,“‘ + K5 ug! K W)
(K Uy + KUyt AR ot

BT gy + KU o K Uy )

= KUy + KUyt 4K U e (3.46)
(K + K Wy ops ¥ K Uy K Uiz

donde N ={(n—1)e+1 . Para una malla de £ elementos lineales (n=2), tenemos :

KlllUl + Kllez = -fll + Qll (invariable)

KlliUl +(K::2 +K121)Uz +K122U3 = le +.f12 +Q2‘ ""Q1Z

Kzlez +(K222 + KISI)US + K32U4 = fzz ‘*'f13 + sz + le
(3.47a)

R Uy G 4 R W+ KUy = 4S540 4O

KUs +KpUp, = 7 + o, (invariable)

Estas son llamadas, las ecuaciones ensambladas. Contienen la suma de coeficientes y
términos fuente, en nodos comunes a dos elementos. Notar que la numeracion de las

ecuaciones globales corresponden a la numeracion de los grados de libertad primarios
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global, U, . Esta correspondencia conduce a la simetria de las matrices del elemento a la

matriz global. Las ecuaciones (3.47a) pueden expresarse en forma matricial como:

Kl.ll Kllz i U, )
Ky Kp+ . & 2 0 U,
Kzll Kzzz + Klsl U3
< e
0 Ki'+KE K& Ug
KZEI' Kf: Ugn)
FARNE B e . (3.47b)
fi+ O, +OF
VAR 0+
=4 S < >

AR e 0P
E
S A B G ¢S

Recordar, que toda la discusion anterior de ensamble, esta basada en la suposicion de que
los elementos estan conectados en serie. En general, varios elementos pueden ser
conectados en un nodo y los elementos no tienen que ser necesariamente numerados. En
este caso, la idea de arnba se mantiene, con el cambio de que los coeficientes de todos los

elementos conectados en un modo se sumaran.
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Figura 3.8

La geometria y malla del elemento finito de una estructura barra.

Por ejemplo, considere la estructura que consiste en tres elementos barra mostrados en la
fig 3.8. Considere que la barra de conexion es rigida (esto es, no deformable) y obligada a

permanecer horizontal todo el tiempo. Entonces las condiciones de continuidad y balance
P S I 1 3 z _ 348
U, =t =i, =U3, Q2+Q1 +Q2_2P (3.48)

Para conseguir estin condiciones, debemos sumar la segunda ecuacion del elemento 1, la
primera ecuacion del elemento 3, y la segunda ecuacién del elemento 2:
3,3 2.2 2
(‘KFE]IHI.1 + Kzllu‘; ) +(K11H1 + ngu;)+(K271uf + K;zu?_) (349)
=hHR A0+ 0 +0;
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Anotamos la siguiente correspondencia de los valores nodales local y global (ver fig.
3.8)

l
-
EN
1]
S
Nz._;
i
=,
]
I
[ Y
]
Q
- L™}
Mgl.u
1l
IS

De aqui (3.49) llega a ser:

KU+ KU, +(K;}z +X;, "'Kzzz)Us +RU =L+ R0+ 00 +0;
=fi+ )+ 2P

Las otras ecuaciones permanecen invariables, excepto para el renombre de las

variables primarias. Las ecuaciones ensambladas son:

0 K 0 U] FARN o)
K K 0 2 2
11 A12 <U: L _ l f13 ) - 1 Q; , (3 50)
Kzzl K Kljz U, fz + i+ 1 Q, +0; +Q; '
0 Kzsl Kzsz | kU«‘ J f; J Qza

Donde: K=K, +K},+K},

Los coeficientes de la matriz ensamblada pueden obtenerse directamente. Notamos que
el coeficiente global X,, es una propiedad fisica del sistema, relacionando el nodo global
[ al nodo giobal J. Para deformacion axial de barras, X, representa la fuerza requerida en
el nodo 7 para inducir un desplazamiento unitaric en el nodo J, mientras los
desplazamientos en los demas nodos son cero. Por lo tanto, X, es igual a la suma de

todos los X para los cuales i correspondeal/y ja J,eiyj son los nodos locales del

elemento €°. Por lo tanto, si tenemos una correspondencia entre los mimeros de nodos del

elemento y el numero de nodos global entonces los coeficientes global ensamblados
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pueden escribirse en témminos de los coeficientes del elemento. La comrespondencia se
puede expresar mediante una matriz [B], llamada la matriz de conectividad, cuyo

coeficiente b, tiene el siguiente significado:
b, es el numero de nodo global correspondiente al j-ésimo nodo del elemento /.

Por ejemplo, para la estructura de la fig 3.8, la matriz [B] es de orden 3X2 (3 elementos y

2 nodos por elemento).

13
[B]=|2 3
3 4

Este arreglo puede usarse en una variedad de formas, no solo para ensamble, sino
también en la implementacion de la computadora en calculos de elemento finito. La

matriz [B] se usa para ensamblar matrices coeficientes como sigue:

Klll =K,, Debido a que el nodo local 1 del elemento 1 corresponde
al nodo global 1.
K,=K,, Debido a que los nodos locales 1 y 2 del elemento 1

corresponde a los nodos globales 1 y 3 respectivamente

Y asi sucesivamente. Cuando se conecta mas de un elemento a un nodo global, los
coeficientes del elemento son sumados. Por ejemplo, el nodo global 3 aparece en las tres
hileras (elementos) de la matriz [B], implicando que los tres elementos estan conectados
en el nodo 3. Mas especificamente, esto indica que el nodo 2 del elemento 1, nodo 2 del

elemento2, y el nodo 1 del elemento 3 son los mismos que el nodo global 3. De aqui
K;z +K§z +K131 =Ky
Para la malla de la figura 3.8 tenemos:

K, =K} Debido 2 que el nodao global 2 es el mismo que el nodo 1y

12+
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el nodo global 3 es el mismo que el nodo 2 del elemento 2.
K, =0, Debido a que los nodos globales 2 y 4 no pertenecen al

mismo elemento.
K,=K,+K. +K}
y asi sucesivamente.

IMPOSICION DE CONDICIONES FRONTERA.

Hasta este punto, la naturaleza especifica del problema no ha sido utilizada en el
desarrollo del modelo del elemento finito 6 en el ensamble de elementos finitos. En otras
palabras, las discusion en la secciones anteriores, es valida para cualquier ecuaciéon
diferencial que sea un caso especial de la ecuacion del modelo (3.1). Un problema
particular difiere de otros, en la especificacion de los datos y condiciones frontera. Aqui
discutimos como imponer las condiciones frontera de un problema, sobre la serie
ensamblada de ecuaciones algebraicas. Sobre esto ultimo. Usamos el problema en la fig
3.8. Sus condiciones de frontera son evidentes en la estructura. Los grados de libertad

primarios conocidos (desplazamientos) son:
ul:U]:O’ uf’:UzZO, u;:Udzo’ (3513.)
Los grados de libertad secundarios conocidos (fuerzas) son:

0l =0 =0} =2P (3.51b)
Las fuerzas Q),0; y Qison desconocidas (fiuerzas de reaccion) y pueden
determinarse en la post computacion; es decir, después de que se determinen los grados

de libertad primarios.
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Imponiendo las condiciones frontera (3.51) sobre el sistema ensamblado de las

ecuactones (3.50), y para f;":

K, 0 K, 0 |[U, =0 ox
0 K7 K 0o ||U,=0 |0}
K. KX KL+KL+KL Ki| U, [ 2P
0o 0 K Ky \U,=0] |03 (3.52)

debido a quel/,,l/, v U, soncero
Esto contiene cuatro ecuaciones con cuatro incognitas: U, ,0;,0% v Q7.

SOLUCION DE ECUACIONES
Como un procedimiento estandar en el analisis del elemento finito, los grados de
libertad primarios desconocidos, son determinados considerando primero, que las
ecuaciones algebraicas corresponden a las variables primarias desconocidas. Por lo

tanto, en el caso presente, consideramos la tercera ecuacion en (3.52) para resolver U, .

KU, + KU, +(K, + KL + KLU, +K3U, = 2P
6

(K;z +Kzzz "'Klzl)Us = 2P"(K:}1U1 +K221Uz )

Las variables secundarias desconocidas, se determinan considerando las ecuaciones

restantes de (3.52) esto es, aquellas que contienen las variables secundarias

desconocidas:
Klll 0 K:z 0 [[U,=0 Ql1
0 K K} 0 |IU,=0 _ Of
Ky Ku Kp+K,+K;, K U, 2P

o 0 K3 K5 JU.=0 |0} (3.52)
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debido a quel/|,U/, y U, soncero

Es posible, aunque no comun con programa de computadora, mover todas las
incdgnitas al lado izquierdo en (3.52) y resolver para toda a la vez. Sin embargo este
proceso requiere mas tiempo computacional en problemas practicos.

En general, las ecuaciones del elemento finito ensambladas se pueden repartir

convenientemente en la forma siguiente:

-

donde {U ‘} es la columna de variables primarias conocidas, &J 2} es la columna de
variables primarias desconocidas, {F ’} es Ja columna de variables secundarias

desconocidas, y {F 2} es la columna de variables secundarias conocidas. Escribiendo

(3.55) como dos ecuaciones matriz obtenemos:

e} e ) .56
[} b )= ) @560

De (3.56b), tenemos:

pr=k=" o) (3.56¢)

Una vez que {U/? } se conoce, {F'} puede calcularse de (3.56a).

POSTPROCESAMIENTO DE LA SOLUCION
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La solucién de las ecuaciones del elemento finito da los valores nodales de las
incognitas primarias (esto es, desplazamiento, velocidad & temperatura). El
postprocesamiento de los resultados incluye uno 6 mas de lo siguiente:

1. El calculo de cualquier variable secundaria (el gradiente de la solucion).

2. Interpretacion de los resultados para checar si tiene sentido la solucién (una
comprension de los procesos fisicos y la experiencia son las guias cuando no hay
disponibles otras soluctones para comparacion).

3. Tabular y/o graficar la presentacién de resultados. Para determinar la solucion u
como una funcion continua de posicion x, regresamos a la aproximacion (3.29) sobre

cada elemento:

U (D)= 3wy ()

u(®) | U= 2w ()

U¥ @)=Y ul v ()

donde N es el nimero de elemento en la malla. Dependiendo del valor x, se usa la
ecuacion de elemento correspondiente de (3.57). La derivada de la solucidn se obtiene

por diferenciacion de (3.57)
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i
peiil

(3.58)

e

Notar que la derivada %— de la solucion del elemento finito lineal /¢ es constante

dentro de cada elemento, y es discontinua en los nodos debido a que la continuidad de la

derivada de la solucion del elemento finito en los nodos de conexién no es impuesta:

dUe . dUe‘l
dx dx

La derivada calculada para diferentes elementos que se encuentran en un nodo es
siempre discontinua en todas las aproximaciones C° (esto es aproximaciones en que solo
los valores funcion son interpolados), a menos que la solucién aproximada, coincida con
la solucion real.

Las variables secundarias ()7 pueden caicularse de dos formas diferentes. En (3.54b),
detenininamos las variables secundarias desconocidas, Q),0F y @, de las ecuaciones

ensambladas del problema en la fig. 3.8 ya que las ecuaciones ensambladas a menudo

representan las relaciones equilibrio de un sistema, las O° de ellas seran representadas

por (Qf)

equil
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Las Q° pueden determinarse también usando las definiciones en (3.7), reemplazando

u con [J . Representariamos (° calculado de ésta forma por (Q,')d‘f. Ya que (Q,‘) u 5€

calculan usando la aproximada U/, no son tan exactas como (Q,.‘ )mf. Sin embargo, en

codigos de computadora del elemento finito, (Q,‘) wr 5 calculan en vez de (Q,‘)«mr Esto

se debe principalmente a aspectos computacionales.

Recordar que, al llegar a resultado (3.54b), usamos parte de la matriz coeficiente
ensamblada. En la solucion numérica de ecuaciones algebraicas simultineas en una
computadora, la matriz coeficiente ensamblada original se modifica con frecuencia, y
por lo tanto los coeficientes requeridos para la determinacién de las variables
secundarias no estan disponibles, a menos que sean asegurados en un arreglo adicional.
Para el problema en la fig. 3.8. Tenemos:

du U,-u EA
(Q]l)dgf = —[EA'?ENFO = ‘EA_shl—_l' = _TUS = KU,
dU
(Q[z)dq» = _(Eq E—Jlx—o = KISZUS

dU U,-U
(Qi)def =[EAEJ]FM =5Af (3.59)

EAU,
h,

= K:1U3

donde 7 y A, son las longitudes de los elementos 1 y 3, respectivamente. Las O,
calculados usando las definiciones (3.7) son los mismos que los derivados de las
ecuaciones ensambladas en general para el problema en la fig. 3,8 Esta igualdad no es
esperada en general . De hecho, cuando el vector fuente g no es cero, la variables
secundarias calculadas de las definiciones (3.7) estaran en error comparadas con las
calculadas de las ecuaciones ensambladas. El error decrece conforme el nimere de
elementos del grado de interpolacion se incremente.

Esto completa los pasos basicos involucrados en el analisis del elemento finito de la

ecuacion modelo (3.1).
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COMENTARIOS SOBRE LOS PASOS DESCRITOS PARA EL MODELO DE
ECUACION

Comentario 1. Aunque el método Rayleigh-Ritz se uso para obtener las ecuaciones del
elemento, cualquier otro método podria usarse. Tal como el residuo ponderado,

(cuadrado minimo 6 Galerkin),

Comentario 2. Los pases 1-6 (ver tabla 3.1) son comunes para cualquier problema. La
derivacion de las funciones interpolacion dependen solamente de la geometria del
elemento, y el mimero y posicion de nodos en el elemento. El nimero de nados en el

elemento y el grado de aproximacion usado estan relacionados.

Comentario 3. Las ecuaciones del elemento finito (3.31) son derivadas para la ecuacion

lineal de! operador:

_ _ i( _d_j
Alu)=q, donde 4= o Gors +c

Son validas para cualquier problema fisico que se describe por la ecuacién A(u)=g 6
sus casos especiales . Uno necesita solamente interpretar las cantidades apropiadamente.
En Ia tabla 3.2 se enlistan ejemplos de problemas descritos por este operador. Por tanto,
un programa de computadora escrito para el analisis del elemento finito de (3.1) puede
usarse para analizar cualquiera de los problemas de esta tabla.

Notar también que los datos a = a(x),c =c{x),q = g(x) pueden ser diferentes en cada

elemento.

Comentario 4. La integracion de las matrices elemento en (3.31c) puede llevarse a cabo
en una computadora, usando integracion numérica. Cuando esas integrales son
complicadas algebraicamente, no tiene uno otra seleccidon, mas que la integracion

numerica.
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Comentario 5. Como se not6 en {3.48) y (3.51b), las fuentes punto en los nodos, estan
incluidas en el modelo del elemento fintto via el balance de fuentes en los nodos. Por
tanto, en la construccion de las mallas de elemento finito, uno incluiria nodos en los
lugares de las fuentes punto. Si una fuente punto no ocurre en un nodo, es posible
distribuirla a los nodos elemento. Haga que (J, represente una fuente punto en el punto

Xg,X, < X, < x5. La fuente punto @, puede ser representada como una funcion mediante

g(x) = 0,6 (x - xu)

donde la funcion delta Dirac § () esta definida por :
Eof(x):f(x -xo)a!r = F(xo)

La contribucion de la funcion ¢(x) a los nodos del elemento Q° = (x g ,xB) se calcula de

[ver(3.31c)]
fi= L’:’q(x)lﬂf (x)abx = L?QD&(JC ~ X, )l//f(x)dx =0, W{,(xo) (3.60)

donde 7 son las funciones interpolacion del elemento Q°. Por tanto, la fuente punto

0, es distribuida al nodo / de elemento mediante ¢l valor Q,w” (xo). La ecuacién (3.60)
cumple para cualquier elemento sin tomar en cuenta el grado de la interpolacion, la
naturaleza de la interpolacion (polinomios Lagrange 0 Hermite), ¢ la dimension (1-D,

2-D 6 3-D) del elemento. Para funciones interpelacion Lagrange en 1-D, (3.60) produce

] X, — X ) Xp—X
j; :Qo Bh Ozan fz :Qo Bh G=aQo

€ [:3
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donde a=(x3 —xa)/h, es la razon de la distancia entre el nodo 2 y la fuente, a la

longttud del elemento.

Comentario 6. Hay tres fientes de error que pueden contribuir a la inexactitud de la

solucién de elemento finito de un problema:

1. Ermror en la aproximacion del dominio, el cual se debe a la aproximacion del
dominio.
2. Errores computacionales, los cuales deben a la evaluacion inexacta de los

coeficientes K vy f° 6 se introducen obligadamente a la aritmética finita en una

computadora.
3. Error de aproximacion, debido a la aproximacion de la solucion mediante

polinomios de piezas discretas.

Una vez que la geometria del problema es representada exactamente, la aproximacion
lineal es capaz de representar la solucidn exacta en los nodos (para
a=FEA=constante,c=0,/=0) . El primero y tercer tipo de errores son cero en €l problema
de la figura 3.8. El dnico error que puede introducirse en el resultado numérico final es

posible debido a la evaluacion por computadora de los coeficientes K[ y f° v la

solucion de ecuaciones algebraicas.

Comentario 7. La aproximacion usada en métodos matriciales de andlisis estructural
para resolver el problema en la fig 3.8, no es muy diferente el presentado aqui. La
diferencia consiste en la derivacion de las ecuaciones elemento (3.37a). En los métodos
matriciales de analisis estructural, las ecuaciones elemento se obtienen directamente de
las definiciones de esfuerzo y deformacién y sus relaciones. Por ejemplo, considere el
diagrama de cuerpo libre de un elemento barra (ver fig 3.2b). De un curso de cuerpos

deformables tenemos :

Sfuerza=esfuerzo X darea de la seccion transversai
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esfuerzo= modulo de Young's X deformacicn

deformacion=elongacion/longitud original

La deformacion, es la deformacion promedio (6 de Ingenieria). Matematicamente, la
deformacion se define como ¢ =d%ix , siendo # el desplazamiento , que incluye

movimiento de cuerpo rigide tal como la elongacidon en una barra . De aqui , la fuerza

en el extremo izquierdo del elemento barra es:

e e e ‘ e e a Cue—u; aa L &
Pt = Aol = A'Ee = A'E 2= (uf —u2)

£ [ 3

donde & es el esfuerzo y E es el mddulo de Young's. Similarmente la fuerza en el
extremo derecho es:

By == (us - uf)

(]

En forma de matriz , esas relaciones pueden expresarse como:

al|l -1||4 P 3 61
he -1 1 u; B P; (J- )

La cual es la misma que (3.37a) con P° =(Q° + f° . Note que en la derivacion de las
ecuaciones de elemento hemos usado el conocimiento de la mecdnica de materiales y
la suposicion de que la deformacién es constante (6 el desplazamiento es lineal) sobre
la longitud del elemento. Las ecuaciones del tipe (3.61) pueden también obtenerse
para un elemento resorte, un elemento flujo en un tubo , un elemento resistencia
eléctrica v asi sucesivamente . Si se requiere una representacion de mayor orden de la
deformacion (o desplazamiento) no podemos escribir directamente las relaciones
fuerza-desplazamiento (3.61). Debemos usar el principio de desplazamiento virtual ,
equivalente a la forma débil de ia ecuacion que rige.

Comentario 8 : Otra interpretacion de (3.37) puede darse en érminos de [a

aproximacion de diferencia finita. En cualquier punto, x estd dada por:
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P(x)= FEAdu dc. Usando la aproximacion diferencia, aproximamos du dx y

escribimos;
- Pt = P(x), =E A [ulx,.)-ulx)] 1k, (3.622)
Pt = P&, = B A, ) o)1, @.62)

Las cuales son las mismas como en (3.61), con u; = u(x,) y U, = u(xm). A menudo se

usa la interpolacion lineal para obtener el valor de # en un punto diferente a los nodos

( o puntos malla)

Comentario 9. Para el modelo del problema considerado las matrices de elemento [K’]
en (3.31b) son simétricas: K = K Esto le facilita a uno calcular K;(l =1,2,..n) para
j<i solamente. En otras palabras, uno necesita calcular solamente los términos
diagonal y los términos diagonal superior ¢ inferior. Debido a la simetria de las matrices
elemento, la matriz global ensamblada también sera simétrica. Por tanto, necesita uno
almacena solamente el tniangulo superior, incluyendo la diagonal de la matnz

ensamblada en un programa de elemento finito. Otra caracteristica propia del método del

elemento finito es el esparcimiento de la matriz ensamblada. Ya que X, =0 si los

nodos globales no pertenecen al mismo elemento, en la matriz coeficiente global todos
los coeficientes mas alla de una cierta distancia de la diagonal son cero (matriz
bandeada). el maximo distancia entre el elemento diagonal, incluyendo el mas reciente
de una hilera y el ultimo coeficiente no cero en esa hilera se llama el ancho medio de

banda y se puede calcular con la ecuacion

ancho de banda medio = I:nz:'.x(|£’)jl ~b,|* 1) x NDF

i



donde E es el mimero de elementos en la malla, NDF es el numero de grados de libertad

por nodo, n es el nimero de nodos por elementa y 5, son los coeficiente de la matriz

conectividad. Una matriz es bandeada y simétrica, necesita uno almacenar solamente las
entradas en la banda superior 6 inferior de la matriz.

La simetria de la matriz coeficiente depende del tipo de ecuacion diferencial, su forma
variacional, y el mimero de ecuaciones del elemento finito. El esparcimiento de la matriz
es el resultado de las finciones interpolacion del elemento finito que tienen valores no

cero solamente sobre un elemento del dominio.

Comentario 10. El balance (0 equilibrio) de las variables secundarias ( 6 fuerzas) QO

en las fronteras del inter elemeto se expresa por (3.41b). Estas sumatorias imponen la

.y : . du .
condicion de que la variable secundaria a en el nodo, donde u es la solucion real,

e

sea continua. Sin embargo, esto no implica continuidad de a , donde U° es la

dx
solucién del elemento finito. Por tanto en general, tenemos:
O, +0r"=00 Q, (3.63a)
pero :
€ e+1 (363b)
adU .+ —adU . 700 @,
dx )™ e 7

Nota: en la mayoria de los libros del método de elemento finito, este punto no esta claro
para el lector. Esos libros cousideran la forma cuadratica (3.11) del problema total y

omiten la suma de las contribuciones inter elemento (para elementos lineales)
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Zv:[ 2 O’u’] ®

e=1

en la forma cuadratica del problema. Sin embargo estas sumatorias imponen condiciones
de equilibrio de la forma (3.63a). Cuando se especifica que la variable secundaria no es

cero (digames (,) en una frontera inter elemento (digamos en el nodo glob;':ll 2),

tenemos
Qzl + Qiz = Qo (i)

En oros libros, Q, se incluye en la funcional como Q,U,, donde U, es el valor de
u en el nodo global 2.
La forma variacional de Iz ec. (3.1) sobre el dominio entero (cuando ¢ =0), esta dada
por:
dv du

0=[ a % T vadds—wx) Q0 (i)

Cuando # es aproximada mediante funciones que se definen para un intervalo
local{que es el caso del método del elemento finito), el uso de la forma variacional

implica la omision de la suma de las contribuciones inter elemento de (i).

Yaque y,(R=1223) es cero en cualquier elemento Q, para e = f (ver fig.3.3b), la

solucion de elemento finito (global), para el dominio entero esta dada por:

0=3 (30 vi |- 0 @

e=1\ i=l

donde tDI(x) ( =1,2,3,4) son las funciones de interpolacion global continuas:



o (x)z {y/g;—l)(x) para x,_  £x<x ©)
! y/,‘r (x) para x, <X=<x,

Sustituyendo (1v) pafa u ‘y v=®, en (iii), obtenemos:

0={a d‘i] [,Z;:Uj %—@Iqux—fDI (x,)0,
ya que ¢, es diferente de cero solo entre x,, y x,, ,lasintegrales son:
0= j::'{a%(cg_, vy, T, o ] - @q]dr -0, (x,)0,
y tenemos (para una malla de tres elementos):
-1 o:L‘;:ad;f’C‘ (Ul s, diz]—@q}abc—cb,(xz)go
=2 0= I::O :a diz (Ul di] +U, d;’;z +U; dj: )_ quj|dx— @, (x, )0,

dx

= 0= ‘=L[a 4%, [Ua %Jr% d:;‘]—@q}dr- D, (x, )0,

[a a0, [UZ ¥, .y, dza +U, d:;*j—d>3q:|dx~(bz(x2po
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(vi)

(vii)

(viii)
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Esas ecuaciones, llevando a cabo las integracioses, dan la (3.47) can la dltima columna

en la posicion reemplazada por:

(ix)

o o9 ©
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CAPITULO 4

APLICACION DEL METODO DEL ELEMENTO FINITO EN FLEXION
DE VIGAS, ESTRUCTURAS Y BASTIDORES.

4.1 ANALISIS PRELIMINAR

Consideramos aqui la formulacion de la ecuacion diferencial de cuarto orden del
elemento finito en una dimensién que resulta de la teoria de Euler-Bernulli para viga y
el par de ecuaciones de segundo orden en una dimensidn asociada en la teoria de viga de
Timoshenko. Las formulaciones de ecuacion de cuarto orden v las dos ecuaciones
asoctadas involucran los mismo pasos descritos en la seccidén 3.2 para una ecuacion de
segundo orden, sin embargo los detalles matematicos son algo diferentes, especialmente

en las ecuaciones del elemento finito.

42 EL ELEMENTO VIGA EULER-BERNULLI
ECUACION QUE RIGE

En la teoria de viga Euler-Bernoulli, se supuso que la seccidn transversal plana

perpendicular al eje de la viga, permanece plana y perpendicular al eje después de la



128

deformacion. En esta teoria, la deflexion transversa w de la viga se rige por la ecuacion
diferencial de cuarto orden.

PENAP? 4.
E[b%}:f(x) para O<x</L
Donde 5=>5(x) y f = f(x) son funciones dadas de x (datos), y w es la variable

dependiente. La convencion de signos en la derivacion (4.1) se muestra en la fig. 4.1

)
M V + dV Lw
4 X (f{f// t_;_ M=b—>
v M+ dM - dM
p—dx | V=—
dv
e

Fig 4.1. Flexion de vigas. Las relaciones fuerza cortante-flexion momento-deflexion y

la convencion de signos

La funcién b= E] es el producto del modulo de elasticidad £ y el momento de
inercia / de la viga, f es la carga distribuida transversalmente, y w es la deflexion
transversal de la viga. Ademas de satisfacer la ecuacion diferencial (4.1), w debe
satisfacer también condiciones de frontera apropiadas; ya que la ecuacion es de cuarto

orden, se necesitan cuatro condiciones frontera para resoiverlas. La formulacion débil
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de la ecuacion proveera la forma de estas cuatro condiciones frontera. A continuacion

se presenta paso por paso un procedimiento para el analisis del elemento finito de {4.1).

DISCRETIZACION DEL DOMINIO

El dominio de la estructura (longitud de la viga) se divide en una serie de elementos
linea (digamos, N ). Teniendo cada elemento al menos los dos nodos extremos (ver
fig. 4.2a). Aunque el elemento geométricamente es el mismo que el que se usd para
barras, el nimero y forma de las incOgnitas primaria y secundaria en cada nodo son
dictadas por la formulacion variacional de la ecuacién diferencial (4.1). En la mayoria
de los problemas practicos, la discretizacion de una estructura dada, en un nimero
minimo de elementos es dictada a menudo por la geometria, la carga y las propiedades

del material.

DERIVACION DE LAS ECUACIONES ELEMENTO
En este paso, aislamos un elemento tipico Q° = (x,,xeﬁl) (ver fig. 4.2b) y construimos

la forma débil de (4.1) sobre el elemento. La formulacion variacional provee las
variables primaria y secundaria del problema. Se seleccionan aproximaciones

convenientes, se desarrolla funciones interpolacion, y las ecuaciones elemento son

derivadas:



19 20 Ay SN DN+ 1

oyt By b et veve ety
@

Vanables Prnmanas

Variabies Secundarias

Figura 4.2 Discretizacion de una viga usando elementos viga Euler-Bernoulli. Los
desplazamientos generalizados y fuerzas generalizadas se muestran sobre un elemento

viga tipico.

FORMA DEBIL. Las formas débiles de problemas en mecénica de sélidos puede
desarrollarse ya sea del principio de trabajo virtual (el principio de desplazamientos
virtual 6 fuerzas virtuales) ¢ de las ecuaciones diferenciales que rigen. Aqui iniciamos
de tres pasos para obtener la forma débil. Siguiendo el procedimiento de tres pasos

desarrollado en el capitulo 2 y tratado nuevamente en la seccién 3.2, escribimos:

I dz dzw
| v d |, d'w d(,dw\["
:L’ [————[b—zJ—Vf}!'F[V—(b 3 J:|:(

|, d¥v diw di, dw) av dw|" (4.2)
= ™" "_ — b= -—b— :
_‘: (bdxz x vfjdx+[vdr[ ak:) e dxz:"
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donde v(x) es una funcidn peso que es diferenciable dos veces con respecto ax Notar
que, en ese escaso presente, el primer término de la ecuacidn es integrado por partes
dos veces para cambiar las dos diferenciaciones a la funcion peso v, mientras que
retiene dos derivadas de la variable de pendiente w; esto es , la diferenciacién es
distribuida igualmente entre la funcién peso v, y la variable dependiente w .Debido a
las dos integraciones por partes, aparecen dos expresiones frontera (ver ejemplo 2.2)

las cuales se evalian en dos puntos frontera x=1x, yx=1x_, .Un examen de los

e+l

términos  frontera indica que las condiciones frontera esencial involucran, la

especificacion de la deflexion w y la pendiente dw/dx, las condiciones frontera

natural involucran la especificacion del momento de flexion bd*w/dx’y la fuerza

cortante (%C)(bd ‘W, cirz) en-los extremos del elemento .Por lo tanto , hay dos

condiciones de frontera natural : Debemos identificar por lo tanto w y dw/ dx como

las variables primarias en cada nodo (tal que las condiciones frontera estén incluidas en
la interpolacion ).Las condiciones de frontera natural siempre permanecen en la forma
débil ¥ en el extremo derecho (por ejemplo el vector fuerza) de la ecuacién matriz .Por

conveniencia matematica , introducimos la notacion siguientes: 8 = —dw/dx y

Donde Q;yQ; representan a la fuerzas de corte, y ; y(; representan los
momentos de flexion (ver fig. 4.2b). Ya que las cantidades O’ contienen momentos de
flexién, pueden verse también como “fuerzas de flexion”, la serie (O ,Q; , 05,0 )es

a menudo referida como las fuerzas generalizadas. Los desplazamientos y rotaciones

correspondientes son llamados los desplazamientos generalizados.
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Con la notacion en (4.3), la forma débil {4.2)se puede expresar como:

-, ) -(-ELQ: |
= B, w)—I{v) (4.42)

Podemos identificar las formas bilineal y lineal del problema como:

dvd

Blv,w)= j b—

(4.4b)

I(v)= Lx‘ v d+v(x, JO! + (— 93)

dx

s

Tl

R du c
+V(xe+1123 +[— EJ Q4

BN

La ecuacion (4.42) es la exposicion del principio de desplazamiento virtual para
la teoria de viga Euler —-Bernoulli. La funcional cuadratica, conocida como la energia

potencial total de le elemento viga, estd dado por de (2.43b).

10)= [ (00 oo et (- 22) o
e )05 (-5 ] 0

Les)

(4.3)

El primer término en el paréntesis rectangular representa la energia de deformacion
elastica debido a la flexion, mientras el segundo es el trabajo desarrollado por la carga

distribuida. Los términos restantes se consideran para el trabajo desarrollado por las
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fuerzas generalizadas Q7 moviéndose a traveés de los desplazamientos generalizados del

elemento.

FUNCIONES INTERPOLACION. La forma variaciones (4.4a) requiere que las

funciones interpolacién de un elemento sea continuas con derivadas no cero hasta el
orden dos. La aproximacion de las variables primarias sobre un elemento finito debera
ser tal que satisfaga las propiedades de la interpolacidén (esto es, que satisfaga las

condiciones frontera del elemento):
w(x,)=w,, wlx,,, )=w,; 8(x,)=4, 8 (Jn:“l ) =8, (4.6)

Satisfaciendo las condiciones de frontera esencial (4.6), la aproximacion
automaticamente satisface las condiciones de continuidad, de aqui que pongamos
atencién de (4.6) la cual forma las bases para el procedimiento de la interpolacion.

En vista de que hay un total de cuatro condiciones en el elemento (dos por nodo), debe

seleccionarse un polinomio para w de cuatro parametros.
wlx)=c, +c,x+c,xt +¢,%° 4.7)
Notar que las condiciones de continuidad (esto es, la existencia de la segunda derivada

no cero de w en el elemento) se satisfacen automaticamente. Los siguientes pasos

involucran ¢, en términos de las variables nodal primarias (esto es, desplazamientos

generalizados)

tal que las condiciones (4.6) son satisfechas:
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g __ — 2 3
uf =w(x,)=c, +c,x, +e,x° +c,x°

aw
u; = [— — | =-c,-2c,x, —3c,x}
dx ) ™
e - 2 3
u, = w(xm)" G HC X, FCX, HOX,
dw
e _ 2 4.8a
u, = [_ o —C; —203%,., —3C,x,, (4.82)
O
ul I ox, x? x; (e,
2
U, 0 -1 -2x, -3x, [|c,
el 3
u3 1 x£+l xfﬂ xs +1 03
2
u, 0 - 2x,, 3x,, |6 (4.8b)

Invirtiendo esta ecuacion matriz para expresar c,en términos de u),u; u; y u; y

sustituyendo el resultado en (4.7), obtenemos

e e a e e e g € L] 4 € -] (4-9a)
w (x)= U |Fuyd s tup rulp = Zu}q‘ﬁ i
=

Donde (con x,,, =x, +A,)

Notar que las funciones interpolacién cubicas en (4.9) son derivadas interpolando w

y su derivada en los nodos. Tales polinomies se conocen come la familia las funciones
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de interpolacion de Hermite, y ¢ en (4.9b) es llamada las funciones de interpolacion

cubicas de Hermite. Recuerde que las funcicnes de interpolacion cibicas de Lagrange
se derivan al interpolar una funcién, pero no sus derivadas en los nodos. De aqui un
elemento cibico de Lagrange tendra cuatro nodos, ¢on la variable dependiente, no su
derivada en los nodos, con la variable dependiente, no su denvada, como el grado
libertad nodal. Ya que la pendiente (6 derivada) de la vaniable dependiente es requerida
también por la forma debil para que sea comtinua en los nodos por la teoria de vida
Euler-Bernoulli, la interpolacion cibica de Lagrange de w, aunque retine el requisito
de continuidad para w, no es aceptable en la aproximacion de elementos finitos de la

teoria de viga Euler-Bernouili.

Las funciones interpolacion @ puede expresarse en términos de la coordenada local ¥ :

h
2 3 i 2 (4.10a)
) e
h, h, A R

La primera derivada y tercera derivada de ¢’ con respecto a ¥
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2
dgs bd des .
b.sxf_x) %_ g X _a®
e h A\ h dx n)
agy_ dgi  dsi__x(ix
&t dr & 'k
dl € 6 T d2¢ P 2 X
= ‘71?[1‘2;,—} s =_7(37_2J (4.10b)
dl ;:_d2¢1e d2:=_i 3£_1
6&2 ‘RZ 3 Cﬁl ha h‘
Lo 12 &g s & 1 Le_ 6
& B e B’ & B e A
1.2 02
10 - " o v
08
0.64 0.0
.41 o1 &
02
0.0 -0.2
2.0 0.2 0.4 06 08 190 0.0 02 0.4 [+X.] 08 1.0
xh h
20— [N}
by
1.0 e
0.0
o / \
-107 s o
—-10 oy dx dx
Tdx
=20 -2.0 -
0.8 0.2 0.4 0.6 08 1.0 o o2 0.4 0.6 08 1.0
xik xih

FIGURA 4.3 Funciones interpolacion cibica del Hermite y sus primeras derivadas

usadas en el modelo del elemento finite de la teoria Euler —Bernoulli.
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Las funciones interpolacion cubica de Hermite (4.9) satisfacen las siguientes

propiedades de interpolacién (ver fig. 4.3)

¢ (x)=1, #r(x)=0 (=)
¢3‘? (xe+1) = 1’ ¢ie (xe+l )= 0 (I * 3)
e } €
(_. d¢2] =1 (E&é_’J =0 (i=2)
dr ) d ) (4.11a)
(- @T =1, [%e-} =0 (z49)
dx dx Xei)

Las cuales pueden establecerse en forma compacta (7, j = 1,2)

b.&)=5,, ¢ilr)=0, WA

g | _, 4 s (4.11b)
@& ) @)

4 }

Donde x, =0 y x, = A, son las coordenadas local de los nodos 1 y 2 del elemento

Qe = (xzs xe+] ) -

El orden de las funciones interpolacion derivadas arriba es el minimo requerido para
la formulacion variacional (4.4). Si se desea una aproximacion de w de mayor orden
(es decir, mayor que cubico) debe uno identificar las incognitas primarias adicionales en

cada uno de los dos nodos, ¢ afiadir nodos adicionales con los dos grados de libertad

2

como la incognita primaria en cada no de los

2

(Wﬁﬁj Por gjemplo si agregamos
Sy jemp g

nodos 6 agregamos un tercer nodo, habra un total de seis condiciones y se requiere un

polinomio de quinto orden para interpolar las ultimas condiciones.
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. . d*w :
Sin embargo, la continuidad de ——,- no es requenida, en general y tales elementos
dx

, d*w .
deberan usarse solo en problemas donde e es continuo por todas partes

MODELO DEL ELEMENTO FINITO

El modelo del elemento finito de la viga Euler-Bernoulli se obtiene sustituyendo la
interpolacion del elemento finito (4.92) por w y lasg, por la funcion pero v en la
forma débil (4.4a), va que hay cuatro variables nodales u;, se usan cuatro selecciones
diferentes para v, v=¢', v=¢,, v=¢; y v=¢; , para obtener una serie
de cuatro ecuaciones algebraicas. La iésima ecuacién algebraicas del modelo del

elemento finito es (para v=¢")

2 . X tl dz'}é,—e dz : 2 el
O_ZF{L e TE;‘&J““L f -0, (4.122)

a4
> Kt —FF =0
i=t

(4.12b)
Donde

s, d2g? AP (4.12c)
b4 % f&dx, £ =L ¢ fdx+0Qf

K’; = 2, akz dxz
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Notar que los coeficientes X son simétricas: K = K; .En forma de matriz (4.12b)se

puede escribir como :

e -} e [:4 N e 1 07 [ )
Ky Ky K Kn s [A] [er
e e a e ¥} I e
K, K Ky K| 2 Q;
< = 5 >+ >
e e [ e e 2 é
K31 Kaz K33 K34 Uy fa Qs . (4'13)
e e 2 e 2 [ e
_K-u K42 K43 K.M., "4, Lf::. J kQ-U

Esto representa al modelo del elemento finito de (4.1).Aqui lK ‘I es la matriz de rigidez
y {F "} es el vector fuerza de un elemento viga. Cuando una fuerza punto transversal
F; se aplica en un punto x, dentro del elemento , estd se distribuye entre los nodos

elemento mediante la relacion [ ver observacion 5 en capitulo 3: (3.60):

B =Figf (xu) (4.14)

La cual contiene ambas , fuerzas transversales (Flg y F;) y momentos de flexion
(F; y F:) :
Para el caso en el cual &4(= E7)y f son constantes sobre un elemento, la matriz de

rigidez del elemento lK J y el vector fuerza {F '} tienen las formas especificadas (ver

fig. 4.2 para los grados de libertad de fuerza y desplazamiento de elemento).

6 =3k -6 -3k
28 =3k 28* 3h R
(k)= 7} _‘; % 5 3 (6= EI = constante)

-3k K 3k 2K

(4.15)

[N -

(f = constane)

Py

k)
e
E)
I
=
+
Q0D

=
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Se puede comprobar que el vector fuerza generalizado en (4.15) representa las
fuerzas y momemntos “estaticamente equivalentes” en los nodes 1 y 2 debido al carga

uniformemente distribuida sobre ¢] elemento. Para cualquier funciéon dada f, (4.12c)

provee una via directa de calculo de las. componentes del vector fuerza generalizado

ENSAMBLE DE ECUACIONES DEL ELEMENTO

El procedimiento de ensamble para elementos viga es el mismo que se usé para
elementos barra, excepto que debemos tomar en cuenta los grados de libertad en cada
nodo. Recuerde que el ensamble de elementos estd basada en: (2)continuidad de las
variables primarias del elemento(deflexion y pendiente) y (b) equilibrio de las variables
secundarias del inter elemento (fuerza de corte y momento de flexion) en los nodos
comunes a los elementos. Para demostrar el procedimiento de ensambie, seleccionamos
un modelo de dos elementos (ver fig. 4.4) Ahi hay tres nodos globales y un total de
seis desplazamientos globales generalizados y seis fuerzas generalizadas en el
problema. La continuidad de las variables primarias implica la siguiente relacion entre

los grados de libertad globales u; del elemento y los grados de libertad globalesU/, (ver
Fig. 4.4):

=U15u;=Uz=”;=u12=U3 (4.16)

En general, ¢l equilibrio de las fuerzas generalizadas en un nodo entre dos elementos

que se conectan (° y Q7 requiere que:

Qf +Q = fuerza punto externamente aplicada (4.17)

0, +0Q; = momento deflexion externamente aplicado.



Uy = 0. @ = desconocida

U+ @l=0

L f
~> U = 0, O} =desconocids ~T* Vs, Qi+ ¢gi=0

USvQ.-;:Fﬂ

]
"':"“ Us, Qi' = =M

i i
51 253 ) b4
H% “‘]t\ul ——t\ 13 us-"lk'\ ?
Qi w = : e
1 z 1
Elemento 1 2 *1€C1  Flemento2 G+
a 23 Q3
4
w(x} | /fo F
T )Mo
e L——
0.8 -
w(x) /]
| Usd} 7N et + Ust
0.4 -
i U‘é% + Us‘#%
g
09 — T T P T T ‘( T T - X
0.0 g5~ 10 _~715 20 T—___-T30
Figura 4.4
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Ensamble de los dos elementos viga Euler-Bernoulli, y la solucién del elemento

finito como una combinacion lineal de valores nodales y funciones interpolacion.

Si no se dan las fuerzas externas aplicadas, la suma debera ser igualada a cero. En

la igualacion de las sumas a las fuerzas generalizadas aplicadas (es decir fuerzas o

momento) la convencion de signos para los grados de libertad del elemento fuerza

(ver Fig. 4.2) debera seguirse .Las fuerzas hacia arriba se consideran positivas y los

momentos se consideran positivos si se actdan a favor de las manecillas el reloj.

Para imponer el equilibrio de fuerzas en (4.17), es necesario agregar la tercera y

cuarta ecuaciones {correspondientes al segundo nodo) de)* a la primera y segunda
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ecuaciones (correspondientes al primer nodo) de €2/ . Consecuentemente, la rigideces

globalesX,, K,, ,K, yK, asociadas con el nodo global 2 son las superposiciones

de las rigideces del elemento:

Koy=K4+K5 Ky =K, +K) K=Ky +K} Ky, =K, +K, (418)

21 »

En general, la matriz de rigidez ensamblada y el vector fuerza para elementos viga

conectados en serie tiene las formas siguientes:

— —

1

V]
[

———, —_ — A
K, K, K, K,
KL KL KL K, 1
[K]=|Kn Ki i Kp+KL Ky +K KL Ky, o)
Ky Ky  Ku+K; Kyu+K3 Ky Ky,
(4.19%
KBZI K 322 K323 Kji 3
I K} Ko Ky K
I
K
) F31+}:11
V= F!+F?
F? (4.19b)
F?

La matriz de conectividad [B] (que se usara en la implementacion de la

computadora) para las dos mallas del elemento es:

e
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Ya que hay dos grados de libertad primarios por nodo la repeticion de un numero

en [B] indica que los coeficientes asociados con ambos grados de libertad se

agregaron Por ejemplo , la repeticién del numero de nodo global 2 ( el cual
corresponde de los grados de libertad global 3 y 4 ) en hileras 1 y 2 indica que los

globales K, X, ,K,; y K, tienen contribuciones de ambos elementos 1 y 2.

El sisterna de ecuaciones ensamblado para una maila de dos elementos con

h =h, =%L=h,yconstante Ely f.’[LK‘]y {j‘} se dan por (4.15) es:

6 -3n -6 -3k 0o 0o
—3h 28 3p K 0 0 v,
2EI| =6 3k 6+6 3h-3h —6 =3h U,
_— -
B |=3h K 3h-3h 20°+20 3h R |U,
0 0 -6 3h 6 3 U,
L 0 0 -3 K o2t \U
6 o |
~h s (4.20)
_mjo+s| 1O1+Q0|
12 |h-h{ Q! +0:
& F]
3
. o

La (4.20) no representa las ecuaciones ensambladas de dos elementos viga cualquier;

estas estan basadas en la suposicion de que & =h, , (EI), = (ET), y (), = (f), Las

ecuaciones (4.19) son mas generales.

IMPOSICION DE LAS CONDICIONES FRONTERA:

En este paso del analisis, debemos especificar las condiciones frontera particulares,
esto es confusiones geomeétricas y fuerzas aplicadas del problema particular a
analizarse. El tipo de condiciones frontera esencial (también conocidas como
geoméfricas ) para un problema especifico de viga depende de la naturaleza del
apoyo geométrico . La tabla 4.1 contiene una lista de apoyos  geométricos usados
componente para vigas .Como un complementos se incluyen tambi¢n las condiciones

de frontera sobre el desplazamiento axial # .Las condiciones de frontera
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natural{también llamadas fuerza) involucran la especificacion de fuerzas generalizadas
cuando las variables primarias correspondientes no son forzadas. Consideramos aqui
una viga en cantiliver ( es decir una viga empotrada en un extremo y libre en el otro)

de longitud I rigidez a la flexion EI = (constante), y sujeto a una fuerza distribuida

fy, fuerza en el extremo F,, y momento en extremo M, (ver Fig. 4.4).

Primero, escribimos las condiciones de equilibrio para las fuerzas generalizadas. En
el nodo global 1,0] y () (la fuerza de corte y el momento flexionante

respectivamente, esto es, las reacciones en el extremo empotrado) ne se conocen. En el
nodo global 2 no hay fuerzas de corte aplicadas externamente y momento de flexion
de aqui.

Q1 +0{ =0, 0,+07=0 (4.21a)

En el nodo global 3, la fuerza de corte esta dada por F,, y el momento de flexidon como

M, ( observe la convencion de signos para F, y M, delaFig. 4.2).

Qsz E_{E[ﬂ de ]j||.;:£. =EJ > Q-ﬂz- E_[b dxz]x:L =-M0




Tabla 4.1

Tipos de apoyo comunmente usados,condiciones y arreglos para vigas

Condiciones Condicdones
de froptera de frontera
Tipo de soporte desplazamiento fuarya
¢ Ninguna Todas.como ¢stan
E—- x especificadas
Libre
¢t
E__ x u=0 El momento sc
w=0 especifica
Con perno
ot
_ La fuerza transversal
x. u=10
%JDQ::!— y el momento se
Reodille especifican
(vertical)
Z‘
* w=0 La fuerza horizontal y el
momento de flexion se
Rodillo especifican
(horizoptal)
i ©=0 Nihguna especificada
£ o— e
e dw/fdx =0

Fija ¢ empeirada
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Enseguida identificamos e imponemos los desplazamientos generalizados. Ya que la

viga estd empotrada en e} nodo global 1 ,la de flexion w y la pendiente dw dx son cero

alli :

1 _ 1 _ _ i _ 1
y=w =U,=0 , u,=6

Usando (4.21) ¥(4.22) en (4.20) obtenemos :

(4.22)
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6 -3k -6 -3 0 o |[Li=0 §) | &
-3k 24 3 B 0 0 ||U,=0 -k ol
ELZ PR 120 -6 -3l LSl ol
L Tt o a4 3 B | g 21, 0 (4.23)
0 0 -6 3h & 3h U, 6 F, A
o0 =% w22 || g K)o |-m,

La ecunacion (4.23) contiene seis ecuaciones algebraicas con sets incognitas
(00U, U 4,U,,Ué) Debido a que las ecuaciones algebraicas para los
desplazamientos generales desconocidas (U LULUSU,) no contienen las fuerzas
generalizadas desconocidas II,Q;) las ecuaciones 3,4,5y6 del sistema (4.23) pueden
resolverse independiente; los valores conocidos de los desplaz;aanientos U, yU, son

usadas en las ecuaciones 3 y 4 Esto nos motiva a repartir  (se muestra con lineas

discontinuais) la ecuacién matricial (4.23) la cual se puede rehacer en la forma:

o] ey e 420
k] ke>]lesy L
Donde {U ‘} representa la columna de desplazamientos generalizados conocidos,

{U z} la columna de desplazamientos generales desconocidos, {F ]} la columna de

fuerzas desconocidas , y {F 2} la columna de fuerzas conocidas . La ecuacion (4.24)

puede escribirse después de llevarse a cabo la multiplicacion de la matriz, en la forma
[cf (3.56)]:
o [k = )
o el o )=
o

foy
=k o ke ] ) (425 b)

(4.25 a)

—

j=
}=
ko= )l
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Estas son las ecuaciones condensadas para los desplazamientos generalizados y

fuerzas , respectivamente .Ya que i] ' y{F 2} son conocidas ({U ’}= {0)) podemos

usar (4.25 a) para k} 2} , ¥ luego usar (4.25 b) para calcular las reacciones {F : }:

U, 12 0 -6
{U’-} U _# |0 4h* 3h

Us\ 2EI[|-6 3h 6
U, -3h h’ 3h

Sk
0

~3h
hz

th

1
e 9 FD+Eth

1
h-M0 +Ef0h2

Invirtiendo la matriz (digamos por eliminacion Gaussiana) y ejecutando la

multiplicacién de la matriz (esto es resolviendo las ecuaciones) obtenemos:

2rt =3k 5K -3k
%;2} h | -3h 6 -9h 6

= — 4
6EI|5n° —oh 16K* ~12h

-3k 6 -—12A 12

Sh*F, +3hM, + % S
h

= |- 9hnF, - 6M, -1 f,A
6ET

16H°F,y +12hM , + 12 o’
—12hF, - 12M, -8/, |

Joh
0

1
I'—O'Q'Eﬁ)h

1 R
Mot/

(4.27)

Las reacciones Q' ¥ Q) pueden obtenerse sustituyendo (4.27) en (4.25 b ).Las Q!

obtenidas de las ecuaciones del elemento (equilibrio) son mas exactas de las que se

obtienen de las definiciones (4.3)), donde las derivadas de w son obtenidas mediante la

diferenciacion de su interpolacion de elemento finito .Las

(Qf ) s SOI

reacciones del equilibrio
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. (U,
()-GO _2[=6 =3k 0 0|l fn s
Q)] K| 3 Ko ol||lU 12 |-k

Us

(4.28)

2h(F, + f,h)+M,

2{ —(F, +2/,) }

Puede comprobarse que las reacciones Q] y (; en (4.28) satisfacen las ecuaciones

de equilibrio estatico de la viga:
Qll +(Fn +2foh): 0, Q; _(2‘[:'0}'4"2.]{0}'2 +M0)= 0

Las reacciones O, y Q) pueden calcularse también usando las definiciones(4.3):

. d d*w 1 d*w
= —| El — = l
=1 E E 2 ‘.1::07 2 EI E 2 x=0 (429 a)

De (4.10 b), notamos que la segunda derivada de las funciones de interpolacion
cubicas de Hermite es lineal sobre el elemento y la tercera derivada es constante sobre
el elemento.

Por lo tanto, los reacciones, esto es momento de flexion y fuerza de corte, calculadas
usando la definicion (4.3) son el elemento discreto lineal y constante,
respectivamente. Aln mas, en nodos que conectan dos elementos, ellos producen valores
discontinuos debido a que la segunda y tercera derivada de w no se hacen continuas a

través de los nodos del inter elemento sustituyendo (4.10 b) en (4.19 a), obtenemos los

valores:

d*¢) d*p, 12 6 3
Q]IZ'EI(UJ a5533 +U, dx; — = KU, —h_: +U, "h_f' = Fe"'ifoh]

Q) = EI[Us il +U, %} = [MO +2F h+ %%f,,hzj

(4.29b)
= h;

[ €
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Las cuales estan en error f° =3 foht

(4.28)

POSTPROCESANDO LA SOLUCION:

La solucion del elemento finito como una funcién de posicién x esta dada por:

‘(x) U +U., 4, para0<x<h
wilxl=
Usé! +U4¢22 +U5¢532 +U6¢f para h<x < 2h (4302a)

Donde [ver (4.10 a)];

i) A 2= ]

R R IR () O
47 = 3(1 - %]2 +2(1—%]3, o = ’{[1— %T +[1 - ‘i‘ﬂ
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. 1
Ji = Ef"hz comparadas con las de

La solucion exacta de (4.1) sujeta a la condicion frontera (4.21) puede obtenerse

por integracion directa, y esta dada por:

-

1 1
E[w(x)z ﬂfox‘i _E(Fa +foL)x3 "‘%[Mu +Fy _%fuy]xz

EIQ(x):—;fﬂx3 +:12(F0 +f0L)x?- "{Ma +F0L+%fal.zj > para 0<x=<1l

1
M(x):zfux2 -(F, +f0L)x+M0 +F0L+.;_f0Lz

(4.31)
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Esto completa la formulacion del elemento finito y el analisis de la ecuacion
diferencial de cuarto orden (4.1) que rige la teoria de viga Euler-Bernoulli.

Siempre que la ngidez flexural 5 = EJ es una constante en cada elemento, la matnz
rigidez del elemento (4.15) puede usarse directamente. La solucidn del elemento finito
para los desplazamientos generalizados en los nodos es exacta para todos los problemas

en los cuales  E7 ‘es una constante y la carga transversal aplicada f es una expresion
polinomial.

Mas aim, la solucion es exacta en todos los puntos si la carga distnibuida es tal que
la solucion exacta es una cibica.

El momento de flexion en cualquier punto en el elemento Q° de la viga puede
calcularse con la férmula:

_ d’¢;
EIZ “i dx? (4.32 a)

Para vigas de seccion transversal rectangular con la altura H( y ancho B) el
esfuerzo de flexiéon maximo es:

d*¢’ (4.32b)

MH Eﬂdl EH
* 21 dez 2

El signo menos es para la superficie y el signo mas es para la parte inferior de la viga.

4.3 ELEMENTOS ESTRUCTURA PLANA Y BASTIDOR EULER-BERNOULLI

Las estructuras compuestas de barras y vigas son clasificadas como estructuras
armadas v bastidores, respectivamente. Por definicidn, las barras solo pueden llevar
cargas axiales y deformaciones axiales. Las vigas pueden tomar cargas transversales y
momentos de flexion alrededor de un eje perpendicular al plano del miembro. Todos los
miembros de una armadura estan sujetos solamente a cargas axiales y no a fuerzas de
corte transversal y momenmntos de flexion. Todos los miembros estan conectados uno a

otro a través de pernos. Por otro lado, los miembros de un bastidor se conectan por
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conexiones rigidas (soldados o ribeteadas) tal que las fuerzas axial transversal y los
momentos de flexion se pueden desarrollaren los miembros. Por tanto un miembro de
armadura tipica puede modelarse usando el elemento finito barra desarrollado en la
seccion 3.3.. Un miembro de una estructura bastidor puede modelarse por una sobre
posicion del elemento barra con el elemento viga de la seccion 4.2

El objetivo de esta seccion es formular, con la ayuda de la informacion de las
secciones anteriores el elemento finito armadura v el elemento finito bastidor. La
formulacion estara basada en notacion matricial. Ya que un elemento finito armadura es
un caso especial del elemento bastidor, la derivacion se presenta para el elemento

bastidor solamente.

En muchas estructuras armadura y bastidor, los elementos estructura barra y viga se
encuentran en muchas diferentes orientaciones (ver fig. 4.5). Un analisis de tales
estructuras para estuerzos y desplazamientos requiere del uso de un sistema de
coordenadas global y referencia a todas las cantidades (desplazamiento, fuerza y rigidez)
de elementos individuales al sistema de coordenadas comun (global) para ensamblar los
elementos e imponer las condiciones frontera sobre la estructura total. Cuando un
elemento armadura estd orientando a un angulo desde los ejes global, sus
desplazamientos axiales, en los nodos tienen componentes a lo largo de los ejes globales.
Por tanto, cada nodo de armadura tendrd dos desplazamientos en las coordenadas
globales: une a lo largo det eje global x y otro transversal al eje x. Por lo tanto, tendra

dos grados de libertad por nodos en el sistema coordenadas globales
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Miembros givam librementiz
alrededsr de les ejes de las

&)

Diferentes paries del bastider estin
saldadas de mede que o pueden gicar
libremente airededor del eje pexpen-
dicular al plams de la estruciura

(&)

Fig 4.5

Ejemplos tipicos de la armadura plana y bastidor:

a) estructura armadura plana (todos los elementos llevan carga axial solamente)

b) estructura bastidor plano (todos los miembros pueden llevar cargas axiales y

transversal y momento de flexion)

Para facilitar la transformacidn de las ecuaciones de elementos a ecuaciones globales,
anexamos las ecuaciones del elemento para los desplazamientos axiales a las asociadas
con los desplazamientos transversal (debido a que el elemento experimenta deformacion
axial solamente). Las entradas en la matriz de rigidez correspondiente a los
desplazamientos transversales son iguales a cero. Por ejemplo, cuando la interpolacién

lineal de Lagrange se usa para el desplazamiento axial, la matriz rigidez del elemento en
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las coordenadas elementos para un elemento armadura con dos desplazamientos (axial

y transversal) por nodos puede escribirse como:

10-10 (4.33)
[K*]zA_eEi 0 0 0
A, |-1 0 10
000 0

Similarmente, una superposicion del elemento barra de la secciéon 3.3 con el elemento
viga de la seccion 4.2 da tres grados de libertad primarios por nodo (ver fig.4.6a) del
elemento bastidor: (z,w —dw/dx). Cuando la rigidez axial AE, rigidez a la flexion £/,
fuerza distribuida axial g y fuerza distribuida transversal # son elementos discretos
constante, la superposicion del elemento barra lineal con el elemente viga Euler-

Bernoulli cubica de Hermite da las siguientes ecuaciones de elemento:

)= (4340
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{a)

Grados de libertad del elemerio Grados de Bbertad glabales

(&)

Fig. 4.6

El elemento bastidor con variables primarias y secundarias (6 grados de libertad ) en
el sistema de coordenadas local y global (a) Los desplazamientos y fuerzas
generalizados en el sistema de coordemadas del elemento (%,7,z) . (b) los
desplazamientos generalizados en el sistema de coordenadas de elemento y sistema de
coordenadas global (x, ¥,z); El eje y esta hacia dentro del plano papel. El anguio de
orientacion se mide en sentido contrario a las manecillas del reloj, desde el eje global x
hasta el ® del elemento. El elemento armadura se obtiene del elemento bastidor
omitiendo los grados de libertad de rotacién y momento en los nodos (también,
@, =1, =0, para el elemento armadura).

Donde:



(1/2gh
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(4.34¢)
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4=4, ¥y f = f, son constantes sobre un elemento . La matriz rigidez del elemento

[K J es de orden 6x6

H
0

k]2 | °

0
| O

0 0
6 -3h
-3k 24
0 0
-6 3
-3h K

-u 0
-6
3h

3h

0 -
-3h
hZ

3h
24

_ AR

(4.34)

En las siguientes parrafos, desarrollamos relaciones de transformacion para expresar las

ecuaciones elementos (4.34c) validas en el sistema de coordenadas del elemento hacia el

sistema de coordenadas global.

Haga que # y w representan los desplazamientos axial y transversal referidos al

sistemma de coordenadas (x,z).

Las coordenadas locales (¥,7,z) estan relacionadas

con las coordenadas globales (x, ¥, z) por

x cose
yir=| 0
4

—Sena

0 senca|(x
1 0 Ky
0 cosaj|z

(4.35)
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Donde el angulo o se mide en sentido contrano a las marecillas del reloj desde el eje
x hacia el eje T . Notar que las coordenadas y y ¥ son paralelas una a la otra, y estan
hacia dentro del plano del papel. Las mismas relaciones de transformacion se mantienen
para desplazamientos (u, v, w) a lo largo de las coordenadas giobales (x, i)y
desplazamientos (zT,ﬁ,W) en las coordenadas locales (f,y,:.').

Ya que estamos considerando estructuras en 2D, tenemos v=%=0. La rotacion
= o alrededor del eje y permanece invariable: & =4 . De aqui la relaciéon entre

(u,,8) y (@,w,8) se puede escribir como:

7 cosa¢ sia O (4.36)
Wor=|-sine coseg O
7] 0 0 1

Por lo tanto, los seis grados de libertad nodal de elemento #° en el sistema (f,y,:.')

estan relacionados a los seis grados de libertad u; en el sistema (x, ,z) por (a = a‘)

e ()¢ (4.37a)
H — +
1 cosa sena O u
"'il —sena ‘cosa O 0 #,
7, Uy
0 0 1 I

N |

_ cosQ eind 0

7 0 ’ u,

7, —-seng ‘cosg O u,
7, i 0 0 1 )

(4.37b)
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La inversa de (4.53) es:

w =l =l fey

puede mostrarse que:
[R*]=[r T (4.38)
Esto es, la inversa de lT ‘J es igual a su transpuesta.

Analogicamente a (4.53b) los vectores fuerza del elemento en el sistema de coordenadas

local y global estan relacionadas de acuerdo a:

fF =l ) (4.39)

Para obtener expresiones de la matriz de rigidez del elemento y del vector fuerza
referidas a las coordenadas globales en términos de la matriz rigidez del elemento y
vector fuerza en las coordenadas locales, usamos (4.37)-(4.39) en las ecuaciones

elemento:

ke fore }= < (4.40)
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Sustituyendo las ecuaciones transformacion en (4.40) obtenemos:

e Jlr e 3= e e

Pre multiplicando ambos lados por [T E}l = [T ']r ,obtenemos:

el el) @

lo cual da;

bR e ()

Por tanto, si conocemos las matrices del elemento lK' ‘J y {F ’} de un elemento

Q° en el sistema de coordenadas local (2,y,z) entonces las matrices elemento del
elemento en el sistema de coordenadas global, que se obtienen girando el sistema de
coordenadas del elemento del un angulo @ en la direccidn contraria a las manecillas del

reloj alrededor del eje y estan dadas por (4.42). Notar que el angulo & se mide en

direccion contraria a las maneciilas del reloj desde el gje x global positivo.
Insertando la rigidez del elemento de (4.34¢) para (K' ‘) en (4.42a) y llevando a
cabo las multiplicaciones indicadas de las matrices, llegamos a las matriz rigidez del

glemento [K J referida a las coordenadas globales:



2
| peos” +6sen” o
(,u-é)cosascnaf
3hsenc

#56!12 @ +6cos2 a

—3hcose

2h

2

Simeltrico

—(ycosza+65en2a) —(,u-6)senaoosa -3hsenc .UCOsza+Gscn2a
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2 2 2 2
f(,u -6)cosa:sena —\usen” @ +6¢cos” @) 3kcosa (,u ~6)cosasena Hsen” a+6cos” a
i 3hsena ~3hcosa h - 3hsena 3hcosa
(4.43a)
donde
La ecuacién (4.42b), después de la multiplicacion, da:
(F,] (F cosa-F,sena |’
F,| |F sena +F, cosa
_E
=t >
F, F,cosa-Fsena
Fy| |F,sena+F, cosax
£ F,
L 6) U6 (4.44)

Lo cual el vector fuerza del elemento requerido 4 las coordenadas globales.

ECUACIONES QUE RIGEN
Recordar que la teoria de viga Euler-Bernoulli esta basada en la suposicion de que
las secciones transversales planas permanezcan planas y perpendiculares al eje
longitudinal después de la flexién. Esa suposicidn, implica que todos los esfuerzos de
corte transversales son cero. Cuando no se usa tal suposicion, esto es las secciones

planas permanecen planas pero no necesariamente normales al eje longitudinal después

2h

2
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de la deformacion, el esfuerzo de corte transversal £_ no es cero. Por lo tanto, la
rotacién de un plano transversal alrededor del eje ¥ no es igual a — dw e La teoria de

viga basada esas suposiciones se llama teoria de la viga deformacion corte, mejor
conocida como la teoria de viga Timoshenko. Representando a la rotacton alrededor del

gje v por una fincion independiente ‘P(x) Las ecuactones de equilibrio que nigen la

teoria de viga de Timoshenko son:

i[GAKS(‘P+EEH+f=O (4.45a)
dx dc

d _a¥\_ aw _  (4.45b)
dx[ﬂa&] GAKS(‘F+&J_O

Donde G, es el modulo de cortey K, es el coeficiente de correccidn de corte, el cual se

introduce para justificar la diferencia en el estado constante del esfuerzo de corte a
través en esta teoria y la variacién parabodlica del esfuerzo de corte a través del espesor

{(asi pre dictada por las ecuaciones de equilibrio). Cuando se sustituye la segunda
: dw
ecuacion en la primera para GAKS[‘P+E] y Wse reemplaza con —dw dx

obtenemos la ecuacidn que rigen (4.1) de la teoria de viga Euler-Bernoulli.

FORMA DEBIL:
La forma débil de (4.45) sobre un elemento Q¢ =(x,,x, )se desarrolla usando el

procedimiento usual, aplicado ahora peso cada ecuacion. Multiplicamos (4.45 a)con una

funcién peso —w,y (4.45 b)con una funcién a —w,, e integramos sobre la fongitud del

0= j:—w, {:‘; {GAKS[:;/ + %H + f}dx

X3 d d dw
0= —WZ[E(EI-C%:—]‘GAK:(W +;]JC&

elemento;

X4
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Integrando el primer término de cada integral por partes, obtenemos:

x| dw dw aw\ |’

0=]"|—G4K |wv+— |~ e~ wGAK | w + —

J[ dx ’[”’ dx] "7 ] [W‘ ‘(“’ dxﬂ (4.46 a)
0= x'|:dw2 o g szAKj(w + @—]]dx—[wzﬂ iy_{}

x| dx dx dx dx |, (4.46 b)

Los coeficientes de las funciones peso w,y w,, en las integrales frontera son:
4.47
GAKS(y/-t—éw—szyE]f{KE (4.47)
dx dx

Donde Ves la fuerza de corte y M es el momento de flexion; esos. coeficientes

constituyen las variables secundarias de la forma débil. Las funciones peso w)y
w, ,deben tener las interpretaciones fisicas que danw,V'y w,M unidades de trabajo.
Claramente, w, debe ser equivalente a (la variacion de) la deflexion transversal

w, ¥y w,deben ser equivalentes a (la variacion de ) la funcidn rotacién
Wi~W, Wy~

De aqui, las variables primarias de la formulacién son wy . Representando las

fuerzas de corte y momentos de flexion en los puntos extremos del elementos por las

expresiones ;
d
0; =-{Gax [ ﬂiﬂ e s—[ﬂ -—"”] :
L \ Gfx * a'x '
dw dy (4.48)
Q7 =1 G4AK +— , L= El— 1,
=3 |: :[w dx]:| Xp =4 ( C&J g

La exposicion débil en (4.46) puede en la forma final:
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0=J:{GAKJ_ %[W +%)"' w1f:|‘bc_w1(x,-1pl' — W, (xﬂpg

w| oy @, d dw . . 4.49
O:Jl_a[ﬂaz‘%““s“’{"’Eﬂ‘*"—wz(x,,)gz—wz(xﬁ)g4 (4.49)

MODELO DEL ELEMENTO FINITO:

Un examen cuidadoso de los términos en (4.49)muestra que w y son

diferenciados solamente con respecto a2 x.Ya que los variables primarias son las
incognitas dependientes (y no incluyen sus derivadas), la interpolacion de¢ Lagrange

dew y wes apropiada aqui. El grado de interpolacién minimo admisible es lineal, tal
que dwidc=0 y dw/dc=0. Las variables w y yno tienen las mismas unidades

fisicas; ellas pueden interpolarse, en general, con diferentes grados de interpolacion.

Consideremos la interpolacion de Lagrange de w y y en la forma:

m : (4.50)
J:

J=1

Donde (;/_E-l) y (;/J(,Z}son las funciones interpolacion de Lagrange de grado m—1 y

n|~1, respectivamente . En general, my nson independientes , una de otra, aungue

m=nes lo mas comiun. Sin embargo, cuando m =»n=2(esto es se usa la interpolacion

lineal), la derivada dew es:

Lo cual es el elemento discreto constante. La funcidn de rotacion y ,siendo lineal, no
es consistente con la preestablecida por w(x) Para vigas delgadas, la deformacion al

corte transversal es despreciable, y tenemos = —dw dx lo cual requiere:



163

h, " A, h, (4.51 a)
6 equivalentemente(igualando los coeficientes, similares en ambos lados),

sty —six, ==(wi —wi) 57 -s7 =0 (4.51b)

Lo cual requiere:

e

5

—_ 8-—._
=5, =

‘ h, (4.52)
Esto implica que y(x)es una constante:

(4.53)

X, — X -X
PEPEE L)

3 e

Sin embargo un estado constante de (x)no es admisible, debido a la energia de

flexion del elemento,
2
r"g dv dx
x4 2 dx (454 a.)

Seria cero .Este problema numérico se conoce como bloqueando el corte.
Para evitar esto, dos procedimientos alternativos se han desarrollado en la literatura:
1. Usar una interpolacicn consistente para wy iy tal que dw dx yy sean polinomios
del mismo orden (estoes, m=n+1).
2. Usar igual interpolacion (esto es m=n)para wy w, pero evaluar lg energia de

Mexion con la interpolacion real de y y la energia de corte:

2
IxaGAKS [@+W] afx

2\ d (4.54b)
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Con un polinomio que es un orden mas bajo.

El segundo se puede llevar a cabo computacionalmente sin usar diferentes
interpolaciones dey en (4.54 ab )En la evaluacién numérica de la integral (4.54
b),usamos una regla de cuadratura necesaria para calcular la integral.
= dw\’

GAK‘[E] & (4.54 c)

Exactamente. Por ejemplo, cuando se usa la interpolacién lineal dew y i, usamos
la regla de cuadratura en el punto uno para evaluar (4.54 b) debido a que la cuadratura
en un punto exacto de la integral (4.54 ¢) cuando GA = constante Una cuadratura ene el
punto dos se necesita para evaluar la integral exactamente en (4.54 b). El uso de la
integracion reducida , es decir, la cuadratura en el punto uno en la integral (4.54
b),resultaria en el término lineal en la aproximacion de y no contribuyendo a la energia

de corte. Para fines ilustrativos, demos una mirada detallada a la expresion

GAK wofdw Y ., GAK. |(dw :
)| — 4w | d= =+ h
e [ B ) e T (20

e +he 2
Donde x=x, + %he es el punto medio del elemento y A, es su longitud. Sustituyendo

(4.505)en esta expresion (con m =n=2), tenemos:

GAK | wi —w} ML AR ) i
2 h, Y P ok (4.55)
x=x,+h, 2
CGAKR (wi-w s+t
2 h, 2

Que es un requerimiento mas débil que (4.52), esto es , si (4.52) se cumple entonces

(4.55) también se cumple , pero (4.55) no implica (4.52)



Notamos que (4.52) debe cumplir solamente para problemas en los cuales la energia
de corte transversal (4.54) ¢s despreciable.

En resumen, usamos ya sea la interpolacién consistente (m =rn +1)é interpolacion

igual con integracion reducida en la evaluacion de los coeficientes de rigidez al corte

en el elemento viga de Timoshenko. Consideramos aqui, ambas formas del elemento.

La sustitucién de (4.50) para w y y,w, =y y w, =wPen las formas débiles

(4.49)obtenemos las ecuaciones del elemento finito:

0= ZK”W +ZK”S ~-F' (i=12,...,m)

i

0= ZKZIW +ZK” F(i=12,...n) (4.56 2)
=1
Donde:
d d (1}
K - [14K, v dv)” .
v =l dc  dx
& - o W e en (4.56 b)
AN AK, dx ¥ A :
22 X3 dl/f(zj dy/ﬂz} {2)
K} :LA EI = GdK, iy a

Las ecuaciones (4.56 a)pueden escribirse en forma matricial como:
& ] k=] {{w}} {{F }}
x> k2] Ut ") (4.57)

UN ELEMENTOQ DE INTERPOLACION CONSISTENTE(CIE).

Para ilustrar el uso de la interpolacién consistente, seleccionamos 'para que

sean los polinomios cuadraticos de Lagrange y '*'los polinomios lineales de
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Lagrange. Para esta seleccion de interpolacion, K" ]es3 x3,[K%?] es3x2, y [K nJ es

2 x 2. Las formas explicitas de las matrices cuando EI'y GAK ¢ son constantes son:

Gag | 81 Gax |27
[ m|_ m s|—8 16—8, [KIZ < 5 -
¢ ]._8 7 I 5 (458)
[Kn _Er] 11 +GAK: 2 1
hl-1 1 6 |1 2
Las ecuaciones del elemento llegan a ser:
[7 8 1 5 1 ]
3h  3h 3h 6 6 ()
8 16 8 4 4 (AT |9
3k 3h 3 6 6
1 8 7 1 5 Ws 1, (f\)
3k 3 3k 6 6 =
5 4 1 a h a h||W
GAK |- > 2 - 2470 2.8 070 JJrb 4+
576 58 s ATel [T M9
145 e hoa ki
6 6 6 h 6 h 3 0 0,
s, . (4.59)
L n

Donde a=EI GAK _, Q es cualquier fuerza transversal especificada en el nodo 3,

y{), .0, son fuerzas de corte y (QLQ,.t)momentos de flexién en los nodos 1 y 2 del
elemento.

Notar que el nodo 3, el cual es el nodo medio del elemento, no estd conectado a los
otros elementos, y el Gnico grado de libertad ahi es la deflexion transversal. Por lo tanto,
hay un niimero diferente de grados de libertad en diferentes nodos del elemento, y esto
por lo tanto complica el ensamble de elementos y su implementacion en una
computadora. De aqui que eliminemos la dependencia del nodo 3 en el sistema de

ecuaciones del elemento mediante la condensacion de w,, obtenemos:
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GAK,  GAK, 1 1 ]
h 7 —5 GAK, -5 GAK, W)
_GaK,  GAK, 1. :
h h 2 s EGAK’ W,
1 1 1
-SGAK, JGAK, Loag n+ H lGAKSh_EJ_W [
4 5, (4.60)
! 1 1 EI 1 EJ
-5 GAK, ~GAK, ~GAKh-—  ~GaK h+= |5
L. 2 2 4 h 4 k] ] 4
r 1/\ ~
f1+5f3
neln |2
D R Rl Y | 23
=X | A s+ i
- h =3
3% 0,
1 »
~ 1.k
57

r,

Donde f, = f, +Q .Esto se obtiene resolviendo la segunda ecuacioén de (4.59)paraw,
y sustituyendo para w,en las primeras cuatro ecuaciones de (4.59). Las fuerzas f,se

obtienen usando .

f,."’rs flxw: dx, we= [y/f”]ﬂ = funciones interpolacion cuadratica (4.61)

Las ecuaciones de elemento (4.60) pueden ensamblarse de la misma forma que las
ecuaciones clasicas de viga, con dos grados de libertad por nodo (w,s).
Sin embargo se observaria que w es interpolado con polinomios cuadréticos.

Para f= f,constante , el vector  carga especificado en (4.60) toma la

1 . 1 . 4 N
Debidoaque f" == fil [y == ol [ = = foh,O=0;ver (3.40b)]
forma 6 6 6
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(4.62)

La cual es precisamente la misma gque s¢ obtuvo en elemento viga clasico [ver

(4.15)].

UN ELEMENTO CON IGUAL INTERPOLACION, INTEGRACION REDUCIDA
(RIE)

Cuando se usa igual interpolacion (mxn) todas las sub matrices en (4.57) son del

mismo orden: nxn. Las matrices coeficiente del elemento K,}‘ v K E se evalQan

exactamente, como es la primera parte de X,*. La segunda parte sz se evaltan

usando integracion reducida. Para la seleccion de funciones interpolacion lineal, y para

valores constantes de GAK ; y E7, las matrices tienen los siguientes valores explicitos:

R 1

_EI[1 -] GAKh, 1 1 (4.63)
S oA -1 4 [11

[ 11]29145_5; 1 -1 [ 12]=GAKS -l
-1 ’ 2 -1 1
[x>]
Donde la integracién del punto uno se usa para evaluar la segunda parte de lK 2 J

Notar que [ o “Ku], la primera parte de lK HI se evalian también con cuadratura del

punto uno cuando Ef y (GAK, son constantes. De aqui que la integracion puntual para

A . ..
]_K“ J satisfacen todos los requerimientos,

Las ecuactones elementos somn;
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GAK, G, _GAK, 164K,
h 7 h ET | ™ ’
_ GAK, e GAK, ok, ||":
§ g & |\
~$GAK, {GAKh-"— GAK, 1GAKsh+~
AN
0 0,
= +
Sl |G (4.64)
0 0.

Es interesante notar que la matriz de rigidez del elemento en (4.64) es la misma que
en (4.60) obtenida de la interpolacién consistente con aproximacioén cuadratica de w y
aproximacion lineal ¥ excepto que las variables nodales son en listan en diferentes
orden. La Gnica diferencia es la representacion de la carga. En la
interpolacion consiste, el vector carga es equivalente al de la teoria de viga Euler-
Bernoulli, mientras que en la interpolacion igual con integracién reducida del elemento,

el vector no contiene ninguna componente de momento debido a la carga distribuida.

La interpolacion cuadratica de w y ¥ con integracion compieta de las matrices

coeficientes de elemento también sufren ligeramente del fenomeno de bloqueo al corte.

Una regla de cuadratyra en el punto dos uniforme tiene el efecto deseado sobre
lK““K”J y I_Kn]; esto es lK"lLK”L y el primer termino de lKu] sera evaluada
exactamente vy el segundo termine de lK = ]aproximadamente. Si se incrementa el grado

de aproximacion y/o el nmimero de elementos en la malla, desaparecera el bloqueo al

corte, v la integracion reducida no es necesaria.
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Las siguientes observaciones generales se pueden hacer para diferentes modelos.de

elementos finitos basados en la teoria de viga de Timoshenko.

El elemento de integracion reducida (R/F) exhibe menos bloqueo comparado con el
elementos de integracion completa (F7E).

Asi como se incremente el nimero de elementos en la malla 6 el grado de
aproximacion {esto son usados elemento al mayor orden las solucicnes de elemento
finito obtenidas por elementos R/IE y F/E mejoran. Esto es, el efecto del bloqueo se
reduce con el refinamiento de la malla y elementos de mayor orden.

El elemento de interpolacién consiste (esto es, aproximacion cuadritica de w y
aproximacion lineal de W) con integracion completa produce una solucién mas exacta
que la predicada por el elemento RIE esto se debe a una mejor representacion de la carga
distribuida.

El elemento con aproximacion cuadratica de w v ‘¥ e integracion reducida de los
coeficientes, da mayor exactitud en los resultados que el elemento de interpolacion lineal

de '¥ y como integracion completa de ios coeficientes.
4.5 ECUACIONES NECESARIAS.
Cuando el plano de apoyo de un apoyo rodillo esta en un angulo con respecto al

sistema de coordenadas global (ver fig. 4.7), las condiciones frontera en cuanto a fuerzas

v desplazamientos en el rodillo son:
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u,=ucos @+ wsinf

U, =wceos 8 — using
Figura 4.7 Transformacién de las condiciones de frontera especificadas

Desde un sistema de coordenadas local hasta el sistema de

Coordenadas global.

e

ui=0, 05 =0, (4.66)

Donde u, es la componente normal del desplazamiento, (J; es la componente

tangencial de la fuerza en el nodo 1 del elemento Q° y @, es cualquier fuerza

tangencial especificada. Esas condiciones deben expresarse en téminos de las

componentes globales de fuerza y desplazamiento por medio de la transformacion (4.37)
y (4.39).

u’ =-uiSenff +uCosfi =0 (4.67a)

0; = Q¢ Senf3 + 0 Cosp = 0, (4.67b)

Donde (u{’,u;)y f,Q;) son las componentes x,y de los desplazamientos y fuerzas

en el apoyo.

Las ecuaciones (4.67) pueden incorporarse en el sistema de ecuaciones global como

stigue. Considere el sistema de ecuactones ensamblado.



172

KU +K,U, +. . +K, U, =F
KU, +K, U, +..+K, U, =F, (4.68)
KU +K U, +. . +K U =F,

Donde U, son las grado libertad generalizados globales y F, son la suma de los
grados de libertad de fuerzas geherali.zadas aplicadas (f,") ¢ Internas (Q,'). Suponga que
el rodillo de apoyo esta en el primer nodo del elemento QF, y que los grados de libertad
correspondiente son U/, U7, y U, . Las fuerzas Q;,0;,0; comespondientes a esos
desplazamientos terminan en las fuerzas F,,F, y F,, respectivamente. de aqui. De
aqui para incluir la condicién frontera de fuerza de (4.67), debemos aftadir Cosg veces

la iésima ecuacion global a Senff veces la j ésima ecuacion.

(Cos BXK, U, +K,Uy + .ot KU, + K, U, +...+ KUy )=(Cos B)F,
(Sen XK, U, +K, Uy +. + K U, + KU, +....+ KU, )=(Sen B)F,

y obtener:

(K, Cos B+ K, Sen B, +..+(Kp, Cos B+ K pSen B,
=(F, Cos p+F, Sen )
= (ff Cos B+ f; Sen ,B)+ (Q,’ Cos +(; Sen ﬂ) (4.69)
= (fl" Cos S+ f, Sen ,B)+ G,

Reemplazamos la j ésima ecuacion con esta, y reemplazamos la 1ésima ecuacion

(4 67a):
(Sen BY, +(~Cos BYJ, =0 (4.70)

Esas modificaciones de la serie de ecuaciones algebraicas globales violan la

simetria de la matriz de rigidez global resultante.
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Para retener la simetria de la matriz de ngidez resultando un metodo alternativo de
incorporar las condiciones (4.67) se introduce aqui. Las ecuaciones (4.67a) o (4.70)
pueden ser vistas como las ecuaciones necesarias entre los desplazamientos globales, las
cuales tienen una relacion de acompafiamiento entre las fuerzas asoctadas esto es
(4.67b). En los siguientes parrafos, presentamos un procedimiento general para las

gcuaciones necesarias del tipo.

(4.71a)

bl
Entre las variables primarias.

V1 {g:}}} (4.71b)

Pueden ser implementadas en el sistema de ecuaciones ensambladas (4.68). En (4.71)
{U ’} representa al vector »x1 de los desplazamientos nodales generalizados que se
seleccionan de los desplazamientos nodales generalizados seleccionados como las
variables nodales dependientes.

El operador matriz [A] es de orden (71 + m)xn

Por ejemplo, considere un problema de un bastidor con N nodos y un total de 3¥
(= m+n) grados de libertad en el problema. Si uno de los apoyos es un rodillo, habra
una ecuacion necesaria del tipo (4.67a). Si el mimero de nodos global correspondiente a
rodille es 7 entonces P=3(/-1}+1 es el primer grado de libertad de apoyo. De aqui la

condicién necesaria (4.67a) puede expresarse en términos de los grados de libertad

global generalizados, U, y U ., como:

U, SenB+U,,Cosf=0 (4.72)
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Suponga que U, se escoge como la variable independiente y U/, como la vanable

dependiente. Entonces el mimero de variables independiente es m=3N+2, y hay

solamente una variable dependiente (esto es, m=1), Para este caso, la (4.10a) tiene la

forma.
gl 0 O U
.2 U,
< U » (7 Q 0 1 0 < U 3
. — P
: o 0 e O : (4.73)
9 N H -‘.\"‘x_.
e e, U
ans 'Rl A p-'-l -
U, ;oL 0 0 0 rar{ 0 0

La ecuacion (4.71a) representa una transformacion similar al (4.39), entre dos series
de desplazamiento nodales generalizados globales con [A] siendo la matriz de
transformacion. Por lo tanto, la discusion presentada en el sigutente parrafo (4.42)
puede usarse para transformar las ecuaciones en m+n variables para aquellos en »

variables inicamente.

Considere las ecuaciones ensambladas:

K¥Ut={F} (4.74)

Las cuales pueden re arreglarse como:

[K']={gl}}} ={F} (4.75)
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Donde b l}y k} 2} representan los vectores definidos en (4.712). Usando la

transformacion (4.71a), obtenemos:

&[4l }={F) (4.76)

Para obtener una matriz coeficiente simétrica, pre multiplicamos ambos lados con [A}r

2

y llegamos a
4T (A} )= [ [F]
[kl }= 15 (4.772)
Donde:

[£]=[4F K14l E]4F 7 (4.77b)

Las ecuaciones (4.77) estin preparadas ahora para la implementacion de las

condiciones frontera y la solucion.
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CAPITULO 5

ANALISIS DE ERROR DEL ELEMENTO FINITO

5.1. ERRORES DE APROXIMACION
Los errores introducidos al interior de la solucion de una ecuacion diferencial dada
pueden atribuirse a tres fuentes basicas.
1. Error de aproximacion del dominio, debido a la aproximacion del dominio.
2. Errores de cuadratura y aritmética finita, debidos a la evaluacion numerica de
integrales y al calculo numérico en una computadora.

3. Error de aproximacion, debido a la aproximacién de la solucidn.

U=u, EiUI¢J’ G-h

I=1

dondel/,, representa el valor de xen el nodo global 7/, y ¢, representa la funcién

interpolacién global asociada con el nodo global 7 (ver Fig. 3.3b).

En los problemas de una dimension discutidos, los dominios considerados han sido
lineas rectas. Por lo tanto la aproximacion del dominio no ha sido necesaria. En
problemas de dos dimensiones que involucran dominios no rectangulares, errores de
aproximacidn del dominio son introducidos en las soluciones del elemento finito. En
general pueden interpretarse como errores en la especificacion de los datos del

problema debido a que resolvemos ahora la ecuacion diferencial dada sobre un dominio
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modificado. Como refinemos la malla, el dominio es representado mas exactamente, y,
por lo tanto, los errores de aproximacion frontera se espera se aproximen a cero.

Cuando los calculos del elemento finito se desarrollan en una computadora, errores
redondeados en el cilculo de numeros y errores debido a la evaluacion numérica de
integrales son introducidos en la solucion. En la mayoria de los problemas lineales con
numero pequefio razonablemente de grados de libertad totales en el sistema, esos
errores se espera sean pequefios (0 cero cuando solamente se desea exactitud en un
punto decimal).

El error introducido en la solucion del elemento finito {7° debido a la aproximacion

de la variable dependiente # en un elemento {)°es inherente a cualquier problema:

(5.2)

N n M
umu, =3 > uy! =2.Ud
I=]

e=1 i=l

Donde u,es la solucion de la solucion del elemento finito sobre el dominio

(u, =U° en ), N es el nimero de elementos en la malla M es el nimero total de
nodos globales, ¥ 7 es el nimero de nodos en un elemento. Deseamos conocer como el
error K =u —u, medido de manera significativa se comporta conforme se incremente el
numero de elementos en la malla. Se puede demostrar que el error aproximacion es
cerc para ecuaciones simples de segundo orden y de cuarto orden con coeficientes
constantes del elemento discreto{ver (5.30)-(5.35)]

5.2. DIVERSAS MEDIDAS DE ERRORES

Hay wvarias maneras de medir la “diferencia”™(0 distancia) entre dos funciones
cualquiera #y u, .El error de punto discreto es la diferencia de #y u, en cada punto

del dominio. Puede uno también definir la diferencia de # y u, a ser el maximo de

todos los valores absolutos de la s diferencias de  y u, en el dominio Q = (g, 4):
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La medida de la diferenciase llama la supmétrica. Notar que la supmeétrica es un
numero real , de todas formas, el error de punto discreto es una funcion y no califica
como distancia o norma en sentido matematico. La norma de una funcion es un namero
real no negativo. -

Mas medidas usadas generalmente (o normas) de la diferencia de dos fiinciones son

la norma de energia y la norma L, (pronunciada norma L-dos).

Para cualquier funcion integrable cuadrada u y #, definida sobre el dominio

Q = (a,5), las dos normas son definidas por::

A

. 2
. e d'u d'u,
norma energta u—u,’ = = & 5.4
|2 & & " (5.4)
b 2 /Lé
norma L, U —U,, = (Lu—uh| dx) (5.5)

Donde 2m es el orden de la ecuacion diferencial a resolver. El término “norma
energia” se usa para indicar que esta norma contiene derivadas del mismo- orden que
la funcional cuadratica ( la cual , para la mayoria de los problemas en mecanica de
solidos, representa a la energia ) asociada con la ecuacion. En la Fig. 5.1 se ilustran
diversas medidas de la distancia entre dos funciones. Estas definiciones pueden

modificarse facilmente para dominios en dos dimensiones.
5.3 CONVERGENCIA DE LA SOLUCION

La solucién del elemento finito #, en (5.1) se dice que converge en la norma energia

a la solucion verdadera u st

u-u, <ch® parap>0

Donde ¢ es una constante independiente de # y u,, # es la longitud caracteristica
de un elemento. La constante p es llamada la razon de convergencia. Notar que la
convergencia depende tanto dehcomo de p; p depende del orden de la derivada de

u [ver 5.15 abajo]. Por lo tanto, el error en la aproximacion puede reducirse, ya sea
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reduciendo el tamaiio de los elementos, & incrementando el grado de aproximacion. La
convergencia de las soluciones del eilemento finito con los refinamientos de la maila
(esto es, se usan mas de la misma clase de elementos) es el término
convergencia~/ La convergencia con el incremento en el grado de polinomios es

llamada convergencia— p .

42

“5 Mixima

L: Norma

Y
[

Figura 5.1 Diferentes medidas de error, £ =w—u, entre la soluctén exacta » y la

solucion del elemento finito «,, se ilustran la norma maxima y lanorma r’, .

5.4 EXACTITUD DE LA SOLUCION

Regresando a la cuestion de estimar el error de aproximacion, consideremos una
ecuacion diferencial del orden 2m ésimo en una dimension(m =1, ecuaciones de
segundo orden ,m = 2 ecuaciones de cuarto orden):

i d'u( d'u (5.7)

z:‘(—l)‘a,— a,.E}zf for 0<x<L

Donde los coeficientes «, (x) y a_(x), se supone que son positivos. Suponga que las

condiciones de frontera esencial del problema son:

u(@)=ull)=0 (m=12) (5.8)
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dx dx

La formulacién variacional de (5.7) y (2.9) esta dada por:

L2 d'vdu (5.10)
o=[[3a GE v

i=1
La funcion cuadratica correspondiente a la forma variacional es:

(5.11)

Iw)={ %[éa][%’;]z}m—ﬁuf e

Ahora considere una discretizacion del dominio del elemento finito mediante N

elementos de igual longitud h. Si u, representa a la solucién del elemento finito en

(5.1) tenemos, de (5.11)

i=l

1= d'u ) . (5.12)
f(uh)=J; -Z{Zar( ‘ﬁ{ch de—jﬁ u, fdx

En los parrafos siguientes, demostramos que en la energia / asociada con la solucion
del elemento finito se aproxima a la energia verdadera de arriba, y nosotros damos
entonces un error estimado. Confinamos nuestra discusion, por razon de simplicidad a

la ecuacién de segundo orden (m =1).

De(511)y(512)y
d du
s=-= (01 = ]

tenemos:
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du V' (| dud
Y de R I (5.13)

Por lo tanto:
I(u,)>1{x) (5.14)

La igualdad se mantiene solo para # =w,. La ecuacion (5.14) implica que la
convergencia de la energia de la solucion del elemento finito a la energia verdadera, es
desde arrtba. Ya que la relacion en (5.14) se mantiene para cualquier u,, la no igualdad
también indica que la solucion verdadera ¥ minimiza la energia. Una relacion similar
se puede establecer para la ecuacion de cuarto orden (m = 2).

Ahora, suponga que las funciones interpolacion del elemento finito
®,(7=12,.....,M) son polinomios completos de grado K. Entonces el error en la

norma energia puede mostrarse para que satisfaga la no igualdad.

e =u-u, <ch, p=k+1-m>0 (5.13)

Donde ¢ es una constante. Esta estimnacion implica que el erfor tiende a cero como la
p ésima potencia de 2 como # es disminuida (6 el mimerc de elementos es
incrementado). En otras palabras, el logaritmo del error en la norma energia tiende a

cero en la relacién de & +1-m; el error en la norma L, disminuira en consecuencia
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mas ripidamente en la relacién & +1; esto es, las derivadas convergen mas lentamente
que la relacién por si sola.

Errores estimados del tipo (5.15), son muy usados porque da una idea de la exactitud
de la solucion aproximada, conozcamos o no la solucidn verdadera. Mientras el
estimado da una idea, de como rapidamente la solucion del elemento finito converge a
la solucion verdadera m cuando se refine la malla.

Esta decision corresponde a los analistas, porque solo ellos saben la tolerancia
razonable para los problemas que se estén resolviendo.

Como un ejemplo de estimacion del error en la aproximacion, (5.15), considere el

elemento lineal (dos nodos) para una ecuacion de segundo orden (m = 1).
Tenemos para un elemento:
u, =u,(1—s)+u,s (5.16)

x .
Donde 5 = 7Y ¥ es la coordenada local. Ya que u, puede verse como una funcion

de u, via {5.16) puede uno expandir u, en una serie de Taylor airededor del nodo 1

para obtener.
wy, =, FUu +Tul (5.17)
, du )
Donde u' = g Sustituyendo esto en (5.16) obtenemos:
w, =u +us+lul + o (5.18)

Expandiendo la solucién verdadera en una serie Taylor, alrededor del nodo 1,

obtenemos

u=u FuSs+iul+ (3.19)



Por lo tanto, tenemos de (5.18) ¥ (5.19)

2
u u
u, —u < %(s-sz)mmc——? = %(S s Wmar=—
Dgs=l O<se<h
' diu
£ (w, ~u) s 1h manl
di”
o<Esh
Estas conducen a:
. ) | ‘
-, soh, u-u, <c,h

Donde las counstates ¢, y ¢, dependen tnicamente de la longitud L del dominio.

Ejemplo 5.1

(5.22)

(5.20)

(5.21)

183

Consideramos aqui, un ejemplo computacional para verificar el error estimado en

(5.22). Considere la ecuacion diferencial:

d?.
—dxszz for O<cx<l

Con:

u(0)=u()=0

la solucidn exacta es:

u(x) = x(l - JC)

Mientras las soluciones de elemento finito son para ¥ =2

(5.23)

(5.24)



h*(x/h) para 0<x<1
u, =
" \h*(2-x/h) para h<x<2h
para ¥ =3
J'th(x/h) para 0<x<h
u, =20 (2—x/h)+ 2R (x/ h-1) para h<x<h (5.25)
12}:2(34/;:) para 2k < x < 3k
ypara N=4

3h*(x/h) for 0<x<h
. 382 (2~ x/h)+4h*(x/h-1)  for h<x<2h
"4k (3-x/h)+ 3k} (vh-2) for 2k < x < 3h
3h*(4-x/h) for 3k < x < 4h

TABLA 5.1

184

El error L, y el error en la norma energia de [a solucién a (5.23) (Ejemplo 5.1)

h log,, e, logy, € e logy €|
1 -0.301 0.04564 -1.341 0.2887 -0.5396
2
1 -0.477 0.02028 -1.693 0.1925 -0.7157
3
l -0.601 0.01141 -1.943 0.1443 -0.8406
4

Para el caso del elemento (4 = 0.5)los errores estan dados por:
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u—u, ; = J:'(x—~'Jr2 -hlnc)za.‘)c+_LM(JC—)C2 —2h* +xh)2dx
= 0.002083

i"__%z—ﬁ(l—h—h)zd:wrh(l—2 hY e
b ) X+

=0.08333

(5.26)

Calculos similares pueden ser llevados a cabo para N =3 y N =4 La tabla 5.1da

los errores para N =23 y 4.

Las graficas delagz}e&ioylog,_e!il contralog 2 demuestran (ver Fig. 5.1) que:

loge, =2logh+loge,, logel =logh+logc, (5.27)

En otras palabras, 1a razén de convergencia de la soluciéon del elemento finito es 2 en
la norma L, y 1 enla norma energia, verificando los estimados en (5.22).
Mucha de la discusion aqui presentada, se puede aplicar a elementos curvados y a

elemento en dos dimensiones.
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log Jlefl: |-
tog Jlello = log ¢; + 2 log
log Hlello =
2
- 1
- log [|e]|; = log c; + log A
[ #
’I
9 ”
-~
log ¢ 2 |
b |QE
i T S B
log h
Fig. 5.2

Graficas de las normas energia y L, de errores contra el tamafio de la malla. La
grafica log—log da las razones de convergencia en las normas respectivas. Las razones

de convergencia estan dadas por las pendientes de las lineas. (las graficas mostradas

son para elemento lineales)

Cuando los elementos con lados no rectos, estan invelucrados, el error estimado
también depende de la transformacion Jacobiana. Debide a la naturaleza introductona
del estudio presente, estos topicos no se discuten aqui.

Como se not6, en el caso de ecuaciones de segundo y cuarto orden con una simple
incégnita y coeficientes constantes, el error entre 1a solucion exacta y la solucion de
elemento fimto en los nodos es cero. Esto no es accidental, podemos probar, que
cuando los coeficientes ay & son constantes, las soluciones del elemento finito de las

ecuaciones.

.4 (a ﬂffj): ) (5.28)

d? {b giﬁj _ f(x) (5.29)
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Cotncide con las soluciones exactas en los nodos. La prueba es presentada abajo para

ia ecuacion de segundo orden.

Considere la ecuacion;

2 5.30
Z;f:f para Q<x<L ( )

con u(O)——'O, u(L)ZO

—d

(5.31)

La solucion de elemento finito global esta dada por (U, = U,, =0)

¥l . (532)

donde @, son las funciones interpolacion lineal global mostrada en la Fig. 3.3(b).

De la definicion del problema variacional , tenemos:

(5.33)

dd, di
j:[zr_f_ ;‘:_@If}yzo porhecho/ =2, N -1

Donde f =/, La solucidn exacta también satisface esta evaluacion. Sustrayendo la

ecuacidon. Sustrayendo la ecuacidon de elemento finito (5.33) de la solucidén, exacta

obteneros :

L(du  du,\d®,
LT gm0 (1=12, N1
jo[ ] (=12,.,N-1)

Ya que tenemos @, =0 para x>+ y x<(I-1}h, d®, /dc=1h por
(U-Vh<x<iny d@,/dc=~1h por hsx<(I+\}a~1 para Ih<xs<([+1)h, se
sigue que:
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1 ™
E(_ €, +2¢g —Em)=0 (I=2,3,...,N—1) {5.35)

Donde &; = (lh) (esto es el valor & enx=/h.Ya que & =¢, =0(debido a que
u'yu, ambas satisfacen condiciones de frontera iniciales). Se sigue de las ecuaciones
homogéneas de arriba que la solucién es trivial; € =€,=...=€,_,=0. Esto implica que

la solucién del elemento finito coincide con la solucion exacta en los nodos.



