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CAPITULO 4

OBSERVADORES DE ESTADO

4.1 INTRODUCCION

En la seccion 4.2 de este capitulo se presentaran dos conceptos fundamentales de
los sistemas de control: controlabilidad y observabilidad. La controlabilidad se ocupa del
problema de poder dirigir un sistema de un estado inicial dado, a un estado arbitrario. Un
sistema es controlable si puede, mediante un vector de control no acotado, transferir
dicho sistema de cualquier estado inicial a cualquier otro estado, en un nimero finito de
periodos de muestreo. Por lo tanto, el concepto de controlabilidad trata de la existencia
de un vector de control que puede causar que el estado del sistema llegue a algun estado

arbitrario.

La observabilidad se ocupa del problema de determinar el estado de un sistema
dinamico a partir de observaciones de los vectores de salida y de control en un nimero
finito de periodos de muestreo. Un sistema es observable si, con el sistema en el estado
x(0), se puede determinar el estado a partir de la observacion de los vectores de salida y

de control a lo largo de un numero finito de periodos de muestreo.
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En el estado final del proceso de disefio la realimentacion del estado se lleva a
cabo mediante el uso de variables de estado estimadas, mas que con variables de estado
reales, mismas que probablemente no estan disponibles para su medicion directa. Si
algunas de las variables de estado son medibles, entonces se pueden utilizar esas
variables de estado disponibles y utilizar variables de estado estimadas en vez de

aquellas verdaderamente no medibles.

La seccion 4.3 analiza el disefio de observadores de estado, que estiman las
variables de estado que realmente no son medibles. La estimacion se basa en las
mediciones de las sefiales de salida y control. Las variables de estado estimadas pueden
ser utilizadas para la realimentacion del estado, basado en le disefio de ubicacion de

polos.

Para sistemas lineales o no lineales de tiempo discreto variantes en el tiempo, la
ecuacion de estado se puede escribir como:
x(k + 1) = f[x(k), u(k), k]
y la ecuacion de salida como
y(k) = glx(k), u(k), ]
Para los sistemas lineales de tiempo discreto variantes en el tiempo, la ecuacion
de estado y la ecuacion de salida se pueden simplificar a:
x(k + 1) = G(k)x(k) + H(k)u(k)
y(k) = C(k)x(k) + D(k)u(k)

donde:
x(k) = vector n (vector de estado)
y(k) = vector m (vector de salida)
u(k) = vector r (vector de entrada)
G(k) =matrizn X n (matriz de estado)
H(k) = matrizn X r (matriz de entrada)
C(k) = matrizm x n (matriz de salida)

D(k) = matrizm X r (matriz de transmision directa)
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La presencia de la variable & en los argumentos de las matrices G(k), H(k), C(k) y
D(k) implica que estas matrices varian con el tiempo. Si la variable kK no aparece en
forma explicita en estas matrices, se supone que son invariables en el tiempo, es decir,
constantes. Esto es, si el sistema es invariante en el tiempo, entonces las dos ultimas
ecuaciones se pueden simplificar a:
x(k + 1) = Gx(k) + Hu(k)
y(k) = Cx(k) + Du(k)
Al igual que en el caso del tiempo discreto, los sistemas de tiempo continuo
(lineal o no lineal) se pueden representar mediante la siguiente ecuacion de estado y la

siguiente ecuacion de salida:

x(t)= f[x(1), u(r), 1]
y()= g[x(0), u(), ]
Para sistemas lineales de tiempo continuo variantes en el tiempo, las ecuaciones

de estado y de salida estan dadas por:

(D= A(NOx(1) + B(Ou(r)
y(t)= C(1)x(1) + D(t)u(r)
Si el sistema es invariante en le tiempo, entonces las dos Gltimas ecuaciones se

simplifican a:

x(t)= Ax(r) + Bu(r) @.1)

y(t)= Cx(t) + Du(/) 42)

Este tipo de sistema corresponde al modelo establecido en el capitulo 3 sobre las
variaciones de temperatura en el proceso de extrusion de plasticos, por lo cual se tomara
como base para disefiar el observador de estado en la seccion 4.4; existen ciertas
condiciones que hay que cumplir para implementar un observador de estado, las cuales
se explicaran en la seccién 4.2. El objetivo en este caso del observador de estado es

determinar en que estado se encuentran las temperaturas del extrusor de plasticos.
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4.2 CONTROLABILIDAD Y OBSERVABILIDAD

4.2.1 Controlabilidad. Se dice que un sistema de control es de estado completamente
controlable, si es posible transferir el sistema de un estado inicial arbitrario a cualquier
estado deseado (también un estado arbitrario), en un periodo finito. Es decir, un sistema
de control es controlable si todas las variables de estado pueden ser controladas en un
periodo finito mediante alguna sefial de control no restringida. Si cualquiera de las
variables de estado es independiente de la sefial de control, entonces resulta imposible

controlar esa variable de estado y, por lo tanto, el sistema es no controlable.

Puede no existir soluciéon a un problema de control 6ptimo, si el sistema se
considera no controlable. A pesar de que la mayor parte de los sistemas fisicos son
controlables, los modelos matematicos correspondientes quizas no tengan la propiedad
de controlabilidad. Por lo tanto, es necesario establecer la condicion bajo la cual el

sistema es controlable:

4.2.1.1 Controlabilidad completa del estado para un sistema de control en tiempo
discreto lineal e invariante en el tiempo. Considere el sistema de control en tiempo
discreto definido por:
x((k+ 1)T) = Gx(kT) + Hu(kT) (4.3)
donde:
x(kT) = vector estado (de dimension n) en el k-ésimo instante de muestreo
u(kT) = sefial de control en el k-€simo instante de muestreo
G =matrizdenxn
H=matrizdenx 1
T = Periodo de muestreo

Suponemos que u(k7) es constante para K <t<(k+ I)T.
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El sistema de control en tiempo discreto dado por (4.3) es de estado
completamente controlable, o simplemente de estado controlable [6], si existe una sefial
de control constante por intervalos u(k7), definida a lo largo de un numero finito de
periodos de muestreo de forma que, al partir de cualquier estado inicial, el estado x(k7)
pueda ser transferido al estado deseado X en 7 periodos de muestreo como maximo. Al
analizar la controlabilidad, el estado deseado x; puede especificarse como el origen, o
x~0, sin embargo suponemos que X; ¢s un estado arbitrario en el espacio de n

dimensiones, que incluye el origen.

Utilizando la definicién que se acaba de dar, a continuacién se deducira la
condicién para la controlabilidad completa del estado. En vista que la solucion a la

ecuacion (4.3) es:

G"x(0) + RZ_:G"""Hu( jT)

=0

G"x(0) + G"'Hu(0) + G"*Hu(T) + ... + Hu((n-1)T)

x(nT)

obtenemos:

u((n-1)T)
u((n-2)T)
uih 4.4)

Dado que H es una matriz de n x 1, encontramos que cada una de las matrices H,

GH, ... G"' H es una matriz de n x 1 o un vector de columna. Si el rango de la matriz

abarcar todo el espacio de » dimensiones. La matriz [H:GH:...: G™'H ] se conoce

como matriz de controlabilidad.

Controlabilidad completa de la salida. En el diseno practico de un sistema de
control, se puede preferir controlar la salida en vez del estado del sistema. La

controlabilidad completa del estado no es necesaria ni suficiente para controlar la salida
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de un sistema. Por esta razon es necesario definir por separado la controlabilidad

completa de la salida.
Considere el sistema definido por las ecuaciones:
x((k+ 1)T) = Gx(kT) + Hu(kT) (4.5)
y(kT) = Cx(kT) (4.6)
donde:
x(kT) = vector estado (de dimension #) en el k-ésimo instante de muestreo
u(kT) = sefial de control (escalar) en el k-ésimo instante de muestreo
y(kT) = vector salida (de dimension m) en el k-ésimo instante de muestreo
G =matrizdenxn
H=matrizde nx 1

C=matrizde mxn

El sistema definido por (4.5) y (4.6) es de salida completamente controlable, o
simplemente de salida controlable, si es posible tener una sefial de control no restringida
u(k7), definida a lo largo de un numero finito de periodos de muestreo 0 < kT < nT tales
que, empezando a partir de una salida inicial y(0), la salida y(k7) pueda ser transferida al
punto deseado (un punto arbitrario) ysen el espacio de salidas, en n periodos de muestreo

como mMaximo.

Después de haber deducido la condicion para la controlabilidad completa de
salida [6], se determina que si un sistema es de salida completamente controlable,
entonces existe una sefial de control constante unitaria, que transferira cualquier salida
inicial a cualquier punto deseado y; en el espacio de salidas, en 7 periodos de muestreo
como maximo. Al igual que en el caso de controlabilidad completa del estado, una
condicién necesaria y suficiente para que el sistema sea de salida completamente
controlable, es que los vectores GH, CGH, . . ., CG"™! H abarquen el espacio de salidas

de dimension m, es decir que el rango de [ GH, CGH, .. ., CG"' H]seam.
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De este andlisis se puede ver que en el sistema definido por (4.5) y (4.6), la
controlabilidad completa del estado implica controlabilidad completa de la salida, si y

sélo si los m renglones de C son linealmente independientes.

Ahora considere el sistema definido por las ecuaciones:
x((k+ 1)) = Gx(kT) + Hu(kT) 4.7)
y(kT) = Cx(kT) + Du(kT) (4.8)
donde:
x(kT) = vector estado (de dimension n) en el k-ésimo instante de muestreo
u(kT) =vector control (de dimension r) en el k-ésimo instante de mucstreo
y(kT) = vector salida (de dimension m) en el k-ésimo instante de muestreo
G=matrizdenxn
H=matrizdenxr
C=matrizde mxn

D=matrizde mxr

Después de haber deducido la condicion para la controlabilidad completa de
salida [6], encontramos que una condicion necesaria y suficiente para que el sistema

definido por (4.7) y (4.8) sea de salida completamente controlable, es que la matriz de

Hay que sefialar que la presencia de la matriz D en la ecuacion de salida del

sistema siempre ayuda a establecer la controlabilidad completa de la salida.

42.12 Controlabilidad de un sistema de control en tiempo continuo lineal e
invariante en el tiempo. A continuacion se enunciara brevemente las condiciones para
la controlabilidad completa del estado y la controlabilidad de la salida de los sistemas de
control en tiempo continuo lineales e invariantes con el tiempo. Considere el sistema

definido por:
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Ax + Bu
y = Cx + Du

donde:
x = vector de estado (de dimension n)
u = vector de control (de dimensién r)
y = vector de salida (de dimensioén m)
G =matrizdenxn
H=matrizdenxr
C=matrizdemxn

D=matrizdemxr

Controlabilidad completa del estado. Una condicion necesaria y suficiente para
la controlabilidad completa del estado para este sistema, puede deducirse en forma
similar a como se hizo en el caso de un sistema en tiempo discreto [6], obteniendo como

resultado que la condicion para la controlabilidad completa del estado es que la matriz

linealmente independientes (esta matriz por lo regular se conoce como matriz de

controlabilidad para el sistema en tiempo continuo).

La condicién para controlabilidad completa del estado también se puede enunciar
en términos de las funciones de transferencia o de las matrices de transferencia. Una
condicién necesaria y suficiente para la controlabilidad completa del estado es que no
ocurra cancelacion en la funcion de transferencia o en la matriz de transferencia. Si
ocurre cancelacion, el sistema no puede ser controlado en la direccion del modo

cancelado.

Controlabilidad de la salida. Como en el caso del sistema de control en tiempo
discreto, la controlabilidad completa del estado no es necesaria ni suficiente para
controlar la salida de un sistema de control en tiempo continuo lineal e invariante en el

tiempo. Se puede demostrar [6] que la condicién para la controlabilidad completa de la
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sea m.

4.2.2 Observabilidad. Para analizar la observabilidad de sistemas de control en tiempo

discreto lineal ¢ invariante con el tiempo, considere el sistema de control en tiempo
discreto sin excitacion definido por:

x((k+ 1)T) = Gx(kT) (4.9)

y(kT) = Cx(kT) (4.10)

donde:

x(kT) = vector estado (de dimension #) en el k-ésimo instante de muestreo

y(kT) = vector salida (de dimension m) en el k-ésimo instante de muestreo

G =matrizdenxn

C=matrizdemxn

El sistema es completamente observable si cualquier estado inicial x(0) puede
determinarse a partir de la observacion de y(kT) sobre un numero finito de periodos de
muestreo. El sistema, por lo tanto, es completamente observable, si cualquier transicion
del estado de manera eventual afecta a todos los elementos del vector de salida. El
concepto de observabilidad es util para resolver el problema de la reconstruccion de

variables de estado no medibles y para el disefio de los observadores de estado.

La razén por la que se considera el sistema sin excitacién es la siguiente. Si el
sistema es el que estd descrito por las ecuaciones:
x((k + 1)T) = Gx(kT) + Hu(kT)
y(kT) = Cx(kT) + Du(kT)

entonces:
k-1
x(kT) = G*x(0) + 2, G* /"' Hu(jT)
J=0

y Y(kT) es:
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k-1
y(kT) = CG*x(0) + Y. CG*’""Hu(jT) +D u(k7)

/=0
Dado que las matrices G, H, C y D son conocidas, y u(k7) también lo es, el
segundo y tercer términos del segundo miembro de esta ultima ecuacién son cantidades
conocidas. Por lo tanto, pueden restarse del valor observado de y(47). Entonces, para la
investigacion de una condicién necesaria y suficiente para la observabilidad completa,

basta considerar el sistema descrito por (4.9) y (4.10).

Una vez que a partir de la observacion de la salida se pueda determinar x(0),

también podra determinarse x(k7), ya que u(0), x(7), . . . ,u((k - 1)T) son conocidas.

4.2.2.1 Observabilidad completa de los sistemas de control en tiempo discreto.
Considere el sistema definido por (4.9) y (4.10). El sistema es completamente observable
si, dada la salida y(kT) sobre un numero finito de periodos de muestreo, es posible

determinar el vector de estado inicial x(0).

Ahora, se deducira la condicién para la observabilidad completa del sistema en
tiempo discreto descrito por (4.9) y (4.10) . En vista que la solucion x(k7) de (4.9) es
x(kT) = G*x(0)
se obtiene
y(kT) = CG*x(0)
La observabilidad completa significa que, dado y(0), y(7), y(27), . . . , es posible
determinar x,(0), x2(0), . . . , Xx»(0). Para determinar » incognitas, s necesita inicamente
n valores de y(k7). Por lo tanto, se pueden utilizar los primeros n valores de y(kT), o

v(0), y(T), . . ., y((n - 1)T) que permiten determinar x;(0), x2(0), - . . » *a(0).

En el caso de un sistema completamente observable, dados
y¥(0) = Cx(0)
y(7) = CGx(0)
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y((n - )T) = CG™'x(0)
se debe ser capaz de determinar x,(0), x3(0), . . ., x,(0). Al observar que y(k7) es un
vector de dimension m, las n ecuaciones simultaneas anteriores dan como resultado nm
ecuaciones, todas ellas incluyendo x,(0), x2(0), . . ., x,(0). A fin de obtener un solo
conjunto de soluciones x(0), x2(0), . . ., x,(0) a partir de estas nm ecuaciones, se debe

escribir exactamente de entre ellas » ecuaciones lineales independientes. Esto requiere

Como el rango de una matriz y de su transpuesta conjugada es €l mismo, es
posible enunciar la condicién correspondiente a la observabilidad completa como sigue.
Una condicién necesaria y suficiente para que el sistema definido por (4.9) y (4.10) sea
completamente observable es que ¢l rango de la matriz de n X nm,
(€ s G'C" :...:(G)" C"]sean. Esta matriz de n x nm se conoce cominmente
como matriz de observabilidad. Note que en esta matriz los asteriscos indican
transpuestas conjugadas. Si las matrices C y G son reales, entonces la notacion de
transposicion conjugada como G*C* puede ser cambiada a notacioén de transposicion,

como G'C.

4.2.2.2 Observabilidad completa de los sistemas de control en tiempo continuo
lineales e invariantes con el tiempo. El sistema se dice completamente observable, si
todos los estados iniciales x(0) pueden determinarse a partir de la observacion de y(7)
durante un intervalo de tiempo finito. Similar al caso del sistema de control en tiempo
discreto, se necesita considerar sélo un sistema sin excitacion. Considere el sistema
definido por las ecuaciones:

;; =Ax

y=Cx
donde:

x = vector estado (de dimension »)

y = vector salida (de dimension )

A =matrizde nxn
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C=matrizde mxn

Igual que en el caso de sistema de control en tiempo discreto [6], se puede decir

que la condicion para la observabilidad completa es que el rango de la matriz de n x nm

matriz de observabilidad del sistema en tiempo continuo.

4.3 OBSERVADORES DE ESTADO

En la practica , sélo son medibles unas cuantas variables de estado de un sistema
dado, mientras que las demés no estan disponibles para la medicion en forma directa.
Puede ser, por ejemplo, que solo las variables de salida sean medibles. En este caso, es
necesario estimar las variables de estado que no puedan medirse directamente. Esa
estimacion suele llamarse observacion. En un sistema practico es necesario observar o
estimar las variables de estado no medibles a partir de las variables de salida y las de

control.

Un observador de estado, también conocido como estimador de estado, es un
subsistema del sistema de control que lleva a cabo una estimacion de las variables de
estado, a partir de las mediciones de las variables de salida y control. Aqui, el concepto
de observabilidad juega un papel importante. Como se analizara mas adelante, se pueden

disefiar observadores de estado si, y solo si, se satisface la condicion de observabilidad.

En los siguicntes analisis de observadores de estado, estaremos utilizaremos la
notacion (k) para designar el vector estado observado. En muchos casos, este vector

se utiliza en la realimentacion del estado para generar el vector de control éptimo. En la
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Fig. 4.1 se muestra un esquema de un observador de estado. El observador de estado

tiene y(k) y u(k) como entradas, y X(k) como salida.

y(k) I
Oservador 'i'( k)

de estad,
= - e estado
u

Fig. 4.1. Diagrama esquematico del observador de estado.

A continuacion se analizard, primero, la condicion necesaria y suficiente para la
observacion del estado, y después se estudiard el observador de estado de orden
completo. La observacién del estado de orden completo significa que se observan las n
variables de estado, sin importar si algunas variables de estado estan disponibles para la
medicion directa. A veces, cuando sélo se necesita la observacion de las variables de
estado no medibles, esto resulta innecesario. La observacion de solo las variables de
estado no medibles se conoce como observacion de estado de orden reducido, y se

analizara mas adelante.

Condicién necesaria y suficiente para la observacion de estado. La Fig. 4.2
muestra un sistema de regulacién con un observador de estado, de la cual se obtienen las
ecuaciones de estado y de salida como sigue:

x(k+ 1) = Gx (k) + Hu (k) 4.11)
y (k)=Cx (k) (4.12)

donde:

x(k) = vector de estado (de dimension n)

u(k) = vector de control (de dimensién r)

y(k) = vector de salida (de dimension m)

G = matriz no singular de n X n

H=matrizde nxr

C=matrizde mxn



u(k) x(k+1 x(k)

G

| x(k)

Oservador
uw PR

de estado

Fig. 4.2. Sistema de regulaci6én con un observador de estado.
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A fin de poder observar (estimar) las variables de estado, se debe de obtener

x(k + 1) en términos de y(k), y(k - 1),...... y(k-n+1), y u(k), T T T—
De (4.11),
G 'x(k + 1) = x(k) + G'Hu(k)
es decir,
x(k) = G'x(k+ 1) - G Hu(k)
Desplazando & en 1, se obtiene
x(k-1)=G'x(k) - G'Hu(k - 1)
sustituyendo (4.13) en (4.14), resulta:
x(k-1)=G'[G" x(k+1)- G'Hu(¥) ] - G"'Hu(k- 1)
= G2x(k+1) - G*Hu(k) - G'Hu(k - 1)
En forma similar,
x(k - 2) = Gx(k) - G*Hu(k - 1) - G Hu(4-2)
- G x(k+ 1) - G*Hu(k) - G’Hu(k-1) - G Hu(k-2)

x(k-n+1)=G"x(k+1) - G"Hu(k) - G™'Hu(k- 1)
- -G'Hu(k-n+1)
Sustituyendo (4.13) en (4.12), obtenemos
y(k) = Cx(k) = CG™'x(k+1) - CG'Hu(k)

(4.13)

(4.14)

,uk-n+1).



48

Asimismo,
y(k-1)=Cx (k- 1)= CG?x(k+ 1) - CG Hu(k) - CG'Hu(k - 1)
y(k - 2) = Cx(k - 2) = CG>x(k + 1) - CG Hu(k) - CG”Hu(k - 1)
- CG'Hu(k -2)

y(k-n+1)=Cx(k-n+1)=CG"x(k+ 1) - CG"Hu(k)
-CG™Hu(k-1)-..- CG'Hu(k-n+1)

Si se combinan las » ecuaciones anteriores en una sola ecuacion matricial, se obtiene:

y(k) cG™ CG'H 0 0 u(k)
y(k.—l) _ v x(41) CG’'H CG'H .. 0 u(k -1)
y(k-n+1)| |CG™ CG"H CG”"“'H CG'.’” 'H || u(k — n+l)
o bien
CG™ y(k) CG'H 0 0 u(k)
CG™ y(k-1) CG’H CG'H .. 0 u(k -1)
. x(k+1) = - _ ‘ _ )
cG™ y(k —n+l) CG.‘"H CG:""H CG'.’"'H u(k —n+1)
(4.15)

Se puede observar que el segundo miembro de (4.15) es totalmente conocido. Por
lo tanto, x(k + 1) puede determinarse siy solo si

CcG™

cG™
rango|  [= 7

CcG™ (4.16)

Dado que la matriz G es no singular, multiplicar por G" cada uno de los
renglones del primer miembro de (4.16) no cambia la condicion de rango. Por lo tanto,

(4.16) es equivalente a:
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cG™'

CG"?
rango = n

que también equivale a:

rango [ C* G* C* ...... (G¥)"' C*|=n (4.17)

que es la condicién de observabilidad completa del sistema definido por (4.11) y (4.12).
Esto significa que si se satisface (4.17), (es decir, si el sistema es completamente
observable), entonces se puede determinar x(k + 1) a partir de y(k), yk-1),..,y(k-n+1)
y u(k), u(k - 1),......., u(k - n + 1). Por lo tanto, se ha demostrado que la condicion
necesaria y suficiente para la observacion del estado es que el sistema sea

completamente observable.

Como caso especial, si y(k) es un escalar y la matriz C es una de 1 x n, entonces
se puede obtener x(k + 1) premultiplicando ambos miembros de (4.15) por el inverso de
la matriz dada en (4.16), como sigue:

-1

CcG' y(k) cc'T'f[ecg'm o .. 0 u(k)
CcG™ y(k-1) cet| |lcg”H C€G'H . 0 u(k -1)
x(k+1) = _ "\ . _ . _
cG™" | |y(k-n+1)] |€G™| |[CG"H CG™H .. CG "'H || u(k —n+l)
(4.18)

La ccuacion (4.18) proporciona el valor x(k + 1) cuando y(k) es un escalar.

Como quedd demostrado en el andlisis anterior, el estado x(k + 1) puede
determinarse a partir de (4.15), siempre que el sistema sea completamente observable.
Por lo tanto, para un sistema de esta clase, el vector de estado puede determinarse en 7
periodos de muestreo como maximo. En presencia de perturbaciones externas y ruido en

la medicion, sin embargo, este método puede no ofrecer una determinacion no precisa
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del vector de estado. Por ello, para determinar el vector de estado, en presencia de
perturbaciones y ruido en la medicion, es necesario un enfoque distinto. Asimismo, si la
matriz C no esde 1 x nsinode mx n (con m > 1), no puede definirse la inversa de la
maﬁ'iz de (4.16), y (4.18) no es aplicable. Con el fin de resolver estos casos, un método
muy poderoso para la estimacion del vector de estado es utilizar un modelo dindmico del
sistema original, como sigue:

Considere el sistema de control definido por (4.11) y (4.12). Supongamos que el
estado x(k) debe aproximarse al estado X(k) del modelo dindmico:

X(k + 1) = GX(k)+Hu(k) (4.19)

donde las matrices G, H y C son las mismas que las del sistema original. Asimismo,
supongamos que el modelo dinamico estd sujeto a la misma sefial de control u(k) que el
modelo original. Si las condiciones iniciales para el sistema real definido por (4.11) y
(4.12), y para el modelo dinamico definido por (4.19) y (4.20), son las mismas, entonces
el estado X(k) vy el estado x(k) seran iguales. Si las condiciones iniciales son distintas,

entonces el estado X(k) y el estado x(k) serian distintos.

No obstante, si la matriz G es una matriz estable, X(k) se acercara a x(k), aun en

el caso en que las condiciones iniciales sean diferentes. Si identificamos la diferencia
entre x(k) y X(k) como e(k), y definimos:
e(k) = x(k) — X(k)
entonces, al sustraer (4.9) de (4.11), se obtiene:
x(k + 1) — Xk + 1) = G[x(k) - %(k)]
es decir,

e(k+ 1) = Ge(k)

Si la matriz G es estable, entonces e(k) se acercaria a cero y X(k) a x(k). Sin
embargo, el comportamiento del vector de error, que s6lo depende de la matriz G, puede

ser no aceptable. Asimismo, si la matriz G no es una matriz estable, entonces el error
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e(k) no se acercara a cero. Es, por lo tanto, deseable modificar el modelo dinamico

definido por (4.9) y (4.10).

Debe mencionarse que a pesar de que el estado x(k) puede ser no medible, la
salida y(k) si lo es. El modelo dindmico definido por (4.9) y (4.10) no utiliza la salida
medida y(k). El desempeifio del modelo dinamico puede mejorar si se utiliza la diferencia
entre la salida medida y(k) y la salida estimada CX(k) para vigilar o monitorear el
estado de X(k) ; es decir, si el modelo dindmico de (4.9) se modifica de la forma

siguiente:

%k + 1) = GX(k) + Hu(k) + K [y(k) - CX(k)]

donde la matriz K. sirve como matriz de ponderacion. (Esto significa que la dinamica
del observador de estado que se mostré en la Fig. 4.2 debe estar dada por esta ultima
ecuacion). En presencia de discrepancias entre las matrices G y H utilizadas en el
modelo y las del sistema real, la adicion de la diferencia entre la salida medida y la salida

estimada ayudard a reducir las diferencias entre el modelo dinamico y el modelo real.

A continuacién se analizara en detalle la dinamica del observador que esta
caracterizado por las matrices G y H, y por el término adicional de correccién, formado

por la diferencia entre la salida medida y la salida estimada.

4.3.1 Observador de estado de orden completo. El orden del observador de estado que
se analizaré aqui es el mismo que el correspondiente al sistema. Como ya se indico, un
observador de estado como éste se conoce como observador de estado de orden

completo.

En el analisis siguiente se supondra que el estado real x(k) no puede medirse en
forma directa. Si el estado x(k) debe estimarse, es conveniente que el estado observado o

el estado estimado %(k) sean tan cercanos al estado real x(k) como sea posible. Aunque
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no es necesario, resulta conveniente que el observador de estado tenga las matrices G y

H iguales a las del sistema original.

Es importante observar que en el andlisis presente, el estado x(k) no esta
disponible para la medicion directa y, en consccuencia, el estado observado X(k) no
puede compararse con el estado real x(k). Sin embargo, dado que la salida si puede

medirse ¥ (k) = C X (k) ,es posible comparar ¢sta con y(k) .

Considere el sistema de control con realimentacion del estado que se muestra en

la Fig. 4.3. Las ecuaciones del sistema son :

x(k + 1) = Gx(k) + Hu(k) (4.21)
y(k) = Cx(k) (4.22)
u(k) = - Kx(k)
donde:
x(k) = vector de estado (de dimension r)
u(k) = vector de control (de dimension r)
y(k) = vector de salida (de dimension m)
G = matriz no singularde nx n
H=matrizdenxr
C=matrizdemxn
K = matriz de ganancia de realimentacion de estado (matrizde mx n)
u(k)> H | X il z'l 2 p C —L(}QD-
G
K |a—

Fig. 4.3. Sistema de control con realimentacion del estado.
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Suponemos que el sistema es de estado completamente controlable y
completamente observable, pero que x(k) no esta disponible para medicion directa. La
Fig. 4.4 muestra un observador de estado incorporado a el sistema de la Fig. 4.3. El

estado observado X(k) se utiliza para formar el vector de control u(k), es decir
u(k) =-Kx(k) (4.23)

De la Fig.4.4, tenemos que
X(k + 1) = GX(k) + Hu(k) + K, [y(k)-¥(k)] 4.24)

donde K. es la matriz de ganancia de realimentacion del observador (una matriz de

n x m). Esta ultima ecuacion puede modificarse y resultar

Tk+ 1) = (G=K,LC)X(k) + Hu(k) + K, y(k) (4.25)
‘u(k) o | < x(k+1) i ) x(k) c y(k)
+
G
K |a—
R R~
g H z
u(k) & &
G a—
K, |—

Fig. 4.4. Sistema de control con realimentacion del estado observado.
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El observador de estado dado por (4.25) se llama observador de prediccion [6],

pues el estimado X(k + 1) esta un periodo de muestreo adelante de la medicion y(k).

Los valores caracteristicos de G - K.G suelen conocerse como polos del observador.

Dindmica del error del observador de estado de orden completo. Se puede
observar que si x(k) = x(k), entonces (4.25) se convierte en
X(k + 1) = GX(k) + Hu(k)
que es idéntica a la ecuacion de estado del sistema. Por lo tanto, si x(k) = x(k) ,la

respuesta del sistema de observador de estado es idéntica a la del sistema original.

Para obtener la ecuacion de error del observador, restemos (4.25) de (4.21):

x(k + 1) -%(k + 1) = (G - K, C)[x(k) - X(k)]

(4.26)
Ahora se definira la diferencia entre x(k) y X(k) como el error e(k):
e(k) = x(k) - X(k)
La ecuacidn (4.26) se convierte, entonces, en
e(k+1)=(G+KL) e(k) 4.27)

De (4.27) se ve que el comportamiento dinamico de la sefial de error queda
determinado por los valores caracteristicos de G - K.C. Si la matriz G - K.C es una
matriz estable, el vector de error convergira a cero para cualquier error inicial €(0). Es
decir, X(k) convergira a x(k) independientemente de los valores de x(0) yX (0)- Si los
valores caracteristicos de G - KcC estan localizados de forma tal que el comportamiento
dinamico del vector de error es adecuadamente répido, entonces cualquier error tenderd a
cero con una velocidad adecuada. Una forma de obtener una respuesta rapida es utilizar
una respuesta con oscilaciones muertas. Esto puede obtenerse si a todos los valores

caracteristicos de G - K.C se les da un valor igual a cero.

A continuacion se analizard un ejemplo de un observador de estado. Considere el

sistema
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x(k + 1) = Gx(k) + Hu(k)
y(k) = Cx(k)

G=[? "‘fﬂ, H=m, c=[o 1]

Disefic un observador de estado de orden completo, suponiendo que la

donde

configuracion del sistema es idéntica a la mostrada en la Fig. 4.4. Los valores
caracteristicos deseados para la matriz del observador son

z=05+0.5, z=05-50.5
y por lo tanto la ecuacion caracteristica que se requiere es

(z-0.5-70.5) (z-05+j0.5)=2"-z+05=0

Dado que la configuracién del observador de estado esta especificada como se
muestra en la Fig. 4.4, el disefio del observador de estado se reduce a la determinacion
de una matriz de ganancia de realimentacién del observador K. apropiada. Antes de

continuar se¢ examinara la matriz de observabilidad. El rango de

[C*: G*C*] = [(1) _11]

es 2. Por ello, el sistema es completamente observable y es posible determinar la matriz

de ganancia de realimentacion del observador deseada.

Haciendo referencia a (4.27),
ek + 1) = (G - K,C) e(k)
donde
e(k) = x(k) - X(k)
la ecuacién caracteristica del observador se convierte en
| ZI-G+K.C| =0

s identificard la matriz de ganancia de realimentacion del observador K. como sigue
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entonces, la ecuacion caracteristica deseada es

1 0 0 -016 ki
AP P P U |
que se reduce a

Z+(1+hk)z+k+016=0 (4.28)

Dado que la ecuacion caracteristica deseada es
72-z+05=0
al comparar (4.28) con esta ultima, obtenemos

ky =0.34, ky=-2

s 034
S

Se observa que existe una relacion dual entre la ecuacion de estado del sistema

es decir,

considerado en el ejemplo y la del sistema presente. La matriz de ganancia de
realimentacién del estado K obtenida en el ejemplo es K = [0.34 -2]. La matriz de
ganancia de realimentacion del observador Ke obtenida aqui se relaciona con la matriz K

mediante la relacion K. = K* .

4.4 DISENO DEL OBSERVADOR DE ESTADO PARA EL MODELO
DE EXTRUSION DE PLASTICOS

Para el disefio del observador de estado se considera el esquema mostrado en la
Fig. 4.4. El observador es manipulado por la sefial de entrada, asi como también la sefial

de salida del sistema original. La salida del observador de estado y = Cx es comparada
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con $ACS .y ladiferencia es utilizada como un término de correccién. La diferencia de

yyCt,y—-C£,¢8 multiplicada por una matriz real constante L de n x ¢ y alimentada a

la sefial de entrada de los integradores del observador. En nuestro caso, el modelo

matematico del proceso de extrusion de plasticos [2], es el siguiente

Thi e £ O @ 0[5 [Fry,
r b2 K, G Ky 0 0|7, Fry,
‘;'.5,3 =0 Ky G Ky 0 ||5;:|-8Fn;|+
;M 0 0 Ky G Ki||%a Fry,
‘.Fb,s | 0 0 0 Ky Cs]|{%s | F75 ]
P 0 0 0 O0][H%]| [H, 0 0 0 0] (2,1 |
0 P 0 0 O] H% 0 H, ©0 0 0 || %0
0 0 P 0 O||H%|+]| O 0 H,, 0 0 |7,
0 0 0 P O||H% 0 0 0 H,, 0 (|7
0 0 0 0 BJ|H%] |0 0 0 0 H,[[7s]
(4.29)

En este modelo se desprecian las variaciones de la temperatura ambiente, asi

como las variaciones de temperatura en el barril y en el polimero, quedando el modelo

simplificado de la siguiente manera

Tau 'c, kK, 0 0 0][n| [ O 0 O O [ H%, |
Th2 g o & 0 ¥ || 0o P, 0 0 O0]|H%,
| = 0 B & K, U |[H|+(0 8 5 0 0||H%,
;&,4 0 0 K, C Kg|l%Ba 0 0 0 P, O||H%,
el X 0 0 0 Ky Gllmns] [0 0 0 0 BJ|H%]

(4.30)

Utilizando los parametros del extrusor (apéndice 2), el modelo matematico se

expresa de la siguiente manera



Th,l
Tb,2
T5,3

Th4

Th,s

donde

[~7381x10°  258x10™° 0 0
188x10°°  —7555x10°  188x10°° 0
0 188x10°  -7555x10°  188x10°°
0 0 188x107°  -7555x10™°
.0 0 0 159x10°
[0.01361 0 0 0 0 |[H%,]
0 002723 0 0 0 H%,
0 0 002723 0 0 H%,
0 0 0 002723 0 H%,
0 0 0 0 000689 || H%:; |
[_7381x10°°  2.58x10™° 0 0
188x10°°  —7555x10°  1.88x10°° 0
G= 0 188x10°®  -7555x107°  188x10°°
0 0 188x10°  —7555x10°°
I 0 0 0 159x107°
001361 0 0 0 g ]
0 002723 0 0 0
H= 0 0 002723 0 0
0 0 0 002723 0
0 0 0 0 000689
(1. 0 0 0 O]
01000
c=(0 01 00
00010
00 00 1]

Determinando los polos de la matriz G [8], estos son:

188x10™° || Tss
~24.36x10° | | Ts.s
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(4.31)

0
0
0
188x10°
~24.36x107° |
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[-7.1831x10-5 |
-7.8545x10-5
-7.3730x10-5
-7.6412x10-5
-7.4302x10-5

Como todos los polos son negativos y el objetivo del observador no es
retroalimentar el estado de la planta (temperaturas en las cinco zonas del extrusor),
Gnicamente el disefio persigue determinar el estado actual de las temperaturas del
extrusor en un momento determinado. Esto se reduce a la determinacion de una matriz

de ganancia de realimentacion del observador K. apropiada.

Analizando la matriz de observabilidad [C* : G*C* : (G)* C* : (G)’ C* : (G)*
C*] Se determina que esta es de rango 5 [8]. Por ello, el sistema es completamente
observable y es posible determinar la matriz de ganancia de realimentacion del

observador deseada.

Haciendo referencia a (4.27),
e(k+1) = (G - K,C) e(k)

donde
e(k) = x(k) - X(k)

la ecuacion caracteristica del observador se convierte en
| A-G+K.C| =0

se identificara la matriz de ganancia de realimentacién del observador K. como sigue

(5]
o -
(S} —

—_—
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Seleccionando los polos del observador como:

(244

0

4
-2
-188x10°°
0
0

-188x107°

0

=]
gk
0

0
0
5
-1
-159x10°°

60

0
0
0
—1.88x10°°
-05

Asi, la configuracién del observador de estado para el modelo de extrusion de plasticos

es mostrado en la Fig. 4.5.

u(k)

X

x(k+ 1)

&

k
¥( )._

(%) X

2 |2 C
G

zl o
G |-

K, [-&

Fig. 4.5. Esquema del observador de estado para el modelo de extrusion de plasticos.
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4.5 CONCLUSIONES DEL CAPITULO

En este capitulo se presentan los conceptos generales sobre estimadores de
estado, los cuales tienen la funcion de reconstruir los estados de un sistema dinamico a

partir de las mediciones de sus salidas.

Se describen los conceptos fundamentales de controlabilidad y observabilidad,
los cuales representan las base tedrica para el disefio de un observador de estado. El
concepto de controlabilidad esta asociado a la capacidad de un sistema de control, que a
partir de un estado inicial, sea capaz de alcanzar un estado final arbitrario en un periodo
finito de tiempo. Asimismo, el concepto de observabilidad esta asociado a la capacidad
de un sistema de control de determinar exactamente los estados del proceso a partir de

las mediciones de su salida en un periodo de tiempo finito.

El concepto de observabilidad es util para resolver el problema de la
reconstruccion de variables de estado no medibles. En este sentido, se fundamento el
hecho de que para la realizacién de un observador de estado, el sistema tiene que ser
completamente observable, lo que representa que la matriz de observabilidad sea de

rango completo.

Se presento la metodologia para el disefio de un observador de estado de orden
completo, lo cual se reduce a la determinacion de la ganancia de retroalimentacion para
asegurar que los polos de lazo cerrado sean estables, y obtener una respuesta adecuada

del observador.

Finalmente, se describe el disefio del observador de estado para el proceso de
extrusion de plésticos; para esto se consideré que los efectos de radiacion y la

transferencia de calor del polimero son minimos, con lo que se obtiene un modelo

reducido del proceso de la forma: ; — Ax + Bu . Como los polos del modelo son
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estables, ademas de que el objetivo del observador de estado es estimar las temperaturas
del proceso, mas que retroalimentar el estado como una accién de control, el disefio del

observador se redujo al calculo de la matriz de ganancia del observador.



