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PROLOGO

El método de elemento finito es una herramienta que puede ser aplicada muy
eficazmente en el analisis de muchos de los modelos fisicos y matematicos de interés a
los ingenieros, cientificos, y matematicos. Estos modelos fisicos y mat.eméticos
‘generalmente surgen en el proceso de modelacion de problemas en las areas de
_aplicacién tales como mecanica de fluidos, transferencia de calor, etc. El método de
elementos finitos ha sido aplicado exitosamente y es regularmente usado como una
herramienta de andlisis en virtualmente todas las areas de la ingenieria, tanto en los

circulos académicos como industriales. El método de elemento finito también es

frecuentemente empleado como un método numérico para resolver ecuaciones

diferenciales.

En general, el analisis y modelacion de un sistema es un proceso que se desarrolla

en varias etapas que son:

1.- Definicion del sistema fisico

2.- Definicién de condiciones de frontera

3.-. Definicion de agentes de perturbacion

4.- Definicién de variables de respuesta

5.- Definicion de efectos despreciables

6.- Desarrollo del modelo analitico 0 modelo matematico
7.- Aplicacion sistematica de procedimientos de calculo

8.- Interpretacion de resultado’s

Antecedentes para este tema implica el conocimiento previo de algebra matricial,

ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales, mecanica de fluidos y transferencia de

calor.



El capitulo 2 empieza con el conocimiento de los antecedentes del método de
elementos finitos.

El capitulo 3 contempla los diferentes métodos de aplicacién y en si el desarrollo
del método de elementos finitos

El capitulo 4,5 y6 trata de la aplicacion del método de elementos finitos a

termofluidos.



RESUMEN

Debido a la gran aceptacion que ha tenido ultimamente el métedo de elementos
finitos en termofluidos, este trabajo pretende ejemplificar su uso mediante aplicaciones a

la transferencia de calor y la mecéanica de fluidos .

Se presenta el problema de conduccién de calor en una placa, determinandose la
distribucién de temperaturas, tanto en el estado permanente como en el transitorio. Asi
mismo, se comparan estas soluciones numéricas con soluciones analiticas, para observar

la variacion del error con respecto a la variacién y ntimero de elementos.

Por otra parte se analiza el flujo potencial bidimensional alrededor de un cilindro
entre placas planas, para obtener lineas de corriente y lineas equipotenciales. Para el
caso de flujo incompresible, la ecuacién que gobierna €l proceso es lineal con solucion
numérica directa, mientras que para el flujo compresible, la no linealidad en las

ecuaciones requiere de un método iterativo; en este Gltimo caso también se obtienen los

numeros de Mach locales.

Al final se trata el procedimiento de un programa de computadora que consiste de
un programa principal en el que se leen datos generales como numero de elementos,
coordenadas, etc. Se organiza la equivalencia entre nodos de cada elemento y los nodos

de interconexion globales entre los elementos.

El mismo programa calcula las equivalencias y forma la matriz de las coordenadas
en cada elemento del dominio, posteriormente forma la matriz global. Por ultimo el

Y,
programa permite calcular las condiciones de frontera.



1.1

1.2

CAPITULO 1

INTRODUCCION

DESCRIPCION DEL PROBLEMA A RESOLVER

En términos generales, el método de elemento finito es un medio para obtener una
aproximacion a la solucion de un problema que requiere la integracién de un sistema
de ecuaciones diferenciales provisto de ciertas condiciones que definen
completamente el problema y, de ahi, su solucién. En el més sencillo de los casos, la
ecuacion diferencial es ordinaria y lineal; pero puede contener derivadas de orden
arbitrario y condiciones de frontera dadas, que involucren combinaciones arbitrarias

de la funcién buscada y sus derivadas.

OBJETIVO DEL TEMA

El propésito de este trabajo es presentar una alternativa de los métodos numéricos
de ¢como usar la técnica del método de elemento finito para resolver problemas de

transferencia de calor y mecénica de fluidos.

1.3 JUSTIFICACION DEL TRABAJO DE TESIS

Los problemas fisicos yvde ingenieria, en su mayoria consisten en resolver una

.\» - » .
ecuacién diferencial de segundo grado y primer orden en derivadas parciales, cuya

solucién no siempre es facil, sobre todo cuando se necesita una buena aproximacién en

los resultados. La aplicacion del método de elemento finito permite sefialar que:

1.- La aplicacion es comoda y muy sencilla cuando se tiene computadora.



2.- El elemento finito permite resolver problemas de condiciones de frontera

complicados.

3.- El elemento finito permite sistematicamente resolver cualquier tipo de problema;
Materiales complejos, tales como materiales no homogéneos, no isotrdpicos, materiales

elasticos no lineales etc.
1.4 METODOLOGIA
1.- Primeramente se desarrollard la técnica del método de elementos finitos.

2.- Se establecerdn las ecuaciones gobernantes en la transferencia de calor y

mecanica de fluidos.

3.- Con el auxilio de la computadora se comprobara la aplicacién del método.

1.5 LIMITES DEL ESTUDIO

Durante este trabajo veremos la aplicacion del método de elementos finitos a
flujo potencial con soluciones analiticas a problemas précticos. Estas soluciones son

exactas en cuanto a las matematicas, las unicas aproximaciones estan en suponer que

el fluido no tiene viscosidad.

1.6 REVISION BIBLIOGRAFICA
\
Este método, del elemento finito era solo para ingenieros hace pocos afios, dando
excelentes resultados, fue duramente criticado por los matematicos quienes lo
volvieron a reinventar pero con todos los pasos matemadticos probados rigurosamente

y ampliado a casos mas generales,



(%)

Actualmente existe una variedad de libros que hablan del tema de elementos

finitos aplicados al campo de la ingenieria.

A diferencia de la literatura antes mencionada que aporta toda la informacién
cientifica, el objetivo de este trabajo es ensefiar a los interesados del tema a utilizar

esta herramienta que en este caso particular se aplica a un problema ya aproximado

al suponer un flujo no viscoso.



CAPITULO 2

ANTECEDENTES

El desarrollo de la tecnologia va a pasos agigantados y el estudio de problemas
asociados con ésta, requiere frecuentemente de nuevas técnicas de andlisis. A veces estas
técnicas provienen de principios ya conocidos, que originalmente tenian poca utilidad

por falta de equipo modernos, como por e¢jemplo la computadora digital.

El estudio de los termofluidos es un caso donde los avances han sido notorios. el
movimiento de un fluido real, se describe por medio de un conjunto de ecuaciones
diferenciales parciales no lineales. Aln para el problema mds sencillo, de un flujo
uniforme alrededor de una placa plana inclinada o alrededor de un cilindro, soluciones
analiticas tienen que basarse en alguna aproximaciéon y por eso son de uso limitado.
Estas aproximaciones pueden ser de 4ngulo de ataque pequefio en ¢l caso de la placa y

bajo nimero de Reynolds en el caso del cilindro.
\
En situaciones de interés préctico, la presencia de geometrias irregulares sélidas
complica ain mds la prediccion del comportamiento del fluido, es por ello que el analisis

tedrico debe complementarse, cuando sea posible, con experimentos o métodos



numéricos. Este trabajo se enfoca al 4area de los métodos numéricos; uno de éstos, con

gran aceptacion es el “método de elementos finitos” que serd el que se utilice aqui.

No se pretende, ni con mucho, hacer un anélisis del método para lo cual existen ya
bastantes libros, sino més bien una orientacién de su aplicacion a las 4reas de mecénica
de fluidos y transferencia de calor. Para lograr esto, se resuelven algunos problemas

especifico cuya solucién analitica es conocida y algunos otros demas alto grado de
dificultad.

2.1 METODOS EXISTENTES

En la actualidad existen modelos matematicos que describen el comportamiento de
los fluidos, tienen una estrecha relacién con problemas précticos que existen
actualmente. Sin embargo, hay una gran cantidad de problemas especificos en la
dindmica de fluidos que no han sido resueltos, debido a las dificultades encontradas en la
mayoria de los métodos analiticos y numéricos convencionales. Estas dificultades son
ocasionadas principalmente por la no linealidad de las ecuaciones, producida al escoger
una descripcion Euleriana de los procesos y también, por lo dificil que es introducir las

condiciones de frontera, cuando los cuerpos tienen una geometria un tanto irregular.

"El método que ha sido usado para resolver estas dificultades y que ademds es bien
conocido, es el “método de diferencias finitas” (Richtmyer y Morton, 1967, Roache,
1972), en el cual las derivadas parciales de las ecuaciones que gobiernan el fenémeno,
son reemplazadas por cocientes de diferencias finitas, Una de las desventajas de éste
método es que se aplica fécilme_?te sé6lo a problemas en que el dominio sea de una forma
mas o menos regular; sin embargo, se han resuelto una variedad de problemas tedricos y

précticos por medio de él.



Otro método numérico es el de “particulas en celda” (Evans y Harlow, 1957), en el
cual se construye un sistema de celdas de tal manera, que se puede definir la posicién de
las particulas del fluido en términos de estas celdas, cada una de ellas estd definida por
un conjunto de variables, que describen las componentes de velocidad, energia interna,

densidad y presiéon en la celda. Este método tiene un uso limitado dadas sus

caracteristicas.

Entre los ltimos métodos que se han desarrollado para la solucién de problemas en
dindmica de fluidos, estd el “método de panel” (Hess, 1975), el cual consiste en cubrir la
superficie de la frontera solida por un namero infinito de pequeiias areas, llamadas
péaneles, cada una de las cuales estd formada por singularidades de una cierta clase, que
tienen una densidad indeterminada, Las singularidades se distribuyen de tal manera, que
orientan el flujo alrededor de un determinado cuerpo. Generalmente se usan péaneles
formados por fuentes o dobletes para cuerpos de superficies sin sustentacién y formados
por vdrtices para superficies con sustentacion., La condicién que deben cumplir las
ecuaciones es que el flujo debe ser tangente a cada uno de los paneles, con lo que se
puede calcular la densidad de las singularidades. El flujo total es la superposiciéon de un
flujo uniforme y un flujo inducido por las singularidades, con lo cual se puede
determinar la velocidad y presidon en cualquier punto del flujo. Este método ha sido
aplicado felizmente, tanto en problemas aerodindmicos en dos y tres dimensiones con

cuerpos de geometria compleja, como a problemas de flujos internos, no uniforme y en

estado transitorio.

En aiios recientes ha tenido una gran popularidad el “método de elementos finitos™
en las areas de mecénica de fluidos y transferencia de calor, debido a su gran
flexibilidad. Esta intimamente relacionade con los “métodos variacionales” y los
“métodos de residuos pesado's‘\‘-;’ (Finlayson, 1972). Los principios variacionales son
usados en combinacion con el método de Rayleigh-Ritz, pero desgraciadamente, éstos
no pueden ser encontrados en algunos problemas de ingenieria, particularmente cuando

las ecuaciones diferenciales no son auto-adjuntas. Los residuos pesados pueden tener la



forma de los métodos de Galerkin, minimos cuadrados y colocacién. El método de
residuos pesados utiliza el concepto de la proyeccidén ortogonal de un residuo de una
ecuacion diferencial. sobre un subespacio formado por ciertas funciones de peso. En el
método de elementos finitos, podemos usar tanto los principios variacionales, cuando

existen, como los residuos pesados a través de aproximaciones.

En las aplicaciones de elementos finitos a la dindmica de fluidos. generalmente el
méetodo de Galerkin es considerado la herramienta més conveniente en la formulacion de
los modelos de elementos finitos, ya que no requiere principios variacionales.
Normalmente el método de minimos cuadrados requiere funciones de interpolacion de

alto orden, aunque el comportamiento fisico pueda ser descrito por ecuaciones lineales

de bajo orden.

En este trabajo se utilizara el método de elementos finitos combinado con el método

de Galerkin ya que es el mas conveniente.

2.2 UTILIDAD DEL METODO DE ELEMENTOS FINITOS

Al tratar de resolver una ecuacion diferencial lineal que describe el comportamiento
de cierto fenémeno, uno de los principales problemas que se preséntan es como
introducir las condiciones de frontera, sobre todo si el cuerpo con el que se estd
trabajando tiene una configuracion irregular. La mayoria de las ecuaciones diferenciales
lineales, tienen solucién para algunos problemas especificos, en los que las fronteras
presentan alguna simetria, pero en la realidad, los cuerpos pueden tener configuraciones

bastante irregulares, como es el caso de una ala de avidn, en la que no existe simetria por

ningun lado.
k%

1
~

Con métodos analiticos es précticamente imposible resolver estos problemas en

general y los demés métodos numeéricos exigen una configuracién mas o menos regular.



Aqui estd una de las principales ventajas del método de elementos finitos, ya que la
superficie del cuerpo se puede conformar a través de pequefias regiones y se pueden
colocar tantas como sea necesario para lograr un perfil aproximado del cuerpo. Ademis,
el valor de la condicién de frontera puede ser diferente entre una y otra region

adyacente, con lo que se puede atacar una variedad de problemas reales.

Otra ventaja del método, es que al aplicar la formulacién de elementos finitos a la
ecuacién diferencial, quedan separadas autométicamente las condiciones de frontera (de
Dirchlet y de Neumann), algo que es muy qtil.

En el caso de problemas modelados por medio de ecuaciones diferenéiales no
lineales, el método de elementos finitos es 1itil para resolverlos, ya que se puede
combinar este método con algiin método iterativo, a fin de encontrar la solucion. Esto se

vera mas claro en el capitulo dedicado a flujo compresible (Cap. VI).

Una desventaja de este método, estriba en que hay que darle gran cantidad de datos
entre coordenadas, condiciones iniciales, de frontera, etc., lo que ocaciona por un lado un
sobre esfuerzo personal y por tanto la posibilidad de errores al teclear los datos para una
programa de computacién. Afortunadamente, se ha estado trabajando en ello y se han
ideado formas para que el mismo programa calcule la mayoria de Jos datos que necesita,

a través de un preprocesamiernto.

Otro problema es que los programas son muy extensos y utilizan un gran tiempo de
procesamiento; es por ello que siempre se tratan de utilizar métodos de integracion
numeérica, de solucién de sistemas de ecuaciones, etc., que sean muy eficientes para

reducir los tiempos.

Por lo anteriormente expuesto, el método de elementos finitos tiene una utilidad en
la solucién de problemas de la dindmica de fluidos y de muchas otras ramas en las que

intervengan ecuaciones diferenciales. Sin embargo, cuande un problema es dificil, lo
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sigue siendo, no importa el método que se utilice; lo Gnico, es que el método de

clementos finitos nos da la posibilidad de resolverlo.

2.3 RESUMEN HISTORICO

El método de elementos finitos fué originalmente desarroliado por ingenieros
estructurales de aviacion en los afios 50’s para analizar los grandes sistemas estn-lcturales
‘que existen en los aviones, Turner, Clough, Martin y Topp (1956), presentaron el primer
articulo relacionado con ésto; continuaron con los estudios Clough (1960) y Argyris
(1963), ademés de otros. La aplicacidén del método de elementos finitos a problemas no
estructurales, tales como flujo de fluidos y electromagnetismo, fué iniciado por
Zienkiewicz y Cheung (1965) y por tltimo, Oden (1972) ha contribuido en las

aplicaciones a diferentes clases de problemas en la mecanica no lineal.

Han dado un impulso significativo a la teoria de elementos finitos, el concepto
clasico del método variacional de Rayleigh-Ritz (Rayleigh, 1877, Ritz 1909) y los
métodos de residuos pesados, modelados después del método de Galerkin (1965), ya que
existe una relaciéon importante entre ellos, En afios recientes varios autores han
contribuido al desarrollo de la teoria matematica de elementos finitos; algunos de ellos
son Babuska y Aziz (1972), Ciarlet y Raviart (1972), Aubin (1972), Strong y Fix (1973)
y bden y Reddy (1976), todos ellos influenciados grandemente por los trabajos de
Lions y Magenes (1968)
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CAPITULO 3

METODO DE ELEMENTOS FINITOS

c1 método de elementos finitos es un procedimiento de aproximacién para la
solucién de ecuaciones diferenciales, con condiciones en la frontera y condiciones
iniciales, del tipo que se presentan en problemas de ingenieria, fisica y matematica. El
procedimiento bésicamente envuelve la division del dominio en muchas pequefias
regiones, llamadas “elementos”, convenientemente distribuidas, las cuales pueden ser de
forma triangular, cuadrilatera, etc., y usando una interpolacién para describir el
comportamiento de estos subdominios. Un ntimero satisfactorio de puntos, llamados
“nodos”, son especificados para cada elemento y a cada uno de ellos le corresponde un
valor de la variable o las variables de la ecuacién diferencial, que se obtiene interpolando
dentro de cada elemento. Usando el principio variacional o el método de residuos
pesados las ecuaciones diferenciales que gobiernan el dominio, se transforman en
ecuaciones de elementos finitos, que gobiernan aisladamente a cada uno de los
elementos y en general §‘g\n ecuaciones algebraicas. Estas ecuaciones son
convenientemente ensambladas para formar un sistema global, en el cual se pueden
introducir las condiciones de frontera y las condiciones iniciales, segtin se requiera. Por
ultimo, los valores de la variable en los nodos, son determinados de la solucién del

sistema de ecuaciones algebraicas.
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3.1 DIFERENTES METODOS

3.1.1 METODO DE DIFERENCIAS FINITAS
El método de diferencias finitas aproxima las derivadas en la ecuacidén diferencial
gobernante usando ecuaciones de diferencias. Este método es Wtil para resolver

problemas de transferencia de calor y mecéanica de fluidos y trabajos para regiones

" bidimensionales con fronteras paralelas a los ejes coordenados. El método, sin embargo,

es bastante molesto, cuando las regiones tienen regiones curvas o irregulares, y es dificil

escribir programas de computadora generales para el método.

3.1.2 METODO VARIACIONAL

La aproximacién variacional implica la integral de una funcién que produce un
nﬁmero. La funcién que produce los niimeros minimos tiene la propiedad adicional de
satisfacer una ecuacién diferencial especifica. Para ayudar a aclarar este concepto , se

considera la integral

1= J,* [D/2{dy/dx}*-Qy ] 3.1
El valor numérico de [] puede ser calculado dada una ecuacidn especifica y =f(x).
El calculo de variaciones muestra, sin embargo, que la ecuacién particular y =g(x), la

cual da el minimo valor numérico para [], es la solucién a la ecuacién diferencial

Dd¥y/dx*+Q=0 3.2
Con las condiciones de frontera yfﬂ)=y° y y(h)=y,.
El proceso puede ser invertido. Dada una ecuacién diferencial, una solucién

aproximada puede ser obtenida con la sustitucidn de funciones prueba diferente en la
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funcional aproximada, La funcion prueba que da el valor minimo de [[ es la solucién
aproximada.

El método variacional es la base para muchas formulaciones de elemento finito, pero
tiene una mayor desventaja: no es aplicable a cualquier ecuacion diferencial que

contenga un término de primera derivada.

3.1.3 METODQO DE RESIDUOS PESADOS

El método de residuos pesados también implica una integral. En este método,una
solucién aproximada es sustituida en la ecuacién diferencial. Entonces la solucién
aproximada no satisface la ecuacion, entonces resulta un residuo o un término de error.

Se supone que y =h(Xx) es una solucién aproximada para (2.2). Sustituyendolo da
Dd*h(x)/dx*+Q=R (x)=0 (3.3)
entonces y =h(x) no satisface la ecuacion. El método de residuo pesado requiere que
J "W, ()Rx)dx = 0 (3.4)

El residuo R(x) es multiplicado por una funcién de peso W(x), y la integral del
producto se requiere que sea cero. El namero de las funciones de peso es igual al
nimero de coeficientes desconocido en la solucién aproximada. Hay varios varias

funciones de peso para seleccionar, y algunas de las mas populares a seleccionar son:

3.1.3.1 METODO DE COLOCACION
Las funciones impulso W(x)= d(x-X;) son selectas como las funciones de peso. Esta
seleccién es equivalente a requerir el residuo para desaparecer en puntos especificos. El

numero de puntos selectos es igual al nimero de coeficientes indeterminados en la

solucion aproximada.
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3.1.3.2 METODO DEL SUBDOMINIO

Cada funcion de peso es selecta como unitarto, W(x)= 1. sobre una regién
especifica. Esto es equivalente al requerimiento de la integral del residuo para
desaparecer sobre un intervalo de la region. El nimero de intervalos de integracion es

igual al namero de coeficientes indeterminados en la solucién aproximada.
3.1.3.3 METODO DE GALERKIN

El método de Galerkin usa las mismas funciones para W, (x) que fue usado en la
ecuacion de aproximacion. Esta aproximacion es la base del método de elemento finito
para problemas que implican términos de primera derivada. Este método da el mismo
resultado que el método variacional cuando se aplica a ecuaciones diferenciales que son
auto-adjunta. El método de Galerkin es usado para desarrollar el elemento finito a las

ecuaciones para los problemas de campo.
3.1.3.4 METODO DE MINIMOS CUADRADO

El método de minimos cuadrado utiliza el residuo como la funcidén de peso y

obtiene un nuevo término de error definido por
Er=/[" [R()Pdx (3.5)

El error es minimizado con respecto a los coeficientes desconocidos en la solucién
aproximada. El método de minimos cuadrados ha sido utilizado para formular soluciones
de elemento finito, pero no es tan popular como €l meétodo de Galerkin y la

~

aproximacion variacional.
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3.2 ELEMENTO LINEAL UNIDIMENSIONAL

El objetivo inmediato es discutir la division de una region unidimensional en
elementos lineales y desarrollar una ecuacidon elemento. El elemento lineal es

utilizado para obtener una solucién aproximada a
Dd%*¢/dx*+Q=0 (3.6)
3.2.1 DIVISION DE LA REGION EN ELEMENTOS

La region unidimensionl es un segmento de linea y la divisién en subregiones o
elementos es bastante directo. El segmento de linea es dividido en segmentos cortos con
el uso de nodos (Figura 3.1). Los nodos son generalmente numerados consecutivamente
de izquierda a derecha como estén los elementos . Los nimeros de los elementos estan

encerrados entre paréntesis para distinguirlos de los nimeros de nodos.

W[é Termperature .

@ &) )

bql

-9
~1
|73}

L Fig. 3.1
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3.2.2 EL ELEMENTO LINEAL
El elemento lineal unidimensional es un segmento de linea con una longitud L y
dos nodos, uno en cada extremo (Figura 3.2). Los nodos son sefialados por “i” y 5y

los valores nodales por ¢; y ¢;. El origen del sistema de coordenadas est4 a la ziquierda

del nodo i . El pardmetro ¢ varia linealmente entre los nodos, y la ecuacién para ¢ es

¢ =a,+ a) (3.7

Los coeficientes a; y 8, pueden ser determinados usando las condiciones nodales

b=¢ em  x=X (3.8)
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Para desarrollar ¢l par de ecuaciones

¢, =a, +a,X,

g, =2 +a,)X| 3.9)
enlacual seda a, y a,como
a = (X - ;X V(X - X,)

a,= (¢ - 4 V(X - Xi) 3.10)
sustituyendo (3.10) en (3.7) y reordenando da

¢ = (X; - x YL*¢, +x =X, YL*¢, (3.11)

donde (X; X)) ha sido reemplazado por la longitud del elemento L .

La ecuacion (3.11) es una forma estandar de elemento finito. Los valores nodales
son multiplicados por las funciones lineales de x, las cuales son llamadas funciones de
forma o funciones de interpolacién . Estas funciones son denotadas por N con un
subindice para indicar el nodo con el cual una funcién de forma especifica es asociado.

Las funciones de forma en (3.11) son denotadas por N; y N; con
Ni=(X;-x)/L Y N; = (x- X)/L 3-12)

Las ecuaciones (3.11) pueden ser escritas como

Y,

b =N, +Ng, (3.13)

y también como

o= [N1{¢} (3.14)



donde [N]=[N; N esun vector renglén de las funciones deforma y

{03
{0} =
{4}

es un vector columna conteniendo los valores nodales del elemento.

Cada funcién de forma tiene un valor de uno en su propio nodo y cero en el otro
nodo y las dos funciones de forma suman uno. Una tercera caracteristica es que las
funciones de forma son generalmente polinomiales del mismo tipo que la ecuacién de
interpolacién original. La ecuacién (3.7) es una ecuacion lineal y las funciones de forma
son ecuaciones lineales. Si las ecuaciones de interpolacion ha sido un modelo cuadratico
definido por tres nodos, las funciones de forma resultante habran sido también
¢cuaciones cuadraticas. Otra caracteristica es que las derivadas de las funciones de forma

con respectoa “x” suman cero. Las funciones de forma se muestran en la figura 3.3.

N(x)

Ni=)
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3.2.3 UNA ECUACION UNIFORMEMENTE CONTINUA
Un ecuacién uniformemente continua para una regién unidimensional puede ser
construida por la conexién de varias ecuaciones lineales con las propiedades

desarrolladas en la seccién anterior. Cada una de estas ecuaciones puede ser escrita como
O =N®¢, + N© ¢, (3.15)

donde NO=X-x)/X-X) y N?=x-X)X-X) (3.16)
El.superindice () indica la cantidad de elementos. Los valores de i y j para una
" correspondiente (¢) son obtenidos de la red. El nodo i el nodo i es el nodo del lado

izquierdo de un elemento. La informacién del elemento para la red en la Figura 3.1 es:

[¢]
(SN
—

£HW N e
SN e
W pWwN

La ecuacion para cada elemento en Figura 3.1 es

6P =N+ N,V ¢,
¢(2) =N2(2) ¢.2 + Ns(z) 4)3

. (3.17)
69 =N, ¢; + NP ¢,

4) N\ @
¢( ‘ ‘N4( )¢4 +?\Is(4) 95
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: 3.3 EJEMPLO DE ELEMENTO FINITO

El objetivo de este capitulo es ilustrar el método de elemento finito con el desarrollo de

una solucién aproximada para la ecuacidn diferencial unidimensional

D*d%/dx? +Q =0 (3.18)

* con las condiciones de frontera

¢0)=¢, vy o(H) =¢y (3.19)

Dos problemas son contemplado en (3.4): la deflexidn de la viga simplemente
apoyada cuando el diagrama del momento flexionante es conocido y el flujo de calor a

través de una pared compuesta cuando las temperaturas de la superficie son conocidas.

Las ecuaciones de elemento finito son obtenidas usando la formulacién de Galerkin.
La evalucién de la integral residual conduce a una ecuacion nodal que es aplicada de una
manera para generar un sistema de ecuaciones lineales. La ecuacién lineal es usada para

resolver un problema de deflexién de viga.
- 3.3.1 FUNCIONES DE PESO

Un sistema de ecuaciones lineales es generado para la evaluacion de la integral

residual de peso
3 W(x) (D*d¢/dx? + Q)dx (3.20)

usando una nueva funcién de peso para cada nodo donde ¢ es conocido. La

formulacion de Galarkin del método residual pesado requiere que las funciones
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pesadas sean construidas usando las funciones forma N; y N. Las funciones
pesadas en la formulacion de elemento finito de Galerkin son definidas como sigue:
Las funciones pesadas Ws, para los sth nodos, consiste de las funciones forma

asociadas con los sth nodos.

Las funciones pesadas para tres nodos de una red lineal (Figura 3.4) consiste

de las funciones forma para tres nodos.

N,® X,<x<X,
W,(x) = (3.21)
IN,® X, <x<X,
En general,
[N® X <x<X,
W, () =3 (3.22)
[ NeD X, <x<X,
Wy
' N @
3 Ny
(m A @
3 s -2 X
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Esta funcién es ocacionalmente llamada una funcién sombrero por razones
aparentes a la Figura 3.5b. Las funciones pesadas para el primer y el filtimo nodo

son mostrados en la Figura 3.5a y 3.5¢. La ecuaciones respectivas son
W) =N,® ¥ W(x) =N, & (3.23)
332 INTEGRAL RESIDUAL PESADA
Después de definir las funciones pesadas, la siguiente etapa es para

evaluar la integral pesada (3.20) . Usando la secuencia de nodos r,5,y t enla

Figura 3.4b. encontrams que (3.20) lega a ser

R, =R%+ R =- [ *[N( D*d*p/dx’ + Q] dx
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- Jy X IN(D*dP9/dx? + Q)T dx =0 (324)

debido a que W, =0 para x<Xr y x> Xt La integral dividida en dos
partes debido a que Ws () estd definido por dos ecuaciones separadas en el
intervalo Xr £ x < Xt . Los términos R® y R representan las
contribuciones de elementos (e) y (et+l) para la ecuacidén residual para el

nodo s.

Hay un problema asociado ¢on cada integral en (3.24). La solucién
aproximada no tiene continuidad en la primera derivada d¢/dx; por lo tanto, la
integral de d’¢/dx’ no esti definida. Esta dificultad puede ser evitada, sin
embargo, cambiando d’¢/dx* en un nuevo término. Considerar la primera

integral en (3.24) y note que

d/dx(N,*d¢/dx)= N *d'¢/dx® + AN /dx*dpdx (3.25)
entonces
N *d%p/dx? = d/dx(N,*d¢/dx) — dN/dx*dd/dx (3.26)
Sustituyendo en la integral da

S N ¥D*d/dx’)® dx = - (D*N,*dd/dx)@ |

+ [ (D*dN/dx*dg/dx)® dx (3.27)

Un conjunto similar de operaciones aplicado al primer término de la segunda

integral
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Un conjunto similar de operaciones aplicado al primer término de la segunda
integral

Un conjunto de operaciones aplicadas al primer término de la segunda
integral en (3.24) produce

Jxt (N *D*dg/dx’) " dx = - (D*N,*dg/dx)™ | X

e X (D*dN/dx*d/dx ) dx (3.28)

Los primeros términes en cada una de las ecuaciones 3.27 y 2.28 se simplifica

debido a que las funciones forma son cero o uno en los nodos respectivos. La

ecunacion residual completa es
R, =R +RE™M = - [H W(D*d¢/dx* + Q)dx

= - (D*dP/dx)® | | axs + Iy (D*dN/dx*d¢/dx —N*Q)dx

+ (D*dp/dx) D] 2 xe

4, X (D*AN sdx*d/dx — N3 Q )¢V dx = 0

(3:29)
El par de términog

evaluados en x =X, establece un requerimiento de
interelemento.
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3.3.3 EVALUACION DE LA INTEGRAL

La evaluacion de las integrales en (3.29) da la ecuacion residual para un nodo
interior. Las ecuaciones para el primer y el Gltimo nodo puede ser obtenido de estas
Operaciones.

Empezando con el elemento (¢)

¢ =N ¢, N, ¢,

¢ = (X, —x)L)Y* o, 1+ ((x- X, YL)*9, (3.30)
donde
NO=0(=X YL , dN®dx=1/L (3.31)
y
d¢@/dx = (I/L)* (-6, + ¢,) (.32

Sustitucion de los términos apropiados y evaluacién de las integrales dadas
fx,xs (D*dN/dx*d¢/dx)dx = (D/L)(~ &, + ¢, ) (3.33)
o Q*Ndx =Q*L/2 (3.34)

Las ecuaciones (3.33) y (3.34) estin combinadas con la contribucion del interelemento

por el elemento (e) para dar
R® = (D*d§/dx)®| , _y, HD/L)- b, + ¢, ) — Q*L/2 (3.35)
Procediendo con la segunda inteéral de ( 3.29)

¢ =N ¢, + N, ¢,



P = (XX)/LY*9, + ((x- XYLV 230
donde
N =(X -x)/L) , AN &Vdx = -1/L 3.37)
y
A4 Vidx = (IL)(- 4, + ¢,) (3-38)

La evaluacién de las integrales da

xs - (D*dN /dx*dé/dx)dx = (D/LY( ¢, - §,) (3.39)

[ X Q*Ndx = QL2 (3.40)
y

RV =D*dosdx |, -y, + (D/LYS, - 6, ) — QL2 (3.41)

Combinando las ecuaciones (3.35) y ( 3.41) dan la ecuacién residual para el nodo s
R, = (D*dp/dx)« V[ — (D*dg/dx)® |, ox,
-(D/LY? ¢, + [ (D/L)? + (DY | §, — (D/LY*" ¢,

- (QL2)@ —(QLR2) =0 (3.42)
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3.4 FORMULACION DE GALERKIN DE LAS MATRICES ELEMENTO

El objetivo de este capitulo es para determinar las contribuciones elemento para el
sistema de ecuaciones finales y mostrar donde estas contribuciones estan localizadas. La
notacién matricial es usada, y una matriz rigida elemento y un vector fuerza elemento

" son definidos por la ecuacién analizada .

» Hay tres puntos para concervar en mente como las matrices elemento son
desarrolladas. Primero, las ecuaciones residuales son generalmente arregladas
ensecuencia numérica, esto es, R;, R,, ..., R, R, donde hay p valores nodales. Segundo,
los valores nodales ¢, ¢,, ... , ¢, son ameglados secuencialmente dentro de una
ecuacion. Tercero, una ecuacién es desarrollada para cada nodo. Las condiciones de

frontera son incorporadas después de que todas las ecuaciones han sido desarrolladas.

3.4.1 MATRICES ELEMENTO

La discusién comienza con la definicién de un vector {R}. Cada componente de

{R} representa una ecuacién residual . El vector es

[R
| R
R} :
| B,

R'\

~

L

o SR

14/'

donde R, es la ecuacion residual para el nodo B . La ecuacién residual es ademads
subdividida en contribuciones elemento. Por ejemplo Ry® es la contribucién del

elemento (¢) a la ecuacion residual para el nodo B .
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Las funciones pesadas para una ted de cuatro clementos se muestra en la
Fig.3.6.
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Analizando estas funciones desde un punto de vista elemento mdés bien que
desde un punto de vista de ecuacién muestra que el elemento tres contribuye con

valores no cero a las ecuaciones tres y cuatro. Sus contribuciones a la ecuacion

tres es
R,® = - [, N,® (D*d%¢p/dx? +Q)dx (3.43)
Mientras que su contribucién a la ecuacién cuatro es

RS =- [ N,® (DA’¢/dx* + Q)dx (3.44)

El elemento tres no contribuye a las otras ecuaciones debido a que cada funcion

pesada excepto W5 y W, son cero en el elemento tres.
Los resultados para €] elemento tres pueden ser generalizados. Dado un

elemento arbitrario con nodos 1 y j (Figura 3.7), encontramos que contribuye

R = - [ X N,(x)(D*d%/dx* + Q)dx (3.45)

A laecuaciéoni y

R =" [y Ne)(D*d*/dx® + Q)dx (3.46)

A la ecuacién j.

W(x)

*
5

L 4
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Las integrales en (3.45) y ( 3.46 ya fueron evaluadas anteriormente. La primera
integral, R , es equivalente a R®) | (3.41), cons =i y t=j mientras que R® es
el mismo que R, (3.35),conr=i y s=j. Usando (3.35) y (3.41) da

R = D*(d¢/dx ), s HD/LY(9; - 9;) — QL/2 (3.47)

Ry = -D*(dp/dx),5 + (DL, + ) - QL2 G.43)

Las ecuaciones (3.47) y (3.48) se pueden escribir como

RE] || IL®) [1 -1 (¢ (1)
/=1 <+ ool 4 F-Quey b (3.49)
lR®) @] L1 11l 1]

O { R }= {I9}+[k){¢*}-{ 1} (3.50)

donde R es la contribucion del elemento (¢) para el sistemas de ecuaciones finales.
Esta contribucién consiste de una matriz rigida elemento [k} y un vector fuerza

elemento {f}. Los otros vectores son

(4]
9=1 ¢
L ¢/

el cual es e] vector columna de los valores nodales y

(19] [ D*d¢/dx|,x)
{IN={ =1 P (3.51)
Uj(e)J L-D*dd)/ﬂx | x =ij
el cual es la contribucién elemento para el requerimiento interelemento.

Las matrices elemento son los resultados importantes y ellos son
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[ -1]
[k = @L) | I (3.52)
L3 1]
y
(11
/9= (QL/2)4l J> (3.53)
1

L;} matriz rigida elemento es la matriz que multiplica al vector columna de los valores
nodales, {¢*}. Las ecuaciones (3.52) y (3.53) son ttiles debido a que son faciles de
programar por computadora; también, pueden ser rapidamente determinadas donde cada
coeficiente es ubicado en el sistema de ecuaciones finales.

El vector {R} representa un sistema de ecuaciones que simbdlicamente es
{R}=[K]{¢}- {F} =0 (3.54)

La ecuacién (3.49) establece que los coeficientes en el primer renglén de [k®] y {f}
son ubicados en el renglén i de [K] y {F} debido a que el renglén i es ¢l renglén
asociado con R{? . Similarmente, los coeficientes del segundo renglén de [k®] y {f}
son ubicados en el renglén j de [K]y {F} debido a que est4 asociado con R . Los
_coeficientes de [k™] estdn ubicados en las columnas i y j de [K] debido a que los
coeficientes de la primera columna multiplica a ¢; y los de la segunda columna

multiplican a ¢; .

3.4.2 METODO DE RIGIDEZ DIRECTO
El método de rigidez directo es el nombre dado al procedimiento para la
incorporacién de las matrices elemento en el sistema de ecuaciones finales. Los

valores numéricos de i y ] para un elemento especifico son escrito sobre las
columnas de [k®] y a I6 largo del lado de [k®] y {f*}, esto es,
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Fkll. 13121 i (£, i
k)= | | (FN={ t (3.55)
Lk2| k;_zJ _l lf2J J

El procedimiento de la rigidez directa es ilustrado con el uso del conjunto

hipotético de las siguientes matrices

[4 6] [
k=1 |, (=
ls 7] L

para un e¢lemento lineal entre los nodos 2 y 3 (i=2, j=3). Usando estos valores de

8]
t
9]

1yjda

2 3
[4 612 (8] 2
k] =| | . (f93=1 }
5 713 o) 3

y la localizacién de los coeficientes en [k] y {F} es

4 contribuye a K,;
6 contnbuye a K,;
5 contribuye a Ky,
7 contribuye a K,
-8 contribuye a F,
9 contribuye a F,

3.4.3 PROPIEDADES DE LA MATRIZ RIGIDA GLOBAL
.
La matriz rigida, [K], es gene¢ralmente simétrica y positiva definida para problemas
estructurales y para gobernar ecuaciones diferenciales que son adjuntas. Los
coeficientes de la diagonal, K;; , son generalmente positivos y relativamente grande

cuando se compara a los valores de la diagonal exterior del mismo renglén .
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Las ecuaciones de elemento finito son generalmente resueltas usando la
eliminacién gaussiana , debido a que el sistema de ecuaciones no siempre es
diagonalmente dominante; esto es, que K;; puede ser menor que la suma de los
coeficientes de la diagonal exterior del renglén i . Esto ocurre en algunos
problemas estructurales. La diagonal de coeficiente relativamente grande permite la
eliminacién gaussiana para ser ejecutada sin intercambio de renglones (pivoteando).
Esto es un hecho importante debido a que solamente los coeficientes no cero
necesitan ser almacenados en la computadora. La propiedad de simetria es también
importante debido a que elimina la necesidad de almacenar los coeficientes debajo
de la diagonal principal.

Otra propiedad importante poseida por [K] es relatada por la malla elemento y
los numeros de nodo. La matriz global [K] es bandeada. Una matriz bandeada tiene
la caracteristica de que todos los coeficientes no cero estin localizados
relativamente cerrados en la diagonal principal y que todos los coeficientes mas alla
del ancho de banda son cero. Esto se ilustra esquemaéticamente en la figura 3.8
donde el ancho de banda es mostrado por las lineas diagonales. Las C’s denotan
términos no cero. Es permisible tener coeficientes ceros en el ancho de banda.

El ancho de banda de [K] est4 relacionado a la numeracion de los nodos. El
ancho de banda de una malla unidimensional de los elementos lineales euyos nodos
son numerados en sucesion de izquierda a derecha es dos. La matriz consiste de la

diagonal principal y una diagonal en cada lado de ella. Todos los otros coeficientes

$On ceros.

A —|

C C € 0 C~0 0 o0 0
C € € & C C~90 o0 o
C € € ¢ 0 € €>~0 o
0o C € C C € ¢ C>-0
cC ¢ 0 ¢ CcC € € o cC
¢ ~.C € € C C ¢ ¢ cC
b € € € € ¢ € o
¢ 0 o~C 0 C C € C

0 0 o 0~ Cc € 0 C cf

[a=]

Fig. 3.



La razon para la propiedad bandeada es obtenida para el estudio de coma es
construido el sistema de ecuaciones. Cada ecuacién individual es asociada con un
nodo; esto es, la tercera ecuacién de un sistema es la ecuacion residual para el tercer
nodo. Los coeficientes no cero en la tercera ecuacién ocurre en las columnas
correspondiendo a los numeros de nodos de los elementos que toca nodo tres.
Considerar la malla unidimensional en la figura 3.9a. Los elementos dos y tres
tocan al nodo tres asi que las columnas dos, tres, y cuatro contendran coeficientes
no cero. Las columnas uno y cinco contienen valores cero debido a que los
elementos uno y cinco no tocan al nodo tres. Una situacion mds general ocurre en
mallas bidimensionales. Considerar los cuatro triangulos tocando ¢l nodo 12, figura
3.9b. Los coeficientes no cero ocurre en las columnas 6,10,12,14, y 21.

El ancho de banda es una mas de las grandes distancias entre el coeficiente
diagonal y el ultimo coeficiente no cero en ¢l renglon. Todos los renglones deben
ser considerados en este calculo. La ecuacién general para el calculo del ancho de
banda de [K] para una malla de elemento finito es

NBW = max[BW®] + 1
Donde NBW es el ancho de banda, y BW' es la diferencia entre el mayor y menor

nimeros de nodos para un clemento. El valor mayor de BW® es usado en ¢l

calculo.
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3.5 ELEMENTOS BIDIMENSIONALES

Una ventaja primaria del método de elemento finito es la facilidad con la cual
puede ser generalizado para resolver problemas bidimensionales compuestos de
materiales diferentes y teniendo fronteras irregulares. Muchos programas de
elemento finito de propésito general estdn disponibles para resolver problemas

bidimensionales, Todos estos programas usan elementos triangular o rectangular

o generalizaciones de estos elementos.

La discusion de los problemas bidimensionales empieza con la consideracion
de los elementos triangular lineal y rectangular bilineal. Estos elementos son
entonces usados para resolver problemas de transferencia de calor, flujo de fluido

irrotacional, y mecanica de sélidos.
3.5.1 MALLAS BIDIMENSIONALES

El elemento triangular lineal (Fig .10a ) tiene lados rectos y un nodo

en cada esquina. La ecuacion de interpolacion para una cantidad escalares

o =0+ o,x + oy (3.56)

la cual es una polinomial lineal completa debido a que contiene un término
constante y todos los términos lineales posible, normalmente, “x” y “y” .
Como un resultado, el elemento triangular puede tomar cualquier orientacion
y satisfacer los requerimientos de continuidad implicado en los elementos

adyacentes.

El elemento rectangular bilineal (Fig .10b ) tiene lados rectos y un
nodo en cada esquina. La ecuacion de interpolacion para una cantidad escalar
es

¢ =Cj+ Cx +Cyy + Cxy (3.57)
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(a)

(b)
Fig. 3. 10

Esta ecuacion contiene solamente uno de los tres términos posibles de
segundo orden, xy. El rectidngulo no puede ser arbitrariamente orientado
debido a que los ténniﬁ_os ¥ y ¥ no estan presentes. Los lados del

rectangulo deben permanecer paralelos al sistema coordenado x.,y.

Una malla de elementos rectangulares es facilmente de construir. Todos
los elementos en una renglon paralelo al ejes x debe ser de la misma altura.
Todos los elementos en una columna paralela al eje y deben ser del misma

ancho. Debe quedar claro que el elemento rectangular es el mejor adecuado
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para regiones cuadradas o rectangulares. Ambos elementos triangular y
rectangular deben ser usados en regiones irregulares. Los elementos

triangulares son usados para modelos de frontera irregular.

La division de una region en elementos triangulares es mas facilmente
realizarla como primera division en grandes subregiones de cuadrilateros y
triangulos. Cada una de estas subregiones es entonces dividida en triangulos.
Una subregion triangular es mas facilmente dividirla en elementos
especificando el mismo numero de nodos a lo largoe de cada lade y entonces
conectando los nodos apropiados por linea rectas y colocando los nodos en
los punto de interseccion. La region triangular mostrada en la Fig . 11a  ha
sido dividida en nueve elementos después de colocar cuatro nodos en el lado.
No hay razon para que los nodos tengan que ser espaciados igualmente a lo
largo del lado. Una variaciéon en el espaciamiento permite que el tamafio de
los elementos sean cambiado. Hay (n-1)° elementos triangulares en una

region triangular, donde n es el numero de nodos en un lado.

Cuando la region triangular tiene lados curvados, los elemento frontera
modelan la curvatura usando segmentos de linea recta. La division de una
region triangular curvada en elementos triangulares lineales es mostrada en la
Fig..11b | La linea discontinua es la forma original y la solida denota los

elementos.

La subregion cuadrilatera es facilmente dividida en elementos
triangulares conectando los nodos de lados opuestos usando segmentos de
linea (Fig .12a ).‘.I:,os nodos interiores son ubicados en los puntos de
interseccion. Los cuadrilateros interiores estin divididos en elementos
triangulares con la interseccion de diagonales muy cortas (Fig .12b ). La
division usando la diagonal muy corta es preferible porque los elementos

cerrados a una forma equilatera produce resultados mas exactos que los

triangulos grandes angostos.
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(2)

)
Fig.3.11

El numero de nodos a lo largo de lados adyacentes de una subregion
cuadrilatera no tiene que ser el mismo, sino el numero de nodos en lados
opuestos tiene que ser igual a menos que la malla sea refinada ( o
engrandecida). El espaciamiento entre los nodos de frontera pueden ser
variados para producir elementos de diferente tamafio. Hay 2(n-1)(m-1)
elementos triangulares éll un cuadrilatero, donde n y m son los numeros de

nodos en un par de lados édyacentes.

Los nodos en la frontera entre subregiones deben ser idénticos en
nimero y deben tener la misma posicion relativa. Esta propiedad es necesaria

para asegurar la continuidad de ¢ a través de un elemento de frontera.
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(b)
Fig.3.12

La aplicacion de los coneeptos relativo a la discretizacion de una region

son ilustrados en la Figura3 .13
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El espaciamiento de nodo ha sido variado a lo largo de los bordes del

cuadrildtero por supuesto tiene elementos pequefios en la vecindad de la

frontera curvada.

Una red regular con todos los elementos del mismo tamafio no es
necesario debido a que usualmente son regiones en la cual la variable nodal
es relativamente constante. Grandes elementos pueden ser usados en estas
regiones. La habilidad para variar el tamafio es una ventaja importante del
elemento triangular. La manera mas facil de hacer una transicidn en el
tamafio del elemento es emplear una region cuadrilitera que tenga un numero

desigual de nodos en dos lados opuestos. Una buena combinacion es colocar

dos nodos en un lado para cada tres nodos en el lado opuesto. Tal region es

mostrada en Ja Figura 3.14
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3.52 ELEMENTO TRIANGULAR LINEAL

El elemento triangular lineal mostrado en la fig, 3.15 tiene lados rectos y tres
nodos, uno en cada esquina. Una rotulacion consistente de los nodos es una

necesidad y se procede en sentido contrario a las manecillas del reloj desde el nodo

“17, el cual es especificado arbitrariamente. Los valores nodales de ¢ son ¢, .9, , y by
r_nientras que las coordenadas nodales son (X, Y;), (X, Y;), (X, Yy ).

El polinomio de interpolacion es :

&= ot oy X+ oy (3.58)
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Con las condiciones nodales

d=9, en x=X, , y=Y,
=10, en x=X; y=Y,
b =0 en x=X, , ¥=Y,

41

la sustitucion de estas condiciones en (3.58) produce el sistema de ecuaciones

b, = oyt X+ oY

¢; = oyt Xt Y]

¢ = o+ X+ asY,

las cuales dan

a, = (128)[X;Y X, Y + (XkYi'XiYk)¢j +(Xin'XjYi)¢k]

Oy = (1/2A)[(Y;-Y )0 + (Y=Y, H(Y-Y )b
o3 = (1/2A)[X- X))o, HE-Xd; +(X-X)d,

donde el determinante

L X,
1 X, ¥ =2A

. 7K
1 x KR A

y A esel area del tridngulo.

(3.59)

(3.60)



Sustituyendo por ©;,% ¥ @, en (3.58) y reordenando produce una ecuacion

para ¢ en terminos de las tres funciones de formay ¢.4;, ¥ ¢« esto es

& =N + Ny = Ny (3.61)
donde
N.= (124 + bx + cy] G.62)
i N,= (1/2A)(a + bx + ¢;y] (3.63)
. N, =(12A)[3, + bx + ] (3.64)
y
a.i = X]YR-XRYJ P bi == Yj-Yk y Ci = Xk‘Xj
a=XY-XY, , b=Y,-Y; y ¢ = XXy

a, =X Y-XjY; , b =YY, y o= XX

3.5.3 ELEMENTO RECTANGULAR BILINEAL

El elemento rectangular bilineal tiene una longitud de 2b y una altura de 2a .
- Los nodos son rotulados como i,j,k,y mconelnodo i siempre en la esquina mas
cerca de la izquierda. El elemento y los sistemas de coordenas importante son

mostrados en la figura 3.16
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G= 0+ O+ Oyl + Uyt

Eigss 3416

Los coeficientes C;, C,, C; y €, en (3.65) son obtenidos usando los valores

nodales de ¢ y las coordenadas nodales para generar cuatro ecuaciones. Estas

ecuaciones son

$,=C,
¢;=C, +(2b)C,
= C, +(2b)C, +(2a)C, + (4ab)C, (3.66)

¢.=C, +(2a)C,
resolviendolas da
C=o
Cy= (1/2b)(9; - )
Cy= (172a) (4 - B (3.67)
Ci= (1Aab)(d: - 8+ 8, - 6a)

sustituyendo (3.67) en (3.65) y reordenando da

¢ =N, + Nj¢j+ Nio, + N b (3.68)
donde
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N; = (1- s/2b)(1- t/2a)

N; = (s/2b)(1- t/2a)

N, = st/4ab (3.69)
N, = (t/2a)(1- s/2b)

Las funciones de forma para el elemento rectangular bilineal tiene propiedades
similares a aquellas poseidas por el elemento triangular. Cada funcion de forma varia

~ linealmente a lo largo de los bordes entre su nodo y los dos nodos adyacentes. Por
,. gjemplo, N; varia linealmente a lo largo de los lados ij y 1m. Cada funcién de
~+forma es también cero a lo largo de los lados mo toca su nodo, esto es, N; es cero a lo
largo de los lados jk y km. La variacion lineal de ¢ a lo largo de uno de los bordes
del elemento rectangular y de uno de los bordes del elemento triangular significa que

estos dos elementos son compatibles y pueden ser usados adyacente uno al otro.

La transformacion de las ecuaciones entre los sistemas de coordenadas qr y st son
s=b+t+q y t=a+r (3.70)
Sustituyendo (3.70) en (3.69) da las funciones de forma en terminos de q y r

N; = (1/4)(1-g/b)(1-1/a)
N; = (1/4)(1+q/b)(1-1/a)
N, = (1/4)(1+q/b)(1+1/a) (3.71)
N, = (1/4)(1-g/b)(1+1/a)
Las funciones de forma definigas por (3.71) son usales debido a que conducen a un

sistema de coordenadas natural que permite que el rectangulo sea formado en

cuadrilatero general.
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CAPITULO 4

CONDUCCION DE CALOR

4.1 GENERALIDADES

Una de las grandes preocupaciones que existen al utilizar un método numérico, es la

precision que se obtendra al usarlo, ya que hay una diversidad de factores que pueden
alterar el resultado.

En el caso del método de elementos finitos, en principio existe un error, al hacer
la aproximacion de la funcién, por un sumatoria de funciones evaluados en
determinados puntos, esto es, al hacer la aproximacion de la funcién en un espacio de
dimension infinita a otro de dimensién finita. Varios autores han calculado el error
que se obtiene en diferentes problemas, al aplicar el método de elementos finitos,
entre ellos estdén Oden y Reddy (1976), sin embargo utilizan un andlisis matematico

muy complicado, para obtener inicamente una estimacion.

Al error anterior hay que agregarle el que se tiene al utilizar otros métodos
numéricos, como son: intergracidn numérica, derivacidon numérica, solucidon de
sistemas de ecuaciones, métodos iterativos para ecuaciones no lineales, etc., si a esto
le agregamos la presicién dea computadora al efectuar las operaciones, resultaria
muy dificil efectuar un anélis}s exacto, del error total obtenido. Por otra parte, al
dividir la regidn en estudio en diferentes elementos, una buena distribucién de ellos
puede aumentar la presicidn del resultado, en cambio, una mala distribucion de éstos,
puede incluso conducir a resultados localmente muy erréneos ademis, tedricamente,

entre mas elementos se utilicen, mayor es la exactitud, pero mas costosa es la



solucion, por lo que es muy dificil precisar cual es el término medio para obtener una
solucion suficientemente precisa y a la vez la mds econdémica. Se ha llegado incluso a

considerar que es un arte el efectuar la division del dominio en diferentes elementos.

Debido a todo lo anterior, surgid la necesidad de efectuar una comparacion, para
observar como se comporta el método; es por ello que en éste capitulo se resuelven
dos problemas de solucidn analitica conocida por el método de elementos finitos de
- Galerkin, con lo cual podemos comparar les resultados, ademds que se aprovechan

sara dar ciertas normas muy sencillas, pero muy objetivas, en el uso del método.

42 PROBLEMAS BIDIMENSIONAL EN ESTADO PERMANENTE

El primer problema qué se resolvera sera el de una placa en dos dimensiones,
con transferencia de calor por conduccion, en estado permanente, con lo cual se
obtendra las distribucion de las temperaturas en toda la superficie. Para ciertas

condiciones de frontera, es posible encontrar una solucién analitica de este problema

y es por ello por lo que se escogi6 .

4.2.1 Planteamiento de las ecuaciones y solucion exacta

La ecuacion que define la conduccion de calor en dos dimensiones y en estado

permanente es (Holman, 1972).
BP0/0x*+070/8y* = 0 (4.1

que es la ecuacién de Laplace bidimensional donde 6 es la temperatura y "x" y “y"

son las coordenadas cartesianas.

Si consideramos como ejemplo la placa rectangular mostrada en la figura 4.1,
tres lados de la placa se mantienen a una temperatura constante 8, y el lado superior

tiene impuesta una distribucioén de temperatura senoidal.



a7

6=01

Fig.4.1 Placa rectangular con trans ferencia de calor

por conduccidn y sus condiciones de froantera
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Este problema se puede resolver analiticamente por €]l método de separacion de

variables. Utilizando las siguientes condiciones de frontera

8, en x=0
8, en y=0 4.2)
6, en x=0

B =0nsen(ny/a) t0; en y=b

y resolviendo la ecuacion 4.1 usando 4.2 se llega a

8 = Om((senh(my/a))/(senh(nb/a)))*sen(nx/a) + 01 4.3)
La ecuacién 4.3 es la solucion analitica del ejemplo propuesto .

4.2.2 Formulacion de Elementos Finitos

La temperatura 6 la podemos aproximar en la forma de elementos finitos como :

n
8=X Ni Gi (44)
i=1

donde n es el namero de nodos en un elemento, N; son las funciones de interpolacion o funcion

bése de una elemento y 6; son los valores de la temeperatura en cada nodo del elemento.

Ya que la funcién 6 es una aproximacion de la ecuacion (4.1) se obtendra un

residuo o error. Entonces tenemos
L
&0/0x*+5°0/0y’*= & (4.5)

donde € es el residuo. Considerando la proyeccion ortogonal del residuo sobre las

funciones de base e igualando a cero, que es lo que indica el método de Galerkin se

obtiene
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(&,Ny) = [o(86/0x*+6°0/8y*)Nidxdy = 0 (4.6)

Si a la ecuacion 4.6 le aplicamos el teorema de Green llegamos a

- 90/0%* N/ 3x+00/0y* IN /By )dxdy+ (80/0x *N;dy-00/3y*N;dx) 4.7)

Sustituyendo 4.4 en 4.7 y reordenando

6 =J(ONi/0x* IN;/Ox+ONy/By* aNy/dydxdy = | (90/x*Nidy-30/0y*Nidx)  (4.8)

Podemos usar una notacién simplificada con lo que escribimos

n

= K8 = q (i=1,2,.....n) (4.9)
=1 .

K es llamada matriz de coeficientes de temperatura y q es el vector de fuentes de

calor y son
Kij = Ja(6Ny/6x* 9Ny ax+0Ni/oy* oNy/dy)dxdy (4.10)
qi= [ (80/0x*Nidy-20/0 y*Nidx) @.11)

Hay que hacer notar que debido a la forma de la integral (4.10) la matriz K es

simétrica .

Como la formulacion que se hizo fue dnicamente para un elemento, se deben
juntar las contribuciones dél‘\todos los elementos, para obtener el campo de
temperaturas en toda la placa. Para lograr esto,se efectiia un ensamble de todas las
ecuaciones, de tal manera, que al final se obtenga un sistema de ecuaciones que

contenga todos los nodos de la placa. El sistema global de ecuaciones a resolver sera.
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n

T K*;0%jq*: 4.12)
=1

donde K* es la matriz global de coeficientes, 6* el vector global de temperaturas,

q* ¢l vector global de flujo de calory n el niamero total de nodos.

La ecuacion (4.12) es un sistema algebraico de ecuaciones lineales simétrico y
,bandeado, que se puede resolver por cualquiera de los métodos conocidos, como
pueden ser, Gauss-Jordan, Gauss-Seidel, etc. O algin otro que aproveche las

caracteristicas de la matriz K* como es el Gauss’Crout modificado para matrices

bandeadas.

Es importante observar que la matriz K* es singular; sin embargo, al introducir
las condiciones de frontera tanto de Newnann como Dirichlet en la ecuacion (4.2),

se quita la singularidad, pudiéndose resolver el sistema de ecuaciones resultante.

4.2.3 Ejemplo numérico

Con e! fin de hacer més objetivo cual es el procedicmiento que se sigue en
elementos finitos, en este inciso se resuleve un problema numérico paso por paso.
Este consiste en calcular la temperatura en una placa bidimensional con transferencia

de calor por conduccion, en estado permanente. Los pardmetros que se usan en la

solucion numérica, son los siguientes:

8% 100 unidades de temeperatura
Om = 100 unidades de temeperatura
a= 12 unidades de longitud

b= 12 unidades de longitud



Unicamente van a existir condiciones de frontera del tipo Dirichlet y son las que se
indican en la figura 4.1. Por lo tanto, la ecuacién de elementos finitos para un
elemento es

n

T 0;a(ONy/ax* aN;/0y+0Ni/ay*INy/y)dxdy=0 (4.13)
=1

en notacion compacta

n

¥ Ky=0 (i=1,2....,m) (4.14)
i=1

Para la solucion de elementos finitos, se utilizardn elementos triangulares, como
muestra la figura 4.2, con fuciones de interpolacion lineal, y son
Ni=a; + bx +cy (4.15)

Donde i=1,2,3 debido a que son tres nodos, una funcion por cada une y las

constantes estan dadas por

a1= (Xay3-x3¥2)2A 5 b= (y2ry3)2A 5 o= (X3-x2)2A
T A= (Y 1-X1ya)2A ;b= (y3-y)/2A c= (X1-X3)/2A (4.16)
as= (X)y2-X2¥1)2A 5 b= (y1-y2)2A ;3= (xzx1)2A

aqui A es el drea del tridngulo y se puede obtener por
.
A = (112)(X1y2-%2¥1+X3Y 1 X ¥ HXay 3-X3¥2) (4.17)

Se observa que la numeracion local en el tridngulo, estd hecha en contra de las

manecillas del reloj, para que "A™ resulte positiva.
1020126380
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Elemento triangular con la numeracidn local
(1,2,3) y la numeracién glagbal (n,m,p) y sus

respectivas coordenadas cartesianas.
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Para obtener la matriz "A” se sustituyen las funciones de interpolacion (4.15), en

la integral de la ecuacion (4.8). Por ejemplo para el término Ay

An= [ [0/0x(ar+bix+ery)]’ [0/0y(ar+bix+ey)])
=A (b4 + %) (4.18) -

Procediendo de la misma manera para los demas coeficientes llegamos a

9

[ B+ biby+cicy  bbs+cics | )
=A | byby+cier b%, + % bobs +coes | (4.19)
L bibs+cics bobs+cacs b +ch

donde las constantes son las mismas de la ecuacién (4.16).

El siguiente paso es evaluar las matrices para cada elemento, para lo cual es
necesario numerar, de acuerdo a la malla que se utilice, todos los nodos y los
elementos, procurando siempre que la diferencia entre los nlmeros asignados
globalmente, de los nodos de cada elemento, sea minima, para que el ancho de banda
de la matriz global A* tambien sea el minimo posible. Esto es muy importante,
porque en ¢l momento de almacenar la matriz en la memoria en la computadora, se
puede hacer en formma bandeada y mientras esta banda sea menor, la memoria que se
utilice también es menor, ya que el resto de los coeficientes son ceros y no necesitan

almacenaje.

Tomando como ejemplo una discretizacion de pocos elementos, como muestra ta
figura 4.3, que ¢s una malla de ;}\nodos globales con 7 elementos, s¢ puede observar
que con la numeracion global de los nodos que se indica, la méaxima diferencia entre
los nodos de cualquiera dp cada uno de los elementos es 3, a este factor se le llama

esparcidad y para la malla mostrada es el minimo que se puede obtener, El ancho de
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Fig.4.3 Discretizacidn cruda de la placa, mostrando
la numeracidn global, la numeracidn local vy

la numeracidon de los elementos.
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la banda de la matriz global, se puede obtener sumandole uno a la esparcidad; para
nuestro caso el ancho de la banda es 4, ésto es, la matriz tendrad 4 diagonales con
valores numeéricos no nulos, incluyendon la giagonal principal, ya sea hacia arriba o

hacia debajo de ésta ttltima.

Para evaluar las matrices de cada elemento, primero se procede a formar una
tabla que relacione las coordenadas, con los nodos globales a las que corresporidenm

, como sigue:

| Nodo | 1 |I 2 I| 3 || 4 —Il 5 |T 6 |T7 |
I = = e e | e |
| x 6 | o |12 e | o 1216 |
| R | | | I I
} y 3 } 12 I 12 I 8 1 0 I 0 I4 |

|

En seguida se forma una tabla que relaciona los nodos globales, con los nodos

locales de cada elemento.

Elemento Nodos globales
Nodos No. 1 2 3 4 5 6 7
Locales

1 2 2 5 5 1 4 4
2 4 7 4 6
3 1 4 4 3 6

Con las dos tablas anteriorgs, podemos localizar facilmente las coordenadas para
cada nodo local, las cuales se utilizan para obtener las b’s y las c¢’s de la matriz K en

la ecuacion (4.19) y al mismo tiempo el 4rea , asi por ejemplo para el elemento 1

x=0 ; X>=6 ; X3=6

yi= 12 =8 5 y=12
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aqui los subindices indican los nodos locales. Con estas coordenadas, podemos

evaluar la matriz para el elemento 1 como sigue

2 @

[ 24 0

K™ = (1172) I 0 54
|L-24 -54

(D)

24 ]1 )
54| 4
I
78 1 (D)

.Se observa que como la matriz es simétrica, unicamente se tiene que calcular 6

términos. Los nimeros entre pardntesis a los lados de la matriz, indicanlos nodos

globales a los que pertenecen los renglones y las columnas. Similarmente para los

otros elementos, tenerhos

@ 6 &
[45 2 -48 ] ()
K‘2>=(1/72)I 2 26 24 || (5)
|L 48 24 72 Jl 4)
& 6 O
[39 15 -54](5)
K¥=(1/72) :15 39 -54 Il(s)
|L-s4 -54 |

10{‘8J (7N

K®=(1/72) |I -48

I
KO=(1/72) | -54 54

G @D @
rl 24 48 24 _]I(S)
150 -102 {(7)
L24 -102 78J]@1
M @ 3

[78 -54  -241(1)
|

| 0 I| )

L24 0o 24]03
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@ © O @ D ©

IF 72 24 4814 |F 78 -102 24 (@)
| |

KO=(1/72) | 24 2 21(6) KP=(1/72)| -102 150  -48(7)
! | | |

L-48 2 45)(D) L 24 -48 24)(6)

En seguida se ensamblan estas matrices en la matriz global, para la cual se
. suman los coeficientes de cada matriz del elemento, que correspondan al mismo
Jugar en matriz global, utilizando los nimeros que estan entre paréntesis; asi por
»

ejemplo, para el coeficiente K*y, de la matriz global. Hay contribuciones.tanto en la

matriz del elemento 1 como en la matriz del elemento 5 y nos queda
K* = (1/72)(78+78)= (1/72)(156)

siguiendo un procedimiento similar para los demas coeficientes, tenemos

(156 24 24 -108 0o o o0 1le] [0l
| 24 69 0 -48 YL g 0o llel 1ol
| 24 0 69 -48 0 2 0ollesl ol
(1/72) 1-108 -48 ~ .48 408 0 0 204 || 64 =0 1420
o -2 0o 0 g9 15 -102 |les] lo|
| 0 5 =2 0 15 89 -1021106 0]
L o 0 0 -204 -102 -102 408]le.] lo]

A continuacion se introducen las condiciones de frontera. Como se observa en la

figura 4.3, hay 5 nodos en la frontera y 2 en el interior, que son nuestras incégnitas.

Los valores de los nodos en la frontera son



8=200 ; 6:=100
,=100 ; 8¢=100
;=100

Estos valores se sustituyen en la ecuacion (4.20), multiplicando las columnas
correspondientes y pasandolas del otro del otro lado con signo negativo, ya que los
renglones de los nodos conocidos no nos interesan, podemos sustituirlos porun 1 en
el coeficiente correspondiente de la diagonal principal y los demas términos del

renglon ceros y en el lado derecho el valor del nodo. Haciendo estas operaciones

I

tenemos

1 0 0 0 0o o o 1le, 1 (200 1
lo 1.0 0 0 o o |le| 100 |
D | o 870 | 0o~ 0 <tabos | <t 1002 |
lo 0 0 566 0 0 -2831 16, =143333 | 4.21)
lo o0 o 1 o o |les| J1o0o |
flo o0 0 0 1 o I|le!| 100 |
Lo 0 0 2830 0 566 /L8, ] 128333 ]

En la ecuacion (4.21) podemos descartar los renglones y columnas 1,2,3,4.5.6

quedandonos

566 2831 [ 6 1 [ 433337

I b | =] I (4.22)
|28 se66] L o6 ] | 28333)

Resolviendo el sistema de ecuaciones anterior, llegamos a

0: = 135.2491
8, = 117.6471 '

La solucion exacta usando la ecuacion (4.3) es
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04 = 134.6244
0, =110.8182

El error en el nodo 4 es de (.5 % y en el nodo 2 es de 6.2 % .El hecho de que
exista tanta diferencia entre el error de uno y otro nodo, se puede explicar
refiriendose a la figura 4.3, el nodo 4 pertenece a 6 nodos de los 7 elementos que
forman la malla, en cambio el nodo 7 pertenece Unicamente a 3 elementos, por lo que

, tiene menos elementos que contribuyen a su solucion. De aqui se concluye
inmediatamente, que aumentando el niimero de elementos, se aumenta la presicion.

El procedimiento anterior se puede implementar en un programa de
computadora, ya que para una malla mas fina, serd practicamente imposible

efectuarlo a mano y ademas, se pueden aprovechar las caracteristicas de simetria y

bandeado de la matriz global.

Existen otras formas de efectuar el ensamble, que para ciertos problemas son

mas eficientes, sin embargo, la presentada es la mas sencilla y bastante practica.
4,2.4  Solucion de Elementos Finitos contra solucion Exacta

Para obtener los resultados que se muestran en este inciso, se siguen los mismos

pésos del ejemplo 4.2.3 y ademds se calcula el error.

El error que se utiliza, es el error raiz medio cuadratico, definido por

n
e=(1/nZ (0 - §)H"? (4.23)
=1 ":.\



donde 6; es la solucién de elementos finitos y  6; es la solucién exacta y ademas se
toma tnicamente por los nodos incognitos, por lo que n es el nimero de nodos que

no son de frontera.

En la primera prueba que se realiza, se usa una malla como la que se muestra en
figura 4.4, con 9 nodos, 8 elementos y un solo nodo incégnito y la variacion de
temeperatura senoidal en la parte de arriba. Los parametros que se utilizan sodi los

mismos del ejemplo numérico.

Si se desplazan los nodos a,b y ¢ la misma distancia, a lo largo del eje “y",
manienjendose constante su distancia x, se van a obtener diferentes temperaturas del

nodo ¢, una para cada posicion.

Con esto se intenta ver cual es el comportamiento del método, cuando para una
malla con el mismo numero de elementos, éstos se hacen mds grandes o mas
pequefios en determinada regién, en este caso unicamente se verian en sentido

vertical, porque arriba es donde esta la mayor variacion de temperaturas.

La figura 4.5 nos muestra una grifica posisicon de la linea abc contra
temperatura, en la que se representan las curvas de los resultados obtenidos por
elementos finitos y la solucién exacta. Se observa que a medida que se van haciendo
més_. pequefios los elementos en la parte superior, se va acercando la solucion de
elementos finitos a la solucién exacta, hay un momento en que son iguales y después

se aleja otra vez la curva, a pesar de que son todavia mas pequefios los elementos.

En la figura 4.6 se puede ver mas claro este proceso; aqui se grafica posicién de

la linea abe contra el error raiz médio cuadratico, a medida que se van haciendo mas
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pequefios los elementos de la parte superior, €l error disminuye, hasta que incluso es

cero y después vuelve a auamentar .

De estas dos graficas podemos concluir, que se deben colocar elementos mas
pequefios en la zona de mayor variaciéon y més grandes donde no exista tanta
variacidon, El hecho que exista un punto en el que el error vuelva a aumentar, es
debido a que para las posiciones de la linea muy alta, los triangulos de la-parte

, superior son muy deformes, esto es debido a que la base y la altura del tridngulo
estan muy desproporcionados. De aqui se desprende que siempre hay que procurar
"que los tridngulos tiendan a ser equilateros. Otra razén por la que el error vuelve a
aumentar para posiciones muy altas, es que los tridngulos de arriba son muy
pequetios en comparacion de los de abajo, entonces siempre hay que tratar que los
tniangulos que estén contiguos, tengan una cierta relacidon de areas, aunque esto

altimo no es tanimportante.

La siguiente prueba consiste en analizar el comportamiento del método, en
funcidn del nimero de elementos y de la posiscién de éstos, para lo cual primero

definiremos tres tipos de mallas.

Mallas tipo S,, las cuales tienen el mismo niimero de elementos, en cualquiea de

los lados de la placa, como muestra la figura 4.7.

Mallas tipo AS; , las cuales tienen mas elementos arriba y abajo, que en los

lados de la placa, como muestra la figura 4.8.

Mallas tipo AS; , las cuales tienen mds elementos a los lados que arriba y debajo

de la placa, como muestra la ﬁgigra 4.9.

Calculando las temperaturas y el error para todas las mallas anteriores, se
obtiene una grafica como la que muestra la figura 4.10, en la que se dibujan las
curvas de namero de elementos contra error raiz medio cuadratico, para cada tipo de

malla. Se observa que para pocos elcmentos, se obtiene menor error en las mallas
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del tipo AS;  esto es mallas con mds elementos en la zona de variacién y mayor error
para mallas del tipo AS; , que son lo contrario de las anteriores. Para mas elementos
se obtiene un menor error utilizando mallas del tipo S, . Esto es debido a que los
triangulos de estas mallas tienden mas a ser equilateros, que los de las mallas tipo
SA, y ala vez hay sificientes elementos en la zona de variacion, para poder detectar

los cambios.

Otra vez podemos concluir, que siempre hay que tratar de poner més elementos
en la zona de mayor variacion y a la vez procurar que éstos datos tiendan a ser

equilateros. Las mallas del tipo AS; no son recomendables.

Se puede definir otro tipo de mallas, como es la Sp que muestra la figura 4.11, en
la que el numero de elementos en todos los lados de la placa es el mismo. La curva
que se obtiene al graficar nimero de elementos contra error raiz medio cuadrético, es
idéntica a la que se obtiene con la malla tipo S, , sin embargo, con la malla Sy, es mas

facil aproximar contornos redondeados.

Si nos damos una muy buena idea de cual es la convergencia del método, sobre
todo para problemas similares; esto es, al principio, a medida que se aumentan los
elementos, el método converge rdpidamente y al final, aunque se aumente el nimero
de elementos, no se mejora mucho Ja solucién, por lo que hay que tratar de encontrar
un justo medio, sobre todo teniendo en cuenta que a mas elementos la solucion es
mas costosa. Para logar esto ultimo se pueden hacer dos o tres mallas con distintos
numeros de elementos, para darse una idea de cual es la diferencia de los resultados
entre una y otra, ademas se puede aprovechar , si es que no se conoce, para detectar

3 \

cuales son las zonas de mayeér variacién y colocar en ellas mas elementos y mas

pequerios.

Los resultados anteriores, se resumen en las siguientes normas para el usos del

método de elementos finitos:



 '$ Nodos 25 Nodos
4 Elementos 36 Elementos

XPXPXRS

13 Nodos 41 Nodos
16 Elementos 64 Elementos

Fig.4.11 Mallas tipo Sy
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1 .- Dividir la regién con una malla gruesa, para observar cuales son las zonas de

mayor variacion.

2.- Colocar mds elementos y mds pequeiios en las zonas de gran variacidn.

3.- Dividir la regién con una malla mas fina y comparar los resultados con los
obtenidos con la malla de aproximacidn, en caso de existir mucha diferencia,
utilizar una malla todavia mas fina y repetir el procedimiento.

4.- Procurar que los triangulos tiendan a ser equilateros y evitar aquellos que

sean muy deformes. Siempre es posible substituir un tridngulo muy deferm-
do por dos triangulos mds parecidos a tridngulos equilateros.

5.- Colocar suficientes nodos en las fronteras donde exista variacién. _
4.3 PROBLEMA BIDIMENSIONAL EN ESTADO TRANSITORIO.

El siguiente problema es e] de una placa en dos dimensiones con transferencia de
calor por conduccion en estado transitorio, para obtener la distribucion de
temperaturas en toda la superficie, en el transcurso del tiempo. Para el ejemplo del
inciso anterior, se puede encontrar una solucién analitica a través de series de
Fourier, con la que se pueden comparar los resultados obtenidos por elementos

finitos.
4.3.1 Planteamiento de las ecuaciones y solucion analitica.

La ecuacién que define la conduccion de calor en dos dimensiones y en estado

transitorio es, Holman (1972)
*0/0x* + 0°0/8y* =(pC/Kk)o9/ot (4.24)
S
donde 0 es la temperatura, "X~ y 7y~ son coordenadas cartesianas, p es la densidad, C

es el calor especifico, k es la conductividad térmica del material y t es el tiempo. Se

tomara como constantes las propiedades del materal.

T1



Considerando un ejemplo similar al de la seccion anterior, pero ahora en estado
transitorio. Tenemos una placa rectangular, como la mostrada en la figura 4.1, donde
para tiempo t =0 toda la placa se encuentra a una temperatura 8 =0 y para tiempo
t mayor que cero, se cambia la temperatura del lado superior por una distribucion de
temperatura senoidal. Para este problema también se puede encontrar una solucién

1alitica como sigue:

8 = G(x,y) + H(x,y,t) (4.26)

donde el primer término del lado derecho es la solucidon en estado permanente y el

segundo término es la componente debida al estado transitorio.

La solucion en estado permanente se obtiecne por medio del método de

separacion de variables, utilizando las siguientes condiciones de frontera

G=0 en x=0
G=0 en X=a (4.27)
G=0 en y=0

G=06nsen(nx/a) eny=b
La solucién del problema permanente esta dada en la ecuacion (4.3), asi que
G(x,y)=0m(senh(ny/a)/senh(nb/a))*sen(nx*/a) (4.28)

Por otra parte, la contribueidn en estado transitorio también se puede obtener por
el método de sepracion de variables, pero ahora se usan las siguientes condiciones de

frontera, para tiempo mayor que cero.

72



8=0 en T=0 ; 6=0 sen n—xen T50
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i =0 en 110’

Fig.4.12 Placa con transferencia de calor por conduccidn
con sus condiciones iniciales y de frontera.
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en x=0
en x=4a (4.29)
en y=0

para t>0

I

]
o o © o

H
H
H
H

en y=b

y para tiempo igual a cero las condiciones iniciales son

THxy,0)=-G(xy)en  O<x<a, 0<y<b (4.30)

Sustituyendo H(x,y,t) por © en la ecuacion (4.24) y resolviéndola usando (4.29) y

(4.30) llegamos a una solucién de la forma

o n(_ 1 )n+1
H(x,y.1) = (20,/m)sen( mx/a)Z sen( nry/by*exp(-(1/a*n*bA)n’t
n=] (b*/a’)+n* 4.31)

I.a cual es una serie de Fourier senoidal, cuya exactitud depende del niimero de

términos que se tomen en la sumatoria.

Por ultimo, sustituyendo (4.28) y (4.31) en (4.26) , tenemos

. [senh(ny/a) <«  n(-1)™ 1
0=0psen(nx/a) --------  -2/7% —emee—-sen{nmy/b)exp(-1/a2+n*/b)n’t |
| senh(nb/a) n=1 b*a’+n’

-

(4.32)

que es la solucién analitica de la ecuacion (4.24) para el problema propuesto.

N

4.3.2 Formulacién de Elementos Finitos

Debido a que el problema que estamos considerando se encuentra en estado
transitorio, esto es, depende del tiempo, en la formulacion se hace una combinacion

de dos métodos, ¢l método de elementos finitos en espacio y el método de diferencias
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finitas en tiempo. Para lograrlo, se calcula la distribucion de temperaturas en la placa
para un tiempo inicial, utilizando elementos finitos, después se incrementa el tiempo
por un At y se vuelve a calcular la distribucion de temperaturas por elementos finitos,
utilizando los resultados del tiempo anterior, como indica el metodo de diferencias

finitas, asi sucesivamente hasta que se vuelve al estado permanente.

Para la formulacion de elementos finitos se procede de la siguiente manera: -
la temperatura © la podemos aproximar de la forma

n :
Oy D=2 i (DN (xy) (4.33)
i=]

donde 6 es la funcién aproximada, 8;(t) son los valores de la temperatura en cada
nodo del elemento, N; son las funciones de interpolacion del elemento y n es el
numero total de nodos del elemento.
Debido a que se hizo una aproximacion se obtendra un residuo como sigue
5%0/0x* + 0*0loy* - dBlot =« | (4.34)
donde ¢ es el residuo. Tomando el residuo ortogonal a las funciones de interpolacion

(g, N; ) = [ (5°6/3x* + 870/3y* - 86/0t)Nidxdy = 0 (4.35)

donde © es el dominio de un elemento. Aplicando el teorema de Green a la ecuacién
L%

(4.35) llegamos a
- o(38/xENi/Ox + 8018y EN;/dy)dxdy +f-(80/0xN;dy-60/8yN;dx)- [89/8tN;dxdy =0

(4.36)
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donde I” es el contorno del elemento. Sustituyendo (4.33) en (4.36) y reordenando

0}/ a(Ni/Ex 8Ny dx-+IN;/3y ON;/ By )dxdy+8;oN; Nidxdy =[r(80/8xNidy-60/3yN;dx)=0

(4.37)
done 6; = dOy/dt. Usando notacién compacta escribimos
n
Z (K6 + Bijf)) = q (i=1,2,...,n) (4.38)
oy

K es la matriz de coeficientes de temperaturas estables, B es la matriz de coeficientes

de temperaturas transitorias y q es el vector de fuentes de calor y son

Ky = [ (8Ny/0xdNj/8x + 8Ni/dyaNydy)dxdy (4.39)
Bj; = Jo NiNjdxdy (4.40)
q = Ir (36/axNidy - 96/8yNidx) (4.41)

ahora utilizando ¢l método de diferencias finitas en tiempo, hacemos las siguientes

aproximaciones
6; = (8)"'+ 62 (4.42)
0;= (6" - BY/At (4.43)

donde k contabiliza los incré;’pentos de tiempo At. Sustituyendo (4.42) ¥ (4.43) en

(4.38) y agrupando términos tenemos

(AtK+2Bi)o*"" = (-AtK+2B;;)0;*+2Atq; (4.44)



lo que se puede escribir como

n
£G; 6 '=h (i=1,2,....n) (4.45)
=1
donde
Gjj = AtK;; + 2B;; (4.46)
H; =2Atqi+ (- AK; +2B;)8 (4.47)

Con la ecuacion (4.45) se pueden encontrar las temperaturas para el siguiente
tiempo en funcién de las temperaturas del tiempo anterior y en nuestro caso, para el
tiempo inicial las temperaturas en toda la placa son cero, excepto en la parte superior
donde se encuentra la distribucion de temperaturas senoidal. Se puede observar que
las matrices K y B tinicamente se tienen que calcular una vez, ya que estas dependen

solo de la topologia del cuerpo y no del tiempo, lo cual facilita mucho los cilculos.
4.3.3  Solucién del problema por Elementos Finitos contra solucion Analitica

En el posprocesamiento se calcula el error entre la solucién analitica y la de
elementos finitos para cada instante de tiempo y se interpola dentro de cada elemento

para obtener las coordenadas de las lineas de temperatura constante.

Al igual que la solucidn en estado permanente, la norma del error, que se utiliza
para comparar la solucion analitica y la solucion de elementos finitos, es el error raiz

medio cuadratico definido en 13 ecuacién (4.23).

La malla que se utiliza para efectuar los cdlculos es del tipo Sa de 25 nodos y 32

elementos, como la que se muestra en la figura 4.7, debido a que con esta malla, para

17



el estado permanente, se obtiene un error bastante pequerio al efectuar los calculos v

ademas no consume mucho tiempo de procesamiento en la computadora.

En la figura 4.13 se grafica la variacién en el tiempo de la temperatura del nodo
central de la malla, obtenida analiticamente y por elementos finitos. Se observa que
para tiempo muy pequefios la temperatura obtenida por elementos finitos destiende

, de la condicidén inicial y luego vuelve a subir, lo que fisicamente no es posible.
Después se observa que las dos temperaturas se elevan al mismo tiempo de la
" condicién inicial y se separan hasta que llega un momento en que la diferencia entre
una y otra es mas o menos constante, esta diferencia es la misma que existe entre la
solucién de elementos finitos y analitica para estado permanente, lo cual es
aceptable, ya que no se puede pedir menor diferencia si se utiliza la misma malla. La
oscilacion no se disminuye al hacer mas pequefios los incrementos de tiempo y si se
puede aumentar si estos son mas grandes, por lo que es un defecto del método. Si se

utilizan mallas mas finas con mas elementos en la zona de mayor variacion, la

oscilacion disminuye y Ja precision aumenta.

La figura 4.14 nos muestra una grafica de la variacién del error raiz medio
cuadratico a lo largo del tiempo. En ella se observa que para tiempos muy pequeiios
el error es grande, debido a las oscilaciones de la temperatura en los nodos, y a
médida que transcurre el tiempo, el error se reduce hasta que es igual al que se
obtiene en estado permanente. El méximo error es de 5.45% , el cual es bastante

pequeio considerando la malla que se utilizo.

En base a los resultados, obtenidos, podemos decir que la combinacién del
método de elementos ﬁnitosﬁ‘y ¢l métode de diferencias finitas para resolver
problemas parabolicos es efectiva, unicamente teniendo en cuenta que la
discretizacion del dominio debe ser mas fina que para un problema eliptico, para

disminuir la oscilacion que se presenta en los primeros instantes del tiempo.
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CAPITULO 5

FLUJO POTENCIAL INCOMPRESIBLE

5.1 GENERALIDADES

En este capitulo se va a tratar el caso de la solucién de un flujo potencial

Y

incompresible y no viscoso, o sea un flujo ideal, por medio del método de elementos

finitos, en conjunto con el método de Galerkin.

Para ejemplificar, se presentard el problema de un flujo bidimensional alrededor

de un cilindro, el cual se encuentra entre dos placas planas.

Este tipo de flujo puede ser utilizado para obtener una aproximacion del
comportamiento de un flujo real, con una viscosidad muy pequefia, y con una capa
limite muy delgada en la superficie, ademas de que sea incompresible. Un ejemplo
de los flujos que cumplen estas condiciones, son los flujos convergentes o

acelerados.
5.2 PLANTEAMIENTO DE LAS ECUACIONES
Ya que lo que nos interesa es un flujo bidimensional, todos los
planteamientos que se hagan a continuacién serdn descritos en dos dimensiones

para mayor facilidad.

Un fluido real satisfacer las siguientes condiciones;
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a) Laecuacion de continuidad, que en coordenadas cartesianas es:

wex + avidy =0 (5.1)
donde “u”y “v” son los componentes de velocidad en las direcciones “x”

y “y” respectivamente.

b) La segunda ley de Newton en todos los puntos y en cualquier instante.’

¢) El fluido no debe penetrar dentre de cualquier contorno sélido, ni tampoco
se deben formar oquedades entre el fluido y el contorno.

d) A las condiciones anteriores le afiadimos otra mas. El fluido debe ser

irrotacional, esto es
Bviox - owdy =0 (5.2)

El aplicar la segunda ley de Newton a una paticula del fluido, nos conduce

a las ecuaciones de Euler y son:

Bt + ubWaK + vAwdy = -1/p(8plox)
(5.3)

/Bt + udviax + vavidy = -1/p(3pldy)

donde t es el tiempo, p esladensidady p es la presion

Vamos a considerar un flujo en estado permanente, por lo tanto para este

caso ¢l primer término dg la ecuacion (5.3) desaparece.

Ya que el flujo que estamos considerando es irrotacional, podemos definir

un potencial de velocidad a partir de la ecuacién (5.2) de la siguiente forma

u=2a6/0x ; v=~0op/dy (5-4)



donde ¢ es el potencial de velocidad. De esta manera obtenemos una funcidn
¢ tal, que su derivada con respecto a una direccion cualquiera €s la componente
de velocidad en esta direccidn. Esto es posible ya que no existe rozamiento, una
particula que esté inicialmente en reposo no puede ponerse a girar, de igual

manera una particula que esta girando, no puede alterar su rotacion.

Si sustituimos la ecuacién (5.4) en la ecuacion de continuidad (5.1)

obtenemos
Fhloxt + Foloy* =0 5.5)

que es la llamada ecuacion de Laplace en dos dimensiones, Toda funcién ¢ que

satisfaga esta ecuacion es un caso posible de flujo irrotacional.
La ecuacién (5.5) tiene solucién analitica para casos muy sencillos, en los
que las fronteras no presenten ninguna complicacidn, sin embargo, para casos

en los que las fronteras no son muy regulares, hay que utilizar un método

numeérico para resolverla.

Para el caso de un flujo bidimensional, también se puede definir una
. funcién y, llamada funcién de corriente, que nos relacione las velocidades en

las dos direcciones. A partir de la ecuacién (5.1) tenemos

u=20y/ady ; v=-0y/dx (5.6)
sustituyendo (5.6) en (5.2)"§e tiene

Pyloxd + Pyloy* =0 5.7

que es la ecuacién de Laplace para la funcién de corriente y su solucién tiene

dificultades similares a la del potencial de velocidad.
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5.3

Se puede demostrar facilmente, que la linea descrita por la funcién
y=constante es la trayectoria de una particula del fluido y a esta curva se le

llama linea de corriente.

El potencial de velocidad y la funcion de corriente se relaciona de (5.6) y
(5.4)

B0/0x =dyloy ;  OP/dy = -Oyldx (5.8)

como consecuencia las lineas de comiente y las linea equipotenciales son

perpendiculares entre si para un flujo ideal.
FORMULACION DE ELEMENTOS FINITOS

Ya que ¢l mismo tipo de ecuacion, esto es, la ecuacion de Laplace, se utiliza
para obtener el potencial de velocidad y la funcion de corriente, la formulacion
de elementos finitos es idéntica para cualquiera de las dos y la tinica diferencia
estriba en las condiciones de frontera que se utilizan. No existe ventaja de una
sobre otra formulacion si las geometrias son mas o menos simples. Por [o tanto

unicamente se describira la formulacién de la funcion de corriente.

Haciendo la siguiente aproximacion para un elemento

n

y=ZN;y (5.9)
i=1

donde y es la funcidn aproximada y N; son las funciones de interpolacién o
funciones de base de un elemento, n es el niimero de nodos del elemento y y; s
el valor de la funcién en cada nodo. Sustituyendo (5.9) en (5.7) e igualando a un

residuo € se obtiene

FPyloxt + Pyloy =« (5.10)
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considerando una proyeccion ortogonal del residuo sobre las funciones de

peso, que en este caso son iguales a las funciones de base
(g, Ni ) = |o (8Pwiox’ + &y/dy* )Ni dxdy = 0 (5.11)

donde Q2 es el dominio del elemento. Aplicando el teorema de green en (5.11)

llegamos

Jo(@y/Bx* 8N Ox + dy/dy*Ni/dy)dxdy + Ir (Bw/dx*Nidy - dy/dy*Nidx)=0
(5.12)

sustituyendo (5.9) en (5.12) y reordenando

wila(8Nyax* 6Ny ax+oNJ/ay*aNy/dy)dxdy =lr (By/ox*Nidy -dy/dy*Ndx)

(5.13)
usando una notacién simplificada escribimos
n
Z Kyy; =h (3.14)
1=l

Aqui K y f son llamados matriz de coeficientes y vector de flujo respectivamente y

son
K;j=JQ(6Ni/6x*6Nj/6x + IN/0y*ON;/ Oy )dxdy (5.15)

fi = [(8y/x*Nidy - dy/Gy*Nidx) (5.16)

Para obtener el sistema de ecuaciones global, se ensamblan las ecuaciones (5.14)

de todos los elementos, obteniendose
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n

LK =1 (i=1.2,..,m) (5.17)
)=l

donde m es el nimero total de nodos.

5.4 SOLUCION Y RESULTADO

El problema especifico escogido como ejemplo, es el del flujo alrededor de
un cilindro de radio D=1 entre placas separadas una distancia 4D y suponiendo

que el flujo uniforme se encuentra a una distancia 3.5D, medida desde el centro

del cilindro, figura 5.1.

Por simetria se utiliza una cuarta parte del dominio, seccién a-b-c-d-e. Por
inspeccidn notamos que las fronteras a-b y e-d-c son lineas de corriente y como

referencia tomaremos W =0 en e-d-c. Ya que la velocidad es constante en a-e

podemos poner

dyloy =u=1 (5.13)

integrando
Yy =y -+ constante (5.19)

lo que significa que la funcién de corriente varia linealmente con respecto a “y”,

en la frontera a-e. Sustituyendo los valores de “y”, en la (5.19), para la frontera
a-bllegamosay=2. <

Todas las condiciones de frontera que hemos definido hasta el momento
son del tipo Dirichlet. Lo tnico que resta es definir la condicion de frontera para

el lado b-¢c, sabemos que la linea de corriente es perpendicular a ese lado, por lo
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que definimos Oy/dn = 0, siendo esta del tipo Neumann. Las condiciones de

frontera se presentan en la figura 5.2.

Para resolver este problema, se escogieron elementos triangulares, con

funciones de interpolacion lineal, por lo que solamente tienen 3 nodos cada

elemento.

Se utilizan dos discretizaciones del dominio como muestran las figuras 5.3
y 5.4. La primera es una malla gruesa de 10 nodos, usada tanto para probar ¢l
programa como para observar las zonas de mayor variacidn. La segunda es una
malla fina de 73 nodos con 111 elementos, que se realizé tomando en cuenta los

resultados obtenidos con la malla anterior.

En la figura 5.5 se muestran las lineas de corriente y la variacion de la
velocidad en la cresta del cilindro, se comparan con la solucién analitica

aproximada, obtenida por el método de imagenes de la siguiente forma (Chung,
1978)

y = Qu{y-(H/21)senh’(nb/H)sen’(ny/H)/ [cosh®(rx/H)-cos (ry/H)} (5.20)

donde X,y son coordenadas con origen en el centro del cilindro, b es el radio y H

es la distancia vertical entre las dos placas.

Se observa que existe bastante diferencia entre los resultados obtenidos con
la malla gruesa y la solucién analitica, el error raiz medio cuadratico relativo es
de 8.5 %. Sin embargo ,\al comparar los resultados de la malla fina con la
soluci6n analitica, el erro.r\‘raiz medio cuadratico relativo, en la desviacion de
las curvas de lineas de corriente, es de 0.9 % ¢l cual es bastante pequefio; en la

figura se ve claramente que casi coinciden las curvas.
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También se observa como la velocidad aumenta en la cresta del cilindro al

acercarse a éste y la poca diferencia que existe entre la curva de maila fina y la

solucion analitica,

Concluyendo, los resultados demuestran la utilidad del método de
elementos finitos de Galerkin en la solucion de problemas de flujo potencial

incompresible y c¢émo , con una buena discretizacion se pueden obtener

resultados bastantes precisos.
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6.1

CAPITULO 6

FLUJO POTENCIAL COMPRESIBLE

GENERALIDADES

Cuando se estudian flujos alrededor de cuerpos sumergidos, normalmiente no se
pueden resolver las ecuaciones de movimiento en forma analitica, debido a la no
linealidad de las mismas, es por ello que en el presente capitulo se estudiara la
solucién de un flujo potencial compresible subsonico y no viscoso, por medio del

método de elementos finitos, usando el método de residuos pesados de tipo
Galerkin.

El caso de flujos subsénicos ha sido estudiado principalmente utilizando los
principios variacionales ( Shen, 1977). Entre los trabajos mds importantes se
encuentra ¢l de Carey (1975), el cual utiliza un principio variacional, en
combinacion con una expansion de perturbaciones. Sin embargo, como se muestra
en Martin Del Campo y Sen (1980), se puede resolver el problema de flujos
potenciales més sencillamente, con un método iterativo combinado con el método
de elementos finitos. En esta forma se pueden calcular las lineas de corriente y

equipotenciales, asi como el nimero de Mach local en cada punto de,l espacio.

Para justificar, se presentara el problema de un flujo bidimensional alrededor de
un cilindro sin circulacion, el cual se encuentra entre dos placas. Este problema
puede ser extendido ficilmente a el tratamiento de flujos compresibles alrededor de

perfiles aerodindmicos, para lo cual inicamente habria que afiadir la circulacion.
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6.2 PLANTEAMIENTO DE LAS ECUACIONES

Al igual que en el capitulo anterior, ya que lo que se va a tratar es un flujo
bidimensional, todos los desarrollos que se hagan a continuacion, seran descritos en dos

dimensiones.

En primer lugar se planteardn las ecuaciones para un flujo potencial compresible
permanente. La ecuacion de balance de cantidad de movimiento, para un fluido en

estado permanente y no viscoso, estd dado por

uBWax + vawdy = -1/p(0p/ox)
(6.1)
udv/ox + vovidy = -1/p(8p/dy)

donde “u”y *v” son las componentes cartesianas de ]a velocidad en las direcciones “x”,
“y™ respectivamente, p es la densidad y p la presion. Para un proceso isoentropico se

cumple la siguiente relacién
p/p’ = constante (6.2)

donde 7y es la relacion de calores especificos, la velocidad del sonido para un gas

perfecto esta dada por

c = 0p/op =YRO =yp/p 6.3)

)

donde R es la constante del gas.y 6 la temperatura absoluta. Utilizando (6.2) y (6.3) se

puede llegar a la siguiente relacion



96

dp/ox = c*oplax (6.4)
Bpldy = aploy
sustituyendo (6.4) en (6.1) tenemos
udu/ox + vowdy +c¥/p*dp/ox =0
(6.5)

uavIax + vovidy + cHp*dp/dy = 0

que es la ecuacidn de balance de cantidad de movimiento en funcién de la densidad y la

velocidad del sonido. La ecuacion de conservacion de masa para un fluido compresible

es
udp/ox + vop/dy + p(Guw/dx +ov/dy) =0 (6.6)
Un flujo bidimensional ¢ irrotacional debe cumplir la siguiente condicién
ov/ox - du/dy =0 (6.7)
Finalmente la ecuacién de la energia es
h? + (1/2)q% = heo + (1/2)q% ‘ (6.8)

donde h es la entalpia especifica, €l subindice o indica condiciones alejadas del cuerpo

sumergido. De las ecuaciones (6.3) y {(6.8) se obtiene, para un gas perfecto

=+ (v - )2)(qe- 1) (6.9)
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que es la ecuacién que define la velocidad del sonido, en funcién de las velocidades y de
la relacion de calores especificosy q es
2, .2

q=u"+v

multiplicando por “u” la primera ecuacién y por “v” la segunda de las ecuaciones

(6.5), suméandolas y sustituyendo la ecuacion (6.6) tenemos
[1- (W) Jowdx + [1- (vic)1avidy- uvic? (Bwdy + viox)=0 -(6.10)

Si a la ecuacion (6.10) le sumamos y restamos (uv/cz)aulay y sustittimos la

ecuacion (6.7) llegamos a
[1-(w/e)’]ow/dx + [1-(v/e) |owdy — uvich)ou/dy = 0 (6.11)

de la ecuacion de irrotacionalidad (6.7) se puede definir un potencial de velocidad

O(x,y) que satisface

u=a¢/ox ; v=09/0y (6.12)

sustituyendo (6.12) en (6.11) se obtiene

[1-1/c2(84/0x)"18%0/ax° + [1-1/c%(36/8y 18 ¢/0x® —2/c** 519x* 09/dy* /dxdy = 0
(6.13)

Las ecuaciones (6.9) ¥ (6.13) forman un sistema acoplado en la incognita d(x,y).

Las ecuaciones (6.9) ¥ (6.13) transforman
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FPY/OX>+P0/8y" =M/ [(BH/OX) P YIOX*+20010%* B3y * & ¢/ OxBy+(DH/ Oy * & d/y*]
(6.14)

¢ = 1+ ((y-1/2)ML[1-(80/0x)*-(80/0y)" ] (6.15)

donde M= gu/C. Me es el nimero de mach alejado del cilindro.

En seguida se procede a obtener la ecuacién para la funcién de corriente. De la

_ecuacion de conservacion de masa (6.6) podemos definir una funcion de corriente y(x,y)

que satisface

u = po/p*oy/oy ; = -po/ p*OY/OX (6.16)
sustituyendo (6.16) en la condicién de irrotacionalidad (6.7) llegamos a
Pyloxt + gy’ = 1/p(Bplox* dyldx +dpldy* dyldy) (6.17

Esta ecuacion, aparte de no ser lineal, tiene dos incognitas y y p. De las ecuaciones (6.6)

podemos despejar los términos 1/p*8p/dy , 1/p*Op/dx y sustituirlos en (6.18) con lo
que se obtiene

FPylax? +0ylBy" = ~1/c (udu/Ox By Bx-+v A/ By D/ Ox-+udv/Oxdy/ By +vavidy Byl dy)
(6.18)

Oftra vez, seria muy dificil resolver esta ecuacion, ya que ahora esta en funcién de

las velocidades que no conocemos. Sin embargo si sustituimos el potencial de velocidad
en lugar de las velocidades, (6.12) en (6.18)

Byl O+ DPlBy =1/cP* (D)X * B2 0/Ox** Dry/Dy+0h/ Oy * & 0 OX Dy * Dyl Dx-+D/Ox* 5 o/ Dx By
*QylBy + B¢Ioy* T olay *dyldy (6.19)



nos queda una ecuacion de la funcién de corriente en términos del potencial de
velocidad, el cual podemos calcular de la ecuacion (6.14), al igual que la velocidad del

sonido de la ecuacién (6.15).
6.3 FORMULACION DE ELEMENTOS FINITOS

Para el potencial de velocidad ¢(x,y), escribimos la ecuacién (6.14) como ecuacion

de Poisson de la siguiente forma

OpIE + Bo/8y* —g(0) =0 (6.20)

donde

() = M2J/C[(00/8x)** P d/ox*+20010x* B/ By * %/ xoy Hop/oy P+ bley*]  (6:21)

haciendo la aproximacion para un elemento

n

b(x,y) =Z Nib (6.22)
i=1

donde ¢ es la funcién aproximada y N; son las funciones de interpolacién de un
elemento, n el nimero de nodos del elemento y & es el valor de la funcién en cada

nodo. Sustituyendo (6.22) en (6.20) se obtiene un residuo
Ol0x* + Oloy' —g=¢
Se hace el residuo ortogonal a las funciones de interpolacion tal que

(e, Ni ) =lq (B*¢/0x* + 36/8y> — g )N, dxdy = 0 (6.23)
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donde 2 es el dominio del elemento. Tomando la siguiente aproximacion

I
g=2ZNjg;

(6.25)
) =1

y aplicando el teorema de Green a (6.23) resulta

« sl BNY/Ox* ENy/Bx +INi/Dy* N/ 3y )dxdy=I(8¢/0x*Nidy-0/dy *Nidx)-gjloNiN;dxdy

(6.26)
usando notacion simplificada escribimos
n
%Kit =6 +Ht (i=1,2,...,n) (6.27)
=l

K es la matriz de coeficientes, f es el vector de flujo. t es el vector que representa los

términos no lineales y son

Ki; = Jo(@Nyox* ON; +8Ny/dy* oN;/8y)dxdy

(6.28)
fi= [ (8¢/0x*¥Nidy -0¢/0y*Nidx) (6.29)
ti = -gj JoNN;dg (6.30)

El vector g se obtiene sustituyendo (6.22) en (6.21) como

g = M2 /P [(¢* ONYX)20;* Ny Ox® +2(0i* ONi/Ox)(;* ONy/By X bic* °Nk/Oxay) +

\

H* Ny 4* PNjloy] (6.31)
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Y la velocidad del sonido
¢ = 1+ ((y-1)/2) M2[1- (9*ONi/Bx)* —(9:*ONV/oy)?) (6.32)

A continuacién se ensamblan las ecuaciones de todos los elementos obtenidos

m
; ZKy o =fi*+ 4 (i=1,2,...,m) (6.33)

i=l
/ Ya que el vector t* de la ecuacidn (6.33) esta en funcién de los valores del potencial
de velocidad en los nodos, esta ecuacién se resuelve por medio de iteraciones, para lo

cual en la primera iteracion se resuelve
K*¢ = f* (6.34)

Para M., = 0. Los valores obtenidos de $(x,y) se sustituyen en el vector t* de (6.33) y se
resuelve la ecuacion obteniéndose con ella nuevos valores de ¢(x,y), los que se utilizan
en la siguiente iteracion. Asi sucesivamente, hasta que la diferencia del valor anterior y

¢l nuevo sea menor que una cierta magnitud.

Para la formulacién de la funcién de corriente, se sigue un procedimiento similar al

utilizado en el potencial de velocidad, llegando a

n
ZKyy=fi+s (i=12,..0) (6.35)
j=1

y el vector s se obtiene a partir de
si = I Jo NiN; dxdy (6.36)

donde 1 esta dado por



Iy = M’ (97 BNYEX) (5 PN/ Ox )i BN/ OX)(01* N/ By )y N oxBy )(pi* ENi/ )
+ (43 ONIOX)(9* °Nj/axBy )(yi* BN/ By N ¢i* BN/ Ay N(7* PN/ By Y (wi*ONW/dy)] (6.37)

donde ¢” se obtiene de la misma forma que en la ecuacién (6.32). Al igual que para el
potencial de velocidad, se efectia un ensamble de todas las matrices de los elementos

(6.35), para obtener la matriz global de coeficientes, lo que se representa

o EORON (6.38)

En este caso el vector s* de la ecuacién (6.40) esta en funcion de los valores del
potencial de velocidad y de la funcién de corriente en los nodos, sin embargo los
primeros ya se conocen de la soluciéon de la ecuacion (6.33), por lo que se pueden
sustituir aqui, quedando la ecuacién linicamente en funcién de y(x,y). Nuevamente se
utiliza un método de iteraciones, igual al usado en el potencial de velocidad para

encontrar y(x.y).
6.4 SOLUCION Y RESULTADOS

El problema especifico escogido como ejemplo, es el del flujo uniforme alrededor
de un cilindro de radio D, entre placas planas separadas por una distancia 2H y se
supone que el flujo uniforme se encuentra a una distancia 3.5D del centro del cilindro
figura 6.1. Por la simetria del flujo, se puede tomar para el cilculo solamente un

cuadrante del dominio total.

Las condiciones de fronteré;\ tanto para el potencial de velocidad como para la

funcién de corriente, se muestran en la figura (6.2).
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Para la discretizacion del dominio se utilizan elementos triangulares. Las funciones de
interpolacion para cada elemento son cuadraticas, para poder sustituirlas en las
ecuaciones (6.31) y (6.37).

El programa para la funcion de corriente sigue un procedimiento similar a anterior.
La matriz K de la ecuacion (6.38) es la misma que la del potencial de velocidades, ya
‘que ésta depende Uinicamente de la malla y las funciones de interpolacién que se utilicen.

-En el vector s* se utilizan los valores ¢ obtenidos en el programa anterior.

El dominio primero se discretiza con una malla gruesa , como muestra la figura 6.3,
la cual tiene 100 elementos y 28 nodos. Esto tiene dos finalidades: La primera probar y
corregir ¢l programa de computacién y la segunda observar donde se encuentran las

zonas de mayor variacion, para hacer una mejor discretizacion .

La figura 6.4 muestra una malla mas fina con 37 elementos y 92 nodos, la que se

realiz6 tomando en cuenta los resultados obtenidos por la malla anterior.

En la figura 6.5 se presentan las lineas de corriente para las dos mallas en ¢l caso del
flujo incompresible. En las figuras 6.6, 6.7 y 6.8 se muestran las lineas de corriente y
equipotenciales para nimeros de Mach 0.1, 0.2 y 0.3 respectivamente, obtenidos con
la malla fina. Estas figuras también indican la variacién del nimero de Mach local, sobre

la dresta del cilindro.

Se observa una diferencia entre el caso de flujo incompresible comparado con el
flujo compresible y esta difereﬁg:ia es notable para altos nimeros de Mach. Se nota
también que en el caso de flujo cofnpresible, el nimero de Mach aumenta al acercarce al
cilindro. Esto puede presentar problemas para un perfil aerodindmico si el ntimero de

Mach local se acercara a la unidad.
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Las soluciones numericas demuestran la utilidad del método de elementos finitos de

Galerkin, en combinacién con un método iterativo, en la solucién de problemas de flujo

potencial subsonico.



CAPITULO 7

CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

Con este trabajo se pretende ejemplificar las aplicaciones del método de elementos
finitos al problema de termofluidos. Aparte de una descripcion del meétodo se ha incluido
andlisis de errores en algunos casos comparando la solucidon numeérica con la analitica.
Esto tiene el propdsito de demostrar la validez del método desde el punto de vista de un
usuario del método. También se presenta un programa que puede usarse en relacién con

los problemas comunes de la transferencia de calor y mecénica de fluidos.

Se nota que la utilidad del método de elemento finito estriba principalmente en la
solucion de problemas elipticos, ya que se adapta bien a geometrias irregulares con
condiciones de frontera tipo Dirichlet y Neumann. Es por ello que ha tenido una gran
aceptacion en la solucién de problemas de la ingenierfa. Se observa también que las
ecuaciones parabolicas pueden manejarse a tra%zés de una combinacion del método de
elemento finito en la parte eliptica con el método de diferencias finitas en la parte

parabdlica.

Este trabajo se ha se ha desarrollado en un sistema unidimensional y bidimensional

quedando pendiente para estudios posteriores trabajar en el sistema tridimensional.

Se recomienda como conocimientos previos al método de elementos finitos para

este trabajo, tener el dominio de‘los cursos de algebra lineal, ecuaciones diferenciales y

parciales, mecénica de fluidos y transferencia de calor.
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APENDICE A
NOMENCLATURA

G variable de la temperatura en estado permanente

=

entalpia especifica

i

variable en funcién de la temperatura en estado transitorio

—

principio variacional
.

k- conductividad térmica

2 - hvector de téerminos no lineales, aproximados para un elemento, de la funcion de comriente, de
componentes |; .

L  longitud de referencia

L; coordenada de area

M numero de Mach

M., namero de Mach alejado del cuerpo

n normal a la superficie

N; funciones de interpolacién

p presion

q  vector de fuentes de calor para un elemento, de componente g;

q* wvector global de fuentes de calor, de componentes q;*

s vectar que representa los términos no lineales, aproximados para un elemento, de la funcién

de corriente, de componentes s;*

t  vector que representa los términos no linelaes, aproximados para un elemento, del potencial de
de velocidad, de componentes t;*
t* vector global que representa los términos no lineales aproximados, del potencial de velocidad

de componentes t;*

u componente de la velocidad en la direccién “x”
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4

As;

6*

componente de la velocidad en la direccién “y”
constante de las funciones de interpolacion
malla con més elementos en la zona de variacién
matriz de coeficientes para un elemento, de componente K;;
matriz global de coeficientes, de componentes K;;*
constantes de las funciones de interpolacién
matriz de coeficientes de temperatura transitoria para un elemento, de componentes B,
matriz global de coeficientes de temperatura transitoria de componentes B;;*
velocidad del sonido
constante de las funciones de interpolacion
calor especifico
error raiz medio cuadrético
vector de flujo para un elemento, de componentes f;
vector giobal de flujo, de componentes £*
funcional
vector de términos no lineales, aproximados para un elemento, del potencial de velocidad
de componentes g,
funciones de peso
coordenada cartesiana
coordenada cartesiana
relacion de calores especificos
frontera del dominio de un elemento
delta de Dirac
area
residuo

temperatura aproximada

temperatura global aproximada



N
0,
B
o]
b
.
o
-
Q.

~

:

1

ey

temperatura de referencia

temperatura injcial

temperatura media

densidad

potencial de velocidad aproximada para un elemento, de componentes ¢;
potencial de velocidad giobal aproximado, de componentes ¢;*

funcién de corriente aproximada para un elemento, de componentes ¥
funcién de corriente global aproximada, de componentes ¥, *

dominio

variable cualquicra aproximada, de componentes £,
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APENDICE B

APLICACION DEL PROGRAMA DE COMPUTADORA FEMIDV3

El programa de computadora FEMIDV3, incorpora las ideas presentadas en las

secciones previas, para una variedad de problemas del campo unidimensiona{es.

Ejemplo ilustrativo 1

Transferencia de calor permanente en una aleta. El problema es gobernado por
-d%0/dx* +cB=0  para 0<x<L
8(0)=0,  (dB/dx) xer

donde © es la temperatura, y L, c, 8, son

L=0.25m ; c=256m? 8= 100"c

Este problema satisface la ecuacion modelo

-d/dx(aduw/dx) + cu—q=0 para 0<x<L

y las condiciones de frontera .'

W0)=uy, (adwdx) | e = Qo

De aqui, MODEL=1, NTYPE=0, ITEM=0(para una solucién en estado estable).



Entonces a=a,=1.0y ¢=c,=256 son iguales para todos los elementos.
ICONT=1, AX0 =1.0,y CX0=256. Todos los demas coeficientes son cero
[b=0 y f(=q) = 0], para este problema. Para una malla uniforme de cuatro elementos
lineales (NEM=4, IELEM=1), los incrementos DX(I) SON [DX(I) es siempre la
coordenada del nodo I] :
{DX} = {0.0,0.625,0.625,0.625,0.625}
debido a que L/4 =0.625.

Las condiciones de frontera son U,=0 y Q. =0. Entonces las condiciones de frontera
natural (Q;' =0) es homogénea. No hay condiciones de frontera mixta (conveccion).De
aqui , NSPV=1, NSSV=0 y NNBC=0. Las condiciones de frontera especificada en la
variable primaria esta en el nodo uno y el grado de libertad es 1:

ISPV(1,1)=1 y ISPV(1,2)=1. El valor especificado es VSPV(1)=100.0.
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* %

Stea

1 0

1 4

1 1
0.0
1.0
0.0

256.0
0.0

1

1 1

0

0

*

ECHO OF THE INPUT DATA STARTS *+«

0

100.0

[N el RN

0]
.0
0

.0625
.0

4
teady heat transfer in a fin

MODEL, NTYPE, ITEM

IELEM, NEM

ICONT, NPRNT
0.0625 0.0625 0.0625 DX (I)

AX0, AX1
BX0, BX1
CcX0, CX1
FX0, FX1,
NSPV
ISPV (1, J)
NSSV
NNBEC

*¥x*+ ECRO OF THE INPUT DATA ENDS A**=*¥

3 ™

FX2

(J=1,2], VSPV(1).

oUTPUT FROM PROGRAM

FEM1DV3

Steady heat transfer in a fin

*x+ ANALYSIS OF MODEL 1, AND TYPE O PROBLEM ***
(see the code below)

MODEL=1, NTYPE=0:
MODEL=1, NTYPE=1:
MODEL=1, NTYPE>1:
MODEL=2, NTYPE=0:
MODEL=2, NTYPE=1:
MODEL=2,NTYPE=2:
MODEL=2,NTYPE>2:
MODEL=3, NTYPE=0:
MODEL=3, NTYPE>0:
MODEL=4,NTYPE=0:
MODEL=4, NTYPE=1:
MODEL=4,NTYPE=2:

Element type (0, Hermite,>0, Lagrange)..

No.
No.
No.
No.
No.
No.,

of
of
of
of
of
of

deg.

PEEPPEPN B DD

problem described by MODEL EQ.
circular DISK (PLANE STRESS)
circular DISK (PLANE STRAIN)
Timoshenko BEAM (RIE) problem
Timoshenkc PLATE (RIE) problem
Timoshenko BEAM (CIE) problem
Timoshenko PLATE {(CIE) problem
Euler—-Bernoulli BEAM problem
Euler-Bernoulli Circular plate
plane TRUSS problem
Euler-Bernoulli FRAME problem
Timoshenko (CIE) FRAME problem

of freedom per node, NDF....=

elements in the mesh, NEM........ =

total DOF in the model, NEQ......

u

specified primary DOF, NSPV...... =

specified secondary DOF, NSSV....

]

specified Newton B. C.: NNBC..... =

Boundary information on primary variables:

l.

1

.10000E+03

Global coordinates of the nodes, (GLX}:

i

QO H WL & H -

121



.00000QE+00

.62500E-CG1 .12500E+00 .18750E+00 .25000E+00
Coefficients of the differential equation:
AXQ = .1000E+01 AX1 = .0000E+00
BX0 = .0000E+00 BX1 = .0000E+00
CX0 = .2560E+03 CX1l = .0000E+00
FX0 = .0000E+00 FX1 = .0000E+00 FX2 = ,0000E+00
Element coefficient matrix, [ELK]:
. 21333E+02 -.13333E+02
—.13333E+02 .21333E+02
s -
Element source vector, {ELF}):
. .0000DE+00  .00000E+00
SOLUTIOR (values of PVs) at the NODES:
.10000E+(Q3 .35158E+02 .12504E+02 .48560E+01 .30350E+01
X P. Variable S. Variable
.00000E+00 .10000E+03 -.10375E+04
.78125E-02 .91895E+02 -.10375E+04
.15625E-01 .83789E+02 -.10375E+04
.23438E-01 .75684E+02 -.10375E+04
.31250E-01 .67579E+02 -,10375E+04
.39063E-01 .59473E+02 -.10375E+04
.46875E-01 .5136BE+02 -.10375E+04
.54688E-01 .43263E+02 -.10375E+04
.62500E-01 .35158E+02 -.10375E+04
.62500E-01 .35158E+02 -.36245E+03
.70313E-01 .32326E+02 ~-.3624S5E+03
.78125E-01 .28494E+02 -.36245E+03
.B85938E-01 .26663E+02 -.36245E+03
.93750E-01 .23831E+02 -.36245E+03
.10156E+00 .20999E+02 -.36245E+03
.10938E+00 .18168E+02 ~-.36245E+03
.11719E+00 .15336E+02 -.36245E+03
.12500E+00 .12504E+02 -.36245E+03
.12500E+Q0 .12504E+02 -.12237E+03
.13281E+00 .11548E+02 -.12237E+03
.14063E+00 .10592E+02 =-.12237E+03
.14844E+00 .96362E+01 -.12237E+03
.15625E+00 .86801E+01 -.12237E+03
.16406E+00 .77241E+401 =-.12237E+03
.17188E+00Q .67681E+01 -.12237E+03
.17969E+00 .58120E+01 -.12237E+03
.18750E+00 .48560E+01 ~-.12237E+03
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.18730E+00
.195332E+00
.20323E+00
.210%4E+00
.21873E+00
,22656E+00
.23438E+00
.242319E+00
.250C0E+00

.48560E+01
.46284EF+01
.44008E+0]
.41731E+01
.39455E+01
.37179E+01
. 34903E+01
.32626E+01
. 30350E+401

.29136E+02
.29136E+02
,29136E+02
.29136E+02
.29136E+02
.29136E+402
.28136E+02
.29136E+02
.29136E+02

123



124

APENDICE C

APLICACION DEL PROGRAMA DE COMPUTADORA FEM2DV4

El programa de computadora FEM2DV4 es desarrollado para resolver los siguientes

tipos de problemas :

o WAt W AtY) -8/ 8x( 2 D0/ Ox) -8/ By (a, O/ 3y ) +agu=f
con

C = Cot CxXteyy, ax=ajptaxtayyy
ay=@yotanxtayy, - fo=ftfx+fyy

a, = constante

1.- problemas de una variable, incluyendo condiciones de frontera tipo convectivo para

problemas de transferencia de calor.

2.- problemas de elasticidad plana

3.-  problemas de flujo de fluido incompresiﬁle VisScoso

4.- problemas de flujo de fluido no viscoso.

Ejemplo ilustrativo 2

Considerar el flujo de un fluido no viscoso alrededor de un cilindro circular. Usaremos
la formulacién de la Funcién de Corriente y el Potencial de Velocidad. Pues como el

dominio no es rectangular tenemos que usar MSH2DG. Consideramos la malla de 25

nodos y 32 elementos triangulares. Tenemos ITYPE=0 y IGRAD=1 en la formulacién
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del potencial de velocidad, y IGRAD=2 en la formulacion de la funcién de corriente,

ITEM=0, NEIGN=0 y IELTYP=0 para tridngulos, MESH=2, NPRNT=0.

En la formulacion de funcién de corriente, tenemos NSPV=13 y NSSV=0; y en la

formulacion del potencial de velocidad, tenemos NSPV=5; y NSSV=3. Los coeficientes

50n

Al0=1.0, A20=1.0, A1X=0.0, A1Y=00, A2X=0.0, A2Y=0.0, A00=0.0

F0=0.0, FX=0.0, FY=0.0




*+* ECHO OF THE INPUT DATA STARTS *+**

0 1
0 3
32 25
5
1 5
) 10
1L 15
16 20
- 21 25
8
1 . 7
=2 8
S 15
10 - 16
Yot 23
18 24
o]
26 32
5
20| |12
0.0
3
gINGE !
g.5
1.0
1.0
0.0
0
0.0

0.0
FEFENECHOOF

e

NN NNNNNN

0

Flow around a circular cylinder (VEL. POTENTIAL)

0

0
0.0 0.0 3.0 0.0 6.0
0.0 1.8 3.07612 0.3B268
0.0 2.0 3.2928% 0.7071
2.0 2.0 3.61732 0.92388
4.0 2.0 4.0 1.0
1 3 L 2 gl
L 3 1 2 6
1 3 6 7 12
1 3 6 12 11
1 3 11 12 18§
1 3 12 17 16
& 3 16 17 21
1 3 17 22 21

231 | 24|L|~25 1

0.0 0.0 0.0
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0.5

0

0

.0

THE INPUT DATA ENDS **¥*

ITYPE, IGRAD, ITEM, NEIGN
IEL, NPE, MESH, NPRNT

NEM, NNM

NRECL
NOD1, NODL, NODINC, X1, ¥1,
6.0

6.0
6.0
6.0

NRECEL -
NEL1, NELL, TELINC, NODINC

NSPV
ISPV (I, J}
VSPV(I)

NSSV
IssvV (I, J)
VSSV (I}

B10, AlX,
A20, A2X,
A00

AlY
A2Y

ICONV

FO, FX, FY

Flow around a circular cylinder (VEL. POTENTIAL)

OUTPUT FROM PROGRAM

*FEM2DV

ANALYSIS OF

COEFFICIENTS OF THE DIFFERENTIAL EQUATION:

Coefficient,
Coefficient,
Coefficient,
Coefficient,
Coefficient,
Coefficient,
Coefficient,

------------------------

------------------------

------------------------

........................

........................

A POISSON/LAPLACE EQUATION

= -1000E+01
= .0C0O0E+00
= .0000E+00

= .1000E+01

= .0000E+00
= .0000E+00
= .0000E+00



ZONTINUQUS SOURCE COEFFICIENTS:

Coefficient,
Coefficient,
Coefficient,

FO
X
EY.

----------

.....

.........

........................

i

-0000E+00
-0000E+00
-0000E+00

*r*+xe++ B STEADY-STATE PROBLEM is analyzed **vkass

**++ A mesh of

FINITE ELEMENT MESH INFORMATION:

TRIANGLES

is chosen by user *#x

Element type: Q0 = Triangle; >0 = Quad.)..= 0
Number of nodes per element, NPE ........ = 3
No. of primary deg. of freedom/node, NDF = 1
Number of elements in the wmesh, NEM .....= 32
Number of nodes in the mesh, NNM ........ = 25
Number of equations to be solved, NEQ ...= 25
half bandwidth of the matrix GLK, NHBW ..= 7
No. of specified PRIMARY variables, NSPV = )
No. of speci. SECONDARY variables, NSSV = 3
Node DOF Value
1 1 .50000E+0Q0
6 1 .10000E+01
11 1 .50000E+00
Node x-coord. y=-coord. Speci. primary & secondary variables
{0, unspecified; >0, specified)
Primary DOF Secondary DOF
1 .0000E+00 . 0000E+0Q0 0 i
2 .12B6E+01 .0000E+Q0 0 0
3 .2214E+01 .0000E+0QQ 0 0]
4 .2786E+01 .0000E+00 0 0
5 . 3000E+01 .000Q0E+00 0 0
6 _.0000E+0Q0 .1000E+01 0 1
7 .1318E+01 .7354E+00 0 0
8 .2270E+01 .5444E+00 0 Q
9 .2856E+01 .4268E+0C 0 (0]
10 .3076E+01 .3827E+00 0 0
11 .0000E+00 .2000E+01 0 1,
12 .1411E+01 .1446E+01 0 0
13 .2430E+01 .1046E+01 4] 0
14 .3058E+01 . 7995E+00 0 0
15 .3293E+01 .7071E+00 0 0
16 .2000E+01 .2000E+01 0 0
17 .2693E+01 .153%E+01 0 0
18 .3194E+01 .1206E+01 0 0
19  .3502E+01 .1001E+01 0 0
20  .3617E+01  .9239E+00 0 0
21 .4000E+01  .2000E+01 1 0
22  .400CE+01  .1571E+01 L 0
23 .4000E+01 .1262E+01 1 0
24 .4000E+01 ,1071E+01 1 0
25 .4000E+01 ,1000E+01 )| 0

127



NUMERICA

Full Integration polynomial degree,
Number of full integration points,
Reduced Integration polynomial deg., IPDR
of reduced integration points,
for stress comp.,

No.

Integ. poly. deg.

L INTEGRATION DATA:

IPDF =
NIPF

NIPR
ISTR =

I N ]

No. of integ. pts. for stress comp.,NSTR =
SOLUTIONUNW
Nede x-coord. y-coord. Primary DOF
v Ak .0D000E+00 .00000E+00 .48631E+01
2 .12857E+01 .00000E+00 .35874E+01 -
3 .22143E+01 .00000E+00 .27173E+01
4 .27857E+01 .00000E+00 .23146E+01
5 .30000E+01 .00000E+00 .22503E+01
6 .00000E+00 .10000E+01 .48581E+01
7 +13183E+01 .73543E+00 .35429E+01
8 .22705E+01 .54436E+Q0 .26220E401
9 .28564E+01 .42677E+400 .21723E+01
10 .30761E+01 ,38268E+G0 .20763E+01
Ih .00000E+00 ,20000E+01 .48569E+01
12 .14112E+401 .14459E+01 .34303E+01
13 .24305E+01 .10457E+01 .23557E+01
14 .30577E+01 . 79345E+00 .17767E+01
15 .32929E+01 .70710E+00 .15369E+01
16 .20000E+01 .20000E+01 .28152E4+01
17 .26831E+01 .15388E+01 .19513E401
18 .31837E+01 .12057E+01 .13621E+01
19 .35018E+01 .10007E+01 .9B8705E+00
20 .36173E+01 .92388E+00 .82790E+00
21 .40000E+01 .20000E+01 .00000E+00
22 .40000E+01 .15714E+01 .00000E+0Q0
73 .40000E+01 .12619E+01 .00000E+Q0
24 .40000E+01 .10714E+01 .00000E+00
25 .400600E+01 .10000E+01 .00000E+00

128

The orientation of gradient vector is measured from the positive x-axis

-ail(du/dx}

x=-coord. y=-coord. -a22{du/dy) Flux Mgntd Orientation
.B8BOE+00 .2451E+400 . 9922E+00 .1657E-01 .9923E+00 .96
.4394E+00 .5785E+00 .9986E+00 .5037E~-02" . 9986E+00 .29
.1923E+0Q1 .1B15E+0Q0 .9371E+00 .7837E-01 .9403E+00 4.78
.1625E+01 .4266E+00 .S707E+00 .1752E-01 »9709E4+00 1.03
.2619E+01 .1423E+00 ,1047E+00 .2166E+00 .7372E+00 17.09
.2447E+01 .3237E+00 .7862E+00 .9394E-01 ,7918E+00 6.81
.2954E+01 .1276E+00 .2988E+00 .3951E+00 .4960E+0Q0Q 52.81



L2208E+0Y
. 9C99E+00
.4704E4+00
.ZZ06E+01
L 120E+01
.272BE+Q1
.2586E+01
. 2J75E+01
.3069E+01
L1137E+01
.2035E+01
L2178E+01
L27T72E401
.Z894E+01
.3251E+401
.3284E+01
.3471E+01
.28%8E+401
. 3564E+01
.3296E+01
~ 3T 3LE+0)
. 3565E+01
. 3B345+01

T 3706E401

T ABENZEFET

.269BE-0Q0
.1060E+01
.1482E+01
LI752E400
.1076E+01
.5802E+00
. T965E+00
.5055E+00
.6444E+00
1815E+01
.1662E+01
.1343E+01
.1263E+01
.1017E+01
.1002E+01
.8358E+00
.8772E+00
.1846E+01
.1703E+01
.1439E+01
.1346E+01
.1156E+01
.1111E+01
.88B7E+00
.9884E+00

.4878E+00
.1003E+01
.1011E+01
.1009E+01
.1062E+01
.8845E+00
.1006E+01
.6469E+00
.9745E+00
.1021E+01
.1163E+01
.1138E+01
L1272E+01
.1170E+01
.1551E+01
.1235E+01
,1B73E+01
.1408E+01
.1493E+Q1
.1482E401
.1688E+01
.1645E+01
.1981E+01
.1875E+01
.2163E+01

.2525E+00
,2733E-01
.1195E-02
.2090E+00
.1963E-01
.583%E+00
.2101E+00
.1045E+01
.5353E+00
.2536E-01
.1255E+00
.2139E+00
.1427E+00
.6287E+00
.5012E+00
.1198E+01
.7444E+00
.2423E+00
.0000E+00
,4579E+00
.0D00E+00
.6421E+400
.0000E+00
. 747TE+00
. 00Q0E+00

.5493E+00
.1003E+01
.1011E+01
.1031E+01
.1062E401
.1060E+01
.1027E+01
.1229E+01
L1112E+01
.1021E+01
.1170E+01
.1158E+01
.1280E+01
.1328E+01
.1630E+01
L1721E+01
.2015E+01
.1428E+01
,1493E+01
.1551E+01
.1689E+01
.1766E+01
.1981E+01
.2019E+01
.2163E+01

.37
]
.07
L.
.06
.43
.80
.25
.78
.42
-1le
.64
.40
.25
.91
.14
.68
17
.00
- 47
.00
.33
.00
.74
.00
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=*+« ECHO OF THE INPUT DATA STARTS #*w~*

T

= 2 0 0
G 3 2 0
2

32 25

5

: S 1

6 10 L

i1 1S 1

i6 20 1

i1 25 1

8

3 17 2 1
2 8 2 1
9 15 2 1
10 16 2 1
17 /e3 2 1
18 24 2 1
250 (130 2 :
7 L-flllls: 2 1
13

il - s
o |||l {1 1ek
OS2 &
167 U@ha 2.0
0

1.0 0.0 0.0
1.0 0.0 0.0
0.0

0

0.0 0.8J19\0

= NS OO

OO OO0

B
O O = =

G W Lo W W W

N NN = O
P

(el I ol e 2 @
oW W W
N
O

6 12
11 12
12 17
16 17
17 22

51 10

0.0 0.

0.0 6.0
612 0,38268
289 0.7071
732 0.952388
1.0
5
&
12
11
16
16
21
21

1 151 201

0 0.0 0.0

**** KCHO OF THE INPUT DATA ENDS **#x*

Flow arcound a circular cylinder

T
i

N

', Flow around a circular cylinder (Streamfunction)

TYPE, IGRAD, ITEM, NEIGN
ELTYP, NPE, MESH, NPRNT
NEM, NNM

RECL

NOD1, NODL, NODINC, . .,

N
N

6.0
6.0
6.0
6.0

RECEL
EL1,NELL, IELINC, NOCDINC,

NSPV
25 1
ISPV (I, J)
0.0
VSPV(I)
NSSV

Al10, AlX, AlY
720, A2X, A2Y
ADO

ICONV

BO; L IFX, | \BY

(Streamfunction)

OUTPUT FROM PROGRAM

*FEM2DV4+

ANALYSIS OF A POISSON/LAPLACE EQUATION

COEFFICIENTS OF THE DIFFERENTIAL EQUATION:

Coefficient,
Coefficient,
Coefficient,
Coefficient,
Coefficient,

..........

..........

----------

..............

..............

--------------

-

.1000E+01
.0000E+00
.0000E+00
.1000E+01
.0000E+00



CoBFEIcEEnt; N2ZY sesvanusnmeasse s 433 0SEae =

-0000E
eobfficinnt, RO0 .:cesimmmssinipeine eowes = -00005188
CONTINUQUS SOURCE COEFFICIENTS:
Coefficient, E0 ..vssommemusnnasn R = -0000E+00
Coefficients ER  «oowrome s nonnens mammsios = -0000E+00
Coefficient; BY i i mumdliimnsvnsors biunemis = .0000E+00

*rkxxxax A STEADY-STATE PROBLEM is analyzed * #sswsx
4%+ N mesh of TRIANGLES is chosen by user *x=
FINITE ELEMENT MESH INFORMATION:

 Element type: 0 = Triangle; >0 = Quad.)..

= 9]
Mumber of nodes per element, NPE ........ - 3
No. of primary deg. of freedom/node, NDF = 1
Number of elements in the mesh, NEM ..... = 32
Number of nodes in the mesh, NNM ........ = 25
Number of equations to be solved, NEQ ...= 25
Half bandwidth of the matrix GLK, NHBW ..= 2
No. of specified PRIMARY variables, NSPV = 13

Node x-coord, y=-coord. Speci. primary & secondary variables

{0, unspecified; >0, specified)
Primary DOF Secondary DOF

1 .000CE+00 .0000E+00
2 .1286E+01 .0000E+00
3 .2214E+01 .0000E+00
4 .2786E+01 .0000E+00
5 .3000E+01 +0000E+00
6 ~0000E+00 .1000E+01
7 .1318E+01 . 7354E+00
8 .2270E+01 .5444E+00
9 .2856E+01 -4268E+00
10 .3076E+01 .3827E+00
11 .0000E+00 .2000E+01
12 .1411E+01 .1446E+01
13 .2430E+01 -1046E+01
14 .3058E+01 -7995E+00

15 .3293E+01 .7071E+00
16 .2000E+01 .2000E+01
17 .2693E+01 .1539E+01
18 .3194E+01 .1206E+01
19 .3502E+01 .1001E+01

20 .3617E+01 .9239E+00C
21 .4000E+01 .2000E+01
22 .4000E+01 .1571E+C1

COHHOOORHOOORHFOOOHRKHRPRKFER
CODOO0OO0ODOOCOQOOO0ODOOD2DO000O0O0

23 .4000E+01 .1262E+01

—-—



{

T 24 .4000E+01 .1071E+01 0 0
25 .4000E+01 .1000E+01 1 0
NMUMERICAL INTEGRATION DATA:
Full Integration polynomial degree, IPDF =
Number of full integration points, NIPF

Reduced Integration polynomial deg.,IPDR
of reduced integration points, NIPR

No.

Integ. poly. deg. for stress comp.,
for stress comp.,NSTR

. No.

of integ. pts.

SQLUTION:

4

ISTR

e s W

Node x—-coord. y-coord. Primary DCF
1 .00000E+00 .00000E+00 .0C000E+00
2 /12857E+01 .00C00E+00 .00000E+00
3 .22143E+01 .00000E+00 .00000E+00
4 +27857E+01 .00000E+00 .00000E+00
8 .30000E+01 .00000E+00 .00000E+00
6 .00000E+00 .10000E+01 .10000E+01
7 .13183E+01 .73543E+00 .70920E+00
8 .22705E+01 .54436E+00 .43721E+00
9 -28564E+01 .42677E+00 .16668E+00

10 .30761E+01 .38268E+00 .C0000E+0D
11 .00000E+00 .20000E+01 .20000E+01
12 .14112E+01 .14459E+01 .14241E+01
13 .24305E+01 .10457E+01 .87299E+00
14 .30577E+01 » 79945E+00 .33569E+00
15 .32929E+01 .70710E+00 .00000E+00
16 ~ ,20000E+01 .20000E+01 .20000E+01
17 .26931E+01 .1538BE+01 .13758E+01
18 .31937E+01 .12057E+01 .77058E+00
19 .35018E+01 .10007E+01 .25200E+00
20 .36173E+01 .92388E+00 .00000E+0Q0
21 .40000E+01 .20000E+01 .20000E+01
22 -40000E+01 .15714E+01 .12395E+01
23 -40000E+01 .12619E+01 .61905E+00
24 .40000E+01 .10714E+01 .18173E+00
25 .40000E+01 .10000E+01 .C0000E+0QD
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The orientation of

x-coord.

y-coord.

a22 (du/dy)

=-all (du/dx)

gradient vector is measured from the positive x-axis

Flux Mgntd Orientation




~

94E+00
3Z23E+01
_E€25E+01

F£80E+00
B

[Py

.Z2619%E+01
L2447E+01
.2354E+01
.2906E+01
.50%9E+00
.4704E+00
.2006E+01
.2 T720E+01

72BE+01

.2586E+01
. 3075E+01
.3069E+01
-1137E401
.2035E+Q1
“2178E+0Q1
- .2772E+01
.2894E+01
.3251E+4+01
.3284E+01
.3471E+01
.2898E+01
. 3564E+01
.3296E+01
.3731E+01
.3565E+01
.3834E+01
.3706E+01
.3B72E+01

.2451E+00
.ST85E+00
._B15E+00
. L£266E+00
. 2423E+400
. 2237E+00
. -276E+00
. 2698E+00
.1060E+01
.1482E+01
.7752E+400
.1076E+01
.5902E+Q0
.7965E+00
-5055E+00
.6444E+00
.181S5E+01
Li662E+01
.1343E+01
.1263E+01
.1017E+01
-1002E+01
.B358E+00
.B772E+00
.IB46E+01
.= T03E+01
.143%E+01
.1346E+01
.2156E+01
L1111E+01
.9987E+00
.9984E+00

. 9643E+00
.1000E+01
.8032E+400
.968B4E+00
.3906E+00
.8336E+00
.0000E+00
.438%6E+00
.1008E+01
.1000E+01
, 8025E+00
.1024E+401
.6342E+00
.1015E+01
.4469E+00
.1010E+01
-1039E+01
.1169E+01
.1082E+01
.1228E+01
.1200E+01
.1336E+01
.1464E+01
.1636E+01
.1353E+01
.1775E+Q1
.1600E+01
.2005E+01
.2034E+01
.2296E+01
.2528E+01
.2544E+01

.0000E+00
.1990E-01
.Q000E+00
.9132E-01
.0000E+0Q0
.2944E+0Q0
.0000E+00
.6583E+00
.1818E-01
.1546E-01
.1045E+00
.1385E+00
.3345E+00
.4580E+00
. 6689E+00
.1031E+01
.0000E+00
-1224E+00
.1160E+00
.3917E+00
.3856E+00
.7%42E+00
.8522E+00
.1093E+01
.0000E+00
.1486E+00
.1443E+00
.3276E+00
.3287E+00
.4668E+00
.4997E+00
.5061E+00

.8643E+00
.1000E+01
.8B032E+00
.9727E+00
.3906E+00
.8840E+00
.0000E+00Q
.8264E+00
.1009E+01
.1000E+01
.9086E+00
.1034E+01
.7170E+00
.1114E+01
.8045E+00
.1443E+01
.103%E+01
.1176E+01
.1088E+01
.1289E+01
.1260E+01
.1555E+01
.1694E+01
.1867E+01
.1353E+01
.1781E+01
.1607E+01
.2031E+401
.2061E+01
,2343E+01
. 2576E+01
.2594E+01

.00

.14

.00

. 39

.00

198
90.
52.

.45

00
81

.03

.89

7
27
24.
56.
45.

.61

70

.81

28
25
57

.00

.97
.12
.68
.82
o 12
.20
15

-00

E 79
.15
.28
.21
.49
.18
.25
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GLOSARIO

Descripcion de las variables de entrada para el programa FEM1DV3

MODEL
NTYPE

ITEM

[ELEM

NEM
ICONT

NPRNT

ecuacién modelo

tipo de problema a resolver

MODEL=1, NTYPE=0 un problema de ecuacién modelo
MODEL=1, NTYPE=1 un disco circular (esfuerzo plano)
MODEL=1, NTYPE>1 un disco circular (deformacion plana)

MODEL=2, NTYPE=0 un problema de viga Timoshenko etc.

indicador para andlisis transitorio

ITEM=0, solucién de estado estable

ITEM=1, analisis transitorio de ecuaciones parabolicas
ITEM=2, analisis transitorio de ecuaciones hiperbolicas
ITEM=3, andlisis de Eigenvalores

tipo de elemento finito

IELEM=0, elemento finito de Hermite ctibico
IELEM=1, elemento finito lineal de Lagrange
IELEM=2, elemento finito cuadrético de Lagrange
nimero de ¢lementos en la malla

indicador de la continuidad de datos para el problema
ICONT=1, dato(AX,BX,CX,FX, y malla) es continua
ICONT=0, dato es elemento dependiente

indicador para im;ﬁrimir las matrices (elemento/global)
NPRNT=0, no imprime las matrices elemento o global
NPRNT=1, imprime la matriz de coeficientes del elemento 1

NPRNT=2, las matrices del elemento 1 y global

134



NPRNT=>2, no imprime matrices del elemento y global

D(X)

AX0

AX1

BXO0

BX1

GX0

CX1

 FXO0
CFX1

FX2

NSPV

ISPV(L,1)

ISPV(1,2)

VSPV(I)

NSSV
ISSV(L,1)
ISSV(1,2)
VSSV()
NNBC

arreglo de las longitudes de los elementos
término constante del coeficiente AX
término lineal del coeficiente AX
término constante del coeficiente BX
término lineal del coeficiente BX
término constante del coeficiente CX
término lineal del coeficiente CX
término constante del coeficiente FX
término Jineal del coeficiente FX
término cuadratico del coeficiente FX
numero de grados dc libertad primaria especificado
nimero de nodo en la cual PV es especificado
grado de libertad primaria local especificado en el nodo
valor de la variable primaria especificada (PV)
namero de variables secundarias especificadas (no cero)
numero de nodo en la cual la SV es especificada
grado de libertad secundario local especificado en el nodo
valor de la variable secundana especificado (SV)

nimero de las condiciones de frontera de newton (mixta)

"INBC(I,1) ntimero de nodo en la cual las condiciones de frontera mixta es especificado
INBC(1,2) grado de libertad local de las PV y SV en el nodo

VNBC(l)
UREF(I)
CTO
CTI

valor de los coeficientes de Ja PV en las condiciones de frontera
referencia del valor de la PV

parte constante de CT= CT0+CT1*X

parte lineal de CT=CT(+CT1*X
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DESCRIPCION DE LAS VARIABLES DE ENTRADA DEL PROGRAMA FEM2DV4

ITYPE

IGRAD
ITEM

IELTYP

NPE

MESH

NPRNT

tipo de problema

[TYPE=0, problemas de una sola variable

ITYPE=1, problemas de flujo viscoso incompresible
ITYPE=2, problemas de elasticidad plana etc.

indicador para calcular el gradiente de la solucién
indicador para andlisis dindamico

ITEM=0 analisis estatico

ITEM>0 es requerido eigenvalores o analisis transitorio
ITEM=1 ecuacidn parabdlica es analizada

ITEM=2 ecuacioén hiperbdlica es analizada

tipo de elemento usado en el analisis

IELTYP=0, elementos triangulares

IELTYP>0, elementos cuadrilateros

nodos por elemento

NPE=3, triangulo lineal

NPE=4, cuadrilatero lineal

NPE=6, trangulo cuadratico

NPE=8 o 9, cuadrilatero cuadratico

indicador para generacién de malla por el programa
MESH=0, Ia malla no es generada por el programa
MESH=1, la malla es generada por el programa para dominio rectangular
MESH>1 , la malla es generada por el programa para dominto general
indicador para la impresién de ciertas salidas

NPRNT= 0, no imprime arreglo NOD, matrices elemento, o matrices
Globales |

NPRNT= |, imprime arreglo NOD y las matrices elemento



NPRNT=2, imprime arreglo NOD y matrices ensambladas
NPRNT>2, combinacién de NPRNT=1 y NPRNT=2

NEM
NNM
NOD(L1)
NRECL

. NODI

NODL

"NODINC
X1

v2

XL

YL
RATIO

NRECEL
NEL1
NELL
IELINC
NODINC
NPE
NODE(I)
NX

NY

X0

DX(I)

YO

DY()
NSPV

nimero de elementos en la malla

nimmero de nodos en la malla
conectividad para los n elementos-
numero de lineas registradasen la malla
numero del primer nodo global del segmento de linea
numero del ultimo nodo global del segmento lineal
incremento de nodo en la linea
la coordenada global x de NODI1
la coordenada global y de NOD1
la coordenada global x de NODL
la coordenada global y de NODL

la razon de la longitud del primer elemento a la longitud el ultimo

Elemento
niumero de renglones de elementos en la malla
numero del primer elemento del renglon

numero del altimo elemento del renglén
incremento de numero elemento en el renglén
incremento de numero de nodo global en ¢l renglén
nimero de nodos en cada elemento

conectividad de arreglo del primer elemento en el renglén

numero de ¢lementos en la direccién X

numero de elementos en la direccion Y

la coordenada x del nodo 1 global

la dimension X del elemento 1

la coordenada y del nodo global 1

la dimensién Y del elemento I

el numero de variables primaria especificada
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ISPV(LT)
VSPV
NSSV

ISSV(LJ))

+ VSSV(I)

138

numero de nodo y nimero del grado de libertad local de la I variable
Primaria especificada

valor especificado de la [ variable primaria

numero de variables secundarias especificadas (no cero)

numero de nodo y nimero de grado de libertad de la variable secundaria 1
Especificada -

valor especificado de la I vaniable secundaria

Al0, A1X,Al1Y coeficientes de la ecuacion diferencial all =A10+A1IX*X+ALlY*Y

A20,A2X,A2Y coeficientes de la ecuacidon diferencial a22 =A20+A2X*X+A2Y*Y

A00
ICONV
IBN(I)
BETA(l)
TINF(I)
INOD(LJ)
FO,FX,FY
C0,CX.CY

NIEGN

coeficiente de la ecuacién diferencial

indicador para condiciones de frontera con conveccién
numero de elemento I con conveccidon

coeficiente de pelicula para conveccién en el I elemento

temperatura ambiente del I elemento

numero de nodo local del lado con conveccidn

coeficientes para definir el término fuente f=FO+FX*x+FY*y

coeficientes definiendo las partes temporales de las ecuaciones

Diferenciales CT= CO+CX*x+CY*x

indicador para analisis de eigenvalores

NEIGN= 0 analisis estatico o transitorio

NEIGN>1 analisis de eigenvalores
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