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RESUMEN

TECNICAS DE CONTROL PARA ROBOTS MANIPULADORES CON
FLEXIBILIDAD EN LA ARTICULACION

Publicacion No.

José Guadalupe Alvarez Leal. Dr. en Ingenieria Eléctrica

Universidad Auténoma de Nuevo Leén

Profesor Asesor: Dr. Jesiis De Leén Morales

En esta tesis se presentan algoritmos de control para el seguimiento de la travectoria
de un robot manipulador de un simple eslabén. el cual tiene flexibilidad en la articulacién.
Estos algoritmos se basan en la utilizacion de observadores de estado para estimar las
variables no nedibles de las estructuras mecdnicas. Ademas. se hace un estudio de la
estabilidad en lazo cerrado del sistema. el cual estad constituido por el sistema a controlar
v el observador.

Los métodos desarrollados permiten obtener un adecuado desempenio en el seguiniento
de la trayvectoria del robot flexible en sut tarca a realizar. Considerando que por razones
ifsicas o ccondimicas no es posible disponer de la medicion completa del vector de estado.
se propone observadores de estado que nos permitan estimar la parte del vector de es-
tado no medible. de tal manera que se pueda utilizar esta informacién para el control del

sistema.

También se presenta en este trabajo de tesis un estudio comparativo de las distintos
algoritmos de control propuestos, presentando resultados en simulacién a un modelo de
un robot con articulacién flexible. Sin embargo estas técnicas se puden utilizar para otras

aplicaciones industriales tales como generadores sincronos o procesos quimicos.

Una comparacion en simulacién de las técnicas de control desarrolladas. ante la presen-

cia de perturbaciones o ruido. fue implementada para determinar la robustez del sistema.
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{ Matriz identidad de orden nzwn
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|| All Norma de la matriz A
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Capitulo 1

Introduccién

1.0.1 Automatizacion Industrial

En la actualidad la mdustria manufacturera. v en particular la industria relacionada con
la metal-mecanica. se encuentra ante la necesidad de adaptar los procesos de produccion
en funcion de la demanda. v debe satisfacer los critenos de calidad. que e pernutan ser
mds competitiva v imantenerse en el mercado.

En estos procesos de manufactura se ha destacado un gran interés por el uso de ro-
bots. Esto es debido a gue son capaces de desempenar una gran variedad de funciones de
manufactura. pucden rrabajar en anibientes hostiles para el hombre V' presentan una ven-
taja que 1o tienen las mdquias especializadas: son multifuncionales v reprogramables.
Una consecuencia el uso de los robots. es que se ha obtenido reduccién en los costos de
produccién v de materias primas. ademds. el tiempo para llevar a cabo las tareas que
ejecuta el brazo robot manipulador se ha minimizado de manera importante.

De acuerdo con la asociacién mmndial de robdtica, un robot industrial es un manip-
ulador repragramable multifuncional disefiado para mover materiales, partes. herramen-
tas, o dispositivos especiales. a través de movimientos programados para el desempeno de
una variedad de tarcas. Un robot de estas caracteristicas, se dice que posee " inteligen-

cia 7 si asociamos a los algoritmos de control computacionales uno o varios sistemas de



medicién y/o visién.

Tipicamente. un robot industrial consiste de varios eslabones rigidos conectados en
serie por articulaciones. las cuales pueden ser revoluras y/o prisméticas. Ademas. el ro-
bot posee un elemenro importante conocido como el efector final o herramienta. la cuali
es determinante. dado que permite definir la tarea que puede desarrollar. por ejemplo.
manipular objetos con propositos de ensamble, soldar. pintar. o bien algunas otras tar-
eas que se le asignan al manipulador. Por otro lado. en el otro extremo de la cadena
cinemdtica. se encuentra una base fija sujeta al piso. tal como se muestra en la siguiente

figura:

Herramienta

Figura No. 1.1 Robot imdustrial
1.0.2 Robots flexibles

La presencia de Hexibilidad en los brazos robots manipuladores es muy eomun en muchos
de los robots indnstriales. Esta flexibilidad se presenta cuando se utilizan elementos
para la transnusion del movinuento. tales como los mnpulsores armonicos. bandas de
transmision. o bien en el caso de grandes flechas de transmision. donde un desplazamiento
dindmico es introducido entre la posicién de los actuadores y la posicién de los eslabones.

Muchas veces. esta pequeila deflexion intrinseca es la causa de muchos problemas.
especialmente cuando se desea controlar con mucha precisién el seguimiento de la trayec-
toria. o bien cuando se quiere tener una alta sensibilidad para fuerzas cartesianas en

alguna tarea especifica a efectuar por el brazo manipulador. Como es de observarse en el



movimiento de los brazos robots. existe una pequeiia vibracién la cual no podemos de-
spreciar. Estas vibraciones son de pequeiia magnitud y de una frecuencia relativamente

alta, las cuales permanecen dentro de cierto ancho de banda de interés para el control.

1.0.3 Robots con flexibilidad en las articulaciones

En el modelado de brazos robots manipuladores. la deformacién puede ser caracterizada
como sl ésta estuviera concentrada en las articulaciones del robor. E‘Zs_ta es la principal
caracteristica que se reconoce, la cual repercute en la derivacién del modelo v la sintesis
del control.

Sin embargo. existe nna diferencia con respecto aquellos brazos robots con eslabones
largos y ligeros. ¢ los que la flexibilidad involucra cuerpos de grandes masas sometidos
a deformaciones distribuidas sobre largos seamentos. en tal caso la flexibilidad no puede
ser considerada cowo ~i Osta estuviera concentrada en las articulaciones. sino gue mas
bien la flexibilidlad debera ser considerada en los esiabones.

Por otro lado. suponer que los robots tiene rigidez perfecra es una hipotesis que difi-
cilmente se puede cumpliv. S embargo. lo mds Importanre s ¢omo obtener un modelc
matendtico que incluva toda clase de Hexibilidades. con el fin de evaluar cuantitivamente
sue efectos relativos.

Cuando se hace nna eomparacion entre los robors flexibles en las articulaciones v
los robots con eslabunes risidos. se observa que el madelo dindmico requiere dos veces
el miniero de coordenadas generalizadas para poder caracterizar completamente ia con-
figuracién de todos los cuerpos rigidos que lo conforman. tales como los motores v los
eslabones. Es de olservarse también que actualmente las deformaciones de las articu-
laciones son bastante pequernias. v las fuerzas eldsticas estan tipicamente limitadas a el
dominio de la linealidad.

En el caso de brazos robots con articulaciones eldsticas. el nimero de entradas de
control no es ignal al mimero de grados de libertad del robot. Por consecuencia. las

tareas de control son mas dificiles de ejecutar que las disenadas para el caso de los robots



rigidos. Ademas. en los brazos robots con flexibilidad en las articulaciones. se observa
que para la implementacion de una ley de control. se requiere de dos veces el numero de
sensores, asi como de la medicién de variables que se encuentran antes y despues de la
deformacion.

El objetivo principal del diseno de controladores para robots flexibles en lz articu-
lacién es manejar apropiadamente las vibraciones producidas por la elasticidad en las
articulaciones, y asi efectuar un posicionamiento rapido y un seguimiento preciso de la

herramienta del robor. En este trabajo se supone que se tiene rigidez en el eslabon.

1.0.4 Aportaciones de La Investigacion

En el presente trabajo se presentan varias téenicas de control para el sequimiento de la
trayectoria de rohots munipuladores con flexibilidad en la articulacion. Las aportaciones
principales se encnentran en los capitulos 3. 4.5 v 6 de la tesis. v en cada uno de estos
capitulos se presenran los resulrados obtenidos para cada una de las tecnicas de control

propuestas.

1.0.5 Organizacién del trabajo de tesis

El trabajo de resis estd oreamzado como sigue: En el Capftulo 2. se presenta el mod-
elo matemadtico de un brazo robot con flexibilidad en la articuiacion. v se enuncian ias
principales hipotesis (e se consideran para la obtencion del modelo de ios robots con
flexabilidad en la articulacion. asf como también se presenta el modelo del brazo robot de
un simple eslabdu con articulacién rotatoria flexible que sera considerado a lo largo de
este trabajo. v que pernitird el disetio de los distintos algoritmos de control propuestos
en este trabajo.

Basado en técnicas de la geometria diferencial se propone. en el Capitulo 3. un contro-
lador basado en un observador para una clase de sistemas no-lineales que son linealizables
por retroalimentacion de estado. Ademas. un observador de alta ganancia es disenado

para estimar el estado no medible de esta clase de sistemas. Un anéalisis de estabilidad del

4



sistema en lazo cerrado es presentado. Resultados en simulacién son mostrados cuando
este esquema de control se aplica al modelo del robot.

En el Capitulo 4, se disefia un controlador considerando el método algebrdico difer-
encial para resolver los problemas de estabilizacién y seguimiento de salida de sistemas
no-lineales, utilizando para ello. la estrategia de linealizacion exacta de la dindmica det
error de seguimiento. en esta técnica se propone un observador de alta ganancia para
estimar el error de seguimiento. Finalmente. se presentan los resultados de simulacién
de este esquema de control.

Mediante la teorfa basada en perturbaciones singulares. en el Capitulo 3. se presenta
un controlador basado en un observador para una clase de sistemas no-lineales singular-
mente perturbados. Bajo este esquema se dan las condiciones suficientes para garantizar
la cstabilidad del sistema en lazo cerrado. Resultados son presentados para mostrar el
desempeno de esta técuica de control.

En el Capitulo 6. se presenta un estudio comparativo de las técuicas de control prop-
uestas. donde experimentos sobre la robustez de estas téenicas es efectuado. tomando en
consideracion la presencia de perturbaciones o ruido en el sistema. 3 la introduccién de
varlaciones en los pardimetros del robot

Finalmente. en el Capitulo 7 se dan las conclusiones generales v recomendacioties para
trabajos futuros.

En el presente trabajo de investigacion. se presenta ademds un apéndice. en el cual
se dan algunos conceptos v definiciones necesarias para la comprensién de esta tesis. eni-
pezando con algunas definiciones sobre la teoria de la observacion de sistemas no-lineales
en tiempo continuo. algunos resultados sobre observadores y su sintesis. definiciones v
resultados titiles sobre estabilidad v estabilizacién de sistemas de control. Finalmente
se anexan algunos resultados presentados en este trabajo de investigacién. que fuerén

aceptados v presentados en Congresos Internacionales.



Capitulo 2

Modelo matematico del robot con

flexibilidad en la articulacién

2.0.6 Manipuladores con Articulaciones Eldsticas

En este capitulo se considera la modelacion de robots con elasticidad en las articulacionoes.
Como se menciond en la introduccién. la presencia de fexibilidad en las articulaciones
de los 10bots. son problemas muy comunes en muchos de lo robots industriales.

Para la modelacion de robots flexibles en la articulacién. deben tomarse en enenta
algunas hipétesis generales acerca de su estructura mecdunica. las euales se enuncia cono
slgue:

Hipétesis

1.- Las deformaciones eldsticas deben de ser pequeiias. de tal manera que sus efectos
son conocidos. ya que de no ser asi tendriamos modelos demasiado complejos. que no son
tratables por el diseno del control.

2.- Para la modelizacién del efecto de la flexibilidad en la articulacién. se considera
este como si fuera un resorte torsional. tal como se muestra en la Figura 2.1

3.- Los rotores de los actuadores son modelados como si estos fueran cuerpos uniformes

cuyo centro de masas estd sobre el eje de rotacion.



Elemento

Eslabdn Rotor del

motor

Figura No.2.1 Articulacién flexible

Es importante hacer notar que la suposicién de la simetria geométrica de los rotores.
implica que tanto la matriz de inercia como cl término graviratorio en el modelo dingmico
son independientes de la posicion interna de los motores.

En base a la formulacion Lagrangiana. un conjunto de coordenadas generalizacdas
tiene que ser utilizada para caracterizay de manera dnica la configuracion del sistema.
Dado que el brazo robot esta compuesto por 2n cnerpos rigidos ( los eslabones v los
actunadlores de la estructura del brazo robot). entonces serdn necesarias 2n coordenadas.
Sea q; ¢l vector (n x 1) de posicién de los eslabones v g, el vector n x 1 que representa
las posiciones del actuador normalmente refiejado a traves de la relacién de engranes.
De acuerdo con esta seleccion. la diferencia g, — g1, representard la deformacién de la
i-¢sima articulacion. Por otro lado. la cinemdtica directa de todo el eslabon (v tambion
de cada extremo del eslabon) deberd ser una funcién iinicamente de las variables del
eslabon ¢q.

Ahora. definiendo la energia cinética del robot la cual esta dada por:

¢ Hig)q (2.1)

donde q = (g,.92) € R* y H(g) representa la matriz de inercia de (2n x 2n). la cual es

simétrica y definida positiva para toda g. Ademas. para articulaciones rotatorias todos



los elementos de H(g) son acotados. De acuerdo a las suposiciones anteriores. H(q) tiene

la siguiente estructura interna:

Hi(q) Halq)

H({q)
H](q) H

Il
]

(V]
=

En la ecuacién anterior todos las subniatrices son matrices de dimension (nx n).
donde H; contiene todas las propiedades inerciales. H, toma en consideracién los
acoplamientos inerciales entre los giros de los actuadores v los eslabones previos. mientras
que Hj es una matriz diagoual constante que depende de las inercias de los rotores de
los motores v de la relacion de engranes.

La cuergia potencial esti dada como la suma de dos términos. los términos gravita-
torios de los actuadores v los de los eslabones.

Suponiendo que las masas de los rotores son simétricas. la energia potencial L,. csta

oxpresada por

Ly =Uyln) =L (2.3)

El segundo término de la ecuacion anterior se refiere a la clasticidad de la articulacion.

la cual puede ser escrita como:

1|

Ue=slq - q2) Klq — ) (2.4)

donde I = diag {ky. .. .. ku}. ke, > 0.k, representa la constante eldstica de la articulacion

i. Definiendo aliora la matriz



la energia eldstica (2.5) puede ser reescrita como
= 1 ¢
(Je = aq I{Eq (26)

Por otra parte. las ecuaciones dindmicas del movimiento del robot se obtienen a partir

de
d (0L aL
— _— = — = =1, . ... 2 2--
dt(OQ:) dg; u, =1 ! =9

donde L(q.9) = K{(q.9) — L'(¢.9) es la funcién Lagrangiana v u, representa la fuerza
generalizada que desempena un trabajo sobre la coordenadas q,. Puesto que tnicamente
las covrdenadas del motor ¢ son actuadas directamente. se pueden representar tocas las

fuerzas en el lado derecho de la ecuacién (2.7) por
T AT 5
v=[0...0 u;...u,]" €R* (2.5)

En forma explicita la ecnacion (2.7) da Ingar a 2» ecuaciones diferenciales de segunido
orden de la forma

Higp) 1 —Clg.0) 1 +Keg+ gln) = u (2.9)

en la cual Jos términos de Coriolis v centrifugos son

T
Clq.9) 9= H(p) ¢ —_% [a% (r'zr H{q) q)] (2.10)

v el vector de gravedad es

LA e

g(q1) = (2.11)

con

Los términos de friccidn viscosa actyian en el eslabén v en el motor. Estos se encuen-
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tran a los lados de las articulacion eldstica y pueden ser fdcilmente incluidos en el modelo

dindmico.

2.0.7 Propiedades del modelo

Al considerar el modelo general (2.9). las siguientes propiedades pueden ser derivadas.
algunas de ellas se encuentran también presentes en el caso del modelo del robot rigido.
1.-Los elementos de C(q.9) pueden siempre definirse. de tal forma que la matriz 4

—2C resulte anti-simétrica. En particular. tal seleccién es proporcionada por los simbolos

. 1|0H, & [0H. ©OH,\ .
Cylg. 8] == L g ( - ’)q .
J(l ) 5 ! aq g aq] Oq, 13 (

para i.j=1.....2n. donde g, denota cl i-esimo elemento del vector ¢.

de Christoffel

3%
—
5%
—

2.-S1 C(q. ) esta definicla como en (2.12). entonces esta puede ser descompuesta como

Clg.9) =Cylqi- Y+ Ca(q. ) (2.13)
con
Calg. 1) 0
Calgr. 92) = g te) (2.11)
0 0

Ceiln.9) Cralgr @)

Cplqr.4,) = o (2.15)
Cpslqr. ) 0
donde los elementos de las matrices (n x n) C4,.Cpy.Cpa v Ciy son
1 { OH) 0H!
L 1 1) = = 2 - £ ¢ 2
.(91- 72) 3 (&lu 5q1..) 2 (2.16)
. 1 |90H,,, . OH: aH]
Cpriiq1.4) = - A [ it 217
BLiy(q1. %)) 5 [ o (aqu 3@1.:‘) 91] (2.17)
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CBQ.:j(Ql-ql) =

CBS.:j(Ql-ql) =

6] —

| =

" HTy
[ag;"’ q, +3(aq2) ql] (2.18)
1 1.1
— Thr )
[aHQ"‘ 4 +6(H2) qlJ (2.19)
aQI afh.r

con A’ denotando la i-ésima fila de una

matriz A . Estas expresiones resultan a partir

de dependencia de la matriz de inercia (2.2) v de la propiedad niinero 1.

3.- La matriz H;(q;) tiene la siguiente estructura triangular

/ 0 HllQ(Ql.l) Hynlgiioqs) - Hainlgia. .o 91.»—1) \
0 0 Hj 2(q12) Haop{qro..... Gin-1)
0 0 0 Hﬂ.n—lﬁ(ql.n—l)

\ 0 0 0 0 )

Los clementos de la matriz H; pueden ser obtenidos mediante la siguiente expresion

T

by = 2.20)
‘9 Ty O 9y :

donde la energia cinética T representa la suma de la energfa cinética de cada eslabon
incluyendo la del estator del motor sucesivo v la de cada rotor de los motores. Eu virtud
de que la energfa cinética es una forma cuadrédtica de ¢. v tomando en cuenta la seleccion
de variables mencionadas anteriormente. las contribuciones de H. se deben solamente a
la parte de la energia cinética correspondiente a los rotores. de tal manera que para el

1-esimo rotor esta energia viene dada por

1 1
Tr.z — 3’77r.r7‘{1"2-1 & au‘lgjlrjw?.r (9.91)

donde 5, ¥ w3, son la velocidad lineal absoluta y la velocidad angular del rotor. respec-
tivamente. expresadas en un marco de referencia colocado en el correspondiente estator.

Por otro lado. m,, e I, representan la masa v el tensor de inercia del rotor. Dado que el
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centro de masas del rotor permanece en el eje de rotacidn. solamente el segundo término
del lado derecho de la ecuacién anterior contribuye a Ha;;. La velocidad angular ws,

puede ser calculada para articulaciones rotacionales por la siguiente férmula recursiva:

we, = R, [U-'].i—: + by, q?.f]

. (222}
w = Rya,) {wl.r—l + by, ‘?1.;]

en la cual w; es la velocidad absoluta angular del eslabon i en un marco de referencia
sujeto al propio eslabén. by, es el vector unitario asociado a el eje de la i-esima articu-
lacién. b;, es el vector unitario constante de la velocidad angular del rotor i relativo al
eslabon 7 — 1. R, es la matriz de transformacicn de (3 x 3) desde el marco del eslabén
7 — 1 al marco de refercncia del eslabon i. R,, es la matriz de transformacion de (3 x 3)
desde el marco del eslabén ¢ — 1 al marco de referencia del rotor ;.

4.- Existe una constante positiva a tal que

|

2.0.8 Modelos simplificados

dglq)
0‘11

’ <olla-@l. | Va.die B (2.23)

En muchos arreglos cinemdticos comunes. el bloque H. en la matriz de inercia del modelo
del robot con articulacion eldstica es constante. de tal manera que se pueden efectuar

simplificaciones en la modelacién. es decir
H; = constante = Cq) = Cpy = Cgz =0

esto significa que los términos de Coriolis ¥ centrifugo. los cuales son siempre independi-

entes de ga. resultan también ser independientes de ¢,. Como consecuencia de lo anterior.
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el modelo (2.9) puede ser reescrito de la forma

Hi(q) ¢ +H> 9 +C(q1.41) 9 +K (g1 — @) + q1(q1) =0

) ) (2.24)
H @ +Hy @ +K (g2 —q1) = u

donde C; = C.
En algunas estructuras cinemdticas especiales de robots se encuentra que H, =0
. v simplificaciones adicionales son inducidas. En consecuencia. no hay acoplamientos

inerciales entre el eslabén y las dindmicas del motor

Hilq) @ +Clq.91) 4 ~K (g1 — q2) + 91(q) = 0

, (2.25)
Hy B ~K(g2—q) = u

Para niodelos de robots generales con articulaciones eldsticas. un modelo reducido de
la forma anterior puede ser obtenido al despreciar algunas contribuciones en la energia
del sistema. En partienlar. H, puede ser ignal a ceros si la parte anaular de la encrgia

cinética de cada rotor se debe tinicamente a su propia rotacion. esto es wa, = R,,b>, @ ,.

0 bien
1 1 %)
T, o
Tr,? = 577’1'.012_;?;2,7 P 31111.1 o (226)
con el escalar positivo I, = b1 RT I, R, .bs,. Cuando la relacién de la reduccion de

clrgranes s muy grande. esta aproxiniacion es bastante razouable dado que el giro rédpido
de cada rotor domina en la velocidad angular de los eslabones previos de la cadena

cinemdtica.

2.0.9 Modelo del robot con articulacién flexible de un grado de

libertad

En esta tesis, se propondran distintas técnicas de control para tratar con los problemas
de estabilizacién y seguimiento de salida, de un robét de un simple eslabén y con artie-

ulacién revoluta flexible. tal estructura se encuentra formulada con el siguiente modelo
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matemadtico.

2.1 Modelo Matematico

En base a la formulacién Lagrangiana. el sistema dindmico que describe el compor-
tamiento de un robot de un simple eslabén con articulacién rotatoria flexible en un
movimiento planar sera derivada.

El sistema dindmico (X,) que describe el movimiento del robot ( ver Spong [31]) esta

dado por el siguiente modelo matemadtico

] f)m _"B qm "‘L'(‘lnr - q) =u -
N ' (2.27)
I'q+DB; 9 +mylsin(g) — k(¢n —¢g) =0

donde q denota la posicion angular del eslabon de longitud /2 v masa m . ¢,, dennta la
posicion artgular del rotor del motor. I representa la inercia del eslabon. J es la inercia
del motor. b es el coeficiente de rigidez de la articulavion Hexible. B es la friccion viscosa
del motor. By representa la friccion viscosa del exlabon. g es la aceleracion gravitacional:
v finalmente u es el vector de torques de los actuadores.

Elmmodelo representado por la ecuacién ( 2.27). no toma en cuenta el efecto de la iner-
cia del actuador alrededor de los tres ejes independientes. Sin embargo. se ha demostraco
en 311 que la ccuacion {2.27) representa e manera apropiada. dentro de un dominio de

funcionamiento. la dindmica del mauipulador.
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El esquema del modelo de robot descrito por (2.27) se ilustra en la Figura 2.2.

Motor Rotor .

-\wa
) =)=

a

4Ba§e\ Art. flexible

Eslabén

Figura No. 2.2 NModelo del robot manipulador
® . gn son las coordenadas generalizadas de posicidn

J =3.003 m?Kp.. B = 300.3 NmKg.. k = 100 Nrad/m

® ¢ = \I ;—‘ =107 a =7.13=10"2

mgl = 0.8 Kg m?*/sey?



Capitulo 3

Método Geométrico Diferencial

3.0.1 Introduccién

En estudios recientes sobre el problema de estabilidad para sistemas no lineales afines en
el control. v que estan basados en la geometria diferencial. son temas de intéres por parte
de los investigadores en la materia (ver par ejemplo [6].[11].[29]). Esta metodologia esta
basada en los elementos fundamentales de la geometria diferencial. la cual ha peritido
el andlisis de estabilidad v diseno de controladores mucho mas eficientes que los métodos
tradicionales de control cldsico. La diferencia fundamental entre las técnicas de control
clasico v las que se basan en inétodos de geometria diferencial. radica en el hecho que
permite obtener resultados mds poderosos. ademds de coadyuvar a comprender mejor los
fenduenos que antes eran despreciados o ue limitaban su aplicacion a solo pequerias
reglones de funcionamiento.

El objetivo del presente capitulo es presentar un algoritmo de control basado en
un observador para una clase de sistemas no lineales. los cuales son linealizables por
retroalimentacién de estado. Ademds. se propone un observador o sensor computacional.
el cual permite estimar las variables de estado. que por razones fisicas o econémicas. no
es posible medir.

En este capitulo se considera un observador para la clase de sistemas no lineales
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observable para toda entrada, es decir la propiedad de observabilidad del sistema no se

ve afectada por las entradas aplicadas al sistema [ver Teorema 0.13 Apéndice].
Mediante un cambio de coordenadas apropiado es posible. bajo ciertas condiciones

estructurales, transformar un sistema no lineal en otro sistema el cual es controlable v

que es linealizable por retroalimentacion de estado.

3.1 [Estabilizacién de una Clase de Sistemas No Lin-
cales

Consideremos la siguiente clase de sistemas no lineales con una entrada v una salida.

observables para cualquier entrada v con la siguiente estructura:

o= Adr+ B(r) + ¥(r)u

4= i £
donder c R"ue R.ye R v

3 il

0 ()
4 B= ¢ = c=(10..0)

0 0 1 )
-t e

00 .0 : g

Ademds. se asume que las funcioues = v ¢ son funciones globalmentes Lipshitz.

Un observador para esta clase de sistemas esta dado por

I A N ,.’\. —q T N
r=Ax +®(z)+ U(x)u—- S CT(C x ~y) (3.1)
donde Sy es una matriz simétrica definida positiva. solucién de la ecuacién de Lyapunov
6Se + ATSg + SpA=CTC (3.2)

- /\ -
para valores de # suficientemente grandes. donde z es el estimado del estado z.
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Los coeficientes de (Sp),; son dados por la siguiente expresién

G
(56)1_] = 91*)‘—[ =2 (33)
!
donde (Cg = (—n%) .que se obtiene a partir de la solucién de la ecuacién (3.2). es

una matriz simétrica definida positiva ( ver [6.8. 10]).

Como se puede observar el sistema se encuentra en la forma normal que se ha estable-
cido en [5]. También se puede senalar que si u est4 acotada. entonces la ecuacion (3.0)
es un observador exponencial para el sistema dado.

Esto es. si se define z =2 (t) — x(t). entonces la dindmica del ervor de estimacion esta
dada por

t= (A= 57'CTC) =+ (q»(.i) - @(.r)) + (qz(.'é) - w(.‘-)) u

s¢ puede demostrar que converge exponencialmente a cero cuando el tiempo tiende hacia

cl infinito (ver [8]). Mas precisanicute. Yu € L>(R™). existe k > 0 tal que ||2]] < ke~ 5.
Ademds v(r) # 0: Vr € R,
Un controlador que linealice y estabilize al sistema Ty, estd dado por
Y a;r, — Mx
ulr) ==L 270 T ) (3.4)

v(r)

doude los coeficientes a,, se seleccionan de modo que la matriz (A = BR) sea Hurwitz.
Observacién 1: Resultados mds generales. tanto para sistemas no lineales en forma
triangular. como para sisternas multivariables. existen y pueden ser considerados como

unn extension de estos (ver [10] para el caso de una simple salida. y en (1 7] para el caso

de multiples salidas).
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3.2 Analisis de Estabilidad en Lazo Cerrado

Se discutird enseguida el principio de separacién. el cual consiste en el estudio de la

estabilidad del siguiente sistema en lazo cerrado (ver Figura 3.1).

Entrada y — Salida y

—> Sistema
Brazo Robot

v

VL Estimado %
u

» Observador

A
u(X) Algoritmo

. de Control

Figura 3.1 Esquema de controel en lazo cerrado

In otras palabras. se considera el problema de la estabilidad del sistema aumentado.
consistente en el sistema controlado v el observador. cuando la retroalimentacién es una

funcion de] estado estimade. el cual es proporcionado por el observador.

Para resalver este problema. se considera el siguiente sistema aumentado

B 2= AT +D(x) + Y(2)u(e) — S7ICT(C v —y)
2P ST A LS (<[>(.i~) — (2 —;‘}) I (qr(}) ~ (2 _5)) by (1)

aplicando el control u de la ecuacion (3.3). v escribiendo en términos de la dindmica del

evvor v del estado estimado. obtenemos

2= (A—87'CTC) = + (<I>(33‘) - &(z —5)) =5 (‘I’(JAS) — W "E)) Y (I)
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donde

0 1 0
A=
0 0o ... 1
~ap —a ... —Qn_

A continuacion se presenta el resultado principal de este capitulo. v el cual se expresa en

el siguiente

Teorema 1. Sea u(x) la retroalimentacion de estado dada por (3.3). Asumiendo que

sup lu(z}ll < =¢ . Entonces. el sistcma () es global y asintéticamente estable,
relRn

Prueba del Teorema 1.

Cousidere 1 (£, 2) = 13(s) ~ ‘l'__u(.'i'].como una funcion candidata de Lyapunov. donde
Vigs) =TS 17_,(3‘) = tTPi. siendo P una watriz simétrica definida positiva tal gue
‘:11‘ P+P :1= —1. donde I es Ia matriz identidad v ,lela trauspuesta de la matriz tl .

Ahora se demostrard que el sistema (37) es globalmente estable.

1) Primero. derivando 17 (=) con respecto al tiempo la funcién a lo largo de las trayece-

torias de z . so tienc

d o .
E (‘ 1(5)) = E (:’TSQ:') = QETSG £

L SRS IO £ 92T (cb(i‘-) — d(x —:-)) +2:TS, (q:(.‘?) — U2 -:—)) u (1)
= ~07 Spz — (C2) + 25750 ((d) - B —2)) + 2475, (06d) - w2 ~5)) u (,)

1
Denotando por |[flg, la norma (27Spz)? v utilizando la desigualdad de Schwarz. se

obtiene:;

d 2 <o) A 2
o ((Hste)') < =0 (llzlls,) 21 =, () — U(2 —2)

o(r) — (% —s)”sp+2 lzlis,

()
&

Ted

donde

(rp =sup [lu(2)]] ).
r¢R"
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Ahora. aprovechando la forma particular de S5.®. ¥ v el hecho de que & v ¥ son glob-

almente Lipschitz. se obtiene:

(HOELIEES] EP¥

|z

lsa -

para algunas constantes A, y A; las ciales no dependen de 6. > 1. Entonces.

d 0
—Mells, £ —51lzllg, = Auliz |, = Az llz]lg, 7o
dt 2

g
Seleceionando 8 tal que I AL = Aorg =~y > 0. Resulta que

d
=l < =% liel 4,

v oen consecuencia

Izl g, S e7*']|=(0)

Su

(i1) Ahora. derivando la funcion V(&) a lo larso de las travecrorias del sistema. resulta

(e
d d [T _ A AT 4
= gl =2 =9
dt (‘_(1)) Lt Fe z b
AT TAT ’ AT A
=1 -4 Pxr-2x PS;'CTC:=-21r-92% PSSO

A A

AT T
£=ar Pr-2r PS;'C'Cs=-alh-22z PS;!CTC:

para algunas constantes a > 0.
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Utilizando la desigualdad de Schwarz se obtiene

1
dg 5) £ —aVa +2p4 2 ||¢,, 2 -
1 1
24 1 f;) < —alf +2pp s,
a
Seleccionando € tal que =, > 5 se completa y finaliza la prueba. B

Se ha demostrado la estabilidad del sistema en lazo cerrado para la clase de sistemas
considerada, en cl caso donde la entrada u estd acotada v donde las funciones 2 v © son
funciones globalmente Lipschitz.

Cuando la entrada u no este acotada. entonces se tiene

Corolaria 1. Asumiendo que v es una constante diferente de cero y o globalmente

Lipschitz. Entonces. (3.} es global y asintéticamente estable.

Note que para la prueba del Teorema 1. ¢l acotamiento de u(x) tiene que ser nsado en
¢l término (\Il(.r) - P(r —5)) u (1) . ol cual desaparece. v por lo tanto, ¢l sistema (>0)

toma la forma siguiente

r=4r —S;1CTCs.
= (4 - 5,7CTC) £ + () — Dz —2).

o o . ey . N
Observacion 2 : El coutrol u. dado en la ecuacién (3.3) . estabiliza el sistema en = ()
Dado que el sistema considerado es completamente linealizable por retroalimentacion
de estado. entonces se puede disenar una ley de control que siga una senal de referencia

Yres de salida dada ( ver [8]). Esta ley de control esta dada por:

u(xr) = %&:) —U(r) (") Z a,_1 ( y(l—l))

Bajo hipétesis similares de acotamiento. como antes. el principio de separacién se

preserva también para el control de seguimiento de yx.
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3.3 Aplicacién al modelo matematico del robot con
articulacién flexible

La técnica mediante este enfoque geométrico diferencial se aplica al easo de un robot
de un simple eslabén el cual tiene flexibilidad en la articulacién. v para tal propdsito se
considera el siguiente modelo matematico descrito por las siguientes ecuaciones dindmicas
(5. J G +B @ +k{gm —q) = u
M 19 +B, 9 +mglsin(q) — k(gn —q) =0

donde ¢ representa la posicion angular del eslabén de longitud /2. v masa m . Gm la
posicion angular del rotor del motor. I representa la inercia del eslabén. J es la inercia
del motor. I es el coeficiente de rigidez de la articulacion flexible. B es la friccion viscosa
del motor. By representa el friccion viscosa del eslabon. g es la aceleracion gravitacional:
v finalmente. u es el vector de torques del actuador.

Partiendo de las expresiones que describen al sistema (3,,). se clefine el siguiente
cambio de coordenadas :

L1 = ¢ la posicion angular del rotor del motor

L2 =4, la velocidad angular del notor

vy = k(g = q.) representa la fuerza eldstica

My =2 ”—'3"—' es la variacion de la veloeidad elastica.

Entonces. se obitienc el siguiente modelo dindmico del robot

Ty= 1

1y={—Bizs — mglsin(z,) + k(zz — z,)} /I
(By) 18 3= 24

Ty={—Bury— k(xg ~ )+ u}/J

=
\y !
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. . =2 1 .
siendo por nosotros definida la constante 3° = s la cual no deberd confundirse con la

constante empleada en la técnica de perturbaciones singulares ( ver Capitulo 3).
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Ahora , efectuando un cambio de variable de la forma ¢ = ® (). se obiene

1 = I
Sa = Iy=Ljz

S3 = —{Bjxs~mglsin(z,) — k(zs — )} /I = ng_l.l

4 = - {Bl Ty +mgl(T) cos(z;) — k(Es — .I-l)} /I = L3

Puede ser facilinente verificado que la matriz Jacobiana de ® (.r) con respecto a <. es
invertible para toda ¢ € R*.
Entonces. el sistema (X,,) se transforma en el siguiente sistema no lineal linealizable

por retroalimentacion. el cual estd dado por

S1L e s2
‘:.’ = <3
53 =S
S = al$) = 3K

donde

0(s) = =17 B{—=I7'B (R}) = mgleycos(z,) + hlay — 22) )+

+I7 mglaisin(zy) — I7?mglR cos(zy) — I7VR {17 R, + !By + k(23 — 1)}
v

I(g) = I""J71

con

Ry = =Bixy — mglsin(ay) + k(a3 — 21)



Construyendo un observador de alta ganancia para el sistema anterior. se tiene el

siguiente sistema ( ver [18] )

21 = 22 —49(23 -y)
/C\z = 23 —692(21 ~y)
G = G4 =36°(% —p)
s = al)+ 3 - 6% —m)

Con el observador de estado anterior se puede obtener la estimacion de las variables

o 1edibles. Entonces. la expresion del control aplicado es de la forma:

1 —als) —ay [y — Yreg) — ay (-l‘-_v— an)
ll =5 N L1 LL X )
3(<) —Ay (J'?,_ -.(/rcj) — iy ("._’_ L r(f)

seleccionando los polos . se obtienen los signientes valores para las @,.. a; = 256,04, =

2:)6.(73 =96 g\ = 96'\ ay = 16

3.3.1 Resultados de Simulacion

En esta seceion. se presenta los resultados en simulacién de un algorito de control
basado en un observador.

Para llevar a cabo esta aplicacion. se consideraron los siguientes valores de las condi-
ciones iniciales.

Las condiciones iniciales para el sistema fueron seleccionadas como: z2i(0) = 0.5.&:(0) =
0.5.23(0) = 0. z4(0) = 0.5. Para el observador. las condiciones arbitrarias < (0) = 0.02.
22 (0) = 0.01. 23 (0) = 0.002. <4 (0) = 0.003. El pardmetro de sintonizacién del observador
fue seleccionado como 6 = 3.

La senal de referencia para la travectoria deseada yr(t) en la posicion del motor. se
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establecié como: yg(t) = si.n(t).

Se puede apreciar en la Figura (3.2) que para el controlador propuesto basado en
el observador. el estado z; sigue a la travectoria de referencia yr(t) con un excelente
desempeno, a partir de 6 segundos. mientras que en la Figura (3.3) se muestra la conver-
gencia del estado x5 hacia d(yg(t))/dt. En la Figura (3.4). se ilustra el comportamiento
del controlador propuesto u. mientras que en las Figuras (3.3) v (3.6). se muestra las

variables de estado x; ¥ > con su respectivo estimado proporcionado por el observador.

| //\\\ //—\\

4 " i "

X — Tref /’ N /

Q= /

1 , / /

Wil o
=1 \_/",’: e 7

f/__/-

4 < 4 3 £ 14

Figuwra 3.2 El estado .r; v la senal de referencia Fref
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Figura 3.6 Estado z, y su estimado 1,

3.3.2 Conclusiones

En este capitulo, se propuso un controlador basado en un observador de alta ganancia
para una clase de sistemas no lineales. el cual es linealizable por retroalimentacién de

salida. Los resultados se aplicaron al modelo del robot flexible.
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Capitulo 4

Meétodo Algebraico Diferencial

4.1 Introduccién

Varias técnicas en el diseno de controladores han sido propuestas. desde diferentes per-
spectivas. para la estabilizacion de sistemas no-lineales. Recientemente. un nimero con-
siderable de trabajos han estudiado el problema del contrel de robots manipuladores con
flexibilidad en la articulacion. Este problema tiene uu interés tanto practico como téorico.
Porque. desde el punto de vista practico. se debe considerar el efecto de la elasticidad en
el robot para diseiiar las leves de control: v desde el punto de vista téorico. el nimero
de grados de libertad es dos veces el mimero de acciones de control. v las propiedades de
igualamiento entre las no-linealidades y las entradas se pierde (ver [6]. [29)).

En la literatura. se puede encontrar diferentes esquemas de control para sistemas no-
lineales. Muchos de estos esquemas utilizan controladores por retroaliment acion est#tica.
Su disefio estd basado en téenicas de control adaptivo. perturbaciones singulares. teoria
de control no-lineal. v esquemas de control de Lyapunov basados en la energfa. 0 mas
recientemente en esquemas basados en desacoplamiento. backstepping. o pasividad ( ver
[6]. [29]).

Por otro lado. un nimero considerable de investigadores han estudiado los problemas

de estabilidad y seguimiento de salida de sistemas dindmicos usando hasta hoy la més
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comin de las herramientas matematicas en la teorfa de control de sistemas no-lineales:
Geometrifa Diferencial. Sin embargo. si las no linealidades involucradas en el sistema
son todas polinomiales. entonces existen métodos del algebra diferencial que pueden ser
utilizados en su lugar. Ha sido mostrado por M. Fliess. que el algebra diferencial es una
herramienta natural para tratar con sistemas polinomiales.

En esta técnica de control tratamos los problemas de estabilidad ¥ seguimiento de
salida para sistemnas no-lineales. desde la estrategia de linealizacién del error por retroal-
imnentacién dindmica. Este enfoque estd basado en la forma candnica de observabilidad
generalizada (FCOG) v la forma canénica de controlabilidad generalizada (FCCG) de
Fliess. las cuales son faciles consecuencias del teorema del elemento priniitivo diferencial
( vervef. [15. 16. 28] ). Recordando que. desde ¢l comportamiento externo del sistema. la
forma (FCOG) de Fliess es una descripeién generalizada de los estados del sistema donde
cn general. las ecuaciones de estado dindmicas son dependientes del control. incluvendo
un ndmero finito de derivadas del control con respecto al tiempo.

El controlador que se propone en esta tesis es obtenido por medio de linealizacion
exacta de la dindmica del error de seguimiento. Este controlador es una funcion del
vector del ervor de seguimiento ¢l cual es. en general. parcialmente medible. por lo que
s necesaro estimarlo. Un observador de alta ganancia es utilizado para estimar ol ervor
de seguiniiento para implementar nuestro controlador. Finalmente. para garantizar la
ostabilidad del sistema en lazo cerrado. se presenta un anilisis de estabilidad.

Este capirulo esta organizado como sigue: La seccidn 4.2, introdnce algunas defini-
ciones v notaciones, Los problenas de estabilizacion v seguimiento de salida por medio
de un observador exponencial. utilizando el enfoque algebraico diferencial. son tratados
en la seccién 4.3. En la seccion 4.4, se introduce un modelo matemético. para describir
el comportamiento de un brazo manipulador con flexibilidad en la articulacién. En la
seccion 4.5 los resultados de las simulaciones usando nuestro esquema de control son

presentados .
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4.2 Formas canénicas de observabilidad y controla-
bilidad generalizadas.

Comenzamos esta técnica de control, introduciendo algunas definiciones y notaciones

ttiles en este capirulo ( ver bibliografia [13, 15, 16] ).

Definicidn 1: Una extensidn del campo diferencial L/K es dado por dos campos
vectoriales K y L. tales que : i) K es un subcampo de L: ii) la derivacién de K es la

restriccidn para I\ de la derivacion de L.

Definicidn 2: Sea « un escalar diferencial indeterminado y sea K un campo dxfer-

enctal. core dertvaciin denotada por di

Una dindmica G K {u} es definida como una extension finita algebrdica generada
diferencialmente del campo diferencial A (w). donde K (u) denota el campo-diferencray
generado por A" v los elenientos de un conjunto fimro v = (uy. ug. vt} de cantidages

diferenciales.

Definicion 3: Coasidere un subconjunto {u. y} de G en una dmdmica G/K 4 Un
elemento zg en G es llamado algebrarcamente observable con respecto a {u. y} sveste og
algebraico sobie Niu.y) . Esto significa que zo puede ser expresado como una fir, 4y,
algebraica de las componentes de {u.y} y un nimero finito de sus derivadas con respecto
al tiempo. Por esto. un estado 1™ es llamado algebraicamente observable s Y solo 51 este

es algebraicamente observable con respecto a {u,y}.
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Definicién 4: (e dindmica G/K{u) con variable de salida y en G es llamada

algebraicamente observable si y solo st cualquier estado (generalizado) también lo es.

De acuerdo a el teorema del elemento primitivo diferencial existe un elemento EetG

tal que G = K(u.é). El grado de trascendencia n de G/K(u) (ver [10.13.1?]). el cuai

es igual a la dimension del sistema. v es el entero mas pequeno §_ tal que ?Tf es K{u)-
algebraicamente dependiente en {é ; %‘:: ceee g';T__',E} la cual es una base trascendente de
G/K (u)( ver [13. 16. 17)).

Definiendo el siguiente cambio de variable de la forma €, = o < i< n. Es
claro que {,},_, e~ también una base trascendente de G /I (u) . A partir de aqui, una

generalizacion uo-lineal de la forma candnica del controlador es dada por

dt =f=
(x (4.-1;
QU {4.1;
&, ¢ du o du)
D(%cud . ) =0
) dE s - . . " - P | B
donde D ( Ll = o '(’ﬂ,") es un polinomio con coeficientes en /. Si uno puede

S oy / ) .
resolver localinente para 7 en la segunda ecuacion de {E4). uno obtiene un sistema
explicito de ecuaciones diferenciales de primer orden. conocido como la Forma Canonicu

de Controlabilidad Geueralizada (FCCQ).

Bsg 1<i<n—1

dt T Sai+1,
{Zrere) i ) "
W due | d'u
daty L (5 T 71 T der )

para 7 un entero estrictaniente positivo.

Ahora, sea y el escalar de salida y sea » el entero mas pequetio tal que % es alge-

braicamente dependiente en

dy  d7ly du  du
AP TE R e TR v
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es decir significa que:

d"y L( dy d""'y  du d"u)

a =~ et

Usando el siguiente cambio de variable 7, = ‘;‘—t’,’: para 1 <7 < n. entonces uno puede
escribir una representacion local del espacio de estado. la cial tiene la forma especial de

una Forma Canénica de observabilidad Generalizada (FCOG):

M=y, 1<i<n—1

.l dan, ! &
(Zcocr): § Gr =L, (nu .- 58)

y=1m

para v un entero positivo.

4.3 Un enfoque algebraico diferencial para estabi-
lizacién asintética y seguimiento de salida.

Considere el siguiente sistema no-lineal

x= f(F &)
(s ) 4 (4.2)
y = hlx. u)
donde 2 = (zy.-+-.x,) € R™. {uy..... un) € R™. y € R. f y h son asumidos cono

polinomios en sus argumentos. El sistema (4.1) se supone universalmente observable

(ver [13. 15]) con comportamiento externo deserito por ecuaciones de la forma

@y _ gy, Iy du du
dn e\ et T e

donde L, es un polinomio de sus argumentos.
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Definiendo localmente 1, = %’. 1 < 7 < n. nosotros obtenemos una forma explicita

del sisterna (4.1) de la manera siguiente:

M= i1 1<i<n—-1 (4.1)
' du d™u

= — s = s 5 —_— 4.2
T"l LO (r’ u dt dt") ( )

Ahora. sea yr(t)} una funcion de referencia de salida prescrita la cual es diferenciable
al menos n veces. El problema de seguimiento de salida asintético consiste en buscar un
controlador dindmico descrito por una ecuacién diferencial ordinaria escalar variante en
el tiempo. la cual es posiblemente implicita. v que ticne como salida:

a) La senal de referencia de salida yg(#). junto con un niimero finito de sns derivadas

con respecto al tiempo

v
b) Las coordenadas de estado 5, de el sistena.
El controlador es supuesto para producir una funcion escalar u. lo cual obliga a la
salida y para que tenga convergencia asintética a la senal de referencia yg(t) .
Definimos aliora una funcion de error de seguimiento de salida e(t) como la diferencia
entre y(t) v la senal yr(t) -

e(t) = y(t) — yr(t) (4.3)

Por definicién, 1, es igual a la {i — 1)-esima derivada de tiempo de y(t). esto es 73, = %'7?:
para 1 < ¢ < n.. Entonces. nosotros tenemos lo siguiente
de(t) dyrlt) .
= ————=: 1<i<n - :
ﬂ't' r’l-s—l dt; : >txn l (4 4)
de(t) dn, d"yr(t) du d*u d"yr(t)
= -_— =-Lo wolly == e, = *15
dtn . dt | dtr e dt» (4.5)



-1 : ; ; ; . :
Sea p(s) = " + Y iy a,s' un polinomio Hurwitz. Por disponer de una dindmica

auténoma lineal invariante en el tiempo para la funcién del error de seguimientao:

dre(t) = de(t)
- 1,
= +§a, = =0 (1.6)

se sigue que las ecuaciones (4.5) . (4.6) v (4.7) pueden ser reescritas como

dn,  d'ygr(t) | < dyr(t)\ _ =
dt an ;ai'l =g ) =0 t.1)
osto es
du d“u dys(t) < d'yr(t)
et Sx. <. = N gy gy - — 1.8
()’ " dt") dir ;a Gy dt i3

Observacién 1. La ccuacidn diferencial escalur variante en el tiempo (4.9) im-
plicitamente define u. lu cual da estabilizacién asintética hacia cero para el error de

sequrnicnto. de una manera enteramente prescrita por el diseno del conjunto de cocfi-

centes constantes {ag.ay.--+.a,_1}.
3 11 =1la(y %
Ahora definiendo e, = ‘d,.f(, L para 1 <1 < n . cono las componentes de un vector
de error © = Col (e. ey. - -+ . €,). nosotros obtenemos
de :
g Wity L (1.9)
dt
de, -
i) LS L0
=1
6 bién en forma compacta
de
== = Fe 4,11
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donde

: _ du d’u d"yr(t) i
—L, [ Up(t e 2 — i, B — =16 A2
(LR( )+eu = dt") g ;a 1€ (4.12)

con el vector de senales de referencia dado por

dU dn—l
vg(t) = Col (yR. (}fR.---. yR):

dzn—l
y
0 I 0
F =
=y —da; -+ —0Qp

El origen. ¢ = 0. es un punto de equilibrio para la dindmica del error e seguiniento
(1.10).(4.11). Nosotros asumimos cue u de (4.13) estd definida para todo tiempo. v esti
acotada para todas las funciones acotadas yg(t) las cuales también exhiben derivadas
acotadas. Note yue el controlador por retroalimentacion dindmica depende sobre el
vecetor de estado de la dindmica del ervor de seguimiento. la cual deberd ser estimacda por
medio de un-observador.

Ahora. escribiendo el sistema (4.10) como sigue:

de _
dt

£ dyn d"yr  du d“u
-+ W sty T W sl S e .
e el arm Ut v

donde los elementos de la matriz £ son dados por

1 sii=j—1
E:j=51.1—1= i
0 sii£j—-1
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0
. dnyR d‘/u
2 2 S  —= | =
v un dtn dtv .
u Uu dn
—Lg (L‘R(f)-i-e.u.%,....f(f{?) - t_;{r;i(fy

Euntonces. la estimacién del error de seguimiento e(t) = y(t) — ya(t) es dado por un

observador exponencial (Q) de la forma

dé - dy dn 1y du ¥
(O') v dar = = Eéx (L(t)'yﬁ'(_/f&"..' (""_IR_U T 1/?"‘)
—AFHCE) — e(t)]

dode N = deag (6. it N 6"). para algin ¢ > 0 v K = (K. Ko.. ... KN K es
seleccionado de tal forma que o (4 — NC) € R~ (detalles adicionales pueden encontrarse
en la bibliografia {17. 29]).

Sea

) ‘ du (“u " rm(f z
rr(ue-.’jﬁ(t)'e)z—Lo (LR(T)+G . E "‘.(“V) = dt” Tzar 1(?,——0

v, el control resultante basado en el observador desde o( u;. yg(t). é(t)) =0.
La dindmica de é(f) v ea(t) = é(t) — e(t). (el error de seguimiento estimado v el error

de observacion. respectivamente). son dados por:

= Ee(t) = 2 (C(t). yp YR TUR gy e L dg)

—\gK[Cé(t) — e1(t)]
&olll — (E — 2oIC) €o(t) + 6(eo(t). (1))

El sistema anterior puede reescribirse mediante un cambio de variable en el siguiente
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sistema.

(f ~ - A
T = Fe— 7'\ K 5

=N

donde

€= A;"eq. N'ENg =0E. CApg=6C. \;' = diay (6767

¥
(€, jm, LB, e DHA G, e "“"é)

6@(5(] é) — ¥ todt todtn t e gyt T odiv
— (c dip . Lug . d4s """-’)

Y NE YR U T T

Introdciremos las siguientes

Suposiciones:

A1) D[Ny ey (1).C(1) o5 globulmente Lipschitz en R" con respecto a Ny eq (1) y

uniformemente con respecto a é(t).

A2) Las sciales uz yp(t) y sus derivadas de orden superior hasta

ucotadas.

Euntonces. nnestro principal resultado puede establecerse de la siguiente manera:

Teorema 1: Considere u; la retroalimentacion dinamica de estado linealizante la cuval
cs solucion de a(ug. yp(t). ¢(t)) = 0 .Supongamos ademas que A1 y A2 son satisfechas.

Entonces el sistema en lazo cervado (X1) con control u; es globalimente asintéticamente
T

eatable (ver [11} ).
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4.4 Controlador dindmico basado en el observador
para manipuladores con articulacién flexible

En esta seccién del Capitulo, nosotros aplicamos los resultados obtenidos en las secciones
anteriores para tratar con los problemas de estabilizacién v seguimiento de salida. de un
brazo robét de un simple eslabén y con articulacion flexible.

Modelo Matematico

Basandonos en la formulacién Lagrangiana. el sistema dindmico que describe el com-
portamiento de un brazo robét de un simple eslabén v con articulacién flexible es
obteuida. desde el Capitulo 3.

Enfonces. el modelo dindmico (2,,).del brazo robot manipulador. representado en

estas coordenadas resulta ser de la siguiente forma:

L= @

12: —A':,.TQ i ]\'].1“3 7 }“lu ;
=] [

Tyg= ‘]‘31

ti= {~hakysin(Fhy + 01) = Koy = Krira = ko3 — biu} /3

)y - . .
donde 3 = 2 es una constante. la cual no debera confundirse con la constante ntilizada
on la téenica de perturbaciones sineulares.

: ]\'2 =

En el modelo del sistema (X ,,). las constantes A,. son las siguientes: ky = %:

ky =mgl: ks = k) + kot ks = %: ke = ?: kr=ke—hsiu=r.
Observacién 2: El sistema (X,,) tiene diferente grado relativo. cuando la salida
del sistema y es considerada como la posicion del motor xy. en lugar de la posicién del

eslabon z = 1, + Ju;.

Esto es debido a las siguientes consideraciones:
1) Si nosotros consideramos z como una salida. el sistema resulta dentro de un sistema

con grado relativo igual a 1. Entonces. el sistema resultante puede ser exactamente
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linealizado por medio de una retroalimentacion estatica. Esta retroalimentacion de estado
es una funcién de la posicién. velocidad. aceleracion. v “sacudida ~ (.L./.). las cuales son
muy dificiles de medir en la practica.

2} Utilizando la posicion del motor xr; como la salida del sistema. esta resulta ser de
grado relativo 2. Por esta razon. la aplicacion de nuestra técnica nos permite obtener un
controlador dindmico de segundo orden {detalles adicionales pueden ser encontrades en
la bibliografia [29]).

Cuando nosotros consideramos el sistema linealizado en el punto de operacién. la
dindmica cero sigue siendo de fase miima. Sin embargo. esta propiedad de la dindmica
cero es una funcion del parametro B. El hecho de que B # 0 es ¢rucial para que el
rohot flexible est¢ en fase ininima. Si B = 0. nuestra téenica no puede ser aplicada. v
la dindmica cero resulta ser oscilatoria. En la practica. esta condicidn es verificada para
nichos niampuladores mecénicos.

La siguiente transformacion de coordenadas dependientes de la entrada nos permite
obtener una forma candnica de obscrvabilidad geveralizoda (FCOG).

Definiendo el elemento primitivo diferencial g, = &y las siguientes relaciones se

ciauplen

Y = i3 =&y
Y= 1js = EQ)
= iy = —A'f,.l‘g = !\'1.1'3 =+ A'lu

U Iy = (}\‘5)21'3 — kb ks + l\'lj_li‘q + kyhsu + Ky ou

{ Y. .l}..?/.?)'} es una base de trascendencia de R (u.y) /R (u) la cual representa la

dindmica de la ecuacién (4.2). El grado de trascendencia de R (u.y) /R (u) es dado
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por d°%r (R (w.y) /R (u)) = 4 y su transformacién inversa correspondiente es

=1

Ty =1y

T3 = (N3 + ksnp ~ kyu)/ky

24 = 3(ny — (ks)2xa + kiksrs — hiksu— by w) 3 /ky. 340

(4.13)

La matriz Jacobiano de la transformacién de coordenadas de estado (4.3) es dacla por.

o
e}
e}
ja}

la cual es claramente no singular si 3 es diferente de cero. La forma candnica de contro-

labilidad generalizada (FCCG) para el sistema (1.2) es entonces.

M= M
=1
=
¢ 1 (1.16)

Na= _11'1!t'g’i’gj_ZSill(jzllx'{,?]g = hyu gl /Ry ) — 3_2{}" Nr = kaks }n
—{% + kskeng — {ks + Ko}y = Sh{ky — ko + kiko 5 + b ¥

L Y=

Finalmente. el comportamiento externo del sistema es dado por

Py 4 (ks + kﬁ}ﬁa {4 - A-akﬁ}j—';’g +3_2{k1k7 + kyks}

des did

+hyhokad sm J (ks dT — kul/ky +y) —z S {ky — ki}u — ikt — ’tlfué‘ =0
(4.17)

Ahora, sea yg(t) una trayectoria de referencia de salida deseada de la posicion angu-

lar. Derivando la referencia de salida deseada yg(t) hasta la cuarta derivada. nosotros
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podemos aplicar el controlador dindmico

Definiendo el error de seguimiento como e(t) = 23 — yp(t). uno obtiene basandose

en los resultados de la seccion 3. el sistema de ecuaciones diferenciales que describen la

dindmica del error de seguimiento como:

de dyrn d’yp Fyp dyp  du d*u
— =Fe+ |ej.es.053.645 Yp — . —21, -, U—. — | . yrp = 1.18
A (1 2O R T e e ae e de ) YTE T e (L)
donde
lsii=j—1
P 6, = !
Osii#j)—-1
%
0
Fyg  du dPu 0
e yp.- . S — =
i vEe dt? dt - dt? 0
-L, (L'R(f) +e . g, ’17) — L

Dado que el sistema (4.7) es obscrvable nosotros proponemos cl siguiente observador

no-lineal exponencial { ver bibl.[23]) para la estumacién del error de seguimiento

de . " yr duz d*uz e
E =Ee-}-;(e(f)_y‘q"--_w.ue.w. Ji2 —Aal\ [CE(t)—El(f)] (4.19)

La linealizacion exacta de la dindinica del error de seguimiento puede ser ahora com-
pletada. igualando la 1iltima ecuacién diferencial del sistema (4.7} a una expresion lineal

Invariante en el tiempo en las coordenadas del error (ver [2])
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du d®u\  diyp(t) <
_LO _ = 7— 7
(bR(tHe o dt"’) e BLEL

1=1

donde

-L, ( rl(t) +eu % %) = ~kkakad sin 32/1\'1[1\'5 (e2 + 2=

dt

dtz + YR
T (ke + kaks) {e2 + 288} — {I\-4/'32-|-k5k6} {e N——R}
— (ks -+ k) {e4 T ’755} + ki f 3 {he = By} r kb2 4 byl
(1.20)
Entonces. escribiendo eu las coordenadas originales la ecuacion del controlador dindmico.

se sigue qgue:

% + (a3 — 1,.5)'(1,—'; + (A —as — ksay — k3 ) u = kshy3 I s (7—2.1_3 5 -171)
‘f‘ﬁ(AT_a_ +}\3—01-L (l)-rl. ﬂ>) Lo — (;%_A

U‘l";

iy~ il ).rz gy .21

1 . 5 | diyn 3 ¥ o2 1 we i
+1 {ks + kg — ag} 24+ ( Con 4 qgun | q o L g dus o agyn) (k)

v ol desempenio dindmico deseado puede ser obtenido seleccionando nosotros adecitada-
mente a;.aq. ag. a;.

Sin embargo. este controlador depende de todos los estados los cuales no son todos
mexlibles. Para vencer esta dificultad nosotros reemplazamos el estado que es estimado
por el observador. Para desarollar este procedimiento. tomamos en consideracion que
la transformacion inversa es dada por (4.4). de tal forma que escribiendo las ecuaciones

anteriores. en términos del error de seguimiento. ochtenemos:

Iy =€~ Yr
d
.'L‘f_)=€:'+ﬁ

T3 = {e3+ d,‘ B+ ks (ez—i—gﬂ ) = ku}/ky
1= {es + THE 4 ks(es + THR) — 1 Y0y /3
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Ahora reemplazando los estados estimados por (4.8) obtenemos

A A

Ty=€; +yYr

Zy=¢ +dy"

x3_ {63 +4ur dtg + ks (e +d”R ~ ku}/ky
o= {Cq + T + hs(6y +L0R) — gy o)k, /3

Entonces. el controlador dindmico como una funcién de los estados estimados es dado
por
=2 A
dtg + hgle — —{!.4 — ki }ue = —kaky > 3sin(3 23 + 1))

J ‘&{"'lf\'r + kgks} % —.—{33 + ksho} 2y

s 4
—{hs = he} 1y — T S, +Ee) 4 L

Se calcula el control u, de la ecuacién anterior en términos de las variables de estado.

v el valor resultante se introdiice en el sistema dinamico.

4.4.1 Resultados de simulacién

Ahora. mostraremos como el controlador dindmico basado en el observador es implemen-
tado para el modelo del brazo robot con flexibilidad en la articulacién. Las sinnilaciones
munericas (utihzando SININON) fuerdn realizadas con los siguientes parametros

ky =333 (m2Rg)™ ks = 1.0 (mPKg) ™% ky = 3.0 N'm: ky = 1.33 (m2Rg)~!

ks =0.333 s7h kg =01 571 ky = —0.233 571 A, = 100 N/{m rad™!).

Todas las condiciones iniciales. tanto para el sistema. asi comno para el controlador
dindmico fuerdn escogidas como cero. La travectoria de referencia deseada yp(t) para la

posicion del motor fue puesta igual a:
yr(t) = 0.53sint

La primera tarea para nuestro controlador propuesto basado en el observador fue el

de seguir la travectoria deseada yg(t). La figura 4.1. muestra el estado z; v la trayectoria
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deseada. Se puede observar que la trayectoria 1, converge hacia la trayectoria deseada
yr(t). La figura 4.2 nos muestra el estado , v dyg/dt.en la que también se puede apreciar
una convergencia en un tiempo de 1.5 segundos, para el seguimiento de la trayectoria
del brazo robot manipulador. Finalmente la figura 4.3 describe el controlador obtenido.

propuesto en ésta técnica de control y el cual es aplicado al sistema.

: ——— t{seg)

€ | Z 3 < s & ?

Figura No. 1.1 Grafica del estado x1 v la sefial de referencia 3t

05 v

i r 2 3 H s ¢ 7

Figura 4.2 Grafica del estado x2 v de dyr/dt
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. t{seg)
Figura No. 4.3 Grafica del control u

4.5 Conclusiones

Eu este Capitulo. hemos propuesto un controlador basado en un observador para una
clase de sistenas no-lineales. En lo particular. hemos dado condiciones suficientes. para
garantizar la estabilidad de! sistema en lazo-cerrado incluyvendo el observador de estado.
Una conexién entre las ganancias del observador. v las ganancias del controlador. nos
pernutierén obtener el origen globalmente asintéticamente estable. La aplicacién de esta
técnica en el caso del modelo del brazo robot manipulador. nos permitié obtener. un buen

desempeno en el seguimiento de la trayectoria a seguir por el brazo robot manipulador.
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Capitulo 5

Método Basado en Perturbaciones

Singulares

En este Capitulo se propone un controlador basado en un observador para una clase de
sistemas no-lineales singularmente pertwrbados. Por otra parte se dan las condiciones
suficientes para garantizar la estabilidad del esquema de control basado en observadores
del sistema en lazo cerrado. Los resultades en simulacion presentados al final del capitulo
nos sirven para ilustrar la aplicacion de esta téenica de control para un modelo de 1

brazo robot manipulader con fexibilidad en la articulacion.

9.1 Introduccién

Durante estos tltimos afios. se han realizado importantes trabajos de investigacion hacia
el problema del control de brazos robot con articulaciones flexibles. entre estos se pueden
sentalar: Técnicas de linealizacién por retroalimentacion. técnicas de perturbacicnes sin-
gulares. técnicas de modos deslizantes v tecnicas adaptivas. Todas estas técnicas han sido
propuestas para resolver el problema (ver. e. g. Brogliato ef al 1995 y las referencias
incluidas en estos, Kokotovic et al 1993. Battilotti y Lanari. 1995, Slotine y Hong 1986).

Aln cuando el modelo considerado en esta tesis es completamente linealizable via
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retroalimentacion de estado, las técnicas para la estabilizacién por retroalimentacién
de salida algunas no se aplican. ¢ bién solamente logran estabilizacién en conjuntos
compactos a través de un observador de alta ganancia (ver e.g. Battilotti v Lanari.
1995).

Recientemente, la técnica de control de robots flexibles tiene bastante atractivo para
la investigacidén. Los algoritmos de control de estructura variable pueden clasificarse den-
tro de los siguientes: i) métodos de Jerarquizacion: ii) métodos basados en la estabilidad
de Lyapunov y iii) métodos de linealizacién. Sin embargo. todos estos métodos tienen
caracteristicas en comun. tales como 1) variedades deslizantes son scleccionadas como
hiperplanos: 2) las leves de control depenclen altamente en la superficie deslizante especi-
ficada. esto es. diferentes variedades deslizantes requieren un rediseio del controlador
correspondiente: 3) el cdlculo de las ganancias de switchieo esta basado en el conocimiento
de los linderos 6 limites en cualquier elemento de las matrices del sistema.

En Stepanenko y Su (1993) un controlador deslizante que depende esencialmente
de Ia seleccion de una variedad deslizante. es propuesto usando variedades no-lineales.
supouniendo el conocimiento de los limites en la planta. la cual vence las ultimas difi-
cultades y proporciona una rapida convergencia. Las variedades diferenciales no-lineales
ogrecen una rica variedad de disenos alternativos en comparacién con las variedades
lincales.

Por otra parte. el diseno de observadores para brazos robot con articulacion Hexible
¢s un problema Interesante en la teorfa de control. asi como también de gran impor-
tancia practica. En efecto muchas técnicas de control para estos robots requieren del
conocimiento de cuatro variables para cada articulacion. las cuales pueden ser cualquiera
de las posiciones v velocidades de los motores ¥ de los eslabones 6 bién posiciones, ve-
locidades. aceleraciones v jerks de los eslabones. Algunos resultados interesantes fuerdn
publicadoes por Tomei (1990).

A4as recientemente. una lev de control por retrolimentacion de estado (ver [13]).

basada en un observador no-lineal. usando métodos de perturbacion singular. es disefiada

49



para una cierta clase de sistemas no-lineales. la cual admite una perturbacién singular.
para las trayectorias variantes en el tiempo del seguimiento deseado. que requerimos de
los brazos robots manipuladores.

El modelo del robot con articulacién flexible puede ser dividido en dos subsistemas:
los subsistemas lento y rdpido. donde las variables lentas son la posicién y las velocidades
del eslabdn y las variables rédpidas son las fuerzas élasticas v sus derivadas con respecto al
tiempo. En Battilotti y Lanari (1995) las posiciones del eslabén v la fuerza élastica son
medibles y las otras variables no. debido a razones econémicas o restricciones de cardcter
técnico. Por esta razén. se propone un observador deslizante para estimar estas variables.
Adicionalinente proporcionamos un andlisis de estabilidad del sistema aumentado.

En esta técnica un modelo sinmplificado es considerado. v asumimos cque la posicién
del eslabon estd disponible para su medicién. En suma. una ley de control basado en las
técnicas de modo deslizante para una clase de sistemas no-lincales de sistemas singular-
mente perturbados. recientemente reportados en Alvarez v Silva. es aplicado al modelo
de mn robot manipulador de un simple eslabén. Adicionalmente. un observador no-lineal
de alta ganancia propuesto por Busawon v otros en 1993. es disefiado para esta clase de
sistemas. v también es aplicado a nuestro modelo de robot manipulador con flexibilidad
en la articulacion.

Este capitulo estd organizado de la siguiente fornia. En la Seccion 2. brevemente haco-
mos la referencia del modelo del manipulador considerado e esta tésis. En la seccion 3. se
tiene el disenio de un controlador basado en la técnica de perturhaciones singulares. Para
vencer la dificultad de estimar las variables no medibles. un observador no lineal es dado
en la seccion 4. Un analisis de estabilidad del sistema en lazo cerrado es presentado en la
seccidn 5. En la seccion 6. el esquema del controlador basado en el observador obtenido
en las secclones previas. es aplicado al modelo del robot. Finahmente, los resultados de

simulacion v algunas conclusiones terminan el presente capitulo.
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5.2 Modelo del Brazo Robot Manipulator

Un robot manipulador consiste esencialmente de p eslabones. interconectados en p articu-
laciones dentro de una cadena cinemédtica. Cada eslabon es manipulado por un actuador.
el cual puede ser eléctrico. hidrdulico 6 pneumdtico. El actuador puede estar localizado
directamente en la articulacién que actiia ¢ bién puede ser manipulado a trdves de una
transmisién remota situada en la base del robot. En el modelo de un robot rigido se
supone que los acoplamientos entre los actuadores v los eslabones son perfectamente
rigidos. Por contraste. en un modelo de robot con articulacién flexible se asume que
los eslabones son rigidos. pero que los actuadores estén acoplados eldsticamente a los
eslabones.

En esta tesis. se considera un robot flexible de un simple eslabon. el cual es manipulado
por el eje de un motor de corriente directa. cuyo rotor estd acoplado directamente a el
eslabon. El modelo niatemdtico para este manipulador fué dado en ¢l Capitulo 2 v sus

ecuaciones son las sisuientes:

17 +B;d —mglsiniq)) - kg, =) =0
(5.1)
o .
J 4 B4, +h(gn—q) =u
donde g ¥ gy, son respectivamente las posiciones angulares del eslabén v del eje del motor-.
mientras que u es la fuerza de entrada desde el actuador ( torque del motor). I es la
mercia del brazo. J representa la inercia del wotor. B es la fricion viscosa del motor. B
es la fricion viscosa del eslabén . mgl es la carga nominal en el brazo v k es el coeficiente
de rigidez de la articulacién flexible. flexible. El modelo no toma en cuenta la inercia
del actuador alrededor de sus tres €jes independientes. Sin embargo. ha sido demostrado
por Spong (1990) que esto representa adecuadamente la dindmica del manipulador v esta

disponible para el disefio del control.
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5.3 Control modo deslizantes en escala de Dos tiem-

pos

Consideremos la clase de sistemas no-lineales singularmente perturbados, descritos por

las asi llamadas forma estandard singularmente perturbada.

2= fil2) + Fi(z)z + gi{z)u. z(to) = zp. (5.2)

ty
tre

= fg(l‘) T F_)(I)Z +gg(x)u. Z(fo) = Zpo. (33)

donde = € B, C R" es ¢l estado lento. = € B. C R™ os el estado rapido . u € R" es
la entruda de control y e € [0.1) es el pequeno pardmetro de pertubacién. fiv fa. son
las columnas de las matrices Fiy Fb respectivamente. g, v g2 son asumidas acotadas en
sus componentes siende éstas funciones suaves de . B, v B. representa subconjuntos
cerrados v acotados centrados en el origen. F(2) es supuesta no-singular para toda r €
B,. Tambic¢n se supone que f(0) = fo(0) = 0 x. para u = 0. el origen (z.2) =(0.0) es
un estado de equilibrio aislado.

El sistema reducido lento puede ser encontrado, haciendo = = 0 en (5.3). obteniendo

asi el siguiente sisterna lento de orden n

zs = hix) == _Fg-l(-"ﬂs) [f2(3:5) + Qz(Jis)Us] (55)

donde r,. 2, v u, representan respectivamente las componentes lenta de las variables

originales z. z y u. v

f(Is) = fl(‘rs) - Fl (xs)FQ_l(ls)f'Z(Is) (56)
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g(zs) = gi(z,) — Fl(rs)Fz_l(xs)gz(ﬂfs)- (5.7)

En (5.4) y (5.5), us(z,) denota la retroalimentacién del estado lento el cual tnicamente
depende de z. De acuerdo con De Carlo et al (1988) y Utkin (1992). la variedad invariante
n-dimensional del sistema (5.2).(5.3) estd parametrizada por € v sabiendo que la variedad

invariante lenta. es definida por.

M. i={2€B, CR®: 2= hxr.e) =0t e+ (T €)ues(Ts.€) } (5.8)

donde las funciones o(xzs.€). U(xs.€) ¥ ues(x,. €) satisfacen la asi lamada condicidn de

variedad

0 au Ou,,
=t Enul 4\ = « (;f’ + a—fu + L%) [f, + Fio+ Fiuu, {5.9)
'L_glues] (‘31)

para toda x5 € B, v para e suficientemnente pequena. donde el subindice “¢” se preseuta
para la solucién exacta. En general. es dificil obtener el subsistema eracto desplegado
en Moo asi una aproximacion standard. usualmente hecha. es la expansion en serie de
potencias de ¢. L v u.. alrededor de e = 0. 7.e. una aproximacion O(¢), Una aproximacion
Ofe) para el subsistema lento exacta es precisamente dado por (5.4) juntoe con o(z,.€) =
=Fi e falas) + Ofe). v, €) = —F5 ' () ge(s) + Ole). ues(rs.€) = u (L) + Ofe).
ho(x,. e} = h(ag) + O(e).

La dindmica rdpida (también conocida como boundary layer system) es obtenida
transformando la escala de tiempo (lenta) ¢ a la escala de tiempo (rdpida) 7 := (t —tg) /¢
e introducciendo la desviacion z desde M.. i.e. 5 := = — h.(z.¢). Entonces el sistema

original (5.2).(3.3) resulta como:

== {i(Z) + [(T)[n + he(T. €)] + 1 (T)u} (5.10)
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_ Oh(F.€) dF

2= f2(Z) + Fo(Z)n + ho(Z. €)] + g2(T)u 8 dr

(5.11)

donde 7(to) = 20 ~ h(zo), Z(7) := 2(z7 + £;). con z(te) = 20. ¥y Z(1) 1= z(=T + to).
con Z(tp) = zo. El asi llamado control compuesto para el sistema original (3.2).(5.3) es
definido por.

U(Z. 0. €} = Ues (2. €) + upp(x. 7. €). (5.12)

donde u.s y u.s denotan respectivamente las componentes lenta y rdpida de el control.
La componente u.; es usada para hacer a f. atractiva v desaparecer en clla. es
decit uep(x.0.€) = 0. Si upo(T.€) v Oh(T.€)/OT estdn acotadas v I permanece relativa-
mente constante con respecto 7. entonces el término e(dh. (7. €) /0%) puede ser despreciado
para e suficientemente pequeno. Dado que la ecnacion (3.11) define el subsistema  re-
ducido 1dpido. wna aproximacion O(e) puede ser obtenida para este subsistema usando

la ecnacion (5.5) v haciendo = = 0 en (5.10).(5.11). esto es.

iy - 5 -
(l—’_” = Fo(2)igpe + 92 (¥) uy (5.13)
donde 1, h(T) = h(3.0) v uy son aproximaciones Ofe} para n. h (T.2) v u s durance

la capa froitera inicial v Nupe (D) = 20 — I(0.0).

5.3.1 Diseno del control en Modo deslizante

El control en modo deslizante para el sistema (5.2).(3.3) es diseniado en dos etapas. Esto
es. un control en modo deslizante es disenado para cada subsistema reducido. i.e. para
las aproximaciones Ofe) de los subsistemas lento v ripido. Entonces ambos controles son
combinados para obtener un coutrol compuesto que es aplicado para el sistema (5.2),(5.3).

Primero. es disenado el control lento para el subsistema lento (5.4). Para hacer esto.



consideremos una superficie de switcheo no-lineal (n — r)dimensional definida por.

O, (Is~ Isd)

04(Zs. T5q) = : =0 (5.14)

Ts, (Is- .’2:_“{)

donde zs = col(Zs4y. ... Tsq,) €5 un vector de referencia v cada funcién as, B, xB, — R
.t =1...,r es una funcién C! tal que 7,,(0.0) = 0. El método del control equiralente
(ver De Carlo et al 1958, Nathan v Singh 1987. Utkin 1992) es usado para determinar
el sistema reducido lento. restringido para la supetficie de switcheo lenta o, (.. r54) = 0.

obteniendo asi el control equivalente lento

O, _ -t do _ O, . .
Wep 1771 T {a‘rsy(‘la)] [:al_sf(.ls) = OT_(! Ly (JIJ)

donde la matriz [0, /0 ]g(xs) es aswnida no singular para toda r,. 2, € B,. La sub-
stitucion del control equivalente lento (3.15) en (5.4) da como resultado la ecuacion en

modo-deslizante lento.

:>= fc('rs-l'a(l') + QL(-Ts-lkd) ‘;‘sd (516)

donde
: aﬁs . - aﬂ§ - =17
fe(2e Beg) = {]n — glas) [0-1'59(1‘5)] (’).L‘b}f(ld (5.17)

do, ! Qo
ge(Zs. Tsa) = ~g(zs) [B_xsg(IS)] e

con I, denotando la matriz identidad de n x n.

Para completar el disefo del control lento se establece (De Carlo ef o/ 1983, Utkin

1992) que.

U; = Uge T+ Usy (319)



donde u;. es el control equivalente lento (5.15), el cual actia cuando el sistema reducido

lento es restringido a o(z,.z) = 0. mientras que u,y actda cuando sl T 254) # 0. En

esta tesis el control u,y es seleccionado como.

drr

- - "

Usy = _[ 3 g(IS)} L(z)os(x,. x.a) (5.20)
(88

donde L,(xs) es una matriz definida positiva de » x r cuyas componentes son funciones

reales no-lineales C° acotadas de z,. tal que:

I1L,(zs)]l < p, (5.21)

para toda r, € B. con una constante p,; > 0. La ecnacién que describe la proveccién del

wovimiento del subsistema lento fuera de a,(r,. z74) = 0 es dada por

e (@ 2] = =L {x Ym0y 2} (5.22)

Las propiedades de estabilidad de o,(x,. 250) = 0 en (5.22) pueden ser estudiadas por

mnedio de la funcién candidata de Lyapunov V(z,. 249) = (1/2)07 (2, 150)a.(x.. Tgy) CuvaA
i - - ; L - .

derivada de tiemnpo a lo largo de (5.22) satisface 1" (1. 2,4) = 0! {2ytyd) my (T Tat)

= —al(r. 2L, (r)a (1. ) para toda 2. 2,4 € B,. Excepto. desde las propiedades

de CYode o (. ) uno tiene que o, (s, o) — 74 (0. L) £ b, 2] ¥ |70, 25) <

lo e para toda @,y € B, donde [, es la constante de Lipschitz de o (x,. r.)
con vespecto a @ v I, , es una constante positiva. Usando la propiedad de ab < (&/2)a*+

(1/2k)0. con k € (0.1).uno tiene que

V(€. 20a) € —pyas 2.7 = peaz lzaal® € —poar |2]|* donde ay = 2, + 1,1, 0/k1.

a, = lgsd + 15,5 k1. v ky € (0.1). Ash la existencia de un modo deslizante lento puede

ser concluida.

La retroalimentacion del sistema (5.4) con el control lento (5.19) da como resultado

L] L[]
el sistema lento reducido en lazo cerrado. .= fo(2s, 0) + po(2s, Toa. L)



donde

Ps(Zs: Zsa, Isd) = fe(zg, Toa) — felzs,0) + glas)usy + gelx,. 244) -';“sd s (5.23)

También, desde el acotamiento de f(z;) y las columnas de g(z). la no-singularidad de

la matriz [0o5/0z,)g(z;) y la diferenciabilidad continua de 0s(zs.244). s€ Sigue que.

Pa(2s- Tt Bu) | S Ll + ol + 1y

(5.24)

- L W] . .
para toda z,. 2,q. 7. £4€ B,.donde .1, v I3 son constantes positivas. Ahora introduci-
mos las siguientes suposiciones.

Al. El equilibrio v, =) de I.= felxs.0) is localmente exponencialmente estable.

q < & . oo .
A2. El vector de referencias x44(t) y sus derivadas de tiempo Tsqy L sas0n uniforme-

mente acotadas y satisfacen.

H'ra(fl S bl .

IA
&

Loy

pura alyunas constantes positivas by.by y bs.

Par cl teorema inverso de Lyvapunov (ver Khalil 1990). la suposicion Al asegura la

existencia de una funcion de Lyapunov V5(z,). la cual satisface.

2 - 2
crflzsll” <€ V(xs) < ealla i

2l

—Tfe(l's' 0) £ =3 “1‘3“2 (326)
£
T <l

Para algunas constantes positivas ¢1.¢2. ¢z ¥ €4. Se puede utilizar V(z,) como una funcion

wr
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candidata de Lyapunov para investigar la estabilidad del origen r, = 0 como un punto
de equilibrio para el sistema (5.24). Utilizando las suposiciones Al. A2. (5.28) v usaudo
otra vez la propiedad de ab < (k/2)a® + (1/2k)8%. con k € (0.1). la derivada de tiempo

de V; satisface.

L (13) < - HIs”2 + (527)
donde
m=ey—cily,. tp= %u._,b, + Igba) (5.25)
<H1

con k1 € (0.1) v by, = [I + H{laby + I3b2) 1] . Entonces. si [, es suficientemente pequeiia

para satisfacer

- ¢
1;;5 S[ps< —3 ( »
4

Ot
[Ew]
=

¢l subsisteina reducido lento es localmente finalinente acotado (ver apéndice).
El diseno para el subsistema del control rapido (5.13) puede ser obtenido de una man-
era similar al que se obtubo para cl cantrol lento. Esto es. uno considera 1na superficie

de switcheo (m — r) dimensional rdapida definida por.

T Nape- T 1a)

T p- L put) = 3 =0 (5.30)
T 1, (Nape- Tra)
donde r g = col(2gq,. ... 14, ) es otro vector de referencia. y cada funcion oy, : B.x B, —

R =1. .. r estambién una fuucion C! tal que o, (0.0) = 0. El control rapido completo

toma la forma.

U = Ufe T Upx (531)

donde uy, es el control equivalente ripido control dado por.

< doy  ~17'[ 00y . 90y drya
llfc(l'.”ap.r-.l'fd):_{_OWTWQL’(J‘)] {GIMPIF?(I)%”ITanfd | (5.32)

@3}
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}!

oo ~ ]!
o ! 92(-’5)} Lf(napr)af(napz.l'jd). (5.33)
apx

'Uf‘\'(l". rl’apz'rfd) == ’:

En (5.32) y (5.33). la matriz [00/0n,,.192(x) es asumida no singular (Z. Nape: Tfd) €
B: X B. X B.. ¥ Ly(n,,,) es una matriz definida positiva de dimensién r x r. cuyas

componentes son funciones reales no-lineales acotadas C° de NMape- tal que

”Lf(napz)” S p_f (534)

para toda (E.r;aw.:rf,,) € B, x B. x B.. con una coustaute pp. La proyveecién del
movimiento del subsistema rdpido fuera de o f(Nape-T54) = 0 es descrito por doy/dr =
=L, FMupe- Lga)- ¥ argumentos similares como los del movimiento del subsistema
lento pueden ser aplicados v concluir la existencia de un modo deslizante rdpida.
Cuando el control completo rdpido (5.31) es substituido dentto de (5.13). el sistema

en lazo cerrado del subsistema reducido rapido toma la formna.

(h]up.r (I.'l’fd

o ~aa 9e( X 0= 0) = Pl iy T ga. ?) (5.35)

donde
~ dr ~ ~ dx g ~ —
I-)J'(‘r' ’h; L ol ‘I-fd' fd ) N g(.‘(‘r‘ J)Gp.r“ffd) - gC| (‘[‘ de)_{ 2 gC(‘r' nqu- 0) (0‘36)

5 ([T dl
con
qc(—;' )]ap.r' ‘de) = F-’(E)']apz (539)
~[0r; ~J7'[ 00 _ ~
_9'2(17) an gz(l) a F2<I)napi + Lf(napz)a-f(nap.t)
apr upr
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-1
9er(Z:210) = 9a(3) [ i Qz(z)] [a"f } (5.37)

A partir del acotamiento de f(z;) y las columnas de g(xs). la no singularidad de la

matriz [0y /3r)upz]92(5) v la diferenciabilidad continua de o #(Naps- Z1a), s€ sigue que.

dx fd

pr(r.napr.xfd.d.r,,,/dr)H <1 | 7ape || + 1o [l sall + 13 =

(5.38)

para toda 1,,,. x4 degq/dT € B.. donde 1. ¥ ¥ ;3 son constantes positivas. Similar-

mente a el sistema reducido lento. las siguientes suposiciones son introducidas.

A3. El equilibrio 1,,, = 0 de Aope /AT = gelr. Nape-0) es localmente exponencial-

mente estable.

Ad. El rector de referencias xpy(t) y sus derivadas de tiempo duapq/dT son uniforme-

mente acotadas y satisfacen.
lepal <61 lda g fd7]] <bo (5.39)

para algunas constantes positivas by b .

A partir de la suposicion A3. por un teorema iuverso de Lyapunov (Khalil 1990).

existe una fincion de Lyapunov 1y(n,,,) la cual satisface

E-l I"’ap:”z = H.f(r?ap.t) SEQ !l])apJ:H‘2

I (N ~ - -
_a_fw_l)_)gc(_l-. ']ap.ro} S —C3 “Uap,z”z (040)
’Iap.l‘
oW (Nope) ;
— || =€4 [[Tape
e EY
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para algunas constantes positivas ¢;.¢,, &5y ¢4 . Se puede usar también 1(n,,.) como
una funcién candidata de Lyapunov para investigar la estabilidad del origen Napz = 0
como un punto de equilibrio para el sistema (5.37). Usando las suposiciones A3. A4.
(5.40) y otra vez la propiedad de ab < (k/2)a? + (1/2k)b?.con k € (0.1). la derivada de

tiempo de Wy a lo largo de las trayectorias de (5.35) entonces satisface.

1 _ -
fd(f—apr) S [ [ (5.41)
donde
=, = P = c —_ = = =z
ri=es = Ealy, ty= 5 (laby + laba) (5.42)

conriy € (Du1) vl =[, _%(l;’bl + (3ba)wa]. Si 1, os suficientemente pequeiia para
satisfacer la cota.
- C3 .
IP! S[P/< = (5.43)
1
el sistema reducido rdpido (5.33) es localmente finalhmente acotado.
Basado en el control de modo-deslizante de orden reducido descrito arriba. las vari-
ables de estado lenta v rdpido originales. son usadas para construir el control compuesto.

es decir obtenenios la expresion siguiente que representa el control compuesto.

u(I.J;d.iqd.n.rfd.drfd/dr):= us(r.lgd.}ed)ﬁ-u;(r.n.r;d.dxfd/dr) (5.44)
donde |
do, O, dm S L. . 5 45
U, = — {a—lg(:t)} [If(z) + T Lsd 'T'Ls(l')“s(-r)j| - (5.45)
9o do; dx .
45 =~ [aa_’;f g(x)] {E;LFQ(:L‘)I] 4 ar—;d—f .S Lf(q)rf}(n)} . (5.46)

Cuando el control compuesto (5.43).(5.46) y (5.47) es substituido en (5.2) v (5.3). se
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obtiene el sistema singularmente perturbado no-lineal en lazo cerrado,

T= fo(€. 1. Tea) + Ge(T. Toa) Toa (5.47)
s . ah - - ,
cn= QC('rs . :Cfd) + Gy (I. .'I'fd)f il'fd —65 [fc(l'. 1. I.sd) -+ Qe(I-l'sd) Isd] (O-‘lb)

donde n = z — h(z), z(t,) = 2. 2(t,) = zov

=g
flz.n.ze) = flz) + Fi(z)n — g(x) {%(:g(.r)} [a;;f(x) 5 L,(.L')rrs(.c)] (5.49)

L esta técnica de control. las funciones candidatas de Lyapunov 15 v 11 son instrumen-
tal obtenido cuando el control compuesto para investigar las propiedades de estabilidad
del sistenia en lazo cerrado u = u, + u 5 €s usado ¥ un observador es introducido para

estimar el estado del sistema orieinal. Esto es mostrado en la seceion 5.4

5.4 Un Observador No-Lineal

Las leves de control desarrolladas en la seccidn anterior requieren del conocimiento de
todo el vector de estado para poder ser implementadas. Como solo es posible tener
informacion de algunas componentes del vector de estado por medicion directa. entonces
para vencer esta dificultad. v basado en ciertas condiciones de la observabilidad del
sistema. es posible substituir esta informacion desconocida por medio de un ebservador
de estado. Este sistema auxiliar nos pernmite obtener un estimado del vector de estaco.
a partir de las mediciones de las entradas v salidas del sistema a ser observado.

Como es bién conocido. el observador de Luenberger y el filtro de Kalman son muy
utilizados para estimar el estado en el caso de sistemas lineales. Recientemente, algunos
estimadores de estado para sistemas no-lineales han sido propuestos (ver. e.g. Busawon et

al 1998. Gauthier et o/ 1992. De Leon et al 1996. Hernandez y Barbot 1996. Hammouri v
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De Leon 1990 ). La diferencia fundamental entre los sistemas lineales v los no-lineales es
que. para sistemas lineales. la entrada no afecta a la observabilidad de los sistemas. Sin
embargo. para sistemas no-lineales, existen entradas que vuelven al sistema inobservable.
Esta clase de entradas son conocidas como entradas singulares (ver apéndice). Como una
consecuencia de esto. nosotros clasificamos los sistemas para los cuales es posible disenar
un observador. Cuando las entradas aplicadas al sistema no afectan su observabilidad.
estas son llamadas entradas universales. v a los observadores disefiados se les refiere
observadores uniformes. Por otro lado. un abservador que puede ser diseiiado para un
sistema no-lineal con entradas singulares es conocido como un observador persistente ¢
observador regularmente persistente. En este capitulo. un observador uniforme el cual
periite estimar los estados de un sistema no-lineal y recientemente reportado en Busawon
ef al (1993) es utilizado.

Consideremos el sistema singularmenre perturbade (3.2) v (3.3) junto con una variable
de <alida.

= =) (5.50)

..

donde y € R v 7 es una funcion suave. Supongamos que este sistema puede ser escrito.

despues de nna posible transformacion de coordenadas ¢ = @(x. 2). en la forma.

(1) = Fly)s(t) + Glult).<(t))

(5.51)
y = Cg(f)
dowlec € B, x B.. welR".C= r 1 0 -- 0]3\'
[0 AW 0 - 0 )
0 0 faly)
Fly) = | @ S 0 , (5.52)
0 0 vt O fn-.—m—l(y)
\O 0 0 0
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( g1(u.s1) )

gz(U-CJ-Cz}

Gridon =1 e € woee Cn+m—1)

\ Frsrn{8G1s 55 B 1o Coiooin) )

En (5.3). condiciones necesarias v suficientes son dadas para asegurar la existencia de
la descripcién (5.51) junto con un procedimiento para obtener mapeos ®(z. z). También
se asume que las funciones f,.i =1..... n + m — l.son de clase C".r > 1, con respecto
a y v que las funciones g,. i = 1... .. n + m. son globalmente Lipschitz con respecto a ¢
v uniformemente con respecto a . En suma. se aswme que existe una clase de controles
L' C R" y constantes o. 3. tales que para cada u € U v cada salida y asociada a v v la

condicion inicial <(0) € B, x B..
Oga £ LlylE 7.i =W ... n+m—1. (5.53)

Definlinos ahora el sistema.

donde Sp= Qy)S,Qy) con

h
Q=1 . . fHifs . - (9.4

(W]
ot
Ut
S—

PR i

v asumimos que la derivada de tiempo Q(y) estd acotada. Sp es una matriz simeétrica
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definida positiva la cual es la tinica solucién de la ecuacién algebriica de Lvapunov .

0S8y + ATSg + SpA-CTC =0 (5.56)
cond >0y
01 -0
A=
00 -« 1
00 -0

Sea e(t) =5t} —<(t) cl error de estimiacion. cuva dindmica es dada por.

E(t) = [Fly)- 55 (WCTClelt) = Glult).30)) — Glult)-<(t) (5.

(S}
513
-1

~—

donde Sg es una solucién de
0 So~F(y)" Sg— S5 Fly) —CTC =0

Despues de algunos calculos de computacion, uno puede ver que F(y) = Q' () 4Q(y).
COly) = C v Sy = (1 )51\, doude S; es la solucion tinica de(3.56) con 8 = 1
v Ap = diag{1.1,6.---.1/8""" "'}, Ademas. dada la estructura tiiangular de G v al
liecho de cada una de sus componentes es globalinente Lipschitz con respecto a ¢ v

uniformemente con respecto a u. se tiene que.
G (u(t).<(2)) — Gu(t).¢(t)] <k2 lle(t)]]

para alguna constante positiva ,’:‘g . También. a(4 — S(,"CTC) = (T(;l) c C-. donde rr(.:l)

denota el espectro de la matriz (4). asi

-~

Ou(;l) =k



donde a,(-) denota el maximo valor singular de(A). Pongamos

So= Su Q-YC)|} . 5= "Y1 Fae . !
¢ t20,<€B€xB= {" ( C)H} l O:S:léfxs, HIHC} - &2 tgﬂ,i%{)sz { o (CC)H}

donde Eo, 31 y ggson constantes positivas. y reescribiendo (5.60) como

€ () = Q7' (YA~ S CTCIelt) + Clu(t).3(t)) - Glu(t).<(t)) (5.58)
para lo cual une tiene

)| < 97wl A - 57CTC) (IR et (5.59)
— |Glu(?).5(1)) — Glu(t).s(t))]]
5id [EOE ZJ + 1\7]H€ )

Para estudiar la estabilidad de la dindmica del error de seguimiento {3.38). nosotros
consideramos el metodo directo e Lyvapunov. Hagamos ahora el siguiente cambio de

variable e () = Q(y)ge(t). asi

€ (1) = B{A = STICTCYE (1) = Q) A {Glu(t).38) = Glult).c()}+ O (1O () € (¢).
Ahora. considerando la siguiente funcién candidata de Lvapunov Vy(e (¢)) =&" (1)S; € (t)
v tomando la derivada de tiempo de esta funcién a lo largo de las trayectorias de la
dindmica del error de estimacién (5.38). se sigue que.

Vo (6 (1)) < — (0= oléabiky + 8]} Vol& (1)) = —nVa(E (1)

donde ¢ = 2L .4 (S1). 0 equivalentemente
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Vo (e(t)) < —u NV, (e(t)) (5.60)
donde u = 6 — 9[605121 + &5] es una constante positiva. Entonces

e (t)|| <K e

donde K es una constante que depende de las condiciones iniciales [[S(0)]]. + la constante

N es una funcién de (1/6""™7!) que es obtenida desde sus linderos 6 limites

V&Y

el = (ks 787") el < 1N | Nollyn llell < 17 < 19(3)] | Nollya lell <k el

donde ko= Inf  {[IQ(C%)|}. Asl mna velocidad de decaecimiento exponencial arbi-
1208« B:
frario para || (£)|| v. consecuentemente. para [je(t) | es obtenido. Esto puede ser obtenido

en el signiente resultado.

Teorema 1 : Asuma que ¢l sistema (3.51). Satisface las suposiciones dadas. En-
torices coiste una constante positiva g tal que. para toda u € U para todas las condicioncs
iniciales o(0) 0 S(0) € By x B-.para toda 0y > 0. y 8 > 6. eutonces el sistema (35.51)
cs un obscrrador exponencial para el sistema erponential (5.51) con una velocidad de

decaecimiento arbitrario exponencial.

(Ver Busawon 1998, para mads detalles)

5.5 Estabilidad en Lazo Cerrado

Suponga que el control compuesto (5.44).(5.45).(5.46) ha sido disefiado de tal manera
que el sistema no-lineal singularmente perturbado (5.47).(5.48) finalinente acotado (ver
apéndice). y que un observador (5.54). con velocidad de convergencia exponencial, es
también disenado. La pregunta fundamental de saber. si la estabilidad de el sistema en

lazo-cerrado es preservada. cuando el estado es reemplazado por su estimado en la lev de
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ontrol. es ahora proclamada 6 discutida. Hecho que el control compuesto ahora depende

C %
de los estimados (z.Z), la funcién A d z
e a funcion epende de z.%.24 ¥ Ty . Consideremos nosotros

el sistema aumentado descrito por ecuaciones de la forma

= f(z) + Fi(z)n + g(z)u (2. 200 }sd) + g1(@)up (2.5 240 1) z(ty) = o
n= Fa(z)n + ga(z)us (2. 7). 270 B2) — = [(2) + ( ; )(‘3‘5)] b
( ) } . nlte) = 20 — (20 Tsdg-

. (;’;:)UH(‘“”')'
g4 =S CTCYUy)et) + Glu(t).<(t)). elto) = e

deo)

m

é(t) = (u(t).3(t) —
(5.64)

3 _gi-:::_

y=0C%
e = colle,.c.) = col(s,

donde ¢ = col(s,.c.) = ®l{x.2). cong, € B, v € B..
s=) ¥ e, =M, e donde
Io

M =
00

Observando que el control compuesto ahora depeude del estimado (€.7) ¥ que oS, /df =«

+dy, fdt = My e + (OP/0r) 2. €] sistema (3.64) puede ser reescrito como

o () At X2l )

el ) 2
x(to) = To

) 3 8 felrin ey} =
+Jl(.r)uf(}.7§. Lyd. dTpald7).

0= Ge(. 0 Zpa) + e (2. T7a)? T pa +G2(2) duy (2.

) (Q)] {fel: 0 i) + 9P Taa) Taa

2. 0. &£yg.-dxpe/dr)

2= h ah_
|y = [

—= | \az
+g(x) Au, (1: Lo ) T gil@)ug (7. 20 g/ dr)}
—z {( ) + (0':" ) ;:a.d + (0(;—1) '.I'?sd} o nlte) = 20 — (2o Tedy- a5
() = Q7 {y){A = 57 CTCIUy)elt) = Glult) B(1)) ~ Glu(t).s().  elto) = eo
y=Cg
(65)
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donde fe. ge,ge ¥ ge, son definidas al igual que las seccion 3. ¥

Ats(2, T, Tot, Bag) = Us (2. oo o) = 1 (2. To ) 550
B R 5.
Aup(z,z,7.7. 2 ¢g. dzsa/d7) = u;(a@, N Zgq.dzsa/dT) — ug(x. 1. T1q. dTsq/dT).

Desde las propiedades de las funciones involueradas en us ¥ uy. uno tiene que Au, v Auy

satisfacen las condicion local Lipschitz.

N ®
|Auste. 2. 200 2un)| < el

A _
'Au;(r. z.0. 7. a-,d.dx,,,/dr)” <mgllell. (5.67)

v4s o~ % .
para toda (z..£.n.7) € By x By xB. x B.. con my v m; como las constantes Lipschitz
de u(r.oygvsg) v upla g rgg.drpg/d7) con vespecto a » v (r.n). respectivamente. A

partir del hecho que las columnas de g(). g;(2) v g2(2) estan acotadas. se tieue que:

“g(r)Aus(a-.:i:.rbd.i-m,)u < mom, |e|.

Hg,u)u,(.%.ﬁ. T pa-degaide)] < my (Sllzl = & yll + & llell). (5.62)

Hgg(a‘)_\uf(.r..’c. n.m. .z‘v,(,.d.rf,f/dr)“ < momyg |lef .

paratoda.r.c€ B,y € B..ve € B, xB.. 1.8, 8. mg. m ¥ niy son algunas constantes
positivas.
En virtud de las propiedades de todas las funciones involucradas en f.(x. 5. 2,4). ge (. T5q).

estas satisfacen las condiciones locales de Lipschitz.
I felz . 25a) = felz 0.2 = [|Fi(z)nll < iplinll .V (z.9) € B, x B, (5.69)

|| gek®: Esa) — Ge(0.2a)ll < lgry |z}, V2.2 € B; (5.70)

donde {4,), lre, son las constantes Lipschitz de f.(z,n.z)). con respecto a la variable
vdpida 7. v g.(z.z.). con respecto a la variable lenta 2. ademas. f.(0.0.0) = 0 v

9.(0.0) = 0. asi que:
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| fe(@.0.24)|| < Liey 2|l + Lpay llzsall, ¥ @ € B, (5.71)
9.0, 200}l < Ly izl ¥ 2 € B 572

donde ly;, y ls4,50 constantes positivas y 14, denota la constante de Lipschitz de g, (0. z.4)
con respecto a z,g. También. de la diferenciabilidad continua de A con respecto a sus

argumentos y de los mapeos de @ esto es lo que sucede.

7/
para toda r.¢,€ B,con l),_ Anyy-ligy~ iy, ¥ 1y siendo constantes positivas. Alora.

@
dx

Oh

s

dg,

oh

0 T4

< g, - S iy < ly,,- <,

’f)h

Ox sd

%
dx

’ < lg. (5.73)

pongamos,

ap = (1, —cyméy).

a,=2—¢, Iy, = iy le) Ly + &2)
Qg = ,Ll.\'.

3y = cslly, + muba)+ Cq (b, + by ln) (ref 4 balye, + myby)
= cy{mom, + n ). (5.74)
33 =Ca { Iy, + Ly lo) + iy } [oms + mys + (Lyey + balpe, )1
+L  mamyt & b, (Eofiky + ka)
3y =Cq { (lhs, +liyle) + lugy  (Lpay + balgiy)bi+ (T, b2+l bs)

‘,=I'9+l—‘(l

El siguiente resultado nos da condiciones suficientes para asegurar el acotamiento
uniforme del sistema aumentado en lazo cerrado del sistema no-lineal singularmente per-

turbado (3.63).

Teorema 2: Considere el sistema no-lineal singularmente perturbado (5.2).(5.3) para
la cual un control compuesto (5.44).(5.45).(5.46) es diseniado tal que (5.29) y (5.43) son

satisfechas. Suponga que un observador (5.34) con velocidad de convergencia exponencial
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es disertado. Entonces, existen algunos nimeros 0 < 8, < 1.i =1.2.3.4. tales que

r bl /
o, = min{a—. _—i} >0 (5.73)
Ca C» ;1‘\
donde
fmqye L 2272 o F1 P98 U4, 4y J3 2. 76
a =a, 5 5 b =a, %, 5 5 . =aj 20, 20, (5.76)

para ¢. suficientemente pequetio. entonces el sistema aumentado en lazo cerrado del sis-

tema singularmente perturbado (5.65) es localmente finalmente acotado (ver apéndice)
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Prueba:

Consideremos la siguiente funcién candidata de Lyapunov .
L(z.n.e) = Vi(z) + Wy (n) + V,(e).
Diferenciando V,(z) a lo largo de la primera dindmica de (3.65). obtenemos:

& i
Vs e+ (52) Ao ;

(2.7
oV, . . oV, 1.
+ H(OI ) [g(I)Aué(r.}.rsd.Isd)] + H(a ) [g1(x uf(.z 7. 214 ¢ lfd ]H

Similarmente. diferenciando 117(y) a lo largo de la segunda dindmica en {5.63). obten-

CINOS:
r 1 3”’ o 1
‘1]' 22 z( a’]!) _Jc(l n. lfd)-'_.jm{l ‘rfd)f f 1
a1y [7on on \ /08\] - :
() [)- (&) BT Tl
B Sr i |
o\ fran oh \ (9% ] | Y
_( 0})") (E) - (a—) (0—1) glr)Au, (7. 8. 200 Tog)
L ! Sr ’ J
ony [ 7ok Lo\ roe y rh;,;
(%) |(5) ( ) (a.c)J R ¢
. (‘”‘f) Oh \ap e~ ( o ) b+ 3," r
on et Tod O Loy
f

a1y A
( 3 )92(.1;)Auf(;1”,:1‘,)]_;)“rfd. d;d)

En la seccién 5.3 de este capitulo. mostramos que usando la funcion 1. el sistema
(5.37) es localmente uniformemente acotada. Por otra parte. en Kalil (1992) (Capitulo
3. seccion 3.7. pags. 231-250). se muestra que cuando z es reemplazado por el estado
lento este se conserva. esto es la variable z. la propiedad de estabilidad local del estado

Naps == — h( ') es conservada. esto es.
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alilf -4 - 5 -
( an ) [9‘(‘”' %) +9c1($-~'ffa)=‘rfd] < = nli*+

se preserva. Asi que.

4 1 _ s 1 _
Wy < = a4 % .
av h oh \ [0%\] .
M (6‘_rrf> (E) + (0 e:) (E) [fc(-’f-')-l‘sd) + ge(T. 24) xs,,]
iy [ [ Oh L on o0\ |
N ( an ) (E) | ((?—éf) (E)J 9(&)Auy(z.2. gl lsn’)‘l
oty [ ron Oh \ (0% | I
i (_q;) (7) - ((f) (E)J gu()up (&5 )
O Ok _sHeTolan
() s scemo)
™ (00—[,[) {( E ) MAG(u(t).S(#)) = Glu(t).s(1))} }I.
‘ 0 ) l A Oh cl?
L '( a ( sd a‘;:s(i *osd
% ‘ Q—)I) ga(x) Aug(z. ., 1))‘

En la misma forma. enando 1),(e) es diferenciado a lo largo de las travectorias de la
tercera dindmica de (3.63). v utilizando los resultados de la seccién 5.4 (Teorema 1).

podemos obtener

1o (e) < —uN [le]|. (5.79)

A partir de las ecuaciones (28). (43). (68)-(73). obtenemnos

av,
IGG)

{ < caly, Izl il
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< cgmomy ||| ||e]] .

)i

(%) o
(52 [(2)+ (22) (2)] v 24
|

Fler + Lpab2) 2l 0l + (Lpyy + L0200 | 1]
oy ah Oh o
| s [(a—r) v (a_> (E)J o
g [ o e
dn dr o (':I ar )| 94
o’
(CEY
|| (%) {( % ) MO Y 5;1CTC}.Qe}
1 By
o ol - L ~
,( ! ) MAGw.T) = Glul. o)} ’ ey li,, k2 Il el
| 3;] a . ] a
(an',) ( ah ) ¢ Ok X e
Teg + =~ Lgd
877 al'gd a‘tsd

Combinando estas desigualdades en (5.77).(5.78) v (5.79). y usando la propiedad

ab < (k/2)a® + (1/2k)b°. con k € {0.1). resulta

g 4 ;
< eamy (6 [f2l]” + & flefi lmll + & lizlf el -

<Cs (lne, + lyla) [y Il

<€ (I, + by, le) mome gl el . (5.50)

<6y (b, + biyle) my (G| + & lla [+ &

<Cq mzmy [inllle]l -

<Cq by, Sobaky (Il flel]

<4 (I, ba + b, 03) [0l

L< —a JlzP =&l = llell* + &' € —pg L + A (5.81)
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donde d' = v + 8,/28,. Sea p, definida por (5.75). entonces se sigue que:
L< ~p L +d

lo cual implica que

L(I(t) T](t).e(t)) S [L(,)_’O. ’70-30) A :LJ e—l‘ca(t—fo) -+ i
[CO #CO

Entonces. los estados z.77 v e son localmente finalmente acotados v deberdn converger a

la bola dada por

(1. e) = {(.r. n.e): Lix.n.e) < i } :

I'IC(I
O

Observemos que cuando el estado (. 2) estd disponible (es decir no existe observador
en el sistema ). v ahf uo existe un vector de referencia (ie. g = 27y = 0) la primera
v la cuarta desigualdad de la ecuacion (3.50) resultan en las asi lamadas eondiviones de

intcrconerion. cs deeir

oV, . e
(')_L:“fC('L" 5.0} = fel2.0.0)] < eslyy || 2] |10l (5.82)

H(a—;‘—f) {fc(r-!z-O)]'

5.6 Aplicacién para el Modelo del Manipulador

Sey by, [l lInll* + 1y 2] i) -

93

Mediante la asignacion de 2; = . 22 =¢. 25 = k(g —¢m). 22 = =k(9 — ¢,,) donde h = — .

oy

es posible escribir el modelo (5.1) en la forma standard singularmente perturbada (5.2).

es decir.



] (5.33)
g 2= fo(z) + Falx)z + ga(z)u
con
z 0 0
A= - . FEfs)=F= gi(z) =0

——F sin(zy) —} 0
o) | Fifz) = F R pPRE
2L = L) = L= Jak) = gr=

— 29l sin(z) + L, -a(j+3) -=Z

donde a = kz? es el coeficiente de rigidez de la articulacion flexible. el cual es asumido

como una aproximacion Q%) para el pardmetro <.

5.6.1 Diseno de la Ley de Control

: .. Y =l .
Cuando = = 0. uno obtiene una raiz unica z,, = m{.fnzgl sin(a,,) + Bx,, + Tu,}.

z,, = 0 x entonces el sistema reducido lento toma la forma (5.4) con

T 0 :
fla)= o oroglad) = (5.84)

mgl - J 1 8) i) 8
Ty sin(x, ) T—7) sz -1

Dado que se desea que la posicién del rotor siga una senal de referencia dada. la

siguiente funcion de switcheo es seleccionada.

@y = 8B — Zoa, ) * 8513y — Ty (5.85)

% : .

donde s; y s, son coeficientes reales constantes. v Z4, es la senal de referencia (254, =%.q,
). Es supuesto también que s,V X, junto con sus derivadas de tiempo estdn acotadas
para toda # > 0. La seleccién de la funcién de switcheo (5.85) conduce. de acuerdo con

la seccion 3.2, hacia el control lento u, = ug + u .\ cON



Use = mglsin(z,,) + [B - ? (I+J))z,, + ? (I+J) T, +(T+J) Ly (5.86)
2 2
Usy = _(] + '])LS(IS)§(ISL = Isdl) = (I T J)Ls(-rs)('rsz - J:5112) (387)

donde L,(z,) ha sido seleccionada. por simplicidad. como una constante estrictamente
positiva Ls(zs) = I, > 0. Despues de la substitucion del control lento u, dentro del

subsistema reducido lento. nosotros obtenemos el sistema reducide lento en lazo-cerrado

L ] . ° _ .
&y || =Egam,. O) +ps(0-xsd-*rsd) = A3, "‘Ps(o-l'sd--l’,,d) (D.0d)
0 1 0
Ly T o N
_%15 Tl (i; A 1&) i; 'vsdl =+ Lsdy +ls§jl‘sd1 + l:,‘fsdz

. . - . -
donde x; = 0 es un punto de equlibrio exponencialmente estable de &= f, (. 0) siempre

cue las constantes s,.s2 v I sean escogidas de tal forma que el polinomio

P ° i r
B0 Bug: Tea) ZToqll . Mediante la seleccion

| <t )zall+1s

sea Hurwitz, Observemos que |
de 51 > 0 y s > 0.uno garantiza el acotamiento finalmente acotado del sistema (5.88).
En particular. existe una funcién candidata de Lyapunov Vilay) = szsxs donde P; es
una matriz simétrica definida positiva. la cual es solucién de la ecuacién de Lyapunov
P.As + ATP, = —Q,. con Q, una matriz arbitraria simétrica definida positiva. tal que
la derivada de tiempo de V; a lo largo de las trayectorias de (5.88) satisface (5.29) con
C3 = /\mm(Qs). Cqy = /\max (Ps) A lps = [11 + %(l-’bl + 13b2)h‘]]

En esta aplicacién. uno necesita justamente estabilizar las variables rapidas hacia el

origen. Asi. uno puede seleccionar la funcién de switcheo rapida

i



T =S| N+ 821, (5.89)

donde s,y spson coeficientes reales constantes. En concordancia con la seccion 5.3 de este

capitulo, el control rdpido resulta

Uy = ug, + Uy (5.90)
con
1 1 ‘§l J =B -
N (} B 7) ],Iul’ll + (:g B T) Napirs (5.91)
J & Jl .
Upy = glf:—l'lup.n 7 2 Mapze (5.92)

donde. por simplidad. L;{i,,,) es seleccionada como una constante estrictamente posi-
tiva. es decir Lg(n,,,) = I; > 0. La ccuacion en modo deslizante rdpido en lazo-corrado

tonia la forma siguiente:

d <
AT, (5.93)
(T

0 1

‘.-lf’}d.l': 2
g lf —(%’;-‘-If)

Nape

:_,-IL(?I

Siempre que las constantes §;.5.v [y sean seleccionadas de tal manera que el polinomio

S+ s(2 4+ ty)+ 22 =0 (5.94)
Sa 32

tenga estrictamente todas las rafces en el semiplano complejo izquierdo, el sistema (5.93)

es exponencialmente estable. Por esto, ahf existe una funcién candidata de Lyapunov
5 e S oxg . s

Wr(Nape) = 70,2 Psilupe donde Py es una matriz simétrica definida positiva. la cual es

solucion de la ecuacién de Lyapuuov Prdy + «-@P/ = —Qy. con Q una matriz simétrica
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definida positiva arbitraria, tal que la derivada 11’ a lo largo de las travectorias de (5.93)
satisface (5.44) con 1-’1=E3= Amin Q) ¥ vy= 0. es decir. ahi no la necesitamos para

verificar (5.46). Finalmente. el control compuesto resulta

w(z.n. . 2yq) = us(T.750) + us(n) (5.95)

Cuando este control compuesto es substituida dentro de la representacién singularmente
perturbada del modelo del robot con articulacion flexible. uno obtiene el siguiente sistema

singularmente perturbado en lazo cerrado

I fAT DT 0) T Ge (2. Teg) Tea= Asx + FL2)7 + Pu(0. 2su. Loa) (5.96)
™ all (] o e
= g.(r.n.0) — CE Ao = Fi(v)n + p,(f)..rs,,..t:,d)] (5.97)

3.6.2 Estimacion de las velocidades angulares del motor y el

eslabdén

El comrolador disefiado en la subseccidn 3.1 requicre de una medicién completa de las
posiciones angulares del eslabén v del eje del motor. Sin embargo. nsualmente en la
practica. Minicamente se puede disponer de las posiciones angulares. A fin de cstimmar las
velocidades angulares del eslabon v del eje del motor. un observador de alta ganancia
es disenado en esta subseccion: otra clase de observadores han sido diseriados para estos

manipuladores (Busawon ef al 1993). Haciendo el siguiente cambio de coordenadas.

1 =1I1. $2=X2. $3=21. §1=2y. (5.98)

se puede escribir el sistema singularmente perturbado asociado para el manipulador en

la forma siguiente:



21= S2
o= ~ﬂl9—l sin(s1) — £ + my + mgcos(s;) sin(s;)

' e, (5.99)
= —ﬂ["—' sin(sy) + %Q =2 (

1 1 B
1) s s Su

L Y=<

con ¢ = COl((l-,gZ' $3, 44) }

010 0
0 0 —% 0
Fiy)=F =
noo !
000 0
0
magl .
— —— 8111
G(C.U): 7 (1)
0

—”:“” sin(s ) + 22¢.

7 —%(}4—5)&‘3—%{4—&&'

o

Un observador para la variable de estado < es de la forma
$(6) = Fo(t) + Gls.u)= G5 ' ()CTRy = <4) (5.100)

donde Sp= Q(y)S¢Q(y). siendo S la solucién tunica de (56). y

100 0
010 0
Qy) = :
00 -1o0
000 ~%
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La ganancia del observador 3, (y)CT = (2y)SeQy)) ' CT tiene la forma.
16
_ 66°
S (y)CT = »
—476°
—=18

De acuerdo al teorema 1. el origen e = 0 de la estimacion de la dinamica del error es un
punto de equilibrio exponencialmente estable. mas precisamente. la funcién candidata de

Lyapunov 1,(e (t)) = (1)Sy € (t).con € (t) = Oy) Npe(t). satisface

1, (e) € —pNle] . (5.101)

k3
671—711—1 °
Por supuesto. @ se seleciona de tal forma gue p > 0.

donde pu=06- Q{;D(qll:g o (R_)] \/T =

n=2 i m=2,

9.6.3 Estabilidad en lazo cerrado

En esta aplicacion el sistema aumentado en lazo-cerrado singnlarmente perturbado (5.63)

resulta:

. s (] s .
£= fc(‘l‘- . 'L‘ad) T+ Ye (L -rsd) L —(](L)AUS(F T.Zgq. de)- Y =Ly

== g (2. 5.0) + G 2)Auy (. 7.2 5.0.0)
- [(;7_’:*) + (ﬂ) (‘3—‘1’)] -z (doi) M, e

a\z Sz

¢ {t) =¢ (1) = Q~Hy){A = $;'CTCIUY)e(t) + Glu(t).S(t)) - Glult).<(t))

(5.102)

° ’ . bl A & N

Jdonde Aus(JJ.Q‘.Isdlsd) = Ug(L. Tod Xsd) = Us(T. Toa. Teg) ¥ Aup(2.0.2.7.0.0) = yy(x
1.0.0) - Aug(r.1.0.0).

De estas 1iltimas expresiones uno puede verificar ( despues de largos cdlculos). las

condiciones de Lipschitz (5.67) v las desigualdades (5.68).
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Asi las ecuaciones (5.69)-(5.72) se satisfacen. También. la diferenciabilidad continua
de & con respecto a sus argumentos v del mapeo ®. cuyas componentes son dadas por
(5.87) v (5.98), nos permiten sostener las desigualdades (5.73) (también a traves de largas

operaciones matemdticas). Las constantes (5.74) son dadas por:

ay = (c3—caba).

my = (%— es (Iho, + oo, la) (z,,,+6g)).

ag = pN

3y = elp,+ @ (lny, + iy, lo) Uz,

35 = <Eymgmy

Fo= | E LR ) Ll ) (mam, + 10 00) + % & momy+ & L, (Bofaky + kia).
55 7 GG, L] ki

= 1%9.

Los valores nominales de los pardmetros del robot con articulacidn flexible fuerdu

eseogidos como [16]
mgl =0.8:  a =713 x 10~% = ().031

J =1{.004: B =0.007. = 1

t

Con estos valores v la seleccion s; = 5. 52 = 10. I, = 200. 5,= 0.1. 5,= 1.0. [y = 0.010.
8 = 2. la ecuacién (5.75) se satisface. y el sistema en lazo cerrado (5.102) es finalmente

acotado.

5.6.4 Resultados de Simulacién

Nosotros mostramos ahora algunos resultados de simulacién cuando el esquema controlador-

observador es aplicado para el modelo del brazo robot con articulacién flexible. La senal
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de referencia a seguir fue buesta como z., = 0.5sin(¢). Las condiciones iniciales de las
variables del robot. asi como para los estimados fuerén fijadas a los valores siguientes:
51{0) = 0. 52(0) = 0. ¢3(0) = 0. ¢,(0) = 0, 1{0) = 0.2. $2(0) = 0.02. T3(0) = 0.002.
54(0) = 0.003.

Las graficas de tiempo del sistema en lazo-cerrado muestran el comportamiento dindmico
de la posicién angular del eslabén. la sefial de referencia. la velocidad angular del eslabén.
la derivada de tiempo de la sefial de referencia son graficadas en las figuras 5.1 v 5.2,
mientras que los errores de estimacion e, y e, son dados en las figuras 5.3 v 5.4. Desde
estas gréficas. uno puede observar que un buen desempenio en el seguimiento de la trayec-
toria del brazo robot es obtenida. También la variable de control es conservada dentro

de clertos limites de operacién. tal como se muestra en la figura 5.5 .

Al pel

| e\
059,
g

e

u‘i V

|
02+ / f‘tf

¥
Q-

i/
of

0 ! 4 3 + 5 € ? 8 L]

Figura No.5.1 Grifica del estado x; y la senal de referencia s
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Figura 5.3 Grafica del estado z; y su estimado
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Figura No. 5.4 Grafica del estado r» v su estimado
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Figura 3.5 Graéfica del control u



5.7 Conclusiones

Una estructura no-lineal de control-observador. basada en una clase de sistemas no-
lineales singularmente perturbados. nos permitié descomponer el sistema original. en dos
subsisternas de menor dimensién, ambos descritos en diferentes escalas de tiempo. esta
técnica ha sido presentada y aplicada para el caso del modelo de un brazo robot de
un simple eslabon, el cual tiene flexibilidad en la articulacién. Un buen desempeno del
seguimiento de la trayectoria se puede apreciar en este método para tales dispositivos

mecanicos.
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Capitulo 6

Estudio Comparativo de las distintas

técnicas de Control empleadas.

6.0.1 Introduccidn

En este capitulo presentaremos un estudio comparativo. mediante resultados de simula-
cion. de las técnicas de control para la cstabilizacion global de sistemas no-lineales con
aplicacion para el caso de robots manipuladores con flexibilidad en la articulacién han
sido desarrollado en capitulos anteriores.

Cousiderando el modelo del brazo robot manipulador dado por

Iq +B @ +mglsin(q) = k(g — q) (6.1)

J qrn B qm +'l‘.(Qm - Q) =1u

donde la primera ecuacién de (6.1) representa la dindmica del eslabon y la segunda
ecuacién la dindmica del motor.

En este estudio se aplicarén las técnicas control para la estabilizacién y seguimiento
de la travectoria. las cuales se resumen en lo siguiente:

e Método Geométrico Diferencial

El diseno de un controlador para una clase de sistemas no-lineales feedback linealizante



mediante un observador de alta ganancia.

e Método Algebraico Diferencial

Un controlador dindmico linealizante por retroalimentacién de estado. basando en las
formas candnicas de observabilidad generalizada (FCOG) y de controlabilidad general-
izada (FCCG) de Fliess. Este controlador estd basado en la linealizacién del error de
seguimiento, la estabilidad del sistema. asi como el seguimiento de la trayectoria deseada
para el manipulador con articulacién flexible. La dindmica del error de seguimiento es
estimada por un observador con el sistema en lazo cerrado.

» Método basado en Perturbaciones Singulares

Un controlador basado en un observador para una cierta clase de sistemas no-lineales
Singularmente Perturbados fue disefiado. Condiciones suficientes para garantizar la es-
tabilidad del esquema de control basado en estimadores de estado con el sistema en lazo

cerrado fuerdn establecidas.

6.0.2 Comparaciéon entre las técnicas de Control empleadas.

Resultados en simulacién

Ahora. mostramos una comparacion entre los csquenias de estos controladores. imple-
nientados para el modelo de un robot de un simple eslabén. con articulacion flexible.

La simulaciénes se efectuaron como sigue; se considerd a la senal de referencia deseada
Trop = sin(t). como la senal a seguir por la posicién angular del motor ;.

En cada una de las estrategias de control se selecionaron los parametros de diseno
como sigue:

Para la ley de control basada en la teoria de perturbaciones singulares, asi como las
ganancias, fuerén seleccionadas. como sigue:

51 =20; 85 = 25: I, = 60: 551 = 1: spa=10: 1y = 0.1

El parametro 6 en las ecuaciones del observador fue 8 = 20.

Las condiciones iniciales de las variables del robot, v los estimados. se seleccionaron

€10
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21(0) = 0, 22(0) = 0. 2,(0) = 0. 2(0) = 0. F3(0) = 0.2. ,(0) = 0.02. 5,(0) = 0.002.
22(0) = 0.003.

Para la técnica basada en el enfoque geométrico diferencial. las condiciones iniciales
del sistema, asi como las del observador fueron las siguientes:

.1‘1(0) =], .’Ez(O) = 0.1 13(0) =1, 1'4(0) =0.1.

Z1(0) = 1. Z9(0) = 0.3. T3(0) = 1. 24(0) = 1.

El pardmetro @ en las ecuaciones del observador. as{ como sus ganancias. fueron
seleccionadas como:

8 =3k =24 by =10. k3 = 15. ky = 10.

Por otra parte las ganancias del controlador se seleccionarén como: a; = 16. ay = 32.
@y 2 D=8

En las Figura 6.1 se muestran la posicién angular del eslabén. usando todos los
esquentas de control. v la senal de referencia deseada. La velocidad angular del eslabon.
asi como la derivada de la senal de referencia se muestran en la Figura 6.2, A partir de
estas graficas. podemos observar. o] buen desempetio para el seguimiento de la trayvectoria
de cada una de las metodologias propuestas. Sin embargo. podemos notar que el esquema
e control basado en perturbaciones singulares presenta nienos oscilaciones que los otros
esquemnas de control. Ademas. la accidn de control esta dentro de los limites fisicos.
Aumgque el control basado en la téenica geometrieo diferencial. su aceién es aun menor qite
el basado en la téenica perturbaciones singulares. su desempeno no es muy adecuado. Mds
ain. el meétodo basado en la téenica del algebra diferencial presenté una alta oscilacion

v una accion de control mas severa. estos son mostrados en la figura 6.3
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6.1 Anadlisis ante perturbaciones o ruido

Un andlisis de la técnicas de control desarrolladas. ante la presencia de perturbaciones fue
implementada con una senal de ruido gaussiano f{t) = 0.05n0rm(t).con media aritmética
cero, desviacion estandar 1, y magnitud de 5%. con respecto a la magnitud de la sefial
de salida. La figura 6.5 muestra el comportamiento del estado T1.Zrep Vv la senal de
ruido. mientras que la figura 6.6. nos muestra el comportamiento del estado z.. v la
senal de ruido.mediante la técnica del método Geométrico Diferencial. La figura 6.7
muestra el comportamiento del estado I1.T,e5 Vv la senal de ruido. la figura 6.8. nos
muestra el comportamiento del estado 5. v la senal de ruido.mediante la técnica del
meétodo Algehrdico Diferencial. v finalmente. Por otro lado. la figura 6.9 muestra el
comportamiento del estado ry. 7.,y v la senial de ruido. v finalmente la ficura 6.10. nos
muestra el comportamiento del estado r;. v la senal de ruido. mediante la técnica de

Perturbaciones Smgulares.

Tref

0 1 2 3 s £ § 7 8 g 0

Figura 6.5 Estado z,,7,.s ¥ la senal de ruido
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Figura 6.6 Estado r: v la senal con ruido. Geométrico Diferencial

s : 5 : 1 s H 7 4 : » t(seg)

Figura 6.7 Estado z, v la senal de ruido. Algebrdico Diferencial
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Capitulo 7

Conclusiones

En el presente trabajo de tésis se presentaron tres técnicas de control basadas en un
observador. para la estabilidad v el sequimiento de la travectoria de un brazo robort de
un simple eslabdén con articulacién flexible.

En cada una de las estrategias de control estudiadas. se hizo uso de un observador no
lineal para estimar la parte del vector de estado no medible. permitiendo implementar
estas estrategias.

En todas las técnicas presentadas. un estudio de estabilidad del sistenia en lazo cerrado
fne presentado. es decir en cada uno de los casos. condiciones necesarias para garantizar
la estabilidad del sistema en lazo corrado fueron presentadas. Ademas. resultados en
sinmulacion fueron mostrados para ilustrar el desempeno de cada una de estas cstrategias
de control.

Un estudio comparativo de las técnicas estudiadas ha sido desarrollado para ilustrar
el desemperio de estas. siendo la metodologia basada en perturbaciones singulares la que
mejor resultados mostré.

Por otra parte. extensién de estos resultados a el caso multivariable es un problema
abierto. siendo actualmente tema de investigacion. Asi como las aplicaciones a mode-
los de robots con multiples eslabones es también un tema de investigacion. De hecho.

aplicaciones a otro tipo de procesos puede ser realizada de manera similar.
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En un anélisis desarrollado en las tres técnicas de control para robots manipuladores
con flexibilidad en la articulacién, se sometis el sistema ante la presencia de ruido en la
sefial de salida (perturbaciones en la salida). obteniendose los siguientes resultados:

1.-En cada una de las tres técnicas. se sigue conservando la convergencia del estado
estimado, hacia la sefial de referencia deseada.

2.-El método basado en la metodologia Algebrdico Diferencial. resulta demasiado
lento en su respuesta

3.-La técnica basada en el enfoque Geométrico diferencial. resulta ser mejor com-
parado con el método Algebraico Diferencial. en cuanto a rapidez de convergencia.

4.- Elmétodo hasado en la técnica de Perturbaciones Singulares. resulté ser el mejor
cn su respuesta de seguimiento de la travectoria. ante la presencia de ruido en la senal

de salida. presentando menos oscilaciones. con respecto a los otros dos métodos.

Por otra parte se efectué un andlisis. para determinar el desempeno del brazo ro-
bor manipulador con flexibilidad en la articulacion. ante la presencia de ineertidumbres
pardmetricas de la estructura del robot. teniendo como resultado lo siguiente:

El observador basado en la téenica de modos deslizantes. resulté ser el tnico que

presenta mejor robustez. ante la presencia de incertidumbres pardmetricas.
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APENDICE A

0.1 Conceptos y definiciones

En este apéndice. se daran algunas conceptos v definiciones necesarias para la com-
prension de este trabajo. Para comenzar. daremos algunas definiciones de base sobre
la teorta de la observacion de sistemas no lineales en tiempo continno. A continuacion.
recordaremos algunos resultados sobre los observadores v su sintesis. Posteriormente, se
presentarail algunas definiciones v resultados driles referentes a la estabilidad v estabiliza-
cion de sisremas. v finalmente se anexan algunos resultados presentados en este trabajo
de investigacion. gue fueron aceprados v presentados en Congresos Internacionales.

Primero. consideremos los sistemas 1o lineales de la forina:

&= fu2)
y =h{r)

(0.1)

donde el estado > € M. una variedad analitica (C*): la entrada ¢ € U C R™: la salida
y € R?P. Para toda v € U. fu(¢) = flu.-) denota el campo vectorial C+ sobre 1 v la
fineion h = (hy..... hy) es tambiéen C,

Designareinos por a4 (. 2) la solucion de (2.1) a partir de la condicién inicial x,(0. 29) =

Xrg.

0.2 Observabilidad de sistemas no lineales

La nocion de observabilidad puede ser formulada de varia maneras en el contexto no

lineal. En este trabajo adoptarcinos la formulacion dada por Hermann Krener que se



establece a partir de la nocién de distinguibilidad de estados.

Definicién 0.1 (Dz'stinguibilidadJndistz'nguibilidad): Dos estados iniciales xy € M.
z; € M, zg # 1, son indistinguibles si para todo t 2 0 y para toda entrada admisible
u : [0.t] = U las trayectorias correspondientes de (0.1) que resultan de zy. =, son
tales que h(zu(t,zo0)) = h(zu(t.z,)). Reciprocamente. decimos que dos estados iniciales
o € M, z1 € M, 2o # ;. s0n distinguibles si existe t > 0 y una entrada admisible

v [0,t] = U tales que h(z,(t, o)) # hz,(t.xy)).

Definicion 0.2 (Observabilidud): Un sistema es observable en xg € M si para ofio es-

tado xy # g es distinguible de ry. Un sistema es observable si es observable en todo

Lo € Al

Para los sistemas lincales. la observabilidad esta caracterizada por la famosa condicion

e rango:

Teorema 0.3: El sistema lineal estacionario :

* = Az + Bu
(0.2)
y=Czr r€ R".ue R™. yec R?
es observable st y solo st la matnz [CT ATCT ... A"V CT)T s de rango pleno.

La distinguabilidad es un concepto global. Sucede frecuentemente que para generar dos
trayectorias a partir de xp v de z;. se tiene uno que alejar lo suficientemente de Ty I

Las dos definiciones que siguen son de naturaleza local.

Definicién 0.4 (Observabilidad local): Se dice que el sistema (0.1) es localmente ob-

sercable en wq si para toda vecindad abierta Vi, de zo el conjunto de puntos que son
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indistinguibles de xg en V., via las trayectorias en V,, es el punto xy el mismo.

Cuando se trata de distinguir z¢ de sus vecinos. podemos avistar la condicion de obsery-

abilidad local. Desde este punto de vista, se tiene:

Definicién 0.5 (Observabilidad local débil): Se dice que el sistema (0.1) es localmente
débil observable en xy si existe una vecindad abierta V,, de xq tal que para toda vecindad
ablerta Vi, C Vi, el conjunto de puntos que son indistinguibles de zo en V,, tia las

trayectorias en V] es el punto xy el mismo.

De manera general. un sistema es localimente debilmente observable si todo estado rg
puede ser instantdncamente distinguido de sus vecinos al utilizar las travectorias ¢ne
perinanecen cn ina vecindad de ag.

La propiedad de obscrvabilidad local debil es importante. pnesto que ella puede ser
verificada por medio de una simple condieion aleebraica como en el caso lineal. Por lo

anterior. nos lleva a definir el espacio de observacion.

Definicién 0.6 {Espucio de observacién): Se lluma espacio de observacién O el mas
pequeno subespacio vectorial de funciones rcales de M que contiene hy.. . .. hy. y que sea

cerrado por la derivacién de Lie con respecto a todos los campos vectoriales del tipo f,.

u €l fijo.

Teorema 0.7: Sea dO el espacio de diferenciales de los elementos de O. Designemos

por dO(zy) la evaluacion de dQ en xqg. Si:
dimdO(xg) =n (0.3}

entonces el sistema es localmente debilmente observable en xg.
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La condicion (0.3) se llama condicién de rango. Si la condicién (0.3) se verifica para todo

zo € M. se dice entonces que el sistema (2.1) es observable en ¢l sentido del rango.

El teorema anterior da una condicién suficiente de observabilidad local débil. El siguiente

teorema sa una condicién necesaria:

Teorema 0.8: Supongamos que el sistema (0.1) es localmente debilmente observable. En-
tonces la condicion (0.3) se cumple casi en todas partes en M. es decir. dim dO(x) = n

en todo punto x que pertenece a un abierto denso ' en .

0.3 Entradas universales

Notemos que la definicidn de observabilidad dada anteriormiente, no implica que toda
funcion de entrada distinga parcjas de punto de ). En la prédctica. deseariamos cen-
trarnos en el caso donde la entrada u gue siendo fija. toda parcja de estados distintos
den lugar a salidas diferentes. En cfecto. este no es el caso en que se pueda reconocer el
estado inicial del sistema a partir de la informacion anterior sobre la entrada v la salida.

Esto no lleva a la nocién de entrada universal.

Definicién 0.9 (Entrada universal): [na entrada admisible u : [0.T) — U es universal
para el sistema (2.1) sobre [0.T] si. para toda pareja de estados diferentes distintos zo y
21. se tiene h(z,(t. 1)) # h(z.(t.x1)) en al menos en un tiempo t € [0.T]. Una entrada

universal sobre R* es universal.

Definicién 0.10 (Entrada singular): Una entrada no universal es una entrada singular.

El problema de la existencia de entradas universales ha sido estudiado por varios autores

(Sontag . Sussmamn). Ellos han demostrado que el conjunto de entradas universales es
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denso en el espacio de entradas admisibles con una topologia conveniente para los sis-

temas localmente débilmente observables.

0.4 Los sistemas uniformemente observables

Consideremos el sistema (0.1). En general. existen entradas singulares u tales que el

sistema autonomo asociado:

= f1 (l‘)
y = h{r)
10 sea ob=ervable.
La nocion de entrada universal permite definiy una clase interesante de sistemas: los

sistemas uniformemente observables.

Definicion 0.11 (Sistemas uniformemente obsercables localmente uniformemente 0b-
scereables): Un sistema en el cual todas las entrades son universales se llama uniforme-
mente observables. o simplemente. observable paia todu entrada. Un sistema es local-
mente uniformemente obsercable st y solo si para todo punto & € M ewzste una vecindad

V, de x tal que el sistema pcrmanecerd cn esta vecindad es uniformemente observable.

Los sistemas lineales observables son uniformemente observables.

El problema de la caracterizaciéon de estos sistemas en el caso mono-salida ha sido
abordado por Williamson (williamson) para los sistemas bilineales y por Gauthier et
Bornard (Gauthier-Bornard) para los sistemas afines en el control. estos resultados se

resumen en los dos teoremas siguientes:

Teorema 0.12 : Consideremos el sistema bilineal:
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&= Ar+uBz + Fu
(0.5)
y=Cz
donde z € R*. u€ R™. y€ R; A, B, F. C son matrices de dimensiones apropiadas.
Una condicidon necesaria y suficiente para que el sistema (0.5) sea uniformemente

observable es que pueda trasformarse por un cambio de coordenadas z = Tx. en:

i=Az+uBz+ Fu
- (0.6)
=02
donde:
0 1 0 b1 0
1 T AF=ta ) - |.B=TBr'=| ~ ° C=CT"=
Q] l[o- A
a) F .oy Z-)nl Zer
el foy
Teorema 0.13 : Consideremos el sistemua afin en el control:
r= flzr -+-T'"’_ Ay,
r= flr) + T 9.(x) 0.7)
= () re R veR". yeR.

Una condicién necesaria y suficiente para que el sistema (0.7) sea localmente uni-
formemente observable es que exista un sistema de coordenadas locales sobre R" tal que

(0.7) sea casi por todes lados localmente de la forma:

(0.8)
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donde A = C X 5 olE) = ‘ : O=[10:.. . 1)
0 0 ©n(z)
y §iy(2) = gi(=1. cw)paraj=1....n:i=1...m

La caracterizacion de estos sistemnas en el caso multivariable es todavia un problema

abierto.

0.5 Observadores

Un observador o reconstructor de estado es un sistema dindmico que permite obtener
una estimacion del valor instanrdneo del estado no medible de un sistema a partir de

informaciones anteriores de las entradas del sistema original.

Definicién 0.14 {Obscreador): Sca el sistema dindmico:

& = f{u.)
y = hix)

Se Nama observador de () un sistema dindmico auxliar (Q) cuyas entrads estan

constituidas por las entradas y las salidas del sistema (X) y cuyo vector de salida T es el

estado estimado :

(0) f= flu.y.z)
F=h(uwyz
tal que ||e(t)|| = [|&(&) — z(t)]| — O cuando t — x.
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X
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Figura 0-1: Esquema del observador

Cnande ||e(t)]| tiende exponencialimente hacia cero cuando t — x. se dice (ue el obser-

vador es exponencial. El esquema de un observador se muestra en la figura siguiente:

0.5.1 Sintesis de observadores

El estudio de la propiedad de observabilidad constitnye una primera etapa en la con-
struceidn de un observador. En efecto. para garautizar el buen funcionaiento de un
abservador es necesario que el sistema permanezea “suficientemente observable ” bajo
tadas las entradas aplicadas.

Es eutonces evidente gue uno de los obstdculos para la construccion de observadores es
la presencia de entradas singulares. Este obstaculo no existe en los sistemas lineales
estacionarios observables. puesto que estos sistemas no tiene entradas singulares.El ob-

servador mas comuin para estos sistemas es el de Luenberger (luemberger).

¢ Sistemas lineales estacionarios

Sea el sistema lineal observable:
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T = Ar + Bu
(0.9)
y=Cz

donde z € R™. v € R™. y € R? y las matrices A, B. C son de dimensiones apropiadas.

El sistema gobernado por:

i= A+ Bu—K(Ci—y) (0.10)

donde la matriz K es selecionada tal que los valores propios de A — A'C' tienen parte real

negativa. es un observador exponencial para el sistenia (0.9).

e Sistema lineal variante en el tiempo
Para los sistemas lineales con pardmetros variantes en el tiempo. existe el observador de
Kalman bajo la hipétesis de la obzervabilidad completa uniforme:

“n

Definicién 0.15 (Obsercalbilidad completa wniformce): El sistema:

()= A(t)e(r)
ylf) = C(t)rit) re f"ue R™.ye RP

(0.11)

cs complctamente uniformemente observable si existe T > 0.0 > 0 yty > 0 talcs que.

pare fodat >ty . se tiene:

G{t.t+7T)= /’t_T o (T.)YC(T) C(r)o(r.t)dr > al

donde I es la matriz identidad y o(7.1) es la mutiz de transicién de la parte auténoma

de (0.11) definida por:

[%O(T.i) = A(7t)o(r.1)
oft.t) =T
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Es bien conocida la versién determinista del filtro de Kalman-Bucy (kalman-busy) que
proporciona un observador no inicializado para los sistenias lineales variantes en el tiempo
completamente observables. En efecto, se ha demostrado que si A(t) v C(t) son acotados

v si el sistema (0.11) es uniformemente completamente observable. entonces el sistema:

x(t) = A1)2(t) — S5 CHTQ(C()E(t) — ylb))
S8(t) = ~0S(t) = A(t)TS(t) — S(t)A(t) + C(HTQRC(t) (0.12)
5(0) = Sy

donde ¢ > 0 v Sy. Q yue son matrices definidas positivas, cs un observador exponencial

para (0.11).

e Sistema afin en el estado

~

El resultado anterior puede ser extendido a los sistemas afines en ol estado:

L= A(u)r + Blu)
="y )z F e u € Ry MRy

(0.13)

Se puede apreciar que toda funcion u fija genera un sistema lineal con pardmetros vari-
antes en el tiempo. Por consecuencia. se puede definir el Gramiano de observabilidad

para estos sistemas, para u fija como sigue:
t=T T T
Glu.t.t +T) =/ ol (7. )CT (u(r))C(u(7))o, (. )dr
t

donde ¢, (7.¢) es la matriz de transicion definida por:

Lo, (7. 1) = A(u())ou(r. 1)
o, (t.t)y=1

El sistema (0.13) puede tener varias entradas singulares. En (hamouri-De Leodn) se de-
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muestra que las entradas universales no son suficientes para hacer funcionar un observador
para los sistemas que poseen entradas singulares. Esto proviene del hecho que una en-
trada universal trasladada en el tiempo no puede ser universal. Fs por esto que la nocién
de entradas persistentes ha sido introducida para garantizar el funcionamiento del obser-

vador. sobre todo en presencia de ruido o de pertwbaciones. Ahora introduciremos la

nocién de entrada persistente.

Definicién 0.16 (Entrada regularmente persistente): Una funcion de entrada u es reg-
ularmente persistente para el sistema (0.13) si existe T >0.a >0 ¥yt >0 tales que el

valor propio mas pequenio de la matriz Glu.t.t —=T) es superior a e port > t,.

El siguicute teorema permiite garantizar la coustruccion de un observador tipo Nalman

extendido para los sistemas afines en el estado.

Teorema 0.17 : Toda entrada regularmente persistente eplicada o un sistema ufim al
estado (0.13) genera un sistema lineul con pardmietros variqntes en el tiempo completa-
mente uniformemente obsercable.

Por consecuencia | se obtiene el siguiente resultado: considercmos el sistema (0.13) con
matrices A(u). B{u) v C(u) wniformemente acotadas sobre el dominio de las entracas

admisibles. Eutonces. para toda entrada resularmente persistente para (0.13). el sistema

P = Au)i+ Blu) ~ S7'Cu)TQ(Cu)i - y)
S =—05 - A(u)TS - SA(u) + C(u)TQC(u) (0.14)
S(0) = S

con § > 0 v Sp. Q matrices definidas positivas. es un observador exponencial para el

sistema (0.13).

112



0.6 Estabilidad y estabilizacidn

0.6.1 Estabilidad

El problema de estabilidad de un sistema corresponde al comportamiento de la travectoria
de este cuando su estado inicial esta proximo del punto de equilibrio. Esta idea es intuitiva
¥y resulta muy compleja para los sisteinas no lineales. Por consecuencia una larga lista
de definiciones han sido propuestos . El objetivo de la teoria de la estabilidad es de
poder obtener conclusiones sobre el comportamiento de un sistema sin tener que calcular
su solucién. Aqui presentaremos algunas definiciones que son las mas utilizadas en Ja
literatura principalmente sobre la estabilidad en el sentido de Lyvapunov. la estabilidad
asintética v la estabilidad asintética uniforme.

Consideremos el sistema:

Ht) = flz(t).) (0.15)

donde x € R* v f : R” x R~ — R" es continua. Supongase también que la ecuacién
(0.15) posee una solucion tnica gue corresponde a cada condicion injcial.
Esto es en el caso en que f es globalmente Lipschitz. Designemos por T(t.org-ta) la

solucion al mstante ¢ de (0.15) sureida de la condicion inicial X(tp. 2p.tg) = xg.

Recordemos que un estado x, € R" es un punto de equilibrio para el sistetna (0.13) si;

F(xe.t) =0.¥1 2 0. Asumiendo que £, es un punto de equilibrio de (0.15).

Definicién 0.18 (Estabilidad en el sentido de Lyapunov): El punto de equilibrio Ze de
(0.15) es estable o estable en el sentido de Lyapunov st. para todo = > 0 y para todo
to € R™. emiste &(z.tg) > 0 tal que: ||[zg — z.|| < 6§ = |x(f. zo. tg) — Ie|| < = para todo

t > to.
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Puesto que todas las normas son sobre R" son topologicamente equivalentes.

Cuando é depende solamente de =. se habla de estabilidad uniforme:

Définicion 0.19 (Estabilidad uniforme): El punto de equilibrio x, de (2.15) es uni-
formemente estable si para todo = > 0. eriste &(z) > 0 tal que |lzg — z.|| < 6. Vg > 0

= ”I(t,lo.to} -] <=z Vi > .

Para los sistemas auténomos @(t) = f(z(¢)). no hay distincién entre estabilidad v esta-
bilidad uniforme.

Ll punto de equilibrio z, es inestable si @10 es estable.

La definicién precedente no garantiza que las soluciones convergen hacia el punto de
equilibrio. Definimos entonces la nocién de atractividad de un punto de equilibrio v de

estabilidad asintotica: o

Definicién 0.20 (Atractividad): El punto de equilibrio x. de (2.13) es atractive si. pura
todo ty € R™. existe n(ty) > 0 tal que : |jzg — 2| < nlty) = lr(te + t.zo.tg)]] — 2.

cuando t — x.

Notemos que las soluciones inicializadas en estados diferentes en By = D— 2.l

N{fp)} pueden aproximarse a r. a velocidades diferentes.

La siguiente definicién garantiza una convergencia uniforme hacia <

Definicién 0.21 (Atractividad uniforme): El punto de equilibrio . es uniformemente
atractivo si existe n > 0 tal que: [[xg—z.|| < .Yty > 0= ||z (tg+1t. 2g. to)|| — z. cuando

t — ~ uniformemente en xg. to.
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De manera equivalente: E| punto de z, es uniformemente atractivo si ¥z > 0 eriste

un tiempo T(z) tal que : |lzg — z,|| < 1. Vt, 2 0= [lz(to +t. 2. 1) — x| < =. vt > T(z).

Definicién 0.22 (Estabilidad aintética y uniformemente asintética): El punto de equi-
librio z. de (2.15) es asintdticamente estable si es estable y atractivo. Fs uniformemente

asintdticarnente estable si es uniformemente estable y uniformemente atractivo.

Notemos que la atractividad v la estabilidad son dos propiedades independientes. es decir
un punto de equilibrio puede ser atractivo sin ser estable. Sin embargo. no esta todavia
establecido si es posible para un punto de equilibrio ser uniformementente atractivo al
ser inestable.

Los conceptos de estabilidad introducidos anteriormente son de naturaleza local en el
sentido donde ellos describen el comportarmiento de las travectorias inicializadas proximas
al punto de equilibrio. La definicion que sigue describe el compartamiento global de las
travectorias.

Definicién 0.23 (Estabilidad asintstica global): El punto de equilibrio x, de (0.13)
es globalmente asintdticamentc estable si este ¢s uniformemente estable. y st para un

nimero par de wimeros positivos M. = con M arbitraviamente grande y = arbitraria-

mente pequeno. creste un ticmpo finito T(M.5) tal que : |lzg — 2] < M. Vip > 0 =

, .l'(tu + 1. J- fU) = .I'E“ <z, Vi 2 T(.‘[. z).

Dentro de la practica del estudio de la estabilidad se hace uso del segundo método de
Lyvapunov (6 método directo). Este consiste en definir una funcién de Lyapunov con
las caracteristicas apropiadas donde la existencia implica el tipo de estabilidad deseado.
Notemos también. que podemos considerar que. x. = 0. dado que siempre podemos re-
alizar un cambio de variable. tal que nosotros caemos siempre en este caso. Para lo

siguiente supongamos que es efectivamente el caso.
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Definicién 0.23a (Estabilidad finalmente uniformemente acotada):Una solucidn xr(t) s
[te. ¢] — R" del sistema 1= f(z) con condicion inicial 2(tg) = zo es llamada finalmente
uniformemente acotada (uniformly ultimately bounded) con respecto a un conjunto S. si

existe una constante no negativa Tz, S) tal que :

r(t) € Sparatodat > fy+ T (0.16)

Finalmente uniformemente acotada quiere decir que la travectoria solucién del sistema
. " 9 5
z= f (z) comienza en xy en un tiempo ¢y v deberd finalmente entrar Vv permanecer dentro
del conjunto S.
Definicién 0.24 (Funcion de Lyapunov): Dc manera general. se Hama funeion de Lya-

prmov para el sistema (0.15) una funcion real V(r. t) que posee lus siguientes propiedades:

t) Viat) es de cluse C' tal que V(0.¢) = 0:

i) Vi(a.t) es defimda positiva. 1.c. eristc una funcion rcal xontinua no decreciente a
talquea(0) =0 yO0<a( xl[) < V(x.1). V. Vo = 0 con alllal) — > cuando ||| — x.

iir) Eriste una funcion real ~ tal que ~(0) = () y la dericada V' de siguiendo las
trayectorias de (0.15} es tal gue: l"(.r.f) (TS0 VYT £ 0

iv) Evistc una funcidn real continua. no deeicciente 3 tul que 3(0) =0 y

Ul t) < 30 ). vt

El siguiente teorema de Lyapunov muestra la existencia de tal funcion 17 es una condicion

necesaria v suficiente para la estabilidad asintética uniforme.

Teorema 0.25: El orgen del sistema (0.15). es un punto de equilibrio uniformemente

aintéticamente estable s y solo si (0.15) admite una funcidn de Lyapunov V.
Las propiedades requeridas de 1" pueden ser suavizadas segtin el tipo de estabilidad de-
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seada. Entonces se tiene el siguiente corolario:

Corolario 0.26: El origen del sistema (0.13). es un punto

a) Estable si y solo si (0.15) admite una funcién de Lyapunov V' que satisface las
condiciones i). it) y it%) : V(z.t) < 0 para todo x yt.

b) uniformemente estable si y solo si (0.15) admite una funcién de Lyapunov V que

satisface las condiciones i). 1i) iv) y ii*).

Corolario 0.27: Para un sistema dinémico continuo auténomo:

t=f(r): f(O)=0 (0.17)

la estabiidad asintética estd asequrada pare la existencia de una Juncién real V(x) de
clase C*. tal que V{0) =0 y

= V{(x) > 0 para todo & #10 h

-V (2) < 0 para todo r £ 0

- V{x) — x cuando ||z|| — x.

En el caso de sistemas lincales . & = Az. la estabilidad asintotica esta caracterizada
por la existencia de una forma cuadrdtica definida positiva Vir) = 2T Pz tal que :

ATP 4+ PA = -0 doude Q cs una matriz definida positiva,

El siguiente teorema reciproco (inverso) es muy 1itil en el estudio de los sistemas dinami-

COs.

Teorema 0.28: Sea el sistema auténomo (0.16). Si el punto de equlibrio 0 es asintoti-
camente estable entonces (0.16) admite una funcién de Lyapunoy que es de clase C'™ en

una vecindad de xg.
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0.6.2 Estabilizacion

Uno de los problemas del control consiste en la estabilizacién de sistemas. Aqui recordare-
mos algunos resultados sobre la estabilizacién por retroalimentacion de estado estdtico v
dimdmico. La estabilizacion de un sistema no lineal es un tema muy complicado. Exis-
ten pocos resultados generales que conciernen a este punto. Al mismo tiempo es dificil
concluir sobre la estabilidad o la no estabilidad global asintética de un sistema no lineal

general.

Primeramente. recordemos que todo sistema lineal controlable es estabilizable por retroal-
imentacion de estado estdtica lineal. Esto no es en general cierto. para los sistenias no
lincales. En otros términos. existen sistemas 1o lineales controlablos pero no estabiliz-
ables . De este hecho. un tema importante de estudio en la teorfa del control es la
caracterizacion (e clases de sistemas que son estabilizables por retroalimentacion de es-

tado. r

'S

Definicion 0.29 (Estabilizacién): De manera general. se dice que el sistema - & = f(r)+
g{x)u es estabilizable en el origen si exriste una retroalimentacion de estado u = u(z). al
menos continua. tal que el sistema en lazo-cerrado & = f(x)+ gl)u(x) admite el origen

como punto de equilibrio asintdticamente estable.

En lo que sigue. introduciremos algunas precisiones sobre las terminologias concernientes

a los tipos de retroalimentacién de estado utilizados en la practica.

Definicién 0.30 (Retroalimentacidn de estado estdtica) Se lluma retroalimentacion de

estado estdtica regular para el sistema no lineal:
&= f(r)+g(xJu  z€R.ueR™ (0.18)
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une funcion u = a(z) + 3(z)r donde a : R* — R™ y3: R — R"™™ son funciones
requlares tales que la matriz 3(z) es invertible para todo x € R™ y v = (vy..... V) rEp-

resenta el nuevo vector de conirol.

Una variante importante de esta retroalimentacion regular es que solamente utiliza la

salida.

Definicién 0.31 (Retroalimentacion de estado estdtica de salida): Se llama retroali-
mentacion de estado estitica de salida para el sistema no lineal con salida:
&= Jlr)+ gla)u

{0.19)
y= A, re R.ue R".ye R*

una funcion u = a(y) + 3y)r donde & : RP — R™ y3: RP— R™™ son funciones

reqgulares tales que la matriz .E(y) sea invertiblepura todo y € RP y 1 = (... .. )

representa el nuevo rvector de control.

Puesto que y = h{r) la retroalimentacion de estado estética do salida os u caso particular
de la retroalimentacion de estado estdtica anterior. Entonces. en general sclo se puede

esperar menos de las propiedades en el caso de una retroalinientacion de salida.

Definicién 0.32 (Retroalimentacion de estado dindmica): Una retroalimentacion de

estado dindmica para el sistema (0.17) es definida por la relacidn:

ty
I
)
o
5
—
+
o
T
1
=
N

donde z = (z;... ., ) ERL. Yy 'R - R9.§: RIxR" — RIS o« B BE — g

y 3+ RTx R* — R™™ son funciones regulares y v = (v, ..., ) Tepresenta el nuevo

3
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vector de control.

De hecho, la retroalimentacién de estado dingmica puedes ser considerada como la com-

posicién de un sistema (0.17) con el sistema:

U

(2. Z) + 6z )

a(z. &) + 3(=. &)

(0.20)

=
il

donde I y % son respectivamente relacionados con ¥ con u. El sistema (0.19) es
frecuentemente llamado compensador v esquemdticanente se puede representar coio

sigue :

Definicién 0.33 (Retroalimentacién de estado dindmica de salidu): Una retroal-
nnentacidn de estado dindmica de salida_para el sistema (0.18) esta difinida por lu

relacion: S

-~

il
)
—_
te
<
S
f
™o
~—
N
R~
—

u

Il
o
—_—
il
Nl
—
+
E:
t
T

donde z = {53 0 ) ER. ey~ i RIXRP — R & RIXRP — R¥”*™ o - Rix P — R™
y -3 RTX R — R™™ son funciones regulures y v = (ry.. ... Uw) Tepresentun el nuevo

vector de control

0.7 El principio de separacién

La mayor parte de las leyes de control son funciones de estado del sistema. Cuando solo
se dispone de una parte del vector de estado. no se puede aplicar los algoritmos de control
disenados. Una forma de evitar este problema es cerrar el lazo de control a traves de
un observador. es decir. una vez que se tiene un algoritmo de control para el sistema v

que un observador ha sido disenado para este ultimo. se procede a reemplazar el estado
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desconocido por el estado estimado en el algoritmo de control.

La pregunta que se plantea ahora es saber si la estabilidad del sistema en lazo cerrado se
preserva. El estudio de la estabilidad del sistema en lazo cerrado mediante un observador
se conoce como principio de separacion. Esta terminologfa proviene del hecho de que
la sintesis tanto de la ley de control. asi como del observador se llevan al finalmente
uniformemente acotadacabo separadamente.

Este problema es de cardcter muy especial. En general. se trata de encontrar un
compromiso entre la velocidad de convergencia del observador v la velocidad de la accidn
de estabilizacion.

Para los sistemas lineales. el principio de separacion se verifica de que el sistema sea
controlable v observable. Esto se traduce mediante una descomposicion del espectro el
sistema en lazo cerrado con ¢l estado estimado. el espectro del sistema con el del ol-
servador que permanece sin cambio. la estabilidad del sistema retroalimentado con el
observador depende entonces solo de la estabilidad del observador v del sistema retroali-
nientado sin observador, =~

En el contexto no lineal. existen muy pocos resultados concernientes al principio de
separacidn. siendo actualiente un prohlema abierto.

Notemos tambien de paso que la estrategia del principio de separacion es ecuivalente

a na estabilizacion dmdmica por retroalimentacion de salida.
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ABSTRACT

Techniques of differential algebra are used to derive an
observer-based controller applied to a flexible manipuls-
tor. A dynamical linearizing feedback controller is de-
rived on the basis of Fliess' Generalized Observability
Canonical Form (GOCF). Our controller actually achives
both stability and tracking by linearizing the tracking
error. The controller is then of error-driven type; the
dynamics of the error is estimated by an observer in the
closed- loop. An analysis of the stability of the closed-
loop system is given. Simulation results are presented for
illustrating the performance of this observed based con-
troller scheme, when is applied to 2 matkematical model
of a robot with flexible joints.

1.- INTRODUCTION

Several controller design techniques have been pro-
posed, from different perspectives, for the stabilization
of nonlinear systems. Recently, a considerable number of
works have studied the problem of the control of robots
manipulators with joiot flexibility. This problem has a
practical and theoretical interest. Because, from a prac-
tical point of view, we must be consider the effect of the
elasticity in the robot to design the control laws; and
from theoretical point of view, the number of degree of
freedom is twice the number of control actions, and the
matching property between nonlinearities and inputs is
lost (8, 9).

In the literature, we can find different control schemes
for nonlinear systems. Most of these schemes make use
of the static feedback control schemes. The design of
these static feedback are based on Adeptive contral,
Singular perturbations, Nonlinear control theory, and
Energy-based Lyapunov control schemes, or more re-
cently, Decoupling-based schemes, Backstepping-based
schemes, or Passivity-based schemes (8, 9]. Further-

0-7803-3876-6/97 $10.00 © 1997 IEEE

more, a considerable number of researchers have studied
the stability and output tr'ac}cing problems of dynami-
cally systems using the commonest mathematical tool in
nonlinear control theory of today: differenticl geometry.
However, if the nonlinearities involved are ali polynomial
there are methods form differential algebra that can be
used instead. It has been showed by M. Fliess that the
differential bra is a natural mathematical tool for
dealing with polynomial systems.

We treat the stability and output tracking problems
for noulinear systems from the dynamically feedback er-
ror linearization strategy. The approach is based on
Fliess’ generalized observability canonical form (GOCF)
and the generalized controller caronical form (GCCF)
which are easy consequences of the differential primitive
element theorem [2, 3, 5]. Reeall that, from the external
behavior of the system, the Fliess’ GOCF is a general-
ized state description of the system where, in general,
the state dynamics equations are control-dependent, in-
cluding a finite number of the contro! time derivatives.

The controller we propose is obtained by means of ex-
act linearization of the tracking error dynamics. This
controller is a function of tracking error vector which
is, in general, partially measursble, then it is necessary
to estimate it. A variety of approaches have been pro-
posed in the synthesis of nonlinear observers to over-
come this difficulty. For that a high gain observer is
used to estimate the tracking error in order to imple-
ment our controller. Finally, to guarantee the stability
of the closed-loop system using the proposed observer-
based controller, an analysis of the stability of the system
in closed loop is given.

This note is organized as follows: In section 2, we
introduce the generalized observability and controller
canonical forms. The stabilization and output tracking
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problems by means of an exponential observer, using the
diflerential algebraic approach, are dealt in section 3. In
section 4, we introduce a mathematical model which de-
scribes the behavior of a robot manipulator with joint
flexibility. And simulation results are presented using
our observer-based controller scheme. Some concluding
remarks and proposals for further work will elose the
paper.

2.- GENERALIZED OBSERVABILITY AND
CONTROLLER CANONICAL FORMS.

According to the theorem of the differential primitive
element there exist an element E € G such that G =
K(u,§). The Transcendence degree n of G/ K (u) [2, 3],
which is equal to the dimension of the system (1) , and is

the smallest integer such that % is K (u)-algebraically

- = -1z
dence basis of G/K (u) (2, 3]. Defining the following
change of variable of the form £, = :—F 1<i<n It

FEER R
is clear that {&}]., is a transcendence basis of G/ K (u)
too. Hence, a nonlinear generalization of the controller

canonical form is given by

dependent on which is a transcen-

(£.4) =g, 1<i<n=1 M

A) - d7u
D(d“EU,dt,‘:Tl{)=0

where D ( 26N, dl S EE ‘2:‘) is a polynomia! with co-

eficients in K. If one can locally solve for in the sec-

ond equation (1), one obtains an explicit s;stem of first
order differential equations, known as the Generalized
Controller Canonical Form (GCCF).

=fiy 1<i<n~1

dE,
(Zacer) : { & . ( T8 A o)

dt U g T e

for v a strictly positive integer. Now, let y be the scaIar
output and Jet n be the smallest integer such that £¥

d Y
is algebraically dependent on '
Iy du
yvd' |dt,'_11 ldi dv
that means
I RO R
(ﬁ“ dt d"_l )u) d' L dz.'
Defining the following change of variable 7; = “:‘_' for

1 £ 1 < n, then one can write a local state space rep-
rtsentat:on which has the special form of a Generalized
Observability Canonical Form (GOCF):

1’2.[_17'+1 l<i<ﬂ—1
(ECOCF). J"=_L (’7! 'dt' “i%) (2)
y=mnm
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for v & strictly positive integer.

3.- A DIFFERENTIAL ALGEBRAIC AP-
PROACH TO ASYMPTOTIC STABILIZA-
TION AND OUTPUT TRACKING.

Consider the following Nonlinear System

(Exs) s { z: J;((z:!.‘;)) 3)

wherez = (1), -, Zn) E ", uER™,y € R, fand hare
assumed to be polynomial in their arguments. Systems
{EaL) are assumed to be universally observable (see [2,
3]) with external behavior described by equations of the
form.

da d
_y.z-Lo (y'_y <o

an e T ar g g

d&-ly  du d u)
where L, is a polynomial of its arguments.

By defining Jocally n; = dt—:¥,l < 1 < n, we obtain an
explicit GOCF ofsysbems (EKL) as fol]o»\s Th= The1,1 <
i<n; 7ma=—Lo(nu &, .a.,)forsome7>0

Now, let yz(¢) be a prescribed reference output func-
tion which is differentiable at least n times. The asymp-
totic output tracking problem consists in finding a dy-
namical controller described by a time-varying scalar or-
dinary differential equation, which is possible implicit,
and which has as input:

a) The output reference signal yg(t), together with a
finit number of its time derivatives

gd!:—x 1€i<n
and b) The state coordinates 1; of the system.

The controller is supposed to produce & scalar func-
tion u, which locaily forces y to asymptotically converge
towards yg(t). Define an output tracking errcr function

e(t) as

e(t) = y(t) - yr(t) (4)
By definition, 1 is equal to the ({—1)-th time derivative
of y(t), that is 1; = d—‘,:{‘, for 1 < ¢ < n. Then, we have

Fel) _,_ dualt)
a T g

de(t) _dn.  d"ya(t)
s " @ dn (6)

Let p(s) = s™ 4+ 31y ais' be Hurwitz polynomial. By
requiring a linear time-invariant autonomous dynamics
for the tracking error function:

1<ign=-1 (5

de(t) = die(t)

a‘ 1
dn == dt

=0 ()



it follows from (5) and (6), that -(.7) may be rewritten as

dnm  dyalt a1
o Zvad) Z; ('-ﬁ—&?fﬁ(t))w (8)

that is

yr(t)

- (’7.“-“%%) d“yn(t) z o ( ld;-'

= ©)

Remark 1. The scalar time-varying differential equa-
tion (9) implicitly defines u, which accomplishes asymp-
totic stabilization to zero for the tracking error, in a
manner entirely prescribed by the set of constant design
coefficients {ag,a1,"*,80-1}

Let e; = %ff#l, for 1 ¢ < n, bethe components
of an error vector e = Col (e;,e2, -+, e,). We obtain

%:}78 ’ (10)
where
dv d“
1=1

(11)

with reference signals vector given by

, dyr d~lyg\
VR(t).:COl (yR- dt WA din-1 )
and
0 1 - 0
=6 0 1
—2 —a —Cn-1

The origin, e = 0, is an equilibrium point for the track-
ing error dynamics (10). We assume that the solution
t of (11) is defined for all time, and is bounded for
all bounded functions y&(t) which also exhibit bounded
derivatives. Note that the dynamical feedback controller
depends on the state vector of the tracking error dyham-
ics, which should be estimated by means of an observer.
Now, writing the system (10) as follows:

de dyr  dyr duv  d'u
& EC+W(6 le dt T v T dﬂ |u1 dt' Idzv

where the elements of the matrix E are given by

1 ifi=7-=1
E‘j=6"j°l={0 everywhere
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and
e S
vl & VYR, 1 dim P P
7
(0 o> 0 -LO ("’R(t).*-elul. )d‘») _‘u&.‘(ﬂ )

Then, the estimation of the tracking error e(t) = y(t)—
y&(t) is given by an exponential nonlinear observer (O)
of the form:

s & = Fé— AoK|[Ce(t) — er (1))
(0) { ¢ -i-so(e(t).yn, a2 .. du

| d“— ’u' LA §4.4

where Ag = diag (9,67,...,6") forsome § > O and K =
(K1, K2,...,Kn)T, K is chosen such that o (4 = KC) C
R~ (See [6, 7] for more details),

Let

d"yﬁ(t) zai—lel

=1

o(ua,yr(t).8) =

& (\f’R(f) +am- SF)

and u;z be the observer-based control resulting from

O( Ue, yR(t)’é(t)) =

The dynamics of &(t) and ¢(t) = é(t) — e(z), (the es-
timate tracking error and the observation error, respec-
tively), are given by:

£ — E&(t) — ApK|[CE(t) — e (t))

W(C( ) YR, ,%\nnucl" l%‘
2ol) = (B~ 8sKC) eolt) + 62(eo(t), (1))
which becomes

dé(t)

2t
(Brorar) s { L

=Fé—-8"'A:K zo
=0(E-KC) € (t)
+A;18®(Ag €0 (t),6(2))

where
‘4 = Aj'e, AF'EA;=8E, Chs=6C,
A7 = diag(871,672,...,677)
and
- = d“yR duUQ
§®(eo, = t ST Lot
(€0,€) w(e( YRy s, .w)

—¢ (e(t)lyﬂn"" d;jiﬂ‘ué"“

ASSUMPTIONS:

dqu
1 ] dty



AlL-6(Ao € (t),&(t) is globally Lipschitzian in A7
with respect to Ag €p (t) and uniformly with respect to
é(t) .

(AZ.- The signals u; and its derivatives up to n at jeast
are bounded,

THEOREM 1: Consider u; the linearizing dynamic
state feedback which is solution of o(é(t),uz, yr(t)) =0
. Suppose that assumptions A1 and A2 are satisfied.
Then the closed loop system (Zro74r) with control u;
is globally asymptotically stable.

4- OBSERVER-BASED CONTROLLER OF
FLEXIBLE JOINT MANIPULATORS.

In this section, we apply the results obtained in the
above sections to deal with the estimation and tracking
problems of a single-link flexible joint manipulator 8].

MATHEMATICAL MODEL

Based on Lagrangian dyvnamics considerations, the dy-
namical system describing the behavior of a single-link
flexible joint robot is obtained.

The dynamical system (£,,) describing the motion of
the robot is given by

(Zp): { TC P 9+ G K~ 0)
0=D¢+Bqg +mglsin(g) = K,(gn ~ ¢)
(12)
where ¢ denote the angular position of the link of
length é and mass m and let ?m be the angular posi-
tion of the motor, D denotes the inertia of the link, D,
denotes the motor inertia, K, is the flexible Jjoint stiff-
ness coefdicient, B is the motor viscous damping, and
B, denotes the link viscous damping, and g is the grav-
itational acceleration; and 7 is the vector of actuators
torques.

Let us define B° = 7, which is not to be considered
as a small constant related to the singular perturbation
techniques. Defining the following change of coordinates:
1 = ¢m, the angular position of motor; =, =Qm, the an-
gular velocity of motor; 73 = K.{(q = q.), the elastic
force; z := L——H;" » the elastic velocity variation. Then,

the dynamical model (X4) represented in the new co-
ordinates results as follows

Ip= —kszg + kyz3 + +ku
(EM) ¢ F3= ?
o= {=kokasin(B'ks + 21) = kezs — ko
—ksfzy ~ kiu}/B
(13)
where k, = DA...: ky = %; ky = mgl; kg = k& + ky;

k5=‘g-i‘;k3=%; k7=k6—k5;u=‘r

Remark 2: The system (Z,,) has different relative
degree, when the system output Y is considered as the
fotor position x; insted of the link position z = z,4+81;.

On the other hand, an operation point of the system
can be achived when a torque input u = u? constant is
applied, that is

u =15 zl(u°)=fi?U +sz'n"(:—:); T2 =0; (14)
z3(u%) = —u% 7, (%) = 0; 2(ul) = sin"(‘k‘—:).

When we consider the linearized system in the oper-
ating point, the zero dynamic follows to be minimum
phase. However, this zero dynamic ’s property is a func-
tion of the parameter B. The fact that B # 0 is crucial
for the flexible robot to be a minimum phase. If B = 0,
this technique can not to be applied, and the zero dy-
namic becomes oscilatory. In practice, this condition
is verified for most mechanical manipulators. The fol-
lowing coordinate transformation depending on the in-
put which allows us to obtain a generalized observability
canonical form (GOCF). For that, we have:

Y=m =z;

V=1 = —kszy + kyz3 + kyu

-1

Y=1n0= (ks)z2 — by lhsz3 + B 'z 4+ keu + )

(15}

{y,i/,ﬁ, y} is & transcendence basis of R{u,y) /R (u)
which represents the nonlinear dynamics given in (13).
The transcendence degree of R (u,¥) /R {u) is given by
Ptr (R {u,y) /R(u)) = 4 and its corresponding inverse
transformation.

T1="
Z2 =12
T3 = (s + kst — kyu) /k,
Z¢ = Bln — (ks)?z3 + kykszy — k ks — kl%J/kZ )
16
The Jacobian matrix of the state coordinate transofrma-
tion (15) is given by

1 0 0 0
0 1 0 0
0 —ks K 0
0 (ks)® —kjks kB

which is clearly no singular if B is different to zero. Then
the (GOCF) of (13) is given by

J =

r =1

r'?2=713
’73= ¢

J ih: _klk’ZkSFQSin(B2[ksfh — ku+ (17)
+m)/ky + ) = B % (keky + keks)m
—{ 5% + ksks)m - (ks + ke}nq

~gr{ko =k Ju s kel 4k, Ly
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And finally, the external behavior of the system is given
by

4:‘ ¥ {ks + ks} s + {-* + kskﬁ} gt
+8 {k1k7 + hks}
+hykpksB sm(ﬁ lks
—-&{k( kiju—kike 5t

4 MWﬁﬂ(m

=0

Now, let yr(t) be a desired output reference trajectory
of the angular position. Deriving the desired output ref-
erence yr(t) up to fourth time-derivative, we can apply
the dynamical controller

_L.(n,u, g_) d“ya(t)_; L (‘,_ L)

withn=4 and y= 2.

Defining the tracking error as e(t) = z; — yr(t), one
obtains the system of differential equations describing
the tracking error dynamics as

] dvr du d®u
iy
(19)
with output yr = €;. Since system (19) is observable we
propaose the following nonlinear exponeatial observer for
the estimation of the tracking error [6]:

= =Fe+¢ (e.,---,e4,yn,"

Ee— AgK [CEt) - ey (2)]

+o (20.va,- LYz

A

(20)

e

Exact linearization of the tracking error dynamics can
be now accomplished by equating the last differential of
the system (19) to & linear time invariant expression in
the error coordinates:

at

d4?
~L, (U;z t)+eu, f,‘;, &5

= —kiksks  sin(B" [k ks (e2 + &
—kiu + es] +yr())
=B “(kikr + keks) (ke — kz)tl-l-k;kG%!

) _5':1‘& E =1 &H-16
4n)+ Cxp

§

2

+ky —T‘;’:” — (ks +k6)—%5‘dt — {5 4 L;:) —yﬁdd,
—B7 (kykr + keks)  — 0, Gimaes

(22)

Then, writing in the original coordinates the equation
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of the dynamical controller, it lollows that

2 o —=2

o3 + (a3 — ks)%2 + U ksas ~ kB
..“zx._(:} _.L+..L2+_h EnTz
@ .;4.& J)z +—£,—‘sm(z;+523)

+ (2 40D g 0 B +aoua) (k)
(23)
and the desired dynamic perfomance can be obtained by
choosing suitable a3, a7, a3, a4
However, this controller depends on all state which is
unmeasurable. To overcome this difficulty we will re-
place the state estimated by the observer. To achieve
this goal we take into account that the inverse transfor-
mation is given by ( ec.16), and written in terms of the
tracking error, we obtain

I2

Iy =¢e;+YRr
Iz—ez-l--za

z3 = {es+ —%5 + ks(ez + d%’“) k;u}/kl
z = {ec+ —J,B +ks(es + S82) — k92 )k, /B

Now, replacing the states estimated given by the ob-
server (20, 21) we get

A A

Z1=€;1 +YRr

A A

Ty=e€3 +£§.ﬂ.

A A 2 A

Ta= (€3 + 248 + k(€2 +<8) — kyu) /K,

A A 3 A ]

Zo= (e + 208 + ks(e3 +538) — b &) 5/ Kk
Then, the dynamical controller as a function of the esti-
mates is given by

'%‘Q‘ +ks‘%‘i‘ - 5:’;{):‘ — kY, = ~k2k3_2355n(32 I3 + I,

\

/

——2 A
=B & {kiks + kiks} Z —l{iﬁ + J'Csks} Tz

Qi=1

—{k5+k€}£4—2."=; {:z: +'a_--215}+ T dz‘

Remark 3: The above dynamical controller does not
exhibit any singularities if § # 0. However, by consider-
ing a more general systems, the synthesis of a dynamical
controller could be introduce some difficulties which are
related to impasse points, nonminimum phase regions
and others( further details can be found in [8]).

5.- SIMULATION RESULTS

Now, we will show how the observer-based dynamical
controller scheme is implemented to a model of a flexible
joint robot. The simulation were performed with the
following parameters

ki = 3.33 (m*Kg)~!; k2 = 1.0 (m?Kg)~!; k3 = 5.0
Nm; k¢ = 4.33 (m?Kg)~?

ks =0.333 57} kg =01 s"1; ky =
100 N/(m rad™?).

-0.233 s K, =



All initial conditions, for the system and the dynam-
ical controller were chosen to be zero. The desired rel-
erence trayectory yg(t) for the motor position was set
yr(t) = Q.5sint. The first task for the proposed observer-
based controller was to track a desired reference. Figure
1 shows the state z; and the desired reference trajec-
tories. We can see, in figure 1, that the trajectory z,
converges towards the desired reference trajectory yg(t).
In figure 2 shows the state z2 and the desired reference
yr(t). Finally, the figure 3 depicts the obtained controller
applied to the system using this technique observed-
based controller.

6.- CONCLUDING REMARKS

An observer-based controller has been proposed for a
class of nonlinear systems. In particular, sufficient con-
ditions have been given to guarantee the stability of the
closed-loop system including the observer. A connection
between the gain of the observer and the gain of the con-
troller in order have the origin globally asymptotically
stable was obtained.

Concerning the multi-variable case, this technique can
be extended to a class of multi-variable systems with a
suitable canonical form.
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Abstract

A noalinear control-observer structure for a class of non-
linear singularly perturbed systems, based on a two-time
scale sliding-mode technique and a high gain estimator,
is presented. The structure is applied to the model of a
single-link flexible joint robot manipulator.

1. Introduction.

During the last few years, considerable research efforts
have been directed toward the control problem of flexi-
ble joint robots (see, for example, [3] and the references
therein). On the other hand, the observer problem for
fexible joint manipulators is an important one in robot
control theory and of great practical importance. In
fact, many control techniques for these robots require the
knowledge of four variables for each joint, which may be
either positions and velocities of the motors and of the
links or positions, velocities, accelerations and jerks of the
links. Some interesting results on the observer problem
for these robots are reported in [8].

In this paper, & control law based on the sliding mode tech-
nique for a class of nonlinear singularly perturbed systems,
recently reported in [1] and [5), is applied to the model of
a single-link flexible joint robot manipulater. In addition,
a nonlinear high gain observer, based on the one proposed

'Work supported in part by CONACYT, Mexico, under Grant
# 4417-A9406.

0-7803-3876-6/97 $10.00 © 1997 IEEE

in [4], is designed for that class of systems and also applied
to the robot manipulator model.

2. Model of the Manipulator.

In this work, a single-link flexible joint robot manjpulator
directly actuated by a direct current electrical motor (hub
motor) and whose rotor is elastically coupled 10 the link
is considered (see Fig. 1). The mathematical model for
the manipulator is given by the following equations (see
[7) for a detailed derivation of the model)

1q, +_m91$i’}(91) +kg-g)=0 1y .
Jo+ B —k(gy~g)=u

where g, and ¢, are the angular positions of the link and
the hub motor, respectively, while u is the input force from
the actuator (motor torque). [ is the inertia of the arm, J
denotes the motor inertia, B is the motor viscous friction,
mgl is the nominal load in the arm and k is the flexable
joint stifness coefficient. The model considered does not
take into account the inertia of the actuator about the
three independent axes. However, it has been shown that
it adequately represents the manipulator dynamics and it
is suitable for control design [7).
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Figure 1: Single-link flexible joint robot manipulator.

3. Two-Time Scale Sliding Mode Control.

Let us consider the following class of nonlinear singularly
perturbed systems 3

t=hH(z)+ A(x)z+gi(2)u, z(tg) =20, (2)

e = folz) + Falz): + qalz)u. 2(tg) =2 3)

vheretg > 0, r € R" is the slow state, 2 € JR™ is the fast
state, ¥ € IR” is the control input, € is a small positive
parameter such that ¢ € [0.1), and f,, fo, the columns of
the matrices Fy, Fb, gy and g are assumed to be bounded
analytical real vector fields. F(r) is assumed to be non-
singular for all z € R™. In addition, it is supossed that
{0) = £2(0) = 0 and, for u = 0, the origin is an isolated
equilibrium state,

31. The Singular Perturbation Aethodology.

The singular perturbation methodology permits to decom-
pose the original svstem in two subsystems of lower dimen-
sion, both described in different time scales. The slow re-
duced system is found by making e = 0in (2)-(3), resulting
i the following reduced n — th order slow system

Z, = flzs) + 9(z)us, z5(to) = o, (4)

z, = h(z,) = "Fg-](l's)[fZ(xc) + 92(11)1‘:] (5)

there 1, € IR™, z, € R™ and u, € IR" denote the slow
“mponents of the original variables r, z and u, respec-
teely, and

(=) == filz.) - FI(I:)Fz-I(I:)f2(I:)s {6)

g(a.',) = (z,) = Fl(zt)&—l(zl)92(:c)- (7)

Then the slow manifold can be defined as M, = {z €
"iz= h(z)}, and the so-called manifold condition

oh
HN(E) + Fi(2)z 4+ 01(2)y) = fol2) + Fa(z)z + o2(2)e

be satisfied for M, to be an invariant manifold [6].

¢ {ast dynamies (also named boundary layer system) is
ned by transforming the (slow) time scale ¢ to the

(fast) time scale 7 := (t - tp)/e and making the change
of variables n := z — h(z,¢). The original system (2)-(3)
then becomes

& = cL@ + AE) 1+ h(E)] + 1 (2],

2 = 12(3) + Fa(@) o + (2] + ga(@)u - 202 5,%(8)
where 2(7) := z(e7 + tp), with 2(0) = z, and ir) =
z(er + to), with 2(0) = zp. u = u, + u; is the compos-
ite control for the full order system where u, and s de-
notes the slow and fest controls, respectively. If ¢ is small
enough, ¥ remains relatively constant with respect to the
fast time 7. Besides, if u, and Oh(z)/8% are bounded,
then the term [0h(Z)/8%]-|dZ/d7] can be neglected. Since
the second equation in (8) defines the fost reduced subsys-
tem. an O(¢) approximation for this subsvstem can be ob-
tained from equation (5) and setting € = 0 in (8), namely
di/dr = F3(2)i+92(E)uy, with #(0) = 20— h(zo). being 7
an O(¢) approximation of 7 In the initial boundary layer.

3.2. Sliding-Mode Control Design.

The sliding-mode control for the complete system is de-
signed in two stages. First, the slow control u,(z,) €
R™ is "designed. To do this, let us consider a
slow nonlinear switching surface defined by os{z;) =
col{04,(Zs),....05,(25)) = 0 where all the slow switch-
ing surfaces oy, (z,), i = 1,...,r, are assumed to be lo-
cally Lipschitz-continuous functions for all z, in IR™. The
equivalent control method [9] is used to determine the slow
reduced system motion restricted to the slow switching
surface o,(x,) = 0, obtaining the so-called slow equiva-
lent control

us, = —((004/02,)9(2.)) " |80, /82, )f(2,)  (9)

where, of course, the matrix |80, /3z,] g(z,) is assumed to
be nonsingular for all z, € R™. Substitution of the slow
equivalent control in (4) yields the following slow sliding-
mode equation

=
Z, = [Iu = 9(z;) [‘z‘.‘:—:g(za)] g%] J(zs) =t fe(z,) '

(10)
where I, denotes the nx n identity matrix. If one wants to
guarantee the local stability of system (10), the nonlinear
function o,(z,) should be chosen such that

Rek{gf‘}s-c,<o. Vz, € R" (11)

Ty
is satisfied, where A(:), denotes the (n — r) nonzero eigen-
values of the linear approximation of (10). Obviously, in
order to satisfy the above condition, the stabilization of
the linear approximation of the slow reduced system is
necessary. The following control law [9) can be used to
complete the design of the slow control

Us = Uy, + Uepy (12)




where s, is the slow equivalent control given in (9),
which acts when the slow reduced system is restricted to
o,(zs) = 0, while u,, is the discontinuous part of the
slow control ¥, acting when o,(z,) # 0. In this work the
control ¥, is selected as a nonlinear feedback law of the

type

tn(Ze) = = ([00,/82,) - g(z.))™? Li(z:)oi(z,) (13)
where L,(z,} is a positive-definite matrix of dimension
rxr, whose elements are bounded nonlinear real functions
of z,. Hence, the following equation is obtained

0s(z,) = [00,/0z,] £, = =L,(z,)0,(z,). (14)
The stability of the slow reduced system in the sliding
surface is assured if condition (11) is fulfilled.

The {ast sliding-mode control can be obtained in a’'similar
way than the one used for the slow sliding-mode control.
This control law is given by

-1
= do o | . 2
Lloa| | FLran + Liostn)] )
vhere og(f7) = 0O is the switching surface and L/(7) is a

positive matrix of dimension r x 7. The fast sliding mode
dymamics is given by

6a,

SL = ~Ly (o (), (16)

wd the same arguments used for the slow subsystem can
be applied to the boundary layer system to carry out its
tability analysis [1].

The composite control for the original nonlinear singularly
perturbed system (2)-(3) can then be expressed by [6]
U= U, + uy. (17)

e asympotitie stability properties of the closed-loop sys-
“n nonlinear singularly perturbed system are studied in
| and [5].

4. A High Gain Nonlinear Observer.

hen all the inputs applied to a nonlinear system do not
&t its observability, these are called universal inputs
d the state estimators or observers designed are referred
tniform observers. In the literature, many observers
% been proposed for nonlinear systems (see, for ex-
Ple, [2] and the references therein). In this paper, a
form observer which allows to estimate the states of a
tlinear system is developed. Let us suppose that the
fularly perturbed system (2)-(3) can be written, after

a (possible) state coordinate transformation ¢ = &(z, 2),
in the form [4]

X o Fly)+Glu()

4t (18)
together with a single output y € R ,
y=C¢ (19)

where ( € R™™, u € R" is the control input, C =
[1,0,0,...,0,0] and

0 fily) O --- 0
0 0 fay) --- 0
Flyy=| @ ! O, : ;
0 0 0 fn+m-!(y)
0 0 0 e- 0
9 (u:Cl)
92(11, CI:C2)
G, () = '
gﬂ+ﬂ‘l—l(u\ Cl\ C?s fee v(n-i-m—l)
gn+m(u‘ Cl\ (21 veey Cn-bm—l;(n-i—m)
It is also assumed that the functions f;,i=1,...,n4+m—
1, are of class C", r > 1, with respect to y and that the
functions gy, i = 1,...,n + m, are globally Lipschitz with

respect to ¢ and uniformly with respect to . In addition,
one assumes there is a class of bounded controls 4 € R,
a compact set X C RR™™, and constants o and J such
that, for each u € i/ and each output y associated u and
the initial condition ¢(0) € K,

e fi(y)<B, i=1....,n4+m-1, (20)
Let us define the system
d¢ 5 . .
G = FWE+ 6,8 - 57 eTICi -4 ()

where 55 = Qy)SeQ(y) with

1 0 0 oo 0
0 fi{y) 0 0

Q=] 0 0 A@f(y) --- 0 ,
0o 0 0 )

and Sy being a symmetric positive definite matrix which
is the unique solution of the algebraic equation
6Ss + ATSy 4+ SeA~CTC =0 (22)

where the matrix A is in the Brunovsky canonical form.
In addition, one also assumes that  is bounded.

Let y(t) be the output of system (18) associated to the
initial state ¢(0) € K and the input u € . From (20), it
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follows that Q(y) is invertible ‘and, when premultiplying
both sides of (22) by 9, one obtains

955 =+ FT(y)§o + .S_'gF(y) = C"C =0

where one can verify that F(y) = 2-'(y)4Q(y) and
CQUy) = C. Let e(t) = ¢(t) - ¢(t) be the estimation

error, then
é=[Fy) - 55 '(»)CTCle + |G (w. () ~ G(u, ().

if one defines the
diagonal matrix Ay =: diag(1,1/6,...,1/6™*+™=1) it is
possible to show that Sy = (1/8)Ap5,24 where S is the
unique solution to equation (22) with 8 = 1. If the change
of variable & = Q(y)Age is now introduced, one has

‘2_‘: = 64- 571 CTCle+ Q1) AGH(u.¢.&) + Q)2 ()2
where AGs(x, ¢, () = As[G(uC) = G(u. ()], and the Lya-
punov candidate function

Ve(€) = €7 §52.

can be used to prove the following result via stability Lya-
punov methods.

Theorem 4.1 Consider the system (18). Then there ez-
wis 6p > 0 suck that for ¢!l @ > b, for all u € 4 and for
¢l Q) and é(O) that belong to K, the systerm (21) 1s an
ezponential observer for system (15) uath arbitra~ly decay
exponenttal rate.

The stability of the closed-loop system when a composite
control (17) is used and the state is replaced by its estj-
mate (21) can be carried out following the same lines of
5)-

5. Application to the Model of the Manipulator.

5.1. Control Law Design.

By means of the assignment z = col(g1, 1), 2 = eol(k(q) ~
%2).¢k(gy = ¢2)) where ¢ € [0, 1), it is possible to write the
model (1) in the standard singularly perturbed form (2)-
(3) with

fl(r)=[ _#-:n(zl) Jl

Fl(f)=[ _?/1 g J

]
f(z) = [ -%ﬂfsin(zl) -+ 073-12 J’

0 1
F2(1)=[ _a(l+J) _§ }

gi(z) =0, 92(I)=[ —c?/J ]

where a = ke?, this is the flexible joint stifness coefficient
is assumed to be a O(1/€?) for the parameter ¢ [7]. The
slow reduced system then takes the form (4) with

I‘,
f 1] = L : B )
(1' ) [ -—(I—yn.‘—?—‘])szn(l‘,l) = (“_—Jj-l',, J

0
9(1-) = [ 1 ]
({+J)

while the O(¢) approximation of the exact fast subsystem

has the form N
D) ot 5
ar .421.) + Bauy (23)
where

0 1 0
'4’=[ e } =] Ly ]
The approsimation (23) is stable since the eigenvalues of
the matrix 4, have all negative real parts.

Since it is desired that the rotor position tracks a reference
signal, the following slow switching function 1s chosen:

oi(zs) = sy(z,, — Iy )+ s2(z4, - £,) (24)

where s, and s; are constant real coefficients, and z, is
the reference signal. It is also assumed that z,(t) and
z,(t) are bounded for al] ¢ 2 0. The choice (24) leads, in
accordance 1o section 3, to the slow control (12} with

e = mglsin(z, ) + (8- ALED), )
2
wy ==y e (26)

=) (-"—'-)(Io: - )

where L,(z,) has been selected, for simplicity, as a strictly
positive constant, i.e. Li(z,) = & > 0. After substitu-
tion of the slow control ig the slow reduced system one
can easily verify that the closed-loop slow sliding-mode
equation is stable if the constants sy, s, and ¢, ere cho-
sen in such a way that all the roots of the polynomial
s2 4 5(sy /55 + €,) 4 (s1€,/s3) = 0 are in the strictly left-
half complex plane. On the other hand, from ¢, = -¢;0,
one has that there exists a slow sliding manifo!d.

For the fast subsystem,
function

one chooses the fast switching

o7(7) = 517 + 52k (27)
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where 5; and &2 are also constant real coefficients. In
accordance to equation (15), ope obtains the fast control

_ Li(7)J)35) _ 1 2 ﬂ B L,(%)J,.
u;—lT (1+1)]’71+los.2-—a-+“]’?2)
(28

where, again, for simplicity, L () is chosen as a strictly
positive constant, i.e. L;(5) = & > 0. In the same
manner, and after substitution of this control into (23)
one has that the closed-loop fast sliding-mode equation is
asymptotically stable whenever the constants &, &, and
£y are chosen such that the polynomial s2 +s{(51/F+4;)+
(33€7/32) = 0 has all roots strictly in the left-half complex
plane. In the same way, from 80, /87 = —{y0y, there also
exists a fast sliding manifold.

5.2. Estimation of the Link and Hub Motor An-
gular Speeds. )

The controller designed in subsection 5.1 requires & full
measurement of the link and hub motor angular positions
and speeds. However, only angular positicn measurements
are usually available in practice. In order to estimate the
angular speeds of the link and the hub motor, a high gain
observer is designed in this subsection: other kinds of ob-
servers have been designed for this type of manipulators
[8]. By making the coordinate transformation G =Ty
G2 = 12, (3 = z; and (¢ = z; one can write the singu-
larly perturbed system associated to the manipulator in
the form (18) with ¢ = col(¢;, (2, G5, ¢¢) and

AN
00 <1/ 0
Fu=1 00 o 17 |
00 0 0
0
Clewy = | —TFrsinlgr)
0
G3(C,U)
where
G3(C,u) = —2osin() + 2B, - et ),
-g(;——e%u.

A high gain observer for the state variable ¢ that has the
form (21) is then proposed where Sy is the unique solution
of equation (22).

5.3. Simulation Results.

The single-link flexible joint robot manipulator described
by equations (1) was simulated together with the con-
troller and observer designed in subsections 5.1 and 5.2,
and using the nominal values J = 0.031, J = 0004,
B = 0007, k = 713 and mgl = 0.8, together with
€= 0.0001 (ie o =713 x10°%) [7]. The control law

gains were chosen as 5; = 20, s2 =125, € =60, 5 =1,
52 = 10 and &; = 0.1. Such a selection guarantees the
stability of the slow and fast sliding-mode equations and
the existence of the corresponding sliding modes. The pa-
rameter § in the observer equations was chosen as 6 = 20.
From this choice, a solution to equation (20) was found.
The initial conditions of the manipulator variables and the
estimates were fixed to ¢ (0) = 0, ¢:(0) =0, ¢2(0) = 0,
42(0) = 0, (1(0) = 0.2, &(0) = 0.01, G3(0) = 0.002
and ,(0) = 0.003. The reference signal considered was
z,(t) = 0.5sin(t). The time closed-loop plots showing the
dynamic behavior of the link angular position, the refer-
ence signal, the link angular speed, the time derivative
of the reference signal, and the estimation errors ey and
€2 are given in figures 2 and 3. From these plots, one
can notice that a good tracking performance is obtained.
Also, the control variable is kept within practical limits of
operation.

6. Conclusions.

A nonlinear control-observer structure based on a class of
nonlinear singularly perturbed systems and canonical rep-
resentations has been presented and applied 10 the model
of a single-link fexible joint robot manipulator. A good
trajectory tracking performance is obtained for the link
angular position when the structure is used, thus making
it a promising approach for the control of such electrome-
chanical devices.
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ABSTRACT

During the last few years, considerable research efforts
bave been directed toward the control problem of a flex-
ible joint robots. In this paper we investigate two tech-
niques for position and speed control of a single flexible
Joint robot manipulator. The connection between the
two controllers are studied and compered using a flexi-
ble joint robot model.

Keywords: Flexible Joint Robots, Singular Pertur-
bations, Differential Algebra, Observers.

1 INTRODUCTION

During the last few years, considerable reseach eforts
keve been directed toward the control problem of flexible
joint robots. In this paper we propose a coztroller bzsed
on an observer which is designed using two methodolo-
gies. Singular Perturbations Theory and DiSerential Al-
gebra. On the other hand, the observer problem for fex-
ible joint robots is an important one in robot control
theory and the great practical importence. In fact many
tontrol techniques for these robots require the knowl-
edge of four variables for each joint, which may be ei-
ther positions and velocities of the motors and of the
links or positions, velocities, accelerations and jerks of
the links. Some interesting results on the observer prob-
lem for these robots are given for each controller.
Several controller design techniques have been pro-
Posed, from different perspectives, for the stabilization
of nonlinear systems |1, 8, 12]. Recently, a considerable
tumber of works have studied the robot control problerm
¥ith joint Sexibility. From a practical point of vjew, the
tJect of the elasticity in the robot must be considered in
the control design. Moreover, the number of degree of
feedom is twice the number of control actions, and the
E::&hing property between nonlinearities and inputs is
(1]- -

0-7803-4465-0/98 $10.00 © 1998 IEEE
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Instituto Tecnoldgico de Saltillo.
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25280 Saltillo, Coahuila.

Two-time scale sliding Mode control based on singu-
larly perturbed theory for a class of nonlinear systems
is proposed. Moreover, a dynamical feedback error lin-
earization strategy based on Fliess' generalized observ-
ebility canonical form (GOCF) and the generzlized con-
troller canonical form (GCCF) js given (see [4,8,10)).

On the other hand, the controllers designed here, re-
quire the knowledge of the whole vector state to be im-
plemented. It is possible to substitute the ur.kpown in-
formation by means of an auxiliary system celled cd-
server. In this paper, a high gain observers are used to
estimate the state of the system for each methodology
in order to implement ours controllers [2, 5).

This paper is organized as follows, a control law based
on the sliding mode technique for a class of nozlirear
singulerly perturbed systems, as well as an observer is
proposed in section 2. In section 3, using techriques of
the differential algebra, a controller based on 2n observer
is designed. Numerical simulations of these 1o schemes
of control are given and compared. Finally, some con-
clusions close this paper.

2  Two-TIME ScALE SLIDING MODE

CONTROL

Let us consider the following class of nonlinear singularly
perturbed systems

{ z= fi(z) + A (2)z+ g1 (z)u,
£ 2= fo(2) + Fa(z)z + go(z)u,

z(to) = 20,20 2 0
z(tp) = 2
(1)

where T € R™ is the slow state, z € R™ is the fast
stete, u € R is the control input, € is 8 small positive
parameter such thet € € [0, 1), and f;, f2, the columns of
the matrices Fy, 3, g;and g7 are assumed to be bounded
analytical real vector fields. In addition, it is supposed
that, f;(0) = f2(0) = 0 and, for u = 0, the origin is an
isolated equilibrium state. Moreover F2(z) is assumed
to be nonsingular for all z € B;, where B; denote the
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ball centered in z = 0,

2.1 TERE SINGULAR PERTURBATION

METBODOLOGY
The singular perturbation methodology permits to de-
compose the original system in two subsystems of lower
dimension, both described in different time scales [7, 8.
The slow reduced system is found by making £ = 0 in
(1), resulting in the following reduced n — th order slow
system

z.:,=f(z,)+g(:|:,)u,, Ti(t) = o (2)

with z, = h(‘.’.‘,) = _F;,(rl)[fi(:l) +92(In)uc]| and
z, € R*, z, € R™ and u, € R® denote the slow
components of the original variables r, z and u, re-
spectively, and f(z,) = fi(z.) = Fi(z.)F; ' (z.) falz.);
9(z.) = o1(z4) = Fi(z.)F; '(2.)92(2,). The fast dynam-

A
ies is €1 = Fp(@) 7 +92(F)uy: 1 (0) = 20 — h(zo,0), be-

ing 6 an O(e) approximation of 7 in the initial boundary
laver and Z(7) = z(er + to), 7 = (t = to).

2.2 SLIDING-MoDE ConNTROL DEsSIGN

2.2.1 THE SLow SUBSYSTEN

The equiralent control method [3] is used to determine
the slow reduced system motion restricted to the slow
switching surface o, (zgy = Col(o,,(z,),-+-,0,. &) =
0, where all the slow switching surfaces O (zadd i =
1,...,7; are assumed to be locally Lipschitz-continuous
functions for all 2, € R™, obtaining the so-called slow
equivalent control

Use = —[s,(z,)g(z.)]"s,(:,)f(z‘.) ; (3)
wkhere 5,(z,) = g—;':, and the metrix s,(z,)9(z,) is as-

sumed nonsingular ¥ r, € R™.

Obviously, in order to satisfy the above condition, the
stebilization of the linear approximation of the slow re-
duced system is necessary. The following control law can
be used to complete the design of the slow control

Uy = Uge + Uy (4)

where u,. is the slow equivalent control given by (3),
which acts when the slow reduced system is restricted to
0.(z,) = 0, while u,x is the discontinuous part of the
control u, acting when 0,(z,) # O (see [3)). In this work
the control u,y is selected as a nonlinear feedback law
of the type

Uen = _[30 (z,)g(z,)]"L,(z.)a. (20) (5)

where L,(z,) is a positive definite matrix of dimension
TXT,Vz, € B, whose elements are bounded nonlinear
real functions of z,.

680

The complete slow control law for the slow reduce sub-
system is follows

u(z,) = —[s.(:c,)g(::,)]" {s:(za)f(z)) + L, (zs)os (I('ﬁ))}

2.2.2 THE FasT SUBSYSTEM
Consider the fast nonlinear switching surface defned by

a7(7) = Col{ay, (1), -+, 07,(R)) = 0, where al the <low
A
switching surfaces oy, (7), i = 1,...,r; are assumed Lo be

locally Lipschitz-continuous functions for all 7z R™. By
using the equivalent comntrol method for restrictirg the

motion of the fast subsystem on the fast surface oy (7,5) =
0, then the fast equivalent control is given by

u (M) = =(s;Me: (@) s, MRE D, (1)

A, A ~
where s;(7) = 5% (7}, angd the matrix s,(r :(3) is
nonsingular. In a similar wsy, the discontintous fast

A
control 4y, (7) has the following form

upe (M) = - {s; (?v)gz('f))-’} Lot (8

where Ly is a positive definite matrix and % ('. 7(3) is
ponsingular (see [13)). Then the complete fes: corntrol
law for the fast reduce subsystem is follows

uz)) = = {s4(=)g2()} " sy () Falz)n + Lyt a/(}% }
The composite control for the origina) norlnear sin-
gularly perturbed system (1) can be expressed by

U=y, +ouy. (10)

However, the above control was obtained in function of

A 3
the variables z, and 7. In order to express this composite
control in function of the original variables z and z, we

replace z, by z, and 6 by z — k(z) in such a way the
composite controller is given by t
—{&@)9(0)} 7 {s.(2)f(2) + Lu(z)a,(2)} (1)
= {2(@02(2)}"" {55 (n) Ea()n + L (m)os (m)}

u° =

2.3 A HIGR GAIN NONLINEAR OBSERVER
Let us suppose that the singularly perturbed system (1)
can be written, after a state coordinate transformation
¢=®(z,2), in the lollowing form [2]:

{ (0= Fy@O)k@ +Cul)s@) (19

y=Cs(t)



-

-

whe.receﬁ“,uER',yeR‘c:E(l 0 0).
o L) fi=ji-1 _
ool = 4 MY Liae s Swe =

Col (gl (u’ cl)v g2 (u: €1, c?)‘-"a Qﬂ(u, €175 6n ))

It is also assumed that the functions fioi=1,...,
n—1, are of class C7, r > 1, with respect to y and that
the functions g;,i =1,...,n are globally Lipschitz with
respect to ¢ and uniformly with respect to u. In addition,
one assume there is & class of bounded controls U C R,
and a compact set K C R™, and constants a and B,such
that for each u € U and each output y(t) associated u
and the initial condition ¢(0) € K, 0<a < fy(®) <
B,i=1,...,n~ 1. Let us define the system

{2“ (1) = Fly()at) + G(u(t).s(0))= &' (4)CTICE - g

(13)
“-ith Q(y) e D!cg{ll fl (U)-fl(y)fZ(y)-» .g-[! f-(y)}'
Ss= Qy)SsQUy), and assume that the time derivative
of N(y) is bounded. Sy is a symmetric positive defirite
matrix which is the unique solution of the algebraic Lya-
punov: 885 + AT Sy = Sg.4 — CTC = 0; with 8 > 0,and
1 sl L ey Ty
T T 0 everywhere

2.4 APPLICATION TO THE MODEL OF THE

FLEXIBLE ROBOT
In this work, we consider a single-link fexible joint ro-
bot directly actuated by a direct currest electrical motor
(hub motor) whose rotor is elastically coupled to the link
{1,10,11). The mathematical model for the manipulstor
is given by

I e g +mglsin(g) + k(g1 —¢3) =0

oL T8y (14)
J92+B G —kigi— @) =u

where ¢, and ¢, are the angular positions of the link and
ihe hub motor, respectively, while u is the input force
from the actuator (motor torque). [ is the inertia of
the arm, J denotes the motor inertia, B is the motor
viscous damping. B, is the link viscous damping, mgl
is the nominal load in the arm and k is the fexible joiat
stiffness coefficient.
By means of the assignment

[ ] [ ] v
n=q,z2=0, 7z =k{g1 — q2), 2z = k(0 — 1),

where k = — and ¢ € [1,0), it is possible to write the
model (14) in the standerd singularly perturbed form

() (5 2)

0 o

zy
=y
7 Q

L ]
I

z2
i}"—"-' sin(z;) — 8z,

2]
2

5) = (st Sty
€23 93212 - WT"' sin(z)
-a(t+1) o 2 0
+( 0 -2 =) -5 )"
(15§

where a = ke?, this is the Aexible joint stiffness coe®-
cient which is assumed to be a O(%) for the parameter
€.

Since it is desired that the rotor position tracks a ref-
erence signal, the following slow switching function is
chosen

(16)

L]
O = 5 (Il — Ircf) -+ 32(22- zre[)

where s, and s; are constant real coefficients, and z, .y
is the reference signal. It is also assumed that Z..; and

5:,,:, are bounded for all t > 0. Then, the slow control

(B - -ss-'- +J)=t,({+ J)) T2 + mglsin(z,)
2

Uy

-(I+J) 1,“:—;(::, = Zrey)

where L,(z,) =1, > 0.
For the fest subsystem, one chooses the fast switching
A A
function oy = gy, M +0y, M where are also constant
real coefficients. In accordance to equation (9), cne ob-
tains the fast control

==l yaiidy 0 Mg 2
Uy = 7 m Sf:Qm Q.shm. Pl

A
and Ly() =1 > 0end s,(n) = (s, sp,),
By making the following change of coordinates §;
Ty, 82 =22, &3 = 71, §4 = 22,we cbtain:

A high gain observer for the state variable that has
the form

{?(t) = Fly(t)&(t) + G(u(t),E@)- 5, (v)CT[CE-y)

)'here Se= Q(y)SsOy),

’ §:=fz
{o= — 2% sin(gy) - B - 16
(=16 |
éu= —2sinle) + 0= 2 (1 + 36— B 3o
L Y=40



[ S g

Fly(t) = v G(z,u) =

COO0CQ
OO0 O m
oo

Oap~ O O

0
—%L‘sin(gl) - B,

~Zf sin(fy) + 286, - 2 (}+3)e-26-3u

3 A DIFFERENTIAL ALGEBRAIC AP-

PROACH
Consider the following Nonlinear System

z= J(z,u)
y = h(z,u)

(Ene): { (17)
wherez = (zy,---,z,) € R™, u e R™ y € R, fand h are
essumed to be polynomial in their arguments. Systems
(Eng) are assumed to be universally observable (see [4,
6, 7]} with external behavior described by equations of
the form,

'y dy -y du du
otn __LD (yv'd—ts' .Fl-lu,—d_’ Tty a1

where L, is a polynomial of its arguments. By defning
v—1

locally 7; = £¥,1 € i < n, we obtain a1 explicit

GOCF of systems () as follows

. u
Ma= "LQ (’7-'—‘.%»"‘ 1%
(25)
for some v > 0. Now, let Vr(t) be & prescribed reference
output function which is differentiable at Jeast n times,
ﬁc;i,ﬂ;l < t £ n. The controller is suppased to produce
a scalar function u, which locally forces ¥ to asymptoti-
cally converge towards yg(t). Define an output tracking
error function e(t) as e(t) = y(t) — yx(t). By definition,
7 is equal to the (i — 1)-the time derivative of y(t), that

is =%‘—7’F; for 1 <1< n. Then, we bave

L= 77-'-1-2)1 Si S n;

de(t) dyr(t) g _
BT o S i 1St<n—1; (19)
de(t) _ dn, _ d"ya(t)
@ T & dan

Let p(s) = ™ + Y74 a;s' be Hurwitz polynomial and
U= (u,- s, %‘-) . By requiring a linear time-invariant
autonomous dynamics for the tracking error function:

Pe(t) = dle(t) _
S

Let e; = %9, for1<i<n,be the components of
the error vector e = Col (e;, g, - “y€n), then we obtain

0 1 --. o

de " R i .
== . o ... 1 e=Fe (20
—Gp -—ay; - =@, 3
where
. d’u dyr(t) 4l
_Lo (ﬁR(t)"‘C,u, F) - atn =_;a'l-lel'
(21)

-1
with $¥9z(t) = Col (yg, %‘5, s, ‘;T__%l)
nals vector, and Y z= (yg, %‘3,- ey %ﬁﬁ) Now, writ-
ing the system (19) as follows:

, reference sig-

%:Ee-}-p(e,ff'ii}?,"%) (22)
where the elements of the matrix
E are given by E,; = 6;;_, = (l) i'ir?\fh_er:: and
L] e,}-’R,d—:ﬁ&,ﬁ,%}') =
Col (0 . 0 L, (valt)+e b L) £z )

Then, the estimation of the tracking error €{t) = y(t) -
yr(t) is given by an exporentie! nonlinezr observer (0)
of the form [9);

©): { %% =Eé - AgK[Cé(t) — e, (1))

+p (é(t).)-’k, £x G, gj:)
where Ag = diag (6, 62,.. .,9") for some 8§ > 0 end K =
Col(ky,..., k), K is chosen such that o(4-KC) c
™. Let o(ue,yr(t),€) = —£§l’f.—m + Yooy Gio1€ —
L. (va(t) +¢,q, €2 )and u; be the observer-based con-
trol resulting from o(ue,yx(t), £(t)) = 0.

(23)

3.1 CONTROL BASED ON DIFFERENTIAL
ALGEBRA
From the dynamical system (X R) which describing the
motion of the robot, the parameter B, must be different
to zero because if B, = 0, this technique can not be
epplied, and the zero dynamics becomes oscillstory (see
[10)). Now let us define F = 1, which is not to be
considered as a small constant related to the singular
perturbation techniques. Defining the following change
of coordinates:

(¢ = G)
B

Ty =q2, 22 =0, 73 = kg — @); 24 =

682



Then, the dynamical model () represented in the new
coordinsates results as follows

f @
I 1= T2

£2= ~ksz2 + kyz3 + ku

(Sy) ¢ 23= &

.'.r."= {—kzkg sin(ﬁ’kgj- 1) = kyzy = kezs
\ —keBzy ~ kyu}/B

24)
where ky = Ji kp = §; ks = mgli kg = ky+ko; ks = 35,
ks = 55 k7 = kg — ks.
The following coordinate transformation depending on
the input which allows us to obtain a generalized observ-
ability canonical form (GOCF). For that, we have:

V=" =2, y= =22, Y=13=-kr+kri+ku,

i) du.
Y=mn= (k5)212~kllk5x3+ﬁ T4+ ksu+4 _d_]
ard its corresponding inverse transformation is

Ty=m, Iz=1m, zT3=(m+km—ku)/k,

2 du
z6 =3[ — (ks)2z2+ kikszs — kyksu=ky = /k

Then the (GOCF) of (24) is given by

’.71= =y Th=m, T=m,
. —==2 . =2
= —3;1‘\‘2&33 sin(3” [ksm — kyu + +m)/ky + 1))
=3 ki kr + keks)mm — {%g + ksks)m
2
—{ks + ke}me — %J;{k‘ -k ud ki kel + kL3
(23)
Now, let yr(t) be a desired output reference trajec-
tory of the angular position. Defining the tracking error
8s e(t) = 1y ~ yr(t), then the tracking error dynam-
s is %’: = Fe+ 99(51"".5(,3/}2," ',%&R,U,%,%"ﬁ") +
¥ith output yr = e;. Then, the following system is
& nonlinear exponential observer for the estimation of
the tracking error [9): £ = EE;— AgK [Ce(t) — e1 (1))
du~ d7y~

+l,9 (g[t)nyRa“'l%»"‘:‘;#,w‘ &
Then, the dynamical controller is given by

?u i 2
& +(oa=ks %+(k§—k5a3—k;3- )U=-§';‘I1
3
“(Foprimedotn)n (g -9z
by o g !

Ek 2 s 4 -
toisin (714 B'zs) + (2 + DL e Toa0) 1

nd the desired dynamic performance can be obtained by
thoosing suitable @3, a2,a3,a8¢. However, this controller
lepends on all state which is unmeasurable, then we will

Figure 1 — Time response of the link angular posi-
tion x; ps and x1p4 the estimate 3. and the reference

signal Xy

replace the state estimated by the observer. Then, the
dynamical controller as a function of the estimates is
given by =

u u =-2= . =2 A
¥+ ke — (ke — ki Jue = ~kgkg Pein(F A + 1)
= o A %
_ﬁ %{klk'{-f‘k‘ks} xg—kl‘{%?+k3kg}13

B ; A 4 Gen A 4= .

—{}\.5 +J~6} "L _z;el k_,l{rl' +—dT-‘IS} ¥ KTE:&

A A A A A A 2 i

sbere Sy um, By 448, S 4208

d A A a* A *

+-El‘)__- klu}/kh I4= {e‘ +—¢?§ ke k5(€3 +T::a —

ky$2}B/k1, is the inverse transformation in terms of the
estimated tracking error.

4  SIMULATION RESULTS

Now, we will show how the controllers scheme are im-
plemented to a model of a flexible joint robot. The
simulation were performed with the following parame-
ters ki = 3.33(m*Kg)"Yik; = LO(m2Kg)™"; k3 =
5.0Nm; kg = 4.33(m?Kg)!, ks = 033357 ); ks =
0.1s"; k= ~0.233s7 ) k= 100N/ (mrad=?). All ini-
tia]l conditions, for the system and the dynamical con-
troller based on Differential Algebraic Approach were
chosen to be zero.

The control law based on the Singularly Perturba-
tion Theory, the gains were chosen as follows: s, = 20;
2 = 25, 1, = 60; 55y = 1; 852 = 10; Iy = 0.1.
Such a selection guarantees the stability of the slow and
fast sliding modes systems and the existence of the cor-
responding sliding modes. The parameter § in the ob-
server equations was chosen as @ = 20. From this initial
conditions of the robot variables and the estimates were
fixed to :1(0) = 0' 12(0) = 0, zl(o) =0, 2?(0) =0,
31(0) = 0.2, Z;(0) = 0.02, 3,(0) = 0.002, 22(0) = 0.003.
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Figure 2 — Time response of the link angular speed
x2sp and X:p4, the estimate 5:\3 and time derivative
of the reference signal :.:,.,

The reference signal considered was Trey =05 sin(t).
The time closed-loop plots showing the dynamic behav-
ior of the link angular position using both schemes, the
estimated and the desired reference signal, is plotted in
fgure 8.1. The link angular speed using Singular Pertur-
bation Theory and Differential Algebra, the estimated
and the time derivative of the reference signal are plot-
ted in Figure 8.2. From these plots, one can notice that
a good tracking performance is obtained.

Finally, the Figure 8.3 depicts the obtained controller
applied to the system using these techniques. From fig-
ure 8.3, we can say that the control designed using singu-
lar perturbation thecry is more robust and requires less
energy to execute the control action than this designed
by differentiel algebra. On the other hand, in both cases,
the estimates converge to the state of the system.

5 CONCLUSIONS

Two controllers based on an observer were presented us-
ing the singular perturbation theory and based on differ-
entia] algebra. A comparstive study was done showing
the performance of each controller, taking into account
the design simplicity, and performance. High gain ob-
servers are given in order to estimate the unmeasurable

state of the robot in each control scheme. Simulation .

results were given where these schemes are implemented
to a mathematical model of a flexible robot.
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Observer-based controllers for a flexible joint robot
manipulator

J. De Leén-Morales* & J. G. Alvarez-Leal™
*Programe Doctoral en Ingenieria, FIME-UANL
A. P. 118 F, 8. Nicolas de Los Garga; N. L. C.P. 86451, MI2XICO.
**Instituto Tecrolégico de Salrilo,
Apdo. Postal 58, Suc. C. 25280 Saltilla. Ceahnila.. MEXICO.

ABSTRACT
I tkis paper, nbserver-hased controliers are lesigred us-
irg Singular Perturhations Theory and Differentie! Al
gebra. for position and speed contral of a single fexible
ioint robot manipulator. Both schemes are compared in
shizulation.

1. Two-Time Scale Sliding Mode Con-
trol

Let s cansider the following cless of nonlinear singu-
laely perturbed (SP) systens {see [2])

N

| r=fi{ap+ Alejz gz, o) =29tz 0
gi= falr) — Fo{7)2 +ga(z). Hty) = zg
Al
'

where @ € K™ i the slow swate, 2 € R™ is the fast
state, v £ 7 is the input, ¢ i 2 apn pesitive purame-
ter sich that ¢ € {0,1), and fy, f2. the columns of vhe
wwatrices £y Fo, mand g nre assumed to he bounded
analyvtical rea) vector ficlds. We essume that f;(0) =
f2(0) = 0 and, for v = 0, the origin is an isolated
equilibrium etate. Fi(z) is asmmed to dDe nowingular
for all # € 3.. where B, denote the ball centered in
7 = 0. The stow reduced system is found by meaking
e =01iu (1), we obtain £,= f{) + g(=e )1, Tallo) = 20
with s = h(xs) = -["-2-"(1“)1}-2{1:,: "'.‘1'2(1:*)”"11 and
s € R, 2, € R™ aud u, € K" denote the siow
wiponents of the original vartables 2, z and u, re
spectively. and [{x,) 1= fi(ze) = Fi(za)Fs Yz falze);
2lz,) = gulz )= B3 {r,) 8 (= )gs(r.). The fesz dynam-

ics is 41 = Fy(Z) 'I} +g2 (%) uy; 1 (0) = 2y — h{zp,0), be-

ing 7 an O(e) approximation of 7 in the intial boundary
layer and #(r} = 2{e7 + ), 7 = {t — Lo). )

2. Sliding-Mode Control Design

The equivalent conlrol method is used Lo determine
the siow reduced system notion restricted to the slow
switching surface o, (2,) = col{ge,{(Zd). - 1Cx (Z)) =
mre asswscxl o be

G, whcre ﬂ"i('.c"), i o= l,...,ri

locally Lipschitz—continnous functions for V Z. €

R*.  Theu tlhe shw stulbelont coniiol 8 @, =

—{se(zedg(z:)} Yus(m,)fl2)) 1 where 5,(z,) = £2, en

the natriv e (r, )g{7,) is assumed norsiyenlar ¥ = €
. The slow control s given by #; = Uee — dey
where e is the slow equivalent control. which acts
when the slow reduced system is restricted to 7.{3,) =
0, while w,x is the discomtinmous part of the coatrol
u, acting when oz} # (. Then, we g, vy =
—{8sl)glze) ) P Li(n)ou(z,) where Filry) € R,
¥ r. £ B.. The complete slow contro! law is Inllows

i, = —{8,{c,)9(2: )" s (B F(w) + Lo(a)o(2.0))

The fast nonlinesr switcuing sarface defined by a¢(7
Y= enlle, (1) () =0 (), =1
Yweollo, (M), o0 op (M =0 whereo, (M), 1=1,__r
are wsstmed to be loval:y Lipschitz-tuntinwons fwe-
5 » o N - %
tions L zll g RB". The fast eguizalest control is
. A A — a L
given by up (1) = —{ept7g2(2)} "8y (N Fo(x) #. where
L ~
$:(M) = oy /A, and sg(n)ge(2) is wousingular. The
A A
discontimous fast cuntro! is given by vy () = —{s,{7

)92(T) } ULy (ﬁ)af{ﬁ): witere Ly is 4 positive denite ma-
triv, Then the nomplete fast corgunl lao i

uy = —{sy (2)aa(e)} oy (M) (i 4 Lytmo s n)}

The campogific control for the vriginal nonlnear sin-
gilarly perturbed system {1) can be expressed by

U=, +uy.

3. A High Gain Nonlinear Observer

Io order to implemnent the above controlier we design
au observer, Let us suppose that the SP systemn (1) can
be writtesn in the [ollowing fortn (see [1]):

$= F(y)s + G(u.s), y= 0%,

whereg€ RMuE R, ye R C=(1 0 - 0},
Fly)y = fily) fi=j—1 elseF(u)y; =0 Glu.<)=
col{g:(u.61),-.., gnlUt, <1 ... ). We assume that, the
functions fy, i = l....,n— 1, are of class (7, r 2 1,
w, r. t. y and that the functions g;,7¢ = 1,....10; are
alobully Tipschitz war, t. ¢ and vniformivw. r ¢ w In
addition, one assume there are constants «r aud JFsuch
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that for each # € U and cach output y(t) associated u
and the initial condition ¢(0) € K, 0 < « < fi(y(t)) < 5,
i=1,...,n=1. Let w delinc ke systemn
G= PR+ Gl )= 85 @)CTICE-]

with @ = Diag{L ilw), ... [Ty’ fily)}, §o= 25602,
and asswme that Lhe time derivative of  is bounded.
S = 57 > U is the unique sobution of #3; + ATSg +
SSA—CTC’=0; with ¢ > Oand Ay = 1 i=j-1
else Ay =0,

4. A Differential Algebraic Approach

Now, we consider the Juliowirg xoudimear system

(2.-\"!,) . = j("z1 u): ¥= ’L(:C, u)

viere ¢ € R, v € R, p € R, f axd k are
assumed to be polynomial in their arguinents (see
1341, Systans (Ey;) are asoured to be yuiversally
ohservable with external behavior described by g:‘,’- =
"LO(y: %.{'-."'x iﬂT”},u, %v" '!%thﬁre LU ta P"}}'
woroial of its arguments. By delining n, = S ¥ 1 i <
n, we obtain an expicit GUCFE of ststem (Zyp) s ful-
ows 1= 141, L S4 S 1y o= ‘Iﬂ(ﬂ-“»%»"',%)é
for some v > 0. Now, let yg Le a prascribed redfer-
ence output function which i differentiable at least n
times. 1xfne an cuiput tracking emar function . s

.’.=y—yR.LeLc,-=§—:§:"T’, for lgign,ber.hecom-\

ponerts of the error vectar € = e {€1,6x, -

dd—’ i - )
(!/Ry"': datv] )1 ¢'R = col y?. BnC v= (U, "\aa'r,-‘:‘)l
then we obtedn
2 de G P - d¥-
R = Ee+p(e.Yn, 5.0 55
where the elénients of the mowix £ we gven by

L

E; = 1 ifi:j-l else EU’ = 0, aad 55(51933
d";:xb! -! ‘jdl[.g. = 1‘-'-”&’(0, "'vg: -Lo{{’h;‘ * C":‘: %:-'?)} We

assume that ¢ 16 L;:gschitz w. T. t. € and uniformly w.
not Va, D% 4,28 Then, an expor=rtial nonlinear
obsarver of the above system is given by
& = Bé— AgK1CE - 6:]—0{2 Vi, £33 . £v)
where Ag = ding (6,6%,...,6") for some 6 > 0
and ¥ = col(ki.....ka), K is chosen such that
c(A—KC)yC R, Jet
wlns yg.8) = —L28 + T a1&
"Lu(wﬂ +é, ﬁ‘ %)
and 1z be the observer-bused coutrol resulting from
#{ur yr,€) = 0.
5. Application to the Flexible Robot
In order to compare both schcmes, we con-
sider the following model of the flexible robot
18, 48, 9, +~mglein(q) +k{g — ) =0
J ag 4+B Qg —k(ql -— 02) =
where ¢y , @z : the engular positions of the link and
the hub motor, w : the input [orce from the actuator. I
: the arm incrtia, J : the MOLOT inertia, B @ the mwior
visvous damping. By @ the link viscous dampiug, 1agl ¢
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Figure 1 — Tlme response of the link angular position
A
X1ps » X1p4 » the estimate z; and the reference x. s

a‘( Nep g

B

Figure 2 — Time response of the control ugr and ups

tLe nominal load in the arm and & : the joint stiflness.

The veferenss sgnat coneidered wae 2, — 0.5sinf?).
The time closed-loop plots showing the dynanic beliav-
‘or of the lirk angular pesition using botk schemes. the
estirnated and the desired reference signal, is plotted in
fizure 1. From this plot, ore ¢sa notice that a goed
tracking perforiance is obtained. Finally, the figure 2
depicts the obtained cottroller applied to the sysiem us-
ing these teckniques. I'ror figure 2, we car sy that ths
contro! designed using SP is more robust and requires
lesm cresgy 0 execute the control action thar uhis de
s edrby Differential Algcbra.
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