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RESUMEN

TECNICAS DE CONTROL PARA ROBOTS MANIPULADORES CON
FLEXIBILIDAD EN LA ARTICULACION

Publicacion No.

José Guadalupe Alvarez Leal. Dr. en Ingenieria Eléctrica

Universidad Autdnoma de Nuevo Ledn

Profesor Asesor: Dr. Jesis De Ledn Morales

En esta tesis se presentan algoritmos de control para el seguimiento de la travectoria
de un robot manipulador de un simple eslabon. el cual tiene flexibilidad en la articulacion.
Estos algoritmos se basan en la utilizacién de observadores de estado para estimar las
variables no nedibles de las estructuras mecdnicas. Ademas. se hace un estudio de la
cstabilidad en lazo cerrado del sistema. el cual esta constituido por el sistema a controlar
v el observador.

Los métodos desarrollados permiten obtener un adecuado desemperio en el seguimicnto
de la trayectoria del robot flexible en su tarca a realizar. Considerando que por razones
ifsicas 0 ccondinicas no es posible disponer de la medicién completa del vector de estado.
se propone observadores de estado que nos permitan estimar la parte del vector de es-
tado no medible. de tal manera que se pueda utilizar esta informacion para el control del

sistema.

También se presenta en este trabajo de tesis un estudio comparativo de las distintos
algoritmos de control propuestos. presentando resultados en simulacién a un modelo de
un robot con articulacién flexible. Sin embargo estas técnicas se puden utilizar para otras

aplicaciones industriales tales como generadores sincronos o procesos quimicos.

Una comparacion en simulacién de Ias técnicas de control desarrolladas. ante la presen-

cia de perturbaciones o ruido. fue implementada para determinar la robustez del sistema.
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Notacion

Campo de los mimeros reales

Espacio vectorial de dimensién n con elementos reales
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Conjunto de funciones con derivadas parciales de cualquier orde
Ty Producto escalar de dos vectores r.y € R”
(ry.29.23....)
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Transpuesta de la Matriz A
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Mapeo inverso
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Matriz identidad de orden nzn

{A(A) - |AT — Al = 0} Valores caracteristicos de la matriz A
i-ésimo valor caracteristico de la matriz A

max {R, (A(4))}.1=1.2.-...n

min{R, (A (A})}.i=1L2.-.-.n

Norma de la matriz 4

Maximo valor singular de la matriz A

Minimo valor singular de la matriz 4

Determinante de la matriz 4

Matriz definida negativa. es decir 4 es Hermitica v A,(4) < 0

Martriz negativa semidefinida, A(A) < 0v/=1.2.... »n

ol dh
dh = | 220 2
l L?.rl dua

Forma enadrdtica positiva definida

] El gradiente de A. es un vector fila

Forma cuadrdtica negativa definida

Forma cudrdtica negativa semidefinida
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Capitulo 1

Introduccién

1.0.1  Automatizacion Industrial

En la actualidad la mdustria manufacturera. v en particular la industria relacionada con
la metal-mecdnica. se encuentra ante la necesidad de adaptar los procesos de praoduccion
en funcién de la demanda. v debe satisfacer los criteros de calidad. que e permitan ser
mds competitiva v inamntenerse en el mercado.

En estos procesos de manufactura se ha destacado un gran interés por el uso de ro-
bots. Esto es debido a yue son capaces de desempenar una gran variedad de funciones de
manufactura. pueden rrabajar en ambientes hostiles para el hombre V presentan una ven-
Taja que no nienen las wdquinas especializadas: son multifuncionales v reprogramables.
Una consecuencia el uso de los robots. es que se ha obtenido reduccion en los costos de
produccién v de materias primas, ademds. el tiempo para llevar a cabo las tareas que
gjecuta el brazo robot manipulador se ha minimizado de manera importante.

De acuerdo con la asociacién mundial de robotica, un robot industrial es un manip-
ulador reprogramable multifuncional disefiado para mover materiales, partes. herramen-
tas, o dispositivos especiales. a través de movimientos programados para el desemperio de
una variedad de tarcas. Un robot de estas caracterfsticas., se dice que posee ~ inteligen-

cla ” si asociamos a los algoritmos de control computacionales uno o varios sistemas de



medicién y/o visién.

Tipicamente. un robor industrial consiste de varios eslabones rigidos conectados en
serie por articulaciones. las cuales pueden ser revolutas y/o prismdticas. Ademds. el ro-
bot posee un elemenro importante conocido como el efector final o herramienta. Ia cuai
es determinante. dado que permite definir la tarea que puede desarrollar. por ejemplo.
manipular objetos con propositos de ensamble. soldar. pintar. o bien algunas otras tar-
eas que se le asignan al manipulador. Por otro lado. en el otro extremo de la cadena
cinemdatica. se encuentra una base fija sujeta al piso. tal como se muestra en Ia siguiente

figura:

Iculacion

Herramienia

Figura No. 1.1 Robot mdustrial
1.0.2 Robots flexibles

La presencta de Hexibilidad en los brazos robots manipuladores es muy comun en muchos
de los robots industriales. Esta flexibilidad se presenta cuando se utilizan elementos
para la transmision del movinento. tales como los Impulsores armonicos. bandas de
transmision, o bien cn el caso de grandes flechas de transmisién. donde un desplazamiento
dindmico es introducido entre la posicién de los actuadores y la posicién de los eslabones.

Muchas veces. esta pequena deflexion intrinseca es la causa de muchos problemas.
especialmente cuando se desea controlar con mucha precision el seguimiento de la trayec-
toria. o bien cuando se quiere tener una alta sensibilidad para fuerzas cartesianas en

alguna tarea especifica a efectuar por el brazo manipulador. Como es de observarse en el



movimiento de los brazos robots. existe una pequeiia vibracién la cual no podemos de-
spreciar. Estas vibraciones son de pequeria magnitud y de una frecuencia relativamente

alta, las cuales permanecen dentro de cierto ancho de banda de interés para el control.

1.0.3 Robots con flexibilidad en las articulaciones

En el modelado de brazos robots manipuladores. la deformacion puede ser caracrerizada
como si ésta estuviera concentrada en las articulaciones del robot. Es_ta es la principal
caracteristica que se reconoce. la cual repercute en la derivacion del modelo v la sintesis
del control.

Sin embargo. existe una diferencia con respecto aguellos brazos robots con eslabones
largos y ligeros. cn los que la flexibilidad involuera cuerpos de grandes masas sometidos
a deformaciones distribuidas sobre largos segmentos. en tal caso la flexibilidad no puede
ser considerada como s ésta estuviera concentrada en las articulaciones. sino que mas
bien la flexibilidad deberd ser considerada en los esiabones.

Por otro lado. supoer que los robots ticne ngidez perfecra es una hipétesis que difi-
cilmente se pucde cupliv. Sy embargo. 1o mas mportante es como obtener un modele
matemdtico que incluva toda clase de flexibilidades. con el fin de evaluar cuantitivamente
sue efectos relativos.

Cuando se hace na comparacion entre los robots flexibles en las articulaciones v
los robots con eslibones rigidos. se observa que ¢l modelo dindmico requiere dos veces
el nimero de coordenadas generalizadas para poder caracterizar completamente la con-
figuracién de todos los cuerpos rigidos que lo conforman. tales como los motores v los
eslabones. Es de observarse también que actualmente las deformaciones de las articu-
laciones son bastaute pequerias. v las fuerzas eldsticas estan tipicamente limitadas a el
dominio de la linealidad.

En el caso de brazos robots con articulaciones eldsticas. el nimero de entradas de
control no es igual al mimero de grados de libertad del robot. Por consecuencia. las

tareas de control on mas dificiles de ejecutar que las disentadas para el caso de los robots



rigidos. Ademas, en los brazos robots con flexibilidad en las articulaciones. se observa
que para la implementacion de una ley de control. se requiere de dos veces el numero de
sensores, asi como de la medicién de variables que se encuentran antes y despues de la
deformacién.

El objetivo prinaipal del disenio de controladores para robots flexibles en ia articu-
lacién es manejar apropiadamente las vibraciones producidas por la elasticidad en las
articulaciones, y asi efectuar un posicionamiento ripido y un seguimiento preciso de la

herramienta del robor. En este trabajo se supone que se tiene rigidez en el eslabon.

1.0.4 Aportaciones de La Investigacién

En el presente rrabajo se presentan varias téenicas de control para el secuumiento de la
trayectoria de robots manipuladores con flexibilidad en la articulacion. Las aporraciones
principales se cnenentran en los capitulos 3. 4.5 y 6 de la tesis. v en cada uno de estos
capitulos se presenran los resuttados obtenidos para cada una de las tecnicas de control

propuestas.

1.0.5 Organizacién del trabajo de tesis

El trabajo de tesis esti orgamzado como sigue: En el Capitulo 2. se presenta el mod-
elo matematico e un brazo robot con flexibilidad en la articulacién. v se enunciarn as
principales hipotesls ue se consideran para la obtencion del modelo de ios robots con
flexabilidad en la articulacion, asi como también se presenta el modelo del brazo robot de
un simple eslabén con articulacién rotatoria flexible que serd considerado a lo largo de
este trabajo. ¥ que permitird el diserio de los distintos algoritmos de control propuestos
en este trabajo.

Basado en técnicas de la geometria diferencial se propone, en el Capitulo 3. un contro-
lador basado en un observador para una clase de sistemas no-lineales que son linealizables
por retroalimentacion de estado. Ademas. un observador de alta ganancia es disenado

para estimar el estado no medible de esta clase de sistemas. Un andlisis de estabilidad del

4



sistema en lazo cerrado es presentado. Resultados en simulacidn son mostrados cuando
este esquema de control se aplica al modelo del robot.

En el Capitulo 4, se disefia un controlador considerando el método algebréico difer-
encial para resolver los problemas de estabilizacién y seguimiento de salida de sistemas
no-lineales, utilizando para ello. la estrategia de linealizacion exacta de la dindmica det
error de seguimiento. en esta técnica se propone un observador de alta ganancia para
estimar el error de seguimiento. Finalmente. se presentan los resultados de simulacién
de este esquema de control.

Mediante la teoria basada en perturbaciones singulares. en el Capitulo 3. se presenta
un controlador basado en un observador para una clase de sistemas no-lincales singular-
mente perturbados. Bajo este esquema se dan las condiciones suficientes para garantizar
la estahilidad del sistema en lazo cerrado. Resultados son presentados para mostrar el
desetnpeno de esta técuica de control.

En el Capitulo 6. se presenta un estudio comparativo de las técnicas de control prop-
uestas. donde experimentos sobre la robustez de estas técnicas es efectuado. tomando en
consideracion la presencia de perturbaciones o ruido en ol sistema. v la introduccidn de
varlaciones en los pardmnetros del robot

Finalmente. en el Capitulo 7 se dan las conclusiones generales v recomendaciones para
trabajos futuros.

Eun el presente trabajo de investigacion. se presenta ademss un apéndice. en el cual
se dan algunos conceptos v definiciones necesarias para la comprension de esta tesis. eni-
pezando con algunas definiciones sobre la teoria de la observacién de sistemas no-lineales
en tiempo continuo. algunos resultados sobre observadores y su sintesis. definiciones v
resultados iitiles sobre estabilidad v estabilizacion de sistemas de control. Finalmente
se anexan algunos resultados presentados en este trabajo de investigacién. que fuerdn

aceptados y presentados en Congresos Internacionales.

o



Capitulo 2

Modelo matematico del robot con

flexibilidad en la articulacién

2.0.6 Manipuladores con Articulaciones Eldsticas

En este capitulo se considera la modelacién de robots con elasticidad en las articulaciones.
Como sc menciond en la introduccién. la presencia de flexibilidad en las articulaciones
de los robots. son problemas muy comunes en muchos de lo robots industriales.

Para la modelacion de robots flexibles en la articulacién. deben tomarse en cuenta
algunas hipdtesis generales acerca de su estructura mecdnica. las cuales se enuncia como
slgue:

Hipétesis

1.- Las deformaciones eldsticas deben de ser pequenas. de tal manera que sus efectos
son conocidos. va que de no ser as{ tendrianios modelos demasiado complejos. que no son
tratables por el disefio del control.

2.- Para la modelizacion del efecto de la flexibilidad en la articulacién. se considera
este como si fuera un resorte torsional. tal como se muestra en la Figura 2.1

3.- Los rotores de los actuadores son modelados como si estos fueran cuerpos uniformes

cuyo ceutro de masas estd sobre el eje de rotacion.



Elemento

Eslabon Rotor del

motor

Figura No.2.1 Articulacién flexible

Es importante hacer notar gue la suposicién de la simetria geométrica de los rotores.
implica que tanto la matriz de inercia como el término gravitatorio en el modelo dindmico
son indepenclientes de la posicién interna de los motores.

En base a la formulacion Lagrangiana. nn conjunto de coordenadas generalizadas
tiene que ser utilizada para caracterizar de manera tnica la configuracién del sistema.
Dado que cl brazo robot esta compuesto por 2n cuerpos rigidos ( los eslabones v los
actuadores de la estructura del brazo robot). entonces serdn necesarias 2n coordenadas.
Sea q1 el vector (n x 1) de posicion de los eslabones v g el vector n x 1 que representa
las posicioncs del actuador normalmente reflejado a través de la velacién de engranes.
De acuerdo con esta seleccion. la diferencia g, — qa, representara la deformacién de la
i-Csima articulacion. Por otro lado. la cinemdtica directa de todo el eslabon ( v tambion
de cada extremo del eslabon) deberd ser una funcién dnicamente de las variables del
eslabdn ¢.

Ahora. definiendo la energia cinética del robot la cual esta dada por:

9 H(q) g (2.1)

doude ¢ = (91.¢2) € R*" y H(g) representa la matriz de inercia de (2n x 2n). la cual es

sinétrica y definida positiva para toda gq. Ademas, para articulaciones rotatorias todos



los elementos de H(g) son acotados. De acuerdo a las suposiciones anteriores. H(q) tiene

la siguiente estructura interna:

H H‘) i
g < [ ila) Hala) .

Hi(q) Hj

S
(R
—

En la ecuacién anterior todos las submatrices son matrices de dimension {(nx n).
donde H; contiene todas las propiedades inerciales. H, toma en consideracion los
acoplamientos inerciales entre los giros de los actuadores v los eslabones previos. mientras
que H3 es una matriz diagoual constante que depende de las inercias de los rotores de
los motores v de la relacion de engranes.

La energia potencial estd dada como la suma de dos términos. los 1érminos gravita-
torios de los actuadores v los de los eslabones.

Suponiendo que las masas de los rotores son simétricas. la encrgia potencial L,. csta

expresada par

L..f} = L-f:(r{l) —L. (2.3)

El segundo término de la ecuacidn anterior se refiere a la clasticidad de la articulacion.

la cual puede ser eserita como:

o ,
Ue=5(n — @) Klq — ) (2.4)

donde I\ = diag {k;..... ky}. by > 0.k, representa la constante eldstica de la articulacion

i. Definiendo alora la matriz

N -K

s

-K K



la energia eldstica (2.3) puede ser reescrita como

i
Ue= 50" Ksq (2.6)

Por otra parte. las ecuaciones dindmicas del movimiento del robot se obtienen a partir

de
d { dL gL
— _— _— = = 2 2-"
dt (aQa) dg; “ =1 " ( K

donde L(q.9) = K(q.9) — U'(q.9) cs la funcién Lagrangiana v u; representa la fuerza
generalizada que desenipena un trabajo sobre la coordenadas ¢;. Puesto que tinicamente
las coordenadas del motor g, son actuadas directamente. se pueden representar todas las

fuerzas en el lado derecho de la ccnacién (2.7) por
u=1[0...0 u]...u,,]T € R (2.5)

En forma explicita la ecnacion (2.7) da ngar a 2n ecnaciones diferenciales de segundo
orden de la forma

Hig) 1-Clq.9) ¢ +Kgg+~g(n) = u (2.9)

en la cual Jos términos de Coriolis v centrifugos son

. a /. NE
Clq.9) 4= Hlg) a4 -2 [E)_q (¢" Hig) q)] (2.10)

v el vector de gravedad es

- T
gla) = aL—(‘gqi _ [ o) (2.11)
q 0

con

Los términos de friccién viscosa actiian en el eslabén v en el motor. Estos se encuen-

9



tran a los lados de las articulacion eldstica y pueden ser facilmente incluidos en el modelo

dindmico.

2.0.7 Propiedades del modelo

Al considerar el modelo general (2.9). las siguientes propiedades pueden ser derivadas.
algunas de ellas se encuentran también presentes en el caso del modelo del robot rigido.

1.-Los elementos de C(g.¢) pueden siempre definirse. de tal forma que la matriz #
—2C resulte anti-simétrica. En particular. tal seleccién es proporcionada por los simbolos

de Christoffel

. 1|8H, . & [0Hs OH.\ .
Cq.9) == |2 q4 ' 2.12
A (a.2) Q{aq T;(a% o) o (212)
para ¢. j = 1.....2n. donde g, denota ¢l i-esimo elemento del vector .

2.-81 C{q. q) csta definida como en (2.12). entonces esta puede ser descompuesta como

Clq-9) = Calq1. @) + Cplar. 41) (2.13)
il

C, La) 0
Calgr. 2} = (2] {2.14)

0 0

. C N/ U

Celgr- ) = el {1) Coaln-4) (2.15)

CB3(Q1.f}1) 0

donde los elementos de las matrices (n x n)  C4y.Cgy. Cho v (g3 son

1 { 9H) OH]
Caglgr-92) = 5 (59’1- - aqlg) ¢ (2.16}
= J K
. 1 10H,,, . OH; 9H]\ .
Corolq ) = 2 [ 39?11J T (3?1; - 5@11i) q1] (2.17)
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: 1 [8Hy,; . O(HTY .

Cpasilq.41) = 5 [ (');1-} q, + (qu ) Ql} (2.18)
: 1 [6Hyy . O(HT) .

GB3.zj(QI-q]) = 5 [ 0;1] ql + (aqf ) qlJ (219)

con A' denotando la i-ésima fila de una matriz A . Estas expresiones resultan a partir
de dependencia de la matriz de inercia (2.2) v de la propiedad niinero 1.

3.- La matriz Hy{q;) tiene la siguiente estructura triangular

( 0 H2.12(Ql.1) H3.13(Q1.1-(I1.2) R Hz.lnfﬂhj ----- 91_”—1) \
0 ] H3 23(q12) oo Hang(qra.. ... Qroi-1)
0 0 U e H‘E.n—l.n(@l.n—l}

\ 0 0 0 0 )

Los elementos de la matriz A> pueden ser obtenidos mediante la siguiente expresicn

B T
041, 04,

)

ER Y]

(2.20)

donde la energia cinética T representa la suma de la energia cinética de cada eslabon
incluyendo la del estator del motor sucesivo v la de cada rotor de los motores. Eu virtud
de que la energia cinética es una forma cuadridtica de ¢. v tomando en cuenta la seleccion
de variables mencionadas anteriormente. las contribuciones de H se deben solamente a
la parte de la energia cinética correspondiente a los rotores. de tal manera que para el
l-esimo rotor esta energia viene dada por

1

1
Tow = 5ty 02, + gud L, (2.21)

donde ry; ¥ w3, son la velocidad lineal absoluta y la velocidad angular del rotor. respec-
tivamente. expresadas en un marco de referencia colocado en el correspondiente estator.

Por otro lado. m,, e I, representan la masa v el tensor de inercia del rotor. Dado que el
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centro de masas del rotor permanece en el eje de rotacion. solamente el segundo término
del lado derecho de la ecuacidn anterior contribuye a Ha,;. La velocidad angular ws;

puede ser calculada para articulaciones rotacionales por la siguiente formula recursiva:

wo, = R, [wm-l + by; q?.r’]

. (2.22)
wy; = Bqr,) {wl.a—l + by, q].:]

en la cual wy; es la velocidad absoluta angular del eslabon i en un marco de referencia
sujeto al propio eslabdn. b, es el vector unitario asociado a el eje de la i-esima articu-
lacion. by, es el vector unitario constante de la velocidad angular del rotor i relativo al
eslabon 7 — 1. R, es la matriz de transformacién de (3 x 3) desde el marco del eslabdn
/=1 al marco de referencia del eslabon i. R,, es la matriz de transformacién de (3 x 3)
desde el marco del eslabén ¢ — 1 al marco de referencia del rotor .

4.- Existe una constante positiva a tal que

|

2.0.8 DModelos simplificados

dylq)
da

’ <alg—4].  Vg.q,€ R (2.23)

Enmuchos arreglos cinemdticos comunes. el bloque H. en la matriz de inercia del modelo
del robot con articulacion eldstica es constante. de tal manera que se pueden efectuar
simiplificaciones en la modelacién. es decir

H,: = constante = CAl = CBQ = CB3 =0

esto significa que los términos de Coriolis v centrifugo. los cuales son siemnpre independi-

entes de g». resultan también ser independientes de ¢;. Como consecuencia de lo anterior.
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el modelo (2.9) puede ser reescrito de la forma

Hi(q) ¢ +H; 4y +Clq1.4) 4 +K(q — @)+ gl{q) =0
HI ¢ +Hs @ +K(gp—q) = u

donde C; = C.
En algunas estructuras cinemiticas especiales de robots se encuentra que f; =0
. ¥ simplificaciones adicionales son inducidas. En consecuencia. no hay acoplamientos

inerciales entre el eslabén v las dindimicas del motor

Hilq1) @ +C(q1.91) &1 ~R(q; - @) +g(q) =0
Hy G ~RK{ga—q) = u

Eaima
| ]
[ Nw]
o

—

Para modelos de robots generales con articulaciones eldsticas. un modelo reducido deo
la forma anterior puede ser obtenido al despreciar algunas contribuciones en la energia
del sistema. En particular. H, puede ser igual a cero. si la parte angular de la encrgia
cinética de cada rotor se debe unicamente a su propia rotacién. esto es wa, = R.,ba, 0s,.
0 bien

1 1 2
T s
I.,= g?nr.erj_[r‘l.r e 3Im.r q,, (?26)

con el escalar positivo I, = E)QT_ERZ,L,?R,,_,()E_I. Cuando la relacion de la reduccidn de
engranes es muy grande. esta aproximacion es bastante razonable dado que el giro rdpido
de cada rotor domina en la velocidad angular de los eslabones previos de la cadena

clnemdtica.

2.0.9 Modelo del robot con articulacién flexible de un grado de
libertad
En esta tesis, se propondran distintas técnicas de control para tratar con los problenias

de estabilizacién y seguimiento de salida, de un robét de un simple eslabén 3 con artic-

ulacion revoluta flexible. tal estructura se encuentra formulada con el siguiente modelo
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matematico.

2.1 Modelo Matemaitico

En base a la formulacién Lagrangiana. el sistema dindmico que describe el compor-
tamiento de un robot de un simple eslabén con articulacién rotatoria flexible en un
movimiento planar sera derivada.

El sistema dindmico (X,,) que describe el movimiento del robot ( ver Spong [31]) esta

dado por el siguiente modelo matemdtico

j Qm *B qm TI‘.((II?? - f}) =u —
(2,,) ’ _ (2.27)
I'q9 B9 +-mylsin{g) — k{qn —q) =0

donde g denota la posicién angular del eslabén de longitud (/2 v masa m . g,, denota la
posicion angular del rotor del motor. I representa la inercia del eslabon. J es la inercia
del motor. k es el coeficiente de rigidez de la articulacion flexible. B es la friccion viscosa
del motor. B; representa la friccion viscosa del exlabén. g es la aceleracion gravitacional:
v finalmente u es el vector de torques de los actuadores.

El modelo representado por la ecuacion ( 2.27). no toma en cuenta el efecto de l1a iner-
¢1a del actuador alrededor de los tres €jes independicntes. Sin embargo. se ha demostrado
en {31) que la ecuacién (2.27) representa de manera apropiada. dentro de un dominio de

funcionamiento. la dindmica del mauipulador.
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El esquema del modelo de robot descrito por (2.27) se ilustra en la Figura 2.2.

Motor Rotor .

)=

N,

4Ba§e\\ Art. flexible

Eslabdn

Figura No. 2.2 Modelo del robot manipulador

4. gm son las coordenadas gencralizadas de posicidn

J =3.003 m*Kg.. B =300.3 NmKg.. & = 100 Nrad/m

vesy ;—’ ~10~' a=T.13=10"°

mgl = 0.8 Ky m?/seq?



Capitulo 3

Método Geométrico Diferencial

3.0.1 Introduccién

En estudios recientes sobre el problema de estabilidad para sistemas no lineales afines en
el control. v que estan basados en la geometria diferencial. son temas de intéres por parte
de los investigadores en la materia (ver por ejemplo [6].{11].]29]). Esta metodologia ests
basada en los eleruentos fundamentales de la geometria diferencial. la cual ha permitido
el andlisis de estabilidad v diseno de controladores mucho mas eficientes que los métodos
tradicionales de control cldsico. La diferencia fundamental entre las téenicas de control
cldsico y las que se basan en métodos de geometria diferencial. radica en el hecho que
permite obtener resultados mds poderosos. ademds de coadyuvar a comprender mejor los
fendmenos que antes eran despreciados o que limitaban su aplicacién a solo pequerias
regiones de funcionamiento.

El objetive del presente capitulo es presentar un algoritmo de control basado en
un observador para una clase de sistemas no lineales. los cuales son linealizables por
retroalimentacion de estado. Ademds. se propone un observador o sensor computacional.
el cual permite estimar las variables de estado. que por razones fisicas o economicas, no
es posible medir.

En este capitulo se considera un observador para la clase de sistemas no lineales
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observable para toda entrada, es decir la propiedad de observabilidad del sistema no se

ve afectada por las entradas aplicadas al sistema [ver Teorema 0.13 Apéndice].
Mediante un cambio de coordenadas apropiado es posible. bajo ciertas condiciones

estructurales, transformar un sistema no lineal en otro sistema el cual es controlable v

gue es hinealizable por retroalimentacion de estado.

3.1 Estabilizacién de una Clase de Sistemas No Lin-

eales

Consideremos la siguiente clase de sisteruas no lineales con una entrada v una salida.

observables para cualquier entrada v con la siguiente estructura:

S_\'L:
y:C.l’:ll
donder C R"ue R yeR. v

01 ...0

0 0

4= B= U= c={(10 0)

00 . 1

(1) clr)
00 ... 0

Ademis. se asume que las funciones = v v son funciones globalmentes Lipshitz.

Un observador para esta clase de sistemas esta dado por
T= AT +9(7) + U(P)u — S;3CT(C T —y) (3.1)
donde S5 es una matriz simétrica definida positiva. solucién de la ecuacion de Lyapunov
8Ss + ATSy + Sed = CTC (3.2)

. A .
para valores de # suficientemente grandes. donde z es el estimado del estado z.
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Los coeficientes de (Sp),; son dados por la siguiente expresién

()™l

i4+3—2
(Se},, = = J (3.3)
!
donde (C‘,f = in—n—;))';ﬂ) .que se obtiene a partir de la solucién de la ecuacién (3.2). es

una matriz simétrica definida positiva ( ver [6. 8. 10}).

Como se puede observar el sistema se encuentra en la forina normal que se ha estable-
cido en [5]. También se puede senialar que si u esta acotada. entonces la ecuacion (3.0)
es un observador exponencial para el sistema dado.

Esto es. si se define z =2 () — x(t). entonces la dindmica del error de estimacion esta
dada por

i= (A= S;iCTC) =+ (q:(.é;) — q»(.r)) + (\p(fr) _ xp(.i-)) u

se puede demostrar que converge exponencialmente a cero cuando el tiempo tiende hacia

el infinito (ver [8]). Mas precisamente. Vu € L¥(R™). existe k > 0 tal que Izi] < fe™ 5.
Ademds v(2) # 0: Vr € ™.
U controlador que linealice v estabilize al sistema Ty, estd dado por
Y ar, — o)

u(e) = —j=1

vir)

(3.4)

doude los cocficientes a,, se seleccionan de modo que la matriz (A — BR) sea Hurwitz.
Observacién 1: Resultados mds generales. tanto para sisternas no lineales en forma

triangular. como para sisternas multivariables. existen y pueden ser considerados como

una ertension de estos (ver [10] para el caso de una simple salida. y en {17] para el caso

de multiples salidas).
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3.2 Analisis de Estabilidad en Lazo Cerrado

Se discutird enseguida el principio de separacién. el cual consiste en el estudio de la

estabilidad del siguiente sistema en lazo cerrado (ver Figura 3.1).

Entrada y —— Salida y
—> Sistema
K Brazo Robot

YL Estimado X
L

Cbservador

v

A —
LI Algoritmo

. de Control

Figura 3.1 Esquema de control en lazo cerrado

I'n otras palabras. se considera ¢l problema de la estabilidad del sistera aumentado.
couststente en el sistema controlado v el observador. cuando la retroalimentacion es una
funcidn del estado estimado. el cual es proporcionado por el observador.

Para resolver este problema. se cousidera el siguiente sistema aumentado

5. B= AT +®(r) + U(2hu(e) — $71CT(C & —y)
| i=(a- 5Ty s - (<p(.i~) — P —5)) - (xp(.ﬁ-) — (2 -;)) u (1)

aplicando el control ¥ de la ecuacién (3.3). v escribiendo en términos de la dindmica del

error v del estado estimacdo. obtenemos

=T —S;1CTC:.
e= (A - 5;'CTC) =+ ((P(i\‘) — ¥z —5)) + (@(5}) - U "5)) " (‘{E)
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donde

0 1 0
A=
0 o ... 1
-~ag —a; ... —a,_

A continuacion se presenta el resultado principal de este capitulo. v el cual se expresa en

el siguiente

Teorema 1. Sea u(x) la retroalimentacion de estado dada por (3.3). Asumiendo que

sup |[u(z)|l < oc . Entonces. el sistuma (X) es global y asintéticamente estable.

refRn

Prueba del Teorema 1.

Considere V(.t. 2) = 17(z) — V5(r).como una funcion candidata de Lyapunov. doude
Vi{s) =782+ 15(x) = rTPr. siendo P una matriz simetrica definida positiva tal que
~T ~

~T N
A P+ P A= -1 donde I es Ia matriz identidad v 4 la trauspuesta de la matriz 1 .
Ahora se demostrard que el sistema (37) es globalmente estable.
1) Primero. derivando 17(z) con respecto al tiempo la funcién a lo largo de las trayvee-
torias de =z . se tienc
il i

J{ ("1(5')) = E (ETSQE) -_-QETSG:;

= 2:T Gy Az — 2(Ce)2 + 2:TS, (q:(.?) e —5)) +2:T5, (xp(:?) Uk _:—)) u (L)
= —0:TSpz — (C2)? + 278, (q)(j‘-) — e -;)) +2:Ts, (lp(.i-) —W(F _5)) u (i)

1
Denotando por Izlls, la norma (ITSgI)2 v utilizando la desigualdad de Schwarz. se
obtiene:
d 2 2 ~ I ' A A
2 (U=16)7) < =0 (1=l 421 2llg, [Joie) - o2 =2 2 lells, [[0(®) — w(E —2)]

donde

( ro =sup u(x)]| ).
€™
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Ahora. aprovechando la forma particular de Sp. ®. ¥ ¥ el hecho de que ® v ¥ son glob-

almente Lipschitz. se obtiene:

[2@) - 2@ -a)| <l

K

15“59 -

e - v o] <

ara algunas constantes A; v A; las ciales no dependen de 6. = 1. Entonces.
p 1= 12 p

d f
7 lls, € =5zl = Avlls g, = Axllzll, 7o

. ¢
Scleccionando @ tal que 5~ AL = Aarg =~ > 0. Resulta que

d
= llzlls, < = il g,
Vel consecucencia

1=V, < e l=(0)] 4,

(1) Ahora. derivando la funcion V(&) a lo largo de las travectorias del sistema. resulta

(e
d d /T T
T AT AT T T T
= PAR+2 A Pr-2} PS;CTCi——% %94 PS;CTCs
T

o A AT —1~T AT —1~T
<-axr Pr-2r PS5;C'Ce=—-al, -2z PS;ICTC:

para algunas constantes a > 0.
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Utilizando la desigualdad de Schwarz se obtiene

|
p—

1
V2) € —aVa+ 2py ||2]lg, V27
1
z

d
1
od (V;) < —aV? +2p, |2

5o

a .
Seleccionando 8 tal que 5, > 5 se completa y finaliza la prueba. LJ

Se ha demostrado la estabilidad del sistema en lazo cerrado para la clase de sistemas
considerada, en ¢l caso donde la entrada u estd acotada v donde las funciones » v ¢ son
funciones globalinente Lipschitz.

Cuando la entrada u no este acotada. entonces se tiene

Corolario 1. Asumiendo que v es una constante diferente de cero ¥ v globalmente

Lipschitz. Entonces. {5 ) es glebal y asintéticamente estable.

Note que para la prueba del Teorema 1. el acotamicnto de u(x) tiene que ser usado en

ol término (kIJ(i) - lI!(.fz\‘ —;‘)) u (1) . ol cual desaparece. v por lo tanto. ¢l sistema >0

toma la forma siguiente

T=1r —SyICTCe,
= ("1 - S{;ICTC) I+ (IJ(L) _ (1,(1 _:,)‘

k8
Observacidén 2 : El control u. dado en [a ecuacién (3.3) . estabiliza el sistema en x= )
Dado que el sistema considerado es completamente linealizable por retroalimentacién

cle estado. entonces se puede disenar una ley de control que siga una senal de referencia

Yres de salida dada ( ver [8]). Esta ley de control estd dada por:

i—1
u(z) = — [ —W{x) + yi’ - > an (Iz ~ yﬁ%‘”)
=1

Bajo hipotesis similares de acotamiento. como antes. el principio de separacién se

preserva también para el control de seguimiento de yp.
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3.3 Aplicacién al modelo matematico del robot con

articulacién flexible

La técnica mediante este enfoque geométrico diferencial se aplica al caso de un robot
de un simple eslabén el cual tiene flexibilidad en la articulacién. v para tal propésito se

considera el siguiente modelo matematico descrito por las siguientes ecuaciones dindmicas

J qm +B qm +A(Qm - Q) =1u
(Z_u) : . . .
I9+B9+mglsin(g) — k({gm —g) =0

cloude ¢ representa la posicion angular del eslabén de longitud 1/2. v masa m . Gm la
posicion angular del rotor del motor. I representa la inercia del eslabon. J es la inercia
del motor. k es el coeficiente de rigidez de la articulacion flexible. B es la friceion viscosa
del motor. By representa el friccién viscosa del eslabén. g es la aceleracion gravitacional:
v finalmente. u es el vector de torques del actuador.

Partiendo de las expresiones que describen al sistema (32,,). se define el siguiente
cambio de coordenadas :

L1 = g, la posicidn angular del rotor del motor

3 =4, la velocidad angular del motor

ry = k{q — qn) representa la fuerza eldstica

_ (4=

ry es la variacion de la velocidad elastica.

Entonces. se obtienc el siguiente modelo dindmico del robot

T1= Iy

1= {-Bixy — mglsin(xy) + k(x5 — x,)} /I
(B )8 T3= x4

Ty={—Bry = k(xs ~z)) +u}/J

=TI
\y !
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. . =2 1 .
siendo por nosotros definida la constante 3~ = T la cual no deberd confundirse con la

constante empleada en la técnica de perturbaciones singulares ( ver Capitulo 3).
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Ahora , efectuando un cambio de variable de la forma ¢ = & (r) . se obiene

51 = I

2 = 9= Lz

s3 = —{Buxs -+ mglsin(zy) — k(zz — 2,)} /T = Ll

o = = { B mgl(h coste) — hiE, - R} 1= Ly

Puede ser fdcilmente verificado que la matriz Jacobiana de ® {.£) con respecto a . es
invertible para toda ¢ € R4,
Entonces. el sistema (X,,) se transforma en el siguiente sistema no lineal linealizable

por retroalimentacién. el cual estd dado por

51 = 82

:_) = 4y

»

$3 = <4

. 1

s = ale)+ 3(<)u

donde

als) = —I72B{=I"'B(R)) — mglescos(zx)) + k(zy — 22)} +

+I " mgla3sin(z,) — I72mylR, cos(zy) = IV {I 'Ry + J 1Bz, + & (x5 — 1)}
¥

I(s) = I7TkJ 7!

con

Ry = —Bixy — mglsin(z)) + k(z3 — ;)



Construyendo un observador de alta ganancia para el sistema anterior. se riene el

siguiente sistema ( ver [18] )

21 = 22 —49(21 ~y)
Sy = Gy 665, —p)
Gy = & —36%(<1 —y)
o= ale) + 3 - (S —w)

Con cl observador de estado anterior se puede obtener la estimacion de las variables

no medibles. Entonces. la expresion del control aplicado es de la forma:

»

1 —als) —ay (&7 = Yref) — (-1'2— Yrer

U= ——

3(8) — iy (‘!'2— .Urcf) — 1y (.{'_:— .!’;’ ,-(f)

seleccionando los polos . se obtiencn los siguientes valores para las a,.: a;, = 236.0, =

2-56.(73 =96 I3 = 96\' ay, = 16

3.3.1 Resultados de Simulacién

En esta seceion. se presenta los resultados en simulacién de un algoritmo de control
basado en un observador.

Para llevar a cabo esta aplicacién. se consideraron los signientes valores de las condi-
ciones iniciales.

Las condiciones iniciales para el sistema fueron seleccionadas como: (0) = 0.5.22(0) =
0.5. z3(0) = 0. £4(0) = 0.5. Para el observador. las condiciones arbitrarias 21 (0) = 0.02.
22 (0) = 0.01. ¢4 {0) = 0.002. ¢4 (0) = 0.003. El pardmetro de sintonizacién del observador
fue seleccionado como 6 = 3.

La senial de referencia para la travectoria deseada yr(t) en la posicién del motor. se
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establecié como: yg(t) = si.n(t).

Se puede apreciar en la Figura (3.2) que para el controlador propuesto basado en
el observador. el estado z, sigue a la travectoria de referencia yz(t) con un excelente
desempeno, a partir de 6 segundos. mientras que en la Figura (3.3) se muestra la conver-
gencia del estado 7y hacia d(yg(t))/dt. En la Figura (3.4). se ilustra el comportamiento
del controlador propuesto u. mientras que en las Figuras (3.3) v (3.6). se muestra las

variables de estado x; ¥ x> con su respectivo estimado proporcionado por el observador.

I
| ///_\\ ’/ /_‘\\\
— T TE f / . s

a= "/

] T \\ / /

G 7 \
- e N

\ -

) /

t(seg)

L N 4 3 E I

Figura 3.2 El estado o v la senal de referencia Lref
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- ] »
Figura 3.6 Estado x5 y su estimado r,

3.3.2 Conclusiones

En este capitulo, se propuso un controlador basado en un observador de alta ganarncia
para una clase de sistemas no lineales. el cual es linealizable por retroalimentacién de

salida. Los resultados se aplicaron al modelo del robot flexible.
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Capitulo 4

Método Algebraico Diferencial

4.1 Introduccién

Varias técnicas en el diseiio de controladores han sido propuestas. desde diferentes per-
spectivas. para la estabilizacién de sistemas no-lineales. Recientemente. un nimero com-
siderable de trabajos han estudiado el problema del control de robots manipuladores con
Hexibilidad en la articulacion. Este problema tiene un interés tanto practico eomao téorico.
Porque. desde el punto de vista practico. se debe considerar el efecto de la elasticidad en
cl robot para disenar las leves de coutrol: v desde el punto de vista téorico. el nimero
de grados de libertad es dos veces el mimero de acciones de conirol. v las propiledades de
igualamicnto entre las no-linealidades v las entradas se pierde (ver [6]. {29]).

En la literatura. se puede encontrar diferentes esquemas de control para sistemas no-
lineales. Muchos de estos esquemas utilizan controladores por retroalimentacidn estatica.
Su disefio estd basado en técnicas de control adaptivo. perturbaciones singulares, teoria
de control no-lineal. v esquemas de control de Lyvapunov basados en la energia. ¢ mas
recientemente en esquemas basados en desacoplamiento. backstepping. o pasividad ( ver
[6]. [29]).

Por otro lado. un nimero considerable de investigadores han estudiado los problemas

de estabilidad y seguimiento de salida de sistemas dindmicos usando hasta hoy la més
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comiin de las herramientas matematicas en la teoria de control de sistemas no-lineales:
Geometria Diferencial. Sin embargo. si las no linealidades involucradas en el sistema
son todas polinomiales. entonces existen métodos del algebra diferencial que pueden ser
utilizados en su lugar. Ha sido mostrado por M. Fliess. que el algebra diferencial es una
herramienta natural para tratar con sistemas polinoniiales.

En esta técnica de control tratamos los problemas de estabilidad v seguimiento de
salida para sistemas no-lineales. desde la estrategia de linealizacion del error por retroal-
inentacién dindmica. Este enfoque estd basado en la forma canénica de ohservabilidad
generalizada (FCOG) y la forma candnica de controlabilidad generalizada (FCCG) de
Fliess. las cuales son fdciles consecuencias del teorema del elemento primitivo diferencial
( ver ref. [15. 16. 23] ). Recordando que. desde el comportamiento externo del sistema. la
forma (FCOG) de Fliess es una descripcion generalizada de los estados del sistema cdonde
cu general. las ecuaciones de estado dindmicas son dependientes del control. ncluvendo
un mdmero finito de derivadas del control con respecto al tiempo.

El controlador que se propone en esta tesis es obtenido por medio de linealizacion
exacta de la dindmica del error de seguimiento.  Este controlador es una funcicn del
vector del error de seguimiento el cual es. en general. parcialmente medible. por lo que
s necesaro estimarlo. U observadlor de alta ganancia es utilizado para estimar ol error
de seguimiento para implementar nuestro controlador.  Finalmente. para garantizar la
estabilidad del sistema en lazo cervado. se presenta un andlisis de estabilidad.

Este capitulo estd organizado como sigue: La seccién 1.2, introduce algunas defini-
clones v notaciones. Los problemas de estabilizacién v seguimiento de salida por medio
de un observador exponencial. utilizando el enfoque algebraico diferencial. son tratados
en la seccion 4.3. En la seccién 4.4. se introduce un modelo matematico. para describir
el comportamiento de un brazo manipulador con flexibilidad en la articulacion. En la
seccion 4.5 los resultados de las simulaciones usando nuestro esquema de control son

presentados .
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4.2 Formas canénicas de observabilidad Yy controla-
bilidad generalizadas.

Comenzamos esta técnica de control, introduciendo algunas definiciones ¥ notaclones

ttiles en este capfrulo ( ver bibliografia [13, 15, 16] ).

Definicidn 1: Una extension del campo diferencial L/K es dadoe por dos campos
vectoriales K y L. tales que : i) K es un subcampo de L: ii) la derivacion de K es lo

restriccidn para I\ de la derivacidon de L.

Definicién 2: Sen u un escalar diferencial indeterminado y sea K un campo difer-

encial, con derivacrdn denotada por di

Una dindmica G/ R {u} es definida como una extension finira algebrdica generada
diferencialmente el campo difereucial K{u). donde A {u) denota el campo difereneray
generado por A" v los elementos de un conjunto finito « = (uy. uy. ... un} de cantidades

diferenciales.

Definicién 3: Considere un subconjunto {u.y} de G en una dindmca G/K u [
elemento xg en G es llamado algebraicamente observable con respecto a {u.y} s este o
algebraico sobre Kiu.y)y . Esto significa que 7o puede ser erpresado como una fur, 4y,
algebraica de las componentes de {u.y} y un nimero fintto de sus derrvadas con respect
al tiempo. Por esto. un estado x* es lamado algebratcamente observable s Y $0lo 51 egpe

es algebraicamente observable con respecto a {u,y}.
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Definicién 4: [na dindmica G/K{u) con variable de solide y en G es llamada

algebraicamente observable si y solo s1 cualquier estado (generalizado) también lo es.

De acuerdo a ¢l teorema del elemento primitivo diferencial existe un elemento £ € G

tal que G = K(u.£). El grado de trascendencia n de G/K(u) (ver [10.13.1?]). el cual

.= d"
es igual a la dimension del sistema. y es el entero mas pequefio £ tal que il es K{u)-

dtr
. . = r n—1g k]
algebraicamente depenciente en {5 L. dr—f*} la cual es una base trascendente de

G/ K (u)( ver [13. 16. 17)).
Definiendo el siguiente cambio de variable de la forma £, = 1 < ¢ < n Es
claro que {§;},Z, o> también una base trascendente de G/K(u) . A partir de aqui. una

generalizacién no-lineal de la forma candnica del controlador es dada por

% £, 1<1<n-1
(Ell ’ - ':4-11
(d‘fn c d d H\ —
Tt di A
donde D cac e Y g i polinomio con coeficientes en K. Si unc puede
ot ot B »

3
~

R N . ; R S . .
resolver localmvnt[- para = en la segunda ecuacion de (Z4). uno obtiene un sistema
explicito de ecuaciones diferenciales de primer orden. conocido como la Forma Candnica

de Controlabilidad Generalizada {FCCQ).

d—£‘=§ .lgzgn—l

= (5 i, .':[:_t‘)

para 4 un entero estrictanente positiva.

Ahora, sea y el cscalar de salida v sea n el entero mas pequeno tal que ‘é—:? es alge-

braicamente dependiente en

S, ——— L Y —,
AT P TRy

{ dy d" 'y  du d"'u}
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es decir significa que:

d™y dy d" 'y  du du
=—Loly— — . —, e — .
dt (y at et A e

Usando el siguiente cambio de variable , = %: para 1 <i < n. entonces uno puede

escribir una representacion local del espacio de estado. la cual tiene Ja forma especial de
una Forma Candnica de observabiidad Generalizada (FCOG):

o=y, 1<i<n—1

(Zgocr) - d;; =—L, (5. u ‘;—;‘ e 'jf:—[”)
¥=m

para v entero positivo.

4.3 Un enfoque algebraico diferencial para estabi-
lizacién asintética y seguimiento de salida.

Considere el siguiente sistema no-lineal

= flr.u)
(E_\'L) . (42)
y=hz. u}
donde x = (zy.-+.2,) € B {u;..... um) € R™. y € R. f y h son aswmidos como

polinomios en sus argumentos. El sistema (4.1) se supone universalmente observable

(ver [13. 13]) con comportamiento externo descrito por ecuaciones de la forma

d"y dy d* 'y du du
= Iy Y. 2y, o du
dtr (y P T R TR

donde L, es un polinomio de sus argumentos.
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. 4= . L.
Definiendo localmente 7, = WJ—E’. 1 €7 £ n. nosotros obtenemos una forma explicita

del sistema (4.1) de la manera siguiente:

1= ey~ 1<i<n-1 (4.1)
) du d"u

=L, (nu—. . — 4.9
ni’! (TF [ dt dtar) ( )

Ahora. sea yr(t) una funcién de referencia de salida prescrita la cual es diferenciable
al menos n veces. El problema de seguimiento de salida asintético consiste en buscar un
controlador dindmico descrito por una ecuacién diferencial ordinaria escalar variante en
cl ticmpo. la cual es posiblemente implicita. v que tiene como salida:

a) La senal de referencia de salida yg(f). junto con un nimero finito de sus derivadas
con respecto al tiempo

'y
—l<i<n

v
b) Las coordenadas de cstado n, de el sistema.
El controlador es supuesto para producir una funcion escalar u. lo cual obliga a la
salida y para que tenga convergencia asintética a la senal de referencia yg(t) .
Definimos ahora una funcién de error de segnimiento de salida e(t) como la diferencia
entre y(t) v la senal yz(t) :

e(t) = y(t) - yr(t) (4.3)

Por definicion, 7, es igual a la {i —1)-esima derivada de tiempo de y(#). estoes 5, = %?:

para 1 <i < n.. Entonces. nosotros tenemos lo siguiente

de(t) o d'yr(t)
ar el dt

1 1<i<n—-1 (4.4)

- T e dn

def{t) dn, d"yr(f) _I du d'u\  d"yglf)
dtn o dt atr e\
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-1 i . . . . ., -
Sea p(s) = s" + >, a,s' un polinomio Hurwitz. Por disponer de una dindmica

auténoma lineal invariante en el tiempo para la funcién del error de seguimiento:

dme(t) —  d'e(t)
| _ 1,
o + ; a, T 0 {(1.6)

se sigue que las ecuaciones (4.5) . (1.6) v (4.7) pueden ser reescritas como

dn, d'yg(f) d yat)\ -
TS I U A W

Csto es
du du\  d"ygl(t) d'yp(t) )
—L, (r;. u. FERREE dt”) =—g ,E=1 aiy | — T (1.8)

Observacién 1. La ecuacion diferencial escalar variante en el tiempo (4.9) im-
plicitamente define u. la cual da estabilizacidn asintética hacia cero para el error de

segurmicnto. de wna manera enterumente prescrita por el diseno del conjunto de cocfi-

cientes constantes {ag.ay.---.a,_}.
. £ =1 .
Ahora definiendo e, = fd,,fE”. para 1 < i < n . como las componentes de un vector
de crror © = Col (€. 2. - - . e,,). nosotros obtenemos
dr, .
E:e,_l. I1<i<n-1 (1.9}
de -
T D ame (4.10)
1=1
6 biéu en forma compacta
de
— = Fe 4.11
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donde

, _  du d"u d"yr(t) 2
—L, | valt U — e _——-_E \1E; 12
( r(t) +E.u 7t dt”) e ;-1€ (4.12)

i=1

con el vector de senales de referencia dado por

dn—l
Up(t) = Col (yﬁ. dur yR) ;

dt = dml
v
0 1 0
F=
0 0 .- 1
—{dg —dady o —,g

El origen. ¢ = 0. es un punto de equilibrio para la dindmica del error de seguimiento
(4.10).(4.11). Nosotros asumimos ue u de (4.13) esta definida para todo ticmpo. v estd
acotada para todas las funciones acotadas yg(f) las cuales también exhiben derivadas
acotadas.  Note yue el controlador por retroalimentacion dindmica depende sobre cl
vector de estado de la dindmica del ervor de seguimiento. la cual deberd ser estimada por
medio de un observador.

Ahora. escribiendo el sistema (4.10) como sigue:

de £ A dyr dyr  du d*u
& eI\ R T T T e

donde los elementos de la matriz £ son dados por

1 sii=j—1

0 sii£j—1
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0
e d"yr d“u
z - Ui —— } =
& Yr 2 T .
u “ Jn f
—Lo(vglt) +eu B 22y j',"f,( )

Entonces. la estimacién del error de seguimiento e(t) = y(#) — yr(t) es dado por un

observador exponencial (O) de la forma

PN
™,

dun L Tp L de
(f)yR dt Y=l U dt Tt

(o). [ #=res
= [CEt) = ett)]

doude Ap = diag (6. 0:.0% . ... ). para aloin 6 > 0 v K = (K. Ko. ... K)TOK es

seleccionado de tal forma que o (A — K'C) € R~ (detalles adicionales pueden encontrarse

en la bibliografia {17. 29)).

Sea

. . du d“u d"ypit) - .
”(EIE.!}R(EL)-F:) = '—Lo (L‘R“)‘t‘eumﬁ) — din T;G.’-—lei:o
v u, el control resultante basado en el observador desde o( u,. yg(t). e{t)) =0.
La dindmica de é(t) v eg(t) = &(t) — e(¢). (el error de seguimiento estimado v el error

de observacion. respectivamente). son dados por:

: & - d 3 . )
%[!,' = Ee(f) - F(C(f).yﬁ.—é%,..._ d(“.':'jn‘ué‘(_iﬁ_-“' . %ﬁ‘-)

— NN [CEé(t) — ey (t)]

el = (E — MK C) eoft) + 6@ (eq(t). &(2))

Ll sistema anterior puede reescribirse mediante un cambio de variable en el siguiente
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sistema.

=) Y = Pe— 077 0K %
T/ " T o~ _ g~ .
L0l = (E — KC) S (1) + A, 160051 &0 (1) 6(H))
donde
0= A7 0. ATENg =0E. CAg=6C. A, = diag (871,072 67")
v
- dyg d"ur dug d" ue
NGRSt SR w5 S
folag.y = 70 R )
v (cyr S G G

Introduciremos las signientes

Suposiciones:

ALY ED(Dg €y (1). (1)) s globulmente Lipschitz en R con respecto @ Mg €g (1) y

uniformemente con respecto a é(t).

A2) Las sciales w;. yp(t) y sus derivadas de orden superior hasta n al meneos cstan

acofadas.

Entonces. nuestro principal resultado puede establecerse de la siguiente manera:

Teorema 1: Cunsidere u; la retroalimentacion dindmica de estado linealizante la cuul

s solucion de a(ug. yp(t).c(t)) = 0 Supongamos ademas que A1 y A2 son satisfechas.

Entonces el sistemna en luzo cerrado (X4) con control u; es globalmente asintéticamente

estable (ver [11} ).

39



4.4 Controlador dindmico basado en el observador
para manipuladores con articulacién flexible

En esta seccion del Capitulo. nosotros aplicamos los resultados obtenidos en las secciones
anteriores para tratar con los problemas de estabilizacién v seguimiento de salida. de un
brazo robét de un simple eslabén v con articulacion flexible.

Modelo Matemdtico

Basandonos en la formulacién Lagrangiana. el sistema dindmico que describe el com-
portamiento de un brazo robét de un simple eslabén v con articulacion flexible es
obteuida. desde el Capitulo 3.

Entonces. el modelo dindmico (X ,;).del brazo robot manipulador. representado en

estas coordenadas resulta ser de la siguiente forma:

L= a3

Ty= —kqrs + hyrs + ku ‘
(X)) ) _ (4.13)

Ly= -'%i

Ta= {—hoky Si“(jg’[@ + 1) = hgrg — kray — ke oy — ku}/3

1 . . .
donde J = T es una constante. la cual no debera confundirse con la constante ntilizada
en la técnica de perturbaciones singulares.

En el modelo del sistema (2 ,;). las constantes &,. son las siguientes: &, = L: by = %:

wl

B,

ky = !T?gl: Ky =Ry + kot by = %'. kg = n ke = kg — ksiu=r.

Observacién 2: El sistema (32,;) tiene diferente grado relativo. cuando la salide
del sistema y es considerada como la posicion del motor zi. en lugar de la posicién del

eslabdn z = x, + Jus.

Esto es debido a las siguientes consideraciones:
1) Si nosotros consideramos > como una salida. el sistema resulta dentro de un sistema

con grado relativo igual a 4. Entonces. el sistema resultante puede ser exactamente
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linealizado por medio de una retroalimentacién estitica. Esta retroalimentacién de estado
es una funcion de la posicién. velocidad. aceleracién. v “sacudida ~ (-3}.). las cuales son
muy dificiles de medir en la practica.

2) Utilizando la posicion del motor r; como la salida del sistema. esta resulta ser de
grado relativo 2. Por esta razon. la aplicacién de nuestra técnica nos permite obtener un
controlador dindmico de segundo orden {detalles adicionales pueden ser encontrados en
la bibliografia [29]).

Cuando nosotros consideramos el sistema linealizado en el punto de operacion. la
dindmica cero sigue siendo de fase minima. Sin embargo. esta propiedad de la dindmica
cero es una funcidn del pardmetro B. El hecho de que B # 0 es crucial para que el
robot flexible esté en fase minima. Si B = 0. nuestra téenica no puede ser aplicada. v
la dindmica cero resulta ser oscilatoria. En la practica. esta condicién cs verificada para
muchos manipuladores mecédnicos.

La siguiente transformacién de coordenadas dependientes de la entrada nos permite
obtener una forma candnica de obscriabilidad generalizada (FCOG).

Definiendo el elemento primitivo diferencial n, = & las sieuientes relaciones se
cuniplen

y=m=1

Y= 1, = I

(4.14)
= Hy = —f\';)_,('? - ;‘-1"53 -+ klu

Y= 1y = (hs)2rs — kiksas + k3 2g + kksu + &y u

{y.y..,i;.y} es una base de trascendencia de R {u.y)/R (¢} la cual representa la

dindmica de la ecuacién (4.2). El grado de trascendencia de R {u.y) /R {(u) es dado
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por d°tr (R {u.y) /R {u)} = 4 v su transformacidn inversa correspondiente es

Iy =1m

Ta =1y

T3 = (N3 + ksny — kyu)/k

24 = 3(ny — (ks)2xy + kikszy — kiksu — by w) 3 /h1. 3#£0

(4.15)

La matriz Jacobiano de la transformacion de coordenadas de estado (4.3) es dada por.

1 0 0 0

0 1 (0 0
J=

0 i Ky 0

0 ('{1'5)2 —kiks A'lg_l

la cual es claramente no singular i 3 es diferente de cero. La forma candnica de contro-

labilidad generalizada (FCCG) para el sistema (4.2) es entonces.

m=1,
2= 13
=1
- h ——2 | = s (1.16)
Ha= —hkihyks 3 "sin( 3 [Rsigy — kyu + 5] /Ry + ) — 3 T {kihs + kyks i,
~ {5 + hshobn — (s + kobny — Br{ke — kubu o+ hko e 4 k%
L ¥ =T
Finalmente. el comportamiento externo del sistema es dado por
U4k + kel (B o dks Y 1+ T (ks + Rk}
F+{A5+;‘6}d_f:‘;'+{§% Jﬁ}dtz_'_ 1T 77 hghs gy
kikoksd sin(3 (k% o+ ¥~ hyul/ky +y) + B {ky - kiju - Rike% - kiSE =0
(4.17)

Ahora. sea yg(t) una trayectoria de referencia de salida deseada de la posicion angu-

lar. Derivando la referencia de salida deseada yg(f) hasta la cuarta derivada. nosotros
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podemos aplicar el controlador dindmico

du du d"yr(t) i d'yr(t)
Lo (mw S MY S, . L
(T] u dt PTS ) din - a1 (n: di-1 )

i=

conn=4yvvy=2
Definiendo el error de seguimiento como e(t) = r; — yz(t). uno obtiene basandose

en los resultados de la seccion 3. el sistema de ecuaciones diferenciales que describen la

dindmica del error de seguimiento como:

de dyr *yr dByp dlyp  du Pu
— =Fe* e eaeq. 60 yp — . —2, . U — = . - = 1.13
at o ‘”(‘ 2O T T e g g e ) e = e (119)
donde
1sit=j-1
E=6&,. = J
Osiizj—1
v
0
Myn  du d*u 0
e ypoe. U —. =
T R dté dt di® 0
—Lo (L'R(f) -+ e, U. (;—E; (‘(ﬁ—;‘) — d!g?{“

Dado que el sistema (4.7) es observable nosotros proponemos el siguiente chservador
no-lineal exponencial ( ver bibl.[23]) para la estimacion del error de seguimiento
de d*yr du; d°uz

E = Fe + N (e(i‘).yﬁ'. N p7E LUz F FrE ) — A K [C’e(t) — €] (2‘” (-119)

La linealizacién exacta de la dindinica del error de seguimiento puede ser ahora com-
pletada. igualando la tltima ecuacién diferencial del sistema (4.7) a una expresicn lineal

Invariante en el tiempo en las coordenadas del error (ver [2])
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donde

- ( p(t) +eu 'fﬂ;‘) = —kihaks 3 5111(3 [Rilks (e2 + L8) — kyu + Cin
< (kyke + koks) {es + 22 ) — {A-4/32 + A-_;A-G} {es+ f’—";,%ﬂ}
—(k5+k5){e4+%}+kl/ ks =}y bkl g L

dit?

(1.20)

- UR

Entonces. escribiendo en las coordenadas orieinales la ecuacién del controlador dingdiico.

se sigue que:

T4 4 (a3 — hs) 9+ (A’ —kyag— k3 ) u = kaky 3 sin (3*23-3 +.z1)
-'rﬁ (A'Tj_z + l.rj —ay = hsae + A'§ﬂ3) Iy — (; - Ai — s~ (rgk,g) Ty — 21 (1.21)

\...___./

LU'J:

1 . . R diyn Ay s dvgp -1
+] {Ag, + ;15 - Ca!'g}.l.; + ( (“*'F + az (“,R -+ do drT - { o GQJR) (}\ )

v el desempernio dindmico deseado puede ser obtenido seleccionando nosotros adecitada-
mente . a. as. dy.

Sin embargo. este controlador depende de todos los estados los cnales no son todos
mecibles. Para vencer esta dificultad nosotros reemplazamos el estado que es estimado
por el observador. Para desarollar cste procedimiento. tomanmos en consideracion que
la transformacion inversa es dada por (4.4). de tal forma que escribiendo las ecuaciones

anteriores. en términos del error de seguimiento. obtenemos:

Iy =¢€;1+Yr

d
.'l.‘f;:=62+ﬁ

r3 = {e3 + TUE it B+ ks(es + B2) — kyul/k

1'4"‘{64'*' dta +'l'(63+d:2 _!‘1 }!‘/3
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Ahora reemplazando los estados estimados por (4.8) obtenemos

I A

$1=€1 TYr

332—62 +dyR

:c3_ {5 +Lun dt? + ks(En +88) - kyul/ky
T4= {84 +Eum dﬁ + ks (83 —d—"”—’* — k192 }4/3

Entonces, el controlador dindmico como una funcién de los estados estimados es dado
por
G+ ko — L {ky — knbue = ~kok7?3sin(3° & + 1)
~3 (ks + hoks) 2, —,L{ég + hskg} 2y
—{ks = ko} T4 — >

Se calcula el control u, de la ecuacién anterior en términos de las variables de estado.

1 diyn
ky dt?

dr* 1
v el valor resultante se introduce en el sistema dinamico.

4.4.1 Resultados de simulacién

Ahora. mostraremos como el controlador dindmico basado en el observador es implemen-
tado para el maodelo del brazo robot con flexibilidad en la articulacién. Las sinmlaciones
munericas (utilizando SININOXN]) fuerdn realizadas con los siguientes parametros

ki =333 (m*Rg)~' by = 1.0 (7 Kg)™" ky = 5.0 N by = .33 (m2hg) !

b =0333 s kg =01 57k = -0233 571 R, =100 N/ (m rad™1).

Todas las condiciones iniciales. tanto para el sistema. asi como para el controlador
dindmico fuerén escogidas como cero. La trayvectoria de referencia deseada yp(t) para la

posicidn del motor fue puesta igual a:
yr(f) = 0.5sint

La primera tarea para nuestro controlador propuesto basado en el observador fue el

de seguir la travectoria deseada yg(t). La figura 4.1. muestra el estado x; v la trayectoria
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deseada. Se puede observar que la trayectoria r; converge hacia la travectoria deseada
yr(t). La figura 4.2 nos muestra el estado x2 v dyr/dt.en la que también se puede apreciar
una convergencia en un tiempo de 1.5 segundos, para el seguimiento de la travectoria
del brazo robot manipulador. Finalmente la figura 4.3 describe el controlador obtenido.

propuesto en ésta técnica de control y el cual es aplicado al sistema.

0 5a

. : — t{seg)

[ 1 2 3 - b L] ?

Figura No. 1.1 Grafica del estado x1 v la senial de referencia 31

LLE S

\/ ~
£ 54

o 3 2 3 H s % 7

t (seg)

Figura 4.2 Grafica del estado x2 v de dyr/dt
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Figura No. 4.3 Grafica del control u
4.5 Conclusiones

En este Capitulo. hemos propuesto un controlador basado en un observador para una
clase de sistemas no-lineales. En lo particular. hemos dado condiciones suficientes. para
garantizar la estabilidad de! sistema en lazo-cerrado incluvendo el observador de estado.
Una conexidn entre las ganancias del observador. v las ganancias del controlador. nos
permutierdn obtener el origen globalmente asintdticamente estable. La aplicacion de esta
técnica en el caso del modelo del brazo robot manipulador. nos permitié obtener. un buen

desempeno en el seguimiento de la trayectoria a seguir por el brazo robot manipulador.
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Capitulo 5

Método Basado en Perturbaciones

Singulares

En este Capitulo se propone un controlador basado en un observador para una clase de
sistemas no-lineales singularmente perturhados. Por otra parte se dan las condiciones
suficientes para garantizar la estabilidad del esquema de control basado en observadores
del sistema en lazo cerrado. Los resultados en simulacion presentados al final del capitulo
nos sirven para ilustrar la aplicacion de esta téenica de control para un modelo de un

brazo robot manipulador con flexibilidad en la articulacién.

3.1 Introduccion

Durante estos riltimos afos. se han realizado importantes trabajos de investigacion hacia
el problema del control de brazos robot con articulaciones flexibles. entre estos se pueden
senalar: Técnicas de linealizacion por retroalimentacion. téenicas de perturbaciénes sin-
gulares. técnicas de modos deslizantes v tecnicas adaptivas. Todas estas téenicas han sido
propuestas para resolver el problema (ver. e. g. Brogliato et al 1995 v las referencias
ncluidas en estos, Kokotovic ef al 1993. Battilotti v Lanari. 1995, Slotine y Hong 1986).

Atn cuando el modelo considerado en esta tesis es completamente linealizable via
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retroalimentacién de estado, las técnicas para la estabilizacién por retroalimentacién
de salida algunas no se aplican. 6 bién solamente logran estabilizacién en conjuntos
compactos a través de un observador de alta ganancia (ver e.g. Battilotti v Lanari.
1995).

Recientemente, la técnica de control de robots flexibles tiene bastante atractivo para
la Investigacion. Los algoritmos de control de estructura variable pueden clasificarse den-
tro de los siguientes: i) métodos de Jerarquizacién: ii) métodos basados en la estabilidad
de Lyapunov y iii) métodos de linealizacién. Sin embargo. todos estos métodos tienen
caracteristicas en comun. tales como 1) variedades deslizantes son secleccionadas como
hiperplanos: 2) las leyes de control dependen altamente en la superficie deslizante especi-
ficada. esto es. diferentes variedades deslizantes requieren un redisenio del controlador
correspondiente: 3) el cdlculo de las ganancias de switchieo estd basado en el conocimiento
de los linderos 6 limites en cualquier elemento de las matrices del sistema.

En Stepanenko v Su (1993) un coutrolador deslizante que depende esencialmente
de la seleccidn de una variedad deslizante. es propuesto usando variedades no-lineales.
suponiendo ¢l conocimiento de los limites en la planta. la cual vence las dltimas difi-
cultades v proporciona una rapida convergencia. Las variedades diferenciales no-lineales
ogrecen una rica variedad de disenos alternativos en comparacién con las variedades
lineales.

Por otra parte. el disctio de observadores para brazos robot con articulacion flexible
es un problema interesante en la teorfa de control. asi como también de gran impor-
tancia practica. En efecto muchas técnicas de control para estos robots requieren del
conocimiento de cuatro variables para cada articulacién. las cuales pueden ser cualquiera
de las posiciones v velacidades de los motores v de los eslabones ¢ bién posiciones. ve-
locidades. aceleraciones v jerks de los eslabones. Algunos resultados interesantes fuerdn
publicados por Tomei (1990).

Mds recientemente. una ley de control por retrolimentacién de estado (ver [13]).

basada en un observador no-lineal. usando métodos de perturbacién singular. es disefiada
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para una cierta clase de sistemas no-lineales. la cual admite una perturbacién singular.
para las trayectorias variantes en el tiempo del seguimiento deseado. que requerimos de
los brazos robots manipuladores.

El modelo del robot con articulacién flexible puede ser dividido en dos subsistemas:
los subsistemas lento y rdpido. donde las variables lentas son la posicién y las velocidades
del eslabén y las variables rdpidas son las fuerzas élasticas v sus derivadas con respecto al
tiempo. En Battilotti y Lanari (1995) las posiciones del eslabén v la fuerza élastica son
medibles y las otras variables no. debido a razones econdmicas o restricciones de carscter
técnico. Por esta razon. se propone un observador deslizante para estimar estas variables.
Adicionalmente proporcionamos un analisis de estahilidad del sistema awmentado.

En esta técnica un modelo simplificado es considerado. ¥ asumimos que la posicidn
del eslabon estéd disponible para su medicién. En suma. una lev de control basado en las
técnicas de modo deslizante para una clase de sistemas no-lineales de sisteinas singular-
mente perturbados. recientemente reportados en Alvarez v Silva. es aplicado al modelo
de un robot manipulador de un simple eslabén. Adicionalmente. un observador no-lineal
de alta ganancia propuesto por Busawon v otros en 1998, es disefiado para esta clase de
sistemas. v también es aplicado a nuestro modelo de robot manipulador con flexibilidad
en la articulacion.

Este capitulo estd organizado de la siguiente forma. En la Seecién 2. brevemente hace-
mos la referencia del modelo del manipulador considerado en esta tésis. En la seccicn 3. se
tiene el disetio de un controlador basado en la técnica de perturbaciones singulares. Para
veucer la dificultad de estimar las variables no medibles. un observador no lineal es dado
en la seccién 4. Un andlisis de estabilidad del sistema en lazo cerrado es presentado en la
seccion 5. En la seccion 6. el esquema del controlador basado en el observador obtenido
en las secciones previas, es aplicado al modelo del robot. Finalinente, los resultados de

simulacién y algunas conclusiones terminan el presente capitulo.
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5.2 Modelo del Brazo Robot Manipulator

Un robot manipulador consiste esencialmente de p eslabones. interconectados en p articu-
laciones dentro de una cadena cinemdtica. Cada eslabén es manipulado por un actuador.
el cual puede ser eléctrico. hidrdulico 6 pneumatico. El actuador puede estar localizado
directamente en la articulacién que actiia 6 bién puede ser manipulado a trdves de una
transmisién remota situada en la base del robot. En el modelo de un robot rigido se
supone que los acoplamientos entre los actuadores v los eslabones son perfectamente
rigidos. Por contraste. en un modelo de robot con articulacién flexible se asume que
los eslabones son rigidos. pero que los actuadores cstan acoplados eldsticamente a los
eslabones,

En esta tesis. se considera un robot flexible de un simple eslabon. el cual es manipulado
por el eje de un motor de corriente directa. cuvo rotor estd acoplado directamente a el
eslabon. El modelo matemdtico para este manipulador fué dado en el Capirulo 2 v sus

ecuaciones son las siguientes:

{ 'f[' 13 f} —mglsin{q) — kgm —q) =10
(5.1)
o .
J 4, ~Bd, g —q)=u
donde g ¥ ¢, son respectivamente las posiciones angulares del eslabon v del eje del motor.
mientras que u es la fuerza de entrada desde el actuador ( torque del motor). I es la
mercia del brazo. J representa la inercia del motor. B es la fricién viscosa del motor. B,
es la fricién viscosa del eslabén . mgl es la carga nominal en el brazo y & es el coeficiente
de rigidez de la articulacién flexible. flexible. El modelo no toma en cuenta la inercia
del actuador alrededor de sus tres ejes independientes. Sin embargo. ha sido demostrado
por Spong (1990) que esto representa adecuadamente la dindmica del manipulador v esta

disponible para el disefio del control.
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5.3 Control modo deslizantes en escala de Dos tiem-

pos

Consideremos la clase de sistemas no-lineales singularmente perturbados, descritos por

las asi lamadas forma estandard singularmente perturbada.

z= hHlz) + F(z)z + gi(2)u. x(tg) = . (5.2)

ty
ire

= fz(.l‘) T .F-_)(.I’)Z + QQ(I)U. Z(fg) = Ip. (33)

donde x € B, C R es el estado lento. = € B. C R™ es el estado rapido . u € R es
la entruda de control v e € [0.1) es el pequeiio pardmetro de pertubacion. fiv fo. son
las columnas de las matrices Fiy F respectivamente. g, v g» son asumidas acotadas en
sus componentes siendo éstas funciones suaves de x. B, v B, representa subconjuntos
cerrados v acotados centrados en el origen. Fu(z) es supuesta no-singular para toda r €
B,. También se supone que f1(0) = f,(0) =0 v. para u = 0. el origen {z.2) =(0.0) es
un estado de equilibrio aislado.

El sistema reducido lento puede ser encontrado. haciendo = = 0 en (5.3). obteniendo

asi el siguiente sistema lento de orden n

o= f(r.) + glxs)us. 7y (tg) = T (5.4)

s = h(Is) = _FQ_I(xs) [f?.(-r.s) +92(Is)us] (55)

donde x,. z; v u, representan respectivamente las componentes lenta de las variables

originales r. = v u. v

flzs) = filas) — Filas) Fat(a,) fa(zy) (5.6)
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g(l‘s) = g](Is) - Fl(xs)F'_;l(ms)gﬂms)- (57)

En (5.4) y (5.5), us(z,) denota la retroalimentacion del estado lento el cual tnicamente
depende de z,. De acuerdo con De Carlo et al (1988) y Utkin (1992). la variedad invariante
n-dimensional del sistema (5.2).(5.3) estd parametrizada por € y sabiendo que la variedad

invariante lenta. es definida por.

M. :={2€ B. CR™: = h.(z,.€) := 0, €) + V(5. ) ttes(T. €)} (5.8)

donde las funciones o{z,.€). L{x,.¢) v u.(x,.€) satisfacen la asi llamada condicidn de

variedad

do  du du,,
fi=Fo0+ Fotttes + gaus = ¢ (a.rs + auca + L%:) [fi+ Flo+ Flou (5.9)
"Fglues] (‘31)

para toda &, € B; v para € suficienteinente pequena. donde el subindice “e” se preseuta
para la solucién exacta. En general. es dificil obtener el subsistema eracto desplegado
en .. asi una aproximacion standard. usualmente hecha. es la expansion en serie de
potencias de o. 1 v ug, alrededor de € = 0. 7.e. una aproximacion O{e). Una aproximacion
O(e) para el subsistema lento exacto es precisamente dado por (5.4) juuto con olar,. €)=
—Fy ) falas) + Ole). vle,e) = —=F5 M, )ga(a) + Ofe), Ues (T, €) = u (xg) + Ofe).
h{z,. e} = h{x,) + Ole).

La dindmica rdpida (también conocida como boundary layer system) es obtenida
tfransformando la escala de tiempo (lenta) t a la escala de tiempo (rdpida) 7 := (t —tg)/¢
e introducciendo la desviacién z desde 1. i.e. n:= = — h.(z.€). Entonces el sistema

original (5.2).(5.3) resulta como:

dz

p = {I(T) + (T + he(T.€)] + g1(T)u} {5.10)
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dn ~ - - - Oh(T.€) dT
& = 50+ B@n+ h(F.) + go(pu ~ LI
ET 1+ fﬂ).

donde n(to) = 20 ~ h{xo), Z() := 2(z7 + to). con Z(tg) = zo. ¥y Z(7) 1= x(
5.2).(5.3) es

con Z(fp) = mp. El asi llamado control compuesto para el sistema original (5

definido por.

u(z. 0. €) = ue,(2.€) + ugp{x.n. €). (5.12)

donde ues ¥ ues denotan respectivamente las componentes lenta y rdpide de el control.
La componente u.s es usada para hacer a /[, atractiva v desaparecer en clla. es
decir uep(2.0.€¢) = 0. Si uoo(T.€) v Oh(T. €)/0F estén acotadas v I permanece relativa-
mente constante con respecto 7. entonces el término €(dh. (7. €) /0F) puede ser despreciado
para ¢ suficientemente pequetio. Dado que la ecuacion (5.11) define el subsistema  re-
ducido 1dpido. una aproximacién O{e) puede ser obtenida para este subsistema usando

la ecuacion (5.5) v haciendo = =0 en (5.10).(5.11). esto es.

o
dr

= Fo(T)ngp, + 92 () uyp (5.13)

donde 1p,,,. H{Z) = h(3F.0) v uy son aproximaciones O(e) para . h (T.2) v Uy durante

la capa frontera inicial ¥ 1,,.(0) = 20 — h(20.0).

9.3.1 Diseno del control en Modo deslizante

El control en modo deslizante para el sistema (3.2).(5.3) es disetiado en dos etapas. Esto
es. un control en modo deslizante es disefiado para cada subsistema reducido. i.e. para
las aproximaciones O{e) de los subsistemas lento v rdpido. Entonces ambos controles son
combinados para obtener un control compuesto que es aplicado para el sistema (5.2),(5.3).

Primero. es disefiado el control lento para el subsistema lento (5.4). Para hacer esto.



consideremos una superficie de switcheo no-lineal (n — r}dimensional definida por.

N (-rs- Isd)

05(Ts. T5q) = : =0 (5.14)

Jsr (Is- J:.sd)

donde ze = col(Zg4;. ... T5e,) €5 un vector de referencia v cada funcisn as, B XxB, — R
.t =1...,7 es una funcién C! tal que o, (0.0) = 0. El método del control equivalente
(ver De Carlo et al 19»8. Nathan v Singh 1937. Utkin 1992) es usado para determinar
ol sistema reducido lento. restringido para la superficie de switcheo lenta ai(rs. rq) = 0.

obteniendo asi el control equivalente lento

0(‘)‘5 -1 aﬂs . aﬂ', . S
Uy = — {ai‘sy(‘l&)} {:al‘s f(‘ls) - m Lggf (31))

donde la matriz 07, /0w Jg(xs) es aswnida no singular para toda r,. 7, € B,. La sub-
stitucion del control equivalente lento (3.15) en (5.4) da como resultado la ecuacion en

modo-deslizante lento.

‘21.5: fc('Ts-l‘sd) + JL[IS'Ibd) -%sd (516)

donde
e ! 9, e
fa(-rs--rsd)z {In — glas) [aIsg('TS):’ alb}f(Ts) (5.17)

O ! da,
ge(-rs-xsd) = “Q(Is) [a_%g(xs):| aISd

con I, denotando la matriz identidad de n x n.

Para completar el disefio del control lento se establece (De Carlo et al 1983, Utkin

1992) que.

Uy = Uge T Ugy (519)



donde wus, es el control equivalente lento (5.15), el cual actia cuando el sistema reducido
lento es restringido a o,(z,.24) = 0. mientras que u,y actia cuando a,(z,. x,4) # 0. En

esta tesis el control u,y es seleccionado como.

Oc
Ox,

Usn = _[ g(IS)J_]LS(IS)(TS(‘IS'Isd) (520)

donde L (z,) es una matriz definida positiva de r x r cuyas componentes son funciones
reales no-lineales C° acotadas de z,. tal que:
L. ()l < ps (5.21)

para toda r, € B, con una constante p, > 0. La ecuacion que describe la proveccisn del

wovimiento del subsistema lento fuera de 7, (r,. 24) = 0 es dada por

o
I
[E]

oo i) = —L{x)ay(2,. oo, (5.21

Las propiedades de estabilidad de o,(r.. 2,4) = 0 en (5.22) pueden ser estudiadas por

medio de la funcién candidata de Lyapunov V(.. 244) = (1/2)07 (2. 1 9)a,(z,. 744) cuva
. . - . . . - .

derivada de tiempo a lo largo de (5.22) satisface 1 (T5.25q) = rrs7 (s req) 745 (5. 5q)

= —al (o)L (v)m (0, 1) para toda @,. 7.4 € B,. Excepto. desde las propiedades

de Clde o (0, 1) uno tiene que ||, (. o) — T (0 b)) Sl |les] v | (0.2 <

!

VT para toda o,y € B, donde [, es la constante de Lipschitz de o,(z,. 1.4)

F et
con respecto a xr; v, , es una constante positiva. Usando la propiedad de ab < (k/2)}a*+
(1/2k)6%. con & € {0.1).uno tiene que

* B 2 2 E .
V (*Cs--rsd) S —f: ”Ist — A2 HIsd” S — P ”335“ donde a = {02-5 + losla,d/ﬁll-

ay =10 +1,1, Jh1o v k€ (0.1). Asi la existencia de un modo deslizante lento puede
= T sd s 03 B
ser concluida.

La retroalimentacion del sistema (5.4) con el control lento (5.19}) da como resultado

» L
el sistema lento reducido en lazo cerrado. z,= f.(z,,0) + p,(x,, T.q. Lsg)



donde

PslTs: s, 57.5:1) = felxs, xad) - fe(-rs: 0) + g(xs)us‘\' + Qe(xs--rsa’) -;:sd . (5-23)

También, desde el acotamiento de f(x,) v las colunnas de g{z;). la no-singularidad de

la matriz [0o,/8z]g(z,) ¥ la diferenciabilidad continua de as(zs. 244). se sigue que.

& . - . . -
para toda ;. 24. 2. 74€ B, .donde [).1; v I3 son constantes positivas. Alhora introduci-

»
T

Pal. et 2d) | <012l o [1zaal| + 1y (5.24)

mos las siguientes suposiciones.

Al. El equilibrio z, =) de t,= felx:.0) is localmente exponencialmente estable.

. . . [} .. .
A2. El vector de referencias xy(t) y sus derivadas de tiempo T4y T,qs0n uniforme-

menie acotadas y satisfacen.

H‘radl S bl .

para algunas constantes positivas by. by y b3.

Por ¢l teorema inverso de Lvapunov (ver Khalil 1990). la suposicién Al asegura la

existencia de una funcién de Lyvapunov 15{z,). la cual satisfacc.

e llz < V@) < e la)?

T 00 0) < —es P (5.26)
£

oV,(z,

H% < eyl

para algunas constantes positivas ¢1. ¢a. €3 ¥ ¢4. Se puede utilizar V,(z,) como una funcién

a7



candidata de Lyapunov para Investigar la estabilidad del origen z; = 0 como un punto
de equilibrio para el sistema (3.24). Utilizando las suposiciones Al. A2, (5.28) v usando
otra vez la propiedad de ab < (k/2)a® + (1/2k)82. con i € (0.1). la derivada de tiempo

de V; satisface.

Us (2) € =y |2, + 1y (5.27)
donde
v =y = el vy = o (laby + Iaby) (5.28)

<H
conwy € (0.1) v 1, = [!1 + %(lgbl + Igbg)ﬁl] - Entonces. si [, es suficientemente pequeiia

para satisfacer

_ 3
fee Slpe< - (5.
[

ot
R
=)

el subsisteina reducido lento cs localmente finalimente acotado (ver apéndice).
El diserio para el subsistema del control ripido (35.13) puede ser obtenido de una man-
cra similar al que se obtubo para el control lento. Esto es. uno considera una superficie

de switcheo (m — ) dimensional ripida definida por.

Ty (Nape Td)

rrf(”uh.r“rf“’) = = O (330)
T 5 AN upz Tra)
donde vy = col{wyq, . ... 244, ) es otro vector de referencia. v cada funcion 75 B.x B, —

e = 1. .7 es también una fuucién C*! tal que o, (0.0} = 0. El control répido completo

tonta la forma.

Uy =Ujfe T+ Ury (531)

donde uy, es el control equivalente ripido control dado por.

- do R R ~ Aoy drygy .
Upe(T Ngpe-Tpa) = — [Oq f gz(l‘)] [5-'?; o)y, + . _ (5.32)
apr apr
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do ~ 71
B ! QE(I)J L (Napz )0 (Mape T 1a). (5.33)
apx

uflv('r'napz‘l‘fd) = - [

En (5.32) y (5.33). la matriz [895/0n,,:192(F) es asumida no singular (1. Napes Tfd) €
B, x B, xB,. v Li(N4pz) €5 una matriz definida positiva de dimensién r x r, cuyas

componentes son funciones reales no-lineales acotadas € de Hope- tal que

L5 (g || < 0 (5.34)

para toda (E.r;um.rfd) € B, x B. x B.. con una constanute p;. La proveccidn del
movimiento del subsistema rdpido fuera de « f{ape-Tya) = O s descrito por dos/dr =
=L (1,0 )7 £ (Mype 2 a). v argumentos similares como los del movimiento del subsistema
lento pueden ser aplicados y concluir la existencia de un modo deslizante rdpido.
Cuando el control completo rdpido (5.31) es substituido dentro de (5.13). el sistema

en lazo cerrado del subsistema reducido rapido toma la forma.

(h HDT ~ - (h.‘ -y
U = g.(x. Nape- 0) — pslr, Napr- 4 - ,fa’) (5.35)
dr dr
donde
~ dr ~ ~ dxyq ~ e
2T Ny T pa- dfd) = Gc( L Napr+ L 1d) + G (L. L5q) d: — 9e(T 0 0) (5.30)
con
9T e 71d) = Fa@)gp (5.39)
~ [ 0r7 ~J7H o ~
_gi(‘r) d QQ(I) ! F?(r)napx + Lf(napz)o-f(napz)
anapr 7 apr



~ -~ ao’ ~ ! aa’f -
0 (. 27) = ga(3) [ 221 g3 (5.37)
aqm A gq

A partir del acotamiento de f(z,) v las columnas de g(xs). la no singularidad de la

matriz [6of/8qapx]gg($) v la diferenciabilidad continua de T5(M.pr-Zya), S€ SigUE que.

d.I'fd

. ‘ (5.38)

pr(g-??upx-Ifd-d-ffd/dT)H <1, [ lapel| + 12 12 sall + 15 |

para toda n,,,.zp.dxge/d7 € B.. donde 1. 1a v 13 sou constantes positivas. Similar-

mente a el sistema reducido lento. las siguientes suposiciones son introducidas.

A3. Ll equilibrio n,,, = 0 de Al /AT = gC(I.:gaPI.O) es localmente exponencial-

mente estable.

Ad. El rector de referencias xp4(t) y sus derivadas de tiempo d.ryg/dT son uniforme-

mente acotadas y satisfacen.

2l 1. ldrga/dr]| <be (5.39)

para alqunas constantes positivas by bo .

A partiv de la suposicion A3. por un teorema Inverso de Lyapunov (Khalil 1990).

existe una funcion de Lyapunov (s, ) la cual satisface

s tagell” < 1 r ) <2 |0
ot apr ~ b 5
I ere) g (3. 0) < = o e (5.40)
OMaps
MV (Mope) || -
H‘T}: _<..C4 anp:r”

GO



para algunas constantes positivas ¢y.¢,.C3y & . Se puede usar también Wi(n,p,) como
una funcién candidata de Lyapunov para investigar la estabilidad del origen Napr = 0
como un punto de equilibrio para el sistema (5.37). Usando las suposiciones A3. Ad.
(5.40) y otra vez la propiedad de ab < (k/2)a2 + (1/2k)b%.con k € (0.1). la derivada de

tiempo de W a lo largo de las travectorias de {5.33) entonces satisface.

AW (gpe ) - : -
__d_—P S — I |anp1'H + U (541)
donde
—_— -— —_ —_ C [ — — =
m=cy = gl 1= ; {12b1 + 13b2) (5.42)

con k2 € (0.1) v §,, =[l} —3{lab1 + 1353).‘{2]. Si {,, es suficientemente pequetia para

satisfacer la cota.

<2 (5.43)
4

el sistema reducido rdpido (5.33) es localmente finalimente acotado.
Basado en el control de modo-deslizante de orden reducido descrito arriba. las vari-
ables de estado lenta v rdpido originales. son usadas para construir el control compuesto.

es decir obtenemos la expresicn siguiente que representa el control compuesto.

u{x. .rsd..{‘sd. N rpa.drpe/dr) = u{r. ry. -;‘m) +up{a.n. zpy. drpg/dr) (5.44)
donde .
80’5 - aﬂ's 5{1’5 . \ I
iy = — l:a—lg(l'):l {E‘f(-r) + aTsd L gt TLS(Q:)(IS(:E)] . (0'40)
o o Qs dx .
w=-|52 )] | hhaan - L L] G.6)

o
o

Cuando el control compuesto (5.15).(5.46) v (5.47) es substituido en (5.2) v (5.3). se
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obtiene el sistema singularmente perturbado no-lineal en lazo cerradao,

T ful 7). Tog) + Go(. Zoa) o (5.47)
. .  0Oh . ]
£ 1= ge(T, 7. Tfq) + ch(l‘ﬂfd)f Trd —ea [fc(:c N Tsa) + Ge{T. Tsq) xsd} (5.143)

donde 7 = z ~ h(z), z(to) = 2,. =(t,) = ¥

O,
dr

filen.2a) = £2) + R - o(2) [Feae)] |

flz) + Lb(.ij)ﬂs(i‘):| (5.49)

En esta técuica de control. las funciones candidatas de Lyvapunov 17 v 1y son instrumen-
tal obtenido cuando el control compuesto para investigar las propiedades de estabilidad
del sistema en lazo cerrado v = u, + u 5 €8s usado ¥ un observador es introducido para

estinar el estado del sistema original. Esto es mostrado en la seccion 5.4

5.4 Un Observador No-Lineal

Las leves de control desarrolladas en la seccidn anterior requieren del conocimiento de
todo el vector de estado para poder ser implementadas. Como solo es posible tener
informacion de algunas componentes del vector de estado por medicién directa. eutonces
para vencer esta dificultad. y basado en ciertas condiciones de la observabilidad del
sistema. es posible substituir esta informacién desconocida por medio de un observador
de estado. Este sistema auxiliar nos permite obtener un estimado del vector de estaclo.
a partir de las mediciones de las entradas v salidas del sistema a ser observado.

Como es bién conocido. el observador de Luenberger y el filtro de Kalman son muy
utilizados para estimar el estado en el caso de sistemas lineales. Recientemente, algunos
estimadores de estado para sistemas no-lineales han sido propuestos (ver. e.g. Busawon et

al 1998, Gauthier et o/ 1992. De Leon et af 1996, Hernandez y Barbot 1996. Hammouri v
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De Leon 1990 ). La diferencia fundamental entre los sistemas lineales v los no-lineales es
que. para sistemas lineales. la entrada no afecta a la observabilidad de los sistemas. Sin
embargo. para sistemas no-lineales, existen entradas que vuelven al sistema inobservable.
Esta clase de entradas son conocidas como entradas singulares (ver apéndice). Como una
consecuencia de esto, nosotros clasificamos los sistemas para los cuales es posible disenar
un observador. Cuando las entradas aplicadas al sistema no afectan su observabilidad.
estas son llamadas eniradas universales. y a los observadores diseiiados se les refiere
observadores uniformes. Por otro lado. un observador que puede ser diseiiado para ur
sistema no-lineal con entradas singulares es conacido como un ebservador persistente 6
observador regularmente persistente. En este capitulo. un observador uniforme el cual
permite estimar los estados de un sistema no-lineal v recientemente reportado en Busawaon
ef el (199%) es utilizado.

Consideremos el sistema singularmente perturbado (5.2) v (3.3) junto con una variable
de zalida.

= =) (3.50)

donde y € R v 7 es una funcion suave. Supongamos que este sistema puede ser escrito.

dlespues de nna posible transformacidn de coordenadas ¢ = ®(x. 2). en la forma.

S8 = Fly)s(t) + Glu(t).<(t))

(5.51)
y = Cs(t)
dowde ¢ € B, x B.. uEI?’.C=:F1 0o - OJ}'
(0 fw 0 0 )
0 0  faly)
Fly) = : : : 0 , (5.52)
0 0 0 fn-rm—l(y)
\ 0 0 -0 0 }
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( gi{u.<y) \

g2(u.51.63)

Gntm=1{US1 o Snsme1)

\ From (% S1n v Grmmemt - S /

En (5.3). condiciones necesarias v suficientes son dadas para asegurar la existencia de
la descripcion (5.51) junto con un procedimiento para obtener mapeos $(z. z). También
se asume que las funciones f,.i =1..... n + m - lson de clase C7.r > 1, con respecto
a y v que las funciones g,. t = 1... .. n + m. son globalmente Lipschitz con respecto a ¢
v uniformemente con respecto a v, En suma. se asine que existe una clase de controles
U C R v constantes a..3. tales que para cada u € U v cada salida y asociada a v v la
condicion micial <(0) € B, x ..

D<a<fily) <J.i=1..... n—+m-—1. (D.53)

Definimos ahiora el sistema.

\o . IS

v asumimos que la derivada de tiempo ((y) estd acotada. Sp es una matriz simétrica
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definida positiva la cual es la 1nica solucién de la ecuacion algebrdica de Lyvapunov .

0S5y + ATSs + S, 4 - CTC =0 (5.56)
con >0y
01 .--0
A=
00 1
00 .- 0

Sea e(t) =<(t) — <(f) cl error de estimacion. cuva dindmica es dada por.

(t) = {Fly)= S5 WCTClelt) = Glult).3(t)) — Glult).<(1) (5.

ot
(W
-
—

donde Sp es 1na solucion de
8So~Fly) Sy~ Sy Fly)—C'C=0.

Despues de algunos caleulos de computacion. uno puede ver que F{y) = Q7 ) AQ(y).
COy) = C v 5 = (1 0)2:52¢. donde S) es la solucion tinica de(5.56) con 8 = 1
v Ay = diag{1.1,6.---.1/6"""7 '}, Ademas. dada la estructura triangular de G v al
liecho de cada una de sns componentes es globalimente Lipschitz con respecto a ¢ v

uniformemente con respecto a u. se tiene que.
|G (u(?). <) — Glult). @) <k lle(t)]]

para alguna constante positiva :[:’g . También. (A — .S'G'lC'TC') = n(;l) c C-. donde o(4)

denota el espectro de la matriz {4). asi



donde a (-} denota el méximo valor singular de(4). Pongamos

So=  Sup  {|O7NCO)|} . Ei= Sup  {IACO}.E=  Sup {Hé(cq)ﬂ-l(c*q)“}

t>05eB,x B, t>0.5eB, xB; t>beB, xB;

donde &g, 61 y #250n constantes positivas. y reescribiendo (5.60) como

é(t) = 7 Y){A ~ 5,1 CTCIYet) + Glult).3(1)) — Glult). (1)) (5.

ot
it
G
po—

para lo cual uno tiene

[

) A = SFICTCH QW le ()] (5.
= [Glu(t).3(t) = Glulh).s(O)]

~ e e

< [fobrhy + }:'2] l|left)]|

ot
ot
o

é(t)”

Para estudiar la estabilidad de la dindmica del error de seguimiento {5.53). nosotros
consideramos el metodo directo de Lvapunov. Hagamos ahora el sicuiente cambio de

variable € () = Q{y)\pe(t). asi
C (1) = 8{A— STICT O} & (1) = O{) M {Glul). 2(0) = Glult) < (1)) }+ & ()2 () & (7).

. . . ., . - _T _
Ahora. considerando la siguiente funcién candidata de Lvapunov V(e (¢)) =e” ()5, € (¢)
v tomando la derivada de tiempo de esta funcién a lo largo de las travectorias de la
dindmica del error de estimacion (5.58). se sigue que.

Vo (2 (1)) < — (6 = oléobaky + &) Valé (1)) < —uVale (1)

donde g = 2L ,.4(51). 0 equivalentemente
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V, (e(t)) < —uNTj(e(t)) (5.60)

e ~

donde p = @ — g[6061k; + &3] es una constante positiva. Entonces
e (1)l <K e ™

donde K es una constante que depende de las condiciones iniciales |[(0)]|. ¥ la constante

N es una funcién de (17671 que es obtenida desde sus linderos 6 limites

\/T

el = (ha /6" el < 1 | N0l llell < 1EL < N | Dol Tell <E [le

donde ka=  Inf {19(C<} [}, Asl nna velocidad de decaecimicnto exponencial arbi-
120088, <« B;

frario para ||e (¢)]| . consecuentomente. para (jelt)

es obtenido. Esto puede ser obtenido

en el siguiente resultado.

Teorema 1 : Asuma que ¢l sistema (3.51). Satisface las suposiciones dadas. En-
totices cartste una constante positiva 0o tal que. pare toda v € UL pura todas lus condiciones
inivieles (0) . (0) € By x Bo.para toda 8q > 0. y 0 > 8. entonces el sistema {5.54)
es un obscrrador exrponencial para el sistema erponential (3.51) con una velocidad de

decaecimiento arbitrario erponencial.

(Ver Busawon 1998. para mads detalles)

9.5 Estabilidad en Lazo Cerrado

Suponga que el control compuesto (3.44).(5.45).(5.46) ha sido disefiado de tal manera
que el sistema no-lineal singularmente perturbado (3.47).(5.48) finalmente acotado (ver
apéndice). v que un observador {5.54). con velocidad de convergencia exponencial, es
también disenado. La pregunta fundamental de saber. si la estabilidad de el sistema en

lazo-cerrado es preservada. cuando el estado es reemplazado por su estimado en la ley de
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control. es ahora proclamada ¢ discutida. Hecho que el control compuesto ahora depende
) A . A . .
de los estimados (. %), la funcion k depende de z.7. 7, v T4 . Consideremos nosotros

el sistema aumentado descrito por ecuaciones de la forma.

z= f(z) + Fi(z)n + g ) (9 Tsd- ;:.sd) + g (@)uplz Fo BE). alty) = 2o

£ n= Fa(z)n + gs(x) “ 3z) + ( ; )(gf)] z
(;211) et ( > ) : (aa;hd) zs } N(te) = 20 — h(20- Tsdg- Lsdo)
"y

WA - S CTCYye(t) + Glu(t).3(t)) — Glu(t).<(1)).  elts) = e

e(t) ="

y=C%
(3.61)

donde ¢ = col(¢;.¢.) = Plx.z). cong, € B, v¢. € B.. e = col{es.e.) = col($, —¢,. 5. —

5:) v e, = Me donde

I 0
00

M, =

. N .
Observando que el control compuesto ahora depende del estimado (. 7) v que o5, /dt =c,

wde, fdt = M, € + (0®/8c) r. el sistema (3.61) puede ser reescrito como:

r= Jelro . To) + el woq) Tsq +9(2) Aug (L..i"..l‘sd..;.‘édl
+g1 (. ‘)uf(.?‘ . L. dxpa/dT). z(ty) = 1q
= 0= ge(r. 0. T pa) + Go, (0. 272) T g +02(2) Nutp(2. 2. 274 dpg/dT)
—= [(ah) + (a—\h) (E)J {Folz. 0. 2oa) + Ge(@. Loq) Tog

Bz 8% :
- g(2) At (2. 2o Lo Foa) — G2 up (LT 2pg. dipefdr)}
—Z { ( 6:1 ) .\II ; - (%) Log + (;3” ) Tf.ssd} . U(tﬂ) =2y — h(wﬂ-xsdu-isdo)

35; L¥T

€ (t) = Q1 (y){A — S7'CTCIy)e(t) + Glult).S(1) - Glult).<(t).  e(to) = e

y=C¢
(63)
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donde fe. ge, ge ¥ 9, son definidas al igual que las seccion 3. ¥

Aus(SE, 2”1 Lsds ':.Esd) = us(%-xsd:isd) - us(r- Isd-*;:sd) (.. 66)
A R 5.
Aup(z,2.0.%. 254, dzsq/d7) = uf(:?:, Mg dTsq/dT) — up(z. 0. 25q. dxga/dT).

Desde las propiedades de las funciones involucradas en u, v u - uno tiene que Au, v Auy

satisfacen las condicion local Lipschitz.

A [
H_\us(:c.x.a:sd.:::sd)H < m; el .

7. H‘fd.drfd/dT)H <mllell.  (5.67)

4 — - .
para toda (2..£.0.7) € B, x B, xB. x B.. con m; v m; como las constantes Lipschitz
de uy (. oy To) v up(a . xpg. drgg/dv) con respecto a r v (. n). respectivamente, A

partir del hecho que las columnas de g(.r). g;(2) v g2(a) estan acotadas. se tieue que:

() Ay (2. 7. 2. o) ‘<mnms le]] .

(@) u (2.7 2o e papdr)| < my (63 el = & Il = & el). (5.60)

T)Auslr. 3 N0 g drpe/dT)

|
|
Joxtz

’ < TMarm j || ‘

paratoda r.e€ By € B.ove € B, x B, &1 4. 64 mg. myy ms son algunas constantes
positivas.
En virtud de las propiedades de todas las funciones involucradas en fo(z. 0. 2,). g (. Zoq).

estas satisfacen las condiciones locales de Lipschita.
I felz.n. za) = fe(z. 0.x)ll = [[F(z)nll < igylinll. ¥ (2.0} € B; x B, (5.69)

19e (2. 254} = 9e(0- 2aa)| < lpry Nz} V2.2 € B, (5.70)

donde Iy, {s,, son las constantes Lipschitz de felz.n.244)). con respecto a la variable
vdpida 7). v ge(z.25). con respecto a la variable lenta z. ademas. f.(0.0.0) = 0 v

g.(0.0) = 0. asi que:
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[ fe(@.0.zea)l| < lpzy 2]l + lga, lzsall, V2 € B (5.71)
19:(0. zoa)|| < g, ||zeall, Y2 € B, (5.72)

donde sz, y {4,580 constantes positivas y /44, denota la constante de Lipschitz de g.(0. z.4)
con respecto a z,. También. de la diferenciabilidad continua de A con respecto a sus

argumentos y de los mapeos de @ esto es lo que sucede.

dh

|5

dh

r

dc,

ah

L ]
0 Ty

</

= thp,-

xZ

S hay - s hls' = bhgy-

‘Oh

axsd

0P -
%H < {q;. (O.(S)

F . o
para toda r.5,€ Bicon I),_ .{;,IE.I;M. lp,, v lp siendo constantes positivas. Ahora.

POngamos.

a; = (] — camy6y).
ay = B =0y (l, =l le) Uy + &)
ag = .\,
Iy = eqlly, + muéa)+ ea (b, + b la) Uge, + balpe, + miéy)
3, = cq{mom, + mé&)). (5.74)
3y =C4 {(In,, + b le) + Iy, } Imome + maés + (e, + bal gz, )]
+1 &y mamp+ & Ihrz(gﬂglzl + k2)
3y =éa { (I, + o) + Ino, } ey + bal e )ont & (b b + 1, bs)

- =?'Q+t_.(2'

El siguiente resultado nos da condiciones suficientes para asegurar el acotamiento
uniforme del sistema aumentado en lazo cerrado del sistema no-lineal singularmente per-

turbado (5.63).

Teorema 2: Considere el sistema no-lineal singularmente perturbado (5.2).(5.3) para
la cual un control compuesto (5.44).(5.43).(5.46) es diseriado tal que (5.29) y (5.43) son

satisfechas. Suponga que un observador (5.54) con velocidad de convergencia exponencial
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es diseriado. Entonces, existen algunos mimeros 0 < 6, < 1.i = 1.2.3.4. tales que

! b{ !
Heo = min 2o 540 (5.73)
€ € pN
donde
’ J3161 13292 f 31 3393 3494 ’ l32 33 - i}
a =0 — 9 ———2 .b=(12—"@l———2 ——2 .C=C13—'2—6E—2—93 (07())

para €. suficientemente pequerio. entonces el sistema aumentado en lazo cerrado del sis-

tema singularmente perturbado (3.63) es localmente finalmente acotado (ver apéndice)
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Prueba:

Consideremos la siguiente funcién candidata de Lyapunov .
L{z.n.e) = Vi(z) + Wi{n) + V,(e).
Diferenciando Vi(z) a lo largo de la primera dindmica de {5.65). obtenemos:

. ol
Vo < ozl e+ H ( it ) Fula)n

5.77)

(
oV, A dry,
(2 i 2]

+ H (%Z;) [g(x)Au(r. oz a“.fsd)]

Similarmente. diferenciando 117 () a lo largo de la scgunda dindmica en (5.65). obten-

CINOS:
e L /o T .
W, = . ( anf) ‘.gc(a-_ N.Tpa) + ey - Tpq)E b
0”} — Ok oh 0% 1 . RN L .
_( an ) (%) (0_§I) (ar) [fc(-1-7f-‘tsd) F g2 X)) Loy
o T :
O OF 3l o ) .
_( 012f> (a_) ’ (Z) (a—) EORUNCREE W)
- - ] ' T
B (0Hf) (@) - (i) (@) gr{)uge . ey ‘ Ifd]
!) L -+ Lo L J ﬂ,.-
_ (OH';) dh AL e ( Oh ) . 3.h w
4] 0 SI ATy »
. s

En la seccion 5.3 de este capitulo. mostramos que usando la funcién 5. el sistema
(5.37) es localmente uniformemente acotada. Por otra parte. en Kalil (1992) (Capitulo
3. seccién 5.7. pags. 234-250). se muestra que cuando 7: es reemplazado por el estado
lento este se conserva. esto es la variable z. la propiedad de estabilidad local del estado

Map, = = — h(x) es conservada. esto es.
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n

se preserva. Asi que.

b 1. 9 1 _
Wy s —- & ||??l|'+;?'2
aw (gﬁ) o an\ [od\]
* \oz) T\ g% (55)
+ (gan_f) (%) + (_8:‘_1) (?E) g0 AU (2. T 209 )
n | a‘L 8(3‘ £ .J
o\ [7an Oh \ 00\ |
+(3f) (—_)*(f)(—);()w(
q L £ (()S‘_}- * J
()
a” 0%:
oy dh -
N (_ = ) MAGHule). 3 -
f? a5,
. (L) il ) (&%
‘ | (r)i'; (0.1;,1 el 85.‘3(; .
+1 ‘(Qn_f)q () Aus(x z J TE)'
e\ dn l

[fc(l‘- M Zed) + gel. 54) ‘%sd]

a[i‘,f L] - 2 -
) [Qc(l'- N Tfd) + Ge (T, 75q)2 -de] < =it + g

(5.78)

s f{?f(!
L. X pq. -—)

SICTCYOye! }”

oo

En Ja misma forma. enando 1,(e) es diferenciado a lo largo de las trayectorias de la

tercera dindmica de (5.65). v utilizando los resultados de la seccion 5.4 (Teorema 1).

podemos obtener

1, (e) < —uXN Jlejl”.

A partir de las ecuaciones (28). (43). (68)-(73). obtenemos

()7
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< camom, ||z [fe]| .

o
)i

1) (3 + (22) ()]t

g ) 11+ (L + L1300 9]
()~ (32) (3)
GO () ()]
(2)00e
(547 ) oo srern]
r(?f){(;ﬁ:) MLAG(.5) - Gl (.c>}} l <1 b, Tl e
() - (G) =

Combinando estas desigualdades en (5.77).(5.78) v (5.79). ¥ usando la propiedad

ab < (/2)a? + (1/2k)b%. con k € {0.1). resulta

< ey (8 2l + 62 el 1l + 85 2!} flell) .

<Cs (Iny, + u,yle) Ly )

<&y (b, + I, 1a) mom, ] el (5.50)

‘ (fh: + )”71(51‘1"“ +éallr |y és

<¢q memy inl le|f-

<Cq l,, tabrkyr |Inll llell

Ly (Lny, b2 + 4, 03) 0]

< —d P =il = [lel* +d' < —po L + A (:

[uid }
oL
p—t
—
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donde d' = v + 3,/28,. Sea yu, definida por (5.75). entonces se sigue que:
L< ~p L +d

lo cual implica que

'3
| vt L
Heo

d

u

L{xz(t).n(t).e{t)) < I:L(.L‘O.I}D.eo) —

ca

Entonces. los estados x.7 v e son localmente finalmente acotados v deberdn converger a

la bola dada por

(x.n.e) = {(.r. ne):Lix.ne) < ;i} :

]

Observemos que cuando el estado (v, 2) estd disponible (es decir no existe observacdor
en el sistema ). v ahi no existe un vector de referencia (ie. vy = ryy = 0) la primera
v la cuarta desigualdad «de la ecuarion (5.00) resultan en las asi lamadas condiciones de
intcrconerion. os decir

ol |

afgﬁfc(-t’- 0.0} — fe(r.0.0)] < calpy 2]l |10l (5.5

o
o
[

—

I, ] ,
”( ) e onH <G b, T Il + 15 D] ]

5.6 Aplicacién para el Modelo del Manipulador

. . [a}
Mediante la asignacion de z; = g. T2 =32 = k(g —qm). 22 = =k(d ~ d,) donde k = = -

es posible escribir el modelo (3.1) en la forma standard singularmente perturbada (5.2).

es decir.



- (5.83)
g 2= fo(x) + Fa(x)z + ga(z)u
con
x 0 0
file) = - Fi(z)=F = n(z) =0

—=F sin(x;) _% 0

flz) ’ File) = F o e
2% sin(x) + 22, —a{;+ 1) —-F

2 . . . . .. . .
donde a = k=~ es el coeficiente de rigidez de la articulacion flexible. el cual es asumido

como una aproximacion O(4) para el pardmetro =.

5.6.1 Diseno de la Ley de Control

. o —1 :
Cuando = = 0. uno obtiene una raiz tnica =, = ﬁ{.hngi sin(a,,) + Br,, + Tu,}.
-+ .

z,, = 0 v entonces el sistema reducido lento toma la forma (5.4) con

L, 0
floyy = -l = (5:82)

mgl - o B 1
=7 sin(s, ) (T~J)Tse -7

Dado que se desea que la posicidn del rotor siga una senal de referencia dada. la

siguiente funcion de switcheo es seleccionada.

e = $1(T1 — Teq, ) ~ $2({T2 — To9,) (5.85)

. - . »
donde s, y s; son coeficientes reales constantes. v 2.4, es la senal de referencia (1., =Z,q,
). Es supuesto también que z44,¥ Zsq, junto con sus derivadas de tiempo estdn acotadas
para toda ¢ > 0. La seleccidon de la funcién de switcheo (5.85) conduce. de acuerdo con

la sececidon 5.2, hacia el control lento v, = ug + u,x con
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Use = mglsin(z,,) + [B — 25 (I + J))z,, + ? (T+0) 2, +(T+Jd) 30,  (5.86)
2 2

usy = —(I' +J)Ly(z,)

g, = 2aa) = T+ J) L)z, - Toty) (5.57)

donde Ls(z,) ha sido seleccionada. por simplicidad. como una constante estrictamente
positiva Ly(zs) = I, > 0. Despues de la substitucién del control lento us dentro del

subsistema reducido lento. nosotros obtenemos el sistema reducido lento en lazo-cerrado

';-5 = fﬁ(‘t5' O) + p&(D‘ Tsd. ‘Z'Sd) = ‘FlsIa - ps(o Lol 'r.m') (:’bb]
0 1 0
= Ly T . .
_%fs - (i; -+ l&) ié Lsdy + Tsd, +Zs§:$stf1 + lsvi"sdg

- . -
donde z; = 0 es un punto de equlibrio exponencialmente estable de 2= f.(x.0) siempre

que las constantes s,. s, v I, sean escogidas de tal forma que el polinomio

L ] . '
ZTol|| - Mediante la seleccion

L]
sea Hurwitz. Observemos que ‘ psl0. . .I‘Sd)H <y |lreall+1s '

de 51 > 0 v s > 0.uno garantiza el acotamiento finalmente acotado del sistema (5.88).
En particular. existe una funcién candidata de Lyapunov Vi(z,}) = 2T Pz, donde P, es
una matriz simétrica definida positiva. la cual es solucién de la ecuacién de Lyapunov
P A, + AZPS = —(Q,. con Q, una matriz arbitraria simétrica definida positiva. tal que
la derivada de tiempo de V a lo largo de las trayvectorias de (5.88) satisface (5.29) con
€5 = Amn(Qa)- €5 = Amax (P) ¥ lp = [l1 + 3(laby + Isbs)s ]

En esta aplicacién, uno necesita justamente estabilizar las variables rdapidas hacia el

origen. Asi. uno puede seleccionar la funcién de switcheo répida
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05 =8 M+ 821, (5.89)

donde s,y szs0n coeficientes reales constantes. En concordancia con la seccién 5.3 de este

capitulo, el control rapido resulta

Up = uys, + uy, (590)
con
1 , 1 _'] J =B -
Jos oy -
Upy = E[fgnﬂf’m i ?”ai‘rg (5.92)

donde. por simplidad. L;{5,,,) es seleccionada como una constante estrictamente posi-
tiva. s decir Lg(#,,,) = Iy > 0. La ccuacidn en modo deslizante rdpido en lazo-carrado

toma la forma siguiente:

Hape

T = gc(}'”npr'o) (593)

= '_lf”r.xpr =

Siempre que las constantes 3. 5sv {; sean seleccionadas de tal manera que el polinomio

51 5 -
P+ s(= +l)+ =1 =0 (5.94)
89 59
tenga estrictamente todas las raices en el semiplano complejo izquierdo, el sistema {5.93)
es exponencialmente estable. Por esto, ahf existe una funcién candidata de Lyapunov

Wenape) = 08, PfN.p, donde Py es una matriz simétrica definida positiva. la cual es

solucidn de la ecuacién de Lyvapunov Prdy + ,—11}Pf = —(J;. con Qy una matriz simétrica

78



