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PROLOGO

El método del etemento finito representa una herramienta muy util como alternativa

para la solucién de problemas complejos de transferencia de calor.

El método del elemento finito permite el analisis de problemas complejos en dos y

tres dimensiones.

En ésta tésis nos abocaremos a la solucion de problemas de una sola dimensién. Aqui
el dominio total del problema sera dividido en sub-dominios a los cuales llamaremos

elementos finitos, y la interseccion entre ellos la conoceremos como nodo.

La soluciéon individual aproximada de cada elemento finito aportara suficiente
informactén para la solucion del problema global en la medida en que se disminuya el

tamafio de cada sub-division o elemento finito del dominio total.

Los programas computacionales actuales han venido a facilitar la metodologia de
solucion para el método del elemento finito aplicado a problemas complejos de

transferencia de calor.
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CAPITULO 1

INTRODUCCION

1.1.Comentarios Generales:

Virtualmente, cada fendmeneo en la naturaleza sea biologico, geolégico o mecinico,
se puede describir con ayuda de las leyes de la Fisica en términos de ecuaciones
algebraicas, diferenciales o integrales, relacionando diversas cantidades de interés. Para
determinar la concentracion de esfuerzos en un recipiente a presion, con agujeros
impares, numerosos refuerzos y sujeto a cargas mecanicas, térmicas y/o aerodinamicas,
para encontrar la contaminacion en el agua del mar o en la atmdsfera, en la simulacion
del estado del tiempo para entender y predecir los mecanismos de formacion de

tornados y tormentas, son unos cuantos ejemplos de muchos problemas practicos

importantes.

La mayoria de los Iingenieros y Cientificos que estudian los fendmenos fisicos estan
implicados en dos tareas principales:
1. La formulacién matematica de los procesos fisicos.

2. El analisis numénco del modelo matematico.

La formulacion matematica de un proceso fisico requiere de las leyes de la Fisica y

ademas, ciertas herramientas matematicas, la formulacién consiste en exposiciones



matematicas, a menudo ecuaciones diferenciales que relacionan cantidades de interés
para el entendimiento y/o disefio de procesos fisicos. El desarrollo del modelo
matematico de un proceso se obtiene a través de suposiciones referentes a como trabaja
el proceso. En una simulacién numérica, usamos un método numérico y una

computadora para evaluar el modelo matematico y estimar las caracteristicas del

proceso.

Mientras que la derivacion de las ecuaciones que rigen para la mayoria de los
problemas no es dificil, su solucion por métodos exactos de analisis es una enorme tarea.
En tales casos, métodos de anilisis aproximados proveen medios alternativos de
solucion, tales como los métodos de Rayleigh- Ritz 6 Galerkin.

En la aproximacion de diferencia finita de una ecuacion diferencial, las derivadas se
reemplazan por cocientes diferentes (o la funcidn se expande en una serie Taylor) que
involucran los valores de 1a solucion en puntos de malla discretos del dominio. Las
ecuaciones algebraicas que resultan se resuelven, luego de imponer las condiciones de
frontera, para los valores de la solucion en los puntos de la malla.

En la solucion de una ecuacion diferencial por eI método variacional, la ecuacion se

pone en una forma equivalente, la integral pesada y luego la solucién aproximada sobre

el dominio se supone que es una combinacion (2 6 P j) de funciones aproximacion

¢ ;; escogidas apropiadamente y coeficientes no determinados, ¢, .

Los coeficientes ¢, se determinan de modo que la exposicion de la integral
equivalente a la ecuacion diferencial original se satisfaga.

Los diferentes métodos variacionales, por gjemplo: Rayleigh-Ritz, Galerkin y el
meétodo de cuadrados minimos difieren uno del otro en la seleccion de la forma integral,
funciones peso, y/o funciones de aproximacién. Tienen la desventaja de que las

funciones de aproximacién para problemas con dominio arbitrario son dificiles de

construir.
El método del elemento finito supera la desventaja de fos métodos variactonales

tradicionales mediante un procedimiento sistematico para la derivacion de las funciones



de aproximacion, en subregiones del dominio. El método se basa en tres caracteristicas
que fo hace superior a los demas métodos:

Primero, un dominio geoméiricamente complejo del probiema se representa como un
conjunto de subdominios geomeétricamente simples llamados elementos finitos.
Segundo, sobre cada elemento finito, las funciones de aproximacion se derivan bajo la
idea basica de que cualquier funcién continua puede ser representada por una
combinacion lineal de polinomios algebraicos. Tercero, se obtienen relaciones
algebraicas entre los coeficientes no determinados (valores nodales) satisfaciendo las
ecuaciones que rigen, a menudo en un sentido de integral pesada, sobre cada elemento.
Por lo tanto, el método del elemento finito, puede verse en particular como una
aplicacién habil de los métodos Rayleigh-Ritz o residuo pesado. En é€l, las funciones
aproximacion son a menudo consideradas como polinomios algebraicos y los
parametros no determinados representan los valores de la solucion de un numero finito
de puntos preseleccionados, llamados nodos, en la frontera y en el interior del elemento.
Las funciones aproximacién se derivan usando los conceptos de la teoria de la
interpolacién, y son por lo tanto, llamadas funciones interpolacién. Encuentra uno que el
grado de las funciones de interpolacion depende del nimero de nodos en el elemento y

del orden de la ecuacion diferencial a resolverse.

1.2. ANTECEDENTES HISTORICOS:

La idea de representar un dominio dado, como un conjunto de partes discretas no es
solamente hacia el elemento finito. El valor de #z fue estimado por los antiguos
matematicos, considerando que el perimetro de un poligono inscrito en un circulo se
aproxima a la circunferencia del ultimo. Ellos predijeron el valor de 7 con
aproximacion de casi 40 digitos, representando el circulo como un poligono de un
numero finitamente grande de midmero de lados. En los tiempos modernos, la idea
encontrd aplicacion en el analisis estructural de aeronaves, donde, por ¢jemplo, alas y
fuselaje son tratados como ensambles de largueros, revestimiento y paneles de corte. En
1941, Hrenikoff introdujo el llamado método armazén, en el cual, un medio elastico

plano se representd ¢como un conjunto de barras y vigas. Courant en 1943 usé un



Considérese el problema de determinar el perimetro de un circulo de radio R (ver fig.
1.1a). Los antignos matematicos estimaron el valor de la circunferencia por
aproximacion, mediante segmentos de linea cuyas longitudes eran medibles. El valor
aproximado de la circunferencia es obtenido sumando las fongitudes de los segmentos
de linea usados para representaria. Aunque este es un ejemplo trivial, ilustra varias ideas
y pasos involucrados en el analisis del elemento finito de un problema. Nosotros
planeamos en los pasos involucrados en el célculo un valor aproximado de la
circunferencia del circulo. Haciéndolo asi introducimos ciertos términos que se usan en

el analisis del elemento finito de cualquier problema.

tai

/ Blemenio
s Figura 1.1* Aproximacion de la
\ / circunferencia de un circulo
e mediante elementos linea
o Circulo d¢ radio R.

Mallas uniforme y no uniforme

5,
b aiiaais el b
I 1>>ya.,m p— usadas para representar |la
{ Sl circunferencia del circulo.
1 ]
\ !

1 " Un elemento tipico

«)

Discretizacion del elemento finito. Primero, el dominio (por ejemplo la
circunferencia del circulo) se representa como un conjunto de nimero finitc #n de
subdominios, denominados segimentos linea. Esto se llama discretizacion del dominio.
Cada subdominio (segmento linea) se llama un elemento. El conjunto de elementos es
llamado malla del elemento finito. Los elementos estan conectados unos a otro en puntos
llamados nodos. En el caso presente, discretizamos la circunferencia en una malla de 5

{n = 5) segmentos linea. Los segmentos linea pueden ser de diferente longitud. Cuando



todos los elementos (gje. segmentos linea) son de igual longitud se dice que la malla es

uniforme; lo contrario se llama malla no uniforme ver figura (1.1b).

Ecuaciones del elemento. Un elemento tipico (ejemplo el segmento 2°) se aisla y se
requieren sus propiedades por ejemplo longwud y se calculan por algin medio

apropiado. Haga que 4, sea la longitud del elemente Q° en la malla para un elemento

tipico Q°, A, esta dado por (ver fig. 1.1¢)

h, =2RSen-;—9,_, (1.1)

donde R es el radio del circulo y 8 | < es el angulo subtendido por el segmento linea.

Las ecuaciones anteriores se llaman ecuaciones elemento.

3 Ensamble de ecuaciones elemento y solucion. El wvalor aproximado de la
circunferencia (o perimetro) del circulo se obiiene colocando las propiedades del
elemento de manera significativa; este proceso se llama el ensambie de las ecuaciones
elemento. Este esta basado en el caso presente en la idea simple de que ¢l perimetro total
de poligono (elementos ensamblados) es igual a la suma de las fongitudes de los

elementos individuales:

: (1.2)

Entonces P, representa una aproximacion del perimetro real p. Si la malla es

; . 2
uniforme, o A,es la misma para cada elemento de la malla, entonces 8 , = ol |

tenemaos:



T (1.3)
P, = n(ZRSen ;J

n

4. Convergencia y error estimado. Para éste problema simple, conocemos la solucion

exacta: p=2x R. Podemos estimar ¢l error en la aproximaciéon y mostrar que la
solucion aproximada P, converge a p exacta en el limite cuando n—— 0. Considere

el elemento tipico °. El error en la aproximacion es igual a la diferencia entre la

longitud del sector y la del segmento linea (vea figura 1.1c)

E = (1.4)

SQ _he

Donde S, = RS, es la longitud del sector. Por tanto, el error estimado para un

elemento en la malla esta dado por

15
2—”—2Senﬂ (13)

E,=R
n

El ervor total (llamado error global) esta dado por la multiplicacion de E, por n:

1.6
E:2R(7r—nSen%) =2gR-P, (1.6)

. . 1
Mostramos ahora que £ tiende a cero como 7 — oo Haciendo x =

— , tenemos
n



P, = 2RnSen’ = 2RZTX
n X
y
17
lim 2 = lim [zR senz x]: lim (ch"S” x) =% R (17
n—sm x=0 X x=0 |

de aqui, £ tiende a cero como #n——> . Esto completa la prueba de convergencia.

En resumen, se demuestra que la circunferencia de un circulo puede ser aproximada
tanto como queramos mediante un numero finito de funciones lineales. Conforme el
numero de elementos aumente, mejora la aproximacion, el error en la aproximacion

disminuye.

Determinacion aproximada del centro de masa.
Otro ejemplo elemental para ilustrar el concepto de elemento finito consiste en el

calculo del centro de masa de un cuerpo continuo.

Se recordara, de un prnimer curso de estatica de cuerpos rigidos que €l calculo del

centro de una masa irregular o el centroide de un volumen irregular hace uso del método
llamado de cuerpos compuestos, en el cual un cuerpo es dividido convenientemente
(discretizacion malla) en varias partes (elementos) de forma simple, para los cuales, la
masa y el centro de masa (propiedades del elemento) pueden calcularse facilmente. El
centro de masa del cuerpo total, se obtiene usando el principio de Varignon del

momento (una base para ¢l ensamble de las propiedades del elemento).

(m, +my+...m ) X =m,x +m, %, +. +m, x, (1.8)

Donde X esla coordenada x del centro de masa de! cuerpo total, m, es la masa
de la ¢-ésima parte ¥, es la coordenada x del centro de masa de la e-ésima parte.

Expresiones similares se establecen para las coordenadas x e y del centro de masa del



cuerpo total. Relaciones analdgicas se establecen para lineas compuestas, areas y

volimenes respectivamente.

Cuando un cuerpo dado, no es expresable en términos de formas geométricas simples
(elementos) para el cual la masa y el centro de masa puedan ser representadas
matemaéticamente, es necesario usar un método de aproximacion para representar las
propiedades de un elemento. Como un ejemplo, considere el problema de encontrar el
centroide @ del area irregular (region) mostrada en la Fig.1.2. La region puede
dividirse en un niumero finito de tiras rectangulares (elementos). Un elemento tipico con
un ancho de 4,y de alturad, El area de la e-ésima tira esta dada por . 4, =7,b,. El
area A, es una aproximacion del area verdadera del elemento debido a que b, es una
altura promedio estimada del elemento. Las coordenadas del centroide de la region se

obtienen aplicando el principio del momento:

- Bax] 2.

Xt — ) Fo=to
2.4, 2%

donde ¥, y ¥, son las coordenadas del centroide del e-ésimo elemento con respecto
al sistema de coordenadas usado para el cuerpo total. Cuando el centro de masa es
requerido, A, en las ecuaciones anteriores se reemplaza por la masa m, = p 4, p,es
la densidad de la masa del e-ésimo elemento; para un cuerpo homogéneo, p, es la

misma para todos los elementos.

Se notara que la exactitud de la aproximacion se mejorard incrementando el nimero
de tiras usadas (decreciendo su ancho) se usan elementos rectangulares en la discusion
presente, sélo por razones de simplicidad. Uno puede escoger el uso de elementos de
cualquier tamaiio y forma que aproximen al drea dada, hacia una exactitud satisfactoria.

Por ejemplo, un elemento trapezoidal requerira dos alturas para calcular el area



i0

I-——-—- &
¥ —
~1 =

Figura 1.2
Determinacion aproximada del centroide de masa (o geométrico) de una region

irregular dividiéndolo en una serie de subregiones rectangulares o trapezoidales.

Donde b,y b

e+l

son las alturas izquierda y derecha del e-¢simo elemento.

Algunas Observaciones:

En resumen, en el método del elemento finito, un dominio dado, es dividido en
subdominios, llamados elementos finitos, y una solucion aproximada hacia el problema

se desarvolla sobre cada uno. La subdivision de un total en partes tiene dos ventajas:

1. Permite una representacion exacta de geometria compleja y la inclusion de
materiales heterogéneos.
2. Da lugar a una representacion exacta de la solucion dentro de cada elemento, para

descubrir efectos locales (grandes gradientes de Ia selucion)

Los tres pasos fundamentales del método del elemento finito sen:
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. Dividir el total en partes (ambos para representar la geometria y solucion del

problema).
. Sobre cada parte, buscar una aproximacion a la solucién como una combinacion de

valores nodales y funciones aproximacion.

. Derivar las relaciones algebraicas entre los valores nodales de la solucion para cada

parte, y ensamble las partes para obtener la solucion del total.

Aunque los ejemplos anteriores ilustran la idea basica del método del elemento finito

hay otras caracteristicas que no se presentaron © no aparecen en la discusion de los

ejemplos.

Algunas observaciones son, en orden:

Uno puede discretizar un dominio, dependiendo de su forma, en una malla de mas de
un tipo de elemento. Por ejemplo en la aproximacién de un dominio irregular, uno
piede usar una combinacion de rectangulos y triangulos.

2. Si mas de un tipo de elemento es usado en la representacion del dominio, uno de
cada clase sera aislado y sus ecuaciones desarrolladas.

Las ecuaciones que rigen, son generalmente mas complejas que las consideradas en
los primeros dos ejemplos. Son generalmente ecuaciones diferenciales. En la
mayoria de los casos las ecuaciones no pueden resolverse sobre un elemento, por dos
razones. Primero, no permiten la solucion exacta. De aqui que los meétodos
variacionales entren en juego. Segundo, Jas ecuaciones discretas obtenidas en los
métodos variacionales no pueden resolverse independientemente de los elementos
restantes debido a que el ensamble de los elementos esta sujeto a cierta continuidad,
frontera y/o condiciones iniciales.

Hay dos diferencias principales en la forma de la solucion aproximada usada en €l
método del elemento finito y [a que se usé en el método variacional clisice(por

ejemplo: método variacional aplicado al dominio total). Primero, en lugar de

representar la solucion ¥ como una combinacién lineal (u =Zc, ¢j) en términos
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de parametros arbitrarios ¢, como en los métodos variacionales, en el método del
elemento finito la solucion es representada a menudo como una combinacion lineal

(u =Zuy j) en términos de los valores #, de u (y posiblemente sus derivadas) en

los puntos nodales. Segundo, las funciones aproximadas en el método del elemento
finito son por lo regular polinomios que se resuelven usando la teoria de
interpolacion. Sin embargo, el método del elemento finito no esté restringido, al uso

de aproximaciones, que son combinaciones lineales de valores nodales u, y
funciones interpolaciones ¢, que son polinomios algebraicos. Uno puede usar, en

adicion a valores nodales, variables sin nodo (como en el método Rayleigh-Ritz)
para representar la aproximacion de una funcion.

El nimero vy localizacion de los nodos en un elemento depende de: a)La geometria
del elemento. b)E!l grado de aproximacion polinomial. ¢)La forma integral de las
ecuaciones. Mediante la representacion de la solucion requerida en términos de sus
valores en los nodos, uno obtiene la solucion aproximada en los nodos.

Eil ensamble de elementos, en un caso general, esta basado en la idea de que la
solucion (y posiblemente sus derivadas para ecuaciones de mayor orden) s continua
en las fronteras del inter-elemento.

En general, el ensamble del elemento finito esta sujeto a la frontera y/o condiciones
iniciales. Las ecuaciones discretas asocitadas con la malla del elemento finito, se
resuelven solamente después de que se imponen la frontera y/o las condiciones
iniciales

Hay tres fuentes de error en la solucion de elemento finito: a)Las debidas a la
aproximacion del dominio (que fue el error presentado en los dos ejemplos). b)Las
debidas a la aproximacién de la solucién. c)Las debidas al caiculo numérico. La
estimacion de estos errores, en general, no es materia sencilla. Sin embargo bajo
ciertas condiciones, pueden estimarse para un elemento y problema dado.

La exactitud y convergencia de la solucion del elemento finito depende de la

ecuacion diferencial, su forma integral y ¢l elemento usado.
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Exactitud se refiere a la diferencia entre la solucion exacta y la solucion de elemento

finito, mieniras la convergencia se refiere a la exactitud conforme el numero de

elementos en la maila se incremente.

10. Para problemas dependientes del tiempo, se sigue una formulacion en dos etapas. En

11

la primera, las ecuaciones diferenciales son aproximadas mediante el método del
elemento finito para obtener una serie de ecuaciones diferenciales en tiempo. En la
segunda, las ecuaciones diferenciales en tiempo se resuelven exactamente 0 ain mas
aproximadas por métodos variacionales 0 métodos de diferencia finita para obtener
ecuaciones algebraicas, las cuales se resuelven para los valores nodales.

Cuando las condiciones de continuidad de ensamble se reemplazan por ias
condiciones de contacto, €l método se conoce como el método del elemento discreto
(DEM). En el método del elemento discreto, elementos individuales pueden tener
movimientos finitos (desplazamientos y rotaciones). Tales meétodos tienen
aplicaciones en mecanica de rocas, mecanica de hielo, y otros campos donde un
continuo es desintegrade durante ia deformacién o el medio original es un conjunto

de particutas individuales (medio granular y biologia molecular).
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CAPITULO 2

FORMULACIONES INTEGRALES Y METODOS VARIACIONALES.

2.1 LA FORMA INTEGRAL PESADA.

En el método del elemento finito, usamos una exposicion integral para establecer

relaciones algebraicas entre los coeficientes »; de la aproximacion

» 2.1
u zzluja//l
=

Donde # representa la solucion de una ecuacion diferencial particular. El uso de una
exposicion integral equivalente a la ecuacion diferencial de dominio se necesita por el
hecho de que la sustitucion de (2.1) en la ecuacion diferencial de dominio no siempre
resulta con el niumero de ecuaciones algebraicas lineales independientes requeride para
los coeficientes desconocidos. Una forma de asegurarse que hay exactamente el mismo

numero de ecuaciones como de incognitas es considerar que el error sea como en la

integral pesada

A continuacion se daran mas detalles sobre esto.

Suponga que deseamos determinar una solucion aproximada de la ecuacion.
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(222)

2.2
u(0)=1, (x‘ﬁJ =0 e

buscamos una solucion aproximada, sobre el dominio completo Q =(0,1) en la forma,

N 2.3
u=U, EZCJ¢J(x)+¢o(x) e

donde ¢, son los coeficientes a determinar ¢, (x) v ¢o(x) son funciones

preseleccionadas de modo que las condiciones frontera del problema se satisfagan para

la soluciéon  aproximada deN parametros U, . Por ejemplo si

N= 2(¢, =x’ ~2x,¢, =%’ -3x,4, = i)

u=U, =u(x*=2x)=c,(x* -3x)=1

Lo cual satisface las condiciones de frontera (2.2b) del problema para cualquier valor
de ¢, y c,.Las constantes ¢, y ¢,. son determinadas de modo que la solucion
aproximada U, en (2.3)satisface (2.2a) en algun sentido. Si queremos que U, satisfaga

(2.2a) en el sentido exacto, obtenemos

+U, =-2c,(x-1) =3¢, (x* ~1) = 2¢,x - 6¢,x*

+o(x? ~2x)+e,(x* -3x)+1=0

Ya que esta expresion puede ser cero para cualquier valor de x , los coeficientes de las

diferentes potencias dex deben ser cero.
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1+2¢, +3¢, =0
—{6¢, +3¢,)=0
¢, —9%, =0

¢, =0

Estas ecuaciones son inconsistentes; no hay solucién para las ecuaciones. Por otro lado
requerimos que la solucion aproximada U satisfaga la ecuacion diferencial (2.2a) en el

sentido de integral-pesada .

[whae =0 @4

donde Res llamado residuo

dUy __d'U,
dc  de?

R=§8 + @,

y w es llamada la funcién peso. De (2.43) obtenemos ecuaciones independientes
lineales que son funciones independientes de w. Por ejemplo, si tomamos w=1 y

w = x obtenemos.

1 1 i
0= [1Rde=(1+26,+3¢,)+— (- 6¢, -3¢, )+ e, ~9¢,)+ e,

1 1 1 1 1
():Ldex= 5(1+201 +3¢, )+ 3(—6cl —3c2)+z(0, _'902)""5'61

2 .5 . (2.4b)
39Ty T
3311

2e 4 —¢
4572077
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que proporcionan dos ecuaciones lineales independientes para ¢, ¥ ¢,

222 100
dando ¢, =—— y ¢, = ———
( ) 23 Y& 23 )

Por lo tanto, las exposiciones integrales del tipo (2.4a) proporcionan medios de
obtencién de muchas ecuaciones algebraicas tantos como coeficientes desconocidos en
la aproximacion. Este capitule trata con la construccion de diferentes tipos de

exposiciones integrales usadas en diferentes métodos variacionales. Un método

variacional es en el cual se buscan soluciones aproximadas del tipo u ~ Z ,6,9, + ¢,
y los coeficientes ¢, se determinan usando una exposicion integral. El métedo

variacional difiere de otros en la seleccion de la funcion pesow y la exposicion integral

usada, lo cual dicta la seleccion de las funciones aproximacion ¢ . En el método del

elemento finito, un dominio dado €s visto ¢como un ensamble de subdominios (elementos
) , ¥ una solucion aproximada se buscara sobre cada subdominio de la misma manera
como en los métodos variacionales, por lo tanto el estudio del método variacional! es
informativo , antes de estudiar el método del elemento finito, nuestro objetivo en este
capitulo es ilustrar los pasos basicos en las formulaciones integrales y las
aproximaciones asociadas de varios problemas frontera . Hacia este objetivo; primero

introducimos terminologia y anotaciones.

2.2 PROBLEMAS DE VALOR FRONTERA, INICIAL, VALOR PROPIO.

Dominio y frontera. El objetive de la mayoria de los analisis es determinar funciones
desconocidas, llamadas varnables dependientes, que satisfagan una serie dada de
ecuaciones diferenciales en un dominio dado o region y alguna condicion de frontera
del dominio. Un dominio es un conjunto de puntos en el espacio, con la propiedad de
que si P es un punto en el dominio entonces todos los puntos cierran hacia P
perteneciendo al dominio. Si dos puntos cualesquiera del dominio pueden unirse

mediante una linea tendida completamente dentro de él, entonces se dice que el dominio
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es convexo y simplemente conectado. Las fronteras de un dominio son la serie de puntos
tal que, en cualquier cercania de esos puntos, hay puntos que pertenecen al dominio
como hay puntos que no. Notar que de la definiciéon que los puntos en las fronteras no
pertenecen al dominio. Usaremos el simbolo Q para representar un dominio arbitrario y

I" representa su frontera.

Una funcion de diversas variables se dice que es de la clase C™(£2)en un dominio
Qsi todas sus derivadas parciales existen e incluyen el m-€simo orden y son continuas

en (), Por lo tanto, si f es de clase C’en dos dimensiones entonces f es continua
(ejem. @f,gx y q/éy existen , pero no pueden ser coniinuas ). Las letras x ¢ y

seran usadas para coordenadas rectangulares de un punto en dos dimensiones.

Cuando las variables dependientes son funciones de dos variables independientes
(xe y) el (dos dimensiones) dominio es una superficie (un plano) y la frontera es la
curva que lo encierra. No es raro encontrar problemas en que la variable dependiente y
posiblemente sus derivadas estan especificadas en puntos interiores el dominio (ejem.

Doblez de vigas continuas).

Se dice que una ecuacton diferencial describe un problema de valor frontera, si la
variable dependiente y posiblemente sus derivada toman valores especificados de la
frontera, un problema de walor inicial es en el que la variable dependiente y
posiblemente sus derivada son especificadas inicialmente (ejem. en tiempo £ =0 ). Los
problemas de valor inicial generalmente son problemas dependientes del tiempo.

Ejemplos de problemas de frontera y valor inicial se dan a continuacion.
Problemas de valor frontera:

(2:3)

A0 &
——|a—|= araf<x <1
dx(aaﬁ:) Jv
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J (2.6)

Problema de valor inicial:

: 2.7)
p‘iTquau:f paraQ0 <1<y,
dt
du (2.8)
”(0)2 Uy, (E) =0~ Vo

Problemas de valor inicial y frontera:

2.9
~2(a%0p 2= sy g {2 @9)

w00=d0, (a2) =200 ) =ufd) (2.10)

1

Las condiciones en (2.6) se Hlaman condiciones frontera, las de (2.8) condiciones

iniciales. Cuando cualquiera de los valores especificados (ejemplo,d,,g,,%, ¥ V,) no

son cero, las condiciones son no-homogéneas, por lo contrario se dice que son

homogéneas: Por ejemplo #(0) =4, es una condicion de frontera no-homogénea y la
condicion de frontera, homogénea, asociada es #(0)=0.La serie de cantidades
especificadas (a,g,,4,, 0,4, V,) se llaman los datos del problema. Las ecuaciones
diferenciales en las que el lado derecho fes cero se llaman ecuaciones diferenciales

homogeneas.

Problema valor propio. El problema de determinar los valores de la constante 4 tal que:
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2.11)

dx

u(0)=0, (a Ef‘jh_l =0

4 (a%)zﬂu paraQ <x <1

Se llama el problema de valor propio asociade con la ecuacion diferencial (2.5). Los
valores de A para los cuales (2.11) satisface se llaman valores propios, y las funciones
asociadas se llaman funciones propias.

La solucion clasica (0 exacta) de una ecuacion diferencial es la funcion que satisface

idénticamente la ecuacidn diferencial y las condiciones de frontera.

RELACIONES INTEGRALES

La integracion por partes se¢ usa frecuentemente en la formulacion integral de
ecuaciones diferenciales. En casos de dos dimensiones la integracion por partes se
conoce mas como los teoremas de gradiente y divergencia. En esta seccion, derivamos

algunas identidades usuales para uso posterior.

FORMULA PARA INTEGRACION POR PARTES. Considere que #v,w son
funciones de las coordenadas x suficientemente diferenciables. Luego la siguiente

formula de integracion por parte deduce:

fw%dx=£wdv :—I:vdxv+[w]2

g --f v ‘% dx +w(bw(b) - wlapa)

2.12)

Esta identidad puede demostrarse facilmente. Primero, anote la siguiente identidad de

la regla diferenciacion del producto
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Por lo tanto

dw
(wv) - =

3
B &
Il
B

[ntegrando ambos lados en el intervalo (a,b), obtenemos

Que es lo mismo como en (2.12)

Enseguida, considere la expresion

wduop, dfd
e gy’ ce dx\ dx

Usando (2.12), se obtiene
{2.13a)

(Wt o fv%:fcbww(b)v(b) wah(a)

alx2
=[P s wlb) 2 ) wla) - a)

6
(2.13b)

j“ dxr 4Y 4 i ()—w(a)Z(b)
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Similarmente,

rdqurdzfdzj
2

d-
= J:va—x—‘:dx, cuandou = %

Usando (2.132) cuando w = v, se escribe del lado derecho como
- [ L e (5 2 0) () S ) (2.142)

Usamos (2.13b) con w = u y » = v para escribir (2.14a) como

dv du iy (2.14b)
N il B (5) Sl
fu dx+u(a) (a)-ulb)— (b)+ ()= () vla) " (a)
Y, al final, reemplazamos u por el actual valor u = d*w/dx*, llegamos a
d*w e = d’wd*v d? av d?* dv (2.15)
_E lix“ ‘rd\’z é_’l dx+ ——‘;’-(a)-——(a)-*;?(b)a (b)

() ﬂ"-(b) W(a )*(a)

Las ecuaciones (2.13a) y (2.15) se usan en la formulacién débil de ecuaciones

diferenciales de segundo y cuarto orden respectivamente.

Haga que V yV? representan, respectivamente, al operador gradiente y al operador

Laplaciano en el sistema cartesiano de coordenadas rectangulares (x, y):
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& a’ (2.16)

b8 5B
v=iZ+j; 2, .
o o Cox 5y

Donde 7 y ] representan los vectores base unitarios a lo largo de las coordenadas x ¢ y

respectivamente. El signo de intercalacion ” ~ ” sobre los vectores indica que son de

longitud unitaria. Si F(x,¥) v G(x,») son funciones escalares de clase C°(Q)en el

dominio de dos dimensiones (2 se establecen los siguientes teoremas de gradiente y

divergencia.
TEOREMA DEL GRADIENTE

_[Q grad Fexdy = [VF dxdy =§de;

0

Ig[i%+j§%d}’={r(n,f+ny])‘“ds (2.17a)

La segunda ecuacion da lugar (debido a que dos vectores son iguales, si y solo si, sus

componentes son iguales) a que se establezcan las siguientes relaciones:

f “ﬂdxdy { n Fds,|_ —dxdy J' n, Fds (2.17b)
TEOREMA DE LA DIVERGENCIA
[ divGabsay = [, Gatedy <{ pGds (2.18)



24

jg(égx +%}ﬁdy = §r (n,G, +nyGy}1s

TAY
Aqui el punto representa al producto escalar de vectores, # representa al vector unitario

normal a la superficie T del dominjo (L n, y n,(Gx,Gy)son los componentes

rectangulares de #(G )y el circulo de la integral frontera indica que la integral se hace

sobre la frontera completa (ver Fig. 2.1)

Frontera I

=T+ L+T;+T)

&)

Fig. 2.1

La direccion cosenos 7, y n, del vector unitario # se pueden escribir como:

A A (2.19)
n.=cos x,n|, n,6=cos y,n

Donde co{ X, nJ es el coseno del angulo entre la direccion positiva xy el vector n.
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Las siguientes identidades, pueden demostrarse usando los teoremas del gradiente y
divergencia se usaran en la continuaciéon. Considere wy G sean funciones escalares
definidas en el dominio ) de dos dimensiones.

Entonces:

IQ(VG)dedy=‘J.n(V“’bdx@+L?AIWGds (220 a)
¥
oG (2.20 b)
,L(VzG)wdxafyzIQVW.Vdeay_:frgwdg )
Donde & onrepresenta a la derivada normal del operador:
3 2l s @2.21)
on x Ty

La siguiente forma de la ecuacion (2.20 a) con un cambio aproximado de variables,

Se usa

jowigmcdy=-jg%ccady+§rn,w(;ds (2229)

jnw‘z(y;dxay . —jﬂgsmdyqrnywc;ds (2.22b)

FUNCIONALES:

Una expresion integral de la forma:

I(u)=EF(x,u,u'}ix, u =u(x), u' =
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Donde el integrando F (x,u,ul) es una funcion dada de los argumentos x,uz y du dx se
llama funcional. El valor /{x) de la integral depende de u; de aqui que la anotacién
I(z) sea apropiada. Sin embargo, para una udada, /(x) representa un valor escalar.

Usaremos el término funcional para describir funciones definidas por integrales cuyos

argumentos involucrados son funciones. Una funcional es una “funcion de funciones”.

Mateméticamente, una funcional es un operador / reconociendo u en el escalar /{u)se

dice linear enw si y sdlo si satisface la relacién:
o+ pv) = ed(u)+ Bi(v) (2.23)

Para cualquier escalar ay las variables dependientes uyv.

Una funcional B(w,v) se dice que es bilineal si esta es lineal en cada uno de sus

argumentos ¥ yv.
B(u:a"'l + ﬁ‘za"): aB(u,,v)+ ﬂB("zsv)
(linealida d en el primer argumento) (2.24)
Blu,av, + pv,) = eBu,v, )+ BB(u,v,)
{linealidad en el segundo argumento)

Donde u,u,,u,,v,v, y v, sonvariables dependientes. Una forma bilineal Blu,v)se dice

que €s simeétrico en sus argumentos #, Vv si;
B(u,v)= B(v,u) (2.25)

Paratodos uyv.

Un ejemplo de una funcional lineal es;
L v
I{v)= j; vf dx"‘a([f)”[o

Donde f = f(x) y M, son cantidades conocidas. Un ¢ emplo de una funcion bilineal es
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Blu,w)= LLQ%%C&

Donde @ = a(x)es una funcion conocida.

EL SIMBOLO VARIACIONAL.

Considere la funcion £ =F (x,u,u'). “Para un valor fijo arbitrario de la variable
independiente x,F dependedew y u'. El cambio avenu, donde aes una constante y

ves una funcion, es llamada la variacion de » y representada por ow :
Su = av (2.26)

El operador &se llama el simbolo variacional. La wvanacién &u de una

funcién u representa un cambio admisible en la funcién u(x)en un valor fijo de la
variable independiente x. Si wes especificada en un punto (generalmente en la
frontera), la variacion de u es cero, ello debido a que el valor especificado no puede
variarse. Entonces, la variacion de una funcion de u deberia, satisfacer la forma
homogénea de las condiciones frontera para » .La variacion Swen ues un cambio
virtual. Asociado con este cambio en u# (ejemplo u tendiendo a u +au ), hay un cambio
en I'. En analogia con la diferenciacion total de una funcion de dos variables, la
primera variacion de F en u es definida por

_oF . OF (2.27)

Su +

&‘I
Ou ou'

OF

Notar la analogia entre la primera variacion (2.27), y la diferenciacién total de F,

ar = e+ L+ e (2.28)
ox ou ou
Ya que x no es variada durante la variacion de w hacia u + dw,dx = 0 y la analogia entre

oF y dF llega a ser evidente, § actua como un operador diferencial con respeto a las
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variables dependientes. Se puede verificar ficilmente que las leyes de variacion de
sumas, productos, relaciones, potencias, y asi sucesivamente son completamente
analogas a las leyes de diferenciacion correspondiente. Por ejemplo si

F=Fu)yF,= F, () entonces:

1. 6(F, +F,)=6F, +&F, (2.29)
2. 5(1:;}72):}:‘26?7, + F,0F,

5. 35 =FzéFl"E5Fz
F F}

2

4. 8|7y |=n(r)oF,

Aun mas, el operador variacional puede conmutar con los operadores diferencial ¢

integral (asi como se fijan las coordenadas x,y coordenadas Lagrangianas):

@J (2 30a)

)= ()=o) &:'=5(dx

5_[: u(x)ix _ j:é'u(x}ix (2.30b)
2.3 FORMULACION DEBIL EN PROBLEMAS DE VALOR FRONTERA

De la seccton 2.1, recordar que la motivacion para formulaciones integrales de
problemas de valor frontera se debe al hecho de que los métodos variacionales de
aproximacion, el Ritz, Galerkin, colocacidn o en general métodos de residuo-
compensado, estan basados en las exposiciones de integral-pesada de las ecuaciones que
rigen. De aqui el método del elemento finito es una técnica para construir funciones
aproximacion requeridos en aplicacion de elemento discreto de cualquier metodo

variacional, es necesario estudiar la formulacion de integral-pesada y la formulacion



29

débil de ecuaciones diferenciales. En adicién a la razon anterior, las formulaciones
suaves también facilitan, de manera natural, la clasificacién de condiciones frontera en
condiciones natural y esencial. La cual juega un papel importante en la derivacion de las

funciones aproximacion y la seleccion de los grados de libertad nodales del modelo de

elemento finito.

En esta seccion, nuestro objetivo primario serd construir la forma suave de una ecuactén
diferencial dada y clasificar las condiciones frontera asociadas con la ecuacion. Una
forma debil es una exposicion de integral-pesada de una ecuacién diferencial en la que
diferenciacion se distribuye entre las variables dependientes y la funcion peso e incluye

las condiciones frontera naturales del problema.

INTEGRAL PESADA Y FORMULACION DEBIL

Considere el problema de resolver la ecuacién diferencial

d du (2.31a)
——|aix)—|=glx) para O<x<[
Para la solucion u(x), sujeta a las condiciones frontera:
du (2.31b)
w\Of=u,, a— =

Donde a y ¢ son funciones conocidas de las coordenadas x, #, yQ, son valores
conocidos, y L es la Jongitud del dominio en una dimension. Las funciones a y ¢ y las
constantes u, y J, a lo largo de la longitud L del dominio, son los datos del problema.

La solucibn u es la variable dependiente en el problema. Cuando los valores

especificados son diferentes de cero {4, 20 o O, 0} , las condiciones de frontera son

no homogéneas; cuando los valores especificados son cero, las condiciones frontera son
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homogéneas. La forma homogénea de la condicion frontera u(0)=u, esu(0)=0 y la

forma homogénea de la condicion frontera (a d%bc)' U {0y

Debera recordarse que el propésito tinico de desarrollar una exposicién de integral-
pesada de una ecuacion diferencial es tener los medios para obtener N relaciones

algebraicas lineales independientes, entre los coeficientes ¢, de la aproximacion,

N 232
wmitl, = Sed (o)) e

J=1

Esta es perfecta si se escogen N funciones de peso lineales independientes en la
exposicion integral-pesada, como se vera pronto.

Hay tres pasos en la obtencion de la forma débil, si ésta existe de una ecuacidn
diferencial. Esos pasos se ilustran por medio del modelo de ecuacion diferencial y
condiciones frontera en (2.31).

PASO 1. Mover todas las expresiones de la ecuacion diferencial hacia un lado,
multiplique toda la ecuacion por una funcion w, llamada la funcion peso, e integral sobre

el dominio 2=(0,L) del problema.

c d( du (233)
o-f- ) o)

A lo cual llamamos exposicion de integral-pesada o residuo compensado equivalente
a la ecuacion original (2.31a). La expresion en el paréntesis rectangular no es
idénticamente cero cuando u se reemplaza para su aproximacion, matematicamente,
(2.33)es una exposicion en que el error en la ecuacion diferencial (debido a la

aproximacion de la solucion) es cero en el sentido de la integral-pesada.

Cuando u es la solucidon exacta, (2.33) es trivial, la exposicion integral (2.33) nos
permite escoger NV funciones linealmente independientes, para w y obtener N ecuaciones

para c,,¢,...,c, de(2.32).
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Notar que la exposicion de integral-pesada de cualquier ecuacion diferencial puede
desarrollarse. La funcion peso w en (2.33) puede ser cualquier funcion integrable
diferente de cero. En general, la funcion peso w es la exposicion integral esta sujeta a
menos requisitos de rigurosa continuidad que la variable dependiente #. La exposicién
de integral-pesada es equivalente a solamente a Ja ecuacién diferencial y no incluye

condiciones frontera.

PASO 2. Mientras la exposicion de integral pesada (2.33) nos permite obtener el numero

necesario N de relaciones algebraicas entre ¢, para N selecciones diferentes de la

funcion peso w, se requiere que las funciones aproximacion sea tal que Unfver(2.32)]sea
diferenciables cuantas veces sea llamada en la ecuacién diferencial original y satisfaga
las condiciones de frontera especificadas. Si esto no es importante, uno puede proceder

con la exposicion integral (2.33) y obtener ecuaciones algebraicas necesarias para c,.

Métodos aproximados basados en la integral-pesada de la forma (2.33) se conocen como
métodos residuales compensado. Si la diferenciacion se distribuye entre la solucion
aproximada Uy y la funcion peso w, la forma integral resultante requerira de

condiciones de suavidad contimia eng, , y entonces la exposicion integrai-pesada es

Hamada fa forma débil. La formulacion débil tiene dos caracteristicas deseables.

Primero, requiere de continuidad mas suave de la wvariable dependiente, y
ordinariamente esto da lugar a una serie simétrica de ecuaciones algebraicas en los

coeficientes.

Segundo las condiciones de frontera natural del problema, se incluyen en la forma débil,
y por lo tanto la solucion aproximada Un es requerida para satisfacer solamente las
condiciones frontera esenciales del problema. Estas dos caracteristicas de una forma
débil juegan un papel importante en el desarrollo de modelos de elemento finito de un

problema.



32

La distribucion equitativa de diferenciacion entre la funcion peso y la variable
dependiente es posible solamente si las derivadas que aparecen en la ecuacién
diferencial son de igual orden. El trato de diferenciabilidad de la variable dependiente a
la funcién peso es dictado por la necesidad de incluir fisicamente términos de frontera
significativos en la forma débil, a pesar del efecto sobre los requisitos de continuidad.
Por otro lado, el trato de diferenciacion desde ia variable dependiente hasta la funcion
peso no debera lievarse a cabo si conduce a términos de frontera que fisicamente no son

significativos.

Regresando a la exposicion integral (2.33) integramos el primer termino de la

expresion por partes para obtener :

(et
dv dx dx ), (2.34)

Donde la formula de integracion por partes
I:'wdv =—£vdv+[wv]](; 2.35)

Con v = —adgu / dx es usada en el primer término para arribar a la segunda linea de (2.34)
Una parte importante del paso 2 es que identifica los dos tipos de condiciones frontera

asociados con cualquier ecuacién diferencial: natural y esencial.

La clasificacion es importante para los métodos variacionales de aproximacion
considerados en este capitulo y las formulaciones de elemento finito presentadas en los
capitulos 3-5 . La stguiente regla se usa para identificar las condiciones frontera y su

forma. Despues de! trato de diferenciacion entre la funcién peso y la variabie por
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ejemplo después de completar ¢l paso 2 examine todos los términos frontera de la
exposicion integral. Los términos frontera involucraran tanto la funcion peso como la
variable dependiente. Los coeficientes de la funcién peso y sus derivadas en las
expresiones frontera son llamados las variables secundarias (SV). La especificacion de

la variables secundarias en la frontera, constituye las condiciones de frontera

naturai(NBC). Para el caso en cuestion, el término frontera es w(ad%ix) - El

coeficiente de la funcion peso es “‘%x- De aqui la variable secundaria es de la forma

i
auaﬁc'

Las variables secundarias siempre tienen significado fisico, y son por lo regular

cantidades de interés.

La variable dependiente de un problema, expresada en la misma forma que la funcion
peso que aparece en el término frontera, se llama la variable primaria (PV), y su
especificacion en la frontera constituye la condicion de frontera esencial (EBC). Para el
caso en consideracion, la funcion peso aparece en la expresion frontera [ver (2.34)]
comow . Por lo tanto, la variable dependiente u es la variable primaria, y fa condicion

de frontera inicial involucra especificacion # en los puntos frontera.

Debe notarse que el nimero y forma de las variables primaria y secundaria dependen
del orden de la ecuacion diferencial. El nimero de las variables primaria y secundaria
siempre es el mismo, y para cada variable primaria hay una variable secundaria
asociada. ( Ejemplo : desplazamiento y fuerza, temperatura y calor y otras). Solamente
una del par de variables primaria 0 secundaria se puede especificar en un punto de la
frontera.

Entonces un problema dado puede tener sus condiciones frontera en una de tres

categorias : (1) todas las condiciones de frontera especificadas son EBC; (ii)algunas de
las condiciones frontera son EBC y el resto son NBC ; o (iii)todas las condiciones

frontera son NBC. Para una ecuacidon simple de segundo orden , como en el caso

presente , hay una variable primaria ¥ y una variable secundaria Q. Enun punto de
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frontera , solo uno del par (u,Q) puede especificarse . Para una ecuacion de cuarto

orden tal como la teoria clasica de vigas ( Euler-Bemoulli), hay de dos de cada clase

( ejemplo: dos PV, y dos SV,) como se ilustrard mis tarde. En general una ecuacion
diferencial de 2mrh orden tiene mPV, y mSV_esto es m pares de variables primarias y

secundarias.

Considere la ecuacion 0 = (ad’f d,c)’x

Q = variable secundaria.

donde n, representa direccion coseno. (2.36)

= los angulos entre eje x y el normal a la frontera

Para una dimension, la normal 2 los puntos de frontera esta siempre a lo largo de la

longitud del dominio. Por tanto n,=-1 en el extremo izquierdo y nx=1 en el

extremo derecho de dominio : 7,(0)= -1y n (L)=1

En (2.36), (2.34) toma la forma:

L

0= L(a———wq [wa%]o
=r(a_@@-wq}k~(wa dun N du |
0 dx dx dx F x=0 | WA e |x=L

_ L( ___wq}zx (wQ), ~(w), (2.37)
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La ecuacion 2.37 es llamada la forma débil de la ecuacion diferencial (2.31) débil se
refiere a la continuidad reducida de, la cual se requiere que sea diferenciable dos veces

en la forma integral pesada (2.33) pero sélo una vez en 2.37.

Paso 3. El tercer y ultimo paso de la formulacion suave es imponer las condiciones
frontera reales al problema. Se requiere que la funcion peso w desaparezca en los
puntos frontera esencial especificadas se requiere que w satisfaga la forma homogénea
de las condiciones de frontera esenciales especificadas del problema, Este requerimiento
en wpodra verse arbitrario cuando se esta familiarizado con caiculo variacional. En las
formulaciones débiles, la funcion peso tiene un significado de cambio virtual (6
variacion) de la variable primaria. Si una variable primaria se especifica en punto, el
cambio virtual debe ser cero. Para el problema en cuestion las condiciones frontera
estan dadas, en (2.31b). Mediaate las reglas de clasificacion de las condiciones frontera,
u=wu,es la condicion dc frontera esencial y(a%) = (), es la condicion de frontera
x=L

natural, La funcién w es necesario que satisfaga.

w(0) = 0, debido a que u(0)=u, yaque w(0)=0y

du du
Q( ) adm x=L a(ﬂ .”» Qﬂg
(2.37) reduce a la expresion;
o awau (2.38)
= L [a ™ wq}dx— w{L D,

Que es la forma debil equivalente a la ecuacion diferencial original (2.312) y a la

condicion de frontera natural (2.31b).
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Los términos ~ forma variacional "y ~ forma débil ~ seran usados alternativamente.

La forma débil de una ecuacion diferencial es una exposicion de integral -pesada
equivalente a la ecuacion diferencial y las condiciones de frontera natural especificadas
en el problema. La forma débit existe para todos los problemas - lineales 0 no- que son
descritas por ecuaciones diferenciales lineai y de igual orden, la forma débil resuhante

tendra una forma bilineal simétrica en la variable dependiente « y la funcion peso w .

FORMAS LINEAL Y BILINEAL Y FUNCIONES CUADRATICAS.

Es informativo, aunque no necesario para el uso de métodos variacionales o métodos
del elemento finito, ver la relacion entre la forma debil y €l minimo de una funcion
cuadratica asoctada con la ecuacion diferencial, la forma débil (2.38)contiene des tipos
de expresiones, las que comprenden la variable dependiente # vy la funcion pesc w
y las que envuelven solo las ultimas. Representamos ¢sos dos tipos de expresiones por
B(w,u) yl{w) respectivamente:

(2.39)

Blig.#)= _LLaZ: de, iw)= [ wadc+wlL)0,

De aqui la exposicion débil (2.38)puede expresarse en ia forma

0 = Blw,u)—1(w) (2.40)

La cual es llama el problema variacional (o suave) asociado con las ecuaciones
(2.31) .Usando las definiciones de las formas lineal y bilineal de la seccion 2.2.3 puede

verificarse que B(w,u) es bilineal y simétricaen w y # y que l(w) es lineal fver 223 y
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2.24] . El problema variacional asociado con (2.31 a,b) puede expresarse como uno de

encontrar la solucién # tal que u tal que:
B(w,u)=Hw) (2.41)

cumple para cualquier wque satisfaga la forma homogénea de las condiciones de
frontera esencial especificada y condiciones continuidad implicado por la forma débil

la funcién w se puede ver como una variacion (o incremento) de la selucion real o ¥,

U=u*+w (2.42)

y ues la solucidn variacional, ejemplo la solucién de(2.41). ya que u#y #* pueden
satisfacer cualquier condicion de frontera esencial especificada(en adicion , u * también
satisface cualquier condicion de frontera natural especificada), se sigue que w debe
satisfacer la forma homogénea de la condicion de frontera esencial especificada. Por lo

tanto en la notacion de(2.26), w es la variacion, ver seccion (2.24) de la solucién:

w=¢

Entonces (2.40) se puede escribir como:
0 = B(Gu,u)- Hou)
st B(;)es simétrica, podemos escribir:
(2.43 a)

_ 5[% B(u,u)} - 5[1(7‘)]
= 6l(u)
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donde

(2.43b)

I(u)= %B(u, u) - Hu)

Arribando a la segunda linea de la (2 43a) las siguientes identidades son usadas:

Blou,u)=[ a @@dx =5 2[(%}}&

=8l e e -~ olBluu)]

(2.442)

= [[auqdr+aulL)0,

(2.44b)

. 5[LLuqaﬁc+u(L)Qo] - 5iw)]

Notar que la llave de paso en la derivacion de la funcional /(u)de la forma suave es

la linealidad y simetria de la forma bilineal B(w,u) ;

La relacion B{du,u)= %5B(u,u)se cumple solo si B(w,u)es bilineal y simétrica en

wy en u. Por tanto siempre que B(w,u) sea bilineal y simétrica y #w)sea lineal, la
funcional cuadrética esté dada por (2.34b). Cuando B(w,u) no es lineal en w y u, pero

es simetrica , la funcional / (u) puede ser derivada , pero no de (2.43b)
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La ecuacion (2.43a)representa ia condicion necesaria para la funcional 7 (u) para
tener un valor extremo. Para problemas de mecénica de sélidos, /(u)representa la

funcional de la energia potencial total y (2.43a) es {a exposicion del principio de la

energia potencial total.

De todas las funciones admisibles , que hacen de la energia potencial total F{u)un

minimo, también satisfacen la ecuacion diferencial y la condicién frontera en (2.31) .
En otras palabras, la forma suave de una ecuacion diferencial es la misma que la
exposicion del principio de energia potencial total. Para problemas de mecénica de

solidos, la funcional /() puede no tener el significado de energia pero no obstante, es

usado para analisis matematico.

Como se dijo antes, cada ecuacion diferencial admite una exposicion de integral-
pesada , y una forma débil existe siempre que la ecuacion sea de orden de dos o mayor.
Sin embarge 0o todas las ecuaciones admiten la formulacion funcional. Para que
exista la funcional, la forma bilineal asociada debera ser simétrica en sus argumentos.
Por otro lado, los métodos variacionales y €l métado del elemento finito no requiere de
una funcional; una exposiciéon integral una forma débil de la ecuaciéon a resolverse es
suficiente. Si cuenta uno con una funcional, la forma débil se obtiene tomando su

primera variacion.

Ejemplo 2.1. Considere la ecuacion diferencial

d ( du) , (2.453)
——|a—|—cu+x"=0 para O0<x>1
e\ dr d
sujeto a las condiciones frontera:
(2.45b)

u(0)=0 (a%JL:, = |

los datos sonfef.(2.31)] g=—%, Q=1 u,=0.
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Siguiendo los tres pasos para la construccion de exposiciones variacionales obtenemos:

L 0m 2o

j[aﬂ@ —CcWH + WX )dx —(wa ﬁ] (2.46)
2] dx 0

Del termino frontera; es claro que la especificacion de # es una condicion de frontera

esencial, y la especificacion de a4 es una condicion de frontera natural. Ya que

a®=Tleny=1y w=0en x=0(debido a que wes especificada aqui)obtenemos la

forma débil:

! ; 2473
5 0= [(o % e vl “Q
I\ ax

(2.47b)

= [ wxrac + wl1) (2.47¢)

ya que B(,)es bilineal y simétrica y /X‘)es lineal, podemos calcular la funcional

cuadratica de (2.43):
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’(")=iﬂ[‘{%f“’mw’]w—u(l) e

Las ecuaciones del tipo de (2.45) son de interés en el estudio de la deflexién de un

cable (¢ =0}, donde u representa la deflexion transversal y a la tension en el cable . Los

primeros dos términos en la funcional cuadratica representan la energia elastica de
deformacion, mientras el ultimo términe representa al trabajo desarrollado por la fuerza

distribuida en movimiento a través del desplazamiento u .

El siguiente ejemplo ilustra la formulacion variacional de una ecuacion diferencial

de cuarto orden en una dimension.

Ejemplo2.2. Considere el problema de encontrar la solucién wa la ecuacion

diferencial.

(2.49)

iz-[b(x)dzw} ~ f{x)=Oparao>x <1

sujeta a las condiciones de frontera

dw dw) d(.dw (2.50)
w(0)=2 =0, [b | =M, [—(b JJ =0
dx 7° dx* JL:,_ axl dx? -
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Esta ecuacion interesa por ejemplo, en el estudio de la flexion elastica de vigas (bajo
la hipotesis de Euler-Bernoulli). En este caso, wrepresenta la deflexion transversal de

las vigas, L es la longitud total de la viga, 5(x)=0 es la rigidez a la flexion de la viga

(por ejemplo , el producto del modulo de elasticidad £y el momento de inercia I :

b=FEl) , f(x) esla carga transversal distribuida, y M, es el momento de flexion . La

solucion w es la variable dependiente del problema, y las otras cantidades (L,b, £ M‘,)

que son conocidas, son los datos del problema ya que la ecuacion contiene una derivada
de cuarto orden la integramos dos veces por partes para distribuir las derivadas por
igual entre la variable dependiente w y la funcidn peso v, e integrando el primer

término por partes , dos veces con respecto a x obtenemos [ver 2.15].

LT (g (2.51)
0= j V[E(b dx’:} f]abc
(o) bede]
0= R v_’f +|V b
J[( dc )\ dx & )
2 2 W (2.52)
:j(bﬂdz_w_ka.{.’rvi(bd_w_dvbei_‘{)
e ac " @ e a7 )|

De la altima linea, se sigue que la especificacion de wy Econstltuye las

condiciones de frontera esencial (geométrica o estatica), y la especificacion de

2 (2.53a
L b i =V (fuerza cortante) )
e\  dx?
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(2.53b)

2
(bd ‘:}) = M (momento de fiexion)
dx

Constituyen las condiciones de frontera natural. En el caso presente, las condiciones

de frontera especificadas son(debido a las condiciones)

w(0)= (%} =0

x=0

De aqui, la funcidn peso ¢s necesario que satisfaga las condiciones

{5 [dvjim . (2.54)

Las condiciones de frontera son:

gl i L) (2.55)
Fibde =0 , 2 b =M
(zx ﬁ x=f ‘k x=£

Usando(2.54) y (2.55) en (2.52), obtenemos

4 2 2
i dvd'w dv
O:J;Lb-—z . —vF}1x~(—)

(2.56a)

M

0

x=L
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B(v,w)=Av) (2.56b)
Donde
L d*vdw (2.56¢)
B(V,W) = J. bEF‘ix

0= ﬂdr+(%).x=LMo

La forma cuadratica, comunmente conocida como la energia potencial total de la

viga, se obtiene usando (2.56¢) y (2.43b)

=2 e (B s

Note que para la ecuacion de cuarto orden, las condiciones de frontera esencial
involucra, no solamente la variable dependiente sino también la primera derivada. Como
se vio antes, en cualquier punto de la frontera, solo una de las dos condiciones frontera
puede especificarse (esencial o natural).Por ejemplo, si la deflexion transversa se
especifica en un punto de frontera entonces uno no puede especificar la fuerza cortante

V' en el mismo punto, y viceversa. Comentarios similares se aplican a la pendiente

d‘%k y al momento de flexion M Notar que en el caso presente, w y d’%& son las

variables primarias, y V' y M son las variables secundarias.
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2.4 METODOS VARIACIONALES DE APROXIMACION.

Nuestro objetivo en este seccién es estudiar los métodos de aproximacion variacionales.
Estos incluyen los métodos de Rayleigh-Ritz , Gelerkin , Petrov-Galerkin , cuadrado
minimo, y colocacion. En todos ellos, veremos una solucion aproximada en la forma de

una combinacion lineal de funciones de aproximacion ¢, conveniente y parametros no

determinados ¢,: %,C ¢ . Los pardmetros €, son determinados de manera que la

solucion aproximada satisfaga la forma integral pesada o forma débil de la ecuacion que
rige o minimiza la funcién cvuadratica asociada con la ecuacion estudiada. Los diferentes
métodos difieren uno de otro en la seleccion de la funcidon peso w y las funciones
aproximacion ¢, .

El objetivo primario de esta seccién es presentar un numero de métodos variacionales
clasicos. El método del elemento finito, hace uso de los métodos variacionales para

formular la ecuacién directa sobre un elemento.

EL METODO RAYLEIGH-RITZ

En el método Rayleigh-Ritz , los coeficientes C; de la aproximacién se determinan

usando la forma débil del problema , y la seleccion de las funciones peso estian
restringidas a las funciones aproximacion , w = ¢, . Recuerde que la forma débil contiene
tanto la ecuacion diferencial que rige y las condiciones frontera naturales del problema,
y es menos estricta en los requerimientos de continuidad en la solucion aproximada de la
ecuacion diferencial original o su forma integral pesada. El método se describe para un

problema variacional lineal.



Considere el problema vartacional de encontrar la solucion # tal que
Blw,u) = Nw) (2.58)

Para todas las funciones suficientemente diferenciables w que satisfacen la forma
homogénea de cualquier condicion de frontera esencial especificada en #. Cuando la
funcional B es bilineal y simétrica y A es lineal , el problema (2.58) equivale a la

minimizacion de la funcional cuadratica

(2.59)

i) = ; Blu,u)- M)

En el método Rayteigh-Ritz ; vemos una solucion aproximada a (2.64) en la forma

de una serie finita

y - iqféj - (2.60)

donde las constantes ¢, llamadas los coeficientes de Ritz , se escogen tal que (2.58)
cumplapara w=¢, (i=12,.,N). (2.58) cumple para N diferentes selecciones
de w, asi que las ecuaciones algebraicas N en ¢, son obtenidas. La ecuacion algebraica

ith se obtiene sustituyendo 4, por w :

B[qz,ic,qa] +¢0J =N i =1,2,...N)
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Si B es bilineal, la sumatoria y las constantes ¢, pueden colocarse fuera del

operador. Tenemos

38,4, = 4)-Blé.4,)

J=1

(2.61a)

ZN;BU'C, ~Fi,  Bi=Blg.g, )Fi=Ng)-B, -4, (2.61b)

| 55

lo cual representa la i¢sima ecuacion algebraica en un sistema de N ecuaciones

algebraicas lineales en N constantes €, .Las columnas (e hileras) de los coeficientes
de la matriz  Bij = B(¢,.,¢j) pueden ser independientes linealmente para que se pueda

invertir la matriz coeficiente en (2.61).

Para formar bi-lineales simétricas, el método Rayleigh-Ritz puede verse también como
uno que busca una solucion de la forma en (2.60) en el cual, los parAmetros son

determinados minimizando !a funcional cuadratica correspondiente a la bi-lineal
(simétrica, esto es , la funcional I(U) en (2.59). [Sustituyendo después u,, de (2.60)
por # enla(2.59) e integrando, la funcional I(u) flega a ser una funcion (cuadratica)
ordinaria de los parametros ¢,c;,...,¢y ] es que su derivada parcial con respecto a cada

parametro sea cero:
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A o ¥ o F 62
&, o aN

Entonces, hay N ecuaciones lineales algebraicas en N incognitas,

c, (j=1,2...N). Esas ecuaciones son exactamente las mismas como las de (2.61) para

todos los problemas para los cuales €] problema varacional (2.58) es equivalente a

A =0 Por supuesto, cuando B(;) no es simétrica, no tendremos una funcional

cuadrética . En otras palabras, (2.61) es mas generat que (2.62), y son las mismas cuando

B(;) es bilineal y simétrica. En la mayoria de los problemas de interés en el presente

estudio, tendremos una forma bilinsal simétrica.

Retornando al método de aproximacion w, Rayleigh-Ritz en (2.60) observamos que
uy, debe satisfacer las condiciones de frontera esencial especificadas del problema;

cualquier condicion de frontera natural especificada estara incluida ya en el problema

variacional (2.58). La forma particular de u, en (2.60) facilita la satisfaccion de las

condiciones de frontera espectficadas. Usaremos la forma:

Uy = iCﬁﬁJ (x)

3=

No sera necesario satisfacer las condiciones de frontera no homogéneas. Por gjemplo,

suponga que #, es requerida para satisfacer la condicion uy (x, )=u, enun punto de

frontera x=1x, :

Z CJ¢J (xo) =H
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Ya que ¢, son parimetros desconocidos a ser determinados, no es facil de escoger
$, tal que cumpla esta relacion. Si  u#, =0 entonces cualquier ¢ tal que

#,(x,) =0 satisfaccion del requerimiento. Escribiendo la solucién aproximada uy en
la forma (2.60), una suma de partes homogéneas y no homogéneas, las condiciones de
frontera esenciales no homogéneas pueden satisfacer por @,4,(x,)=u, y #, son
requeridas a satisfacer la forma homogénea de la misma condicién frontera, ¢ (x,)=0.

De esta manera, u#, satistace las condiciones frontera especificadas:

uN(x0)= 2(;;@ (.xo)+¢o(xo)

=0+u,

Si todas las condiciones de frontera esenciales especificadas son homogéneas (en

consecuencia el valor especificado u, es cero) Entonces ¢, setoma como ceroy ¢,
debera satisfacer las mismas condiciones, ¢,(x,)=0. Ya que ¢, safisface las
condiciones de frontera esenciales homogeneas, la seleccion de w =@,  ¢es consistente

con los requerimientos de una funcion de peso. Las funciones aproximacion 4,

satisfacen las siguientes condictones

1) (2) ¢, debera ser tal que B(¢,-,¢j) este bien definida y no-cero [Esto es ,

suficientemente diferenciable como lo requiera la forma bilineal B(-,)].
(b) ¢, debe satisfacer minimo la forma homogénea de las condiciones de frontera

esencial del problema. (2.63)

N
r=1

2) Para cualquier m N , la serie de =¢; } a lo largo de las columnas (e hileras) de

B{¢, ,¢,) debe ser linealmente independiente .
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Ya que ambas condiciones frontera [u(0)= (1) = 0] son del tipo esencial, podemos
seleccionar ¢ en el parametro N de la aproximacion Ritz, para satisfacer las

condiciones ¢,(0)=¢,(1}=0 seleccionamos las siguientes funciones: #, =0 y
¢, - x(1-x),4, = ¥*(1-x),.... 4y =x"(1-x) (2.68)

Si uno selecciona las funciones ¢, = x*(1-x).¢, = x*(1-x) etc. , [no incluyendo] el

requerimiento 3 en las condiciones (2.63) se viola, debido a que la serie no puede ser
usada para generar el termino lineal x si la solucion exacta lo contiene. Como regla,
uno debe arrancar con la fiuncidon admisible de orden inferior e incluir todas las

funciones de orden mas alto hasta e! grado deseado.
La solucidon parametro N Rayleigh-Ritz para el problema es de la forma

N 269
wy=C HC, 9 ¥.. .+ Cybg=> c 9§, LT’
7=

Sustituyendo esto en el problema variacional B(w, ) = A(W) obtenemos

fafge ) dgon) e

=

i o J: (%% - ¢*¢1de = —.Ll¢'xzdx

31

(2.70a)

ic,e(¢,,¢))= ")

1020130043
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Donde los coeficientes B(¢,,¢}) y A@,) estan definidos por

, u (2.70b)
¢, :¢ j(%i - ¢, JCix’l(¢a ) = —Ingé,dx'

0

El mismo resultado se puede obtener usando (2.59) [en vez de 2.58] tenemos

J(u)= %ﬂ(%)z -’ + szu}ﬁ

Sustituyendo para u~ u, de (2.75) en la funcional de arriba obtenemos:

ile, )= ;i[[}i;c, ‘%T _@% ¢}J2 N 2"2@%%}}" @)

Las condiciones necesarias para la minimizacion del , la cual es una funcién

cuadratica de las variables ¢, ¢,K ¢, son:

LB (En) o

donde:
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Que son las mismas como en (2.70). Las ecuaciones (2.70a, b) cumplen para

cualquier seleccidn de funciones aproximacién permisibles ¢, .

Para la seleccion de funciones aproximacion en (2.68).

Los coeficientes de la matriz B = B(¢,,¢]J y coeficientes del vector

F =¥g,)-B(¢ —¢,)=MNg,) pueden calcularse usando:

g, =x'(l-x)=x-x"

fid% =i - (1)
Tenemos:
8, = [l e Do -Gl - e (2.722)
iz 2

- (i+j){(i+j)2 -i]_(i+j+1)(i+j+2)(i+j+3)

_ i L e (2.72b)
S I - s 3+1X4+1)

La ecuacion (2.70) se puede escribir en forma matricial como

[BYc}={F} (2.73)

Por ejemplo cuando N=2 (2.73) seré

1 [126 63fe,] 13
420| 63 52|le,| ~ 6012
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Usando 1a regla Cramer’s para resolver las ecuaciones da

¢, =—19 =-0.0813, ¢, =~ =-0.1707

La solucion del parametro dos Rayleigh-Ritz esta dada por

u, =c,p, +¢,9, =(‘:—’%Xx‘x2)+(—%xx2 ﬁx:‘)

= - lox +11x? - 21x*)

La solucion exacta de (2.65) y (2.66a) esta dada por:

e (2.74)

u(x) _ senx +Siieln(] A x) i

Los valores de los coeficientes de Ritz para varios valores de N pueden obtenerse
resolviendo (2.73). Una comparacion de la solucion Rayleigh-Ritz (2.69) con la solucion

exacta (2.74) se presenta en la tabla 2.1 y fig. 2.2.

Serie 2. Para la segunda serie de condiciones frontera (2.66b) forma bi-lineal es la
misma que la dada en (2.67) y (2.70b). La forma lineal esta dada por ¢, =0

)\(w) =-— E wx “dx + w(l) (2.752)

Y por lo tanto tenemos:

F =~ xpdc+4,0) 20

En este caso, las ¢, deberan ser selectas para satisfacer la condicion ¢, (0) =0 debido

a que EBC solo estan en x=0. La siguiente seleccion de ¢, retine los requerimientos:



4 =x (2.76)
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Los coeficientes B, y F, pueden calcularse usando (2.76) en (2.70b) y (2.75b)

respectivamente:
Moo s . i 1 (2.77)
B. = Ixr J 2z _xl 7 - _
! IO(J )‘lx l4j=1 ¥+4+I1
t 1
F o=—| x"%dc+1=-— +1
’ -L i+3
TABLA 2.1
Comparacion de las soluciones Rayleigh-Ritz y exactas de la ecuacion:

2
—%’M{;—nﬁm2 =0 paraO<x <l #(0)=u(1)=0

Coeficiente Solucién Rayleigh-Ritz —10u Solucién
Ritz* X N=1 - N=3 exacta
N=1: 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
¢;=-0.1667 0.1 0.1500 0.0885 0.0954 0.955
=2 02 0.2667 0.1847 0.1890 0.1890
¢;=-0.0813 0.3 0.3500 0.2783 0.2766 0.2764
¢=-0.1707 04 0.4000 0.3590 0.3520 03518
N=3: 0.5 0.4167 0.4167 0.4076 0.4076
¢1=-0.0952 0.6 0.4000 0.4410 0.4340 0.4342
c;=-0.1005 0.7 0.3500 0.4217 0.4200 0.4203
c3=-0.0702 08 0.2667 0 3486 0.3529 0.3530
0.9 0.1500 02115 0.2183 0.2182
1.0 0.0 0.0 0.0 0.0
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*La solucioén para el parametro cuatro Rayleigh-Ritz coincide con la solucién exacta

hasta cuatro posiciones decimales

Q.0

-0.4 4

— Three-parametes solution
and exact

-== Two-parameter solution
~- One-parameter solution

Figura. 2.2 Comparacion de la solucion Rayleigh-Ritz con la solucion exacta de (2.65) y

(2.66a). La solucion parametro tres y la solucién exacta no difieren en la escala del

dibujo.

TABLA 2.2

Comparacion de Ias soluciones Rayleigh-Ritz y exactas de la ecuacion:

2
-ﬁ—u+x2=0 para0< x <1, u(0)=0, Ay =1
dxl ‘b: x=1

Coeficiente Solucién Rayleigh-Ritz Solucién
Ritz* x N=1 N=2 N=3 exacta
N=1: 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

ci=1.1250 0.1 0.1125 0.1280 0.1271 0.1262
N= 02 0.2250 025320 0.2519 0.2513

¢1=1.2950 03 0.3375 0.3745 0.3740 0.3742

c=-0.15108 04 0.4500 04938 0.4934 0.4944
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N=3: 0.5 0.5625 0.6097 0.6099 0.6112
¢1=1.2831 0.6 0.6750 0.7226 0.7234 0.7244

c;=-0.11424 0.7 0.7850 0.8325 0.8337 0.8340

€3=-0.02462 0.8 0.9000 0.9393 0.9407 0.9402

0.9 1.0125 1.0431] 1.0443 1.0433

1.0 0.1250 1.1442 1.1442 1.1442

*El parametro cuatro de fa solucién Rayleigh-Ritz coincide con la solucion exacta hasta

cuatro posiciones decimales.

La solucién exacta en el presente caso esta dada por:

2 (2.78)

ir 2cos(l - x)- senx .
cosl
En la tabla 2.2 se presenia una comparacion de la solucidon Rayleigh-Ritz con la

solucion exacta.

EL METODO DE RESIDUOS PESADOS
Como se sefialo anteriormente, uno puede escribirse siempre la forma integral pesada de
una ecuacion lineal o no lineal (en las variables dependientes). La forma débil puede
desarrollarse si las ecuaciones son de segundo orden o mayor aun si ellas son no
lineales. Sin embargo, no siempre es posible construir una variacional cuya primera
variacion sea igual a la forma variacional. El método Rayleigh-Ritz puede también
aplicarse a todos los problemas, incluyendo problemas no lineales, que tienen forma
débil. En este método, las funciones peso son igualadas necesariamente a las usadas en
la aproximacion. El método de residuos pesado es una generalizacion del método
Rayleigh-Ritz en que las funciones peso pueden escoger de una serie de funciones
independientes y requiere solamente la forma integral pesada para determinar los
parametros. El método de residuos pesados puede usarse para aproximar la forma
integral pesada de cualquier ecuacion. Ya que la forma posterior no incluye cualquier

condicion de frontera especificada del problema, las funciones aproximacion deberan
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seleccionarse de modo que la solucion aproximada satisfaga las condiciones de frontera
esencial y naturall En adiccion, las funciones peso pueden seleccionarse
independientemente de las funciones aproximacién, pero se requiere que sean
independientes (asi que las ecuaciones algebraicas resuliantes sean linealmente

independientes). Esta flexibilidad es ventajosa en ciertos probiemas lineales.

En esta seccion, discutimos primero el método general de residuos pesados y luego
consideramos ciertos casos especiales que se conocen con nombres especificos (ej.

métodos Garlekin y cuadrado minimo).

El método de residuos pesados se puede describir en su generalidad considerando la

ecuacion operador
Alu)= f en 2.79
Donde A es un operador (lineal o no lineal), a menudo un operador diferencial, actuando

sobre la variable dependiente ¥ y f es una funcion conocida de las variables

independientes Algunos ejemplos de tale operadores son:

N>
Sy
—
So—
]|
l ]
N
Y AL
o
u
™~
3
S LS

(2.80)

{2303
4. A )_-g[ug]

Para que un operador A sea lineal en sus argumentos, debe satisfacer la relacion:



donde €es un dominio de dos dimensiones , y ¢ son las funciones peso , las cuales

en general , no son las mismas que las funciones aproximacion ¢ .La serie {qﬁ,} debe

ser una seric independiente. Por otro lado, las ecuaciones dadas por (2.84) no seran

linealmente independientes y no serdn solucionables.

Los requerimientos en ¢, y ¢, para el método residuo-pesado son distintos de los del

método Rayleigh-Ritz, los cuales estan basados en la forma débil (integral) de la
ecuacion diferencial. El requisito de diferenciabilidad sobre ¢, en el método de residuo
pesado es dictado por la exposicion integral (2.84) , opuesto a la forma suave del metido

Rayleigh-Ritz . Por lo tanto, ¢, debe tener derivadas diferentes del cero hacia arriba en

orden de aparicion en la ecuacion operador (2.79) . Ya que la forma integral pesada
(2.84) no incluye cualquiera de las condiciones frontera especificadas (esencial o

natural) , debemos requerir también que u, en (2.82) satisfaga todas las condiciones
frontera especificadas del problema . Consecuentemente, ¢ se requiere que satisfaga
todas las condiciones frontera especificadas , y ¢, se requiere que satisfaga la forma

homogénea de todas las condiciones frontera especificadas del problema. Esos

requerimientos sobre ¢ y ¢, incrementaran el orden de las expresiones polinomiales
usadas por el método residuo pesado. En general, las ¢4 usadas en este método son

funciones de mayor orden que las usadas en el método Rayleigh-Ritz, y ias funciones
usadas en el pasado pueden no satisfacer los requisitos de continuidad
(diferenciabilidad) del método o residuo pesado. Varios casos especiales del método

residuo pesado se discuten en los siguientes parrafos,

EL METODO PETROV-GALERKIN. Fl método residuo pesado esta referido al
método Petrov-Galerkin cuando w, #¢, . Cuando el operador A es lineal (2.84)

puede simplificarse a la forma

i[[o¢’ A(¢) Wy}jJ = IQW"V - A(¢o )PIQ'V



61

N (2.84)

observe que la matriz coeficiente {A] no es simétrica:

A, = [wAlg Jady = A, &=

EL METODO GALERKIN . Para la seleccion de la funcion peso y, igual a la de la
funcion aproximacion ¢ , el método del residuo pesado es mejor conocido como el

método Galerkin. Las ecuaciones algebraicas de la aproximacion de Galerkin son:
(2.86a)

N
Z A, =K
)1

Donde

A, = [ oo oy, £ [ gl - Al (2.860)

De nuevo observamos que A, no es simétrica.

En general el método Galerkin no es el mismo que el de Rayleigh-Ritz, esto en cuanto a

lo requerido para determinar los coeficientes ¢,

Las funciones apreximacion usadas en el método Galerkin se requieren que sea de

mayor orden que las usadas en el método Rayleigh-Ritz .
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Si la ecuacion lo permite y uno lo quiere, la diferenciacion puede transferirse de la
solucién # ala funcidn peso w=¢ .y con ello obtener uno la forma débil para relajar
los requisitos de continuidad en las funciones de aproximacion e incluyen las
condiciones de frontera natural especificadas del problema.

Los métodos Rayleigh-Ritz y Galerkin producen las mismas condiciones en los dos

casos: (i) cuando las condiciones de frontera especificadas del problema son todas del
tipo esencial, y por lo tanto los requerimientos sobre @ en los dos métodos ilegan a ser
los mismos y Ia forma integral pesada se reduce a la forma débil; y (i7) cuando las

funciones de aproximacion del método Galerkin son usadas en el método Rayleigh-Ritz .

EL METODO DE CUADRADO MINIMO. En este método, determinainos los

parametros, minimizando la integral del cuadrado del residuo (2.83):

%IQRZ(’:’}]’CJ)M =0
(2.872)

I%Rdm}: 0

La comparacién de (2.87a) con (2.83) muestra que ¢ = % si A esun operador
1

lineal, @ = A{¢) y(2.87a)llegaa

S[J, Al Jew e, = [ AN - A sy

i/j’.}cj _r (2.87b)

Donde:
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4, = [\ Ag Yoy, F,= [ glf - g sy 2870

Notar que la matriz coeficiente A;; es simétrica, pero involucra el mismo orden de

diferenciacién como el de la ecuacion diferencial gobernante.

ELL. METODO DE COLOCACION. En el método de colocacidon obtenemos una

solucion aproximada u#, a (2.79) en la forma de (2.82) requiriendo que el residuo en la
ecuacion sea idénticamente cero en N puntos seleccionados x' = (x’, ) Xi =12,.,N) en
dominio de €.

R(x‘,y‘,cj):o (i=12,.,N) (2.88)

La seleccion de los puntos x* es crucial en la obtencion de un sistema de ecuaciones

bien acondicionado y para la obtencién de una solucion exacta. El método de colocacion
puede mostrarse como un caso especial de (2.84) con y, =6 (x", y’) donde &(x) es la

funcion delta Dirac definida por:
fGeplx— gty = £(2) &5
Con esta seleccion de funciones peso, la exposicion de residuo pesado llega a ser:
Lé'(x— x’)R(x,cJ )dmjz =0
Rl¥.e)=0 (2.90)

Consideremos un ejemplo para ilustrar el uso de varios casos del método residuo pesado.



Ejemplo 2.6. Considere la ecuacion diferencial [ ver gjemplo 2.4 en condiciones de

frontera serie 2 |

: 2.91
—le:——tu-x:(), «(0) = 0, w(1)=1 @5

Para un método de residuo pesado, @, y ¢, deben satisfacer las condiciones siguientes:

¢o(o) =0, ¢,(1)=1 (satisface las condiciones de frontera real)

9, (0) =0, ¢ (1) -0 (satisface la forma homogénea de las

condiciones frontera especificadas)

Para una seleccion de polinomios algebraicos, suponemos que ¢, (x) = a+ bx y se usan

las dos condiciones en ¢, para determinar las constantes a y & . Obtenemos

¢o(x): *

Ya que hay dos condiciones homogéneas, debemos suponer un polinomioc de
parametro tres como minimo para obtener una funcién no cero, ¢ =ag+bx+cx’.

Usando las condiciones sobre g, , obtenemos:

¢ =—2-x)

La constante ¢ puede ser igual a la unidad debido a que se observara dentro del
parametro ¢, .

Para ¢, podemos suponer una de las formas

¢, =a+bx+d’ & ¢,=a+cx’ +dx’
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con d #0; ¢, no contiene todos los términos de todos las ordenes en cualquier caso

pero, la solucion aproximada es completa debido a que {g,.4,}contiene todos los

términos arriba del grado tres. Para la primer seleccion de ¢, , obtenemos:
¢, = x(1-2x)

El residuo en la aproximacion de la ecuacion es:

d

R = —[0+gc, d;fij—(géo +gq¢,)+x’

= c1(2—2x+x2)+c2(-z+4x—x2 +§x2)—x+x2

(2.92)
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CAPITULO 3

ANALISIS DEL ELEMENTO FINITO EN PROBLEMAS DE UNA
DIMENSION CON VALOR FRONTERA DE SEGUNDQO ORDEN

3.1 COMPARACION DE ELEMENTO FINITO CON LOS METODOS
VARIACIONALES.

Los métodos variacionales tradicionales descritos en el capitulo 2 dejan de ser
efectives debido a un defecto serio, particularmente, la dificultad de construir las
funciones aproximacion. Las funciones aproximacion, aparte de satisfacer continuidad,
independencia lineal, perfeccién, y condiciones de frontera esenciales, son arbitrarias, la
seleccion se hace mas dificil cuando el dominio dado es geométricamente complejo. La
calidad de la aproximacion es afectada directamente por la seleccion de las funciones
aproximacion, e€s inquietante conocer que entonces no existe procedimiento para
construirlas.

Debido a este defecto, a pesar de la simplicidad en obtener soluciones aproximadas,
los métodos variacionales tradicionales de aproximacion, nunca se consideran
competitivos computacionaimente, cuando se comparan con los esquemas tradicionales
de diferencia finita.

Idealmente hablando, un método computacional efectivo debe tener las siguientes

caracteristicas:

1. Debe tener una matematica perfecta asi como bases fisicas.
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No debera tener limitaciones cuando se considere la geometria, la composicion
fisica det dominio, o la naturaleza de la carga.

El procedimiento formulativo debera ser independiente de la forma del dominio y
la forma especifica de las condiciones frontera.

El método debera ser flexible en cuanto a los grados de aproximacion sin
reformular el problema completo.

Deberé involucrar un procedimiento sistematico que pueda automatizarse para

usarse en computadoras digitales.

El método del elemento finito es una técnica en la que el dominio estd representado

como un conjunto de dominios simples, lamadas elementos finitos, tal que, es posible

construir sistematicamente las funciones aproximacién necesitadas en una aproximacion

variacional o residuo pesado de la solucion de un problema sobre cada elemento. Por o

tanto, el método del elemento finito difiere de los métodos tradicionales estudiados

antes en la manera de como se construyen las funciones aproximacion.

1.

El método del elemento finito tiene tres caracteristicas basicas:

Division del todo en partes. Lo cual representa geométricamente un dominio
completo como un conjunto geomeétrico de dominios simples, que dan lugar a una
derivacion sistematica de las funciones aproximacion.

Derivacion de funciones aproximacién sobre cada elemento; las funciones
aproximacion son por lo regular, polinomios algebraicos que se derivan usando la
teoria de interpolacion.

Ensamble de elementos. Basado en la continuidad de la solucion y balance de
flujos internos. El ensamble de elementos representa una analogia discreta del
dominio natural, y el sistema asociado de ecuaciones algebraicas representa una

analogia numérica del modelo matematico del problema que se esta analizando.

Las tres caracteristicas constituyen los tres pasos principales de la formulacion del

elemento finito. La geometria de los elementos usada para representar el dominio de un

problema debera ser, tal que, las funciones aproximaciéon puedan ser derivadas Gnicas.

Las funciones aproximaciéon dependen no solamente de la geometria, sino también, del
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namero y localizacion de puntos llamados nodos, en el elemento y las cantidades a
ser interpoladas (ejem. solucion, o solucidon y sus derivadas ).Una vez que las funciones
aproximacion se han derivado, el procedimiento para obtener relaciones algebraicas
entre los coeficientes desconocidos (lo cual da los valores de la solucion en los nodos

del elemento finito) es exactamente €l mismo usado en los métodos Rayleigh-Ritz y

residuo pesado.

El método del ciemento finito, no solo supera el defecto de los métodos

variacionales tradicionales, sino que también esta dotado de una técnica computacional
efectiva.

Los pasos basicos involucrados en el analisis del elemento finito de un problema se
dan en la tabla 3.1

TABLA 3.1:

Pasos invelucrados en el anilisis del elemento finito de un problema:

1. Discretizacion (o representacion) del dominio dado en un conjunto de elementos

finitos preseieccionados. (Este paso puede postponerse hasta que se complete la

formulacion de la ecuacidn del elemento finito)
a) Construya la malla del elemento finito de los elementos preseleccionados
b} Nuamero de nodos y elementos
¢) Genere las propiedades geomeétricas (coordenadas y 4reas de seccion
transversal) necesarias para el problema.
2. Denvacion de las ecuaciones de elemento para todos los elementos
tipicos en la malla.
a) Construir la formulacidn variacional de la ecuacion diferencial dada sobre el

elemento tipico.

b) Suponga que la variable dependiente tipica u es de 1a forma.

U= i”s%
|

y sustituya en el paso 2a para obtener las ecuaciones de elemento
en la forma



69

[k R} =17}

¢) Derive o seleccione, si estan disponibles en la redaccién, funciones

interpolacion de elementos ¥j | y calcule las matrices de elemento.

3. Ensamble las ecuaciones de elemento para obtener las ecuaciones del problema total

a. Identificar las condiciones de¢ continuidad de inter-elemento entre las
vartables primarias (relaciones entre los grados de libertad locales vy los
grados de libertad globales-conectividad de elementos) mediante la relacion
nodos del elemento a nodos globales.

b. Identificar las condiciones de equilibrio entre las variables secundarias
(relacion entre la fuente local o componentes fuerza y las componentes de
la fuente especificada globalmente).

c. Enpsamble las ecuaciones de elemento usando los pasos 3a y3b.

4. Imposicion de las condiciones frontera de un problema.

a) Identificar los grados de libertad globales primarios especificados.

b) Identificar los grados de libertad globales secundarios especificados (si no se
dan en el paso 3b).

5. Solucidn de las ecuaciones ensambladas.

6. Postprocesamiento de los resultados.
a) Calcular el gradiente de la solucion de otras cantidades deseadas de los
grados de libertad primarios calculados en el paso 5.

b) Represente los resultados en forma tabular o gréfica.

En las secciones que siguen, nuestro objetivo sera introducir muchas ideas
fundamentales que forman las bases del método del elemento finito. Los pasos basicos
de un analisis de etlemento finito se introducen via un modelo de ecuacion diferencial de

segundo orden, representativa de muchos sistemas de una ecuacion de una dimension.
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3.2 PASOS BASICOS PARA EL ANALISIS DEL ELEMENTO FINITO

MODELO DE PROBLEMA DE VALOR FRONTERA

Considere el problema de encontrar la funcion #=(x) que satisfaga la ecuaciéon

diferencial :

d( du) . (3.1)
~ w9 teu—q=90 para: 0<x< L

y las condiciones frontera
du (3.2)
u(0)=u,, (a—)' =0,
x=L

donde a=alx), c=cx), q=¢(x), v,y Q, son los datos del problema (cantidades

conocidas).

La ecuacion 3.1 esta en conexion con la descripcion analitica de muchos procesos
fisicos. Por ejemplo, conduccién y conveccion de calor en una pared plana o aleta
transferencia de calor en una dimension), flujo a través de canales y tuberias, deflexion
transversal de cables, deformacion axial de barras (ver fig. 3.1a) v muchos otros

procesos descritos en la tabla(3.1). La tabla 3.2 contiene una lista de varios campos de

problemas descritos por (3.1).
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q(x)
= y
u=u=0 a;u"-:Qo

®)

F—=x
gl Tanad P BRI o0 T B o

®¢2 Q) -e@etl. @ N+1
A

Numero de nodos Nimere de elementos

®)
Figura 3.1 Discretizacién del elemento finito de un dominio en una dimensién: (a)

problema fisico;, (b) idealizacion matematica; (c) discretizacion del elemento finito.



TABLA 3.2

Algunos ejemplos de las ecuaciones de segundo orden en una dimensién

dx\ dx

-‘-i—( @—J:q pral<x<lL

du
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Condiciones: de frontera esencial: ¥ ,_,= %, de frontera nammi[a —) =1 =0

ax

Campo Variable primaria Térmimo fisente Variable secundaria
u a q 0,
1.Deflexion wransversal Deflexion Tension en Carga transyersal Fuerza axial
deun cable transversal cable distribuida
2. Deformacién axal de Desplazamiento EA(E=modulo, Friccidn o fuerza de Fuerza axial
una batra longaudinal A= Ares sece, Transv.) conlacto sobse barra
2. Transferencia de calor Temperatura Condudividad térmica Generacidn de calor Calor
4. Flujo a través de Prosién D128 Fuente de flujo Razén de flujo
tubos hidrostatica D=Diametro (generalmente cero)
[t =viscosidad
5. Flujo laminar Velocidad Viscosidad Gradiente de presidn Esfuerza axial
meompresible a
través de un canal
bajo gradiente a
presion constante
6.Flujo a través de mn Fuente de fluide Coeficiente do Flujo de fluido Flyjo
medio poroso permeabilidad
7. Electrostatica Potencial Constante Densidad de carga Flujo elédrico
electrostatico dieléarica
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5. Flujo lantinar Velocidad Viscosidad Gradiemic dé presién Esfueszo axial
incompresible a
traves de au anal
bajo gradiente a
presion congtante

6.Flujo a través (}e un Fuente de fluvido Coeficiente de Flujo de fluido Flujo
medio poroso permeabilidad
7. Electrostitica Potencial Constartte Densidad de carga Flujo eéctrico
electrogtatico diejéctrica

Cuando o(x) =0.
A continuacion se presenta paso por paso un procedimiento para la formulacion y

solucion de (3.1) mediante el método del elemento finito.

DISCRETIZACION DEL DOMINIO

El dominio del problema en el caso presente, consiste en que todos los puntos entre
x=0yx=LQ0,L); ver fig. 3.1(b). El dominio  se divide en dos series de elementos
finitos, un elemento tipico de longitud A, existe y esta localizado entre los puntos A'y
B. El conjunto de tales elementos se llama la malla del elemento finito del dominio.
(ver fig 3.1c). La razon para dividir €l dominio en elementos finitos es doble: primero,
para representar la geometria del dominio; y, segundo para aproximar la solucién sobre
cada elemento de la malla para representar mejor la solucién sobre el dominio entero.
La aproximacion del dominio en ¢l caso presente no es interés, ya que es una linea recta.
Si el dominio es una curva entonces la aproximacion mediante una serie de lineas rectas
0 curvas es necesaria para representarlo. La aproximacion de la solucton sobre cada
elemento de la malla es mas simple que su aproximacion sobre el dominio entero.
Recordar que en los métodos variacionales tradicionales, la solucién requiere satisfacer
las condiciones frontera del problema. Esto presenta algunas restricciones en la
seleccion de funciones aproximacion, especialmente cuando existe discontinuidad en la

geometria, propiedades del material, y/o carga del problema.
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Para conectar los elementos ¢ imponer continuidad de la solucion en nodos comunes

a elementos, identificamos los extremos de cada ¢lemento linea como los nodos del
elemento.
Dependiendo del grado de aproximacion polinomial usado para representar la solucién,
se pueden identificar nodos adicionales dentra del elemento. Los nodos juegan el papel
de puntos de interpolacion, en la construccion de las funciones aproximacion de un
clemento.

El nimero de elementos usados en un problema, depende del tipo de elemento y
exactitud deseada. Siempre gque un problema se resuelva por el método del elemento
finito por primera vez, unc requicre investigar las caracteristicas de convergencia de
aproximacion del elemento finito refinando la malla gradualmente (incrementado el
nimero de elementos) y comparando la solucion con los obtenidos por elementos de
mayor orden. El orden de un elemento se refiere al grado de polinomio usado para
representar la solucion sobre el elemento.

DERIVACION DE LAS ECUACIONES ELEMENTO

La derivacion de ecuaciones de elemento finito, esto es ecuaciones algebraicas que
relacionan las variables primarias con las variables secundarias en los nodos de los
elementos involucran tres pasos.

1. Construir la forma débil o residuo pesado de la ecuacion diferencial.
2. Suponer la forma de la aproximacion sobre un elemento finito tipico.
3. Derivar las ecuaciones de elemento finito mediante la sustitucion de la solucion

aproximada en la forma debil o residuo pesado.
elemento tipico ' = (x,,,xg) , Cuyos puntos extremos tienen las coordenadas
X=X, Yx=Xg, seaisla de la malla (ver fig 3.2a). Damos una solucién aproximada a la

ecuacion que rige sobre el elemento, usando el método Rayleigh-Ritz.

En principio, cualquier método que permita la derivacion de las relaciones,
algebraicas necesarias entre los valores nodales de la variable dependiente puede usarse.
Aqui se desarrolian las ecuaciones, algebraicas usando el metodo Rayleigh-Ritz, que
se basa en la forma débil de la ecuacion diferencial. Las ecuaciones resultantes de la

aplicacion de un método variacional, son relaciones entre las variables primarias
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{aquellas involucradas en la especificacion de las condiciones frontera esenciales) y las
variables secundarias (las involucradas en la especificacion de las condiciones de
frontera naturales). Los tres pasos en la derivacion de las ecuaciones de elemento finito

de un elemento tipico de la malla se discuten enseguida:

PASO 1: FORMA DEBIL. En el método del elemento finito damos una solucion
aproximada a (3.1) sobre cada elemento finito La aproximacion polinomial de la

solucion para un elemento finito Q° es de la forma:

- (3.3)
U® =Y uly(x)
2=1

donde u;son los valores de la solucién en los nodos del elemento finito y 7 son las

funciones aproximacion sobre el elemento. Los coeficientes u; son determinados de
modo que (3.1) sea satisfecha en sentido de integral pesada. El nimero necesario y
suficiente de relaciones algebraicas entre los #; puede obtenerse, cambiando la forma

de la ecuacion diferencial (3.1) en una forma integral pesada.

o[l oo o

donde w(x)representa a la funcion peso y Q° = (xA ,xa)es ¢l dominio de un elemento

tipico (ver fig. 3.2a). Para u ~ U* y cada seleccién independiente de w, obtenemos una

ecuacion algebraica independiente relacionando todos los #; del elemento . Un total de

n ecuaciones independientes se requieren resolver para n valores u; . Cuando se escoge
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que wsea ¥, y (3.4) se usa para obtener la i-ésima ecuacién de las n ecuaciones

requeridas, e] modelo del elemento finito resultante (sistema de ecuaciones algebraicas

entre los valores modales) es el modelo del elemento finito Galerkin. Ya que (3.4)
contiene la segunda derivada de U°, las funciones aproximacion y; pueden ser
doblemente diferenciables. En adicion, si las variables secundarias son incluidas en el
modelo, ¥ puede ser ciibica.

Para suavizar la continuidad requerida de las funciones y/j(x) , hos ocupamos de la

diferenciacion de (3.4) desde » hasta wtal que u y wsean igualmente diferenciadas
una vez cada una en el presente caso. La forma integral resultante es llamada la forma
débit de (3.1). Esta forma, no tan solo es equivalente a (3.1) sino también contiene las
condiciones frontera natural del problema. El procedimiento de tres pasos de
construccion de a forma débil de (3.1) se presento en el cap. 2 y es visitada de nuevo en

el siguiente parrafo.

El primer paso es multiplicar la ecuacion diferencial gobernante ¢on una furcién peso
¢ integrar sobre un elemento tipico. El segundo paso es llevar a cabo la diferenciacion

desde u hasta w, usando integracion por partes. Considere la identidad.

2 2] o) e 6.5

Lo cual es simplemente la regla de la diferenciacién del preducto aplicada al
d N e
producto de dos funciones, aau v w . Integrando esta identidad sobre el dominio del

elemento obtenemos:

x, |du( du x5 d du] « dw du [ du]”' x» dw (3.5b)
= haic (... 4 B T S . = wa— i
Lw[dx[“dx)}“ LE(W“dx R Mo L™ R ™

A
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Sustituyendo (3.5b) en (3.4) llegamos al resuitado

wf dw du ) [ du}"‘ (3.6)
O_LLadxdx+cwu—wq dx — wadx x

4

El tercer y ultimo paso es identificar las variables primarias y secundarias de la forma
(débil) variacional. Esto requiere que clasifiquemos las condiciones frontera esencial (6
geométrica) y natural (o fuerza). La clasificacion se hace Unicamente examinando el

término frontera que aparece en la forma débil (3.6).

e,
wa ——
dx |,

Como una regla, ¢l coeficiente de la funcion peso en la expresion frontera se llama la
variable secundaria, y su especificacion constituye la condiciéon frontera natural. La
incognita dependiente en la misma forma como en la funcién peso en la expresion
frontera es la variable primaria, y su especificacion constituye la condicion frontera

esencial. Para el modelo de ecuacion a la mano, las variables primarias y secundarias

son:

du
u — =
¥ a- 0

En ¢l escrito de la forma final de la expresion variacional (o débil), suponemos que
todas las condiciones frontera en el nivel del elemento son del tipo natural, asi que

pueden incluirse en la exposicion variacional.

-0,~(e%) . -0u=[e%) . 7
dx ), a )
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Las variables primarias y secundarias en los nodos se muestran sobre el elemento

tipico fig. 3.2 (b).

Esta figura es el diagrama de cuerpo libre del elemento tipico. Con sus fuerzas
internas (reacciones) O y ;. Las cantidades O =Q, y O; =0, tienen el
significado de fuerzas en la deformaci6n axial de barras; O, es una fuerza compresiva
mientras (J; es una fuerza a tension (algebraicamente ambas positivas como se muestra

en la fig. 3.2b).

Con la observacion en (3.7) la forma variacional llega a ser.

dw du =
0:'[;’((1; 5 +CWM—WQde_w(xADA —W(XBDB
e Xy |
AATY |
;f & | M
; ___________ _ c X=X-X,
T x A B
/ ¥=0 %=
7

e[ 4 ule J=u ulx, )=y A
Qi=—(a?i_x)x=u = (i - _3 B sz_ad—x

Fig. 3.2. Discretizacion del elemento finito de un dominio en una dimensiéon para el

modelo de problema (3.1) (2)Un elemento finito tipico de la malla de elemento finito en
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fig. 3.1 (¢), ¥= coordenada global ¥ =coordenada local, (b) un elemento tipico, con la

definicion de variables primarias (u )y secundarias (Q}de los nodos elementos.

La ec. (3.8) completa ¢l procedimiento de tres pasos para construir la forma debil en
(3.8) contiene dos tipos de expresiones; las que contienen w y #; y las que contienen solo

w. Agrupando en una expresion simple llamada la forma bilineal:

B(w,u)= r”(afiw it +cwu)4x (358)

s\ dx dx
Representando tedos los términos que contienen solamente w por A(w), llamada la

forma lineal.

I(w):JZ’wqu+w(xA 0, +wlx, )0, (3.9b)
.La exposicidn variacional puede escribirse ahora como:
Blw,u)= Iw) (3.10)

La cual se llama el problema variacional asociado (3.1) como se vera mas tarde, la
forma bilineal resulta directamente en la matriz coeficiente del elemento, y la forma
lineal aparece en el vector columna al lado derecho de las ecuaciones del elemento

finito.

Cuando se tiene interés en matematicas aplicadas, 0 mecanica de sélidos y estructural
se apreciard el hecho de que el problema variacional (3.10) no es nada, pero la

exposicion de la minimizacién de una cuadratica funcional o de energia potencial total

I(u):
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donde & es el simbolo variacional (ver sec. 2.3.3) e 1 es la funcional cuadratica definida

por [ver(2.43b)]

I(u)= 1 Blu,u)-Nu) (3.11)

La ecuacion (3.11) se cumple solo cuando Au) es lineal en 'y B(w,u) es bilineal y

simétricamente en # y w.

Cuando (3.1) describe la deformacién axial de una barra & B{u,u) representa la
energia elastica de deformacion almacenada en la barra, M) representa al trabajo
desarrollado por las fuerzas aplicadas y /(«) representa la energia potencial total del
elemento barra. Es importante notar, que las formulaciones de elemento finito, no
requieren de la existencia de la funcional /{x). La cual es necesitada como una forma de
obtener exactamente » ecuaciones algebraicas entre las u; de (3.3) de modo que la

ecuacion diferencial gobernante sea satisfecha sobre el elemento de manera significativa.
En el presente estudio, usamos la forma suave de la ecuacion diferencial (3.8) ¢ (3.10) y

el método Rayleigh-Ritz para obiener las » ecuaciones algebraicas entre las variables

nodales u] y Q7.

Paso 2. Aproximacion de la solucién. La forma débil sobre un elemento es equivalente
a la ecuacion diferencial y a las condiciones de frontera natural del elemento. Las
condiciones de frontera esencial del elemento, digamos u(x A) =u,, y u(x B) =uy, no
estan incluidas en la forma débil. De aqui que puedan incluirse en la aproximacion de
u(x) . Por lo tanto, la aproximacion de #(x) debe ser un interpolante, es decir igual a
u, en X, y Uy enx,.

Una vez que la forma débil contiene la derivada de primer orden de », cualquier
funcion continua seria candidata para la solucién del elemento finito. Representemos la

solucion del elemento finito sobre el elemento Q° = (x 2 ,xB) por /°. Entonces daremos

la solucion aproximada U° en forma de polinomios algebraicos. La razén para esta
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seleccion es doble: primero, la teotia de interpolacion de analisis numérico puede usarse
para obtener las funciones aproximacion sistematicamente sobre un elemento; segundo,
la evaluacion numeérica de integrales de los polinomios algebraicos es sencilla.

Como en los métodos variacionales, las solucién aproximacion U° debe cumplir
ciertos requisitos para que sea convergente con la solucidén real » asi como se

incremente el nimero de elementos. Estos son:

1. La solucion aproximada debera ser continua sobre el elemento, y diferenciable, asi
requerida por la forma débil.

2 Debera ser un polinomio completo, esto es, incluir todos los términos desde el menor
hasta el de mayor orden usado.

3. Debera ser un interpolante de las variables primarias en los nodos del elemento

finito.

La razén para el primer requisito es obvia; asegura una matriz coeficiente no cero. El
segundo requisito es necesario para capturar todos ios estados posibles, esto es constante

lineal y asi sucesivamente de la solucién real.

El tercer requisito es necesario para satisfacer las condiciones de frontera esencial del

elemento y forzar continuidad de las variables primarias en puntos comunes a varios

elementos.

Para Ja exposicion variacional a la mano, el polinomio de minimo orden es lineal. Un

polinomio lineal comptleto es la forma.

Uf=a+bx (3.13)

donde a y b son constantes. Estas expresion cumple los primeros dos requisitos en

(3.12). Para satisfacer el tercero:

UE(xA)=uf, Ue(xg)zu; (3.14)
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Expresamos las constantes @ y b en (3.13) en términos de #{ y ;. Las ecuaciones

(3.14) provee dos relaciones entre (@,b) y (uf Uy )

u, =a+bx,

u, =a+bx,

o en forma de matriz
qu} ~ (1 xd}{al
lu; - I_l Xp bJ

Invirtiendo (3.15b) por la regla de Cramer’s obtenemos

e

1
a= :‘; : /1 j:: =i(u;’x8 —ujx,l)a }-;lz(afuf+a2‘u;)
Ugl)\]
b=, s vy )

donde b, =x,-x, y

a)=(-1x], B!=(-1; x =x,, x} =x,

En (3.15d), i y j permutan en un orden natural

Si i=1, entonces j=2, si i=2, entonces j=7

(3.152)

(3.15b)

(3.15¢)

(3.15d)

a’y B se introducen para mostrar la forma tipica de las funciones interpolacion. La

sustitucion de (3 15¢) en (3.13) produce:
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1
U() =5 {ler i+ agng) (8 i + 3]
1 1
= et g ao(as s

e e

Esto es :

U (x) = q/,”(x)u, +, (x)uz = ; ¥; (x)uj (3.16a)

donde :

e _L e ey A ¢ ——l— ¢ °x)=-
'//.(x)—he(aﬁﬁ:")*xs_xa’ V’2(x)”he(a’+ﬁ’x)' (3.16b)

Las cuales se llaman funciones aproximacion del elemento finito lineal.
Para la interpolacion lineal (3.16) marcamos los exiremos como nodos 1y 2, v

renombramos las variables secundarias como :

0,=0. G=0 (3.17)

El nimero de nodos global para elementos conectados en serie puede relacionarse
con el nimero de nodos del elemento. Para elementos lineales, el nimero de nodos
global del elemento £ son ¢ y e+ ], y las coordenadas globales de los nodos del
elemento son x,,x,,, (estoesx, =x,y x,=X,,,)

Notar que las funciones interpolacion del elemento ¥’ en (3.16b) estin

expresadas en términos de la coordenada global x (la coordenada del problema) pero se

definen solamente en ¢l dominio del elemento Q° :(x A,x3)=(xe,x“,). Si los



expresamos en términos de una coordenada ¥ con origen en el nodo 1 del elemento, ¥/

(3.16b) toma las formas:

wf(f)=1~;i;, wf(f)=l—% b
La coordenada ¥ se llama la local o coordenada elemento. Las funciones 7 se
muestran en la fig 3.3(a). Notar que v, esigualalenelnodo 1 y ceroenel nodo 2,y
y; esigual a 1 en el nodo 2 y cero en el nodo 1. Estas propiedades de ¥ se conocen
como las propiedades de interpolacion.
Las funciones interpolacion global @, se pueden definir en términos de las

funciones interpolacion del elemento correspondiente al nodo global 1 (ver

N T Yl S R
\‘ ,l \v,
£ N
’]-—.- x ‘/ ! N .
F

e =3 e e+ 1 e+2

i F-2 I=1% [T N1
Numeros de nodo global Elementos tipicos

b = ' para x,,<x<x
! $, para x,<x<xp,
(b)
Figura 3.3. Funciones interpolacién a) local, b) global para el elemento dos nedos lineal

(xA = xe’xB = xe-n-l)

fig.3.3 b), va que U°(x) de (3.16a) es una interpolante de u(x) sobre los elementos

Q°, ¢’ son llamadas También funciones interpolacion. Las funciones interpolacion

1

derivadas usando la dependiente desconocida - no sus derivadas- en los nodos (esto es
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funciones interpolacion con continuidad ¢°) se llaman la familia Lagrange de funciones
interpolacion. Cuando la dependiente desconocida y sus derivadas en los nodos se usan
para derivar las funciones interpolacion, las funciones interpolacion resultantes se
conocen como la familia Hermite de funciones interpolacion.

Notar que . son derivadas sistematicamente; arrancando con un grado de polinomios
algebraicos supuesto para la dependiente desconocida y determinando los coeficientes
det polinomio en términos de los grados de libertad primarios, expresamos la variable
dependiente como una combinacion lineal de funciones aproximacion y las variables
nodal primarias. La llave del procedimiento es seleccionar el nimero y localizaciéon de
nodos en el elemento, tal que, la geometria del Gltimo este perfectamente definida. El
numero de nodos debe ser suficiente, para permitir el grado de interpolacion supuesto de
la solucion, en términos de las variables primarias. Para una aproximacion polinomial,
lineal, dos nodos con una ircoégnita pnimaria por nodo, son suficientes para definir la
geometria del elemento, siempre que los dos nodos sean los extremos del elemento. Ya
que un polinomio cuadratico se define Gnicamente por tres parametros, un total de tres
puntos nodales deben ser identificados en el elemento.

Para definir la geometria del elemento, dos de los nodos deben ser los extremos del
elemento. El tercero puede identificarse dentro del elemento.

Retornando a la aproximacion lineal (3.13) que se rehace como (3.16a), notamos que
la solucion verdadera es aproximada sobre cada elemento mediante un polinomio lineal
{7¢(x) (vea fig. 3.4a). El emror en la aproximacion, E = u{x) - U*(x), puede reducirse
disminuyendo el tamafio del elemento 4, o incrementando el grado de la aproximacion
(ver fig. 3.4b).

Una aproximacidn cuadratica, es de la forma:

Uf(x) =a+bx+ex’ (3.19)

La cual requiere tres nodos para reescribir I/ °en términos de los valores de u#(x) en
los nodos. Dos de los nodaos estan identificados en los extremos de los elementos para
definir la geometria, y el tercer nodo se toma del interior del elemento. En teoria el

tercer elemento puede colocarse en cualquier punto interior. Sin embargo, el punto

[
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medio del elemento, equidistante de los nodos extremos es la mejor seleccion. Otras

selecciones (punto cuarto) se dictan mediante consideraciones especiales (para tener un

cierto grado de singularidad en !a derivada de 1a solucion).

Por lo tanto, identificamos tres nodos en el elemento de longitud A, (ver fig. 3.5a) y

reescribimos U/ *(x) en términos de los tres valores nodales, (ul" My My ,) Tenemos:

ulx)

efx)

u; :U“’(x,")-—-a+lmf+c(xf)2
u, =U"’(x§)=a+bx§+£(x;)2
wf =U(x)=a+bxs +o(x2)

l —— Soludin Exacta

++v= Soludiio sds elamentos linenles
——  Soluddn tres elementos
Boeales

@

— — Soluddn denento Encal

—-... Soladon dementa _//"7"“\
oazdratice ',7 N \‘
7 A\
SR P T
1 IS v 5 6 7
-~
*
e
e ”
)
Figura 3.4

Refinamiento de solucienes de elemento finito

a)Refinamiento de la malla usando elementos lingales

b)Selucion cuadratica del elemento usando tres elementos

(3.202)



o en forma de matriz :

uf]

TP T
e
u3

€
1 x; {x;

P xt (x)

[1 x; (x1)

(3.20b)

donde x; es la coordenada global del i-ésimo nodo del elemento Q° . Invirtiendo las

ecuaciones de arriba, obtenemos

s 2
a=—> a%u, o =x(x)

E De . |

b=yt A =(x) (s

D€
i

c:

3
S22 =t

(3.21)

87
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Figura 3.5

Elemento cuadratico Lagrange de una dimension y sus funciones interpolacion
a)geometria del elemento, b)funciones interpolacion, ¢) funciones interpolacion global
correspondientes a las funciones interpolacion cuadraticas. 1 representa al nimero
global, e al nimero de elemento e / al nimero de nodo del elemento.

y (3.19) toma la forma :

3 3.22
U*(x) = vy (edarf + (g + i (o) = 2wy (o) 0

=1

donde ¥/ son las funciones interpolacién cuadréatica de Lagrange,

(3.23)

1
v =rler +r+rix’) (=123

Aqui D° representa al determinante de la matriz en 3.20b), y a;,f7yy; estan
definidas por 3.21). Los subindices usados (3.21) permutan en un orden natural.
si i=1 el j=2yk=3

si i=2 el i=3 y k=1
(evi}xh elemenio (3 24)
sio ey k=2

Por ejemplo, a ;, By 73, estan dados por
af =xi(x) ==i(=), & ={xt) ~(6)'. ri=x5-n

Las funciones interpolacion cuadraticas pueden expresarse en términos de una
coordenada local X, con origen en el nodo 1, el extremo izquierdo del elemento. La

coardenada global x esta relacionada con la coordenada local ¥ mediante la relacion

X=x'+¥ (3.25)
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donde x; =x, es la coordenada global del primer nodo del elemento Q°. Para un

elemento cuadratico, con el nodo interior, nodo 2, localizado en ¥ = a &, , tenemos:

=324

wi(%)= a—(l—‘;)%(l = (3.26)
v X1-13)

donde 0<a <1y x; =x/ +ah,, Para a=%, cuando el nodo 2 se coloca en el punto

medio del elemento ,(3.26) llega a ser :

(-2

(. %)
Ty Badl I T 3.27
4212 oz
ey X[ 2%
vi(®) = h(l h)

La grafica de las funciones interpolacion cuadratica se da en la fig. 3.5(b). La funcion

¥’ esigual a 1 el nodo i y cero en los otros dos nodos, pero varia cuadraticamente entre

los nodos.

Toda la familia de funciones interpolacion de Lagrange satisfacen las siguientes

propiedades, conocidas como las propiedades interpolacion.

o o |Osit#]
0 ”"(xf)_‘%‘{l sii=j

2 d
(2) Yyi(x)=1, deaqui ), dl/:’ =0

j:l J=1

(3.28)
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donde n-/ es el grado de polinomios interpolacion y x; es la coordenada global del

nodo j en el elemento (). Se puede verificar que las funciones interpolacion lineales en

(3.16)y las funciones interpolacion cuadraticas en (3.26) y (3.27) satisfacen las dos
propiedades en (3.28) . La primera es un resultado directo del requisito U °(xj): u; ,y

la segunda viene de la inclusion de un termino constante en el polinomio . Por ¢jemplo ,
si la aproximacidon UJ° es para representar un estado de soluciéon uniforme |

U* =U; = constante, entonces todas las # =/ , y tenemos:

Us =2, Uiy (%)
J=1

hgwm

Las propiedades de interpolacion (3.28) pueden usarse para construir las funciones de
interpolacion de Lagramge de cualquier grado . Por e¢jemplo , las funciones

interpolacion cuadraticas (3.27) pueden derivarse usando la propiedad (1) de (3.28) . De
aqui (¥} debe desaparecer en los nodos 2y 3 estoesen ¥ = %he y x=h, , esta es de

la forma :

i) = (%11 )( 1)

la constante C se determina de modo que ¥ esiguala l en ¥ = 0:

1 2
1=C(0-~2~h,)(0—h,) 6 C=;?

Esto da :

-t (-3 3

€
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Que es la misma como en (3.27). Las otras dos funciones interpolacion pueden

derivarse de manera sinmlar.

Aunque aqui se presenta una discusion detallada sobre como construir las funciones
interpolacion de Lagrange para elementos en una dimension, se encuentran disponibles
en bibliografias de anilisis numérico, y su derivacion es independiente de la fisica del
problema a resolverse. Su denvacion depende solamente de la geometria del elemento y
del mimero y localizacion de los nodos. El nimero de nodos debe ser igual al nimero de
nodos en el polinomio. Por lo tanto, las funciones interpolacion derivadas arriba se usan
no solamente en la aproximacion del elemento finito del problema a 1a mano, sino
también en problemas que admiten la interpolacidn Lagrange de las variables, esto es,
todos los problemas para los que las variables primarias son las incognitas dependientes

de las ecuaciones que rigen:

PASO 3. MODELO DEL ELEMENTO FINITO. La forma débil (3.8) 6 (3.10) es
equivalente a la ecuacion diferencial (3.1) sobre el elemento Q° y también contiene las
condiciones de frontera natural (3.7). Mas aun las aproximaciones del elemento finito
(3.16a) o (3.22) satisfacen las condiciones de frontera esencial (3.14) del elemento. Las
sustitucion de (3.16a) 6 (3.22) en (3.8) daran las ecuaciones algebraicas necesarias entre
los valores nodales #° y O° del elemento Q°. Para formular el modelo del elemento
finito basado en la forma débil (3.8) no se necesita decidir el grado de aproximacion
de U°. El modelo puede desarrollarse para un grado de interpolacion arbitrario.

7
u=U* =) Uly'lx
; vil) (3.29)

donde y° son las funciones de interpolacion de Lagrange de grado n—1. Cuando

n>2, la forma débil en (3.8) debe ser modificada para que incluya las variables

secundarias diferentes a cero, si en el interior de cualquier nodo :
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Xz dwdu g ”
0= {(azz+cwu)dx- qudx_ w(x:)Qxe (3.30)

dondex; es la coordenada global del i-ésimo nodo del elemento Q°
Si los nodos 1 y n representan los extremos del elemento entonces & y OF
representan las fuentes de punto desconocidos . Y todas las demas (° son siempre

conocidas ( es decir fuentes de punto aplicado).

Siguiendo el procedimiento Rayleigh-Ritz desarrollado en la seccion 2.4 sustituimos

(3.29) para u y w;,y, .., para w forma débil (3.30) para obtener # ecuaciones

algebraicas
Xy d!//e L dwe a ] ” ‘
0:L [a—dr'[Zu ’J ey [Zu v (x)] de— >y,
s j-1 =1 ] J=1
e e 7 3.31a)
<5 d = edW e - € (
0= o [0%[2 u d;) +C%[Z” (X)J‘qu dx"ZWz
A s B 3 1

(1-ésima ecuacion)

s dy' (& Ay d . . S
O:Ld{a ‘Z [Zluj cijj+c‘//n(§u}wj(x))“qu}’_g‘ﬂn

i-
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Notar que le nimero de ecuaciones algebraicas es de acuerdo a las variables

primarias del elemento . La i-€sima ecuacion algebraica puede escribirse como:

(3.31b)
0= ZK” ‘—fr-0° (i=12..,n)
Donde:
*» d% e e e Tz e e
_J +c¢;/‘y/} =B(1'¢r',{//J)> F =L q;{/‘dx=1(!//|.)
* (3.31¢)
Notar que la propiedad (1) de interpolacion de (3.28) se usa para escribir:
(3.32)

Y=o

Las ecuaciones (3.31a) pueden expresarse en términos de los coeficientes
k.15 y @ como:
kpuf kgt kg = £+ O
kg uy + kot +. 4k, ul = £+ 0
(3.33a)

Kottt AR+, Ak = £ +Q°

Las ecuaciones algebraicas (3.33a) pueden escribirse en forma matricial como:

[k Y} ={r}+{o} (3.33b)



9%

La matriz [k‘] se Hlama la matriz coeficiente, o matriz de rigidez en las aplicaciones de

la mecénica estructural. Ei vector columna { I "’} es el vector fuente o vector fuerza, en
problemas de mecénica estructural, Observe que (3.33) contiene 2» incognitas:
(uf,u; ,...,u:) (Q, 5 el ,_,,,) llamada grados de libertad nodal primario y secundario

del elemento. De aqui no se pueden resolver sin temer n condiciones adicionales.
Algunas de ellas se proveen por las condiciones de frontera y el resto por balance de las
variables secundarias ()7 en nodos comunes 2 diferentes elementos. Este balance puede
implementarse colocando los elementos al mismo tiempo. (esto es, ensamblando las
ecuaciones elemento). Con el ensamble de ecuaciones y la imposicion de las condiciones

de frontera obtendremos €l mismo niimero de ecuaciones algebraicas que el nimero de

grados de libertad desconocidos primario y secundario. La matriz coeficiente [k’], que

es simétrica, y el vector fuente { £ g} pueden evaluarse para un elemento dado y datos
(a,c,y g para los valores de las constantes del elemento discreto acy ¢

(digamos a,.c,y qe) los coeficientes k' y f° pueden evaluarse ficilmente para un

elemento tipico

ELEMENTO LINEAL. Para una malla de elementos lineales Q° estd localizado entre

los nedos globales x, =xe y x, =x,,, (ver fig. 3.2). De aqui:

e Yert dlfll d‘l/
K,J=L [a & cwvr,)d‘r 1 fqew,dx

6 en el sistema de coordenadas local ¥
W dy
I[ v LY, cw,t/f,de fe=laydE

donde: x=x' +¥,y
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Las ¥ se pueden expresar en términos de ¥ [ver(3.18)] como:

I I
%(x)=l—;1-, wz(x)=71:

€

Podemos calcular K y f° evaluando las integrales. Tenemos:

Similarmente :

,fqe(l-*:de‘— s Jr = J'qe( ) -zl"q.,he

Por lo tanto, para la constante g, la fuente total ¢ 4, es distribuida igualmente en los dos

nodos. la matriz coeficiente y el vector columna son:



al 1l =1 eh|2 1
[Ke = 2l Y ‘e
hl-1 1] 6|1 2 (3.34a)
o _ gk 1}
4 2 {1 (3.34b)
Sia=a,x yc=c, la matriz coeficiente [k‘] puede evaluarse como :
a {x +x 1 -1] e¢hi2 1 (3.35)
[Ke]:_e ol ™ § Lk
R 2 J-1 1" et 2

A,=A(I,) A= ;(Ae + AH-I)
A¢+!=A(xt+ l)

Xe+1 |
Figura 3.6. Aproximacion de un elemento con seccion transversal variable linealmente

mediante un elemento con seccidn transversal constante.

Cuando a es una funcion lineal de x, esto equivale a remplazar a en la matriz

coeficiente con su valor promedio [ comparar (3.34) con (3.35)]:
1 3.36
a,y = o(x, +x.,)a, S

Por ejemplo, en el estudio de barras con seccion transversal variable linealmente

A, -4
a=EA(x) = E(Ae +—M;-—"J'E)

Estas cantidades reemplazan la seccion transversal variable con una seccion
transversal constante dentro de cada elemento, el area de la seccion transversal de la

seccion constante, siendo el area promedio de la seccion transversal del elemento que
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varia linealmente (ver fig. 3.6). Aqui A, representa al area de la seccion transversal en

x,y 4,,estalque x=x,,

e+l

Cuando a,c y ¢ son polinomios algebraicos en x, la evaluacion K] y f; es sencilla.

Cuando son funciones de x complicadas se buscard la evaluacion numérica de las

integrales en [K‘] y {f‘}.

Cuando a y g son constantes del elemento discreto y ¢=0, las ecuaciones del

elemento finito correspondiente al elemento lineal son:

a, 1 -1 tl,e —q_ehﬁ. 1 % Q,e
N i S 01 674 B 2R 1§ I 4
a, 1 (3.37a)

ae €

h_u' _-h_uZ _ch (4 +Ql
(2

e 4

B

€

a
- 71_”2 = qu +05
¢ (3.37b)

ELEMENTO CUADRATICO. para una malla de elemento cuadratico, el elemento

QO esta localizado entre los nodos globales x, =x,,, v ¥; =¥%,,,,. De aqui.

e __ ey dl//' dv, dWJ
Kvlj _I (a dx dx +C W: y’_y]¢ 7?( (k tix ., e W:'/’

(3.38)
fr=rqae= [ yia

Donde las funciones interpolacion cuadratica de Lagrange . (¥)}i =1,2,3) estan

dadas en (3.27). Evaluando las integrales en (3.38), obtenemos:
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bl 2 A A e

7a, 2

= gh—-c» 12—Sceh6

e e R 3 4%)(4 8% 1-3x (¥ %( =xY
et 3 - )

_8a 2 h
T3h, 3068

asi sucesivamente. Sirnilarmente:

J h \h

Lo | ox x 4
5=, qg[4k—+[l"h—ﬂdf=gqehe

€

ff=r’qe[l-3—x+2(ij }c&—qeh, f:  (porsimetria)

Notar que, para elementos cuadraticos, la fuente total gk, no esta distribuida

igualmente entre los nodos. La distribucion no es equivalente a la de dos elementos

lineales de longitud %he. Por lo tanto, el calculo de f;° estaria basado en las funciones

interpolacion de ese elemento. La suma de f° para cualquier elemento seria igual a la

integral de g(x) sobre el elemento:

iff - g (3.39)

Los valores de a,c, y ¢, las matrices del elemento de un elemento cuadratico son:

7 -8 1 4 2 -
[k]=-2-|-5 16 8 [+“%2 16 2 (3.40a)
3h, 30
1 -8 7 -1 2 4

L
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(7} =2 dy (3.40b)

CONECTIVIDAD DE ELEMENTOS

En la obtencion de las ecuaciones del elemento, aislamos un elemento tipico (el e-
ésimo) de la malla y formulamos el problema variacional (o forma débil) y
desarroliamos su modelo de elemento finito. Para resolver ¢! problema total, debemos
poner los elementos de vuelta en sus posiciones originales. Haciendo esto, antes de la
discretizacion, imponemos la continuidad de las variables primarias y el balance de las
variables secundarias en los nodos de conexidn entre los elementos. La continuidad de
las variables primarias se refiere aqui a la naturaleza de la solucion evaluada simple; el
balance de las variables secundarias se refiere al equilibrio de fuentes punto en la union
de varios elementos. Por lo tanto el ensamble de elementos se lleva a cabe imponiendo
las dos condiciones siguientes:

1. Continuidad de las variables primarias en nodos conectando

ut =u (3.41a)

esto ¢s, el ultimo valor nodal del elementoQ® es el mismo que el primer valor nodal del

elemento adyacente Q'

2. Balance de las variables secundarias en los nodos conectados

. w. |0 sino se aplica fuente de punto externa
+ =0 " . .
& +O O, siuna fuente de punto externa de magnitud Q, se aplica (3.41b)

En ¢l escrito de (3.41) se supuso que los elementos estan conectados en secuencia. La

e e+l

continuidad de las variables primarias #, =u;" | y el balance de las variables

secundarias 5 + 07" para una malla de elementos lincales se ilustra en la Fig.3.7 El
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balance de las variables secundarias puede interpretarse como la continuidad de a-sg (
74

no a9V 4& ) ene¢lpunto comun a los elementos Q° y Q°*' (cuando no hay cambio en

du

a—_ se impone externamente)
o2 ey
a ) =\a e
4
(aﬁje+(—a@ M*O
dx dx/ (3.42)
O;+0r =0
Le+i(x)
AT

Figura 3.7.
Ensamble de dos elementos lineales de Lagrange :

a)continuidad de la variable primaria.



101

b)balance de las variables secundarias.

La continuidad de las variables primarias en el inter-elemento es impuesta por el renombre

de las variables #° y "' en x = x,, como uno y el mismo, particularmente ¢l valor de

# en el nodo global N:

(3.43)

Ry
uw,=u" =U,

donde N =(n—1)e+1 es el nimero de nodo global correspondiente al nodo # del
elemento €° y el nodo 1 del elemento Q°*' . Por ejemplo , una malla de £ elementos
finitos lineales (n = 2) , tenemos
u =U,
w,=u; =U,

2 _ .3
w,=u, =U,

(3.44)

Para ejecutar el balance de las variables secundarias Q° (3.41b) es claro que

podemos hacer OF +(Q"' igual a cero o un valor especificado solamente si tenemos

tales expresiones en nuestras ecuaciones. Para obtener tales expresiones, debemos
agregar la n-ésimo ecuacion del elemento Q° a la primera ecuacion del elemento Q'

esto €s, agregamos .

n

2K =1 +0;

1

n
y ZK;wtujH :j‘le-f-l_}'QleH
-1
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para dar:

(3.45)
§ (K +&50)= 1241 (2 087)
251 =_f:+_f1”1+Qo

Este proceso reduce el nimero de ecuaciones desde 2F hasta F+1. La primera
ecuacion del primer elemento y la Gltima ecuacion del dltimo elemento permaneceran
invariables , excepto para el renombre de las variables primarias . El lado izquierdo de

(3.45) puede escribirse en términos de los valores nodales globales come:

f 41 e
(Kjlu,“' + Kou, +...+K:muj,) +(K{’,”uf” + K 'w . K )
_ e e e
- (Knlle + KnZUN¢l+' y '+KnmUN +n—'])
e+l e-1 e+l
+(Kn Uiy + K Uyl +. 4K UN+2n—2)
__ pre e ¢
=K. +KL U, . i p—

& aw ] e+l e+l
SR EEIRLS [ Exad) A LKPON(

(3.46)

donde N =(n—1)e+1 . Para una malla de E elementos lineales (7 = 2) , tenemos :

K]I](Jr. +K112U2 =_f11 +Q}l (mvarlable)

: 1 2
KU, +(Kzlz +K121)U2 + KU, = A +flz +0; Q)

5 3
KU, +(K222 +Kf’)£13 + KLU, = f] 4 7 +0, +0,

(3.472)
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Ko U + (K 4+ KEWU, 4+ KEU,, = 15 + 5 4+ QP+ OF

Ko+ KEUz = 15 + OF il
i

Estas son llamadas, las ecuaciones ensambladas. Contienen la suma de coeficientes y
términos fuente. en nodos comunes a dos elementos. Notar que la numeracion de las
ecuaciones globales corresponden a la numeracién de los grados de libertad primarios
global, U, . Esta correspondencia conduce a la simetria de las matrices del elemento a la

matriz global. Las ecuaciones (3.47a) pueden expresarse en forma matricial como:

- =

K X [ £,
K, K}, +K} K} 0 u,
K, Kp+ K | U |
0 K, '+K§ I & Ug
A K5 ki |WUsal
(S A ¢ (3.47b)




104

Recordar, que toda la discusion anterior de ensamble, esta basada en la suposicion de que
los elementos estan conectados en serie. En general, varios elementos pueden ser
conectados en un nodo y los elementos no tienen que ser necesariamente numerados. En
este caso, la idea de arriba se mantiene, con el cambio de que los coeficientes de todos los

elementos conectados en un modo se sumaran

Barra Rigida
(restringida 3 meverse
hexizontalmenie)
g— h __74__,!3______%
Z
2% —— """ s j===pP g
2 T
19’; v ‘-P
‘ot
2
k—-hl"""‘i hy = hy
Figura 3.8

La geometria y malla del elemento finito de una estructura barra.
Por ejemplo, considere la estructura que consiste en tres elementos barra mosirados en la

fig. 3.8. Considere que la barra de conexion es rigida (esto es, no deformable) y obligada a

permanecer horizontal todo el tiempo. Entonces las condiciones de coniinuidad y balance
w=ui=ul=U, O+ +0i=2P (.48)

Para conseguir estan condiciones, debemos sumar fa segunda ecuacion del elemento 1, la

primera ecuacion del elemento 3, y la segunda ecuacion del elemento 2:



(Kzllull * K;,u; ) + (Klzl

3 33 2.2 2
U, +K|2uz)+(K21”1 +Kzzu2)

SRS OGO

2
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(3.49)

Anotamos la siguiente correspondencia de los valores nodales local y global (ver fig.

38)

De aqui (3:49) llega a ser:

KU+ KU, + (K + K + KL W, + KU, = [+ [+ [2+ QL+ 02 + Q2
= fl+ +f] +2P

Las otras ecuaciones permanecen invariables, excepto para el renombre de las

variables primarias. Las ecuaciones ensambladas son:

0 K, 0
K 121 K122 0
 k K
dDIRECéd

>+ <

2

0 +Q
€3

+ ! (3.50)

Los coeficientes de la matriz ensamblada pueden obtenerse directamente. Notamos que

el coeficiente global K|, es una propiedad fisica del sistema, relacionando el nodo global

I al nodo global J Para deformacion axial de barras, K, representa la fuerza requerida en

el nodo [ para inducir un desplazamiento unitario en el nodo .J, mientras los

desplazamientos en los demas nodos son cero. Por lo tanto, K, es

igual a la suma de
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todos los K? para los cuales 7 correspondealy ja J,eiyj sonlos nodos locales del

elemento Q°. Por lo tanto, st tenemos una correspondencia entre los nimeros de nodos del
elemento y el numero de nodos global entonces los coeficientes global ensamblados
pueden escribirse en términos de los coeficientes del elemento. La comrespondencia se
puede expresar mediante una matriz [B], llamada la matriz de conectividad, cuyo
coeficiente 5, tiene el siguiente significado:

b, es el nimero de nodo global correspondiente al j-ésimo nodo del elemento i.

Por ejemplo, para la estructura de la fig. 3.8, la matriz [B] es de orden 3X2 (3 elementos y

2 nodos por elemento).

[5]=

W N e
W W

Este arreglo puede usarse en una variedad de formas, no solo para ensamble, sino
también en la implementacion de la computadora en calcuios de elemento finito. La

matriz {B] se usa para ensamblar matrices coeficientes como sigue:

K =K, Debido a que el nodo local 1 del elemento 1 corresponde
al nodo global 1.
K, =K, Debide a que los nodos locales 1 y 2 del elemento 1

corresponde a los nodos giobales 1 y 3 respectivamente

Y asi sucesivamente. Cuando s¢ conecta mas de un elemento a un nodo global, los
coeficientes del elemento son sumados. Por ejemplo, el nodo global 3 aparece en las tres
hileras (elementos) de la matriz [B], implicando que los tres elementos estdn conectados
en el nodo 3 Mas especificamente, esto indica que el nodo 2 del elemento 1, nodo 2 det

elemento?, y el nodo 1 del elemento 3 son Jos mismos que el nodo global 3. De aqui

K, +KL+K} =K,
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Para la malla de ia figura 3 8 tenemos:

Eu=EL, Debido a que el nodo global 2 es el mismo que el nodo 1y
el nodo global 3 es el mismo que el nodo 2 del elemento 2.
Ky =0, Debido a que los nodos globales 2 y 4 no pertenecen al

mismo elemento.
_ g 2 3
K33 - Kzz +K22 +Kn

y asi sucesivamente.
IMPOSICION DE CONDICIONES FRONTERA.

Hasta este punto, la naturaleza especifica del problema no ha sido utilizada en el
desarrollo del modelo del elemento finito o en el ensamble de elementos finitos. En otras
palabras, las discusion en la secciones anteriores, es valida para cualquier ecuacion
diferencial que sea un caso especial de la ecuacion del modelo (3.1). Un problema
particular difiere de otros, en la especificacion de los datos y condiciones frontera. Aqui
discutimos como imponer las condiciones frontera de un problema, sobre la serie
ensamblada de ecuaciones algebraicas. Sobre esto tltimo. Usamos el problema en 1a fig
3.8 Sus condiciones de frontera son evidentes en la estructura. Los grados de libertad

primarios conocidos (desplazamientos) son:
wl =0, =0, uf=U,=0, u; =, =0, (3.51a)
Los grados de libertad secundarios conocidos (fuerzas) son:

0, =Q; =0y =2P (haib)
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Las fuerzas 0,,0; y O}son desconocidas (fuerzas de reaccion) y pueden
determinarse en la postcomputacion; es decir, después de que se determinen los grados

de libertad primarios.

Imponiendo las condiciones frontera (3.51) sobre el sistema ensamblado de las

ecuaciones (3.50), y para f°:

K, 0 K o J[u,=0] ([0}
0 Klzl KIZZ 0 Uz =0 _ 12
KL K2 KL+kiakd K| U, [T 2p|
I K3, K, U, = 4 (3.52)

debido a quel,,U, y U, soncero
Esto contiene cuatro ecuaciones con cuatro incognitas: U, ,0!,0] v 0, .

SOLUCION DE ECUACIONES
Como un procedimiento estandar en el analisis del elemento finito, los grados de
libertad prnimarios desconocidos, son determinados considerando primero, que ias
ecuaciones algebraicas corresponden a las variables primarias desconocidas. Por lo

tanto, en el caso presente, consideramos la tercera ecuacion en (3.52) para resolver U, .

K\, + K2, +{KY + KL + K3 U, + KLU, = 2P
6

(Kiz +K222 +K|3|k}3 ZZP_(Kzllul"'Kzlez'

Las variables secundarias desconocidas, se determinan considerando las ecuaciones

restantes de (3.52), esto es, aquellas que contienen las variables secundarias

desconocidas:
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K, 0 Ky, 0 |[th=0] |O
0 Klzl Klzz 0 U2 =0 _ 12
KL K1 ELaki+kl KL & {7 |2p
0 0 Ko K |U.=0] |02 (3.52)

debido a quel/,,U, y U, soncero

Es posible, aunque no comtin con programa de computadora, mover todas las
incognitas al lado izquierdo en (3.52) y resolver para toda a la vez. Sin embargo este

proceso requiere mas tiempo computacional en problemas practicos.

En general, las ecuaciones del elemento finito ensambladas se pueden repartir

convenientemente en la forma siguiente:

RERE

donde {U '} es la columna de variables primarias conocidas, {U 2} es la columna de

g

KZ]]

vartables primarias desconocidas, {F '} es la columna de vanables secundanas
desconocidas, y {F 2} es la columna de variables secundarias conocidas. Escribiendo

(3.55) como dos ecuaciones matriz obtenemos:

el - c56
el e @56

De (3.56b), tenemos:

PRETER) 6359

Una vez que {U 2} se conoce, {F '} puede calcularse de (3.56a).
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POSTPROCESAMIENTO DE LA SOLUCION

La solucion de las ecuaciones del elemento finito da los valores nodales de las
incognitas primarias (esto es, desplazamiento, velocidad o temperatura). El
postprocesamiento de los resultados incluye uno o mas de lo siguiente:

1. El calculo de cualquier variable secundaria (el gradiente de la solucion).

2. Interpretacion de los resultados para checar si tiene sentido la solucion (una
comprension de los procesos fisicos y la experiencia son las guias cuando no hay
disponibles otras soluciones para comparacion).

3. Tabular y/o graficar la presentacion de resultados. Para determinar la solucion u
como una funcidn continua de posicion x, regresamos a la aproximacion (3.29) sobre

cada elemento:

( n
U = Yl ()

u(x) =< U¥x)= iufy/} (x)

UY (=3t ()

donde N es el niimero de elemento en la malla. Dependiendo del valor x, se usa la

ecuacién de elemento correspondiente de (3.57). La derivada de la solucion se obtiene

por diferenciacion de (3.57)
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(3.58)

e

de la solucién del elemento finito lineal {/° es constante

Notar que la derivada

dentro de cada elemento, y es discontinua en los nodos debido a que la continuidad de la

derivada de Ja solucién del elemento finito en los nodos de conexion no es impuesta:

dUe = dl]‘d
dx dx

La derivada calculada para diferentes elementos que se encuentran en un nodo es
siempre discontinua en todas las aproximaciones C° (esto es aproximaciones en que solo

los valores funcion son interpelados), a menos que la solucion aproximada, coincida con
la soluci6n real.

Las variables secundarias QJ'-" pueden calcularse de dos formas diferentes. En (3.54b),
determinamos las variables secundarias desconocidas, Q},07 y @; de las ecuaciones
ensambladas del problema en la fig. 3.8 ya que las ecuaciones ensambladas a menudo

representan las relaciones equilibrio de un sistema, las Q° de ellas seran representadas

por (Qf')

equil
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Las (° pueden determinarse también usando las definiciones en (3.7), reemplazando

u con U . Representariamos O° calculado de ésta forma por (Q“)M . Ya que (Qf) u 5
calculan usando la aproximada U°, no son tan exactas como (Q,")eqm’. Sin embargo, en

codigos de computadora del elemento finito, (Q‘) o € calculan en vez de (Q," )mt Esto

se debe principalmente a aspectos computacionales.

Recordar que, al llegar a resultado (3.54b), usamos parte de la matriz coeficiente
ensamblada. En la solucion numérica de ecuaciones algebraicas simultaneas en una
computadora, la matriz coeficiente ensamblada original se modifica con frecuencia, y
por lo tanto los coeficientes requeridos para la determinacion de las variables

secundarias no estan disponibles, a menos que sean asegurados en un arregio adicional.

Para el problema en la fig. 3.8. Tenemos:

dU u,-u EA i
(Qll)dg- = _(EAE‘) =0 *E"I#= _TUs =K,U,

ayu
( 12),,4 = "(EA E)lxﬂ] aa K132U3

U/ U,-U
(@), = (EA'dx—JIF;W., = EA_4/{—3' (3.59)
EAU,

== =K,

donde A y &, son las longitudes de los elementos 1 y 3, respectivamente. Las O,
calculados usando las definiciones (3.7) son los mismos que los derivados de las
ecuaciones ensambladas en general para el problema en la fig 3.8, Esta igualdad no es
esperada en general . De hecho, cuando el vector fuente ¢ no es cero, la variabies
secundarias calculadas de las definiciones (3.7) estaran en error comparadas con las

calculadas de las ecuaciones ensambladas. El error decrece conforme el niamero de

elementos del grado de interpolacién se incremente.
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Esto completa los pasos basicos involucrados en el analisis del elemento finito de la

ecuacion modelo (3.1).

COMENTARIOS SOBRE LOS PASOS DESCRITOS PARA EL. MODELO DE
ECUACION

Comentario 1. Aunque el método Rayleigh-Ritz se us6 para obtener las ecuaciones del
elemento, cualquier otro método podria usarse. Tal como el residuo ponderado,

(cuadrado minimo o Galerkin).

Comentario 2. Los pasos 1-6 (ver tabla 3.1) son comunes para cualquier problema. La
derivacion de las funciones interpolacidn dependen solamente de la geometria del
elemento, y el numero y posicion de nodos en el elemento. El nimero de nodos en el

elemento y el grado de aproximacion usado estan relacionados.

Comentario 3, Las ecuaciones del elemento finito (3.31) son derivadas para la ecuacion

lineal del operador:

d{ d
A(u)zq, donde A4 Z_Ec_( a;)+c

Son vilidas para cualquier problema fisico que se describe por la ecuacién A(u)=¢ o
sus casos especiales . Uno necesita solamente interpretar las cantidades apropiadamente.
En la tabla 3.2 se enlistan ejemplos de problemas descritos por este operador. Por tanto,
un programa de computadora escrito para el analisis del elemento finito de (3.1) puede
usarse para analizar cualquiera de los problemas de esta tabla.

Notar también que Jos datos a =a(x),c=c(x),qg =g(x) pueden ser diferentes en cada

elemento.
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Comentario 4. La integracion de las matrices elemento en (3.31¢) puede llevarse a cabo
en una computadora, usando integracion numérica. Cuando esas integrales son
complicadas algebraicamente, no tiene uno otra seleccién, mas que la integracion

numeérica.

Comentario 5. Como se noto en (3.48) y (3.51b), las fuentes punto en los nodos, estan
incluidas en el modelo del elemento finito via el balance de fuentes en los nodos. Por
tanto, en la construccion de las mallas de elemento finito, uno incluiria nodos en los
lugares de las fuentes punto. Si una fuente punto no ocurre en un nodo, es posible
distribuirla a los nodos elemento. Haga que (J, represente una fuente punto en el punto

X5,%, < %, < x,. La fuente punto O, puede ser representada como una funcién mediante

glx) = Qod(x— xo)

donde la funcion delta Dirac & (-) esta definida por :
f:f(x)é‘(x-xo)a&: F(xo)

La contribucion de la funcion g(x) a los nodos del elemento Q° = (x P ,xB) s¢ calcula de

[ver(3.31¢)]

(3.60)

12 = | alo (edabe = [ 00(x~ x, Jur (edebe = Q! ()

donde y; son las funciones interpolacion del elemento QF. Por tanto, la fuente punte

@, es distribuida al node 7 de elemento mediante el valor Q .’ (x,,). La ecuacién (3.60)
cumple para cualquier elemento sin tomar en cuenta el grado de la interpolacion, la
naturaleza de la interpolacion (polinomios Lagrange o Hermite), o la dimensién (1-D,

2-D ¢ 3-D) del elemento. Para funciones interpolacion Lagrange en 1-D, (3.60) produce
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. X, — X . X, —X
h :Qo Bh ozaQOs fzon Bh t=a(,

€ €

donde az(xB ——xo)/ h, es la razon de la distancia entre el nodo 2 vy la fuente, a la

longitud del elemento.

Comentario 6 Hay tres fuentes de error que pueden contribuir a la inexactitud de la

solucién de elemento finito de un problema:

1. Error en la aproximacion del dominio, el cual se debe a la aproximacion del

dominio.

2. Errores computacionales, los cuales deben a la evaluacion inexacta de los
coeficientes K y f° O se introducen obligadamente a la aritmética finita en una
computadora.

3. Error de aproximacion, debido a la aproximacion de la solucién mediante

polinomios de piezas discretas.

Una vez que la geometria del problema es representada exactamente, la aproximacion
lineal es capaz de representar [a solucidbn exacta en los nodos (para
a=FA=constante,c—-0,f=0) . El primero y tercer tipo de errores son cero en el problema
de la figura 3.8. El ainico error que puede introducirse en ¢l resultado numeérico final es

posible debido a la evaluacién por computadora de los coeficientes K] y f° y la

solucién de ecuaciones algebraicas.
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Comentario 7. La aproximacion usada en métodos matriciales de analisis estructural
para resolver el problema en la fig 3.8, no es muy diferente el presentado aqui. La
diferencia consiste en la derivacion de las ecuaciones elemento (3.37a). En los métodos
matriciales de analisis estructural, las ecuaciones elemento se obtienen directamente de
las definiciones de esfuerzo y deformacion y sus relaciones. Por ejemplo, considere el
diagrama de cuerpo libre de un elemento barra (ver fig 3.2b). De un curso de cuerpos

deformables tenemos :

Jfuerza=esfuerzo X drea de la seccion transversal
esfuerzo= modulo de Young's X deformacion

deformacion=elongacion/longitud original

La deformacion, es la deformacién promedio (0 de Ingenieria). Matematicamente, la
deformacion se define como & =% , siendo u el desplazamiento , que incluye

movimiento de cuerpo rigido tal como la elongacion en una barra . De aqui , la fuerza

en ¢l extremo izquierdo del elemento barra es:

€ € __¢ ¢ e e € eu:_u; aﬂ e €
Pf=A'cf = A°E°€’ = A°E T—zh—(u,-uz)

€

donde o es el esfuerzo y £ es el modulo de Young's. Similarmente la fuerza en el

extremo derecho es:

a
e _Led e e
1)2 _h (“2-‘u1)
(]

En forma de matriz , esas relaciones pueden expresarse como:

—ai[l ~1] u; ~ 2 B.61
al-1 Ul e T )

La cual es la misma que (3.37a) con £° =Q° + f° . Note que en la derivacion de las
ecuaciones de elemento hemos usado ¢l conocimiento de la mecinica de materiales y

la suposicion de que la deformacidn es constante (o el desplazamiento es lineal) sobre
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la longitud del elemento. Las ecuaciones del tipo (3.61) pueden también obtenerse
para un elemento resorte, un elemento flujo en un tubo , un elemento resistencia
eléctrica y ast sucesivamente . Si se requiere una representacion de mayor orden de la
deformacién (o desplazamiento) no podemos escribir directamente las relaciones
fuerza-desplazamiento (3.61). Debemos usar el principio de desplazamiento virtual ,

equivalente a la forma debil de la ecuacién que rige.

Comentario 8 : Otra interpretacion de (3.37) puede darse en téminos de la
aproximacion de diferencia finita. En cualquier punto, x estd dada por:

P(x)=EAdu dx. Usando la aproximacién diferencia, aproximamos du dr vy

escribimaos:

R = P, = B e, ) sl o, Ge)

Pr=P(x),, = B Afulx, .} -uls)] . (3.62b)

Las cuales son las mismas como en (3.61), con u; = u(xe) y u; = u(xﬁ,). A menudo se
usa la interpolacion lineal para obtener el valor de # en un punto diferente a los nodos

( o puntos malia)
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Comentario 9. Para el modelo del problema considerado las matrices de elemento [K ’]

en (3.31b) son simétricas: K = K, Esto le facilita a uno calcular K;(: =12,..n) para
Jj<i solamente. En otras palabras, uno necesita calcular solamente los términos
diagonal y los términos diagonal superior o inferior. Debido a la simetria de las matrices
elemento, la matriz global ensamblada también serd simétrica. Por tanto, necesita uno
almacenar solamente el tridngulo superior, incluyendo la diagonal de la matriz
ensamblada en un programa de elemento finito. Otra caracteristica propia del método del
elemento finito es el esparcimiento de la matriz ensamblada. Ya que K, =0 si los
nodos globales no pertenecen al mismo elemento, en la matriz coeficiente global todos
los coeficientes mas alla de una cierta distancia de la diagonal son cero (matnz
bandeada). el maximo distancia entre el elemento diagonal, incluyendo el mas reciente
de una hilera y el dltimo ceeficiente no cero en esa hilera se llama el ancho medio de

banda y se puede calcular ¢on la ecuacion

ancho de banda medio = max(lb,, -b,|+ 1) x NDF

donde E es el numero de elementos en la malla, NDF es el nimero de grados de libertad

por nodo, n es ¢l namero de nodos por elemento y 5, son los coeficiente de la matriz

conectividad. Una matriz es bandeada y simétrica, necesita uno almacenar solamente las
entradas en la banda superior o inferior de la matriz.

La simetria de la matriz coeficiente depende del tipo de ecuacion diferencial, su forma
variacional, y el nimero de ecuaciones del elemento finito. El esparcimiento de la matriz
es el resultado de las funciones interpolacién del elemento finito que tienen valores no

¢ero solamente sobre un elemento del dominio.
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Comentario 10, El balance (& equilibrio) de las variables secundarias { o fuerzas) Q°

en las fronteras del inter elemeto se expresa por (3.41b). Estas sumatorias imponen la

. du
condicion de que la variable secungaria a; en el nodo, donde u es la solucion real,

€

sea continua. Sin embargo, esto no implica continuidad de a o donde U° es la

solucion del elemento finito. Por tanto en general, tenemos:

05+ =00 G, G 63)

pero :

(3.63b)

dUe\ dl]&l
(GE_J" +(—a 7 ]le #0 o @,

Nota: en la mayoria de los libros del método de elemento finito, este punto no esta claro
para el lector. Esos libros consideran la forma cuadratica (3.11) del problema total y

omiten la suma de las contribuciones inter elemento (para elementos lineales)
¥ (2 (@)
2 (Z qu:’)

en la forma cuadratica del problema. Sin embargo estas sumatorias imponen condiciones
de equilibrio de la forma (3.63a). Cuando se especifica que la variable secundaria no es

cero (digamos (J,) en una frontera inter elemento (digamos en el nodo global 2),

tenemos

Q+0' =0, (in)
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En oros libros, O, se incluye en la funcional como Q,U,, donde U, es el valor de

u en el nodo global 2.
La forma variacional de la ec. (3.1) sobre el dominrio entero (cuando ¢ =0), esta dada
por:

0=[ a d"idi’ V()0 ()

Cuando # es aproximada mediante funciones que se definen para un intervalo
local{que es el caso del método del elemento finito), el uso de la forma variacional

implica la omisién de fa suma de las contribuciones inter elemento de (1).
Ya que @’ (R=123) es cero en cualquier elemento )/, para e = f (ver fig.3.3b), la

solucion de elemento finito (global), para el dominio entero esta dada por:

U.(x)= zs;(i”,z '/’f)g,:ZUl P, (x) (iv)

donde (IJ,(x) (I = 1,2,3,4) son las funciones de interpolacion global continuas:

®,(x)= y(x) para x,_ <x<x )
q/, (x) para x, Sx<x,,



Sustituyendo (iv) para » y v=®, en (jii), obtenemos:

L dP,
L ( de -(qude_d); (xz)Qo
] l
ya que ¢, es diferente de cero solo entre x,,, y x,, , las integrales son:
x| dD o, do do,,
o=[|a% (v v, G, Boea )00 -0, e,

y tenemos (para una malla de tres elementos):

z | dD ao ao

=1 Oz“;’:o[a dx_l[Ul ?1+Uz El)—d)lq}dx—fbl(xz)Qo

X3 d@ d(D dq) dd)

1= 0:";.:0[0*};2-(([1 E‘-"&'(]z EZ*'FUS'ESJ—(DZq:Idx—(DZ(xzpo

I= O:E';LI:ad(D3 [Uz diz +U, ‘g

JdO
4 dx4 )—¢3q:|dx—<b2(xz po

121

()

(vii)

(viii)
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i d®, (. do, .. db
=4 o= {a & (Us 24U, ch‘)—d)‘q}dx-—@_,(xz)Qo

Esas ecuaciones, llevando a cabo las integraciones, dan Ia (3.47) con la {iltima columna

en la posicion reemplazada por:

Qs s
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CAPITULO 4

ANALISIS DE ERROR DEL ELEMENTO FINITO

4.1. ERRORES DE APROXIMACION
Los errores introducidos al inierior de la solucién de una ecuacidn diferencial dada
pueden atribuirse a tres fuentes basicas.
1. Error de aproximacion del dominio, debido a la aproximacién del dominio.
2. FErrores de cuadratura y aritmética finita, debidos a la evaluacion numeérica de
integrales y al calculo numérico en una computadora.

3. Error de aproximacion, debido a la aproeximacién de la solucion.

N 4.1)
u=u, EZU!¢I (
e

dondeU,, representa el valor de wen el nodo global 7, y ¢, representa la funcién
interpolacion global asociada con el nodo global / (ver Fig. 3.3b).

En los problemas de una dimensién discutidos, los dominios considerados han sido
lineas rectas. Por lo tanto la aproximacién del dominic no ha sido necesaria. En
problemas de dos dimensiones que involucran deminios no rectangulares, errores de
aproximacion del dominio son introducidos en las soluciones del elemento finito. En
general pueden interpretarse como errores en la especificacion de los datos del

problema debido a que resolvemos ahora la ecuacién diferencial dada sobre un dominio
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modificado. Como refinemos la malla, el dominio es representado mas exactamente, y,
por lo tanto, ios errores de aproximacién frontera se espera se aproximen a cero.

Cuando los calculos del elemento finito se desarrollan en una computadora, errores
redondeados en el calculo de nimeros y errores debido a la evaluacién numérica de
integrales son introducidos en la solucion. En la mayoria de los problemas lineales con
nimero pequefio razonablemente de grados de libertad totales en el sistema, esos
errores se espera sean pequefios (o cero cuando solamente se desea exactitud en un
punto decimal).

El error introducido en la solucién del elemento finito {/¢ debido a la aproximacion

de la variable dependiente u en un elemento Q°es inherente a cualquier problema:

N n M (4.2
uxd, = zzu.g‘/"f :ZU1¢: )
=

e=l 1=

Donde w,es la solucion de la solucion del elemento finito sobre el dominio

(u#, =U° en£2°),N es el nimero de elementos en la malla M es el namero total de

nodos globales, y n es el niimero de nodos en un elemento. Deseamos conocer como el
error £ = u —u, medido de manera significativa se comporta conforme se incremente el
numero de elementos en la malia. Se puede demostrar que el error aproximacion es
cero para ecuaciones simples de segundo orden y de cuarto orden con coeficientes
constantes del elemento discreto[ver (4.30)<{4.35)}

4.2. DIVERSAS MEDIDAS DE ERRORES

Hay varias maneras de medir la “diferencia”(o distancia) entre dos funciones

cualquiera #y u, El error de punto discreto es la diferencia de uy u, en cada punto
del dominio. Puede uno también definir la diferencia de » y #, a ser el méximo de

todos los valores absolutos de la s diferencias de ¥ y u, en el dominic Q= (a,b):

i

e —u,|

*
IA
=
A
o



125

La medida de la diferencia se llama la supmétrica. Notar que la supmétrica s un
numero real , de todas formas, el error de punto discreto es una funcion y no califica

como distancia o norma en sentido matematico. La norma de una funcién es un nimero

real no negativo.
Mas medidas usadas generalmente (0 normas) de la diferencia de dos funciones son

la norma de energia y la norma L, (pronunciada norma L-dos).

Para cualquier funcién integrable cuadrada uy u, definida sobre el dominio

Q = (a,b), las dos pormas son definidas por::

(4 i z
norma energia u-mu,|, = rz gc—': ,% “.4
. b 2 \%
norma L, las —u,| o= (Llu —-u, abc) 4.5)

Donde 2m es el orden de la ecuacion diferencial a resolver. El término “norma
energia” se usa para indicar que esta norma contiene derivadas del mismo orden que
Ia funcional cuadratica ( la cual , para la mayoria de los problemas en mecanica de
solidos, representa a la energia ) asociada con la ecuaciéon. En la Fig. 4.1 se ilustran
diversas medidas de la distancia entre dos funciones. Estas definiciones pueden
modificarse facilmente para dominios en dos dimensiones.

4.3 CONVERGENCIA DE LA SOLUCION

La solucion del elemento finito #, en (4.1) se dice que converge en la norma energia

a la solucion verdadera wsi:

w—~u,| <ch” parap>0

Donde ¢ es una constante independiente de # y #,, & es la longitud caracteristica
de un elemento. La constante p es llamada la razén de convergencia. Notar que la
convergencia depende tanto descomo de p;p depende del orden de la derivada de

u [ver 4.15 abajo]. Por lo tanto, el error en la aproximacion puede reducirse, ya sea
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reduciendo el tamafio de los elementos, o incrementando ¢l grado de aproximacion. La
convergencia de las soluciones del elemento finito con los refinamientos de la malla
(esto es, se usan mas de la misma clase de elementos) es el término

convergencia— A .La convergencia con el incremento en el grado de polinomios es

llamada convergencia— p .

uh(*‘)

Figura 4.1 Diferentes medidas de error, E =u—u, entre la solucién exacta # y la

solucién del elemento finito %, , se ilustran la norma maxima y la norma L, .

4.4 EXACTITUD DE LA SOLUCION

Regresando a la cuestion de estimar el error de aproximacion, consideremos una
ecuacion diferencial del orden 2m ésimo en una dimensién(m =1, ecuaciones de

segundo orden ,m = 2 ecuaciones de cuarto orden):

d (4.7)

'u
ctci

-1y

=1

d'u
a—|= for O0<x<L
(lﬁx] f x

Donde los coeficientes g, (x) v a,(x), se supone que son positivos. Suponga que las

condiciones de frontera esenciai del problema son:

u(0)=u(L)=0 (m=12) (4.8)
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(ﬂj = (@J =0 =2 W
dx dx

La formulacion variacional de (4.7) ¥ (2.9) esta dada por:

(& d'vdu {4.10)
0:‘[’[;-1 EZX'__W}!I

La funcién cuadratica correspondiente a la forma variacional es:

1l Lu[ (du” o Pt

Ahora considere una discretizacion del dominio del elemento finito mediante N

(4.11)

elementos de igual longitud h. Si u, representa a la solucion del elemento finito en

(4.1) tenemos, de (4.11)

(4.12)

)= ;{ia,(“;:“ﬂa&— [ u, s

En los parrafos siguientes, demostramos que en la energia / asociada con la solucion
del elemento finito se aproxima a la energia verdadera de amiba, y nosotros damos

entonces un error estimado. Confinamos nuestra discusion, por razén de simplicidad a

la ecuacién de segundo orden {m =1).

De(4.11)y(4.12)y
a du
f="5 [al ; )

{enemos:
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_ OL{%[[%)Z*(%T}HJI%;X(u—u,,)}lx (4.13)

Por lo tanto:
Hew, )= I{u) (4.14)

La igualdad se mantiene solo para « =wu,. La ecuacion (4.14) implica que la
convergencia de ia energia de la solucion del elemento finito a la energia verdadera, es
desde arriba. Ya que ia relacion en (4.14) se mantiene para cualquier u,, la no igualdad
tambien indica que la solucion verdadera ¥ minimiza la energia. Una relacion similar
se puede establecer para la ecuacion de cuarto orden {m = 2).

Ahora, suponga que las funciones interpolacion ~del elemento finito

P, (I =12,....M ) son polinomios completos de grado X Entonces el error en la

norma energia puede mostrarse para que satisfaga la no igualdad.
e,m5|.u—u,,jm56hp, p=k+1-m>0 (4.15)

Donde ¢ es una constante. Esta estimacion implica que el error tiende a cero como la
p €éstma potencia de 2 como 4 es disminutda (o el numero de elementos es
incrementado). En otras palabras, el logaritmo del error en la norma energia tiende a

cero en la relacion de & +1-m; el error en la norma L, disminuird en consecuencia
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mas rapidamente en la relacién & +1; esto es, las derivadas convergen mas lentamente

que la relacion por si sola.
Errores estimados del tipo (4.15), son muy usados porque da una idea de la exactitud

de la solucion aproximada, conozcamos ¢ no la solucion verdadera. Mientras el

estimado da una idea, de como répidamente la solucion del elemento finito converge a

la solucién verdadera m cuando se refine la malla.

Esta decision corresponde a los analistas, porque solo ellos saben la tolerancia

razonable para los problemas que se estén resolviendo.

Como un ejemplo de estimacion del error en la aproximacion, (4.15), considere el

elemento lineal (dos nodos) para una ecuacion de segundo orden (m = 1}.

Tenemos para un elemento:

u, =u(l-s)+u,s (4.16)

x -
Donde s = = y X ¢s la coordenada local. Ya que #, puede verse como una funcion

de u, via (4.16) puede uno expandir u, en una serie de Taylor alrededor del nodo 1

para obtener.
uy =t Lyt (4.17)
i .
Donde « = 5 Sustituyendo esto en (4.16) obtenemos:
(4.18)

u, =u, tuS+lul +
Expandiendo la solucion verdadera en una serie Taylor, alrededor del nodo 1,

obtenemos

u=u rus+iu 4 (4.19)
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Por lo tanto, tenemos de (4.18) Y (4.19)

(4.20
lu,, —w<‘s s}nax’——‘=%s s}‘lmax——y )
0<s<) 022<h
ld? 4.21)
& ) s 3h mast ‘
0<x<h I
Estas conducen a;
e —uyl £ o, ) —u,|, $¢,h (4.22)

Donde las constates ¢, y ¢, dependen Unicamente de la longitud L de! dominio.

-

Ejemplo 4.1
Consideramos aqui, un e¢jemplo computacional para verificar ¢l error estimado en

(4.22). Considere la ecuacion diferencial:

oy (4.23)

—EE:Z for 0<x<1

Con:

u(0) = u(t) = 0

la so]ucic')q £xacta es’

u(x) = x(l ~x) (4.24)

Mientras las soluciones de elemento finito son para N =2
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__{k’(x/h) para 0<x<l

U, =
"W (2-x/h)  para h<x<2h
para N =3
2h*(x/h) para 0<x<#h
u, =<2h*(2—x/h)+2n*(x/h-1) para h<x<h (4.25)
2h*(3-x/h) para 2h<x<3h
ypara N=4
3n*(x/h) for 0<x<h
3h2(2-x/h)+4h2(x/h-l) for h<sx<2h
H, =
P AR’ 3 x/h)+ 3k (vh-2) for 2 < x <3/
3n°(4-x/h) for3h < x < 4h

TABLA 4.1

Elerror L, y el eitor en la norma energia de la solucion a (4.23) (Ejemplo 4.1)

h log,, k €, logy €, el log,, e,
1 -0.301 0.04564 -1.341 0.2887 -0.5396
i

l -0.477 0.02028 -1.693 0.1925 -0.7157
3
l -0.601 0.01141 -1.943 0.1443 -0.8406
4

Para el caso del elemento (# = 0.5)los errores estan dados por:



132

=,y = [be=x" ~hcfaer [*(e-x? - 207 + vh)

=(.002083
(4.26)
'du duh » _ 2 2k a
E..Elo _f(]-Zx—h) dx+_.; (1-2x+h)dx
= (.08333

Céiculos similares pueden ser llevados a cabo para N =3 y N =4 La tabla 4.1da
los errores para N =2,3 y 4.

Las grificas delogle, yloge ,contralog s demuestran (ver Fig. 4.1) que:

loge|, =2logh+logec,, logel =logh+loge, (4.27)

En otras palabras, la razon de convergencia de Ia solucion del elemento finito es 2 en
lanorma L, y1 en la norma energia, verificando los estimados en (4.22).
Mucha de la discusion aqui presentada, se puede aplicar a elementos curvados y a

¢lemento en dos dimensiones.
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log {lel: }-
~log Jleflo = log &y + 2 log &
log {lello =
- log liejhy = log 02+ log A
—;I
A
“L.. ,/
log ¢ ’4
o kol AR T R B
log A
Fig. 4.2:

Grificas de las normas energia y L, de errores contra el tamafio de la malla. La
grafica log—log da las razones de convergencia en las normas respectivas. Las razones
de convergencia estan dadas por las pendientes de las lineas. (las_graficas mostradas

son para elemento lineales)

Cuando los elementos con lados no rectos, estan involucrados, el error estimado
también depende de la transformacion Jacobiana. Debido a la naturaleza introductoria
del estudio presente, estos topicos no s¢ discuten aqui.

Como se noto, en el caso de ecuaciones de segundo y cuarto orden con una siniple
incdgnita y coeficientes constantes, el error entre la solucidn exacta y la solucion de
elemento finito en los nedos es cerc. Esto no es accidental, podemos probar, que

cuando los coeficientes @y & son constantes, las soluciones del elemento finito de las

ecuaciones.

) (4.28)

d_z[bd_zﬁ) = f(x) (4.29)
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Coincide con las soluciones exactas en los nodos La prueba es presentada abajo para

la ecuaciéon de segundo orden.

Considere 1a ecuacidn:

2 4.30
~a% =f para 0<x<lL S
con u(0)=0, u(L)=0 (4.31)

La solucion de elemento finito global esta dada por (U, =U, =0)

W (432)
u, = U,
i-2

donde P, son las funciones interpolacion lineal global mostrada en la Fig. 3.3(b).

De la definicion del problema variacional , tenemos:

(4.33)

J': o, ﬁ_ If}!r:O porhecho/ =2, N -1
dx dx

Donde 7 =7, . La solucion exacta también satisface esta evaluacién. Sustrayendo la
ecuacion. Sustrayendo la ecuacion de elemento finito (4.33) de la solucién, exacta

obtenemos :

du
fy (ii"-_—*)%d" =0 (I=12,..N-1)

Ya que tenemos &, =0 para x2(]+1)h y xs([—l)h, d®, /dc=1h por
(I-Vh<x<Ihy d®,/dc=—1h por Ih<x<(I+1}h-1 para Ih<x<(I+1)h, se

sigue que:
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o

%(— E!—I +2 el *G‘“I):O (]=2)3’""’N_1) (435)

Donde &, = £(7h) (esto es el valor £ enx=Jh . Ya que &, =&, = 0(debido a que
uyu, ambas satisfacen condiciones de frontera iniciales). Se sigue de las ecuaciones
homogéneas de arriba que Ia solucion es trivial, €,=¢,= ... =¢ v= 0. Esto implica que

la solucion del elemento finito coincide con la solucion exacta en los nodos.
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CAPITULO 5

SOLUCION A PROBLEMAS DE TRANSFERENCIA DE CALOR EN UNA
DIMENSJION APLICANDO EL METODO DEL ELEMENTO FINITO CON
AUXILIO DE UN PROGRAMA DE COMPUTADORA

Problema 1: Considere un cilindro sélido largo de radio R, en el cual la energia se genera
a razén cesstante ¢, (W m‘g) La superficie de frontera en r=R, se mantiene a
temperatura constante 7, . Deseamos caleular la distribucion de temperatura 7(7)y el flujo
de calor Q(r )= -K dT dr (o calor Q= -AK dTdr).

La ecuacion que gobierna para este problema esta dada por:

— L akrdT d)=22K con 4=,

Las condiciones frontera son;

T(R,)=T, (22Kr dT dr) ., =0

Las condiciones frontera de flujo cero en r=0 es un resultado de la simetria radial en
r=0. Si el cilindro filera hueco con radio interno R,, entonces la condicién de frontera en

#=R, puede ser temperatura especificada, flujo de calor especificado, o condicion de
frontera conveccion, dependiendo de la situacion.

El modelo del elemento finito de la ecuacion que gobiema esta dado en:
I S §+10° } ;para una altura unitaria del cilindro y a = Kr .



137

i Lo

donde:
s o, d '//. dV’J T
K, =27 ’AK s ~dr 5 f* -Zﬁ'_[:q/,qorw'
€ d e d
O =_27d5(rd_t)!| o =27df(’;i) B
y (r,.7s) son coordenadas del elemento Q°=(r,,r,). Para la seleccion de las

funciones interpolacion lineales i’
wi=(r,~r)he , wi=(r-r)lhe
Las ecuaciones elemento para un elemento tipico lineal son

2k r,+r,| 1 1T h, j2r, 1., Q,'
NN (=25 o
h, 2 |-1 1|\ 6 |7, +2r, Q2

e+l

Las ecuaciones elemento para elementos individuales son obtenidas de estas dando la

longitud del elemento A, y las coordenadas global de los nodos del elemento, 7, =r, y

re+l =rB :

Para la malla de un elemento lineal, tenemos r, =0, 7, =h, =R,

A et e)

Las condiciones frontera en este problema, implica U, =7, y O/ =0. De aqui la
temperatura en el nodo 1 (global) es

Ul':%Ro2 I3k+n

yelcaloren r=R, es
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2
Q; =”k(U2 _Ul)_sﬂquoz =‘ﬂqeR02

El sigro negativo indica que el calor es removido del cuerpo (debido a que &7 dr 0). La
solucion de un elemento en funcion de la coordenada radial r es

r (r) U]‘/’i (r)+U2(;I2(I‘)— q;f {l é)"']:)

El flujo de calor es

ar' 1
q(r)E_kdr ZE%Ro

La solucitn exacta del problema puede obtenerse integrando

rdr

y evaluando las constantes de integracion con la ayuda de las condiciones frontera del

problema.
Ro 2
9oy

T +T,

()=2R [ (7] } .,

1 - dar

)= 2asWm) OR)={2ukr 2L = R

Para una malia de dos elementos lineales, tomamos & = A, =%Ro, r=0,r= Ro y

r, =h +h, = R, El ensambie de los dos elementos da

1
1 -1 o] (4 P o}
o P B i e
0 -3 3 U, %Ro+2Ro 02



= - v 1 .
Imponiendo las condiciones frontera U, =1, ¥ Oy =0, las ecuaciones condensadas son

1 -1][U,] _ mR; [1 0
A et el

Su solucion es:

Del equilibrio, Q; se calcula como
5
sz z_TZ_” qug +37 k(Us _Uz): - quoz

La sciucién del etemento finito llega a ser:

5 2r (7 q,R; 2
T +Up! = [8 %R +TJR°R“ ’+[£5’£k&+7;]é’

74y J %) 2
0 Ro 0

Tfem(r)_
UZV/IZ +U:W22"‘[§g L R,

2
M‘L(r—zJ+Ta paraOSrs%Ro

_) 18k R,
7 9oRs ¥ 1
= ( R0J+Y[, parazRosrsRoJ
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Notar que el flujo de calor se predice aproximadamente para ambos modelos de uno y dos
elementos. La temperatura en ei centro del cilindro de acuerdo a la solucién exacta es

7(0)=q,R} 4k+T,, q,R? 3k+T, v q,R? 18k +7, de acuerdo a modelos de uno y dos
elementos respectivamente. Las soluciones del elemento finito obtenidas usando malla de

uno, dos, cuarto y ocho elementos comparada con la solucion exacta se puede observar en
la tabla 5.1. La convergenctia de las soluciones de elemento finito a la solucién exacta con

un incremento en el nimero de elementos es clara.
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Tabla 5.1
Comparacion de las soluciones elemento finito y exacta para transferencia de calor en un

cilindro radialmente simétrico. (Rﬂ =0.0lm,q, =2x10*Wm > k = 20Wm™'°C™, T, =100°C )

Temperatura 4 (r)
Un Dos Cuatro Ocho
r/R, elemento elementos Elementos e¢lementos Exacto
0.000 433.33 377.78 358.73 352.63 350.00
0.125 _3_91.67 356.24 348.31 347.42 349.09
0.250 350.00 335.11 337.90 335.27 334.38
0.375 308.33 315.28 313.59 315.48 314.84
0.500 266.67 294.44 289.29 28795 287.50
0.625 255.00 24583 24970 252.65 252.34
0.750 183.33 197.22 210.12 209.56 209.38
0.875 141.67 148.61 155.06 158.68 158.59
‘ 1.000 160.00 100.00 100.00 100.00 100.00

Solucién del problema 1 con auxilio de un programa de computadora FEM1DV3.

TRASFE DE CALOR EN UN _CILINDRO _SQLIDO _RADIATMENTE
SIMETRICO. La ecuacién que gobierna en el problema esta dada por:

—%[27[’(?’%):2@0 paral<r<R,

(Zﬂkrg),_O:O,T(Ro)zf;

Con k=20Wm'°C™, q,=2x10*Wm™ T, =100°C , y R, =0.0lm tenemos MODEL=1,

NTYPE=0, ITEM=0 (para solucion estado estable), y los datos son continuos (ICONT=1)
en el dominio para una malla de dos elementos cuadraticos (IELEM=2, NEM=2),

Eldatoes

a=2nkr—a,=0 a =27k b=0—>5,=00 b =00
c=0-3¢,=0.0 ¢, =0.0 f=2nq,—- f,=00,f,=2x¢q,, f,=00

Por lo tanto, tenemos [Para valores &k = 20Wm™'°C™, g, = 2x10*Wm™

AX0=0.0 AX1=125.6637 BX0=0.0 BX1=0.0 CX0=0.0 CX1=0.0
FX0=0.0 FX1=12.5664E8 FX2=0.0
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El arreglo {Dx} y la informacion de frontera esta dada por
{Dx}={0.0,0.0025, 0.0025, 0.0025, 0.0025}

NSPV=1  ISPV(1,1)=5 ISPV(1,2)=1, USPV(1)=100

ARCHIVO DE DATOS DE ENTRADA PROBLEMA 1 (P4-1. DAT)

Problema l: Transferencia de calor en cilindre solido radial simétrico

u|
C
1 6 0 MODEL, NTYPE ITEM
D
2 2 IELEM, NEM
1/ ICONT, NPRNT
0.0 0.005 0.005 DX (I)
0.0 125.6537 AX0, AX1
0.0 0.0 BX0, BX1
0.0 0.0 €X0, CX1
0.0 12.56637E8 0.0 FX0, FX1, FX2
1 NSEV
5 1 100.0 ISPV(I,J),VSPV(1)
0 NSSV
0 NNBC

Con los dates de archivo de entrada se procede a correr el programa obteniendo los
siguientes resultados.

*#*%x ECHO OF THE INPUT DATA STARTS *#**
[

O
Problema 1l: Transferencia de calor en cilindro solido radial simétrico

O

O
1 0 © MODEL, NTYPE ITEM
2 2 IELEM, NEM
1 1 ICONT, NERNT
0.0 0.005 0.005 DX (I)
0.0 125.6637 AX0, AX1
0.0 0.0 BX0, BX1
0.0 0.0 CX0, cx1
0.0 12.56637E8 0.0 FX0, FX1, Fx2
il NSPV
5 1 100.0 ISPV(I,J),vspv(1)
0 NSSV
0 NNBC

+%*%%x ECHO OF THE INPUT DATA ENDS *+*+*



OUTPUT FROM

PROGRAM FEM1DV2.1 BY J. N. REDDY

Problema 1: Transferencia de calor en cilindro solido radial simétrico

*** ANALYSIS OF MODEL 1, AND TYPE 0 PROBLEM ***

(

MODEL=1,NTYPE=0;

MODEL=1,NTYP
MODEL=1, NTYP
MODEL=2, NTYP
MODEL=2, NTYP

MODEL=2,NTYPE=2:

MODEL=2,NTYP
MODEL=3,NTYP
MODEL=3,NTYP
MODEL=4, NTYP

MODEL=4, NTYPE=1:

MODEL=4,NTYP

Elemen
No. of
No. of
No. of

No. of
No. of
No. of

Boundary info
5 1

Global coordi
.00000E+00
Coefficients

AX0

BX0

CX0
FXO0

see the code below)

A problem described by MODEL EQ.
B=1: A circular DISK (PLANE STRESS)
E>1: A circular DISK (PLANE STRAIN)
E=0: A Timoshenko BEAM (RIE) problem
E=1l: A Timoshenko PLATE {(RIE) problem

A Timoshenko BEAM (CIE) problem
E>2: A Timoshenko PLATE {(CIE) problem
E=0: A Euler-Bernoulli BEAM problem
E>0: A Euler—-Bernoulli Circular plate
E=0: A plane TRUSS problem

A Buler-Bernculli FRAME problem
E=2: A Timoshenko (CIE) FRAME problem

t type (0, Hermite,>0, Lagrange)..=
deg. of freedom per node, NDF....
elements in the mesh, NEM.,......
total DOF in the model, NEQ...,...
specified primary DOF, NSPV..... .
specified secondary DOF, NSSV....=
specified Newton B. €.: NNBC.....

il

rmation on primary variables:
.10000E+03
nates of the nodes, {GLX}:
.25000E-02 .50000E-02 . 75000E-02

of the differential equation:

.0000E+00 AX1 = .1257E+03
.0000E+00 BX1l = .0000E+00
-0000E+00 C¥l = -G000E+00
. 0000E+GO FX1 = »1257E+10

Element coefficient matrix, [ELK]:

.62832E+02
-.83776E+02
.20944E+02

-.83776E+02 .20944E+02
.33510E+03 ~-.25133E+03
~.25133E+03 .23038E+03

Element source vectecr, {ELF}:

-.22315E-13

.10472E+05 .52360E+04

1

QO LNKHN

F¥2

.10000E-C1

= .00C0E+00
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SOLUTION {values of PVs) at the NODES:

.35000E+03 .33437E+03 .28750E+03 .20837E+4+03
X P. Variable S. Variable
.00000E+00 .35000E+03 .00000E+00
.62500E-03 .34802E+03 ~-.24544E+03
.12500E-02 .34609E+03 -.98175E+03
.18750E-02 .34121E4+03 -,22089E+04
.25000E~02 .33437E+03 -.39270E+04
.31250E-02 .32559E+03 -.61359E+04
.37500E-02 .31484E+03 =.88357E+04
.43750E~-02 .30215E+03 =.12026E+05
.50000E-02 .287508+03 -.15708E+05
.50000E-02 .28750E+03 ~-.15708E+05
.56250E-02 .27090E+03 -.19880E+05
.62500E-02 .25234B+03 ~-.24544E+05
.68750E~02 .23184E+03 -.29698E+05
. 75000E-02 .20937E+03 ~.35343E+05
.81250E~-02 ,18496E+03 -,41479E+05
.87500E-02 .15B59E+03 ~-.48106E+05
.93750E-02 .13027E+03 -.55223E+(5
.10000E-01 .100Q0E403 -.62832E+05

-10000E+03
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PROBLEMA 2
Consideremos una loza de espesor L y conductividad térmica constante k (Wm-1 °C-1).
Suponga que la energia a una razén uniforme de q0(Wm-3) se genera en la pared.

Deseamos determinar la distribucion de temperatura en la pared cuando las superficies de
frontera de la pared estan sujetas a la siguiente condicion frontera:

(—k.d_:’:J x_‘nzgo(Wm“z [k§+ﬁ(?‘—7;)] . =0

dx

La ecuacién diferencial que gobierna para este problema esta dada por:

—g—(kAdT)+cT Ag+eT,,6=PB
de\ dr

con é=0

De aqui, e! modelo de elemento finito en lk‘ J{T ¢ }-—- {f ¢ }+ {Q‘ } es posible. Podemos seleccionar el orden
de aproximacién ( o tipo de elemento) para evaluar los cocficientes £ y f° en

-j[ ot W’+ﬁ ]d!,ﬁ%ffwf(flqwﬁfm}ir

para la seleccion de elementos lineales y el dato @ = K4 = constante y ¢ = Ag, =constante ,

k< fred=1re}+{0°} toma ia forma

RN KRS S

Para una malla uniforme de N elementos, esto €s una malla de elementos del mismo tamafio,

A =h,=.. =L N =h, las ecuaciones ensambladas son.
- [ U]
1 -t u,
=af 1 -1 0
£ Hl 1+1 v
—— — + <
n |
0 1+1 -1 :
L -1 1 Uy
\UNHJ



145

¢ B f

I o8
L+l | g +0F
1+1 2410}
_.Aqoh4 Q.. +Ql
= s i r+< i 4
2

11| loregr

S0 S I R ¢ A

Donde U; (I=1,2, .. . N+1) representa Ia temperatura en el nudo global 1. La superficie en x = 0 ¢std sujeta a
un flujo de calor wniforme g0 (Wr-2) (si esté aislada, g0=0), y el calor se disipa por conveccién a un fluido

de temperatura 7 y 1a superficie frontera en x = L. Estas condiciones frontera implican que

dr

0f - (K5, ) =-ABT 1) =AU, 1)

donde A ¢s ¢l area de 1a seccién transversal normal al flujo de calor y ,B es el coeficiente de transferencia de
calor en las ecuaciones

$14Q) =0 parae=23, N

sor validas para este ¢aso. Para una malla de un elemento (N=1, h=L), 1as ecuaciones de elemento finito son

k1 1[0, agh |l Ag,
wl-1 1 {lo,[T 2 T \-4U, + 45T,

|
kA[l ~1 HU,}_ 5 A4oh+AgH
h|-1 1+ﬂhk llz ;Agoh'i'AﬂTw
su solucion es

z
U, ={L+f£ Qﬁ_(i)_@%
i-~a) 2k

1 g2 ( 1 g,k
Y=o PO [B0
E (l—a] k \l-a) k L



donde @ =1+ Bh k , la solucién exacta es

2 2
17‘(Jf)=M 28 ¥ | Gl K X +7,
%\ A ) kTR L

ARCHIVO DE DATOS DE ENTRADA PROBLEMA 2 (P4-2.DAT)

Problema 2: Conduccién de calor en una loza.
0

MODEL, NTYPE, ITEM

o
—

IELEM, NEM

n

ICONT, NPRNT
0.5 DX(I)
AX0, AX1
BX0, BX1
CX0, CX1
0.0 FX0, FX1l, FX2
NSPV
ISPV(I,J), VSBV(I)
NSSV
NNBC
y CTO, CT1
5 0.5 0.0 DT, ALFA, BETA

= O 0OrQg

CQOOOoO
(=3 w i = =B =]
CoCcow

=
(]
o

oo
(3
o

CrROMOORMAOOORO H
)
o
N

1.0 GUO(I)

.

Q
—
]

Con los datos de archivo de entrada se procede a correr ¢l programa obteniendo los siguientes resultados.

*x% ECHO OF THE INPUT DATA STARTS **+*
O

O
Problema 2: Conduccidén de calor en una loza.

MODEL, NTYPE, ITEM

IELEM, NEM

ICONT, NPRNT
0.5 0.5 DX (I)
0.0 AX0, AX1
0.0 BX0, BX1
0.0
0.0

-

1
1
1

CX0; il
0.0 FX0, FX1, FX2
NSPV
1 0.0 ISPV(I,J), VSPV(I)
NSSV
NNBC

ODO0O0CG O

COFrRPPOQOrOHNOC

INCOND, NTIME, INTVL
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1.0 0.0
0.05 0.5 0.0
1 20 2

0.0 1.0 1.0

CTC, CT1

DT, ALFA, BETA
INCOND, NTIME, INTVL
GUO (1)

**++ ECHO OF THE INPUT DATA ENDS ****

OUTPUT FROM PROGRAM FEMIDV2.1 BY J. N. REDDY

Problema 2: Conduccién

de calor én una loza.

*** ANALYSIS OF MODEL 1, AND TYPE 0 PROBLEM ***
(see the code below)

MODEL=1, NTYPE=0: A
MODEL=1,NTYPE=1: A
MODEL=1,NTYPE>1: A
MODEL=2,NTYPE=0: A
MODEL=2,NTYPE=1: A
MODEL=2,NTYPE=2: A
MODEL=2,NTYPE>2: A
MODEL=3,NTYPE=0: A
MODEL=3,NTYPE>0: A
MODEL=4,NTYPE=0: A
MODEL=4,NTYPE=1: A
MODEL=4,NTYPE=2: A

Element type

No. of deg. of freedom per node, NDF....

problem described by MODEL EQ.
circular DISK (PLANE STRESS)
circular DISK (PLANE STRAIN)
Timoshenko BEAM {(RIE) problem
Timoshenko PLATE (RIE) problem
Timoshenko BEAM (CIE) problem
Timoshenko PLATE (CIE) problem
Euler-Bernoulli BEAM problem
Euler—Bernoulli Circular plate
plane TRUSS problem
FEuler-Bernoulli FRAME problem
Timoshenko (CIE)} FRAME problem

(0, Hermite,>0, Lagrange)..

#

No. of elements in the mesh, NEM.....,...=

No. of total

f

DOF in the model, NEQ......

No. of specified primary DOF, NSPV.....

No. of specified secondary DOF, NSSV,...
No. of specified Newton B. C.: NNBC.....

TIME-DEPENDENT (TRANSIENT) ANALYSIS

Coefficient,
Coefficient,

Parameter, ALFA.,.....cccvenan R

Il

CTO.«cvecenecannn sewE Ny e s

Q
-3
=

Il

N

Parameter, GAMA. ... ccceosocnosovccsnsena

Time increment, DT....cecivan,nvnn ¥ SalE g g
No. of time steps,
Time—-step interval to print soln., INTVL=

=
=
H
=
]

|

Initial conditions on the primary variables:

.00000E+00 +.10000E+01 .10000E+01

Boundary information on primary variables:

................ = 20
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QO WNHRF

.1000E+01
.0000E+00
.5000E+00
. 0000E+00
.5000E-01
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1 1 .Q000COE+00
Global coordinates of the nodes, (GLX}:
.00000E+00 .50000E+00 .10000E+01

Coefficients of the differential equation:

AXQ = .1000E+01 AX1 = .0000E+00
BX0 = .0000E+00 BX1 = .00Q0E+00
CX0 = .0000E+00 CX1l = .0000E+00
FX0 = .0000E+00 FX1 = .000DE+00 FX2 = .0000E+00
Element coefficient matrix, [ELK]):
.21667E+00C .33333E-01
.33333E~01 .21667TE+00Q
Element source vector, {ELF):
+.13333E+4+00 -11667E+00
TIME = .1000E+00 Time step number = 2

SOLUTION (values of PVs) at the NODES:

.QC000E+00 .66008E+00 .92793E+00

X P. Variable S. Variable

.0000Q0E+Q0 . 000CDOE+00 «13202E+01
.62500E-01 .82510E-01 .13202E+01
.12500E+00 .16502E+00 .13202E+01
. 18750E+00 +24753E+00 . 13202E+01
.25000E+00 .33004E+00 .13202E+01
-31250E+00 .41255E+00 «13202E+01
.37500E+00 .49506E+00 .13202E+01
.43750E+00 .57757E+00 .13202E+01
-50000E+00 .66008E+00 .13202E+01
.50000E+00 .66008E+00 .33570E+00
.56250E+00 .69356E+00 .53570E+00
.62500E+00 .727704E+00 .53570E+00
. 68750E+00 . 76052E+00 .53570E+00
. 75000E+00 -79400E+00 -53570E+00
.81250E+00 .82749E+00 .53570E+00
.87500E+C0 .86097E+00 .53570E+00
-93750E+00 -88445E4+00 -53570E+00
.10000E+01 » 92793E+00 .53570E+00

TIME = .2000E+00 Time step number = 4
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SOLUTION (valves of PVs) at the NODES:

.00000E+0C » 507456400 .71757E+00

X P. Variable S. Variable

.G00C0E+00 .00000E+00 .10149E+01
.62500E-01 .63431E-01 .10148E+01
.12500E+00 .1268€E+00 -10149E+01
.18750E+00 .18029E+00 .10148E+01
.25000E+00 .25372E+00 -10149E+01
.31250E+00 .31716E+00 -10149E+01
.37500E+00 .38059E+00 -10149E+01
.43750E+00 .44402E400 -10149E+01
.50000E+00Q «50745E+0C .10143E+01
.50000E+00 .50745E+00 .42024E+00
.56250E+00 .53371E+00 .42024E+00
. 62500E+00 .5599%B8E+00 .42024E+00
.6B750E+00 .58624E+00 +42024E+C0
. 75000E+0GC .61251E+00 .42024E+00
.81250E+00C .63877E+00 «42024E+00
. 87500E+00C +66504E+00 .42024E+00
. 93750E+00 .69130E+00 .42024E+00
.10000E+01 .71757E4+00 . 42024E+00

TIME = .3000E+00 Time step number = 6

SOLUTION {(values of PVs) at the NODES:

-00000E+00 .39124E+00 .55329E+00

X P. Variable 8. Variable

«00000E+00 .00000E+00 . 78247E+Q0
.62500E-01 .48905E-C1 . 78247E+00
. 12500E+00 .97809E-01 . 78247E+00
.18750E+00 .14671E+00 .78247E+00
.25000E+00 .19562E+00 . 78247E+00
.31250E+0Q¢C .24452E+00 . 7B247E+00
.37500E+00 .29343E+00 . 78247E+00
.43750E+00 +34233E+00 . 78247E+00
.50000E+00 .39124E+00 .78247E+00
-50000E+0D -39124E+00 .32411E+00
.56250E+00 .41149E+00 .324118+400
. 62500E+00 .43175E+00 -.32411E+00
.68750E+00 .45201E+00 .32411E+00
. 75000E+00 .47226E+00 .32411E+00
.81250E+00 .49252E+00 .32411E+00
.87500E+00 .51278E+00 +32411E+00



,93750E+00 ., 53303E+00 . 32411E4+00
.10000E+01 .55329E+00 .32411E+00
TIME = .4000E+00 Time step number
SOLUTION (values of PVs) at the NODES:
.0G000E+00 .30165E+00 .42660E+00
X P. Variable S. Variable
.00000E+00 .00000E+00 .60331E+G0
,62500E-01 »37707E-01 .60331E+00
»12500E+00 . 75414E~0] .60331E+00
.18750E400 «11312E+00 . 60331E+00
<25000E+00 .15083E+00 .60331E+00
.31250E400 .18853E+00 .60331E+00
.37500E+00 .22624E+00 .60331E+00
«43750E+00 . 26395E+00 .60331E+00
.50000E+00 .30165E+00 ,6C331E+00
.50000E+00 .30165E+00 .24990E+00
.56250E+00 .31727E+00 .24890E+00
.62500E+00 .33289E+00 .24990E+00
.68750E+00 .34851E+00 .24990E+00Q
.75000E+Q0C .36413E+00 .24990E+00
.B1250E+00 .37975E+00 .24990E+00
.875C0E+00 .39537E+00 .24990E+00
.93750E+00 .41098BE+00 .24990E+00
-10000E+01 .42660E+00 .243990E+00
TIME = .5000E+00 Time step number
SOLUTION (values of Pvs) at the NODES:
.00000E+00 -23258E+00 .32892E+00
X P. Variable 5. Variable
.00000E+00 -00000E+00 -46517E+00
.62500E-01 -29073E-01 .46517E+00
.12500E+00 .58146E-01 -46517E+00
.18750E+00 .87219E-01 .46517E+00
.25000E+C0 . 11629E+00 »46517E+00
.31250E+00 .14536E400 .46517E+00
.37500E+00 .17444E+00C .46517E+00
.43750E+00 .20351E+00 .46517E+00
.50000E+00 .23258BE+00 .46517E+00



.50C00E+00 .23258E+00 .19268E+00
.56250E+00 .24463E+00 .19268E+00
.62500E4+00 .25667E+00 .19268E+00
.68750E+00 .26871E+00 .19268E+00
.75000E+00 .28075E+00 .19268E+00
.81250E+00 .29280E+00 -19268E+00
.875Q0E+00Q .30484E+00 .18268E+00
.93750E+00 .31688E+00 .19268E+00
.10000E+01 .32892E+00 .19268E+00
TIME = .6000E+00 Time step number = 12
S0LUTION (values of PVs) at the NODES:
.00000E+00 «17933E+00 «25361E+00
X P. Vvariable S. Variable
.0000QE+00 .00000E+00 .35B866E+00
.62500E-01 . 22416E~01 .35866E+00
.12500E+00 .44832E-01 .35866E+00
.18750E+00 .67248E=-01 .35866E+00
.25000E+00 -89664E-01 .35866E400
.31250E+00 .11208E+00 .35866E+00
.37500E+00 .13450E+00 .35866E+00
.43750E+00 .15691E+00Q .35866E+00
.50000E+0D -17933E+00 .35866E+00
.50000E+00 .17933E+00 .14856E+00
.56250E+Q0 .18861LE+00 .14856E+00
. 62500E4+00 .19790E+00C .14856E+00
.68750E+00 .20718E+00 .14856E+G0
. 75000E+00 L21647E+00 .14856E+00
.81250E+00 .22575E+00 .14856E+00
,87500E+00 . 23504E+00 .14856E+00
.93750E+00 . 24432E4+00 .14856E+00
.10000E+01 .25361E+00 .14656E+00
TIME = .7000E+00 Time step number = 14
SOLUTION (values of PVs) at the NODES:
.00000E+00Q .13827E+00 .19554E+00
X P. Variable S. Variable
.00DO0O0E+DO .008000E+00 .27653E+00
.625C0E~01 .17283E-01 .27653E+00
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,12500E+00 .34567E-01 .27653E+00
.18750E+00 .51850E-01 L2T653E+00
,25000E+00 .69133E-01 .27653E+00
.31250E+00 .86417E-01 .27653E+G0
.37500E+00 .10370E+00 .27653E+00
.43750E+00 .12098E+00 .27653E+00
.50000E+00 .13827E+00 .27653E+00
.50000E+0¢ .13827E+00 .11454E+00
.56250E+00 .14543E+00 .11454E+00
.62500E+00 .15258E+00 .11454E+00
.68750E+00 .15974E+00 .11454E+00
.75000E+00 .16690E+00 .11454E+00
.B1250E+00 .17406E+00 .11454E+00
.87500E+00 .18122E+00 .11454E+00
. 93750E+00 .18838E+00 .11454E+00
.10000E+01 .19554E+00 .11454E+00
TIME = .8000E+09 Time step humber = 16
SOLUTION (values of PVs) at the NODES:
.00000E+QD .10661E+00 V15077E+00
X P. Variable S. Variable
.00000E+00 .00000E+00 .21322E+00
.62500E-01 .13326E-01 .21322E+00
.12500E+00 .266525-01 .21322E+00
.18750E+00 .39978BE-01 .21322E+00
.25000E+00 .53304E-01 .21322E+00
.31250E+00 .66630E-01 .21322E+00
.37500E+Q0 .79956E-01 .21322E+00
. 43750E+00 .93282E-01 .21322E+00
.50000E+00 .10661E+00 21322E+00
. 50000E+00 .10661E400 .88317E~-01
.56250E+00 .11213E+00 .88317E-01
.62500E+00 .11765E+00 .88317E-01
.68750E+C0 .123178+00 .88317E-01
.75000E+0C .12869E+00 .88317E-01
.81250E+00 .13421E+00 .88317E-01
.87500E+00 .13973E+00 .88317E-01
.93750E+00 .14525E+00 .88317E-01
.10000E+01 -15077E+00 .883178-01
TIME = -9000E+00 Time step number = 18

SOLUTION (values of PVs) at the NODES:

.00GO0E+00 «82197E~01 .11624E+00



X P. Variable §S. Variable
.00000E+00 .00000E+00 .16439E+00
.62500E-01 .10275E-~01 .16438E+00
.12500E+00 .20543E-01 .1643%9E+00
.18750E+00 .30824E-01 .16439E+00
. 25000E+C0 .41099E-01 .16439E+00
. 31250E+00 .51373E~-01 .16439E+00
.3750CE+00 .61648E-01 +16439E+00
.43750E+00 .715823E-01 .16433E+00
.50000E+0C .82197E-01 .16439E+00
.50000E4+00 .B21987E-01 .68094E-01
.56250E+00 .B6453E-01 .680%4E-01
.62500E+00 .90709E-01 .68094E-0]
.6875CE+00 .94965E-01 .68094E~01
.75000E+00 .99221E-01 .68094E~-01
.81250E+00 .10348E+00 .68094E-01
.87500E+00 .10773E+00 .58084E~-01
.93750E+00 .11199E+00 .68094E-901
.10000E+01 . 11624E+00 .68094E-01

TIME = .1000E+01 Time step number = 20
SOLUTION (values of PVs) at the NODES:
.00000E+00 .63376E-01 .89628E-01
X P. Variable S. Variable

.0CO000E+00
.62500E-01
-12500E+00
.18750E+00
.25000E+00
.31250E+00
.37500E+0Q0
.43750E+00
.50000E+00
. 50000E+00
.56250E+00
.62500E+00
. 68750E+00
.75000E+00
.81250E+00
.87500E+00
. 93750E+00
.10000E+01

. 00000E+00
.79220E-02
.15844E-01
.23766E-01
.31688E-01
.39610E-01
.47532E-01
.55454E-01
.63376E-01
.63376E-01
. 66658E-01
.69939E-01
.13221E-01
. 76502E-01
.78783E-01
.83065E-01
.86346E~01
.89628E-01

.12675E+00
.12675E+00
.12675E+00
.12675E+00
.12675E+00
12675E+00
.12675E+00
.12675E+00
.12675E+00
.52503E-01
.52503E-01
.52503E-01
.52503E-01
.D2503E-01L
.52503E-01
-52503E-01
.52503E-01
-52503E-01

*w&de Number of time steps exceeded NTIME **+x¥
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CAPITULO 6

CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

En upna simulacion numeérica de un proceso fisico, empleamos un método numeérico y
una computadora para evaluar un modelo matematico del proceso. El método del
elemento finito es una técnica numérica efectiva disefiada para evaluar procesos fisicos
complejos.

Para resolver un problema, como se ha visto, se debe representar el dominio del
problema con un conjunto de subdominios (elementos finitos), formando el conjunto de
ellos una malla .

El proceso fisico sobre cada elemento finito se aproxima con funciones polinomiales
y ecuaciones algebraicas que relacionan cantidades fisicas en nodos del elemento que se
analiza.

De aqui, se procede a ensamblar Jas ecuaciones usando la continuidad y / o el balance

de las cantjdades fisicas
Se debe buscar una solucién aproximada #  de la forma:

n m
um YUY, +Zc] ¢,
Jj=1

J71

Donde u, representa a lcs valores de # en los nodos del elemento, i, son las
funciones interpolacién, ¢, son los coeficientes sin nodo, y ¢, son las funciones

aproximacion asociadas.
Se requiere de un numero suficiente de ecuaciones para obtener los coeficientes no

determinados ¢, y .
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Por esta razén es necesario un procedimiento como el de la integral pesada de la
ecuacion diferencial que rige.

Pueden ser mas de un elemento finito # en un mismo problema, el tipo de modelo
depende de las ecuaciones diferenciales y métodos usados para obtener los coeficientes
no determinados sobre un elemento.

La integral pesada se requiere para generar las ecuaciones algebraicas para resolver

los parametros ¢, en la solucion aproximada. Esto equivale a minimizar el error en la

aproximacion de la ecuacion diferencial en sentido de integral pesada.

Es necesario seguir el procedimiento de los tres pasos para obtener la forma débil de
una ecuacion diferencial y para obtener las ecuaciones algebraicas en funcion de los
parametros desconocidos de la solucién aproximada, lo que se trato en el capitulo dos se
considera como el corazon del método del elemento finito.

Los métodos wvariacionales presentados son un medio sencillo para encontrar
soluciones aproximadas continuas en problemas fisicos, las cuales son funciones
continuas de posicion en el dominio.

Encuentro una desventaja de los métodos variacionaies con respecto a los métodos de
diferencia finita tradicionales, la dificultad para seleccionar las funciones aproximacion
no existe un procedimiento Unico para construirlas sobre todo cuando el dominio es
geométricamente complejo v / o las condiciones frontera son complicadas.

Los métodos variacionales proveen un medio potente para encontrar soluciones
aproximadas para fa construccion de las funciones aproximacion que dependen de la
ecuacion diferencial a ser resuelta y no de las condiciones frontera del problema. Un
problema difiere de otro solo en los datos y por ¢sta razon se puede usar un programa de
proposito general.

Una vez construida la region, las funciones se pueden representar con formas
geométricas simples, de modo que sea mas sencilla la construccion de las funciones
aproximacion,

En el método del elemento finito, se debe discretizar un dominio mediante
representaciones geometricas simples en cada elemento, para formular la ecuacion que
nge usando cualquier metodo variacional. Se generan las finciones aproximacion

sistematicamente usande las condiciones de frontera esencial, se conectan los elementos
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imponiendo la continuidad de las variables dependientes a través de fos limites del inter
clemento.

El modelo del elemento finito, se desarrolla siguiendo tres pasos:

1. Formulacion débil de la ecuacion diferencial en un elemento.
2. Interpolar las variables primarias de la forma débil.

Formular el elemento finito sobre un elemento tipico.

Las variables primarias deben ser continuas en el dominio, incluyendo los nodos

conexion de los elementos.. Se identifican con la forma débil.

Las funciones interpolacion requieren continuidad e independencia lineal. Con el
método del elemento finito, se sustituye la interpolacién de la variable primaria en la
forma débil de la ecuacion diferencial.

Las variables secundarias se pueden calcular usando las ecuaciones algebraicas de la
malla del elemento finito (ecuaciones condensadas) o por interpolacion del elemento
finito.

Las variables secundarias calculadas, usando elementos lineales Lagrange son
elementos constantes, y son elementos lineales para elementos cuadraticos Lagrange .

Después de haber hecho un analisis detallado en cuanto a los tipos de errores de
aproximacion del elemento finito, de ecuaciones diferenciales y sus mediciones para
ecuacion diferencial de segundo orden simple, se llega a la conclusion de que las
ecuaciones diferencjales con coeficientes constantes son exactas en los nodos. Sin
embargo, esto no se mantiene para ecuaciones diferenciales de segundo orden acopladas
con coeﬁcif:nmsmnstantes.

Del capitulo 5 se deduce que, el uso de un programa de computadora como el
descrito,, es una herramienta computacional importante dada la simplicidad en su
implementaciéon para la solucion de problemas de transferencia de calor en una

dimension y la rapidez con que se lleva a cabo el proceso de solucion aproximada.
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CAPITULO 10

APENDICE

GLOSARIO DE TERMINOS USADOS EN EL METODO DEL ELEMENTO
FINITO

Convergencia.- Exactitud conforme se incremente el nimero de eiementos en la
malla.

Componente de rigidez - Fuerza causada por un desplazamiento unitario aplicado.

Condicion de frontera esencial (EBC).- Especificacion de la variable primaria en la
frontera.

Condicién de frontera natural (NBC).- Especificacion de las variables secundarias
en la frountera.

Condiciones de frontera homogeneas - Cuando los valores espectficados son cero
u,=0 6 0, =0

Condiciones de frontera no homogeneas.- Cuando los valores especificados son

diferentes de cero u, #0, JJ, #0

Ceonectividad del elemento.- Nimero de nodos que limitan al elemento.

DEM .- Método del elemento discreto donde los elementos individuales pueden tener
movimientos finitos.

Discretizacion.- El dominio del problema es dividido en regiones mas pequefias. Es
la preparacion de un archivo de entrada gue contenga:

(1) -~ Coordenadas de todos los puntos nodales.
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(2).- Tipos de elementos.
(3).- Conectividad de elementos.

(4).- Elementos constantes aplicables.

(5).- Propiedades del material.

Dominio () .- Conjunto de puntos en el espacio, con la propiedad de que si P es un
punto en el dominio, entonces todos los puntos cierran hacia P, perteneciendo al
dominio.

Dominio convexo - Cuando dos puntos cualesquiera del dominio se pueden unir con
una [inea tendida completamente dentro de €l

Ecuaciones consistentes.- Son las gue no tienen solucion.

Elemento fipito- Dominio en miniatura (subdominio), desde el cual se pueden
obtener una serie de ecuaciones algebraicas para las incognitas nodales.

Ensamble de matriz de rigidez global. Se refiere a la suma de las rigideces de los
elementos individuales, cuando se calculan en el sistema de coordenadas global.

Exactitud de la solucion.- Diferencia entre la solucién exacta y la solucion del
elemento finito

Forma débil de una ecuacién diferencial - Es una exposicion de integral pesada de
una ecuacion diferencial en la que la diferenciacion se distribuye entre las variables
dependientes v la funcion peso ¢ incluye las condiciones frontera naturales del problema.
Se conoce también como “ forma variacional”.

Frontera de un dominio ( I ) .- Serie de puntos tal que, en cualquier cercania de

esos puntos, hay puntos que pertenecen al dominio y puntos que no. Los puntos en la
frontera no corresponden al dominio.

Funcional-  Expresion integral de la forma I{u)= _CF (x,a,u'}tx

_ ;G
u=ulx), u =

Donde el integrando F (x,u,u‘) es una funcion dada de los argumentos

du

X, U, y &

Funcional bilineal - Funcional lineal en cada uno de sus argumentos « y v
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Forma bilineal simétrica.- Cuando B(u,v)= B(v,#)

Grado de libertad (DOF).- Se refiere a las incognitas a resolver para un problema,
Tas cuales dependen de la manera de modelar el problema.

Integral pesada. - Procedimiento para dar lugar a un niimero necesario y suficiente

de ecuaciones para los coeficientes no determinados, ¢; y u,

Malla del elemento finito. Conjunto de elementos finitos.

Malla uniforme.- Todos los elementos son de igual longitud.

Malla no uniforme.- Los elementos son de diferente longitud.

Matriz bandeada.- Todos los términos de la matriz estan colocados alrededor de 1a
diagonal principal.

Matriz de elasticidad [D].- Es una propiedad del material del elemento.

Matriz de rigidez [B].— Es una propiedad de la forma del elemento. En mecanica de
materiales expresa ecuaciones esfilerzo- deformacion. Es la matriz de las derivadas de
las funciones interpolacion, por lo cual recibe el nombre de matniz gradiente.

Matriz simétrica - Implica que la matriz es cuadrada, significa que K, , =K,

Método variacional de aproximacién.- Método que sirve para obtener una solucion

aproximada en la forma de una combinacion fineal de funciones aproximacion ¢,,

conveniente y parametros ¢, no determinados.

chJ¢} i

Naodos.- Puntos de conexion de unos elementos con otros.

RIE. - Elemento de integracion reducida.

Simbole variacional.- Operador & en el cambio a v, donde @ es una constante y v
es una funcién ; du =av

Singularidad de [K].- Significa que la scuacién [K fu}={f} no se resuelve como
tal ya que la matriz IK ] tiene un determinante cero.

Variable primaria PV .- Es la variable dependiente de un problema, expresada en la
misma forma que la funcioén peso gue aparece en el término frontera

Variables secundarias SV .- Son los coeficientes de la funcion peso y sus derivadas

en las expresiones frontera. Siempre tienen significado fisico.
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